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Resumo

RIBEIRO, D. B. (2009). Estudo e aplicagdo de um elemento de contorno infinito na
andlise da interagao solo-estrutura via combinacao MEC/MEF. 214p. Tese de Doutora-

mento - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,

2009.

Neste trabalho, é desenvolvido um programa de computador para a andlise estatica e
tridimensional de problemas de interagao solo-estrutura. O programa permite considerar
varias camadas de solo, cada qual com caracteristicas fisicas diferentes. Sobre este solo,
o qual pode conter estacas, podem ser apoiados diversos tipos de estruturas, tais como
placas e até um edificio. Todos os materiais considerados sao homogéneos, isotrépicos,
elasticos e lineares. O solo tridimensional é modelado com o método dos elementos de
contorno (MEC), empregando as solugoes fundamentais de Kelvin e uma técnica alter-
nativa na consideracao do macico nao-homogéneo. Esta técnica, que é uma contribuicao
original deste trabalho, é baseada no relacionamento das solugoes fundamentais de deslo-
camento dos diferentes dominios, permitindo que sejam analisados como um tinico sélido
sem a necessidade de equacoes de equilibrio e compatibilidade. Isso reduz o sistema de
equacoes final e melhora a precisao dos resultados, conforme comprovado nos exemplos
apresentados. Para reduzir o custo computacional sem prejudicar a precisao dos resulta-
dos, ¢ utilizada uma malha de elementos de contorno infinitos (ECI) nas bordas da malha
de ECs para modelar o comportamento das variaveis de campo em longas distancias. A
formulagao do ECI mapeado utilizado é outra contribuigao original deste trabalho, sendo
baseado em um EC triangular. E demonstrado por meio de exemplos que tal formulagao é
eficiente para a reducao de malha, contribuindo de forma significativa na redugao do custo
computacional. Todas as estruturas que interagem com o solo, incluindo as de fundagao,

sao simuladas empregando o método dos elementos finitos (MEF). Cada estaca é mode-

il
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lada como uma linha de carga empregando um unico elemento finito com 14 parametros
nodais, o qual utiliza func¢oes de forma do quarto grau para aproximar os deslocamentos
horizontais, do terceiro grau para as forcas horizontais e deslocamentos verticais, do se-
gundo grau para as forcas cisalhantes verticais e constantes para as reacoes da base. Este
elemento é empregado em outros trabalhos, no entanto os autores utilizam as solugoes
fundamentais de Mindlin na consideracao da presenca da estaca no solo. Desta forma, a
formulacao desenvolvida neste trabalho com as solugoes fundamentais de Kelvin pode ser
considerada mais uma contribui¢ao original. No edificio, que pode incluir um radier como
estrutura de fundagao, sao utilizados dois tipos de EFs. Os pilares e vigas sao simulados
com elementos de barra, os quais possuem dois nos e seis graus de liberdade por né. As
lajes e o radier sao modelados empregando elementos planos, triangulares e com trés noés.
Nestes EF's triangulares sao superpostos efeitos de membrana e flexao, totalizando tam-
bém seis graus de liberdade por né. O acoplamento MEC/MEF é feito transformando
as cargas de superficie do MEC em carregamentos nodais reativos no MEF. Além de e-
xemplos especificos nos Capitulos tedricos, um Capitulo inteiro é dedicado a demonstrar
a abrangéncia e precisao da formulacao desenvolvida, comparando-a com resultados de

outros autores.

Palavras-chave: interagdo solo/estrutura; elementos de contorno infinitos; solo nao-

homogéneo; acoplamento MEC/MEF; edificio.



Abstract

RIBEIRO, D. B. (2009). Study and application of an infinite boundary element for
soil-structure interaction analysis via FEM/BEM coupling. 214p. PhD Thesis - Sao
Carlos School of Engineering, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2009.

In this work, a computer code is developed for the static analysis of three-dimensional
soil-structure interaction problems. The program allows considering a layered soil, which
may contain piles. This soil may support several structures, such as shells or even an en-
tire building. All materials are considered homogeneous, isotropic, elastic and linear. The
three-dimensional soil is modeled with the boundary element method (BEM), employing
Kelvin fundamental solutions and an alternative multi-region technique. This technique,
which is an original contribution of this work, is based on relating the displacement fun-
damental solution of the different domains, allowing evaluating them as an unique solid
and not requiring compatibility or equilibrium equations. In such a way, the final system
of equations is reduced and more accurate results are obtained, as demonstrated in the
presented examples. In order to reduce the computational cost maintaining the accuracy,
an infinite boundary element (IBE) mesh is employed at the BE mesh limits to model the
far field behavior. The mapped IBE utilized, based on a triangular EC, is another origi-
nal contribution of this work. In the presented examples it is demonstrated that this IBE
formulation is efficient for mesh reduction, implying on a significant computational cost
reduction. All structures that interact with the soil, including the foundations, are simu-
lated with de finite element method (FEM). The piles are modeled using a one-dimensional
14 parameter finite element, with forth degree shape functions for horizontal displacement
approximation, third degree shape functions for horizontal forces and vertical displace-
ment, second degree shape functions for vertical share force, and constant for the base

reaction. This element is employed in other works, however the authors utilize Mindlin
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fundamental solutions for the pile presence consideration in the soil. In such a way, the
formulation developed in this work with Kelvin fundamental solutions may be considered
one more original contribution. The building, which may include a radier as a foundation
structure, is modeled using two types os FEs. Piles and beams are simulated using bar
FEs with two nodes and six degrees of freedom per node. The radier and pavements are
modeled employing plane triangular three-node FEs. In these FEs plate and membrane
effects are superposed, totalizing six degrees of freedom per node. FEM/BEM coupling
is made by transforming the BEM tractions in nodal reactions in the FEM. Even though
specific examples are presented in the theoretical Chapters, a role Chapter is dedicated
for demonstrating the formulation accuracy and coverage. In most examples, the results

are compared with the ones obtained by other authors.

Key-words: soil-structure interaction; infinite boundary elements; layered soil; FEM/

BEM coupling; building.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho ¢ desenvolvido um programa de computador para a analise estatica e
tridimensional de problemas de interacao solo-estrutura, dando continuidade ao projeto
desenvolvido em Ribeiro (2005)). O programa permite considerar varias camadas de solo,
cada qual com caracteristicas fisicas diferentes. Sobre este solo, o qual pode conter estacas,
podem ser apoiados diversos tipos de estruturas, tais como placas e até um edificio. Todos

os materiais considerados sao homogéneos, isotropicos, elasticos e lineares.

O solo tridimensional é modelado com o método dos elementos de contorno (MEC),
empregando uma técnica alternativa na consideracao do macigo nao-homogéneo, conforme
apresentado em [Ribeiro e Paiva (2009). Esta técnica é baseada no relacionamento das
solucoes fundamentais de deslocamento dos diferentes dominios, permitindo que sejam
analisados como um tunico sélido sem a necessidade de equacoes de equilibrio e compa-
tibilidade. Para reduzir o custo computacional sem prejudicar a precisao dos resultados,
¢ utilizada uma malha de elementos de contorno infinitos (ECI) nas bordas da malha de
ECs para modelar o comportamento das varidveis de campo em longas distancias. As

funcoes de mapeamento deste ECI podem ser consultadas em Ribeiro e Paiva (2008)).

Todas as estruturas que interagem com o solo, incluindo as de fundacao, sao simuladas
empregando o método dos elementos finitos (MEF). Cada estaca é modelada como uma
linha de carga empregando um unico elemento finito com 14 parametros nodais, de forma
semelhante a apresentada em [Filho et al. (2005). No edificio, que pode incluir um radier
como estrutura de fundagao, sao utilizados dois tipos de EF's, os quais podem ser também
consultados em [Ribeiro (2005). Os pilares e vigas sao simulados com elementos de barra,

enquanto que as lajes e o radier sao modelados empregando elementos triangulares planos.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

O acoplamento MEC/MEF ¢ feito transformando as cargas de superficie do MEC em
carregamentos nodais reativos no MEF, empregando a mesma estratégia apresentada no
trabalho de |Filho et al. (2005). Além de exemplos especificos nos Capitulos tedricos,
um Capitulo inteiro é dedicado a demonstrar a abrangeéncia e precisao da formulacao

desenvolvida, comparando-a com resultados de outros autores.

1.1 Comentarios sobre a revisao bibliografica

Como a analise da interacao do solo com a estrutura de forma integrada é complexa,
¢ comum encontrar na literatura autores que considerem a estrutura isolada, ou seja,
sem considerar a influéncia do solo. No trabalho de Batoz (1980), por exemplo, sao
estudadas placas fletidas com o emprego do método dos elementos finitos (MEF), mais
precisamente com o elemento DKT. Alguns outros trabalhos que também podem ser
citados por empregar o MEF na andlise de estruturas sao Bathe (1982)), |Onate (1995),
Bezerra (1995) no calculo de edificios e Rios (1991)) na andlise da envoltdria de esforgos
em edificios altos.

Entre trabalhos mais recentes, |Peleteiro (1996)) utiliza a teoria do MEF na descrigao
de um elemento de membrana com graus de liberdade rotacionais nos nés. No trabalho de
Mesquita (1998) estruturas sao analisadas empregando elementos finitos de casca. O MEF
tridimensional é aplicado por Duarte et al. (2000) em problemas de mecanica estrutural.
Barros (2002)) emprega métodos sem malha e método dos elementos finitos generalizados
na andlise nao-linear de estruturas, simulando a propagacao de descontinuidades. Ainda
neste contexto, Mendonga (2002) emprega o MEC na andlise de estruturas compostas por
laminas planas de espessuras constantes.

Com relacao aos trabalhos nos quais considera-se a influéncia do macico de solos,
em geral, o solo é assumido como sendo homogéneo, isétropo, eldstico linear e semi-
infinito. Entretanto, na maioria dos casos, torna-se necessaria a consideracao da nao-
homogeneidade do solo e de uma base rigida a uma profundidade prescrita para simular
condicoes mais proximas das encontradas na natureza. Por isto, na literatura, existem
técnicas propostas para modelar o solo como um meio finito, estando estas embasadas em

diferentes modelos.

Em um deles, o meio continuo é substituido por um sistema de molas equivalente e
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discreto, também conhecido como modelo de Winkler. Caso haja estaca ela é idealizada
como um elemento de viga, com ou sem efeito da deformacgao axial, apoiado por uma
série de molas discretas que representam o solo. As maiores vantagens da aplicacao
desse modelo sao sua simplicidade e relativa facilidade para implementagao computacional.
Como maior desvantagem, tem-se a dificuldade de escolher-se os médulos de reagao das
molas para combinagoes gerais de tamanho de estaca e tipo de solo. Geralmente estes
parametros sao estimados por correlagoes empiricas e podem levar a solugoes incertas
e imprecisas. Alguns trabalhos que podem ser citados nesta linha sao os de |Cheung e
Zienkiewicz (1965]), Randolph e Wroth (1979)), Witt (1984)), Lee (1993) e Mylonakis e
Gazetas (1998)). Estes dois dltimos autores apresentam um método simples para célculo
de recalques e tensoes de uma estaca ou de grupos de estacas imersas em um meio nao-
homogéneo. O solo ao redor da estaca é representado por um modelo generalizado de

Winkler, no qual a rigidez em cada profundidade é avaliada empiricamente.

Os trabalhos de [Hetenyi (1950), Wang et al. (2001)), Kerr (1964) e Kerr (1965) partem
do modelo de Winkler em conjunto com modelos continuos. Sao introduzidos elementos
estruturais para conectar as molas discretas ou entao sao adotadas simplificacoes para os
modelos continuos. Estas simplificacoes sao ajustadas por valores reais de deslocamento

ou tensao.

Outra técnica que pode ser encontrada na literatura, baseada na teoria da elasticidade,
parte do manuseio de equagoes diferenciais e integrais com o intuito de encontrar solugoes
para problemas especificos de interagao do solo com a estrutura. O solo é geralmente
assumido como elastico, linear e homogéneo, simplificando assim o equacionamento. A
principal desvantagem desta técnica é que as solugoes encontradas se restringem a um
pequeno grupo de problemas, nao podendo ser aplicadas a casos mais gerais. Relacionado
a este contexto pode-se citar o trabalho de Burmister (1945al), no qual é analisado um
solo formado por duas camadas. No topo da camada superior é aplicada uma carga
externa circular e a espessura da camada inferior é considerada infinita. Partindo do
equacionamento da teoria da elasticidade, sao obtidas solugoes de deslocamento e tensao
em pontos internos as camadas. Em [Burmister (1945b)), esta andlise é estendida para trés
camadas de solo. As solucoes de Burmister foram utilizadas por outros autores, podendo-
se citar |[Poulos (1967), |Chan et al. (1974)), Davies e Banerjee (1978), |Gibson (1967) e
Gibson (1974).
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Um modelo conhecido que pode ser aplicado na simulacao do solo é o método da
camada finita (MCF). Neste método, o MEF é combinado & técnica da transformada
de Fourier. Aplicando esta teoria em um problema tridimensional este fica reduzido
a apenas duas dimensoes, o que reduz o tempo de processamento. KEssa ferramenta é
eficiente em problemas elasticos, podendo o solo ser formado por camadas de diferentes
propriedades fisicas e anisotropico. E possivel também considerar estacas imersas no
solo, bastando considerar condi¢oes de compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de
forcas na superficie de contato entre o solo e o fuste das estacas. Uma falha que pode
ser apontada no MCEF é que esta ferramenta pode ser aplicada somente em problemas de
dominio eldstico. Alguns trabalhos relacionados ao MCF que podem ser citados sao [Small
e Booker (1984), Booker et al. (1989), Lee e Small (1991)), Southcott e Small (1996)) e Ta e
Small (1998). Ainda relacionado a este tema pode ser citado o trabalho de Cheung et al.
(1988), no qual é apresentada uma variagao do MCF denominada método da camada

infinita (MCI).

Por fim, tem-se a linha de pesquisa que se utiliza de métodos numéricos mais avanca-
dos, empregando por exemplo o método dos elementos finitos (MEF) ou o método dos
elementos de contorno (MEC). O MEF é extremamente versatil e, na maioria dos casos,
é a opcao mais eficiente e pratica para a andlise de estruturas. No entanto, as vantagens
do MEF sao poucas quando se quer analisar situacoes de dominio infinito, que constitui
o caso de problemas de interacao do solo com a estrutura. Isto acontece porque o MEF
¢ um método de dominio, sendo necessario dividir o dominio do problema em elementos.
Para simular um sélido semi-infinito se torna necessario aplicar as condig¢oes de contorno
do problema a grandes distancias, resultando em um grande niimero de elementos, nés e,
consequentemente, equagoes a serem resolvidas. Além disto, o armazenamento de infor-
magoes tais como coordenadas de nos e conectividades entre nos e elementos é onerosa.

Estes problemas se tornam acentuados principalmente em andlises tridimensionais.

Apesar destas desvantagens, o MEF ainda é popular na literatura na simulacao de
problemas de dominio infinito. Considerando a simulacao de tineis, por exemplo, alguns
trabalhos que podem ser citados sao os de Bae et al. (2005), Kasper e Meschke (2004),
Karakus et al. (2007)), Zhu et al. (2003), Yin e Yang (2000) e Ulusay et al. (1993). Entre
os autores que modelam a interacao de estruturas de fundacao com o solo, pode-se citar

Ottaviani (1975) e |(Chow e Teh (1991). Neste ultimo, o MEF é aplicado no problema de
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uma placa rigida com estacas apoiada em um solo elastico, linear e finito, estando a placa
em contato com o solo. O médulo de elasticidade do solo foi adotado variando linearmente

com a profundidade.

Em [Fraser e Wardle (1976)), é apresentada uma técnica derivada do MEF. Nesta fer-
ramenta, utilizada na andlise da interacao de uma placa flexivel com o solo, somente a
porcao carregada do solo necessita ser dividida em elementos. O método ¢ intitulado
aproximacao por elemento de superficie, e se baseia em func¢oes ponderadoras de meio

semi-infinito. A placa flexivel é abordada pelo MEF convencional.

Um método numérico interessante de ser utilizado em problemas de interagao entre
solo e estrutura é o chamado método dos elementos infinitos (MEI). Com esta ferramenta,
que parte de elementos finitos convencionais, podem ser criados elementos que se estendem
até o infinito, tornando desnecessario dividir grandes areas ou volumes em elementos. Isto
é possivel por meio de funcoes de forma especiais, assim a integral sobre o dominio infinito
tem valor finito. Estas func¢oes, denominadas na literatura por funcoes de deterioracao

(decay functions), geralmente sao exponenciais ou logaritmicas.

O primeiro trabalho a citar o termo infinite element foi o de Bettess (1977). Neste
trabalho foram utilizadas fungoes de forma andlogas aos polinomios de Lagrange, porém
incluindo um termo exponencial de deterioracao. Foram satisfeitas duas condigoes na
escolha deste termo: i) representar o problema real de forma coerente; e ii) tornar finito
o resultado da integral sobre o elemento. Pela combinacao de elementos finitos e infini-
tos, a formulacao foi aplicada a diversos problemas de dominio infinito, e os resultados
apresentaram boa concordancia com solugoes analiticas. O dominio préoximo é dividido
em elementos finitos que sao truncados a uma certa distancia. A partir deste limite sao
utilizados os elementos infinitos representando todo o restante do dominio. Dentre os
trabalhos sobre a utilizagao do método dos elementos infinitos podem ser citados Mar-
ques e Owen (1984), Kumar (1985), Yang e Yun (1992)), Liu e Novak (1991), Chen e
Poulos (1993), [Koh e Lee (1998), |Yerli et al. (1998), Yun et al. (1999), Kumar (2000),
Abdel-Fattah et al. (2000)), Sadecka (2000)), |Yerli et al. (2003)) e |Liu et al. (2003)). Entre os
autores brasileiros, cita-se |Lopes (2003)), [Lopes et al. (2003), Lopes et al. (2005)), [Mesquita
e Barros (1995)), Barros (1996)), Barros e Mesquita (1997)), Medeiros (1994) e [Medeiros e
Raizer (1994)).

Outra ferramenta numérica que pode ser considerada eficiente para modelar o solo em
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problemas de interagao do solo com a estrutura é o MEC. Como somente o contorno do
dominio do problema é dividido em elementos, a andlise fica reduzida em uma dimensao.
Isto diminui o custo computacional envolvido na resolucao de equagoes, além de simplificar
o armazenamento de dados. Devido a estas vantagens varios autores utilizam o MEC na
analise da interacao do solo com a estrutura, conforme pode ser observado nos trabalhos

citados a seguir.

No trabalho de Mindlin (1936), foram obtidas solugoes fundamentais em deslocamento
e forca para uma forga concentrada unitaria aplicada no interior de um meio semi-infinito
homogéneo, elastico, linear e isotrépico. Como estas solucoes podem ser empregadas no
equacionamento do MEC, varios pesquisadores as utilizam na andlise de problemas de

semi-espago infinito.

No trabalho de [Poulos (1967) é empregado o modelo de Steinbrenner, utilizando as
solucoes de Mindlin para calcular valores de deslocamento no interior de um solo apoiado
em uma superficie de deslocamento nulo. Neste modelo, escolhe-se a profundidade na qual
se encontra a superficie de deslocamento nulo e calcula-se, por Mindlin, o deslocamento de
um ponto pertencente a esta superficie. Em seguida determina-se, também por Mindlin,
o deslocamento em um ponto qualquer da camada de solo. O deslocamento neste ponto
é obtido entao pela diferenca entre o valor calculado no ponto e o valor calculado na

superficie de deslocamento nulo.

O modelo de Steinbrenner foi aplicado novamente em |Poulos e Davies (1968), con-
siderando agora uma estaca incompressivel imersa no solo. Submetida a uma carga axial,
esta estaca é dividida em elementos cilindricos, cada qual submetido a uma tensao de
cisalhamento uniforme. A ponta da estaca é uma base alargada, na qual se considera

unicamente a tensao axial.

Esta mesma formulagao foi empregada em |Poulos (1968), considerando entao grupos
de estacas. O ponto de partida é a interacao de duas estacas, a partir da qual é obtido um
coeficiente de influéncia «. Para grupos com mais de duas estacas € feita uma superposi¢ao
de efeitos, tomando as estacas duas a duas. Sao analisados grupos simétricos e gerais,

sendo as estacas idénticas e estando submetidas ao mesmo carregamento.

Esta abordagem foi utilizada também em [Mattes e Poulos (1969)), considerando as es-
tacas compressiveis na direcao vertical. Sao calculados deslocamentos verticais utilizando

a técnica das diferengas finitas no calculo de uma equacao diferencial. Estes deslocamentos
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sao obtidos apds a determinacao das tensoes de cisalhamento ao longo da estaca.

Foi adicionado, em |Poulos (1971a)), o recurso de aplicar cargas horizontais e momentos
no topo de uma estaca isolada. Este procedimento foi entao estendido para grupos de

estacas em Poulos (1971b)).

Em Butterfield e Banerjee (1971) sdo analisados grupos de estacas ligadas por uma
placa rigida. E aplicada uma forca concentrada e vertical na placa, determinando entao
o deslocamento vertical estabelecido no sistema. Em [Banerjee (1976) é feito um estudo
semelhante, considerando entao estacas inclinadas. E utilizado, neste trabalho, o método
indireto das equacoOes integrais. A carga aplicada na placa pode ser uma forca vertical,
horizontal ou um momento. Outra extensao foi adicionada a esse trabalho em Banerjee
(1978)), tornando possivel simular um solo com médulo de elasticidade linearmente variavel

com a profundidade.

Para considerar duas ou mais camadas de solo com o MEC pode-se empregar diversas
técnicas. Uma considerada cldssica é descrita em detalhes em Brebbia e Dominguez (1992))
e é baseada na imposicao de condigoes de equilibrio e compatibilidade em todos os pontos
pertencentes as superficies de contato. A partir destas relagoes, as matrizes obtidas para
cada dominio empregando o MEC sao agrupadas e todos os valores de contorno incog-
nitos podem ser determinados pela resolucao do sistema de equacoes resultante. Uma
desvantagem desta formulacao é a presenca de blocos de zeros no sistema final. Estes
blocos podem se tornar numerosos dependendo do nimero de dominios considerados, au-
mentando o tamanho do sistema de equacgoes e por consequéncia também o tempo de
processamento. Além disto, as condi¢Ges impostas nos contatos nao representam a con-
tinuidade do meio de forma satisfatoria, o que pode prejudicar a precisao dos resultados.
Dependendo do problema analisado, outras técnicas da literatura podem se tornar mais

atrativas do que essa.

Em Beer (2001) é apresentado um método no qual cada dominio é definido como um
superelemento. Usando as matrizes obtidas pelo MEC como ponto de partida, esta formu-
lacao consiste em organizar o sistema de equagoes de cada regiao de forma semelhante ao
método dos elementos finitos (MEF) antes de aplicar as condigoes de equilibrio e compa-
tibilidade nos contatos. Isto é vantajoso em casos de acoplamento MEC/MEF, pois esta
uniao se torna mais simples. Em Xiaoping e Wei-liang (2005) uma nova técnica de sub-

regioes ¢ apresentada, na qual o sistema de equacoes de cada dominio pode ser resolvido
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separadamente. Este método se torna atrativo para problemas que necessitam de malhas
muito refinadas, pois ele permite que seja empregado processamento paralelo. Esta for-
mulacao foi posteriormente aplicada pelos mesmos autores em problemas que envolvem

meios fissurados em Xiaoping e Wei-liang (2006]).

O método para subregides apresentado em |Venturini (1992) para problemas bidimen-
sionais elasticos e potenciais elimina a necessidade de condigoes de equilibrio e compati-
bilidade ao longo das interfaces. Esta abordagem melhora a continuidade do meio quando
comparada a técnica classica, implicando em uma maior precisao nos resultados. Essa
técnica é modificada em Paiva e Aliabadi (2000) para a andlise de placas com o MEC
e depois empregada para o calculo de momentos fletores em placas em [Paiva e Aliabadi
(2004). Por fim, em Ribeiro e Paiva (2009), esta formulagao alternativa foi adaptada para

problemas elasticos tridimensionais.

Focando novamente o tema da interagao do solo com a estrutura, apresenta-se a seguir
alguns trabalhos que simulam o solo com o MEC considerando-o como dois ou mais

dominios em contato.

No trabalho de [Chin e Chow (1990) o MEC é empregado na andlise de grupos de
estacas, porém a solugao fundamental utilizada na formulacao é obtida a partir de |Chan
et al. (1974). Esta solucdo corresponde a uma forga concentrada horizontal ou vertical

aplicada no interior de um solo composto por duas camadas.

Em |Pan (1997)) é analisado um solo formado por diferentes camadas isotrépicas. Para
tornar mais eficiente a implementagao da interacao das camadas, modeladas pelo MEC,
sao utilizadas as funcoes de Green. Uma falha desta ferramenta é a impossibilidade
de se considerar elementos de fundacao, uma vez que o método permite unicamente a

estratificagao horizontal das camadas.

Em Maier e Novati (1987), foi desenvolvida uma técnica baseada no MEC para a ané-
lise de solos estratificados denominada de método da rigidez sucessiva (MRS). Tratando
cada estrato como uma subregiao e empregando condicoes de equilibrio e compatibilidade
entre estratos adjacentes, é possivel transferir a rigidez da camada inferior para sua ad-
jacente superior. Desta forma, chega-se a camada da superficie com uma matriz na qual
estao incorporadas as influéncias de todas as camadas inferiores. Este procedimento é
entao aplicado em exemplos bidimensionais. Na conclusao chega-se a uma matriz final

que nao é mal-condicionada e cuja resolu¢ao demanda um custo computacional inferior
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ao requerido pela técnica convencional de subregioes do MEC. Esse método pode ser apli-
cado na introducao de outras subregioes, como em analise de tuneis ou de elementos de

fundacao.

Podem ser encontrados também, na literatura, trabalhos que envolvem sélidos elasticos
tridimensionais modelados pelo MEC. Estes estudos utilizam as solucoes fundamentais de
Kelvin, descritas em |Love (1944). Em |[Nakaguma (1979) esta teoria foi empregada em
conjunto com as solugdes fundamentais de [Mindlin (1936) e Boussinesq no estudo de um
meio semi-infinito. Sao apresentados exemplos relacionados a interacao do solo com a
estrutura. A formulacao dispensa a divisao da superficie livre em elementos, tornando
a ferramenta versatil. Relacionados a solucao fundamental de Kelvin, também podem
ser citados Banerjee (1976) e Banerjee e Davies (1977)). Estes autores apresentam uma
ferramenta para a andlise de estacas conectadas ou nao por uma placa rigida e imersas

em um meio heterogéneo.

Com o intuito de aumentar a abrangencia de seus trabalhos, alguns autores estudam
o acoplamento de diferentes formulacoes. Neste contexto, alguns trabalhos podem ser
citados por utilizar o MEC em conjunto com o MEF. Segundo Brebbia e Dominguez
(1992)), entre as diversas técnicas para o acoplamento MEC/MEF, trés se destacam. A
primeira é resolver isoladamente a parcela MEF do problema e entao utilizar os resul-
tados obtidos como condig¢oes de contorno na parcela MEC. A desvantagem de utilizar
esta abordagem é a impossibilidade de se avaliar de forma completa como os subsistemas
interagem entre si, pois a parcela MEC nao influi na parcela MEF. A segunda opc¢ao, pro-
posta em Brebbia e Georgiou (1979)), é representar a parcela MEF com uma formulagao
semelhante a do MEC, sendo possivel entao representar o problema acoplado com um
unico sistema de equacoes aplicando condigoes de compatibilidade e equilibrio entre as
subregioes. Esta técnica pode ser considerada mais adequada que a primeira, pois todo o
conjunto MEC/MEF é resolvido simultaneamente. A terceira op¢ao, utilizada por [Singh
et al. (1988) e|[Swoboda et al. (1987)), é representar a parcela MEC de forma semelhante a
formulacao do MEF, aplicando entao condi¢oes de compatibilidade e equilibrio. Esta téc-
nica tem as mesmas vantagens que a segunda, sendo menos custosa computacionalmente.
Destaca-se ainda os trabalhos de Meek (1988) e Beer e Meek (1981)), por empregarem o

acoplamento MEC/MEF na anélise tridimensional de problemas geomecénicos.

Na representacao do solo em problemas de interacao solo-estrutura, conforme apre-
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sentado anteriormente, os dois métodos que se mostram mais eficientes sao o método dos
elementos infinitos (MEI) e o MEC. Uma desvantagem do MEC sobre o MEI é o fato
de que as matrizes resultantes do MEC nao possuem simetria e sao cheias, enquanto as
matrizes do MEI guardam as mesmas caracteristicas das do MEF. Entretanto no MEC a
discretizacao do dominio nao é necessaria, o que traz uma grande vantagem para seu uso
em relacao ao MEIL. Neste sentido, a busca de uma formulagao que possua as caracteristi-
cas do MEC e também algumas vantagens do MEI é um caminho natural para representar

este problema.

Por este motivo, existem na literatura trabalhos nos quais foram desenvolvidos ele-
mentos de contorno infinitos. E o chamado método dos elementos de contorno infinitos
(MECI). Na grande maioria dos casos, o elemento de contorno infinito é obtido a partir
do elemento convencional, mapeando seu dominio finito em um dominio infinito a partir

de fungoes especiais. Alguns trabalhos podem ser citados nesta linha.

O primeiro trabalho a propor um elemento de contorno infinito foi o de Kagawa et al.
(1983). Este autor aproveitou as idéias ja existentes do MEI para transformar elementos
de contorno convencionais em infinitos, aplicando-os em problemas planos. Desde entao,
surgiram na literatura muitos outros trabalhos tratando do MECI. Entre eles podem ser
citados Kumar (1984), Kagawa et al. (1985)), Beer e Watson (1989), Zhang et al. (1989),
Zhang et al. (1991)), |Zhang et al. (1992)), Liu e Farris (1993), Chuhan et al. (1995)), Davies
e Bu (1996), Bu (1996) e [Bu (1997). Merecem maior destaque alguns trabalhos mais

recentes, apresentados a seguir.

A formulagao de [Zhang et al. (1999) acopla o MEF, o MEI, o MEC e o MECI para
a solucao de problemas planos de interacao solo-estrutura. O solo, abordado como uma
camada finita formada por material nao linear, é modelado por elementos finitos e infinitos.

A base rochosa da camada de solo é simulada por elementos de contorno finitos e infinitos.

O trabalho de (Gao e Davies (1998)) emprega elementos de contorno infinitos em pro-
blemas tridimensionais de semi-espaco infinito. As integrais singulares sao calculadas
analiticamente empregando um sistema de coordenadas polares, transformando as inte-

grais de superficie em integrais de linha.

Em [Liang e Liew (2001)) sdo empregados elementos de contorno infinitos na andlise de
um semi-espaco infinito tridimensional. Sao empregadas solu¢oes fundamentais alternati-

vas, amenizando a singularidade das integrais envolvidas no método.
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O trabalho de Moser et al. (2004) estudou problemas tridimensionais com interagao
de diferentes subregides, utilizando o MECI. Sua formulacao, aplicada a sélidos semi-
infinitos e nao-homogéneos, foi comparada com benchmarks da literatura e posteriormente

empregada na andalise de um problema de interagao solo-estrutura envolvendo um tunel.

Entre os pesquisadores brasileiros, pode-se citar varios trabalhos relacionados a inte-
ragao do solo com estrutura. No trabalho de |Aoki e Lopes (1975) é feito um estudo das
fundacoes profundas, determinando deslocamentos e tensoes cisalhantes de forma seme-
lhante ao trabalho de Poulos (1968). Esta teoria foi também empregada em Reis (2000))

no estudo de fundagoes rasas.

O trabalho de|Gusmao (1990)) também utiliza a formulagao de/Aoki e Lopes (1975). Sao
analisados deslocamentos em um edificio bidimensional, apoiado em um solo estratificado

que se encontra sobre uma superficie de deslocamento nulo.

Em |Moura (1995)) é analisada a interacao de um edificio tridimensional com o solo. O
edificio, modelado pelo MEF, é composto por elementos reticulares que representam os
pilares e vigas e por diafragmas rigidos para simular as lajes. O solo, considerado uma
camada homogénea apoiada em uma superficie de deslocamento nulo, é modelado segundo
o procedimento apresentado em Aoki e Lopes (1975)). A conecgao dos pilares do eficicio

com o solo é feita por meio de elementos de sapata.

No trabalho de Holanda (1998) é empregado o procedimento descrito em [Poulos (1967))
para simular uma camada de solo homogéneo apoiada em uma superficie de deslocamento
nulo. A estrutura considerada é um edificio de concreto armado apoiado em fundacoes

diretas.

Em |Antunes e Iwamoto (2000)), estuda-se a interagao de estacas com um solo estrati-
ficado. O solo, apoiado em uma camada de deslocamento nulo, é modelado utilizando a
teoria descrita em Aoki e Lopes (1975). Sao aplicados incrementos de carga na estaca, e

sua ponta absorve carga somente apos a mobilizacao de todo o fuste.

Em |Mesquita e Coda (2000) é estudado um pértico plano apoiado sobre uma camada
de solo finita e visco-elastica. Nesta andlise, o solo é modelado pelo MEC em abordagem
bidimensional e a coneccao deste com o portico é feita por meio de sapatas, sendo possivel
apoiar cada uma em um meio com propriedades diferentes. Em |Leite et al. (2001]) é
utilizada esta mesma teoria, incluindo elementos enrigecedores no solo representando as

estacas.
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No trabalho de Mendonga e Paiva (2003)) sdo analisados grupos de estacas, que podem
estar conectadas por uma placa flexivel. O solo é considerado um semi-espaco infinito
elastico, linear e homogéneo, representado por equacoes integrais utilizando a solucao
fundamental de Mindlin. Cada estaca é representada por um tnico elemento finito reti-
cular com trés nos, e a forca vertical cisalhante ao longo do fuste é aproximada por uma
funcao quadratica. Na extremidade inferior da estaca a tensao é considerada constante
ao longo da Segao transversal, e um dos nos se localiza nesta extremidade. A placa é
modelada pelo MEF utilizando dois tipos de elementos finitos planos, o DKT e o HSM.
Em Mendonga e Paiva (2000) é feita uma anélise semelhante, mas modelando a placa
flexivel também por equacoes integrais ao invés de elementos finitos. Também emprega
uma formulac¢do semelhante o trabalho de [Filho et al. (2005), mas considerando placas

rigidas e permitindo que sejam aplicadas cargas horizontais.

Em |Almeida e Paiva (2004b) é proposta uma formulacdo para a andlise da interacao
do solo com a estrutura na qual o solo, composto por uma ou mais camadas apoiadas
em uma superficie de deslocamento nulo, é modelado pelo MEC em abordagem tridimen-
sional. Além disto aplica-se no solo o método da rigidez sucessiva (MRS), proposto em
Maier e Novati (1987), estendendo-o ao caso tridimensional e a inclusdo de subregioes,
também tridimensionais. Estas subregices simulam elementos de fundagao tais como esta-
cas, sapatas, tubuloes, escavacoes ou tuneis, podendo estes ultrapassar ou nao as diferentes
camadas de solo. A superestrutura, que pode ser até um edificio tridimensional, é simu-
lada pelo MEF. Os pilares e vigas sao representados por elementos reticulares e as lajes
sao consideradas diafragmas rigidos. O edificio pode ser apoiado em uma placa flexivel
(radier), que é modelada por elementos finitos laminares. Para avaliar a interagao da
superestrutura modelada pelo MEF com a subestrutura formulada pelo MEC, é feito o
acoplamento a partir das matrizes provenientes de ambos os subsistemas. O resultado é

um sistema de equagoes que representa todo o conjunto.

A formulagao de |Almeida e Paiva (2004b)) foi ponto de partida para os trabalhos de
Almeida e Paiva (2007)), Ribeiro et al. (2005b)), Ribeiro et al. (2005a)) e Ribeiro (2005), na
analise de problemas de interacao do solo com a estrutura. Foram estudados problemas
complexos em Ribeiro (2005), tais como a interacao de um edificio 3D, modelado pelo
MEF, com um solo modelado pelo MEC. As vigas e pilares do edificio foram simulados

com elementos de barra, enquanto as lajes foram modeladas com elementos de casca. Os
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resultados obtidos demonstraram a coeréncia da formulagao.

Outros trabalhos envolvendo o tema da interacao do solo com a estrutura e que podem
ser citados sao |Silva (1992)), |(Quezado (1993)), |Silva (1994)), Moura (1999)), |Lorentz (1985)),
Mello (1984), Veiga (2000)), Barretto (1995)), Mendonga (1997)), Rangel (1997)), Iwamoto
(2000)), |[Jordao (2003)), Almeida (2003a), Oshima (2004), [Paccola (2004), [Frigerio (2004)),
Aun (2004), [Pereira (2004), Soares (2004)) e [Neto (2005).

1.2 Organizacao do texto

Iniciando a parte tedrica do trabalho, no Capitulo [2] é descrita de forma sucinta a
formulacao do método dos elementos de contorno aplicado a sélidos tridimensionais.

No Capitulo (3| é apresentada a teoria que esta sendo empregada na consideragao de
s6lidos nao-homogéneos tridimensionais pelo MEC.

Na sequéncia apresenta-se, no Capitulo[d], toda a teoria estudada na drea de elementos
infinitos. Esta teoria é empregada, ao final do Capitulo, no desenvolvimento de um ECI,
o qual se utiliza também de conceitos apresentados no Capitulo [2]

O Capitulo [5], por sua vez, contém os conceitos do MEF que foram utilizados neste
trabalho para modelar a superestrutura. Esta é formada por lajes e barras, e pode estar
apoiada em um radier. Ao final do Capitulo, apresenta-se a técnica utilizada no acopla-
mento MEC/MEF.

O objetivo do Capitulo [6] é apresentar as principais aplicagdes do programa computa-
cional desenvolvido. Desta forma, diversos exemplos sao apresentados abrangendo desde
problemas mais simples, como o de uma estaca isolada, até um edificio tridimensional
com suas estruturas de fundacao.

No Capitulo [7]sdo apresentadas as conclusoes do trabalho, incluindo observagoes finais

e propostas para trabalhos futuros.



14



Capitulo 2

O método dos elementos de contorno

2.1 Introducao

Este Capitulo tem como objetivo apresentar sucintamente a formulagao do método dos
elementos de contorno (MEC) para a andlise estatica de sélidos tridimensionais, homogé-
neos, isotropicos, elasticos e lineares. Este modelo é utilizado, neste trabalho, para simular
camadas de semi-espacos infinitos e nao-homogeéneos, nos quais podem ser apoiadas estru-
turas modeladas com o método dos elementos finitos (MEF). O MEC ¢é descrito de forma

semelhante a apresentada em Brebbia e Dominguez (1992)).

2.2 Equacionamento basico do problema elastico

Dado um sélido, seu comportamento pode ser considerado conhecido caso seja possivel
determinar o estado de tensao, deformacao e deslocamento em qualquer ponto pertencente
ao seu dominio. Os dois primeiros sao representados por tensores de segunda ordem,
descritos a seguir, que podem ser relacionados por equagoes constitutivas. Estas relagoes

sao referentes as caracteristicas do material do qual o sélido é formado.

2.2.1 O estado de tensao

O estado de tensao em um ponto P qualquer de um sélido tridimensional, conforme

mostrado na figura 2.1} é composto de nove componentes. Estas componentes podem ser

15
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agrupadas em um tensor, conforme a expressao [2.1}

011 O12 013
[U]: 021 022 093 (2-1)

031 032 033

ij

] ;
0y
X T __dx

Figura 2.2: Equilibrio em um elemento infinitesimal 2D

As componentes o;; do tensor obedecem condigoes de equilibrio, que podem ser em
momento ou em forca. As equacoes de equilibrio em momento podem ser escritas para um
elemento infinitesimal bidimensional, conforme ilustrado na figura 2.2} Assim, obtém-se

as relagoes:

SM =0 (2.2)
O'Z'jdilfjdflji — O'jidl'idl'j =0 (23)
045 = Oy (24)

Em um sélido tridimensional, a relacao [2.4] é valida para quaisquer ¢, 7 = 1, 2, 3.
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Portanto, pode-se escrever as igualdades:
012 = 021, 013 = 031, 023 = 032 (2-5)

Isto reduz as componentes do estado de tensao de nove para seis. Mais equacoes
podem ser obtidas a partir do equilibrio de forgas nas direcoes x1, 9 € x3. A figura [2.3p
ilustra o caso geral de uma parcela infinitesimal de um sélido tridimensional submetida a
um estado de tensao e forgas de dominio b; quaisquer. Considerando a soma de forcas na

diregao do eixo z1, conforme ilustrado na figura 2.3p, obtém-se a equagao:

T = .
F 0 2.6
ou
do 0o do
011 — 011 — 11d.ﬁL’1—|—0’12—0’12— 12d$1—|—013—013— 13d.%’1+bld.ilfl =0 (27)
81’1 8.1’2 8.1'3
2 I b | oty
l?‘—} I'A/ ’ ay
|+ | 0 o |
A T | o,
% %f,)_-- ______ I mdxh/f,’l__- ------
; ,ff N E ,-'f/ /Erf
%x? L~ L~
Figura 2.3: Equilibrio em um elemento infinitesimal 3D
Desenvolvendo-se a equagao 2.7}
80'11 80'12 80'13
d d d bydxy =0 2.8
o T+ s r1 + D2 T1 + 01dx (2.8)
E, por fim, obtém-se a equacao de equilibrio:
Ooy o1z o3
by =0 2.9
0y 0s 0xs + o (2.9)
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O somatorio de forcas feito para a direcao do eixo x; é valido também para as direcoes

To € I3. Portanto:
00'2 30 80 3
1 + 22 + 2

8ZE1 81'2 81‘3

Oo Oo Jo
31 003 | 003

(99(:1 8:62 8333
Utilizando notacao indicial, as equacoes e se reduzem a seguinte igual-
dade:

+by=0 (2.10)

+by3=0 (2.11)

Oijyj +b2 =0 (212)

Na sequéncia, é estudado o equilibrio de um tetraedro definido pelos planos z; = 0,
9 = 0, z3 = 0 e um outro plano qualquer. Para que o tetraedro fique equilibrado
em conjunto com o restante do solido, aparecem componentes de forca nas trés diregoes

cartesianas. Esta situacao pode ser visualizada na figura [2.4]

Figura 2.4: Equilibrio de um tetraedro

Na figura [2.4] pi, p2 e ps sdo as componentes, nas diregdes dos eixos, da forga por
unidade de area resultante que equilibra o plano. O versor 7 indica a orientacao do
plano e também pode ser decomposto nas direcoes cartesianas, obtendo 7, 175 € n3. Estas
componentes sdo denominadas co-senos diretores do plano. A partir da figura[2.4] escreve-

se as expressoes:

P1 = 011N + 01212 + 01373 (2.13)
P2 = 02111 + 02272 + T23M3 (2.14)
P3 = 03111 + 03272 + 03373 (2.15)

As relacoes [2.13] 2.14] e 2.15]| podem ser reduzidas a uma tnica expressao, utilizando

notacao indicial. Esta expressao é:

Di = 0;1; (2.16)
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Os co-senos diretores aparecem multiplicando as componentes do tensor de tensoes
porque estas atuam em parcelas dos planos xy = 0, o = 0 e x3 = 0, correspondentes as

faces do tetraedro em estudo.

As equacoes [2.13] 2.14] e [2.15] sao vélidas para qualquer plano interno do sélido tridi-

mensional em questao, no entanto geralmente sao aplicadas ao seu contorno. Este contorno
¢ uma superficie I', na qual deve-se prescrever valores de contorno que podem ser em forca
ou em deslocamento. No caso tridimensional sao seis valores de contorno para cada ponto
do contorno I', um deslocamento e uma forca para cada direcao cartesiana. Dado um
ponto e uma direcao, deve-se prescrever a forca ou o deslocamento, resultando em um

valor conhecido e seu conjugado incognito.

2.2.2 O estado de deformacao

O campo de deformagoes pode ser relacionado ao campo de deslocamentos ao qual

estd sujeito o solido. Estas relacoes sao mostradas a seguir:

= gzi (2.17)
- gzi (2.15)
£33 = gz (2.19)
€1 = €91 = ; (gg: + gﬁ) (2.20)
€13 = €31 = ; (gg; + gﬁ) (2.21)
€93 = €33 = ; (ggi + g?;) (2.22)

Caso se queira utilizar notagao indicial, pode-se reduzir estas seis relagoes a uma so,

que é:
€ij = i T i ; i (2.23)

Assim como as tensoes, as deformacoes podem ser agrupadas em um tensor, conforme
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mostrado a seguir:
€11 €12 €13

[e] = | e €20 €23 (2.24)

€31 €32 £33

2.2.3 Relacoes constitutivas

O estado de tensdes em um ponto qualquer pode ser relacionado ao estado de de-
formagoes no mesmo ponto por meio de relagoes constitutivas referentes ao material do
solido. Para problemas elasticos e lineares, podem ser definidas as constantes de Lamé A\
e p. Com estas constantes, pode-se encontrar o estado de tensdes em um ponto a partir

do estado de deformagoes com a expressao:
Oij = A(Sijgkk + 2#5@' (225)

Na expressao o termo ¢;; corresponde a funcao Delta de Kronecker, sendo que
dij = 1 quando @ = j e d;; = 0 quando 7 # j. Caso se queira encontrar o estado de
deformacgoes a partir do estado de tensoes, utiliza-se a expressao:

= G g 2.26
©ii 24 (3)\—1-2;0%]c + QMJJ (2.26)

As constantes de Lamé estao relacionadas ao moédulo de elasticidade longitudinal do

material e ao coeficiente de Poisson pelas expressoes:

E

0T (2.27)

lL[/:

vE
A= T r =) (228)

Nas expressoes e[2.28, £/ ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material e v

é o coeficiente de Poisson. As expressoes e [2.26] podem entao ser escritas em fungao

de F e v, se tornando:

FE
05 = v 5ij5kk + Eij (229)
(1+v) [(1-2v)
—v 1+v
€ij = fakk(sij + TUU (2.30)
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Na analise feita nesta Secao relativa ao problema elastico, foram definidas trés compo-
nentes de deslocamento, seis componentes de tensao e seis componentes de deformagao,
totalizando quinze variaveis a serem determinadas. Para auxiliar na obtencao destas va-
riaveis, foram escritas trés equacgoes de equilibrio, seis equagoes de compatibilidade entre
deslocamentos e deformacoes e a equacao [2.25] Esta ultima estd em notacao indicial e
representa seis equacgoes constitutivas, somando com as demais quinze equacoes. Desta
forma, com o nimero de equagoes igual ao nimero de incognitas, torna-se possivel deter-

minar todas as componentes de deslocamento, deformacao e tensao.

2.3 Solucoes fundamentais

Nesta Se¢ao sao apresentadas as solugoes fundamentais para um meio tridimensional,
elastico, homogéneo e isotrépico, resultantes de uma forga concentrada e unitaria aplicada
em seu dominio, conforme feito por Kelvin e publicado em Love (1944)).

Inicialmente, deve-se reescrever as equagoes de equilibrio em termos de desloca-

mentos. Para isto, substitui-se [2.29| em obtendo:

E v
(1 I I/) [(1 — 2U) 5l]-€mm,j -+ 5lj,j] -+ bl =0 (231)

Na sequéncia, substitui-se em [2.31] as relagoes entre deformacao e deslocamento dadas

por [2.23] Com isto, chega-se a equagao:

E [ v
(1+v) |[(1-2v)

O1jUnm,mj + % + 1632,13] +b,=0 (2.32)

Dividindo por j, constante de Lamé definida pela expressao obtém-se:

14 .4l
: L L2 2.33
(1—-2v) ~ 2 2 * i (2:33)

Foi utilizada a propriedade 6;;tm 1m;j = Um mi, € depois trocou-se o indice mudo m por

j. Desenvolvendo [2.33] obtém-se a equagao:

1

1

A expressao [2.34] representa as equagoes de equilibrio de Navier, ou equagoes de equi-
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librio em deslocamentos. A solucao fundamental de Kelvin é obtida a partir da equacao
2.34 quando uma forga concentrada unitdria é aplicada em um ponto i na dire¢ao de um

VErsor e;, ou seja:

b= Ale (2.35)

em que o termo A’ representa a funcao Delta de Dirac. Para tornar mais simples a
deducao da solucao fundamental, os deslocamentos podem ser representados pelo vetor
de Galerkin. O deslocamento em uma determinada direcao j pode ser obtido a partir do

vetor de Galerkin G pela expressao:

1

me’jm (2.36)

uj = Gjmm —

onde GG é um vetor a ser determinado. Para prosseguir com o equacionamento, deve-se

substituir as expressoes [2.35] e [2.36] em [2.34] Assim:

1 1
)Gm,jmjl] + [Gl,mmjj -

1 .
1—2v) | % gl 2(1—v Jmjj +,u €

(2.37)

2(1—v)

Como o indice m é mudo, ele pode ser trocado por qualquer outro. Na equagao [2.37],
troca-se alguns indices m por j e outros por [, de forma conveniente. Apds a troca de

indices, a equagao [2.37] se torna:

1 1 1

1 ..
(1—20) G jsit ) Gmyﬂ} + lGl,]jll 21 =) Gjjij| + . =0 (2.38)

Desenvolvendo a expressao [2.38, obtém-se a equagao:
1 .
V2 (V2G)) + —Aley = 0 (2.39)
1
Para problemas de estado plano de deformagcao, a expressao pode ser escrita como:
2 L
Ve(EF) + ;A e =0 (2.40)

em que

F = V*G, (2.41)

A equagao [2.40] é semelhante a que representa o problema potencial em Brebbia €
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Dominguez (1992)). Por isto, ela admite a seguinte solugao:

1

=
: 47rru€l

(2.42)

em que 7 € a distancia entre o ponto de aplicacao da carga unitaria e o ponto para o qual
F; esta sendo calculado. O ponto de aplicagao da carga é denominado “ponto fonte” e o
ponto no qual ¢ feito o calculo é denominado “ponto campo”. Substituindo-se a expressao

2.42| em [2.41] obtém-se:

1
V3G, = 2.43
: Amru “ ( )
A solucgao desta equacao é dada por:
G = (2.44)
= re .
! Ry 1

Tomando-se cada carga separadamente, pode-se escrever a igualdade:

em que
1
R 2.4
i (2.46)

e 0 ¢ a funcao Delta de Kronecker. O indice k se refere & componente do vetor de
Galerkin e [ é a direcao da carga unitaria aplicada no ponto i. O deslocamento em
um ponto qualquer do dominio, considerando cada direcao como independente, pode ser

escrito como:

uy = ujey (2.47)

em que uj ¢ o deslocamento em qualquer ponto na diregao k, quando é aplicada uma
carga unitaria no ponto ¢ e na diregao [. De acordo com a definicao dada por [2.36]

pode—se escrever:
1

*
U = le,mm -

O passo seguinte é substituir [2.45] e [2.46] em [2.48], obtendo:

1
o — s g T AY) 2.49
Uk = o (=) r [(3 = 4v) b, + 747 ] (2.49)
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A expressao correponde a solucao fundamental de deslocamento de Kelvin. Os
termos do tipo r;, correspondentes a derivada de r em relagao a uma coordenada ¢, podem

ser calculados, segundo |Almeida (2003b), da seguinte forma:

T
r;=— 2.50
=" (250)
em que r; ¢ a componente da distancia r na direcao da coordenada i, podendo ser obtida
a partir das coordenadas dos pontos fonte e campo. Denominando o ponto fonte por s e

0 ponto campo por p:

ri = |i (s) — @ (p)] (2.51)

O tensor de tensoes em qualquer ponto interno pode ser encontrado substituindo a
expressao 2.49) em [2.23| e o resultado em [2.29, A expressao resultante, representada em
notacao indicial, é:

Okj = SikjC1 (2.52)

em que Sy ;¢ um tensor. Substituindo-se a expressao @ em @, obtém-se o valor da

tracao em um ponto qualquer do contorno I', que é:

Pk = Pir€i (2.53)

em que as componentes de tensao para o caso tridimensional sao:

—1

Sr(l—v)2 [ [(1 = 20) O + 3ryr ] + (1 = 20) (mr e — 7)) (2.54)

P =
A expressao [2.54] corresponde a solucao fundamental de forca de Kelvin. O termo
r, € aqui calculado da forma descrita em |[Almeida (2003b), empregando-se a seguinte

expressao:

T =TiTin (2.55)

E empregada notagao indicial na igualdade m sendo portanto uma soma em ¢ para
as trés dire¢oes. O termo r; ¢é calculado pela igualdade ez, = 1. O termo n;, assim
como os termos 7; e 1 da expressao [2.54] sao componentes relativas ao versor 7, normal
ao contorno I'. A direcao e sentido de 1 podem ser determinados, portanto, a partir

da geometria do contorno I', a qual é conhecida. Esta geometria é aproximada, neste
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trabalho, por um conjunto de dominios planos, denominados elementos de contorno, os
quais sao descritos na Segao [2.5] O versor n deve ser entdao determinado para cada um

destes elementos, e a forma como isto ¢ feito pode ser consultada em |Onate (1995).

2.4 Equacoes integrais de contorno

Considera-se um sélido tridimensional, conforme ilustrado na figura [2.5] Nesta figura,
o dominio do sélido é tratado por €2 e seu cotorno por I'. Os pontos s e P sao, respec-
tivamente, o ponto fonte e o ponto campo. O ponto fonte é onde a carga unitaria esta
aplicada e o ponto campo é onde se quer calcular valores. O contorno do sdlido esta
dividido em dois trechos. No primeiro, denominado I'y, estao definidas as condicoes de
contorno essenciais do problema. Isto significa que o deslocamento esta prescrito em I'y,
ou seja:

X3

X

Figura 2.5: Condigoes de contorno arbitrarias

No segundo trecho, denominado I', estao definidas as condi¢oes de contorno naturais

do problema. Isto significa que em I'y foi prescrito forca, isto é:

Pi = Di (2.57)

A equacgao integral governante do problema eldstico sera obtida pelo uso de técnicas de
residuos ponderados. O ponto de partida é a equacao diferencial de equilibrio em tensoes
deduzida anteriormente, que é:

Oijsj +bz =0 (258)
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Aplicando residuos ponderados em [2.58, com uma funcao ponderadora em desloca-

mentos uy, chega-se a expressao:
Q

A equacao também pode ser escrita como:

doi 0ok Oos
' ' r + bpug| dQ =0 2.60
Q/ [83:1 uy + Dy Uy, + D Uy, + OpUy, (2.60)
Integrando por partes, obtém-se:
—/ aklﬂ—i—akgﬂ—i—akgﬂ—kbkuz dQ—I—/pkuZdF:O (2.61)
5 a$1 8172 8x3 2

Na passagem de [2.60] para [2.61] foi utilizada a definicao:

OkjNj = Pk (2.62)

Utilizando as equagoes de compatibilidade entre deslocamentos e deformagoes definidas

pela expressao [2.23] pode-se reescrever [2.61| como:
- /kaszde +/bk ud$) = —/pk uydl’ (2.63)
Q Q r
O teorema de Betti garante que:

[oreiyae = [ oienae (2.64)
Q Q

Aplicando em [2.63] obtém-se:

—/ﬁﬁwm+/@ﬂmgz—/m%ﬂ* (2.65)
Q Q I

Integrando por partes chega-se a seguinte equacao:

/UZj,jdeQ +/kaZdQ = —/pku};dF%—/ukpZdI‘ (2.66)
Q ) r r
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Imaginando o contorno I' dividido nas parcelas I'y e I's nas quais sao vélidas as

condigbes de contorno [2.56] e [2.57] reescreve-se [2.66] como:

/aZjJude—i-/bkuZdQ = /ﬂkp};dF—i-/ukpZdF - /pku};dF — /TokuZdF (2.67)
9) Q r I I Iy

Na sequéncia, deve-se integrar [2.67] por partes e aplicar o teorema de Betti. Assim,

integrando por partes, chega-se a equagao:
/ ot erd + / b dQ = / (@, — wg) pldl — / pruidl — / Bouidl (2.68)
Q Q r r Iy
Aplicando o teorema de Betti em [2.68], obtém-se:

/ orjeLdQ + / beud = / (@ — ug) pldl — / pruidl — / Pouidl (2.69)
Q Q F1 Fl FZ

Integrando [2.69] por partes, obtém-se a igualdade:

[owsguia0+ [ = [ @ —w)pidr + [ (e —p)wgdt  (270)
Q Q Iy Ty

A expressao [2.70| pode ser utilizada na obtencao das equagoes integrais de contorno.
Para isto, deve-se aplicar as solugoes fundamentais deduzidas anteriormente nesta ex-
pressao. Deste modo, a carga externa a ser considerada é uma forca concentrada unitaria
aplicada em um ponto ¢ do dominio 2. A partir desta hipotese, a equacao diferencial de

equilibrio em tensoes [2.58 pode ser escrita como:
o+ ANe =0 (2.71)

ou

ori; = —Ne (2.72)

em que A’ é a funcao Delta de Dirac concentrada no ponto ¢ de aplicacao da carga. A

igualdade pode ser utilizada na primeira integral a esquerda de que se torna:

/azmude = / (—Aiel) wdQ = —ule (2.73)
0 0
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Na igualdade [2.73| u} ¢ o deslocamento no ponto i onde a carga unitdria foi aplicada
e na direcao [. Substituindo em [2.70] chega-se a equagao:

uje; + /Ukp}kkdl“el + /ukp}“kdl“el = /pku;‘deel + /ﬁkufkdl“el + /bkufdeel (2.74)
Iy I I' e Q
O versor ¢; aparece em todos os termos, portanto pode ser excluido. Assim:

u? + /Hkp}kkdl“ + /Ukpfkdl“ = /pku;‘de + /ﬁkufkdl“ + /bkujde (2.75)
' Ty Iy Iy O

A equacao pode ser escrita de forma mais compacta caso as condi¢oes de contorno

sejam, por enquanto, ignoradas. Desta forma:
ui + / urptydl = / prudl + / by Y (2.76)
I I Q

A equagao é chamada de identidade de Somigliana. Por meio dela, é possivel
determinar componentes de deslocamento em qualquer ponto do dominio €2 em funcgao
dos valores de contorno uy e p. E necessario que também sejam conhecidas as solugoes
fundamentais em deslocamento u;, e forca pj,, que foram deduzidas anteriormente, além

das cargas externas de dominio by.

2.4.1 Equacao integral para pontos do contorno

Para determinar as componentes de deslocamento em um ponto ¢ do dominio €2 a
partir da identidade de Somigliana [2.76] devem ser conhecidos os valores de contorno
dados por uy e pp. Portanto, para calcular valores em pontos internos do sélido deve-
se primeiramente resolver o problema do valor de contorno. Como a equacao [2.70] é
valida somente no dominio €2 e nao no contorno I', deve-se escrevé-la para um ponto do
dominio e fazer este ponto tender ao contorno. Neste procedimento, cada termo deve
ser analisado separadamente para tratar de forma especial as integrais que se tornem
singulares. Para maior simplicidade, inicialmente é considerado que o contorno I' é suave
no ponto ¢ analisado. Com isto, torna-se possivel englobar o ponto i ao interior de 2 por
meio de uma semi-esfera, cujo raio € sera posteriormente levado a zero no limite. Isto esta

ilustrado na figura [2.6]
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Figura 2.6: Ponto ¢ envolvido por uma semi-esfera de raio

Iniciando a analise, toma-se a primeira integral a direita da equacao [2.76 Conforme
ilustrado na figura [2.6] a semi-esfera contribui com uma parcela I'. do contorno I'. Assim,

esta integral pode ser dividida em duas partes:

/ufkpde = lir% / uprdl p + lin% /ufkpde (2.77)

T I'-T¢ I'e

O primeiro limite a direita de torna I', infinitamente menor que I', o que leva a
conclusao de que este limite é igual a propria integral inicial. O segundo limite a direita

pode ser escrito como:

lim ¢ [l § = pilim & [ wgdr (2.78)

Ie re
em que p; ¢ uma for¢a no ponto 7 na diregao k. A solucao fundamental v}, tem dimensao
1/r ou 1/6, conforme demonstrado na expressao . Como a integral de superficie na
expressao produz um termo £ multiplicando a expressao, restara do desenvolvimento
desta equacao um & multiplicando toda a expressao. Isto é suficiente para concluir que
esse termo tende a zero no limite. Portanto, a primeira integral a direita de nao sofre

influéncia da singularidade no ponto 1.

A préxima integral a ser analisada é a da esquerda da expressao [2.76}

/ Piurdl” = lim / Piurdl p + lim / phudl (2.79)
T e

I'-TI'¢

Analogamente a igualdade 2.77], o primeiro limite & direita de [2.79] é igual & integral a
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esquerda. O segundo limite a direita, por sua vez, pode ser escrito como:

lim { [ pudl = uj, lim / pidl (2.80)

A solucao fundamental pj;, dada pela expressao m, tem dimensao 1/7,2, enquanto a
integral de superficie de m produz um termo £ multiplicando toda a expressao. Isto
significa que o limite [2.80| nao ¢é igual a zero, e sim um termo livre. Para encontrar este
termo é necessdario desenvolver analiticamente a integral 2.80 Apds os procedimentos

matematicos, chega-se a igualdade:

|
lim /p;‘kdf — 5 (2.81)
I'e

Portanto, a expressao [2.79] se torna:

1 : 1 .
/p;‘kude :/pZ‘kude — iélkuz = /]ofkukdl1 — iu} (2.82)
r r r

Apés estas anélises, pode-se retornar & expressao [2.70] e reescrevé-la da seguinte forma:

chout + / plyugdl = / ul,pedD + / i bpdS (2.83)
I I Q

Cada integral da expressao ¢ definida como Valor Principal de Cauchy e, para
o caso de i se encontrar em um trecho suave de T', o termo ¢}, é igual a fungao Delta
de Kronecker dividida por dois. Quando o ponto ¢ se encontra em um trecho de I' que
nao é suave, as integrais da equagao levam a diferentes valores de ¢}, tornando
dificil encontrar uma expressao geral para este termo. No entanto, calcular este valor
analiticamente nao é necessario, pois ele pode ser obtido aplicando movimentos de corpo

rigido ao sélido. Isto é explicado com mais detalhes na Segao [2.5.4]

Assim, por meio da resolugao equacao [2.83] se torna possivel solucionar o problema de

valor de contorno para o problema elastico tridimensional.
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2.5 Formulacao de elementos de contorno

A equagao pode ser resolvida dividindo-se o contorno I' em elementos. Neste
trabalho sao utilizados elementos planos triangulares e continuos, conforme mostrado na
figura 2.7 Nesta figura, a superficie do elemento encontra-se representada por I'.. Em
cada n6 do elemento, estao definidos seis graus de liberdade. Como o sistema cartesiano
é de tres eixos, x1, 9 e x3, cada nd tem trés componentes de deslocamento u e tres
componentes de forca p, indicados na figura. Nestes valores, o indice subscrito indica a

direcao cartesiana e o indice sobrescrito indica a numeracao local do né.

Figura 2.7: Elemento de contorno triangular

Ao longo de cada elemento deve ser definida uma funcao para representar os deslo-
camentos e as forcas a partir de seus valores nodais. Ao escrever para cada ponto
nodal, é obtido um sistema de equacgoes lineares, ao qual devem ser aplicadas as condigoes
de contorno do problema. Entao o sistema pode ser resolvido, obtendo-se todos os deslo-
camentos e forgas incognitos no contorno. Estes valores, em conjunto com as condigoes
de contorno prescritas, constituem a solucao do problema de valor de contorno.

Inicialmente, representa-se os deslocamentos u e forcas p por funcoes conhecidas. Estas
funcoes, continuas ao longo de cada elemento 7, podem ser escritas em forma matricial
como:

u= du’ (2.84)
p = &p’ (2.85)

Os vetores v’ e p’ sdo, respectivamente, os deslocamentos e forcas estabelecidos nos

nos do elemento j. Para o caso tridimensional estes vetores tém 3() linhas, sendo () o
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nimero de nds por elemento. Os vetores u e p contém, respectivamente, os deslocamentos

e forcas nas trés dire¢oes em um ponto qualquer da superficie I'. do elemento. Ou seja:

U

u = U9 (286)

Uus

b1
P=19 p (2.87)

b3

A matriz de interpolacao ® tem dimensao 3 x 3@ e possui () funcoes ¢ diferentes.

Para o elemento de contorno de trés nés da figura a matriz ® é:

»r 0 0 ¢ 0 0 @3 0 O
=10 ¢ 0 0 ¢ 0 0 ¢3 0 (2.88)

0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 o3

e o vetor w é:

{uj}:{ wi ouy owd oudowd oudouwd oud ug} (2.89)

Portanto, o deslocamento em um ponto qualquer de I', pode ser escrito como:

U1 uipr + uids + uips
W= uy ¢ =\ U1+ usds + uscs (2.90)
U3 Uééfh + U§<Z52 + U§¢3

Pode-se observar, pela igualdade [2.90, que o deslocamento em uma direcao de um
ponto qualquer do elemento j é funcao dos deslocamentos nodais do elemento. Observa-

se também que as mesmas fungoes sao utilizadas nas trés diregoes.

A igualdade também é vélida para as forcas, ou seja:

D1 p%(ﬁl + p%@ + pi{’¢3
P=19 p2 (= Pib1+P3d2+ Pads (2.91)
3 P%cbl + p%cbz + pg%
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Sao adotadas funcoes ¢ lineares, conforme mostrado na figura [2.8

¢
! @ 0, @ 0y
S i/ &
@ © @
Figura 2.8: Funcoes interpoladoras adotadas

Para tornar a resolucao das integrais mais simples, as fungoes ¢, ¢2 e ¢3 sao definidas
segundo um sistema de coordenadas local &&. Para informacoes mais detalhadas a
respeito deste sistema homogéneo, recomenda-se consultar |Assan (2003). Os sistemas

local e global estao ilustrados na figura [2.9

SIS

I

Figura 2.9: Sistemas de coordenadas global e local

Por serem lineares, as fugoes ¢1, ¢o e ¢3 devem ser do tipo:

¢ (€1,&2) = by + B + x (2.92)

em que «, (e x sao constantes e £ e & sao coordenadas adimensionais. Uma opgao para

determinar estas constantes é obter equagoes a partir da figura 2.8 Assim:

§=0—0¢1=1, ¢2=0, ¢3=0 (2.93)

§$=0—0¢1=0, ¢po=1, ¢3=0 (2.94)

=0 e &£=0—-0¢:=0, ¢2=0, ¢3=1 (2.95)
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A partir das equacoes [2.93], 2.94] e [2.95 pode-se concluir que:

o1 =& (2.96)
¢2 = 52 (297)
o3 =—& — &+ 1 (2.98)

Além dos deslocamentos u e das forcas p, também devem ser representadas de forma
matricial as cargas volumétricas e as solucoes fundamentais. As forcas externas de dominio

podem ser organizadas em um vetor que contenha suas componentes, ou seja:

b=1{ b (2.99)

As solucoes fundamentais podem ser representadas em forma matricial como segue:

* * *

Uy U Ugg

* * * *
W =1 Uy Uy Uy (2.100)

* * *
U3y Uzp Usg

P Pl2 Pi3
P = | P51 P D3 (2.101)

* * *
P31 P32 P33

Os coeficientes subscritos dos termos uj;, e pj;, das matrizes indicam a diregao [ da

carga unitaria aplicada e a direcao k na qual o deslocamento ou forga é considerado.

Aplicando a notacao matricial apresentada, a equagao se torna:

c'u’ +/p*udF = /u*de—i—/u*bdQ (2.102)
r 0

r

Considerando agora que as fungoes de forma ® sejam substituidas na equagao [2.102]
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chega-se a uma equacao onde sao discriminadas as influéncias de cada elemento, isto é:

cu'+ Y || [pr@dr|w| =3 || [uedr|p (2.103)
=\ =\

em que ne é o numero de elementos no contorno. Foi considerado na equacao [2.103
que as forcas externas de dominio, b, sao nulas. E somada a influéncia da superficie I';
de cada elemento de um até o nimero de elementos, ne. Os vetores u’ e p’ contém,

respectivamente, os deslocamentos e forcas nos nés do elemento j.

2.5.1 Transformacao de coordenadas

Para que seja possivel integrar os elementos no sistema de coordenadas homogéneo

&1&5, é preciso relaciona-lo ao sistema global x1x.x3. Neste trabalho isto é feito conforme

descrito em |Assan (2003)), ou seja, empregando-se as fungdes lineares [2.96| [2.97] e 2.98]

Assim:
T = 2101 + Ty + T h3 (2.104)
Ty = Tyd1 + T309 + T3 (2.105)
T3 = T3¢ + T30 + Tas (2.106)
Ou, em notacao indicial:
T = 1], (2.107)

Portanto, a coordenada global x;, correspondente a direcao i, é escrita em como
o produto entre as funcoes lineares ¢; e as coordenadas x] dos vértices do elemento, sendo

J o numero do vértice.

Também é necessario analisar como as derivadas das coordenadas se relacionam para
que o termo dI' das integrais possa ser substituido. Segundo|Assan (2003), o sistema de co-
ordenadas local pode ser relacionado ao global utilizando um Jacobiano de transformacao,

como mostrado abaixo:
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em que
dr1 Oz
|J| _ 8751 o€, _ 81'1 61‘2 _ 81'1 a$2 (2109)
‘3%2 %’22 0§ 06 0& 06

Calcula-se entao as derivadas da expressao [2.109] ou seja:

Oz 0 0

87511 =7 (211 + 2702 + 276s) = 96, (216 +21& + 2} (&6 — &+ 1)) =2} — o

, , , (2.110)

T

8752 =%, (w1 + 23 + 2des) = 96, (216 + 218 + 23 (& — &+ 1)) =2} — o
(2.111)

Ox 0 0

% = 7 (2361 + 2360 + 2303) = 7 (2361 + 238 + 23 (& — &+ 1)) = 23 — 23
(2.112)

Oz 0 0

8752 = 7% (2301 + 2302 + 2363) = 9, (2361 + 236 + 23 (&6 — &+ 1)) = 23 — 23
(2.113)

Substitui-se entao 2.110] 2.112, 2.111] e 2.113] em [2.109], obtendo:

|J| = (x% - x?) (x% - arg) — (x? - x?) (x% - x%) =2A (2.114)

em que A é a area do elemento.

Com o valor de |J| conhecido torna-se possivel substituir a expressao [2.108 na equagao

2.103] obtendo:

. . ne
TS
Jj=1

(/ p'® ‘J‘j d€1d£2) Uj] - i [(/ u'® ’J‘j d§1d§2) Pj] (2.115)
B =1L\

E importante observar que, apés a transformacao de coordenadas, é alterada a su-
perficie dos elementos a serem integrados. A superficie I';, definida no sistema global, ¢é
diferente para cada elemento j, enquanto que a superficie v é sempre restrita aos limites
de zero a 1 do sistema homogéneo local.

As integrais da equagao [2.115| sao calculadas numericamente, empregando pontos de
Hammer. Mais detalhes a respeito deste procedimento podem ser consultados em [Assan

(2003). O resultado ¢ a expressao:

3 [ {3 (wepte | -5 2D SICRTT ) EERE

j=1 k=1 k=1
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O termo nh se refere ao nimero de pontos de integracao definidos sobre a superficie
de cada elemento de contorno. As coordenadas &; e & bem como o peso wy, de cada ponto

podem ser encontrados tabelados na literatura, citando-se por exemplo [Assan (2003).

2.5.2 Tratamento da singularidade

Caso o ponto fonte esteja localizado em um dos vértices do elemento integrado, as
integrais da equacao [2.115| apresentam problemas de singularidade. Por causa destes
problemas, a técnica de integracao apresentada na Secao anterior se torna imprecisa.
Apresenta-se entao nesta Secao uma forma eficiente de integrar este elemento, a qual foi
desenvolvida no trabalho de |Guiggiani e Gigante (1990) e empregada por diversos outros
autores. Esta técnica permite que a singularidade seja eliminada, possibilitando o calculo
das integrais de forma precisa.

Considera-se um elemento j qualquer a ser integrado, e que o ponto fonte esteja lo-
calizado em seu dominio I';. Como neste trabalho sao empregados elementos continuos,
o ponto fonte coincide com um dos trés vértices do triangulo. A figura ilustra o

problema.

Figura 2.10: Ponto fonte em um dos vértices do elemento

Na figura, o ponto fonte estd denominado por P. Aparecem dois novos sistemas de
coordenadas além do sistema global x z923, 0 sistema 17273 e o sistema rf. O sistema
T1Z9T3 tem origem em P, também é retangular e seu plano Z;Z, contém o elemento. O
eixo T passa pelo no seguinte ao da origem, seguindo a orientagao positiva da numeracgao

local do elemento, e o eixo Z3 é perpendicular ao plano do elemento, tendo mesma direcao
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e sentido que o vetor normal 7;. O sistema 76, por sua vez, é de coordenadas polares,
sendo r variavel de zero a distancia entre P e o perimetro do triangulo e € o angulo entre

oS eixos r e x7.

A estratégia é integrar o elemento empregando o sistema 76, sendo portanto necessario
transformar as coordenadas. No item foi demonstrado como para passar do sistema
r1x9r3 ao sistema &&,, entretanto este procedimento foi simplificado pelo fato de que
as funcoes de forma ¢1, ¢o e ¢35 presentes na matriz ® da equacao foram escritas
diretamente no sistema &;&;. No presente caso, como as fungoes ¢1, ¢o e ¢3 também devem
estar no sistema rf para que possam ser integradas, é necessario passa-las de £;&; para r6.
Este procedimento, assim como em Barbirato (1999) e |/Almeida (2003b), é aqui dividido
em duas etapas. A primeira é passar do sistema &£, ao sistema 17273 e a segunda é ir

de J_Zl.f'Q,fg para rd.

O ponto de partida é escrever as funcoes de forma em funcao das coordenadas retan-

gulares T17273. Estas expressoes sdo apresentadas em Assan (2003)). Assim:

¢ =6& = 2; (7323 — 2333 + 71 (73 — 73) + 39 (75 — 23 (2.117)
b= = o W07k — i+ o (3 - 28) + 2 (3} — )] (2.118)
b=1-6 6= (BB w () +m (@ -)] 1)
ou, em notacio indicial:
¢; = ;A (27 — 27 + 7 (7 — 75) + 7 (3 — 7)) (2.120)

Na expressao [2.120] os indices subscritos indicam a direcao cartesiana e os sobrescritos
a numeracao local do né no elemento. As coordenadas dos vértices no sistema local
17973 podem ser determinadas a partir de suas coordenadas globais z1x2x3 e da matriz

de rotagao do elemento. Para maiores detalhes, recomenda-se consultar |(Onate (1995)).

Como a equagao integral [2.115] é escrita para o sistema de coordenadas &;&5, parte-se
dela para a obtencao das integrais em Z1Z,Z3. E importante salientar que, neste caso,
o objeto de andlise nao sao todos os elementos somados na equagao [2.115 mas somente

aquele ao qual pertence o ponto fonte. Por este motivo, extrai-se de as integrais
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referentes a este elemento:

I, = /p*cb\J|d§1d52 (2.121)
YP

I = /u*<I>|J|d§1d§2 (2.122)
P

O indice subscrito P indica que o ponto fonte pertence ao elemento a ser integrado.
Seguindo as deducoes, como as expressoes das funcoes de forma ja foram determinadas
no sistema T;ToT3, basta calcular o Jacobiano |J;| desta transformacdo de coordenadas

para que se possa realizar a seguinte substituicao nas integrais [2.121] e [2.122;

Segue, portanto, o calculo de |J4]:

Lo 9606 06 06

J = = - 2.124
il 9 9 | OI,0%y Oy 0n (2.124)
01 OZo

Calcula-se as derivadas da expressao[2.124)a partir das expressoes e[2.118] Assim:

2;11 _ ;4 a2 - &3] (2.125)
2212 _ 21A 28— ] (2.126)
2221 _ ;4 ERE (2.127)
2:2 _ ;4 21— ] (2.128)

Substituindo [2.125], [2.126] [2.127] e [2.128] em [2.124], obtém-se:

31| = (2{4 73— :z-gD (2{4 71— a‘cﬂ) - (;4 |75 - a‘:ﬂ) (;4 73— @D (2.129)

Lorfoe 3\ (a1 o3 =3 1) (=3 _ =2
|J1| = e [(332 — x2) (xl - 3:1) - (:1:2 — :c2) (:cl - xl)] (2.130)

Por analogia & expressao [2.114] conclui-se que o termo entre colchetes é igual a duas
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vezes a area do elemento. Portanto:

1 1

Assim, substituindo a expressao 2.131] em 2.123}

1

Encerrando a primeira etapa da transformacao de coordenadas, substitui-se a equacao

2.132| nas integrais [2.121] e [2.122] O resultado é:

I'p
I, = / w ®di dis (2.134)
Tp

Observa-se que a superficie integrada nao é mais yp, definida no sistema local obliquo,

e sim I'p, que é definida no sistema local retangular.

A segunda etapa é passar do sistema de coordenadas retangulares T1Z,T3 ao sistema
de coordenadas polares rf. O sistema Z;Z2Z3 pode ser relacionado com 76 a partir da

projecao do vetor r nos eixos T; e Iy, ou seja:
Z1 =1 cost (2.135)
Ty =1 senf (2.136)

E necessario entao reescrever as fungoes de forma ¢, ¢o e ¢3 substituindo-se as igual-

dades e [2.130 nas expressoes 2.117, .118 e 2.119] Assim:

¢1 = 2{4 {iffg — T325 + 7 cost (f% — jg) + rsenf (f% _ j%)} (2.137)
P2 = 2{4 [i‘?:ﬁ% — ZT5 + 1 cost (ig — f%) + r senfl (j} — j‘i’)} (2.138)
¢3 = 2{4 {i‘%f% — 232y + 1 cosl (i:% — f%) + r send (;i‘% — j%)} (2.139)
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ou, em notacao indicial:

b= e s v (58 + o )

Para tornar a utilizacao desta expressao mais pratica, ela é reescrita como:

1
¢ = ﬂ[@i—i‘rﬁi]

com

o; = 7|78 — VT

B = cost (5:% — :Tc’;) + sent (J_U'f — 5:31)

41

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

Para relacionar as derivadas das coordenadas emprega-se novamente um Jacobiano de

transformacao. Ou seja:

di’ldfg =dI' = |J2| drdf

Segue-se entao para o célculo de [Jo|:

3] = G S| 00w, 0m 0
N om om | Or 90 00 Or
or 00
com
aa:il—cosé’
a;el——rsenﬁ
a(‘;z = send
a;;—rcos@

Substituindo [2.146], [2.147, [2.148] e [2.149] em [2.145], obtém-se:

|Jo| = 7 (cosh)” + r (senb)® =r

(2.144)

(2.145)

(2.146)
(2.147)
(2.148)

(2.149)

(2.150)

Conhecido o valor de |J5| e as fungoes de forma no sistema polar r, o passo seguinte
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é a substituicao da expressao nas integrais [2.133| e [2.134, Portanto:
2 rR
I, = / / p*® |J,| drdf (2.151)
o Jo
2 rR
I = / / w'® |J,| drdf (2.152)
o Jo

Nas expressoes, os limites de integracao indicam a faixa percorrida por cada variavel
a ser integrada. A faixa de r vai de zero até R, que é a distancia de P até o perimetro
do triangulo, enquanto a faixa de 6 vai de zero a 2w. Observa-se, pela figura [2.10, que
seria suficiente variar 6 de zero até o angulo interno do vértice de P para percorrer toda
a superficie de cada elemento. Entretanto, escreve-se a equacao para o caso mais geral
no qual P pode estar em qualquer posi¢ao da superficie a ser integrada. Isto permite que

um termo singular possa ser posteriormente eliminado.

Resta entao calcular as integrais e[2.152] Como serd visto mais adiante, torna-se
possivel que a parcela singular das integrais seja igualada a zero. Segundo |Guiggiani e
Gigante (1990), isto viabiliza que estas integrais sejam calculadas numericamente sem
prejudicar a precisao dos resultados. Entretanto, para reduzir o tempo de processamento,
neste trabalho adota-se o mesmo procedimento empregado em |Almeida (2003b) e Barbi-
rato (1999), denominado integracao semi-analitica. Recebe este nome porque a integral

em 7 ¢é feita analiticamente, enquanto a integral em 6 é feita numericamente.

Para calcular as integrais [2.151] e [2.152] analiticamente em r é necessario efetuar os
produtos das matrizes e analisar o que acontece com cada termo resultante. Inicialmente,

reescreve-se as solugoes fundamentais em notacao indicial:

1
n=—1[(3—4v)) 2.153
Uk = T =) 7 [(3 = 4v) i + 77 ] (2.153)

—1

m [0 (1 = 20v) O + 37 ] + (1 = 2v) (e o — i) (2.154)

* —
P =

E possivel combinar a estas expressoes o termo |Js|, que aparece multiplicando-as nas

integrais 2.151] e 2.152] e é dado pela igualdade [2.150] Assim:

Upp = gy, [ Jo| = (3 — 4v) S, + 7] (2.155)

1
167 (1 —v)
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-1
By = i Mol = gy (1= 20) 3] 4 (1= 20) (s = )] (2150

A expressao [2.156| pode ser simplificada, pois o termo 7 ,, correspondente & projecao de

r na direcao de 7, é igual a zero no caso em questao. Isto acontece porque a integral semi-

analitica é empregada somente quando o ponto fonte pertence ao dominio do elemento

integrado, e neste caso o versor normal 1 é sempre perpendicular a r. Desta forma, a
expressao [2.156] pode ser reescrita como:

P=——— (1= 20) (7 — i 2.157

= sy (0 2) () (2157)

O préximo passo ¢ fazer o produto das expressoes e pela matriz de fungoes

de forma ®, representadas no sistema de coordenadas polares rf pela expressao [2.141]

Assim:
e, (B =) i+ rril
Mg = Uy @i = 2 Amp (1 — 1) [ + 703 ] (2.158)
e, Qv = 1) (g — i) {ai }
Mg = P = 647 (1—7) —+ 0 (2.159)

Observa-se que my; é uma fungao linear em relagao a r, portanto sua integral pode

ser efetuada sem problemas:

[, + 1] dr =

R —4
My, = / [(3 V) O + T,lﬁk]

[(3 — 41/) 5lk —|— ’I“’ﬂ”&] ‘ R;Q '
32Amu (1 —v) Fai + 252

32Amp (1 —v)
(2.160)
A funcao ny;, por sua vez, possui termos do tipo 1/70, e sua integral é singular em
r = 0. No entanto, segundo Barbirato (1999), como o angulo 6 varia de zero a 2w, a
parcela singular desta integral pode ser igualada a zero. Para melhores esclarecimentos a

respeito da eliminacao da sigularidade, recomenda-se consultar o trabalho de |Guiggiani e

Gigante (1990).

Seguindo a dedugao, apds igualar o termo singular a zero, obtém-se:

R Qu 1) (g — mery) [ ~ @u=1) (g —mry) ‘ ,
Ny = /0 1647 (1— ) {7’ + @} dr = 1647 (1 — ) [aiIn (R) + GiR]
(2.161)

Caso se queira empregar as expressoes e matricialmente, os termos das
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matrizes podem ser organizados da seguinte maneira:

miy11 M1 Mi31 My Mgz Mazz M113 MMi23 11133
M = Mo11 M221 Mla31 MMao12 Mooz 123z 1213 1223 111233

m311 M321 M33z1 MM312 MM322 1MM332 1313 11323 71711333

N111 Ni121 M131 Ni12 Ni22 Ni132 Mi113 N123 1133
N = No11 MNa21 Na231 Noi12 Moz No3zz MN213 1223 711233

N311 N321 N331 N312 N322 N332 N313 1323 711333

Apos estas dedugoes, chega-se as seguintes igualdades:

27
I, — / Ndo
0

2w
12 - Md0
0

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

As integrais [2.164] e [2.165] sao entao efetuadas numericamente. Para simplificar este

procedimento a coordenada 6 é transformada em uma coordenada adimensional (, definida

em cada um dos trés lados do elemento. A figura [2.11] ilustra o novo sistema de coorde-

nadas.

Figura 2.11: Coordenada adimensional ¢

A coordenada ( varia de —1 a +1 ao longo do comprimento L do lado em questao.

No perimetro do triangulo é definido um contorno ficticio I' e um versor normal 7, e o
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angulo entre R e 1 é denotado por a. Dois segmentos de reta estao em destaque, um
correspondente a dI" e outro correspondente a Rdf. Estes segmentos sao necesséarios para

demonstrar, posteriormente, a relacao entre df e dI'.

Uma forma conveniente de passar de 6 para ( é primeiramente retornar ao sistema de
coordenadas T1Z2Z3 por meio das relagoes [2.135] e [2.136| e entao passar de T1Z,x3 para (.
A primeira transformagao altera o termo 3; presente nas expressoes [2.160] e 2.161] sendo

necessario efetuar a seguinte substituicao:

RB; = R cost (7 — 75) + R senf) (3} — 7]) = 71 (7} — 75) + 72 (3} — 7]) = (2.166)

Assim, substituindo Rf3; por «; nas expressoes [2.160| e [2.161} obtém-se:

~ [(3 — 4V) 5lk +rgr k] [ 1 ]
i = — i + =i 2.1
. 20 — 1 _
N = B2 DT = 0) 1 (o (2168)

16A7 (1 —v)

O Jacobiano da transformacao de 6 para 17223 pode ser obtido geometricamente a
partir da figura [2.11l A projecao de R na dire¢ao do versor normal 7 corresponde ao
co-seno do angulo « indicado na figura, e é por definicao também igual a derivada de R

em relacao a 7). Portanto:
dR

dn

cosa = (2.169)

E possivel observar na figura que o angulo entre os dois segmentos em destaque, dI' e

Rdf, é . Assim:

d
cosa = RA (2.170)
dr

Ao substituir as relagoes [2.169] e [2.170] uma na outra, chega-se as relagoes:

dR  RdY
dy — dl

_1dR .

df = ———dl 2.171
— R (2.171)

Desta forma, as integrais e |2.165| se tornam:

or . 1dR -
= [ N=22ar 2.172
"o T Rdp ( )
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2 . 1 dR .-
L= [ M=——dl 2.173
27 o R dp ( )

em que as matrizes N e M sao representadas, em notacao indicial, pelas expressoes [2.168

e [2.167), respectivamente. O calculo de dR/dﬁ pode ser feito com uma expressao analoga

a igualdade [2.55] a qual é empregada na Secao para a determinacao de 7,. Assim:

dR  dR
Y 2.174
Ccom
dR R
= — 2.1
iz R (2.175)
€
R; = |7:(S) — 7 (P)| (2.176)

Antes de prosseguir com as dedugoes, é importante observar que a presenca do termo
dR/dﬁ nas integrais permite que as contribuigoes dos dois lados adjacentes ao ponto P
sejam igualadas a zero. Isto acontece porque o versor 1 é perpendicular a R ao longo de
todo o comprimento destes lados. Como o termo dR/dﬁ corresponde a projecao de R em
7, ele pode ser igualado a zero assim como a contribuicao desses lados. Isto torna esta
formulacao ainda mais vantajosa, pois a integral de superficie se reduz a uma integral ao
longo de um tnico segmento de reta.

O passo final antes de integrar as expressoes é relacionar dl' com d¢. Isto pode ser

feito relacionando I' com ¢ para posteriormente calcular o Jacobiano desta transformagao.

A figura ilustra estes dois sistemas:

+1

-1

¢
%
I
0 =

Figura 2.12: Eixos De ¢

Com o auxilio da figura , nota-se que quando [ é zero ¢ éigual a —1 e que quando

[é igual a L a variavel ¢ é +1. A partir destas relagoes conclui-se que:

[ =

no |

(1+¢) (2.177)
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Desta forma, escreve-se a relagao:

Al = |5 d¢ (2.178)
em que o Jacobiano é simplesmente:
al L
Js|=—=— 2.1
5 =% =3 (2179)

Para a integracao numérica emprega-se a Quadratura de Gauss-Legendre, a qual pode
ser vista com mais detalhes em Assan (2003). Assim, as integrais [2.172] e [2.173| sdo

reescritas da seguinte forma:

_ L (2 = 1) (r ke — mery) dR
Dk = 3 > [ 1647 (1— ) R [ In (R) + i ?ﬁwm (2.180)

m=1

(2.181)

L Y 3 —4v (Slk—i-T'ﬂ"k 1 dR
]lm‘2=§z I ) : ][ i %} — W,
o’ 32A7u (1 —v) 271 dn

O somatorio vai de 1 até o niimero de pontos de Gauss ng, sendo w,, o peso de cada
ponto. Estando o ponto campo em uma posicao correspondente a um valor ¢ qualquer,
¢ possivel determinar suas coordenadas no sistema retangular global z;x.x3 interpolando

linearmente as coordenadas dos nods localizados nas extremidades do segmento integrado.

Portanto:

zi =2+ [(xf —a?) (C+ 1)] (2.182)

O indice subscrito ¢ indica a direcao da coordenada global determinada, enquanto os
indices sobrescritos 0 e f indicam, respectivamente, o ponto inicial e o final do segmento
de reta. Para saber qual é o né inicial e qual é o final basta verificar a orientacao da
coordenada ¢, a qual segue o sentido do giro positivo em relagao ao versor normal 7);
do elemento. Para determinar as coordenadas do ponto campo no sistema local T;Z2Z3

pode-se empregar a mesma expressao, ou seja:

T =10+ [(xf — ) (C+ 1)] (2.183)

A partir das coordenadas dos pontos fonte e campo nos dois sistemas retangulares é

possivel determinar, a partir de igualdades apresentadas anteriormente, todos os termos
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necessarios para o calculo das expressoes [2.180] e [2.181

2.5.3 Sistema de equacgoes

A equagao é vélida para um né ¢ qualquer pertencente ao dominio 2 do sélido.
Para simplificar a implementacao desta equacao, ¢ mais interessante que os somatorios
sejam em nos ao invés de elementos. Para efetuar esta transformacao, sao definidas as

relagoes:

o, =y /F p*®,dl (2.184)
¢ t

G;=Y /F w* @, dl (2.185)
i t

Nestas relacoes, o indice 7 ¢ o nimero do né onde se encontra o ponto campo e o indice
J € o numero do n6 onde se encontra o ponto fonte. O indice ¢ indica a numeragao local
do né j no elemento ¢t. A soma referenciada por ¢ vai de 1 até o niimero de elementos dos
quais o né j é vértice.

Assim, com as relacoes [2.184] e [2.185] pode-se reescrever a equacao [2.116| como:
o 3n R ) 3n )
c'u’ + Z Hijuj = Z Gijpj (2186)
j=1 j=1

em que n é o nimero de nés no contorno. Para simplificar a equagao [2.186] impoem-se as
condicoes:

Hij = I:Iij para 1 #] (2187)
H,, = H; + ¢ para i=j (2.188)
Substituindo Hj;, dado nas relagoes [2.187] e [2.188] na equacao [2.186] obtém-se:

3n 3n
Z Hijuj = Z Gz‘jpj (2189)
j=1 j=1

A equacao [2.189| pode ser escrita para todos os nés do contorno, resultando um sistema

de 3n equagoes cuja forma matricial é:
Hu = Gp (2.190)

Conforme mostrado nas relacoes [2.187 e (2.188] os termos ¢’ sao computados na matriz
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H. Eles compoem uma série de submatrizes de dimensao 3 x 3, somadas na regiao da
diagonal principal de H. Para encontrar os valores das submatrizes ¢’ em casos gerais nos
quais o contorno I' nao é suave, pode-se aplicar propriedades da matriz H decorrentes de

movimentos de corpo rigido. Isto serd visto mais adiante, na Segao [2.5.4]

Para que se possa resolver o problema do valor de contorno a partir das equacoes
representadas por [2.190], é necessario adaptar este sistema de equacoes as condicoes de
contorno do problema. Isto pode ser feito prescrevendo, para cada direcao de cada ponto
do contorno, um valor de deslocamento ou um valor de forca. Desta forma, ambos os
vetores u e p se tornam parcialmente conhecidos e parcialmente incognitos. Além disto,
caso o valor de deslocamento em uma determinada linha de u seja prescrito, o valor
nesta mesma linha de p obrigatoriamente deve estar incognito e vice-versa. Desta forma,
o numero de incégnitas se torna igual ao nimero de equagoes e o sistema tem solucao
Unica.

Para obter os valores de contorno incognitos na equacao 2.190, é necessario que todos
eles estejam no mesmo lado da equagao. Da mesma forma, todos os valores prescritos
devem estar do outro lado. Isto pode ser feito a partir da equacao [2.190, passando
para o lado esquerdo cada valor incognito de p e o substituindo no lado direito pelo
correspondente conhecido de u. As matrizes H e G também devem ser modificadas,
trocando entre elas a coluna correspondente a linha de p e u para a qual foi feita a troca.

Repetindo este procedimento para todas as forcas incégnitas, obtém-se a equacgao:

Ax = By (2.191)

Na equagao todos os termos do vetor x sao incégnitos e todos os termos do
vetor y sao conhecidos. Além disto, todos os termos das matrizes A e B também sao
conhecidos, pois elas sao resultado da troca de colunas entre as matrizes H e G. Por isto,
pode-se fazer o produto entre a matriz B e o vetor y a direita da igualdade. O resultado

é um sistema de 3n equacoes com 3n incognitas, ou seja:
Ax=f (2.192)

Pela resolucao do sistema [2.192] podem ser obtidos todos os valores de contorno incég-

nitos, resolvendo o problema elastico tridimensional do valor de contorno.
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2.5.4 Movimentos de corpo rigido

O conceito de movimento de corpo rigido envolve deslocamentos na auséncia de forgas.
Isto implica em prescrever todas as forcas no contorno I' do sélido iguais a zero. Ao fazer

isto na equacao [2.190, o produto Gp fica igual a zero. Assim:
Hu =0 (2.193)

A interpretacao fisica do problema de valor de contorno representado pela equacgao
2.193| é de um sdlido sem restricao alguma, portanto solto no espaco. Extendendo esta
interpretacao, uma configuragao possivel é deslocar todos os nés do contorno do sélido de
uma distancia unitaria no sentido positivo de um dos eixos coordenados. Escolhendo o
eixo x1, por exemplo, o vetor u; para um movimento de corpo rigido unitario positivo em
sua direcao é:

{ui}T:{l 0010010 o} (2.194)

O produto de uma linha ¢ qualquer da matriz H pelo vetor u; deve ser igual a zero,
conforme imposto na equagao [2.193] Assim, obtém-se uma importante propriedade da
matriz H, que é:

Hi+Hy+ Hi+---+ H, 5)=0 (2.195)

O mesmo pode ser feito para as diregoes de x5 e x3, obtendo outras duas equacoes:
Hy+ Hi+ Hi+ -+ Hy, ) =0 (2.196)

Hi+ Hi+ Hg+ -+ Hs,) =0 (2.197)

As equacoes [2.195], [2.196] e 2.197] podem ser utilizadas para determinar indiretamente

o valor dos termos das submatrizes c’. Depois da obtencao da matriz H, percorre-se cada

linha ¢ com as operagoes:

Rl = Enjl [His; o) (2.198)
=

R, = anl [His; o] (2.199)
p

R} = Z i) (2.200)
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em que R}, R, e R} contém a soma dos termos de cada linha i da matriz H, correspon-
dentes aos movimentos de corpo rigido nas direcoes 1, s e x3, respectivamente. Para
obter a matriz final H, utilizada na equacao basta subtrair os termos R}, Ry e R}
calculados para cada linha das posicoes correspondentes de cada linha. Assim, os trés

termos corretores da submatriz ¢ para uma linha i qualquer de H sdo:

¢ =—R} (2.201)
ch=—R) (2.202)
ch = —Rj (2.203)

A posicao na linha 7 da matriz H na qual cada termo de ¢’ deve ser somado pode
ser encontrada a partir do nimero 7 do né ao qual pertence o deslocamento em questao.
Aplicando a regra imposta pela relagao , conclui-se que o termo ¢! deve ser somado
na posigao 35 — 2 da linha, o termo ¢, deve ser somado na posigao 3j — 1 e o termo
deve ser somado na posicao 3j.

Apesar de estar resolvido o problema da submatriz c?, deve-se ressaltar que os deslo-
camentos segundo os tres eixos coordenados nao sao os inicos movimentos de corpo rigido
possiveis. Ainda podem ocorrer trés rotagoes, uma para cada eixo. Assim, caso se tenha
divida quanto & matriz H mesmo apds a correcao com as submatrizes c?, ainda é possivel

conferir suas propriedades quanto aos movimentos de corpo rigido rotacionais.

2.5.5 Pontos internos

Apos determinar todos os valores de contorno é possivel, a partir deles, determinar
deslocamentos e tensdes em qualquer ponto interno ao dominio €2 do sélido. Para obter
uma equacao cuja solucao sejam os deslocamentos em pontos internos, primeiramente

deve-se voltar a equacao [2.76| com by, igual a zero, ou seja:
uj + /ukpfkdf = /pkufkdf (2.204)
r r

Para resolver a equagao [2.204] para um ponto no contorno I' do sélido, foi necessario

analisar a integral & direta da igualdade em [2.204] de forma especial, devido & singularidade
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no ponto. Porém, quando se considera um ponto interno ao dominio 2 do sélido, nao ha
sigularidade porque o ponto fonte nunca coincide com o ponto campo. Assim, pode-se
efetuar ambas as integrais da equacgao sem se preocupar com singularidades. A
partir da deducao feita para o ponto do contorno, aplicando os mesmos procedimentos
numéricos entre as equacoes e na equagao [2.204] pode-se deduzir que a equagao

resultante é a seguinte:

3n 3n
w =3 Gup -3 Hyw (2.205)
7=1 j=1

Na equagao [2.205] n corresponde ao nimero de nds, i correponde ao nimero do né
interno ou ponto fonte e j é o nimero do né do contorno ou ponto campo. A partir dela,
pode-se determinar diretamente o deslocamento em qualquer ponto interno.

Além dos deslocamentos, também é possivel determinar o tensor de tensées em um
ponto interno ¢. Para isto, primeiramente é necessario encontrar a equacao diferencial em

deslocamentos que permite obter tensoes no interior de um solido elastico. Parte-se da

relacao [2.23, que é:
gy = Lid T i ;L Ui (2.206)

Outra expressao a ser utilizada é a seguinte relagao constitutiva:

E [ v
(1+v) |[(1-2v)

Uij =

Oij€rk + Eij] (2.207)

Substituindo a relacao [2.206| na expressao [2.207, obtém-se a expressao:

b Yt + = (s + ) (2.208)
;i = i U — (Uj.4 Uj4 .
T (M4 [(T=2p) PR T T
ou
2vG
Oij = m%uu + (wij +uji) G (2.209)

Isolando o deslocameto u{ na equagao [2.204] e substituindo em [2.209, obtém-se:

f { 121/5,) 5Z]ulkl + ( ;{k,j + U;k7z> G} pde—i-

) (2.210)
g{ 1—2v) Uplkl + (pzk] —l—pj,“) G ¢ updl

Todas as derivadas da expressao [2.210] sdo tomadas no ponto interno, considerando

onde esta sendo aplicada a solucao fundamental. Esta relacao pode ser reescrita de forma
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mais compacta da seguinte maneira:
Oij = / Dyijprdl’ — / Shijurdl (2.211)
r r

Em que os termos Dy;; e Si;; sao tensores. Estes tensores sao dados por:

1

Dyij = ————
ki 8r(l—v)r?

{(1 — 2V) [5kir,j + 5kjr72- — 5z‘j7",k] + 3T,kr,ir,j} (2.212)
Skij = ﬁ {37’7,7 [(1 — 2V) 5ijr,k +v <5ikT,j + 5jkr,i) — 5r,k7ﬁ,i7ﬁ,j] +

(2.213)
+3v (nir g1 + 0y g) + (1 =20) (3mr a7 5 + 100 + 1:05%) — (1 — 4v) mdis

2.5.6 Subelementacao

Para melhorar a precisao dos resultados caso o ponto fonte esteja muito préximo ao
elemento de contorno integrado (EC), divide-se este elemento em areas menores deno-
minadas subelementos (SE). Desta forma, para cada SE, pode-se definir mais pontos de
integragao. Somando a influéncia de todos os SE, tem-se a contribuigao total do EC
integrado.

Em Almeida (2003b) dois tipos de subelementacao sdo empregadas, a convencional e a

progressiva. Na subelementacao convencional o EC é dividido de forma regular, conforme

mostrado na figura [2.13]

Figura 2.13: Subelementacao convencional

O tamanho dos SE é definido a partir da distancia do ponto fonte ao EC em questao.
Caso o ponto fonte esteja proximo sao definidos SE pequenos e em grande quantidade, e
caso esteja muito distante basta um unico SE para que a integral seja precisa.

Na subelementagao progressiva a divisao do EC é mais intensa na regiao mais préoxima

ao ponto fonte. Na figura|2.14] por exemplo, é mostrada uma possivel configuracao quando
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o ponto fonte se encontra proximo ao vértice P do EC.

[

Figura 2.14: Subelementacao progressiva

Apos alguns testes no programa concluiu-se que, como a integral singular é calcu-
lada semi-analiticamente, a subelementagao progressiva é desnecessaria. Caso exista uma
situagao quase singular, em que o ponto fonte esteja préximo ao EC a ser integrado, a
subelementacao regular é suficiente para garantir uma boa precisao. Desta forma, neste
trabalho é empregada somente subelementacao regular. Na figura [2.15] é ilustrado um SE

genérico posicionado dentro do EC a ser integrado.

Figura 2.15: Subelemento genérico

Além do sistema homogéneo local do EC, &£, um outro sistema homogéneo, £,&,, é
introduzido para cada SE. Os vértices do SE sao numerados localmente e as coordenadas
destes vértices no sistema &€ estao indicadas na figura, sendo que o indice subscrito

indica a diregao e o sobrescrito indica a numeragao local do vértice. A utilizacao de SEs
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implica em uma alteracao na expressao [2.116, que se torna:

o ne [ ns nh ] ne [ ns nh )
s 3o [0 (32 owein ) [w | = 35 i {2101 (32w ) o]
j=1 s=1 k=1 j=1 s=1 k=1

(2.214)

Como cada EC esta dividido em um certo nimero de SEs, ng, mais um somatorio foi
incluido na expressao. E importante observar que surge mais um Jacobiano a ser con-
siderado, o qual é identificado como |J|*. Para determinar este Jacobiano é necessdrio,
inicialmente, relacionar os sistemas &;&; e & &. Neste trabalho, estes sistemas se rela-

cionam da seguinte forma:

G =6+ 86+ 88 (2.215)
b =66+ 65+ EE (2.216)

E importante salientar que a coordenada &3 nao ¢ independente das outras duas, pois

&3 =1—& — &. Desta forma, calcula-se as derivadas das expressoes [2.215] e [2.216] como

segue:

0 a4 s 04 o
852_1_3 852_2_3
=G-8 F=6-8 (2.218)

Obtidas as derivadas torna-se possivel o cdlculo do Jacobiano. Assim:

|8 S| _0a06 a6
|ﬂ=§§;=££—££=@%M&ﬁ%@ﬁ®@%®

(2.219)

2.5.7 Linhas de carga aplicadas ao meio tridimensional

Neste trabalho sao consideradas estruturas de barra ligadas ao meio tridimensional.
Estas estruturas representam estacas e sao modeladas pelo método dos elementos finitos
(MEF), conforme serd explicado com mais detalhes no Capitulo . Para que esta liga-
¢ao seja possivel é necessario considerar, na formulagao do MEC, as forcas de interagao
decorrentes da presenca de tais estruturas. Isto pode ser feito de diferentes formas, e a es-
tratégia escolhida neste trabalho consiste em considerar as forcas de interagao como linhas

de carga aplicadas do meio tridimensional. Esta estratégia tem a vantagem de ser de sim-
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ples implementacao, além de fornecer resultados precisos para as aplicagoes pretendidas
neste trabalho. A redacdo desta Segao foi auxiliada pelos trabalhos de [Venturini (1988)),
Filho (1999)) e [Filho et al. (2005), que empregam a mesma formulacao e cuja consulta é
aqui recomendada.

Considera-se uma linha de carga I'* qualquer aplicada a um sélido tridimensional
de dominio Q e contorno I', conforme ilustrado na figura 2.16] A linha de carga possui
componentes nas tres diregoes do sistema de coordenadas global e sua presenca implica no

surgimento de mais um termo na identidade de Somigliana, representada pela expressao

[2.83] que se torna:

Figura 2.16: Linha de carga genérica

Ciy, + / P urdl = / upprdl’ + / b d€) + / u)y,sdl (2.220)
T T Q Ie

O termo adicional corresponde a integral tomada ao longo da linha de carga I'°, em
que uj;, € a solucao fundamental de deslocamento, conforme descrito anteriormente, e s,
¢ o valor da linha de carga e na direcao k. Igualando as cargas de dominio by a zero e

generalizando a expressao para um numero qualquer de linhas de carga, obtém-se:
) ntot
e + /p}"kukdl“ = /u?kpkdf + Z /u;‘kdeF (2.221)
r

T e=lpe

em que ntot é o numero total de linhas de carga.
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O passo seguinte é reescrever a expressao[2.221]considerando que o contorno I' do sélido
estd dividido em elementos, ao longo dos quais os deslocamentos e forcas sao aproximados
por funcoes conhecidas. O mesmo é feito para as linhas de carga, ou seja, adota-se
funcoes conhecidas para aproxima-las. O resultado é o aparecimento de mais um termo

na expressao [2.103] que se torna:

ne ne ntot
cu' + ) /p*‘I’dF v =Y /u*<1>dr P+ (r/u*i)dr> se] (2.222)
j=1 ¢ j=1 j e=1 e

No termo adicional decorrente da presenca das linhas de carga, ® representa as fungoes
de forma adotadas para aproximar as cargas e s® ¢ um vetor que contém o valor das cargas
nos noés definidos ao longo de cada linha. Torna-se entao necessario adotar caracteristicas

mais especificas para as linhas de carga, e essas caracteristicas sao apresentadas na figura

217

! 1! superficie

& I
=N
Siz Sy s
Xy Xy 2
SN
Sy, ? S
L/3

L/3

Figura 2.17: Caracteristicas das linhas de carga

A figura apresenta uma das linhas de carga e a estaca que esta linha representa. As
linhas de carga sao consideradas retilineas e verticais, ou seja, alinhadas com a coordenada
x3 do sistema de coordenadas global. Cada uma possui quatro nés distribuidos de forma
regular ao longo do comprimento L, e sao definidos trés graus de liberdade por né. Cada
um destes doze graus de liberdade estd representado na figura como s;;, sendo ¢ o nimero
do n6 e j a dire¢ao no sistema de coordenadas global.

Apesar dos nds estarem posicionados no eixo da estaca, considera-se que esta possui
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um diametro D diferente de zero. Desta forma, quando a equacao [2.222 é escrita para
um dos nods da estaca o deslocamento é calculado no né mas as forcas sao aplicadas
no fuste, evitando assim o surgimento de singularidades nas integrais. Por outro lado,
quando o ponto fonte nao pertence a linha de carga a ser integrada, esta estratégia se

torna desnecessaria e portanto as cargas sao aplicadas no eixo central da estaca.

Observando a figura [2.17] conclue-se que o Unico caso em que a singularidade ocorre
é quando o ponto fonte é posicionado no né de base de uma das estacas e esta base é
integrada. Considera-se que a superficie da base transmite carga somente no sentido do
eixo da estaca, ou seja, na direcao x3 do sistema global. Portanto, a contribuicao do né da
extremidade nas direcoes x1 e x5 é totalmente transmitida para o fuste, evitando assim a
singularidade nestas dire¢oes. Por outro lado, a contribuicao deste mesmo né na direcao
x3 € totalmente transmitida para a base, isolando o caso singular. Tendo em vista estes

fatores, parte-se para a obtencao das funcoes de forma.

Inicia-se com as componentes horizontais, ou seja, nas direcoes x; e xy. Estas com-
ponentes sao transmitidas pelo fuste da estaca, que recebe a influéncia dos quatro noés.

Portanto, os carregamentos ¢ na direcao x; e p na direcao x5 podem ser escritos como:

q1

q2

q= {¢}T {a:} = { O1 P2 @3 P } (2.223)

qs
44

y41

D2

p={o}" {p:} :{ 1 b2 b3 b4 } (2.224)

Ps3

P4

Como se pretende utilizar funcoes polinomiais, o ideal para quatro pontos é empregar

polinomios de terceiro grau. Utiliza-se uma variavel adimensional £ tal que:

_ 213
£== (2.225)



2.5. FORMULACAO DE ELEMENTOS DE CONTORNO 59

Assim, chega-se as seguintes funcgoes:

¢1 = 116 (—96° + 9 +¢-1) (2.226)

¢ = 116 (276° — 9¢2 — 276 + 9) (2.227)
1 3 2

03 = 15 (—27€° —9¢* + 27¢ 1 9) (2.228)

G4 = 116 (953 +9¢% ¢~ 1) (2.229)

O passo seguinte é analisar as componentes cisalhantes verticais no fuste, ou seja, na
diregao x3. Somente trés nds contribuem no equilibrio vertical do fuste, pois o né da base
contribui somente na area da base. Assim, o carregamento no fuste 7 na direcao x3 pode

ser escrito como:

T= {W}T {r:} :{ W) W2 ws } T2 (2.230)

Como sao trés pontos, os polindmios ideais neste caso sao os de segundo grau. Em-

pregando novamente a variavel adimensional &, obtém-se:

W, = ; (9> 1) (2.231)
wy = i (—9¢* - 6¢ + 3) (2.232)
w3 = é (9¢* + 12¢ + 3) (2.233)

Resta definir a funcao de forma que aproxima a forca axial transmitida pela base,
lembrando que é neste caso que ocorre a singularidade. Como o polinomio é baseado
em um unico valor nodal assume-se que a carga é constante, ou seja, uniformemente
distribuida na base. O fato desta funcao ser constante é vantajoso, pois isto simplifica o

tratamento especial a ser dado a singularidade.

Por fim, sao definidas formas eficientes e precisas de calcular as integrais da expressao

que envolvem linhas de carga. Inicialmente, separa-se de o0 termo a ser estu-
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dado:

ntot
=S [(r/ u*édr) Se] (2.234)
e=1 e

Na expressao [2.234] a integral calculada nas superficies dos fustes das estacas nao ¢é
tratada da mesma forma que a integral calculada nas superficies das bases das estacas.

Por este motivo, torna-se necessario separar as parcelas de fuste das parcelas de base. O

resultado é:

ntot
=y /u*(i)df S5 + /u*(i)dF ¢ (2.235)

e=1 re re

Em , o termo I'¢ representa a superficie do fuste da estaca e o termo I'; representa
a superficie da base da estaca. O vetor s; contém a tensao vertical de contato na base,
e o vetor s} contém as tensoes no fuste. Como as integrais do fuste sao tratadas de
forma diferente das integrais da base, analisa-se inicialmente de forma separada a parcela

referente ao fuste de uma estaca. Assim:

¢ = /u*cidr (2.236)

Neste trabalho, a integral [2.236|é sempre calculada numericamente empregando pontos
de Gauss. Para que isto seja possivel, é necessario primeiramente passar do sistema de
coordenadas global para o local de cada estaca. Sendo esta transformacao equivalente a

que foi feita na Segao , figura , conclue-se que o Jacobiano ¢ igual a Le/g, sendo

L. o comprimento da estaca.

Além disso deve-se atentar ao fato de que, apesar da estaca ser representada por uma
linha de carga, considera-se que tal estaca possua um diametro D, diferente de zero.
Desta forma, além do Jacobiano referente a transformacao do sistema global para o local,
deve-se multiplicar as contribuigoes do fuste pelo perimetro da estaca. Desta forma, apds
estas consideragoes, conclue-se que a expressao [2.230] transformada para o sistema local
se torna:

I; = uPde (2.237)

wD,L, /+1
2 -1

O passo seguinte é representar a integral por um somatério de contribuigoes dos
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pontos de Gauss, obtendo:

. 7mD.L. | Y=
I == L;(wkukcbk)] (2.238)

em que ng é o nimero de pontos de Gauss e w; é o peso de cada ponto de Gauss. A
expressao [2.238] é adequada para calcular a integral no fuste quando o ponto fonte esta
distante, mas pode perder precisao nos casos quase-singulares. Em vista disto, a solucao
adotada neste trabalho para melhorar a precisao do cédlculo da integral quase-singular
¢ subdividir a linha de carga em subelementos, de forma semelhante a empregada para
os elementos de contorno triangulares. Este procedimento torna necessario transformar
novamente o sistema de coordenadas, gerando mais um Jacobiano na expressao. O célculo
deste Jacobiano adicional é analogo ao da transformagcao do sistema global para o local,
ou seja:

134 = Ly (2.239)

em que

Ly = |8 — & (2.240)

sendo &, e &, as coordenadas adimensionais das extremidades do subelemento. Por fim,

reescreve-se a expressao [2.238| como:

I = WD Le {Zu | [Z (wku,’;ék)u (2.241)

k=1

em que ns é o numero total de subelementos. Para nao prejudicar a simetria dos resulta-
dos, o calculo da expressao é feito de forma especial quando o ponto fonte pertence a
linha de carga integrada. Esta forma especial consiste em calcular a solu¢ao fundamental
em pontos do fuste simétricos em relacao ao eixo da linha de carga, conforme apresentado

na figura [2.18|

No lado esquerdo da figura é apresentada a vista longitudinal da linha de carga
com um dos pontos de integracao. O ponto de integracao estda indicado como PI e suas
projecoes estao indicadas como P’. Do lado direito é ilustrada a secdo transversal que
contém o ponto de integracao, com suas quatro projecoes e a solucao fundamental de
deslocamento em cada uma delas. Desta forma, para manter a simetria do problema,

quando o ponto fonte esta contido na linha de carga sao calculadas quatro solugoes fun-
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secdo transversal

Figura 2.18: Projecoes do ponto fonte

damentais por ponto de integracdo. A contribuicdo do ponto campo na direcao x; do
sistema global é calculada utilizando a média das solugoes uj e uj indicadas na figura, a
contribuicao na dire¢ao x, utiliza a média entre uj e uj e, finalmente, a contribuicao em

xr3 emprega a média das quatro solugoes.

Seguindo com a deducao, analisa-se separadamente a parcela de referente a base
de uma estaca. Deste modo:

I = / w®dl (2.242)
g

Dois casos devem ser considerados no calculo da integral 2.242] O primeiro é quando o
ponto fonte nao pertence a base integrada e portanto a integral nao é singular, e o segundo
¢ quando o ponto fonte esta contido na base integrada, tornando-a singular.

Neste trabalho, no caso nao-singular, a reagao do solo na base da estaca é considerada
como uma forca concentrada e constante. Consequentemente, a solucao fundamental
¢ tomada em um tunico ponto, tornando-se constante em relacao a area integrada. Isto
permite retirar da integral a solu¢ao fundamental. Além disto a funcao de forma é unitaria,

podendo ser desconsiderada no calculo. Por fim, obtém-se:

e — o / dT (2.243)

A integral é, neste caso, simplesmente igual a drea da base da estaca. Portanto, sendo
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Ap a area da base, o valor da integral é:

p=u"4, (2.244)

No caso singular é necessaria uma abordagem especial para que a precisao seja man-
tida, e neste trabalho optou-se pelo cédlculo analitico da integral singular. Conforme
justificado anteriormente, a situacao em que singularidade ocorre é bem especifica. A in-
tegral é singular caso a superficie integrada seja a base de uma estaca, o ponto fonte esteja
posicionado no né de base desta mesma estaca e a equacao seja escrita para a direcao xs.

Desta forma, conclui-se que a integral a ser calculada analiticamente é:

g:/@W@4 (2.245)
Ap
em que A, é a area da base da estaca, o, é uma constante que representa a tensao de
contato na base e
1

Uzz = 6 (l—)r (3 —4v) b33 + 737 3] (2.246)

Como neste trabalho sao consideradas apenas estacas verticais, a area a ser integrada
no caso singular é sempre perpendicular ao eixo x3 do sistema de coordenadas globais. Isto
significa que a projecao de r no eixo w3 é sempre igual a zero no caso estudado, permitindo
que a derivada 7 3 seja igualada a zero. Além disso, a fungao Delta de Kronecker tem valor
unitario quando seus dois indices sdo iguais. Substituindo estes valores em [2.246] obtém-
se:

3 —4v

3= 2.24
a3 167 (1 —v)r (2247)

O primeiro passo é efetuar uma transformacao do sistema global retangular para um

sistema de coordenadas polares, conforme ilustrado na figura [2.19

Foi demonstrado na Segao [2.5.2] que o Jacobiano da transformacao de um sistema

retangular para um de coordenadas polares é igual a r. Isto permite escrever:

dA = dxdy = rdrdf (2.248)

Desta forma, utilizando o Jacobiano e substituindo a expressao de uj34, a nova integral
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Figura 2.19: Transformacao de coordenadas na base da estaca

a ser calculada é:

FPo3—aw
/ e oyrdrdd (2.249)
, 16mp (1 —v)

O\w

Observa-se que é possivel cancelar a variavel r do numerador e denominador, obtendo:

27 R

3—4v

= drdf 2.250
//167r,u 1_1/0(,7’ ( )
00

A expressao integrada é constante em relacao a r e @, portanto pode ser retirada da

integral. A expressao final é entao obtida como segue:

3—4v 3—4v opR (3 —4v)
I = //dde—— orR = 2V ) 2.251
167 (1 — v) " T e (1 — )" Su(l—v) (2251)

Assim, apds definir formas eficientes de calcular todas as integrais, é possivel retornar

a expressao [2.222| Escrevendo-a para todos os pontos do contorno, obtém-se:
[Hee {uc} = [Gee] {pe} + [Mai] {s:} (2.252)

Em [2.252] o indice subscrito ¢ indica termos referentes a pontos do contorno e o indice
i indica termos referentes a pontos internos. Os coeficientes da matriz [M,;] sdo obtidos a
partir da integragao das linhas de carga, e o vetor {s;} contém o valor das cargas em cada
n6 interno. Em [2.252] o nimero de equacoes é igual ao nimero de incégnitas, portanto
¢ possivel resolver o sistema e encontrar todos os valores de contorno. Entretanto, para
que a formulagdo do MEC possa ser acoplada & formulacao do MEF no Capitulo [5 é

necessdrio que [2.222] também seja escrita para todos nés definidos ao longo das linhas de
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carga. Este procedimento fornece:
{uit + [Hicl {uc} = [Gic] {pe} + [Mii] {5} (2.253)

Um comentario importante deve ser feito a respeito da equacao [2.253] antes de com-
bind-la & expressao [2.252] Neste trabalho, quando a malha do MEC é gerada, o né de
topo das linhas de carga sempre coincide com algum dos nés da malha de superficie. Isto
significa que j& estao incluidas, em [2.252] as equagoes escritas para os nds de topo de
todas as linhas de carga. Desta forma, é desnecessario incluir estas equagoes novamente
em bastando posicionar o ponto fonte nos nés das linhas de carga que sao internos
ao dominio. Para evitar que este procedimento torne o nimero de incégnitas superior
ao numero de equagoes no sistema final MEC/MEF, neste trabalho as contribuigoes das
cargas nos nos de topo de estaca sao igualadas a zero em Portanto, as cargas
aplicadas nos elementos de contorno que contém os nos de topo das estacas nao contribuem

nestes mesmos nos.
Por fim, atentando as consideragoes feitas acima, as expressoes [2.252] e [2.253] sdo
combinadas em um tunico sistema de equacgoes, obtendo:

Hcc 0 Ue Gcc Mci Pe
- (2.254)

Hi. I Ui Gic M Si

em que [/] representa a matriz identidade.

Assim como em [2.252] em o numero de equacoes é igual ao de incognitas e é
possivel isolar todas as incoégnitas no lado esquerdo da igualdade a partir de uma troca de
colunas entre as matrizes. O resultado é um sistema de equagoes lineares, cuja resolugao
permite obter todos os valores de contorno incognitos e também todos os deslocamentos

em pontos internos.

2.6 Consideracoes finais

Neste Capitulo, a partir de equagoes advindas da mecanica dos sélidos e de técnicas de
residuos ponderados, deduziu-se a equacgao integral de contorno denominada identidade de

Somigliana. Apresentou-se também as solucoes fundamentais de Kelvin de deslocamento e
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forca para uma carga unitaria aplicada em um meio tridimensional. A partir da identidade
de Somigliana e das solu¢oes fundamentais, formulou-se o problema do valor de contorno
e foi obtida a equagao [2.83] que é o ponto de partida do MEC.

Adotando aproximacoes lineares para deslocamentos e forgas, foi obtido um sistema
de equacgoes cuja solucao leva aos valores incognitos nos pontos definidos no contorno.
Descreveu-se entao o calculo de deslocamentos e tensoes em pontos internos do sélido a
partir dos valores de contorno e técnicas de integracao analiticas e numéricas.

Ao final do Capitulo foi apresentada a teoria utilizada para considerar a presenca de
estacas no meio tridimensional, as quais sao representadas por linhas de carga. Aproxima-
se as forgas no fuste e base empregando-se fungoes de forma polinomiais, sendo utilizados
polindmios do terceiro grau para aproximar as forcas horizontais no fuste, polinémios
do segundo grau para aproximar as forgas verticais cisalhantes do fuste e uma fungao

constante para aproximar a resultante normal a base da estaca.



Capitulo 3

Solidos compostos por subregioes

3.1 Introducao

Sao apresentadas neste Capitulo duas formulacoes para a analise de subregioes pelo
método dos elementos de contorno. A primeira, apresentada na Secao [3.2] é mais conhe-
cida na literatura, podendo ser consultada em Brebbia e Dominguez (1992). A segunda é
tema da Secao e emprega uma técnica alternativa para a consideragao de subregioes.
Esta técnica, aqui desenvolvida para a simulacao de sélidos tridimensionais em contato,
é apresentada em Venturini (1992)) para problemas eldsticos e potenciais e em [Paiva e
Aliabadi (2000)) e Paiva e Aliabadi (2004)) para a analise de placas.

Ao final do Capitulo, apds apresentar como é feita a inclusao de estacas no caso nao-
homogéneo, sao apresentados dois exemplos nos quais a técnica classica é comparada a
alternativa. E demonstrado que a técnica alternativa é mais vantajosa, dada sua maior
precisao. Por este motivo optou-se, neste trabalho, por empregar sempre a técnica alter-

nativa na consideracao de sélidos nao-homogeéneos.

3.2 Técnica classica de subregioes

Considera-se um problema submetido a condigoes de contorno quaisquer e com duas
subregioes de diferentes caracteristicas fisicas em contato, conforme ilustrado na figura[3.1]
A subregiao €2; tem moédulo de elasticidade E; e coeficiente de Poisson 14, e a subregiao
(), tem modulo de elasticidade E» e coeficiente de Poisson vs.

A equacao [2.190] pode ser aplicada independentemente para as subregioes €2y e §2s.

67
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Figura 3.1: Duas subregioes em contato

Assim:

)} = 6] ) o)
)} = [e) ) 52

Para explicar a forma como é feito o acoplamento torna-se necessario explicitar-se,
nas equagoes [3.1] e [3.2] quais parcelas dos vetores de deslocamentos e forgas pertencem ao
contato entre as diferentes subregices. Identificando o contato pela letra ¢ e superficies

livres pela letra [, reescreve-se [3.1] e [3.2] como segue:

Hy Hy u _ Gy Gl i (3.3)
HY L 1 ool 1 '

L cl cc | U L cl cc | Pe

L Hgl HCQC ] Uz L Ggl ch ] pg

Para acoplar as duas subregioes, sao impostas condi¢oes de compatibilidade de deslo-

camentos e equilibrio de forcas na area de contato entre os dois solidos. Estas condigoes

sao expressas pelas igualdades [3.5] e
fu} = {u2} = 39

{2} =—{pt} = v} (3.6)

Partindo das equagoes e e tendo em conta as condigoes e torna-se
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possivel montar um 1nico sistema de equacoes para representar ambos os solidos. Este

sistema ¢é: i i i i
HZ HE 0 Gy G 0
uj i
Hgl chc 0 Gzl Gzc 0
Ue (= Pe (3.7)
0 Hclc Hcll 0 - Gic - Gil
ul t
1 1 ! 1 1 !
L 0 H, Hy } i 0 G, Gy

Nota-se que, no lado direito da igualdade, alguns termos da matriz aparecem com sinal
negativo. Isto acontece por causa do sinal negativo presente nas condigoes de equilibrio
expressadas em [3.6]

Para determinar os termos incégnitos do sistema de equagoes é necessario primeira-
mente separa-los dos conhecidos. O procedimento a ser adotado é o mesmo feito quando
se considera uma unica regiao, conforme explicado entre as equacoes e2.1920 O
resultado neste caso também é um sistema de equagoes lineares, cujo resultado leva a
todos os valores de contorno incognitos nas superficies externas e nos contatos. Sendo n;
a soma de todos os pontos pertencentes aos contornos externos das duas subregioes e no
a soma dos pontos pertencentes ao contato, o nimero de incégnitas n do sistema final de

equacoes €, para o caso tridimensional:
n = 3ny + 6ny (3.8)

Nos pontos pertencentes aos contornos externos, dada uma direcao, sempre havera um
valor de contorno incégnito e um conhecido. J& para pontos pertencentes aos contatos,
tanto o deslocamento como a forca sao desconhecidos nas trés diregoes.

Caso se queira analisar um problema geral com um ntmero qualquer de subregioes o
raciocinio é o mesmo, bastando aplicar as condigoes e em todas as superficies de
contato. A equagao [3.8 para cdlculo do nimero de incégnitas do sistema final, também

é valida.

3.3 Técnica alternativa de subregioes

Nesta Secao, é deduzida uma formulacao alternativa para o calculo de problemas que
envolvem subregioes. A formulacao, conforme apresentado mais adiante, nao emprega

relacoes de compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de forcas nas superficies de
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contato entre as diferentes subregioes como é feito na Secao anterior, e resulta em um
sistema de equagoes com menos incognitas. A dedugao é feita inicialmente para um
problema com trés subregioes, nimero a partir do qual surgem todos os termos a serem
considerados quando a formulacao é estendida a um nimero qualquer delas. Assim,
a figura [3.2] apresenta um dominio submetido a determinadas condig¢oes de contorno e

dividido em trés subregioes de diferentes caracteristicas fisicas

Figura 3.2: Trés subregioes em contato

O ponto P é interno a subregiao §2; e externo as subregioes 25 e 23, conforme pode
ser visualizado na figura. O médulo de elasticidade de €; é Ey, e seu contorno I'y esta
dividido em I'y, I'15 e T'13. A parcela I';5 corresponde ao contato com €2, I'j3 é o contato
com 3 e o restante de I'; é denominado por I';. De forma semelhante, Q2 tem mdédulo
de elasticidade E, e seu contorno I's estd dividido em [y, T'sy e Iag, e Q3 tem moédulo
de elasticidade Ej5 e seu contorno I's estd dividido em 'y, I's; e I'so. As trés subregioes
possuem mesmo coeficiente de Poisson, v.

Inicialmente, escreve-se a solucao fundamental de deslocamento das subregioes 2y, €2,

e 23 aplicando-se a equagao ou seja:

1

o= —4v) 6 .
Uk = T (L= )7 [(3 = 4v) due + 1 k) (3.9)

5 ! (3 —4v) o + ] (3.10)

= —4v .

Uik 1671t (1 — 1) 7 Ik T T3 Tk

5 ! (3 —4v) by + ] (3.11)
u = — al rar .
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em que
B
2(1+v)

A partir das equacgoes e |3.11 e observando a igualdade [3.12 as seguintes

relacoes podem ser obtidas entre as solugoes fundamentais:

Hi = (3.12)

Ey
= —u 3.13
Uy E2Uuk ( )
. Ey
Uz = ﬁgum (3~14)

As expressoes e [3.14] podem ser reescritas como:

AElg %

Uy, = Uy + Tlum (3.15)
. .  APBj ,
Uszpp, = Uqyy T Tlum (3.16)
em que:
AE, = (F. - E) (317)

Para analisar as solugoes fundamentais de forca dos dominios §2;, €25 e {23 recorre-se a

expressao [2.54] que é:

-1 or

St =072 |an [(1 = 2v) 0 + 3ry 7] + (1 = 20) (e —nar0)

Pk =

Nota-se que a expressao nao contém o moédulo de elasticidade e é portanto a mesma

para os dominios €2y, 2 e 3, ou seja, pj;, = Py = Py = Dii- Esta conclusao, em con-

junto com as igualdades[3.15]e[3.16] sao relagoes necessarias para as dedugoes apresentadas
a seguir.

Seja um ponto P qualquer posicionado no interior da subregiao €2;, conforme ilustrado

na figura [3.2] Igualando as cargas de dominio a zero, escreve-se a equagao para o

ponto P considerando a subregiao €2, ou seja:

Chugty + /pfkukdrl = /u’fzkpdel (3.18)

E importante que sejam feitos alguns comentarios a respeito desta equacao. Nota-se,
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primeiramente, que a solu¢ao fundamental de forca da subregiao €2; foi denominada por
pj, de forma geral, pois ela é a mesma para as subregioes {2, e {23. Em segundo lugar,
mesmo estando o ponto P contido na subregiao €2y, considerou-se o caso mais geral no
qual deslocamento u] aparece multiplicado pelo termo ¢!;. Isto é necessdrio para que

posteriormente seja possivel considerar o ponto fonte sobre o contorno.

O passo seguinte é reescrever a equagao |3.18| separando a parcela do contorno perten-

cente aos contatos, I'15 e I'13, da nao pertencente aos contatos, I';. Assim:

Auui + J piyurdly + | phurdliy + [ pjugdlys =
I NP '3 (3‘19)
J uiprdly + [ uippedlio + [ ujpprdlss
I T2 iz

Também ¢é possivel escrever a equagao [2.83| para o ponto P mas integrando o contorno

da subregiao €2, ou seja:

vt + [ phuedls + [ plugdlay + [ phurdlas =
I 2y I3 (3 20)

[ whepkdla + [ whypedlar + [ ubyprdlas
s T'21 a3

O mesmo vale para a subregiao {23:

Chuuf + J Piyurdls + [ phyurdls; + [ pjugdlsy =
Ls Fat Fa2 (3.21)
S uspkdls + [ uzyprdls + [ ugyprdls

'z T's1 JRED)

Ao somar as equagoes [3.19] [3.20] e [3.21] obtém-se uma tnica equacao para o ponto P,

sendo que esta equacao considera a influéncia das trés subregioes. Assim:

(Ch + g + ) ui + J piudDy + [ plundTia + | plurdlis + [ pudla+
Iy 1)

F12 l—‘13

+ | piurdlor + [ plrurdlas + [ phukdls + [ phourdlsi + [ phurdlsy =
T21 Tas T3 T's1 T's2

=/ wiypkdly + [ wiypedlis + [ wiyprdlis + J wsypedls + [ ubypedlo+
r IND T3 Y 21
+ [ uyyprdlas + | whypedls + [ by prdls + [ 5y prdlss
Pas T3 a1 1Y)
(3.22)
E possivel reduzir o nimero de termos desta equacao analisando como estes termos se

relacionam. Iniciando com o lado esquerdo da igualdade, conclui-se que a seguinte relacao
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é verdadeira:

/p;‘kukdfm + /pikudeZI =0 (3.23)

F12 I“21

A justificativa do porqué desta soma ser igual a zero reside no fato de ser exatamente a
mesma funcao que esta sendo integrada nos dois termos. A tnica diferenca é o sentido da
integracao, conforme indicado por setas na figura[3.2 Ao inverter o sentido de integragao
o valor absoluto da integral nao ¢ alterado, mas seu sinal é trocado porque o vetor normal
fica com o sentido oposto. Tendo os dois termos o mesmo valor absoluto e sinais diferentes,
sua soma é zero. Apesar do desenho da figura ser bidimensional o mesmo vale para o

caso tridimensional, pois ocorre a mesma inversao do vetor normal.

Pelo mesmo motivo, sao verdadeiras as igualdades:

/ piourdTys + / pioupdTsr = 0 (3.24)
INE:! I's1
/pfkukdf‘zg + /pfkukdf‘gg =0 (325)
Ta3 Is2

E possivel simplificar também o lado direito da equacao m Para isto, é necessario

substituir as expressoes e em alguns dos termos. Inicia-se com o termo abaixo:

AFE,

AFE
/ Uy prdlay = / (uilk + o = Uzlk) prdla = / uyy,prdlay + / Uy Pedl 21
1 1

T2y T21 oy oy

(3.26)

Observando a expressao a direita da segunda igualdade em [3.26] nota-se que é possivel

relaciond-la com um termo da equagao de uma forma semelhante a feita na relacao

3.23. Ou seja:

AFE,

/uflkpkdru"' /u;lkpkdrﬂ = /Uikpkdru"' /u?l(lkpdeQI + /USkadezl
T2 a1 12 a1 Ta1

(3.27)

O termo entre parénteses no lado direito da igualdade [3.27] é igual a zero pelo mesmo

motivo que a soma [3.23] é igual a zero. Assim, chega-se & expressao:

AFE

T2 21 T21



74 CAPITULO 3. SOLIDOS COMPOSTOS POR SUBREGIOES
Analogamente, escreve-se também:

) . AEys [ .
/UUkPdel?» + / Uz Prdl's) = Tw U3 Pedl'31 (3.29)
1

i3 sy a1

Também ¢é possivel relacionar as integrais sobre os contornos I'y3 e I'35 substituindo-se

nestes termos as expressoes e 3.16], conforme demonstrado abaixo:

I usyprdlos + [ uzyprdl'sy = [ (ullk + U2lk) prdlaz+

a3 sz a3

+ (ullk + u3lk) prdlsy = (f uiprdlas + [ UTkade32> + 852 [ ugyprdlagt
I's2 23 T'z2 a3

AE
+551 | gy prdl's:
I3z

(3.30)

Como a soma de integrais no parénteses a direita da segunda igualdade é zero, chega-se

a relacgao:
AE AEs [ .
/ u;lkpkdrgg + / u:’;lkpkdl“gg = B 12 UQkakdpgg 4+ — E 13 u3lkpde32 (331)
a3 1D ! las 32

Mais uma simplificacao pode ser feita no lado direito da equacgao |3.22| caso a expressao

3.15[ seja substituida em mais um termo, conforme demonstrado abaixo:

] N AEy,
/UZkakdU = / (Uikuf + o = Uzm) prdly = /U1kakdrz + — /Umpkdrz (3.32)
K K 1 1

I'y Iy I Ty

Analogamente a relagao [3.32

_ AE _
[ wipndls = [ wiymdls + =22 [ gy pedls (3.33)
1

I's T's T's

Apés estas deducoes, substitui-se em [3.22] as expressoes [3.23] [3.24], [3.25] [3.28] [3.29],
3.31} [3.32] e [3.33] O resultado é a seguinte equacao:

(Cla + Chyy, + Chug) uj + J Phudly + f Piyurdls + f Pipurdls = f Wiy prdl 1+

I T 3 I

+ [ uipprdls + AE12 f sy, prdls + f uiyprdl's + AE 1 f sy, prdl's+
Ty

+AE12 f sy prdlay + 2212 f whyprdlsy + 2212 f sy, prdlaz + 2213 f Uz, Pedl 32
(3.34)
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Reorganizando os termos da igualdade [3.34] obtém-se:

(g + o + ) uf + f phukdly + [ phugdls + [ phoukdls = [ ujyprdl+

T, Ts i
+ [ wlypedls +J wlyprdls + Agl” (f whypedly + [ ubyprdloy + [ uglkpkdfg;),) +
Ty I's r 21 o

+AE13 <f whypedls + f u3Prdl's1 + f u3lkpkdr32>
(3.35)

Os termos entre parénteses sao funcao das forgas na interface entre as subregioes,
entretanto é mais interessante que eles sejam funcao dos deslocamentos na interface. Isto
é possivel recorrendo-se as equagoes e [3.21] isolando uma de suas integrais para

posterior substituigao em [3.35] Ou seja:

J uwypedls = dyyui + [ piurdls + [ phoundlar 4+ [ pjuedlas —Ff Wy Prdl'o1+
21

Ty Iy 2y %!
— | uyyprdlas
Ta3
(3.36)
f whypredls = ciyul + f Pl urdl's +Ff Plurdl'sy + f phupdls — f . Prdl's +
32 31
— [ uyyprdls;
I's2
(3.37)

Substituindo entao [3.36[ e |3.37] em [3.35| e combinando as integrais nos parénteses,

obtém-se:

(i + g + ) uf + J Phurdly + J Phurdls + J Piurdl's =
T s Ty

AE12 (f Pivukdls + [ piurdlay + [ piurdlas +021kul> "’J iy Prdl 1+

F21 1—‘23

+ [ uiypedls + [ ufypedls +A§113 <f P uedls+ rf Pl urdl'sy +Ff Pixurdl'ss + C3lkul>
1) I's 31 32
(3.38)

ﬂ uj + f Plyurdly + [ plundly + [ plundls+
T Ty

s (f p?kukdrs-i-
I'3

[Cllk + Chug (1 - 7) + Cag (

AEIQ <f plkudeQ + | ppurdlo + plkudeZS>

F21 F23
+ [ phurdls + f P?kukdr32> =J wiyprdly + Wiy prdl + u}yyprdl's
T's1 I'32 Iy I I's
(3.39)

Nota-se que é possivel combinar algumas das integrais no lado esquerdo da igualdade
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3.39. Tomando inicialmente as integrais sobre o contorno I's, conclui-se que:

o AEs . AE o
/ phundly — =22 / plyupdls = ( 12) / phugdly = 22 / phandls  (3.40)
K 1 1,
I I I

Da mesma forma:

_ AFE _ AFE _
/pfkukdfg -5 13 /p}‘kukdI‘g = < 13) /plkukdfg 3 /pfkukdfg (3.41)
1 - E;.
T

I

Também ¢é possivel relacionar as integrais sobre os contornos I'sz e I'so uma com a

outra, da seguinte forma:

AEIQ I piurdlas + AE” f Plpurdl'zp = AEl I

F23 l_\23
(AELIH - AELfS) rf plkukdr23 = (E1E1E2 - El ) f Plpurdlsg = E3 E2 f Pliurdlss
23
(3.42)
Empregando a expressao [3.17], chega-se a relagao:
AE AE AE
= /plkukdr23+ = /plkudeSZ == /plkude23 (3.43)

Finalmente, substitui-se as expressoes [3.40], [3.41] e [3.43] em [3.39] chegando a seguinte

equacao:

[Cilk + Chig ( ) + Chg (5 )} uj + f phurdly + 2 f P urdlo+

+% J Dl urdls — AE” f Prrukdl’ar — E13 Ff Prrundl's — 7Ff Pirundlss = (3.44)
I's 31 23

=/ wiypedly + J w}ypedls + J wiyeprdls
I T2 I's

Observando a equagdo [3.44], obtida para trés subdominios, conclui-se que a expressao

final valida para um numero qualquer de subdominios é:

(8 [Beulhui+ & & snan ]+ £ |28 1 s,
s= e= Fene ) (345)
=X |/ Uflkpkdre]
e=1 |,

Em [3.45], o sinal das integrais do segundo somatdério aparece positivo porque o sentido
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de integracao foi alterado de I',,,,, para I',,,,,. Iniciando com o primeiro somatodrio a esquerda
da igualdade, ns corresponde ao nimero total de subregioes definidas no problema. Para
definir por qual valor ¢}, o deslocamento u! deve ser multiplicado, deve-se inicialmente
determinar o coeficiente ¢!, em relacio a cada subregiao s em funcgao da posi¢ao do
ponto fonte. O coeficiente é entao obtido pelo calculo do somatério de 1 até ns definido
na equacao [3.45 Deve-se observar que a contribuigdo da subregiao 2 no somatério é
sempre c};,, pois El/ E, = 1. Considerando todos os contornos suaves e as trés subregioes
apresentadas na figura (3.2, a tabela|3.1| apresenta alguns exemplos de como deve ser feito

este calculo.

Posicao do ponto fonte | ciy | ciy, | iy ch
Externo a todas as subregioes | 0 0 0 0
Contido em €2, 1 0 0 1
T T E
Sobre o contorno I's 0 /o | 0 BB,
Sobre o contorno I'iy 1/2 1/2 0 | (Br+ EZ)/Q B,

Tabela 3.1: Exemplos do célculo do coeficiente ¢l

Ainda em relacao a equacao [3.45] o termo n, corresponde ao nimero de subregides que
possuem contornos externos I', ou seja, que nio estdo em contato com outras subregioes.
Logicamente, caso um determinado subdominio nao possua contorno externo, sua con-
tribuicao neste somatério serda nula. Observa-se que, para o dominio {2, a relacao entre
moédulos de elasticidade que consta nesse somatério é unitaria, o que permite englobar

também a contribuicao de €.

No terceiro somatoério, n. é o nimero total de contornos em contato. Assim, dado um
contorno referente ao contato entre duas subregioes €2,, e €2, quaisquer, deve-se empregar
os modulos de elasticidade F,, e E, para calcular AF,,, e entao computar a contribuicao

deste contorno integrando-se sobre I',,.

O somatdrio que aparece no lado direito da igualdade funciona de forma semel-
hante ao segundo somatorio a esquerda, sendo também de 1 a n. e as integrais sobre os
mesmos contornos. As diferencas sdo a inexisténcia da relacao entre médulos de elastici-
dade e as funcoes integradas, que neste caso sao a solugao fundamental de deslocamento

da subregiao €2, multiplicada pelas forgas de cada contorno.
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3.3.1 Sistema de equacoes

A partir da expressao [3.45] os procedimentos para chegar ao sistema de equacoes sao
semelhantes aos adotados anteriormente para a expressao [2.83. Repetindo as dedugoes

das segoes 2.4.1] e 2.5 de forma andloga, obtém-se a expressio:

. . ne Ee -~ nc AEmn ne -~
cu' + ) o /p*udfe +> Z / pudl,,| = /u’{pdfe (3.46)
e=1 1 T, c=1 1 . e=1 T,

em que os termos c’, u’, p*, p e u, escritos em notacao matricial, sao definidos da
mesma forma que na igualdade [2.102] e a matriz uj corresponde a solugao fundamental

de deslocamento da subregiao €2;.

Esta expressao deve ser entao escrita para todos os pontos de todas as subregioes, lem-
brando que basta escreve-la uma tnica vez para cada ponto comum a duas subregices. As

integrais sao calculadas numericamente ou semi-analiticamente, da mesma forma descrita

nos itens 2.5.1] e 2.5.2]

Analogamente a Secao [2.5.3], chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

Hu = Gp (3.47)

Este sistema tem como incégnitas os deslocamentos em todas as interfaces, além dos
valores de contorno que nao foram prescritos nas superficies livres. Deve-se atentar ao
fato de que a matriz H resulta quadrada e a matriz G possui mais linhas que colunas. Isto
acontece porque, caso o ponto campo esteja localizado em uma superficie de interface, ele
contribui somente na matriz H. Para melhor esclarecer este fato, reescreve-se a igualdade
diferenciando-se os contornos que pertencem as superficies livres dos que pertencem

aos contatos:

Hy H. W Gy
= {m} (3.48)
Hcl Hcc Ue Gcl

O indice subscrito [ indica que o ponto pertence a uma superficie livre de qualquer
subregiao, enquanto o indice ¢ indica que pertence ao contato entre duas subregioes quais-

quer. Para resolver este sistema falta separar os valores conhecidos dos desconhecidos,
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assim como foi feito na Secao [2.5.3, O resultado é o seguinte sistema de equagoes:
Ax =f (3.49)

E interessante que se faca uma andlise do nimero de incognitas deste sistema, assim
como foi feito na Se¢ao[3.2] Sendo n; a soma de todos os pontos pertencentes aos contornos
externos das duas subregioes e n, a soma dos pontos pertencentes ao contato, o niimero

de incégnitas n do sistema final de equagoes é:
n = 3n; + 3ny (3.50)

Comparando as equacoes e[3.50] nota-se que o sistema de equagoes obtido por esta
técnica é menor que o resultante da formulagao da Se¢ao[3.2 Por este motivo, considera-se
esta técnica alternativa mais eficiente.

Apés resolver o sistema [3.49] as tinicas incégnitas restantes no problema sao as forgas
nas interfaces. Como os deslocamentos foram determinados para todos os nés, basta
escrever o sistema de equagoes para uma das subregioes para determinar as forcas
em todas as interfaces das quais esta subregiao participa. Neste trabalho isto é feito
somente caso haja um interesse especifico nestas forcas, pois em principio elas nao sao

necessarias para o calculo de valores em pontos internos.

3.3.2 Linhas de carga combinadas a técnica alternativa

Assim como apresentado no Capitulo [2] pretende-se, neste trabalho, considerar linhas
de carga aplicadas no interior do meio tridimensional. A presenca de tais cargas implica

no surgimento de mais um termo na expressao |3.46, que se torna:

T'mn e=l1 fe - €

ciui%—:ge1 EE;;/ prudl, +§ A?lm / p‘udl,,,| = i /u“{pdl_“e +§ !r/ u;fdee]
- (3.51

No termo adicional, ntot é o numero total de linhas de carga, o vetor s contém o valor

da linha de carga em cada ponto, I'; representa a linha e e uj ¢ a solugao fundamental de
deslocamento da regiao que contém a linha e. J4 foi apresentado no Capitulo [2] como sao

calculadas as integrais deste termo adicional, portanto aqui parte-se diretamente para a
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analise do sistema de equacoes. O termo adicional de [3.51| altera o sistema de equagoes

.48 que se torna:

Hy Hj Uy Gy
= {m} +
Hy He Uc Ga M;

M

{si} (3.52)

em que o indice subscrito 7 indica que o termo foi escrito para um ponto interno. Es-

crevendo a equagao também para todos os nds das linhas de carga, obtém-se:

uy
el {us + | Hy He | b= (Gal o) + Ml {51 (359

Uc
em que os coeficientes da matriz [¢;] s@o calculados segundo a expressao |3.45 As ex-
pressoes e podem ser combinadas em um unico sistema de equagoes. Conforme
descrito em mais detalhes no Capitulo [2, uma tnica equacgao é escrita para cada diregao

dos nos de topo das linhas de carga, e a contribuicao da superficie é igualada a zero nestes

nés. Por fim:

Hy H, 0 U Gy My
b

Hcl Hcc 0 Ue = Gcl Mci (354)
Si

Hy Hi ¢y Ui Ga M

Em [3.54] 0 nimero de equacoes é igual ao niimero de incognitas. Portanto, promovendo
uma troca de colunas entre as matrizes, todas as incognitas podem ser isoladas no lado
esquerdo da igualdade e um sistema de equagoes lineares é obtido, cuja solugao sao todos

os valores incégnitos do problema.

3.4 Exemplos

Para testar a formulagao alternativa de subregioes apresentada neste Capitulo, dois
exemplos sao analisados. Cada exemplo é dividido em duas partes, alterando apenas a
carga aplicada em cada caso. Para comparar resultados, os problemas nao homogéneos
sao inicialmente resolvidos utilizando o programa comercial ANSY S10.0 empregando
uma refinada malha com elementos finitos do tipo SOLID45. Esta malha é composta
por 64000 elementos e 71001 nés, podendo ser observada na figura

A figura apresenta trés vistas da mesma malha. Na figura [3.3p uma vista tridimen-
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a) Visdo geral

b) Extremidades e contatos

c) Vista do topo e laterais

Figura 3.3: Malha de elementos finitos empregada

sional é apresentada, contém um detalhe da malha empregada nas extremidades e
ilustra as vistas superior e laterais. Para simular os problemas com o MEC, dois
tipos de formulacoes sao empregadas. A primeira é a formulacao classica de subregices,
tal como apresentada na Secao e a segunda ¢ a técnica alternativa apresentada na

Secao (3.3

a) Viséo geral

b) Extremidades e contatos

c) Vista do topo e laterais

Figura 3.4: Primeira malha de elementos de contorno empregada

Para comparar as duas técnicas do MEC, trés malhas diferentes sao utilizadas. A
primeira, representada na figura[3.4] ¢é identificada nos exemplos como malha 1. Ela possui

138 nds e 272 elementos, podendo ser considerada pobre. Na figura [3.4h é apresentada



82 CAPITULO 3. SOLIDOS COMPOSTOS POR SUBREGIOES

uma vista tridimensional desta malha, [3.4] ilustra um detalhe das extremidades e |3.4
apresenta as vistas superior e laterais. Para cada contato dos exemplos, deve ser inserida

uma malha adicional conforme ilustrado na figura [3.4p.

a) Viséo geral

b) Extremidades e contatos

c) Vista do topo e laterais

Figura 3.5: Segunda malha de elementos de contorno empregada

A segunda malha, a qual pode ser visualizada na figura[3.5] é identificada nos exemplos
como malha 2. Esta é intermediaria com 546 nés e 1088 elementos. A figura|3.5|é analoga
a figura [3.4] pois as mesmas vistas sdo apresentadas. Cada interface considedada nos

exemplos é modelada com a malha da figura [3.5p.

% = a) Visdo geral

.
e
.

b) Extremidades e contatos

o
<

ista do topo e laterais

Figura 3.6: Terceira malha de elementos de contorno empregada

A terceira e tultima malha é identificada nos exemplos como malha 3, e é representada
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na figura[3.6| com as mesmas vistas das figuras[3.4 e [3.5 Esta malha pode ser considerada
refinada, com 2178 nds e 4352 elementos. Os contatos entre materiais sao discretizados

com a malha da figura [3.6p.

3.4.1 Sdlido composto por dois materiais

Um sélido composto por dois materiais é considerado nesta andlise. A primeira parte

do problema a ser estudada é apresentada na figura [3.7]

= =]
I L,=2m I Ly=2m
I I
I I
I I
! !
2 kN }
- Q, [ Q,
_———_ e J\ ___________________
~
~
E, = 4x10° kN/m? E, = 2x10° kN/m?
v, =03 vi=03
secao -E
transversal o
<=
0,5m

Figura 3.7: Solido composto por dois materiais

O dominio € tem um médulo de elasticidade igual a 2 X 10° kN /m? e um coeficiente
de Poisson de 0,3. O mesmo coeficiente de Poisson é adotado para o dominio 25 e
um médulo de elasticidade de 4 x 105 kN/m? A interface entre os dois materiais é
considerada perfeitamente adesiva. Os deslocamentos sao restringidos no lado direito do
solido e uma forca resultante axial de 2 kN é aplicada a outra extremidade. Esta forca é
uniformemente distribuida na secao transversal da extremidade. A dimensao longitudinal
de cada dominio é de 2 m e uma secao transversal constante e quadrada com 0,5 m de
aresta ¢ considerada. O valor que ¢é utilizado para comparar as diferentes formulacoes é
o deslocamento na direcao da forca, considerando o né central da secao transversal da
extremidade livre.

Por sua simplicidade, é interessante formular este problema analiticamente antes de

simulé-lo numericamente. A expressao analitica a ser empregada neste estudo é:

_ NL

d=—"=
EA

(3.55)
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em que d é o deslocamento na extremidade livre na dire¢ao da carga, N é a for¢a normal,
E é o médulo de elasticidade e A é a area da secao transversal. Apods aplicar esta expressao
separadamente para as duas regioes da figura 3.7, o deslocamento total na extremidade

livre é obtido pela soma dos deslocamentos calculados para cada regiao. Desta forma:

NI N NL,
 FE1A  E,A

dy (3.56)

Substituindo os valores dados na figura na expressao [3.56) foi obtido um desloca-
mento de 1,2000 x 10~* m. Este valor é utilizado como referéncia no célculo dos erros
das diferentes formulagoes numéricas empregadas para simular este problema. Todos os

resultados obtidos na analise sao organizados na tabela (3.2

| Técnica numérica | Deslocamento (m) | Erro (%) |

| ANSYS100 | 1,2037x10* [ 0,3 |
Classica malha 1 1,1787 x 1074 1,8
Cl4ssica malha 2 1,1867 x 1074 1,1
Classica malha 3 1,1906 x 10~* 0,8
Alternativa malha 1 1,1816 x 1074 1,5
Alternativa malha 2 1,1885 x 10~* 1,0
Alternativa malha 3 1,1915 x 1074 0,7

Tabela 3.2: Sélido com dois materiais e carga axial

A segunda linha da tabela contém o deslocamento obtido empregando o programa
comercial ANSY S10.0 com a malha apresentada na figura [3.3] As trés linhas seguintes
apresentam os resultados da formulacao cldssica e as trés ultimas linhas contém os valo-
res obtidos empregando a técnica alternativa apresentada neste trabalho. Para as duas
técnicas de subregices do MEC trés malhas diferentes foram empregadas, as quais podem
ser visualizadas nas figuras [3.4] 3.5 e [3.6]

Todos os erros calculados nas simulagoes numéricas podem ser considerados pequenos
para este exemplo. Este resultado era esperado, pois o comportamento fisico deste pro-
blema é simples. Entretanto, observa-se que a técnica alternativa foi mais precisa que a
classica comparando os erros calculadao para cada malha.

Para estudar um problema mais complexo, na segunda parte deste exemplo a carga

axial é substituida por uma carga transversal. A nova analise a ser feita é ilustrada na

figura |3.8]
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] T
} L,=2m : L,=2m
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transversal o
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Figura 3.8: Sélido fletido com dois materiais

A carga transversal resultante de 2 kN é uniformemente distribuida na secao transver-
sal da extremidade, e o deslocamento é calculado para seu né central na direcao da carga.
Para este problema foi gerada a tabela [3.3] a qual é analoga a tabela Neste caso, o
valor utilizado como referéncia para o calculo dos erros foi de 3,8395 x 10~* m, obtido

com o programa comercial ANSY S10.0 e a malha da figura [3.3]

| Técnica numérica | Deslocamento (m) | Erro (%) |

Cléssica malha 1 5,5499 x 1072 44,5
Classica malha 2 4,4940 x 1072 17,0
Classica malha 3 4,0377 x 1072 5,2
Alternativa malha 1 4,0621 x 1072 5,8
Alternativa malha 2 4,0585 x 1072 5,7
Alternativa malha 3 3,9289 x 102 2,3

Tabela 3.3: Soélido com dois materiais e carga transversal

Pode ser observado que, para este caso, mesmo com a malha 3, o resultado obtido com
a formulacao classica nao foi satisfatorio. Por outro lado, o deslocamento calculado com a
técnica alternativa foi mais preciso. E importante notar que o erro da técnica alternativa
empregando a malha 1 foi préximo ao da formulagao classica com a malha 3. Isto significa
que, para este exemplo, a formulagao classica precisou de uma malha com 2178 nds para
superar a precisao obtida com a técnica alternativa empregando uma malha com apenas

138 nés.
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3.4.2 Solido composto por quatro materiais

O objetivo deste segundo exemplo ¢é analizar um sélido composto por quatro materiais.

O problema a ser considerado é apresentado na figura [3.9

=] >l ==} >l
I Ly=1m I L,=1m I L,=1m FoL=1m
I | I I
I | I I
I | I I
N ™ ™
2 | : :
- Q, | Q, | Q, | Q,
- S Bkt e K—q-—————-
N ~ N
AN ~ AN
E, = 4E, E,= 3E, E,=2E, E,=10° kN/m?
v, =03 v; =03 v;=03 vi=03
secio £
0
transversal o
<>
0,5m

Figura 3.9: Soélido composto por quatro materiais

O dominio ©; possui médulo de elasticidade igual a 10° kN /m? e coeficiente de Poisson
de 0,3. O mesmo coeficiente de Poisson é adotado para os demais dominios, entretanto
seus modulos de elasticidade sao diferentes. No dominio €25 o médulo de elasticidade é 2E;,
em (23 é 3F, e em () é 4F;. Todas as interfaces sao consideradas perfeitamente adesivas.
Os deslocamentos sao restringidos no lado direito do sélido e uma forga resultante axial de
2 kN ¢ aplicada na outra extremidade. Esta for¢a é considerada uniformemente distribuida
na se¢ao transversal da extremidade. A dimensao longitudinal de cada dominio é de 1 m
e é considerada uma secao transversal quadrada constante com aresta de 0,5 m. O valor
utilizado para comparar as diferentes formulagoes é o deslocamento na direcao da forca,
considerando o né central da secao transversal da extremidade.

Assim como feito no exemplo anterior, é possivel analisar este problema analitica-
mente. Assim, aplicando a expressao [3.55] separadamente para cada regiao da figura [3.9],
o deslocamento total na extremidade livre pode ser calculado pela soma dos deslocamentos

calculados para cada regiao. Isto é:

NL1 NL2 NL3 NL4

d, —
T EA T A T A T EA

(3.57)

Substituindo em os valores dados na figura [3.9] ¢ obtido um deslocamento de

1,6667x10~* m. Simulando este problema com as mesmas técnicas numéricas empregadas
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no exemplo anterior, obtém-se os valores da tabela (3.4}

| Técnica numérica | Deslocamento (m) | Erro (%) |

| ANSYS10.0 | 1,6631x10* [ 0,2 |
Classica malha 1 1,6193 x 10~* 2,8
Cléssica malha 2 1,6375 x 1074 1,8
Classica malha 3 1,6466 x 10~4 1,2
Alternativa malha 1 1,6286 x 1074 2,3
Alternativa malha 2 | 1,6430 x 102 1,4
Alternativa malha 3 1,6492 x 10~4 1,0

Tabela 3.4: Sélido com quatro materiais e carga axial

Os resultados sao organizados da mesma forma que na tabela [3.2] e empregando as
mesmas malhas. Apesar dos maiores erros calculados para as simulagoes com o MEC,
quando comparados ao obtido na analise com o MEF, todas as simulagoes podem ser
consideradas precisas. Este resultado era novamente esperado devido a simplicidade do
problema analisado. No entanto, é importante notar que, considerando as mesmas malhas,
a técnica alternativa foi superior a classica.

Na parte final deste segundo exemplo, assim como feito no exemplo anterior, a carga

axial é substituida por uma transversal. O novo problema a ser modelado ¢ ilustrado na

figura [3.10]
=1 =] ] o]
! L=1m | L=1m | L=1m | L=1m
I I I |
I I I |
™ ™ ™
z I I I
I~ I I I
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- e He e - S-——-———=-—-
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S N ~
E, = 4E, E,= 3E, E,= 2E, E,=105 kN/m?
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Figura 3.10: Sdélido fletido com quatro materiais

O deslocamento é calculado para o né central da secao transversal da extremidade, na
qual a carga resultante é uniformemente distribuida, e considerando a dire¢ao da carga. Os

resultados obtidos nas simulag¢oes numéricas sao organizados na tabela sendo andloga
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as anteriormente apresentadas. O valor obtido no ANSY S10.0, de 6,2550 x 1072 m, é

utilizado como referéncia no calculo dos erros.

| Técnica numérica | Deslocamento (m) | Erro (%) |

Classica malha 1 1,1490 x 107! 83,7
Cléssica malha 2 8,0267 x 1072 28,3
Classica malha 3 6,7629 x 102 8,1
Alternativa malha 1 6, 7883 x 1072 8,5
Alternativa malha 2 6,6781 x 1072 6,8
Alternativa malha 3 6,4193 x 1072 2,6

Tabela 3.5: Solido com quatro materiais e carga transversal

A diferenca nos resultados obtidos nas simula¢ées com o MEC sao ainda mais significa-
tivos que no exemplo anterior. O erro com a formulagao cldssica se tornou demasiadamente
elevado, enquanto que o erro da técnica alternativa empregando a malha 3 pode ainda
ser considerado aceitavel. Mais uma vez, a precisao da técnica alternativa empregando a
malha 1 foi préoximo do erro da formulacao classica com a malha 3. Considerando estes
testes pode-se concluir que a técnica alternativa é, de fato, mais precisa que a classica.

Para avaliar o erro introduzido pela consideragao de um mesmo coeficiente de Pois-
son para todas as regioes, esta ultima anédlise foi novamente simulada no ANSY S10.0
adotando diferentes coeficientes de Poisson para cada regiao. Desta forma, para a regiao
)1 um coeficiente de Poisson de 0, 15 foi adotado, para €25 um coeficiente de Poisson de
0,25, 0,35 para a regiao €23 e 0,45 para €04. Um deslocamento de 6, 3137 x 1072 m foi cal-
culado para o mesmo ponto considerado anteriormente, resultando em um erro de apenas
0,9 % em relacao ao valor previamente obtido. Este erro pode ser considerado irrelevante

quando comparado a imprecisao apresentada pela formulacao classica nos exemplos.

3.5 Consideracoes finais

Foram apresentadas duas formulagoes neste Capitulo para a andlise de sélidos em
contato. A primeira aplica condigoes de equilibrio de forcas e compatibilidade de deslo-
camentos para montar, a partir das equagoes de cada sélido, um sistema de equagoes
valido para todas as subregioes. Esta técnica é mais conhecida na literatura e suas prin-
cipais desvantagens sao a obtencao de um sistema global com mais equagoes e incognitas,

resultando em um maior tempo de processamento, e uma perda de precisao devido as
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aproximagcoes adotadas nos contatos entre diferentes regioes.

A segunda formulacao monta o sistema global de forma mais direta, pois integra, para
cada ponto fonte, todos os contornos definidos no problema. A estratégia é relacionar
as solucoes fundamentais de cada subregiao uma com a outra segundo seu médulo de
elasticidade. O sistema de equagoes resulta menor quando comparado ao da primeira
técnica, implicando em um menor tempo de processamento. Além disso os resultados
obtidos sao mais precisos, pois nao é necessario aproximar as tensoes de contato entre
diferentes regioes.

A desvantagem da formulacao alternativa é que ela s6 é véalida para problemas nos
quais todas as subregioes tém mesmo coeficiente de Poisson, no entanto esta restricao
pode ser considerada pouco relevante para as aplicacoes pretendidas neste trabalho. A
técnica alternativa é empregada, nos préximos Capitulos, para simular macigos de solos,
aproximando-os de forma semelhante a utilizada no trabalho de |Gibson (1967)). Desta
forma o coeficiente de Poisson é considerado constante em todo o macico, mas o médulo
de elasticidade pode ser variavel com a profundidade.

Além disto foram feitos, ao final do tltimo exemplo, testes com esta formulacao con-
siderando problemas com diferentes coeficientes de Poisson e concluiu-se que o erro in-
troduzido pela consideracao de um coeficiente de Poisson médio é pouco relevante para
o calculo dos deslocamentos. Desta forma, torna-se vidvel empregar esta formulacao em

problemas mais gerais.
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Capitulo 4

Estudos sobre elementos infinitos

4.1 Introducao

O objetivo principal deste Capitulo é apresentar alguns estudos feitos na area de
elementos infinitos, aplicando sua teoria no desenvolvimento de elementos de contorno
infinitos. A anadlise é voltada para problemas estaticos, considerando sélidos homogéneos,
continuos e elastico-linerares. Sao empregados elementos de contorno infinitos em con-
junto com elementos de contorno convencionais no programa desenvolvido neste trabalho,
tornando possivel a simulacao do solo como um sélido infinito nas diregoes radiais. Para
maiores esclarecimentos acerca da teoria dos elementos infinitos, recomenda-se consultar
Bettess (1992). Este livro foi utilizado como base para a redacao de parte deste Capitulo.

Na pratica, é dificil encontrar um problema de engenharia que envolva um dominio
de fato infinito. Desta forma, poderia ser considerado desnecessario o estudo de modelos
matematicos para a simulagao de tais dominios. Entretanto, existem muitos casos em
que, embora o dominio seja finito, seu contorno é tao distante que nao pode ser clara-
mente definido ou a regiao de interesse nao é precisamente delimitada. Considera-se, por
exemplo, uma edificacao qualquer apoiada sobre o solo e sujeita a algum tipo de carga.
Sabe-se que o solo nao ¢ infinito, ele possui um contorno localizado a uma certa distancia.
Entretanto, é intuitivo que, neste caso, a distancia exata do contorno bem como uma
definicao detalhada de sua geometria nao é importante, tendo pouca influéncia nos resul-
tados. Desta forma, torna-se mais pratico analisar este problema considerando-se o solo
como um dominio infinito.

A forma mais usual de modelar o solo em problemas de interagao solo-estrutura, empre-
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gando métodos numéricos tais como o método dos elementos finitos (MEF) ou o método
dos elementos de contorno (MEC), é criar uma malha de elementos extensa o suficiente
para que a contribuicao dos elementos localizados em seus limites seja insignificante. Con-
siderando mais especificamente modelos que simulam o solo como um sdélido tridimensional
empregando o MEC, no contexto deste tabalho, torna-se necesséria a criacao de uma ex-
tensa malha de elementos de contorno planos. Esta malha deve estender-se até uma certa
distancia da estrutura, de forma que a contribuicao dos elementos mais distantes seja
muito pequena quando comparada a contribuicao dos elementos proximos a estrutura. A
imposicao desta condi¢ao torna o nimero de elementos da malha elevado, prejudicando o

processamento e muitas vezes até inviabilizando a simulacao do problema.

Em vista destes fatores, a solucao proposta neste trabalho é o desenvolvimento de um
elemento de contorno cuja formulagao seja semelhante ao do elemento convencional, mas
que possua caracteristicas que permitam simular dominios que se extendem até o infinito.
Uma forma de conseguir estas caracteristicas é empregar alguns conceitos utilizados nos
elementos infinitos (Els), aplicando-os para tornar infinito o elemento de contorno conven-
cional. Desta forma, antes de abordar elementos de contorno infinitos (ECIs), é necessario

estudar e compreender parte da teoria dos Els.

Assim, na Se¢ao [1.2]é feita uma abordagem geral dos Els, apresentando seus principais
conceitos. Na Secao[£.3]é apresentada a formulagao do EI com fungdes de decaimento. Na
sequéncia descreve-se, na Se¢ao [£.4] o EI mapeado de Zienkiewicz. Os conceitos sao entao
empregados na Secao para o desenvolvimento do ECI empregado neste trabalho. A
Segao [4.6] contém exemplos de aplicacao da formulagao desenvolvida e por fim, na Segao

[4.7] sdo feitas as consideragoes finais do Capitulo.

4.2 Conceitos iniciais

O primeiro elemento infinito foi desenvolvido no trabalho de [Ungless (1973). A idéia
basica deste elemento foi utilizar uma funcao de forma cuja variagao nas direcoes radiais
fosse do tipo 1/(1+4r), em que r é a distancia radial. O elemento deste trabalho é
tridimensional e possui uma base triangular, definida no plano local z12,. Sua forma
é proxima a de um prisma, sendo sua dimensao na direcao xs infinita. As paredes do

elemento na direcao x3, se prolongadas para além da base, convergem para um ponto
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chamado de “polo”.

Ungless realizou testes considerando uma carga unitaria aplicada na superficie de um
semi-espaco infinito, comparando os resultados com solucoes analiticas. Houve boa con-
cordancia nos valores, tanto para cargas perpendiculares a superficie como para cargas
tangentes a ela.

Outros tipos de elementos infinitos foram criados apds o trabalho de Ungless. Em
Bettess (1977)) é descrita uma forma de obter elementos infinitos a partir de qualquer
elemento finito convencional. Em linhas gerais, o procedimento consiste em multiplicar a
funcao de forma do elemento original por uma funcao de decaimento. Esta funcao deve

ser escolhida de forma apropriada, de acordo com o tipo de problema a ser analisado.
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Figura 4.1: Exemplos de elementos infinitos bidimensionais com fungoes de decaimento

Na figura sao ilustrados exemplos deste tipo de elemento. O elemento a é infinito
somente na direcao adimensional £, enquanto que b é infinito tanto em £ como em 7. A
funcao de forma é multiplicada pela funcao de decaimento somente nas direcoes que se
extendem ao infinito. Portanto, no caso a, apenas a direcao £ tem decaimento, enquanto
que ambas as direcoes tém decaimento em b.

As primeiras funcoes de decaimento utilizadas por Betess foram as exponenciais. Isto

possibilitou que as integrais sobre os elementos fossem calculadas analiticamente. Os
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primeiros problemas analisados por Betess empregando elementos infinitos foram unidi-
mensionais, passando aos bidimensionais e finalmente aos tridimensionais.

Os elementos infinitos seguintes aos de Bettess (1977) divergiram em sua formulagao
para duas linhas principais. A primeira utiliza fun¢ées de decaimento, tal como Bettess
(1977), para transformar um elemento finito qualquer em infinito. A teoria referente a
estes elementos ¢ descrita com mais detalhes na Secao [£.3] Na segunda linha o elemento
infinito também ¢é obtido a partir de um elemento finito qualquer, mas nao a partir de
fungoes de decaimento. Neste caso o dominio do elemento finito é mapeado em outro
dominio, o qual tem dimensoes infinitas. Estes elementos sao denominados, neste trabalho,
de elementos infinitos mapeados, e a partir da Segao é feito um estudo mais detalhado

de suas caracteristicas.

4.3 Elementos infinitos com funcoes de decaimento

Este tipo de elemento infinito pode ser obtido a partir de um elemento finito qualquer.
Suas funcoes de forma permanecem inalteradas, sendo apenas multiplicadas por fungoes
de decaimento. Estas fungoes de decaimento devem ser escolhidas de forma a assegurar
que o comportamento da resposta do elemento no infinito seja coerente com o problema
fisico que se deseja representar. Isto significa que a variavel em questao deve tender, em
grandes distancias, a um valor especifico.

Considera-se um elemento finito qualquer com fungoes de forma P; (£, 7), em que & e i
sao coordenadas locais e ¢ é a numeracgao local dos nés. Adotando fungoes de decaimento

fi (€,m), as novas fungdes de forma podem ser obtidas pela seguinte expressao:

sendo que em [4.Tnao hd soma no indice . Uma caracteristica fundamental das funcoes de
decaimento é que elas devem ter valor unitario em seus nds correspondentes. Isto ocorre
porque no préprio né a distancia é igual a zero, nao havendo decaimento algum a ser

considerado. Assim:

fi (i) =1 (4.2)

Em outros nés nao ha exigéncia alguma em relagao a funcao de decaimento desde que



4.3. ELEMENTOS INFINITOS COM FUNCOES DE DECAIMENTO 95

N; (&,m) tenda, em grandes distancias, a um valor especifico. Qualquer que seja a fungao
f escolhida, as derivadas de N podem ser calculadas pela regra da cadeia. Considerando

decaimento somente na diregao &:

N, _ofi, 0P

o ~ o g Y
aajx,- _ %1: (4.4)
e considerando decaimento em ambas as diregoes:

Também nao hé, nas expressoes [£.3] [£.4], [£.5] e [£.6] soma no indice i. Caso fosse
necessaria, a segunda derivada também poderia ser encontrada aplicando novamente a

regra da cadeia em cada parcela das equacoes.

4.3.1 Funcoes de decaimento exponenciais

Uma possivel funcao de decaimento poderia ser do tipo e™*. Para uma melhor visua-

lizacao das expressoes, ao longo deste texto serd empregada a seguinte notacao:

e ¥ =exp(—x) (4.7)

com

e = 2,71828183... (4.8)

As fungoes de decaimento do tipo exp (—z) foram as primeiras a serem empregadas
na literatura. Elas tém a vantagem de tender a zero mais rapidamente que qualquer
polindmio, dominando a convergéncia na medida em que x se torna muito grande e por-
tanto garantindo que o valor da varidavel em questao tenda a zero no infinito. Também

sao matematicamente faceis de serem manipuladas. Uma forma mais precisa para uma
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funcao de decaimento deste tipo é:
fi(€m) = exp l(&;f)] (4.9)

A expressao 4.9 é vélida para decaimento somente na direcao positiva de £, e sua
severidade ao longo da distancia entre os nos é regulada pelo comprimento L. No né i o
valor de & é &;, zerando o expoente e garantindo que a exigéncia expressa na equacao 4.2

seja satisfeita. Caso haja decaimento nas duas direcoes, £ e 1, a expressao se torna:

o) = esp | S0

Para que o decaimento ocorra na direcao negativa de &, deve ser feita uma alteracao

trivial na expressao
€—&)
fi(€n) = exp lL (4.11)
E possivel estender a formulacao para considerar trés direcoes de decaimento. No

caso das expressoes [4.9] e foram considerados elementos bidimensionais, com

decaimento nas diregoes dos eixos locais & e 7).

4.3.2 Funcoes de decaimento reciprocas

Para o caso tridimensional a funcao de Green para problemas potenciais é do tipo
L/T, em que r é o raio e L é um comprimento tipico do problema. Buscar um elemento
infinito cujo comportamento seja essencialmente da forma l/r é natural, uma vez que esta
funcao descreve grande parte dos problemas reais. Para que um elemento infinito com
funcoes de decaimento tenha tal comportamento, é necessario que suas funcoes de forma
finais N; (§,n), dadas na expressao , sejam do tipo 1/,,ﬁ. A seguir, é demonstrado um
procedimento simples para escolher fung¢oes de decaimento de maneira que N; (£, 7) seja
deste tipo.

Toma-se inicialmente uma fucao de decaimento da forma:

o= (528) (112

em que &y é algum ponto de origem. Este ponto deve estar do lado de fora do elemento in-
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finito, ou seja, no lado oposto ao que o elemento vai se estender ao infinito. Normalmente,
caso o decaimento ocorra na direcao positiva de &, entao & < —1. Isto evita possiveis
singularidades.

O valor a ser escolhido para n depende das fungoes de forma originais do elemento,
P;. Deve-se adotar um n superior a maior poténcia de £ que estara presente nas fungoes
de forma finais N;. Isto garante que, a medida que £ tenda ao infinito, N; tenda a 1/5,
conforme justificado anteriormente. Mesmo com esta regra podem surgir dificuldades
para a escolha de n, uma vez que mais de um valor pode ser possivel. Neste caso, um n
muito pequeno pode prejudicar os resultados de N; em grandes distancias. Por outro lado,
um 7n muito grande pode resultar na omissao de importantes caracteristicas do problema
fisico analisado. Neste caso, uma opcao para chegar ao valor ideal é realizar experimentos
variando n, testando inclusive valores nao inteiros.

Para decaimento na direcao de £ negativo, a expressao inicial se torna:

PR AN
fi(§) = (5_&) (4.13)

Neste caso, £ deve ser maior que 1 para evitar as singularidades. A fungao de decai-

mento inicial pode também ser generalizada para duas dimensoes, ou seja:

‘ (& =&\ (ni—m\"
re = (S22) (2= (4.14)

Devem ser entao escolhidas duas coordenadas de origem, &y e 7y, também devendo ser
ambas menores que —1 para evitar singularidades. Os valores de n e m serao dependentes
das maiores poténcias de £ e 1, respectivamente, nas funcgoes de forma iniciais do elemento

finito.

4.3.3 Integracao numérica - Gauss-Legendre

Para efetuar numericamente as integrais para o calculo dos termos da matriz de rigidez
de um elemento infinito, é possivel aplicar a férmula de Gauss-Legendre. Maiores detalhes
a respeito deste método podem ser consultados em Bettess (1992). Os limites de integragao
da férmula sao —1 e +1, e as integrais do elemento infinito sao geralmente —1 e co. Torna-
se entao necessario mapear as coordenadas e pesos dos pontos para possibilitar o calculo

de tais integrais empregando-se este método. Existem uma infinidade de maneiras de
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fazer este mapeamento, mas é demonstrada aqui somente a forma empregada por Davis

e Rabinowitz (1975). Utiliza-se a seguinte igualdade:

a+bt dx b—a

— - — 4.1
W= @ (1+1)? (4.15)
ou
a—2x dt b—a

Assim, quando x = a a variavel t é zero e quando x = b a variavel ¢t é oo. Portanto,

pode-se escrever a seguinte equagao:

[Trwa=m-o [ () ($Cixb)2 (4.17)

Em4.17, f (t) é a fungao original que se pretende integrar. Desta forma, uma integral
cujos limites originais sao zero e co pode ser transformada para ter limites a e b quaisquer.

No caso de uma transformacao para a = 0 e b = 1, por exemplo, escreve-se:

/Ooof(t)dt:/;f(lfx) (1fx$)2 (4.18)

Desta forma, a nova coordenada t do ponto de integracao pode ser obtida a partir da

coordenata original x a partir da relacao:

t = 4.19
. (4.19)
e 0 novo peso w do ponto relaciona-se ao peso original w pela igualdade:
w
w=-—-7" 4.20

Para o caso em que os limites de integracao iniciais sao —1 e 0o é necessaria mais uma

transformacao, que é:

) — _a—x g_ b—a

(4.21)

Assim, quando z = a a variavel £ = —1 e quando x = b a variavel £ = oco. Isto permite
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escrever a seguinte relacao:

[ roa=0-a[1(525-1) %5 (4.22)

Mais especificamente para o caso da integragao numérica de Gauss em que os limites

de integracao sao a = —1 e b = 1, a igualdade se torna:

[Trew= [ 1(25) (423

A nova coordenada & do ponto de Gauss pode ser obtida a partir da coordenada x

original empregando a seguinte igualdade:

€= (4.24)

e 0 novo peso w do ponto de Gauss se relaciona com o peso original w da seguinte forma:

W= (12_“;)2 (4.25)

4.4 O elemento infinito mapeado de Zienkiewicz

A maioria dos elementos infinitos presentes na literatura sao baseados em algum tipo
de mapeamento. Muitas vezes dois mapeamentos sao empregados, um para a funcao de
forma e outro para a integracao numeérica que, geralmente, é a de Gauss-Legendre. Este
procedimento tem a vantagem de manter inalteradas as coordenadas e pesos originais dos
pontos de integracao. A unica modificac@o a ser feita entao no programa do elemento finito
original para torna-lo infinito é na parte da montagem da matriz Jacobiana, conforme sera
demonstrado a seguir.

Considera-se, como ponto de partida, um elemento finito quadratico unidimensional
de trés nos, conforme ilustrado na figura A obtencao do elemento infinito mapeado
se baseia no mapeamento da coordenada x, cuja origem se encontra do lado esquerdo da
figura, para a coordenada homogénea £ do elemento de origem. Desta forma o elemento
infinito resulta também com trés nds, cada qual correspondente a um dos nés do elemento
de origem.

O primeiro no, de coordenada & = —1, deve ser mapeado para a coordenada x = x
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- x y
- % =}
-X—lﬁ
-t %o i . =|

0 nd 3 no infinito
—— Bo-eeae -
origem Elemento mfinito

Elemento finito +1 + +3
£=-1 £E=0  E=+1

Figura 4.2: O elemento infinito mapeado de Zienkiewicz

do sistema de coordenadas global. O segundo, de coordenada & = 0, deve ser mapeado
para x = x5. Finalmente, o terceiro né, que se encontra na coordenada & = +1, deve ser
mapeado para uma distancia infinita r = 3 = co. Existe, no dominio x, mais um ponto
importante além dos trés nés do elemento infinito. Este ponto, localizado em x = xg, é
denominado como “pélo” do elemento, e sua funcao é servir de referéncia para as fungoes
de mapeamento. Serd visto mais adiante que, quando a coordenada homogénea tende a
infinito, a coordenada global tende para a posicao do pédlo.

Na formulagao que sera aqui apresentada, a distancia do pélo ao né 1 € igual a distancia
do né 1 ao né 2. Esta distancia estd indicada na figura pela letra a. Também é possivel
que estas distancias nao sejam iguais, mas este caso nao sera estudado aqui.

O mapeamento do elemento de origem no elemento infinito pode ser feito a partir de
uma fun¢ao de mapeamento. E necessério que cada ponto do elemento final tenha um

Unico ponto correspondente no elemento inicial. Uma possivel opcao é:

em que

No(§)=7—2 MNao()=1+-—"— (4.27)

x:—(—l))xﬁ(H(_l)) gp= 0T (4.28)
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Em £ =0:

0 0

Finalmente, em & = +1:

1-1

Tr =

1

Outra caracteristica a ser analisada se refere a coordenada global do pdlo, xy5. Quando

¢ tende a 0o, o ponto x tende ao pélo. Isto é demonstrado abaixo:

lim [z (€)] = Jim [No (€)] zo + Jim [Ny (¢)] 2 (4.31)

§—o00 §—o00

Os limites do lado direito da igualdade podem ser facilmente calculados como segue:

Jim [No(8)] = Jim ll_—éfl =1 (4.32)
Jim (N2 (¢)] = Jim [1 + 1551 —1-1=0 (4.33)
Portanto:

Nota-se que Ny+ N, = 1 para qualquer £. Esta é uma importante caracteristica destas
funcoes, e caso nao fosse satisfeita o mapeamento seria afetado por uma mudanca na
origem do sistema de coordenadas. Isto pode ser verificado promovendo um deslocamento

Ax qualquer na origem. Isto implica nas seguintes alteracoes de coordenadas:
ry =20+ Az, x5=2x0+ Ax (4.35)
Além disto, qualquer que seja Ax, é necessario que:
r=x+Ax (4.36)
Substituindo estas expressoes na equagao [4.26}

x4+ Az = Ny (9 + Az) + Ny (15 + Az) — Az = Az (Ng + Ng) (4.37)
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Para que isto seja verdade, é necessario que Ng + Ny = 1.
Foi entao estabelecido um mapeamento entre um dominio infinito e um finito por meio
da igualdade[4.26] Pode-se ainda encontrar uma expressao mais conveniente substituindo-

se as expressoes [£.27 em [£.26] O resultado é a igualdade:

2a
1-¢

r=x+ (4.38)
que indica como encontrar a coordenada x a partir da coordenada &, sendo a dimensao a
indicada na figura[d.2] Caso se queira £ em fungao de = basta trabalhar a expressao [4.38]

obtendo:
2a

T — Xo

E=1-

(4.39)

Considerando ainda que 7 = z — z (figura [4.2)), as equagdes e se tornam:

r= ¢ (4.40)
e
2a
E=1- - (4.41)

O proximo passo é verificar como as funcgoes de forma de um elemento finito de origem,
validas para um dominio finito &, se comportam quando mapeadas para o dominio infinito
x. Sabe-se que, quase sempre, as fungoes de forma empregadas em elementos finitos sao

polinomiais. Considera-se assim, como exemplo, uma expressao polinomial na forma:
P (f) = + Oélf + 042§2 + 06353 =+ .- (442)

Para mapear a funcao P do dominio finito £ para o dominio infinito r basta empregar

a igualdade [£.40, O resultado é uma expressao do tipo:

P(ﬂiﬁo*‘%*’%“‘fﬁ"‘"' (4.43)

Em [£.43] todos os f; podem ser determinados a partir dos a; e da constante a.
Observando-se a expressao do lado esquerdo da igualdade percebe-se que, quando
r tende a infinito, o valor de P (r) tende a (3y. Desta forma torna-se possivel que a fungao

de forma do elemento infinito tenda a qualquer valor desejado no infinito, bastando igualar
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0o a este valor.

A expressao 4.26| mapeia a coordenada homogénea £ para a coordenada x em fungao
da posicao do pédlo, xy, e da posicao do né 2, x,. Em alguns aspectos, os quais serao
elucidados mais adiante, torna-se mais vantajoso que o mapeamento seja feito em funcao
da posicao dos nds do elemento infinito. Este tipo de mapeamento foi feito por Marques
e Owen (1984), e serd apresentado a seguir. As fungdes de mapeamento Ny e Ny sio

substituidas pelas fungoes M; e M,, de forma que:

Para que as funcoes M; e M; sejam escolhidas de forma coerente, alguns critérios
devem ser adotados. Segundo Bettess (1992), as func¢oes de mapeamento devem satisfazer

as seguintes condicoes:
1. Para qualquer &, a soma das funcoes de mapeamento deve ser igual a 1.

2. Para qualquer £, a soma das derivadas das fungoes de mapeamento deve ser igual a

Z€ero.

3. Dada uma funcao de mapeamento M;, ela deve ter valor unitario no né i e deve ser

igual a zero nos demais nds para os quais sao escritas funcoes de mapeamento.

4. Sendo §; a coordenada adimensional do n6 mapeado ao infinito, todas as funcoes de

mapeamento devem tender a oo ou —oo quando & tende a §;.

Tendo em vista todos estes fatores, escolhe-se as seguintes fungoes:

we=(ig) (o) wo-(g=g) () w»

Ao substituir os valores de & = —1, & = 0 e &3 = 1 em [4.45] obtém-se:

|
[N}
Iy
—_

Mi(§) = —, M(§) = 11— (4.46)

I

Iy

oM, =2 oM, 2
o (1-9r 0 (1-¢)? (447)

Pode ser facilmente demonstrado que estas funcoes de mapeamento satisfazem a todos

os critérios enumerados anteriormente. E importante notar também que a posigao do pélo
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nao foi alterada, conforme demonstrado abaixo:

Jim (M ()= Jim |25 | =2 (1.15)
Jim M (9] = fimy [ 155 = -1 (1.49)

Portanto:
lim [z (§)] =22 —ax3 =21 — (x5 —x1) =21 —a =29 (4.50)

§—o00

Assim, dadas as funcoes de mapeamento, utiliza-se este procedimento para determinar
a posicao global do pdlo em fungao das coordenadas globais dos nés do elemento infinito.
E mencionado em Bettess (1992) que o ideal seria posicionar estes nés de forma que o
polo coincida com o centro de decaimento do problema. Entretanto, segundo Moser et al.
(2004)), é possivel obter resultados precisos empregando elementos infinitos em problemas
que nao possuem um tunico centro de decaimento, ou que nao tém este centro claramente
definido.

O comportamento de M; e My pode ser visualizado no gréfico da figura [4.3]

4

Figura 4.3: Funcoes de mapeamento

As vantagens do mapeamento M; sobre o N; se torna clara ao analisar-se as fungoes
de forma P; do elemento finito de origem. Escrevendo P; e P, em funcao de &;, da mesma

forma que foi feito para M; em [4.45] obtém-se:

[ §—& §—& _(E—& §—&
A= (fl —&) (fl —53> PO = (& —&) (& —@) (4:51)
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Substituindo em [4.51] os valores de &;, & e &3:

§€—-1)

P (§) = 5

, P(§)=(1+8(1=¢) (4.52)

Comparando-se com [4.45| é possivel notar que as funcoes M; e P; sao quase iguais,
sendo a tunica diferenga o ultimo termo entre parénteses a direita de cada igualdade. Este
termo se refere ao ponto do elemento finito o qual é mapeado ao infinito, que neste caso
é o de coordenada £3. Basta inverter este termo em uma funcao de forma P; para obter
sua fungdo de mapeamento M; correspondente. Segundo Bettess (1992), esta regra é
vantajosa por tornar simples a obtencao das funcoes de mapeamento de um elemento
infinito qualquer, bastando que sejam conhecidas as fungoes de forma do elemento finito
de origem. Tendo isto em vista sao adotadas, a partir deste ponto, somente fungoes de

mapeamento do tipo M;.

4.4.1 Elemento infinito unidimensional linear

Empregando os conceitos apresentados anteriormente sao deduzidas agora fungoes de
mapeamento para um elemento infinito unidimensional linear. A figura ilustra o
procedimento a ser feito. E importante observar que os indices sobrescritos indicam o
ponto ao qual se refere a coordenada ou funcao, pois este critério é adotado a para o

restante do Capitulo.

X
- -—~| Coordenada global
<—X3>{
x! ‘
X r -]
0 1 3 n6 2 no infinito
-— [ SRR . > -
origem
& a a
X =MLx' + M3 x*

L1 L3 12
|

Coordenada local & =0 £=172 E=1

Figura 4.4: Elemento unidimensional linear

Nota-se que o elemento é semelhante ao de Zienkiewicz, sendo as unicas diferencas

o grau das fungoes de forma e a origem da coordenada . Esta é convenientemente
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posicionada em um dos nés do elemento, para que seja possivel empregar, posteriormente,
as expressoes aqui definidas na deducao de um elemento bidimensional. O sistema de
coordenadas global é relacionado ao local empregando funcoes de mapeamento. Como
o n6 2 esta posicionado no infinito ele nao possui funcao de forma nem contribui na
transformacao de coordenadas, entao é definido um no de referéncia posicionado no ponto
central do elemento e identificado como 3 na numeracao local. O pdlo estd posicionado
na coordenada global x = 2°.

A tnica funcao do né 3 é servir de referéncia as funcées de mapeamento portanto,

assim como o no 2, ele nao possui funcao de forma. Basta entao definir a funcao de forma

do nd 1, que é a unica a ser integrada no elemento infinito:
Ple=1-¢ (4.53)

O no 1, por ser o tnico a possuir funcao de forma, recebe toda a contribuicao do ele-
mento infinito. Observando a figura [4.4] e imaginando que o lado esquerdo esté conectado
a uma malha de elementos finitos conclui-se que, neste caso, nenhum grau de liberdade é
adicionado a malha pela presenca do elemento infinito. O elemento de contorno infinito
bidimensional que é empregado neste trabalho também possui esta vantagem, conforme
sera visto mais adiante.

Sao deduzidas agora as fungoes de mapeamento dos nés 1 e 3. Para obter estas fungoes,
emprega-se expressoes analogas as igualdades [4.45] atentando & numeragao dos nds e as
suas coordenadas. Assim, sendo &' a coordenada ¢ do né i:

1 NS ¢t —¢2 3 _<§—§1><§3—52>
A@ﬂ@—(@_5J<§_8),Aaxa— e (454)

E colocado subscrito o texto “1D” para indicar que estas fun¢oes de mapeamento sao
validas para um elemento unidimensional. Sabendo que ! =0, &2 =1¢e & =1/2, tem-se
que:

MllD & =——= M13D (&) = (4.55)
oMl, -1 oM, 1
ok (1-9” % (1-¢

Para avaliar se estas funcoes de mapeamento sao adequadas considera-se as mesmas

(4.56)

verificagoes aplicadas para o elemento infinito de Zienkiewicz, ou seja:
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1. Para qualquer &, a soma das funcoes de mapeamento deve ser igual a 1.

ML (6 + My =t 8 128 g

1—¢ "1-¢ 1-¢

2. Para qualquer &, a soma das derivadas das funcoes de mapeamento deve ser igual a

Zero.

¢ 9 (1-¢)° (1-¢)

3. Para ¢ = 0, a funcdo M/, deve ter valor unitdrio e a fungao M3, deve ser igual a

7Z€eT0.
1-2x0 1
Mip(0)=—"—=-=1 K
0 0
M} (0)=——=-= K!

4. Para £ = 1/2, a fungao M|, deve ser igual a zero e a fungao M3, deve ter valor

unitério.
1—-2(1/2 1-1
Mip (1/2) = 1_((1/2))2 75 =0~ OK!
1/2 1/2
MfD(l/Q):l_/l/QZIZQ:I — OK!

5. Quando £ tende a 1, a fungao M|, deve tender a —oco e a fungao M7, deve tender

a Q.
1—-2(1 -1
, 11

Obtidas as fungoes de mapeamento, torna-se possivel relacionar o sistema de coorde-

nadas global ao sistema homogéneo local. Isto é:
x(§) = Mip (&) =" + Mip (§) 2° (4.57)

As fungoes M{p, (£) e M3, (€) sao definidas nas igualdades|4.55} e z! e 2% correspondem
as coordenadas globais dos nos 1 e 3, respectivamente. Para determinar a posi¢gao do pélo,

conforme apresentado anteriormente, considera-se o limite desta fun¢ao quando & tende a
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00. Assim:
1-2
Jim My (9)] = Jim ll—ﬂ =2 (4.58)
Jim (335 (9)] = Jim [1551 — 1 (4.59)
Portanto:
lim [z (§)] = 22" — 2 = 2! — (:1:3 — xl) =2 —a=2" (4.60)

§—o0
em que a ¢ a distancia do p6lo ao n6 1 e também do né 1 ao né 3, conforme apresentado na

figura [1.4, Para uma andlise mais detalhada do mapeamento, substitui-se as expressoes

[4.55 em [4.57. Assim:
éa
1-¢

Caso se queira relacionar r, indicado na figura |4.4] com a coordenada homogénea &, é

T(§) =2+

(4.61)

preciso primeiramente escrever r em funcao de x. Pela figura, observa-se que esta relacao
é, simplesmente:

r=x—a (4.62)

Portanto, subtraindo-se 2° em ambos os lados da equacao [4.61], obtém-se:

(4.63)

(4.64)

Finalmente calcula-se o Jacobiano a partir das fungoes M, (&) e M3, (€). Este Jaco-
biano ¢ dado por:
dMllle n dM}, _ 3 — ot a

& T a-e (4.65)

< J| =

em que o simbolo “co” sobrescrito a esquerda indica que o Jacobiano se refere a um
elemento infinito. Assim, utilizando as mesmas funcoes de forma e mantendo os pontos
de integracao inalterados, o elemento finito de origem se torna infinito pela substituicao

do Jacobiano original pelo dado pela igualdade [4.65]

E interessante ainda avaliar como o Jacobiano varia em funcao de r. Desta forma,
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substituindo em [4.65 a igualdade obtém-se:

2
,
*J=— 4.66
=)= (4.66)

Portanto, o Jacobiano deste mapeamento tem ordem r2.

4.5 Elemento de contorno infinito bidimensional

Apoés avaliar algumas alternativas optou-se, neste trabalho, pela criacao de um ele-
mento de contorno infinito (ECI) com fungoes de mapeamento. E empregado como origem
o elemento de contorno (EC) triangular com fungoes de forma lineares que é descrito no
capitulo[2] Diversas vantagens justificam esta escolha, conforme serd apresentado ao longo

desta Secao.

4.5.1 Definicao das funcoes de mapeamento

Sao considerados trés tipos de mapeamento. No primeiro deles somente a diregao &; é

mapeada, conforme ilustrado na figura [4.5]

3(0,0) 4 (1/2,0) 1(1,0) 3 4

Figura 4.5: Mapeamento da direcao &

Dada uma direc¢ao ¢ no sistema de coordenadas retangular global, a coordenada x;
é escrita em fungao das coordenadas globais do EC de origem, z¥, e das fungoes de
mapeamento M*. No lado esquerdo da figura ¢ indicado o EC de origem, com a numeracao
local dos nos e suas respectivas coordenadas homogéneas. No lado direito é apresentado
o ECI, que é definido no sistema de coordenadas global, sendo que a numeracao de cada
no indica o correspondente do EC de origem. Conforme pode ser observado na figura,
somente o né 1 foi mapeado ao infinito. Por este motivo este né nao possui funcao de
mapeamento, além de nao possuir fungao de forma. Apods analisar algumas alternativas,

foi verificado que surgem problemas com o Jacobiano caso sejam utilizados somente dois
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nos para mapear o ECI. Para contornar este problema é criado um quarto né, indicado
na figura como né 4, cuja fungao é unicamente auxiliar no mapeamento. Desta forma, o
no6 4 possui funcao de mapeamento mas nao possui funcao de forma. Isto significa que
somente os nos 2 e 3 contribuem quando este ECI ¢ integrado.

O segundo tipo de mapeamento a ser considerado é quando somente a direcao & é

mapeada. Isto é apresentado na figura [4.6]

3(0,0) 1(1,0) 3

Figura 4.6: Mapeamento da direcao &,

Assim como na figura anterior sdo representados, na figura [4.6, o EC de origem e o
ECI. Neste caso somente o n6 2 foi mapeado ao infinito, portanto este né nao possui
funcao de mapeamento nem funcao de forma. Se torna necessaria, novamente, a criacao
de um né auxiliar para o mapeamento, o qual é indicado na figura como né 5. Como o
né auxiliar nao possui funcao de forma, no caso do mapeamento da direcao & somente os
no6s 1 e 3 contribuem na integral do elemento.

No terceiro e tltimo caso as duas direcoes, & e &, sdo mapeadas. A figura ilustra

a situagao.

(1).-

% "

(\0
X 1 %

5
nod 1
—_—
3(0,0) 4(1/2,0) 1(1,0) 3 4 «©

Figura 4.7: Mapeamento das direcoes &; e &

Assim como nas figuras anteriores, na figura sao representados o EC e o ECIL.
Como neste caso dois nés sao mapeados ao infinito, torna-se necessaria a criagao de dois
nés auxiliares. Estes nés sao indicados na figura com os nimeros 4 e 5, e assim como

anteriormente eles possuem funcao de mapeamento mas nao possuem fun¢ao de forma.
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Portanto, para mapeamento em duas direcoes, somente o né 3 contribui na integral do
elemento.

O passo seguinte ¢ a definicao das fungoes de mapeamento. Como o sistema de coor-
denadas local é obliquo, neste trabalho isto é feito empregando uma estratégia diferente
das abordagens difundidas na literatura. Sendo &; uma diregao a ser mapeada, é criada
uma coordenada auxiliar & (&;) com a funcdo de definir este mapeamento. A escolha da
funcio &; (&) foi fundamentada no trabalho de [Davis e Rabinowitz (1975), resultando na

seguinte expressao:

- &
;= 4.67
G- (4.67)
Portanto, caso se queira mapear a direcao &;, escreve-se:
(@) = (4.68)
1-&
e para mapear a direcao &s:

- §2
= 4.69
(&) =17 & (4.69)

Definidas as igualdades e 4.69] a estratégia para a obtencao das fungoes de ma-
peamento consiste em substituir estas expressoes nas funcoes de forma do EC de origem.

Conforme apresentado no capitulo 2 estas fungoes de forma sao:

¢t =& (4.70)
¢* =& (4.71)
¢’ =1-6—6& (4.72)

Desta forma, caso se queira mapear somente a direcao &;, figura [4.5, substitui-se

somente a igualdade nas fungoes [£.70, [£.71] e [£.72] O resultado é:

& oMy, 1 OM}

4 _ _ —
Mloo - 51 (fl) - 1 — 517 861 — (1 _ é.1)27 852 =0 (473)
M, =¢ OMsr _ 0 OMr _ 1 (4.74)
loco 2 afl ) 852 .
_ M3 _ M3
M —1-G(6) 61— g DM Tl Oy g

1-& o6 (1-— &) 0&
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O simbolo “loo” subscrito indica que somente a direcao & foi mapeada. E impor-
tante observar que o né 1 nao possui funcao de mapeamento, sendo substituido pelo né
auxiliar 4. Também deve ser salientado que a fungao de mapeamento M2 _ é exatamente
igual a funcao de forma original. Isto significa que a direcao & nao sofreu influéncia do

mapeamento.

Para mapear somente a direcao &, figura [4.6] substitui-se somente 4.69| nas fungoes

4.70, [A.7T] e [£.72] Ou seja:

oMy, _ .,  OMy,

1 —
M2<>o - gla 661 ) 662 =0 (476)
M =@ =77 3¢ =% 36 ~G-gr &
= oM oM —1
Mj =1-6& -6 (&) =1-& 1%52, 852100 = —1, 852200 = 1-6) (4.78)

Empregou-se o simbolo “200” subscrito para indicar que somente a direcao & foi ma-
peada. Neste caso é 0 n6 2 que é substituido por um né auxiliar, o 5, e a fungao M,
é extamente igual a funcao de forma original. Portanto, a direcao & nao é influenciada
pelo mapeamento.

O terceiro e ultimo caso tratado neste trabalho é quando ambas as direcoes, & e o,

sao mapeadas, conforme ilustrado na figura [4.7. Deve-se entao substituir e nas
funcoes [£.70] [4.71] e [£.72], obtendo:

z oM, 1 oM
ML =& (&) = 1 5151, 8&;0 = 1—&a) 85;0 =0 (4.79)
= oM? oM? 1
Mo =Gl = o G0 - = (4.80)
_ 3 2 _ &1 &2 oMz, -1 oMz -1
Mfo—l—&(&)—&(&)—l—1_51_1_52’ 96 (a7 06  (1-&)
(4.81)

Neste terceiro caso indicou-se subscrito simplesmente o simbolo “c0”, pois abmas as di-
recoes sao mapeadas. Os nos 1 e 2 sao substituidos pelos auxiliares 4 e 5, respectivamente,
para mapear o elemento.

Definidas as funcoes de mapeamento, elas dever ser utilizadas para relacionar o sistema

de coordenadas global ao sistema local do elemento. Assim, para decaimento somente na
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direcao &;:

x; = M} _x} + ME 2? + M} a3 (4.82)

loos loo*™s loo*s

Para decaimento na direcao &s:

x; = M) _xt + M> a5+ M3 a3 (4.83)

2001 2001 2001
E para decaimento nas duas diregoes:

x; = MLxf + M2 a2+ M3 o (4.84)

4.5.2 Verificacao das funcoes de mapeamento

Apés definir as fungoes de mapeamento bidimensionais, é necessario verificar se suas ca-
racteristicas sao adequadas. Isto é feito aplicando as mesmas regras consideradas em se¢oes
anteriores para funcoes de mapeamento unidimensionais. Estas regras sao enumeradas a

seguir:

1. Para quaisquer (&1,&2), a soma das fungoes de mapeamento deve ser igual a 1.

Mfoo_l—MlQoo_}—Mlz;oo: 1§1§1+€2+1_1§151_€2:1 —  OK!

M§m+M§’oo+M§’oo=€1+152€2+1—51—1%62:1 —~  OK!

& & & &
M3+ M2 + M2 = + +1-— — =1 — OK!
1-& 1-& 1-& 1-&

2. Para quaisquer (&;,&), a soma das derivadas das func¢oes de mapeamento deve ser

igual a zero.

oM. OM:, =~ OM; 1 1
20 ¢ T doe g T o +0-———5=0 — OK!
9&, B 06 (1-§&)° (1-¢&)°

oML OMZ. oM
0o 4 % 4 ®—-0+1-1=0 — OK!
852 852 852

oML OME. oM}
o p T%0 T 401 =0 OK!
o6, " oe T oe -
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oMy OMS, ~OM3 1 1
06, 9 0, 1-6)° (1-&)°
oOM* OM> oOM?3 1 1
2 4 o0y o0 +0———==0 — OK!
o6, 9 | G (1-&)° 1-¢&)
OM* OM?> oM? 1 1
o L x4 © — 0+ — =0 — OK!
og, 08 08 1-&)° (1-&)°

3. Dada uma funcao de mapeamento M?, ela deve ter valor unitario no né i e deve ser
3 )

igual a zero nos demais nés para os quais sao escritas funcoes de mapeamento.
M (1/2,0)=1, M{_(0,1)=0, M._(0,00=0 — OK!
M?_(1/2,0)=0, M:_(0,1)=1, M:_(0,00=0 — OK!
M} _(1/2,0)=0, M} _(0,1)=0, M}_(0,0)0=1 — OK!
M, (1,0)=1, M, _(0,1/2)=0, M) _(0,00=0 — OK!
My (1,0)=0, M;_(0,1/2)=1, M;_(0,0)0=0 — OK!
My (1,0)=0, M;_(0,1/2)=0, M;_(0,00=1 — OK!
M2 (1/2,0) =1, ML (0,1/2)=0, M2 (0,00=0 — OK!
M?> (1/2,0) =0, M2 (0,1/2)=1, M2 (0,00=0 — OK!

M3 (1/2,0) =0, M2 (0,1/2)=0, M3 (0,00=1 — OK!

4. Sendo (5{,5%) as coordenadas adimensionais do n6 mapeado ao infinito, todas as
fungoes de mapeamento devem tender a co ou —oo quando (&1, &) tende a ( 7 55)
Esta regra se aplica somente caso a fun¢ao de mapeamento seja diferente da fungao
de forma inicial do EC de origem.

1
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1
M (1,00=1——— ~0=-00 — OK!

1—-1
5 1
3 1
4 1
5 1
3 1

Portanto, as fungoes de mapeamento atendem a todos os quesitos necessarios.

4.5.3 Determinacao da posicao do podlo

115

A seguir, é feito um estudo para determinar as coordenadas globais do pélo em funcao

das coordenadas globais dos nés do ECI. Isto é feito a partir das expressoes e

[4.84] calculando seu limite quando a coordenada local mapeada tende a infinito. Assim,

sendo 2! a coordenada global i do pdlo e para mapeamento somente na diregao &;:

¥ = lim {M4 o+ M2 2? + M :CS]

7 loos loo*"s loo*s
&1 —o0

lim [M{, ] = lim S
§1—00 §1—00 1—51

lim [Mfoo] = lim [&] =&

&1—00 &1—o0

3!
1=&

lim [M] = lim l1—

§1—00 £1—00

—52] =2-&

=2+ Gal + (2- &)l =af — (¢} —af) + & (2} - 2?)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

Na equagao[£.89] do lado direito da tltima igualdade, o primeiro termo entre parénteses

representa a projecao em z; do segmento entre os nés 3 e 4 do ECI. O segundo termo

entre parénteses, que multiplica &, corresponde a projecao em x; do segmento entre os
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nos 3 e 2 do ECI. Para simplificar a equacao, utiliza-se a seguinte notacao:

ik
i

=zl — ¥ (4.90)

i
Aplicando esta notagao, a equagao se torna:

p_ .3 43 23
xy =] — ;7 + E1; (4.91)

Conforme pode ser observado na equagao [£.91] a posicao do pdlo depende da coor-
denada &,. Isto acontece porque, como somente uma direcao foi mapeada, o polo nao é

unico. A figura [4.8|ilustra a situacao a ser analisada.

nd 1 no infinito

X3

Figura 4.8: Curva que representa o pélo

A curva zP (§,) representa todas as possiveis posigdes do pélo, de acordo com a coor-
denada &,. Esta informagao deve ser observada quando a malha de ECI for gerada pois,
segundo Moser et al. (2004]), mesmo quando o pdlo nao é unico, recomenda-se que a curva

que o representa seja posicionada préxima ao centro de decaimento do problema.

A seguir, determina-se a posicao do polo para mapeamento na direcao &. Portanto,
considera-se o limite da expressao quando a coordenada & tende ao infinito. Como o
procedimento é analogo ao realizado anteriormente apresenta-se diretamente a expressao

da coordenada z do pdlo, que é:
ot = b — (xf — xf’) +& (a:zl - xf’) (4.92)
Empregando a notac¢ao definida na igualdade [4.90] escreve-se:

ot =2 — 2 + &1 (4.93)

[l
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A figura também ¢é vilida para este caso, bastando trocar a direcao mapeada.
Desta forma, o procedimento para o posicionamento de um ECI deste tipo é analogo ao
especificado para a outra direcao.

Resta ainda determinar a posigao do pélo quando as duas diregoes, & e &, sao ma-
peadas. Para isto, é necessario considerar o limite da expressao quando tanto &;

como & tendem ao infinito. Este procedimento é desenvolvido a seguir:

TS (M + M) + M| (4.94)
El,léiQIBoo [Méo} - ghlgizn_lm [1 51511 = -1 (4.95)
Jim [MZ] = lim ll 5252] =1 (4.96)
Qm (ML) = tim ll ~1 N a1 & 521 =3 (4.97)

Portanto, as coordenadas globais do pdlo podem ser determinadas empregando a
seguinte equagao:

ot =2 — (:rf — x?) — (mf — xf) (4.98)

ou

ot =) — 2P — 2 (4.99)

Conforme demonstrado na expressao 4.99 no caso das duas dire¢oes mapeadas o polo
é unico. Desta forma, os ECI deste tipo devem ser gerados de forma a aproximar este

polo do centro de decaimento do problema.

4.5.4 Calculo do Jacobiano

Finalmente, apds todas estas andlises, chega-se a parte mais importante desta Segao
que é a determinacao do Jacobiano da transformagcao do sistema de coordenadas globais

para o sistema homogéneo local. O Jacobiano é dado por:

oz oz

s 52 0rq Ox 0xy Ox
oyl — | % 0& | _ 9T10T2 O30T 4.100
I=J1 %1 7%'22 08 08 0& 08, ( )

O simbolo “00” indica que o Jacobiano se refere a um ECI. Considerando inicialmente
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decaimento somente na direcao &1, efetua-se o seguinte desenvolvimento:

0z, 8Méol 4 aMOQOI 2 8M§ol 3 xil_xzi)
= T+ x] + T, = ———=
06 04 M ooa T oa Tt (1—g)

0y _ 8M§olx4 1 aMgole aMgol 3 _ Ty — 5
73} o9& Tt ooa Tt 04
Oy _ a]\/[5301 4 8M§ol 2 aMgol 3_ .2 3
06  0& e 9 ne S
0z _ aM;ld 4 aMgol 2 a]\4301 3_ .2 3
06 0e P g 2o TR

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

Substituindo as igualdades [4.101} [4.102} [4.103| e [4.104] na expressao obtém-se:

L) (wy —w3) — (] —ay) (w5 —a5) 24

00 i
g = ¢

sendo A a area do triangulo definido pelos nés 4, 2 e 3 do ECI.
Na sequeéncia, considera-se a direcao & mapeada:

02 .5 _
o6 0g 1T o T g TN
Oy _ 6M0102 1 8Mc?02 5 aMSoQ 3_ .1 3
96 0g 2T Tag 2oy TR

Ovy  OMyy o OMZ, 5 OMZ, 5 i —ay
06 06 o s T (1-6)

Oy _ My , ML,

(1-&)? C(1-&)

5
+ =
06 05 2T oG PTG T (1-6)
O Jacobiano é entao dado por:
oy =D = a) — = o)) 24
(1-&)° (1-&)°

e neste caso A é a area do triangulo definido pelos nés 1, 5 e 3 do ECI.

Por fim, considera-se o Jacobiano quando as duas direcoes sao mapeadas:

o _8M§Ox4+8M§o$5+8M§ox3_M
o9& o0& Tt ag YT g Tt (1—g)?

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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Oxy  OMZL , OM> . OM3 ., x3—a3
= - Cxy + Ly = ——= 4.112
o6 06 oG T 9t (1-&) e

ory  OML , OM3 . OME . af —ad
= <xi+ <x) + = —— 4.113
0 06 e e T (1-&) s

4 5 3 5_ .3

2 2 2 2 — &
sendo o Jacobiano dado por:
oy =) =) Gl =) @ —at) 24 .
(1-&)*(1-&)° (1-&)*(1-&)°

Neste caso, A é a area do triangulo definido pelos nés 4, 5 e 3 do ECIL.

4.5.5 Inclusao dos ECIs no equacionamento

Depois de definidos os Jacobianos, torna-se possivel incluir nas equacoes escritas para

o contorno a influéncia dos ECIs. Desta forma, a expressao [2.103] se torna:

(Lp*‘l’dF“) uj]
' (4.116)

( J u*@droo) p/
ree

J

clu’ + % l([ p*@dF) ujl —i—nze:m
= \e, =

5 Kf u*<I>dF> pj] L5
j=1

i=1 | \I;

Cada lado da igualdade é dividido em dois somatorios, um para os ECs da malha
e outro para os ECIs. A parte referente aos ECs pode ser tratada de forma idéntica
a apresentada no capitulo [2] mas as integrais sobre os ECIs ocorrem sobre superficies
infinitas. Isto é indicado na equacgao pelo simbolo “c0”. Para transformar do sistema de
coordenadas global para o local, emprega-se o Jacobiano deduzido no Capitulo [2| para os
ECs e os Jacobianos determinados nesta secao para os ECIs. O resultado é a seguinte
expressao:

clui n % |‘<4 p*¢ |J|j d§1d§2> u]] +n§j |‘<;{ p*@ |°0J|J d€1d£2> u]]

= &\ (pweirasd) o] + 5| (ywe o asas) ]

(4.117)

Neste trabalho, as integrais nao singulares da equacao [4.117]sao calculadas numerica-
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mente empregando a mesma técnica utilizada no Capitulo [2l Assim, escreve-se:

cu'+ 3 [w’ { > <wkp;;<1>k>} uﬂ‘] + 5 H 5 (wipi roo:rii)} uj]
j=1 k=1 Jj=1

ne .| nh neci nhk:1 . <4 1 18)
=2 l|J|j { 2 (WkuZ‘I’k)}Pj] + 2 H > (wiupdy |°°J|i)}l3j]
j=1 k=1 j=1 | k=1

Assim como descrito no Capitulo [2] o termo nh se refere ao ntimero de pontos de
integracao definidos sobre a superficie de cada elemento e as coordenadas e pesos dos
pontos de Hammer podem ser encontrados tabelados na literatura. A tnica diferenca da
integral sobre os ECIs é que o Jacobiano também é funcao das coordenadas adimensionais,
portanto nao pode ser excluido do somatério de pontos de Hammer. Assim, calcula-se o

valor do Jacobiando dos ECIs ponto a ponto.

4.5.6 Tratamento da singularidade nos ECIs

Caso o ponto fonte esteja localizado em um dos vértices de um EC ou ECI a ser
integrado, as integrais apresentam problemas de singularidade. Desta forma, a
técnica de integracao numérica apresentada anteriormente pode causar imprecisoes nos
resultados. Este problema foi resolvido para o caso dos ECs singulares no Capitulo [2| no
qual é empregada a técnica de |Guiggiani e Gigante (1990) para o célculo destas integrais
semi-analiticamente. Neste trabalho esta mesma técnica é utilizada para os ECIs, mas
neste caso as integrais singulares sao calculadas de forma totalmente numérica. E dado
maior destaque as partes da deducao que sao distintas daquela apresentada na Secao[2.5.2),

e as partes semelhantes sao resumidas.

PF 4

Figura 4.9: ECI no sistema de coordenadas globais

Considera-se um ECI a ser integrado e que o ponto fonte esteja posicionado em um
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dos seus vértices, assim como apresentado na figura [£.9] Para facilitar o desenvolvimento

das expressoes, extrai-se da equagdo [£.117] as parcelas singulares. Estas parcelas sao:

I, = /p*<b|°°Jyd§1d52 (4.119)
P

I, = /u*<I> 1| de e (4.120)
P

Nas integrais e [A120] a letra P subscrita indica que o ponto fonte pertence
a superficie a ser integrada. Na figura o ponto fonte esta localizado no né 3 do
ECI, na numeracao local. Apesar de estar representado o caso em que as duas diregoes
sao mapeadas, as dedugoes aqui desenvolvidas sao validas também para os outros casos.
Nota-se que o ECI da figura esta no sistema de coordenadas globais, por isso seus extremos

estao no infinito. Na sequéncia deve-se representé-lo no sistema local obliquo, assim como

ilustrado na figura [£.10]

3 &

PF & 4 1

Figura 4.10: ECI no sistema de coordenadas locais obliquas

No caso desta segunda figura, devido ao mapeamento, os nés 1 e 2 estao posiciona-

dos em coordenadas finitas. A passagem do sistema de coordenadas retangular global

ao oblicuo local se da por meio das equacoes [4.82] 4.83| e [4.84] conforme descrito anteri-

ormente. Os Jacobianos necessarios para esta transformacao foram deduzidos na Secao
[1.5.4] sendo representados em e pelo termo [*J|.

Seguindo com a deducgao, o passo seguinte é passar do sistema de coordenadas local
obliquo &;&; para o sistema local retangular z12,73. O sistema %273 considerado na
Secao é igual ao sistema retangular global exceto por uma rotacao e translacao
de eixos, de forma que o segundo Jacobiano cancela o primeiro. Neste trabalho, isto

nao ocorre no caso dos ECIs. Foi verificado que é possivel criar um sistema retangular
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local para o qual os nés 1 e 2 nao estejam posicionados no infinito. E importante que
isto aconteca para que seja possivel, posteriormente, calcular as coordenadas de pontos de
integracao posicionados ao longo do segmento de reta entre os nés 1 e 2 do ECI. Conforme

foi apresentado na Sec¢ao [2.5.2, o Jacobiano da transformacao de £;& para T17,73 é:

1
= — 4.121
5= (4121)

sendo A a area do elemento no sistema ZZ2Z3. Isto significa que nao é obrigatorio que
A seja a area do elemento no sistema global, ele pode resultar com quaisquer dimensoes
desejadas desde que o Jacobiano |J1| seja considerado. A figura ilustra o elemento

no sistema retangular local.

Figura 4.11: ECI no sistema de coordenadas retangular local

Desta forma, para tornar mais simples as expressoes, optou-se por transformar o ECI

de forma que o Jacobiano |J;| elimine o numerador do Jacobiano |*J|. Portanto:

24 1 1
= (4.122)

HIW = e 2A T s

A fungao f (&1,&2) depende da diregdo mapeada, e a area A corresponde ao triangulo
formado pelos nés do ECI de coordenadas finitas e os nés auxiliares do mapeamento.
Para o caso da figura [4.11} f (&,&2) é o denominador da expressao [4.115(e A é a drea do

triangulo de vértices 3, 4 e 5.

Portanto, apds a transformagao para o sistema 12,73, as integrais se tornam:

I, = /p*q> 3] |3, | dz1 dzs (4.123)

Tp
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I, = / W <3| |3,| dzidis (4.124)
Tp
A fase seguinte é passar do sistema Z1Z»Z3 para o sistema polar rf, conforme ilustrado

na figura [£.12] O Jacobiano desta transformagao foi deduzido na Segao 2.5.2] e é:

Figura 4.12: ECI no sistema de coordenadas polares

Jo| =7 (4.125)
Assim, substituindo o Jacobiano |J3| nas integrais, obtém-se:

2 rR
I, :/ / p*® <3| |3,] |Ja| drdd (4.126)
0 0

2n  rR
12:/ / w® %3] |3,||Jo| drdd (4.127)
0 0

sendo R a distancia do ponto fonte ao perimetro do ECI. Neste ponto surge uma diferenca
relevante da dedugao desenvolvida na Segao[2.5.2] Neste caso a varidrel r nao é integrada
analiticamente porque a presenca do Jacobiano |*J|, que também é fungao de &; e &, causa
complicagoes neste procedimento. A solugao encontrada foi integrar r numericamente,
assim como 6. Segundo |Guiggiani e Gigante (1990), como a singularidade é eliminada,
¢é possivel obter resultados precisos mesmo com integrais numéricas. Serd visto ao final
do Capitulo, por meio da resolucao de exemplos, que esta formulagao apresenta precisao
satisfatoria.

Dando-se sequéncia a deducao, deve-se transformar a coordenada 6 para uma coorde-
nada f‘, conforme apresentado na figura . Na Secao foi visto que o Jacobiano

desta transformacao é:
1dR

R d7j

J3| = (4.128)
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Figura 4.13: ECI no sistema de coordenadas T

A distancia do ponto fonte ao perimetro do triangulo, no sistema Z,7sZ3, é R. A
coordenada I' varia de zero a L, que é o comprimento do segmento de reta no mesmo
sistema. O versor R indica a direcao e sentido de R e o versor 7 é perpendicular ao
segmento de reta. A derivada de R em relacao a 7, necessaria para o calculo do Jacobiano
|J3|, corresponde ao co-seno do angulo « indicado na figura e é calculada conforme

apresentado na Segao [2.5.2] Assim, substituindo-se o Jacobiano nas integrais, obtém-se:

L rR N
11:/0 /0 p*® %3] |3,]|Ja| | T3] drdl (4.129)

L rR ~
12:/ / W %3] |3, |Ja| [ Ts| drdl (4.130)
0 0

A transformagao final que antecede a integracao numérica é dos limites de integragao
para os extremos —1 e +1, para que sejam empregados pontos de Gauss posteriormente.
Isto é feito transformando r para uma coordenada adimensional ¢ e r para uma coordenada
adimensional ¢, assim como ilustrado na figura [£.14] Os seguintes Jacobianos dever ser
considerados:

[ J4] = (4.131)

35| = (4.132)

ISR~V AR TR o

Desta forma, as expressoes finais a serem integradas sao:

+1 pr+1
L= /_1 /—1 p*® I [Ju| [Jof [Ts[ [ Ju] | T5] dedC (4.133)
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Figura 4.14: ECI no sistema de coordenadas ¢(

1 41

L= [ [ w3 3] s 134135 dedg (4.134)

A seguir, as expressoes dentro das integrais sao trabalhadas de forma mais explicita.
Inicia-se escrevendo as solucoes fundamentais deduzidas no Capitulo

(3 —4v) du +rury
16mp(l—v)r

(4.135)

* J—
Upp, =

2v = 1) (mrs — mera)
8 (1l —v)r?

Ph = (4.136)
Observa-se que é possivel combinar estas expressoes com o Jacobiano |Ja|, previamente
definido. Assim:
(B3—4v) oy + 11 i (B3—4v) oy + 71y g

w el = e " 167 (1 — v) (4.137)

2w —1 - 2v—1 ~
(2v —1) (i g nkr,l)r _ (2v = 1) (mrg — mery) (4.138)
8 (1 —v)r? 8w (l—v)r

P 2| =
Além disto, foi demonstrado anteriormente que:

. 1
| J!|J1I—if(€h€2) (4.139)

sendo que, para decaimento na diregao &;:

fl&,6)=(1-&) (4.140)
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para decaimento na direcao &5:

6.8 =01-&) (4.141)
e para decaimento nas duas diregoes:
f (51752) =(1- 51)2 (1 - 52)2 (4-142)
Considerando que a contribuicao é de uma funcao de forma i, torna-se possivel escrever:
P =¢ (4.143)

Combinando este termo com o anterior, obtém-se:

&

I I | P = —"— 4.144
T[4 6.6 (4.144)
Os demais termos a serem multiplicados sao considerados abaixo:
10RRL ORL
|| [Ja] |J5] = (4.145)

RO 22 on4

Combinando estes termos com os anteriores, conclui-se que as integrais a serem calcu-

ladas sao:

1+ (3 —4v) 6 i  ORL
]um—/ / V) O £ rark & —dsd( (4.146)

167u(1—v)  f(&,&) 0N 4

I /“/“ Qv —=1)(mrx—mry) & 3RL
e St(l—v)r  f(&,6) 0074

Estas integrais sao calculadas numericamente utilizando pontos de Gauss. Desta

(4.147)

forma, escreve-se:

ngq ngs (3 — 41/) (5lk +rry & OR L> ‘|
T = .- gs | Wy 4.148
" gCZ=1 {g<2=1 [< 16 (1 —v)  f(&,8) 0N 4 W | Wa ( )

L — ”ch { % l((% —871T)((1m_7’,1; )—Tnkr,z) ) (éi . gf: i) wgg} wgc} (4.149)

g¢=1 L gs=1
Aparecem dois somatérios nas igualdades, um para cada diregao dos pontos de Gauss.

Para a direcao ¢ o numero de pontos de Gauss ¢é definido como ngs e o peso do ponto é
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indicado como wy. Na dire¢ao ¢, o nimero de pontos € ng( seus pesos wgye. Para tornar

mais pratico o cdlculo destas expressoes, apresenta-se a seguir um roteiro:

1. Determina-se as coordenadas dos vértices do ECI e do ponto fonte no sistema re-

tangular local z125%3;
2. Calcula-se L e as componentes do versor 7;

3. Dado um ponto de Gauss ¢(, na direcao (, calcula-se suas coordenadas no sistema

retangular local 12223 e no sistema global a partir das coordenadas dos vértices do

ECI. Emprega-se as expressoes [2.182] e [2.183 apresentadas na Secao [2.5.2;

4. Determina-se R e %—g ;

5. Calcula-se para o ponto de Gauss gg, na direcao ¢, as coordenadas do ponto campo
no sistema retangular local 71Z,Z3 a partir das coordenadas do ponto fonte e do

ponto de Gauss na direcao (. Para isto, emprega-se novamente a expressao [2.183;

6. Determina-se as coordenadas do ponto campo no sistema local obliquo, empregando

a expressao [2.120}
7. A partir das coordenadas do ponto campo, calcula-se a expressao [4.144};

8. Calcula-se as coordenadas do ponto campo no sistema global a partir de suas coor-

denadas homogéneas e das funcoes de mapeamento [4.82] [£.83] ou [4.84}

9. Calcula-se r e suas derivadas;

10. Como os demais termos sao conhecidos, calcula-se o valor das expressoes [4.148| e

para o ponto campo considerado.

4.6 Exemplos

O objetivo dos exemplos apresentados nesta Se¢ao é demosntrar a eficiéncia e precisao
da formulacao de ECIs descrita neste Capitulo. Nos exemplos, a distancia a partir da qual
os ECIs sao empregados é determinada em um estudo realizado utilizando malhas pouco
refinadas, no qual verifica-se a partir de qual distancia o resultado nao é mais alterado de

forma significativa. Depois de encontrada e fixada tal distancia, parte-se para um segundo
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estudo no qual é variado somente o refinamento da malha. O refinamento final é entao
determinado quando verifica-se que um aumento no nimero de graus de liberdade nao
altera os resultados de forma significativa, consistindo na convergéncia para o valor final

a ser apresentado no exemplo em questao.

4.6.1 Semi-espaco infinito homogéneo

O problema a ser considerado é apresentado na figura . E aplicado, na superficie
de um semi-espaco infinito homogéneo, um carregamento quadrado de 100 kN /m? e com
2 m de aresta. O material tem mddulo de elasticidade igual a 10000 kN /m? e coeficiente
de Poisson igual a zero. O ponto A estd posicionado no centro do quadrado e o ponto B

se encontra em um dos seus vértices.

we

3 P = 100 kN/m? :
v v ¥y i cargaquadrada

semi-espaco infinito

E = 10000 kN/m2, v=0

Figura 4.15: Semi-espaco infinito homogéneo com carregamento quadrado

Para simular este problema foi criada uma malha com 73 nés, 128 ECs e 32 ECIs,
conforme ilustrado na figura O quadrado destacado no centro corresponde a area
carregada, as linhas tracejadas representam os ECIs e os pontos destacados nas bordas da
malha de ECs sao os que recebem as contribuicoes dos ECIs. E importante notar que os
EClIs nao adicionam novos graus de liberdade a malha original, nao alterando as dimensoes
do sistema de equacoes final. Esta vantagem nem sempre ocorre nas formulagoes presentes
na literatura, como sera visto mais adiante.

Na tabela sao apresentados os deslocamentos verticais calculados para os pontos
A e B, indicados na figura [4.15]

E apresentada, primeiramente, a solucao exata do deslocamento vertical nos pontos

A e B. Estes valores sao empregados como referéncia para o calculo do erro nas demais
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Figura 4.16: Malha de EC/ECI empregada

Ponto A | Erro (%) | Ponto B | Erro (%)

Solucao exata 2,2444 —_— 1,1222 —
Moser et al. (2004) | 2,2520 0,7 1,1298 0,4
Sem ECIs 2,1410 4,6 1,0371 7,6
Com ECIs 2,2114 1,5 1,1159 0,6

129

Tabela 4.1: Deslocamento vertical (m x 1072)

linhas. Em seguida sao apresentados os resultados obtidos por [Moser et al. (2004), o qual
emprega ECs e ECIs com fungoes de forma quadraticas. Por fim, as duas iltimas linhas
contém os valores obtidos neste trabalho utilizando a malha da figura[4.16] Primeiramente
foram calculados os deslocamentos empregando somente a malha de ECs, igualando os
deslocamentos e forcas a zero nos nés do perimetro. Em seguida adicionou-se ECIs para
modelar a regiao além da malha original, sendo que toda a sua influéncia é computada

nos nos do perimetro.

Comparando as duas ultimas linhas da tabela, conclui-se que a inclusao dos ECIs
melhora a precisao dos resultados de forma significativa. Além disto o acréscimo no custo
computacional pode ser considerado pequeno, pois os ECIs desenvolvidos neste trabalho
nao adicionam novos graus de liberdade a malha original. Esta vantagem nao ocorre no
caso dos ECIs da formulagao de Moser et al. (2004), pois seu uso implica em adicionar
novos nés a malha. Além disso, conforme pode ser observado na tabela [4.1], a precisao
dos elementos quadraticos de [Moser et al. (2004) pode ser considerada préxima da obtida

com os elementos lineares deste trabalho. Desta forma, conclui-se que elementos lineares
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sao suficientes para a simulacao deste tipo de problema.

Para melhor comparar a precisao os resultados obtidos com e sem os ECIs, foram
feitos vérios testes com diversas malhas diferentes. Foi verificado que, caso mais ECs
sejam adicionados no perimetro da malha inicial, mesmo sem os ECIs, a resposta se

aproxima da exata. Desta forma, foi montada a tabela

N. nés | Ponto A | Erro (%) | Ponto B | Erro (%)
| Solugdo exata | ——— | 2,2444 | —— [ 1,1222 | ——
'Com ECIs 57 | 2,1869 2,6 1,0923 2,7
2Com EClIs 73 | 2,2114 1,5 1,1159 0,6

Sem ECIs 57 | 2,0087 6,5 0,9558 | 14,8
Sem ECTs 73 | 2,1410 1,6 1,0371 7.6
Sem ECTs 89 | 2,1684 3,4 1,0702 4,6

Sem ECIs 105 | 2,1857 2,6 1,0887 3,0
TSem ECIs 121 | 2,1966 2,1 1, 0998 2,0
Sem ECIs 137 | 2,2076 1,8 1, 1066 1,4
Sem ECIs 153 | 2,2076 1,6 1,1109 1,0
Sem ECIs 169 | 2,2103 1,5 1,1135 0,8
2Sem ECIs 185 | 2,2119 1,4 1,1152 0,6

Tabela 4.2: Deslocamento vertical para vdrias malhas (m x 1072)

Esta tabela é semelhante a tabela .1, mas com uma coluna a mais para indicar o
nimero de nés empregados em cada simulagao. As duas linhas seguintes a solucao exata
sao os resultados das modelagens feitas com ECIs, as quais sao identificadas com os
nimeros 1 e 2, e as demais linhas sao os resultados sem ECIs. E possivel perceber que
os erros diminuem com o aumento do nimero de nés. Observa-se, por exemplo, que a
simulagao sem ECIs identificada com o niimero 1 é a primeira que supera, em precisao,
a simulacao com ECIs de mesmo niimero. O mesmo acontece com as linhas identificadas
pelo nimero 2. Considerando o ntimero de nés nestes casos, conclue-se que a utilizacao
dos ECIs permite uma reducao de mais de 50 % no numero de nds sem prejuizo da
precisao dos valores obtidos. Esta constatacao é muito relevante para este trabalho, pois
seu principal objetivo é a reducao do tempo de processamento sem perder a qualidade dos

resultados.

4.6.2 Semi-espaco infinito nao homogéneo

Como neste segundo exemplo é feita uma andlise semelhante a do primeiro, apresenta-

se aqui explicacoes mais resumidas. Na figura [4.15| é ilustrado um semi-espaco infinito
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nao homogéneo formado por duas camadas. A espessura da camada superior é de 15 m,
com um moédulo de elasticidade de 9000 kN /m? e coeficiente de Poisson 0,5. A camada
inferior possui espessura infinita, seu médulo de elasticidade é de 900 kN /m? e coeficiente
de Poisson também de 0, 5. Na superficie da camada superior é aplicado um carregamento

vertical circular de 2 kN /m? e 7,5 m de diametro.

@
I
I

p=2 kN/mZ2

MCarga circular
o0 o0
‘oo sew
camada 1
E,=9000 kN/m?
£ v,=0,5
0
w0 o0
LN ) LN ]
Z‘A camada 2
E,=900 kN/m?
P v,=0,5
*

Figura 4.17: Semi-espaco infinito nao homogéneo com carregamento circular

Este problema foi simulado empregando uma malha composta por dois trechos iguais,
um para a superficie e outro para a interface entre camadas, totalizando 242 nos, 448
ECs e 64 ECIs. O trecho da superficie é ilustrado na figura [4.18, em que o poligono
destacado no centro corresponde a area carregada, as linhas tracejadas representam os
EClIs, as linhas nao tracejadas correspondem aos ECs e os pontos assinalados sao os que
recebem as contribuigoes dos ECIs.

No trabalho de Burmister (1945a)), no qual este problema é analisado analiticamente,
foi obtido para o ponto central da area carregada um deslocamento vertical de 2, 5000 x
1072 m. A simulacdao com a malha da figura por sua vez, forneceu para o mesmo
ponto e direcao um valor de 2,5123 x 1072 m. Isto implica em um erro abaixo de 1 %,
podendo portanto ser considerado um resultado preciso.

Com o intuito de verificar a redugao na malha decorrente da utilizagao dos ECIs, mais
simulagoes foram feitas para diferentes nimeros de nés e foi montada a tabela [4.3]

A segunda linha da tabela contém o resultado obtido por Burmister (1945a), escolhido
como referéncia para o célculo dos erros. A primeira coluna da tabela indica o nimero de

nos empregados em cada simulacao, e seu aumento implica em uma maior distancia entre
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1
= e I
B .

Figura 4.18: Malha da superficie

| N.nés | Sem ECIs | Erro (%) | Com ECIs | Erro (%) |

| Burmister | 2,5000 | —— [ 2,5000 [ —— |
178 1,4965 40, 1 2,1278 14,9
210 1,7437 30,3 2,4110 3,6
242 2,0874 16,5 2,5123 0,5
274 2, 3865 4,5 2,5209 0,8
306 2,5033 0,1 2,5212 0,8
338 2,5207 0,8 2,5213 0,9

Tabela 4.3: Deslocamento vertical (m x 107?)

a area carregada e o perimetro da malha. A segunda coluna contém os valores obtidos
empregando uma malha somente com ECs, seguida de seus respectivos erros. Por fim, as
duas ultimas colunas contém os valores obtidos empregando ECIs e os erros em relagao

ao valor de referéncia.

E possivel observar que os resultados com e sem ECIs convergem ao valor de referéncia
com o aumento da distancia da area carregada ao perimetro. No entanto, quando sao
utilizados ECISs, o erro cai abaixo de 1 % com apenas 242 nds, enquanto que sao necessarios
306 nos para que isto seja conseguido sem ECIs. Desta forma, a utilizacao dos ECIs

permitiu uma reducao na malha de aproximadamente 20 %.
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4.7 Consideracoes finais

Neste Capitulo foram estudados alguns conceitos bésicos relacionados a teoria dos el-
ementos infinitos (EI), com o intuito de aplicar este conhecimento no desenvolvimento de
elementos de contorno infinitos (ECI) a partir de elementos de contorno convencionais
(EC). Apés a introducao, o Capitulo foi iniciado mencionando alguns dos primeiros tra-
balhos que envolveram Els. Em seguida, na Segao [4.3] descreveu-se resumidamente a
teoria empregada no desenvolvimento de Els com funcgoes de decaimento. Na sequéncia,
na Secao [4.4] foi abordado um outro tipo de EI, o qual é obtido por meio de fungoes de
mapeamento. A partir desta técnica foi desenvolvida, a partir do EC triangular linear
apresentado no Capitulo [2] a formulacao de um ECI mapeado.

O Capitulo foi entao encerrado com a aplicacao da formulacao desenvolvida. Nos dois
exemplos foi demonstrado que a utilizacao de ECIs possibilita que a malha seja reduzida
sem prejuizo da qualidade dos resultados, justificando que sejam empregados nos demais

problemas a serem estudados neste trabalho.
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Capitulo 5

O método dos elementos finitos

5.1 Introducao

O método dos elementos finitos (MEF) é uma ferramenta numérica utilizada na resolu-
¢ao de diversos problemas de engenharia. Neste trabalho esta ferramenta é empregada na
simulagao de estruturas compostas por laminas e barras, em andlise estética, elastica e li-
near. A teoria é apresentada de forma sucinta, referenciando publicagbes complementares.

A partir do equacionamento bésico do problema elastico, obtém-se uma equacao di-
ferencial que representa o equilibrio de um sélido qualquer. Aplicando-se nesta equacao
técnicas de residuos ponderados, chega-se a uma expressao que representa os trabalhos
interno e externo associados a estrutura em estudo. Divide-se entao a estrutura em um
numero qualquer de subdominios, denominados elementos finitos. A cada elemento é
aplicada a equacgao dos trabalhos interno e externo, adotando aproximagoes para os deslo-
camentos e deformacoes. O resultado é um sistema de equacoes para cada elemento,
tornando-se possivel entdao montar um tnico sistema valido para toda a estrutura. Apods
considerar as condi¢oes de contorno do problema é possivel resolver este sistema, obtendo-
se deslocamentos em pontos definidos na estrutura em questao.

Este mesmo tema pode ser encontrado em Assan (2003).

5.2 O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

O MEF é, de forma geral, a mais poderosa e eficiente ferramenta para analise de

problemas de dominio finito e de geometria qualquer. Neste trabalho o MEF ¢ apli-

135
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cado utilizando-se o método dos deslocamentos, o que implica em aproximar o campo
de deslocamentos de cada elemento finito por fun¢oes ponderadoras. Estas funcoes estao
relacionadas aos parametros nodais do elemento, que sao valores de deslocamento nos nos
do elemento.

No Capitulo [2] foi descrito sucintamente o problema elastico, e foi obtida a seguinte
equacao de equilibrio:

Oij,j +bi =0 (5.1)

Nesta equagao, 0;; sao as componentes de tensao em um ponto qualquer de um sélido
tridimensional submetido a cargas externas b;. Para equacionar o PTV considera-se a
equacao [p.1{ com condigoes de contorno essenciais e naturais, conforme ilustrado na figura

b1l

Figura 5.1: Sélido qualquer com condigoes de contorno arbitrarias

Na figura [5.1], Q é o dominio do sélido e T" é seu contorno. As condigoes de contorno
essenciais ou em deslocamento estao aplicadas na parcela I', do contorno I'. Isto é, em
I

sendo ¢ uma dire¢ao do sistema xyxox3.
Por outro lado, as condic¢oes de contorno naturais ou em forga estao aplicadas no trecho

I', do contorno. Ou seja, em I'y:

Di = Di (5.3)

A soma dos trechos I', e I', compoe o contorno total I', ou seja:

r=r,+1, (5.4)
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Definido o problema em questao, a equacao pode ser trabalhada aplicando-se téc-
nicas de residuos ponderados. A funcao ponderadora a ser escolhida corresponde a um
campo de deslocamentos virtuais u;, o qual deve satisfazer as condigoes de contorno essen-

ciais impostas ao problema. Definida esta funcao, escreve-se a expressao:

/ (047 + b)) @ = 0 (5.5)
Q

Integrando a expressao por partes, obtém-se:
- / 05052 + / bifiadS) + / pidl = 0 (5.6)
Q Q r
A expressao [5.6] escrita em forma matricial, é equivalente a:
[ & toraa = [{@" pya+ [{@) {p}dr (5.7
Q Q r

em que {€} corresponde ao campo de deformagoes virtuais decorrentes do campo de
deslocamentos virtuais {a}. A integral a esquerda da equagao é o trabalho virtual
interno mobilizado no sélido, enquanto as integrais a direita sao o trabalho virtual externo
decorrente das cargas externas aplicadas. O trabalho interno, que esta diretamente ligado
aos esforgos internos, estd equacionado em fungao das tensoes {c}. Para dar continuidade
as dedugoes, é preciso expressar esta integral em funcao das deformagoes reais {} corres-
pondentes as tensoes {o}. Pode-se relacionar o campo de tensoes ao de deformagoes por
meio de relagoes constitutivas. Estas relagoes podem ser representadas matricialmente

pela relagao:

{o} = [Dl{e} (5.8)

A matriz [D] representa um tensor de quarta ordem que traduz as caracteristicas do

material. Substituindo a relacao na expressao [5.7], obtém-se:

[ Dl{eran = [{a)" pyao+ [ {@}" {phar (5.9)

Q Q

Na expressao , a funcdo ponderadora {@} pode ser qualquer uma que satisfaga as

condicoes de contorno essenciais do problema. Pelo método de Galerkin, descrito em



138 CAPITULO 5. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Assan (2003)), esta fungao é o préprio campo de deslocamentos real {u} do problema.

Assim, adotando este procedimento, a expressao [5.9 se torna:

[T D ey do = [} {brd+ [ {u}" {p}ar (5.10)

A equacao representa o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Para resolver
esta equacao pelo MEF, deve-se dividir o dominio €2 do sélido em um determinado niimero
de subdominios (2;, denominados elementos finitos. Desta forma, cada integral da equagao
[5.10] passa a ser definida por um somatério das contribuigoes de todos os elementos finitos,

ou seja:

ne ne

S| [ty Dl erde) =3 | [} (o} an +n§1 [} {pyar (5.11)

— — ;
10 i (0 L,

em que ne é o numero total de elementos finitos.

As integrais em sao calculadas empregando fungoes interpoladoras que aproximam
o campo de deslocamentos {u} e o campo de deformagoes {c} em fungao dos parametros
nodais do elemento. Estes parametros sao os valores de deslocamento nos nés do elemento.

Desta forma, para o deslocamento {u}, escreve-se:

{u} = [H ()] {v'} (5.12)

Na igualdade |5.12] £ sdo coordenadas locais definidas em cada elemento finito, [H (£)]
é uma matriz de fungoes interpoladoras de deslocamento conhecidas e {u/} é um vetor que
contém os valores de deslocamento nos nés do elemento. Da mesma forma, representa-se

o campo de deformagoes {e} como segue:

{e} = [B(©)]{v'} (5.13)

em que [B(§)] é uma matriz de fungbes interpoladoras de deformagao. Substituindo as
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relacoes [5.12| e [5.13[ em [5.11], chega-se a expressao:

g l{uj}T (Qf_ [B]" [D][B] dQ) {uj}] =

J

= gl [{Uj}TQ{ [H]" {b} dQ] +]§ l{ua‘}Tr{ H () dF] (5.14)

O passo final é minimizar a energia potencial total expressa na equacao [5.14] sendo o
lado esquerdo da igualdade a parcela interna da energia e o lado direito a parcela externa.

Apés este procedimento, a equagao se torna:

(] {w)] = X ()] 515

em que

K9] = / 1B]" (D] [B] d2 (5.16)

7

{r} :/[H]T {6} d9+/[H]T {p}dr (5.17)

Q;

Portanto, para cada elemento j é calculada uma matriz [K;] e um vetor {f?}. Como
cada vetor {f7} é resultado das cargas externas aplicadas no elemento, ele é denominado
como vetor de cargas nodais. O somatério das matrizes K|, portanto, relaciona um
vetor de deslocamentos a um vetor de cargas nodais, e por este motivo cada matriz [Kj]

¢ denominada como matriz de rigidez do elemento.

Para que as contribuigoes [K] de todos os elementos possam ser somadas é preciso
definir um vetor de deslocamentos global, ou seja, que contenha todos os graus de liberdade
de todos os elementos finitos. O resultado é uma tunica matriz de rigidez que guarda a
influéncia de todos os elementos, assim como um unico vetor de cargas nodais. Por fim,

obtém-se um sistema de equagoes como segue:

(K} {u} = {f} (5.18)

Apds aplicar as condicoes de contorno, este sistema pode ser resolvido e sua solucao

resulta em valores de deslocamento nos nés de todos os elementos.
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5.3 Elemento finito utilizado nas estacas

E apresentado, nesta Secao, o elemento finito que é empregado neste trabalho para
simular as estacas. Cada estaca é modelada como um tnico elemento finito, cujas carac-

teristicas gerais sao ilustradas na figura [5.2

v) Wi .
M1 MQ u’ \L v 1
M \:M ! P4 qq
F, | F, WW Uy
? ¥a Us P2 92
Wsl/ T
s
Y3 u, Ps s
W
o N
v Py % Skl
4 u,
a) b) c) d)

Figura 5.2: Caracteristicas do elemento finito

A figura, que apresenta um elemento de quatro nés igualmente espacados ao longo
de seu comprimento, é dividida em quatro partes. Em sao ilustradas as cargas que
podem ser aplicadas no né do topo da estaca, incluindo forcas nas direcoes 1, o € x3
do sistema de coordenadas globais e momentos em torno de z; e . Em estao
representados quatorze parametros nodais de deslocamento, que incluem deslocamentos
nas diregoes x1, 9 € x3 nos quatro nds mais rotagoes em torno de x; e x5 no né do topo.
Todas as forgas de interagao estaca/solo sao modeladas como carregamentos distribuidos,
assim como ilustrado em [5.2c para as diregoes horizontais do fuste e em para as

direcoes verticais do fuste e da base.

Todos os deslocamentos e carregamentos distribuidos sao aproximados empregando
fungoes polinomiais, sendo que o grau dos polinémios ¢é escolhido considerando-se o niimero
de parametros definidos em cada situacao. Para as diregoes horizontais sao definidos

cinco parametros nodais de deslocamento, portanto o deslocamento u na dire¢ao x; e o
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deslocamento v na direcao zs podem ser escritos como:

u={o}" {u;} :{ ©D1 Yo1 P2 Y3 Pa }

v={p} {v;} :{ YD1 o1 P2 P3 P4 }

Uy

Uz
Uus

Uy

U1

V2

U3

Uy

141

(5.19)

(5.20)

Como sao cinco parametros, o ideal neste caso é empregar polinomios de quarto grau.

Utilizando uma varidvel auxiliar adimensional & tal que £ = ¥3/7, sendo L o comprimento

do elemento no sistema global, chega-se as seguintes fungoes de forma:

—B¢d 4 45gd — B2 4
=3¢ L +983L — UL+ <L
e} = Bled — 13568 4 97¢2
_%54 + 2753 o %52

¢t 58+ ¢

(5.21)

O deslocamento w na direcao 3, por sua vez, deve ser definido a partir de quatro

parametros. Portanto:

w:{¢}T{wi}:{¢1 G2 O3 ¢4}

w3

Wy

(5.22)

Quatro parametros implica na utilizagao de fungoes de terceiro grau. Empregando
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novamente a variavel adimensional &, obtém-se:

—28 4982 — U+
76 -2 +9¢
—5E0+188% — 3¢
38— 58 +¢

{o} = (5.23)

Os carregamentos horizontais do fuste, ¢ na direcao x; e p na direcao xs, sao também
definidos a partir de quatro parametros. Portanto pode-se aproxima-los com as mesmas

funcoes empregadas para os deslocamentos verticais w, ou seja:

q1

q2

1= 10V {0y ={ o1 62 0 o | (5.24)

qs
44

y41

p=(Y It ={ 6 6 d o i (5.25)

P3

Pa

O carregamento no fuste 7 na direcao x3, por sua vez, é definido a partir de trés

parametros. Portanto:

7= {w}" {n} :{ wi Wy ws } T: (5.26)

T3

Para trés parametros o ideal é empregar fungoes de segundo grau. Estas funcoes sao:

e - ger
{wy=1{ -9 +6¢ (5.27)

Por fim, como a carga na base da estaca ¢ definida a partir de um unico parametro,
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adota-se para ela uma aproximacao constante. Isto é:

o={1}{op} (5.28)

ou simplesmente:

o =0y (5.29)

Definidas as fungoes aproximadoras o proximo passo € escrever a expressao da energia

potencial total do elemento, que é dada por:
H=7T+ (5.30)

em que Y representa a energia potencial total de deformacao e €)' representa a energia
potencial total das cargas externas. Considerando as caracteristicas do elemento conforme

definidas na figura [5.2] cada parcela da expressao pode ser escrita como:
ET 1 EI 1 EA 1
T="1 / (') dg+ =L / (") dg + —-L / (w')? de (5.31)
0 0 0

1 1 1
QO = L/o uqdf—l—L/o vpdé + L/O wrdé + / wyopdA — Fyug — Fyvy — My — Mavy — Vg
A
(5.32)

Nas expressoes[5.31]e[5.32] L é o comprimento da estaca, E é seu mdédulo de elasticidade,
I é o momento de inércia da secao transversal e A é sua area. E necessario calcular
a derivada da aproximacao dos deslocamentos verticais, w, e a segunda derivada das

aproximacoes dos deslocamentos horizontais, u e v. Estas derivadas sao dadas por:

o’ = (¢} {u) (5.33)
o = (") (v} (5.34)
w = {6} {ws} (5.35)

O préximo passo é substituir estas derivadas, assim como as demais expressoes de-
finidas anteriormente, em cada termo das igualdades [5.31] e [5.32] e desenvolvé-las. Para

simplificar a deducao, estuda-se cada contribuicao separada das demais para posterior-
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mente analisar como elas devem ser somadas. Inicia-se com a seguinte integral:

S [ae = S [ ) e () b d = T 1K fu) (5.36)

em que

Kl = S [ Y e de (5.37)

Na sequéncia, efetua-se uma analise semelhante para todos os outros termos das ex-

pressoes [5.31] e [5.32] Desta forma:

SL e = S [ Y e = I () (539

sendo [Kj] dado em [5.37]

S [ @)de = S [ ) 1Y (6 s = )T ) (6539

em que
K] =200 [ ey 10 ag (5.40)
L[ wade = L [ (" (0} 10} lakde = (st (0] {ai) (5.41)
=1 [ o) (o} de (5.42)
L[ opde = 1 [ (0" {0} {0} i dé = (0" 1l () (5.43)

sendo [J;,] representado em [5.42]
L wrdg=1 w0 {w} (€ = {w)" (4] (i} (5.44)

sendo

L [ {0} {wh (5.45)

E finalmente

/abw4dA = [A/O'bdA Wy = Rw4 (546)

A

em que R é a forca resultante axial na ponta da estaca. A expressao da energia potencial
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total se torna entao:
T = {u:}" K] {us} + {vi}" [Kn] {vi} + {wi}" (K] {wi} + {u} [Ja] {a:} + (5.47)

+ {Uz'}T [l {pi} + {wi}T [Jo] {7} + Rwy — Fruy — Fyvy — Myu) — Mov] — Vay

O passo seguinte é minimizar a expressao da energia potencial total em funcao dos pa-
rametros nodais de deslocamento. Isto é feito calculando-se a derivada em relacao a cada
um dos quatorze graus de liberdade e igualando a zero, resultando em um sistema com
quatorze equacoes. Desta forma sao obtidas todas as contribui¢oes da matriz de rigidez

e do vetor de cargas nodais do elemento finito. As contribui¢oes na matriz de rigidez nas

diregoes x1 e x9 sao:

| 23722 A0SAL  —42876 26838  —7684 |
40841 SOSL? —6912L 3996L —1168L
K| = 45; —42876 —6912L, 81648 —55404 16632 (5.48)
26838 39961 55404 42282 —13716
| 7684 —1168L 16632 13716 4768 |

e as contribuicoes dos carregamentos distribuidos nestas mesmas direcoes no vetor de

cargas nodais sao:

721 495 —45 285
q
38 18L 18L 38L !
q 1 L qs
(£ = Q"] {a} = 54 2430 —486 —486 (5.49)
6720 .
97 —243 2673 567
q
38 162 378 474 !
721 495 —45 9285
P
381, 18L 18I 38L !
D2
{1 =Q'{n} = 54 2430 —486 —486 (5.50)
6720 .
97 —943 2673 567
P
38 —162 378 474 !
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A contribui¢do na matriz de rigidez na diregao x3 é:

148 —189 54 —13

o EA| —189 432 —207 54
] = 54 —207 432 —189
13 54 —189 148

(5.51)

e a contribuicao no vetor de cargas nodais devido aos carregamentos distribuidos nesta

direcao é:

72 1 0 T

T ReT I R R A (5.52)
3 —18 45 0 T3

7 —20 23 % R

As demais contribuicoes do vetor de cargas nodais podem ser diretamente somadas
nas posigoes correspondentes do vetor do sistema de equagoes final. Para que este sis-
tema possa ser montado, deve-se primeiramente escolher a ordem dos quatorze graus de

liberdade do elemento. Define-se entao o vetor global de deslocamentos como segue:

{u}TZ{ up v wi U/1 vi U V2 W2 U U3 W3 Ug U4 w4} (5‘53)

Na sequéncia, cria-se um vetor no qual sao posicionadas as cargas aplicadas no topo

da estaca conforme a ordem definida para os graus de liberdade. Este vetor é:

H={A R v M Mmoo0o00000} (5.54)

O passo seguinte é montar a matriz de rigidez global do elemento, com quatorze linhas
e colunas. Todos os termos diferentes de zero estdao presentes nas matrizes [K'] e [K?],

apresentadas nas igualdades e [5.51] respectivamente. Portanto, a matriz [K| global
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é organizada abaixo referenciando as matrizes menores que ja foram escritas:

(K, 0
0 K

0 0

Ky 0
0 —Kj

Kl 0
0 K

0 0

Kl 0
0 Kj

0 0

Ky 0
0 Kj

00

0

1
K12

0

1
_K12

0

1
K13

0
Ki
0
0
— Ky

0
0

2
K42

Kl
0
0

K,
0

Kl
0
0

Kl
0
0

K,
0
0

0
Ky
0

0

1
24

0
0

2
K43

Kis
0
0

K
0

e
0
0

0

1
K15

0

0

1
25
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(5.55)

E importante observar que alguns dos termos referentes a rotacao em torno do eixo

Zo tém o sinal trocado. Isso é necesséario por causa dos sentidos adotados como positivos,

sendo a rotacao em torno do eixo x; positiva e a rotagao em torno do eixo xs negativa.

Por fim, deve-se agrupar em um unico vetor todas as contribuigoes dos carregamentos

distribuidos. Para facilitar este procedimento, monta-se uma matriz global [Q)] a partir

das matrizes [@1] e Q2] utilizadas nas expressoes [5.49] |5.50| e [5.52, O resultado é uma




148 CAPITULO 5. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

matriz de quatorze linhas e doze colunas, como segue:

QL 0 0 Q, 0 0 Q5 0 0 Q, 0 0
0 Q, 0 0 Q, 0 0 Qi 0 0 Q, 0
0 0 %1 0 0 fQ 0 0 fg 0 0 f4
Qy 0 0 @, 0 0 Q4 0 0 Q% 0 0
0 -Q% 0 0 -Q% 0 0 Q% 0 0 -Q 0

0 Qy 0 0 @y 0 0 Qs 0 0 Q4 0
0 0 Q3 0 0 2, 0 0 52 0 0 2
Qun 0 0 Qp, 0 0 Qg 0 0 Q, 0 0
0 Qun 0 0 @y 0 0 Qs 0 0 Qy 0
0 0 @ 0 0 @ 0 0 Q3 0 0 Q3
Qu 0 0 @y 0 0 @y 0 0 Q4 0 0
0 Q@ 0 0 @ 0 0 @ 0 0 @ 0
0 0 @, 0 0 Q@ 0 0 Q% 0 0 Qf

(5.56)

Novamente, como a rotacao em torno do eixo x; positiva e a rotacao em torno do eixo
T negativa, alguns termos aparecem com o sinal trocado. Montada a matriz global (@],

ordena-se os valores nodais dos carregamentos distribuidos como segue:
T
{s} :{ G P1 T G2 P2 T2 Q3 D3 T3 Qa Da R} (5.57)

O sistema de equagoes global pode entao ser escrito utilizando os vetores e
B.57 e as matrizes 5.55 e 556l O resultado é:

[K]{u} = {f} = QI {s} (5.58)

ou

(K] {u} ={f} —{r} (5.59)

em que {r} representa os carregamentos distribuidos em termos de cargas nodais concen-

tradas.

A equagao representa uma Unica estaca formulada com o MEF, a qual deverd ser
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posteriormente acoplada formulagdo do método dos elementos de contorno (MEC). Caso
existam duas ou mais estacas, suas equagoes sao agrupadas em um unico bloco para que
sejam acopladas de forma mais simplificada. Caso sejam duas estacas, por exemplo, o

agrupamento ¢ feito da seguinte forma:

K, 0 U _ f1 B Q1 0 51 (5.60)

0 K U f2 0 Q2 S2
sendo que os termos com indice subscrito 1 se referem a uma das estacas e os com indice 2
se referem a outra. Esta equagao pode ser extendida para um nimero qualquer de estacas

COomo segue:

K, 0 0 Uy J1 Q1 0 0 51
0 K 0 U 0 0 S

2 2 fa | Qz 2 (5.61)
00 Ky | | un I 00 Qn | sn

em que n € o numero total de estacas.

5.4 Elementos finitos laminares

Nesta Secao é feita uma breve descricao da formulacao empregada nos elementos finitos
laminares que sao utilizados na superestrutura do programa utilizado neste trabalho. A
combinacao destes elementos permite a simulagao de uma grande variedade de estruturas,
como por exemplo silos e galpoes. Esta abrangéncia se dé pela da combinagao do elemento
de placa DKT com um elemento de membrana, como sera visto mais adiante.

Podem ser consideradas laminares estruturas tridimensionais nas quais uma dimensao
¢ muito menor que as outras duas. Sao exemplos disto placas, paredes e estruturas em
geral formadas por estes dois subsistemas.

Na formulacao utilizada neste trabalho, sao consideradas as hipéteses de Kirchoff-Love.

Estas sao:

e A espessura da lamina é pequena quando comparada as suas demais dimensoes e

aos raios de curvatura de sua superficie média.
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e As tensoes normais a superficie média sao despreziveis em relacao as demais.

e Um ponto pertencente a uma reta ortogonal ao plano médio indeformado continua,
apos a lamina ter se deformado, pertencendo a mesma reta ortogonal ao plano médio

deformado.

e Os deslocamentos normais ao plano médio sao pequenos quando comparados a es-

pessura da lamina.

Partindo destas hipdteses, o campo de deslocamentos em um elemento finito laminar

pode ser escrito como:

u (1,72, 73) o (21, 72) —9632%?
{ut =1 vz, 20,23) ¢ =9 wvo(zy,22) — $3?9%§ (5.62)

w($1>$2,$3) Wo (9517332)

Na igualdade os deslocamentos u e uy encontram-se na diregao do eixo z, os
deslocamentos v e vy estao na direcao do eixo x5 e os deslocamentos w e wy estao na
direcao do eixo x3. Os deslocamentos u, v e w se referem a um ponto P qualquer no
dominio da placa, e os deslocamentos ug, vy € wy ocorrem na projecao P’ do ponto P no

plano médio da placa deformada. Estas informagoes podem ser visualizadas na figura|5.3|

Posicio indeformada
/qu

L
Lt

Posicdo deformada

Figura 5.3: Direcao dos deslocamentos e posicao dos pontos P e P’

Ao determinar o campo de deformagoes, deve-se separar as parcelas referentes ao efeito

da flexao e ao efeito de membrana. As deformagoes sao dadas entao por:

Oug 2wy
ox1 8%%
=l tled=] = fon) 2w (5.63)
dug Ovg 02w

8£B2 8%1 (9931 8x2
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Na igualdade [5.63, o indice subscrito m indica efeito de membrana e o indice subscrito

f indica efeito de flexao.

Para determinar a matriz de rigidez do elemento considerado, deve-se determinar as
matrizes [B] e [D] que aparecem na equacao |5.16{ A obtencao de [D] parte da aplicagao

das relagoes constitutivas entre tensao e deformacao. Ou seja:

{o} = [Dl{e} (5.64)

A obtengao da matriz [B] envolve as aproximagoes adotadas para os deslocamentos no

elemento. Estas sao dependentes dos parametros nodais do elemento, e podem ser escritas

(=} = | 7 ;’f Z’: (5.65)

O subvetor u/, contém os graus de liberdade do elemento finito j referentes ao efeito
de membrana, e o subvetor uif contém os graus de liberdade de j referentes ao efeito de
flexao. As submatrizes ¢; e ¢, contém as fun¢oes de forma adotadas para a parcela
de flexao e de membrana, respectivamente. A aproximacao para as deformacoes é entao
obtida a partir da relagao |5.63, chegando a:

u’

{e} = [B] {uj}:[Bm ngf] " (5.66)

J
Wy

O termo [B,,] é a matriz que contém as fungoes de interpolagao referentes ao efeito
de membrana e o termo [By] é a matriz que contém as funcoes de interpolagao referentes
ao efeito de flexdo. Substituindo as matrizes [B] e [D] na expressao [5.16} pode-se obter a

matriz de rigidez do elemento laminar pela expressao:

K9] = / 1B]" (D] [B] d2 (5.67)

Q;

em que €); ¢ o dominio do elemento. Apds efetuar a integral, obtém-se:

(5.68)
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As submatrizes de zeros identificam uma importante caracteristica desta formulacao,

que ¢é a independéncia entre os efeitos de membrana e flexao.

5.5 Graus de liberdade do elemento finito laminar

Os elementos finitos laminares utilizados neste trabalho sao triangulares e com trés
nos, havendo um né em cada vértice. Dos graus de liberdade associados a cada no, trés
sao referentes ao elemento finito de membrana, FF, e trés sao referentes ao elemento finito
de flexao, DKT. O elemento finito de membrana com os graus de liberdade de seus nos

pode ser visualizado na figura [5.4]

Figura 5.4: Graus de liberdade do elemento finito de membrana FF

Na figura estd ilustrado o sistema de coordenadas local x!, a numeracao dos nés e
os graus de liberdade de cada né referentes ao elemento finito de membrana. No sistema
local, a origem estd localizada no né nimero 1 do elemento. O eixo x4 é alinhado com o

lado do elemento cujas extremidades sdo os nés 1 e 2, orientado para o né 2. O eixo ), é

perpendicular ao eixo z}, e pertence ao plano do elemento. Por fim, o eixo % é ortogonal
ao plano do elemento.
Em cada né do elemento de membrana existem trés graus de liberdade. O desloca-
t direcao do eixo local ! e o desl t direcao do ei
mento u ocorre na diregao do eixo local x7 e o deslocamento v ocorre na dire¢ao do eixo
local #,. A rotagdo 6 se d4 em torno do eixo x4, sendo positiva do eixo x} para o eixo .

Os graus de liberdade nos nés do elemento organizados em forma de vetor sao:

{um}T:{ Uy 1 0% U2 V2 9% Uus Us eg} (569)

O elemento finito utilizado neste trabalho para computar o efeito da flexao foi o DKT,
conforme mencionado anteriormente. Este elemento com seus graus de liberdade esta

ilustrado na figura [5.5
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Figura 5.5: Graus de liberdade do elemento finito DKT

Nas rotagoes #, indicadas nos nés do elemento DK'T na figura [5.5] o indice subscrito
indica o nimero do né e o indice sobrescrito indica o niimero do eixo local em torno do
qual se d4 a rotacio. Os deslocamentos w sao na diregao do eixo local z5. Estes graus de

liberdade podem ser listados em um vetor como segue:
{Uf}T = { wy 0 02 wy 0} 63 ws 6] 03 } (5.70)

O elemento finito de membrana indicado na figura [5.4] em conjunto com o elemento
finito DKT indicado na figura compoem o elemento finito laminar DKT/FF, que é
utilizado neste trabalho. Este elemento com todos os seus graus de liberdade estd ilustrado

na figura 5.6

Figura 5.6: Graus de liberdade do elemento finito laminar DKT/FF

Os deslocamentos u indicados na figura [5.6 s@o vetores que contém os graus de liber-

dade de cada né. Estes vetores sao escritos a seguir:
{Ul}T — { uy V1 9% w1 ‘9% 9% } (571)
{UQ}T == { Ug Vg 03 Wo 0; 9% } (572)

{ug}Tz{ us vy 03 wy 0} eg} (5.73)
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Sao seis graus de liberdade por né, totalizando os dezoito graus de liberdade do ele-

mento finito DKT/FF.

5.6 Rotacao de eixos

A matriz de rigidez do elemento finito DKT/FF pode ser obtida pela expressao [5.68]
a partir das submatrizes [K,,] e [K;]. A teoria envolvida na obtengdo destas matrizes
¢ extensa e expo-la neste texto desviaria muito dos objetivos deste trabalho. O desen-
volvimento para a obtengao da matriz [K,,| pode ser encontrado em Bergan e Felippa
(1985), onde ¢ utilizada a formulagao livre. As dedugdes para a obten¢ao da matriz [K/],

referentes ao elemento DKT, podem ser encontradas em Batoz (1980).

Ap6s deduzir a matriz de rigidez do elemento DKT /FF, é preciso definir como esta ma-
triz pode ser rotacionada do sistema de coordenadas local para o global. Isto é necessario
porque a matriz definida para cada elemento finito da estrutura deve ser rotacionada
antes de computar sua influéncia na matriz de rigidez global da estrutura. Para formular
este problema, considera-se um elemento finito genérico orientado segundo uma direcao

qualquer, conforme mostrado na figura [5.7]

X

Figura 5.7: Sistema de coordenadas global x1xox3 e local :Ulla:éxé

O sistema de coordenadas local z{ za} pode ser relacionado ao sistema de coordenadas

global x1x9x3 por meio de uma matriz de rotacao (3. Assim, escreve-se a igualdade:

{oi} = [5] {a} (5.74)
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ou
ZIZ'll T
oyt =[]} = (5.75)
(L’é ZT3

A matriz de rotacao 3 é dada por:

Y11 Y12 713
[B}: Vo1 Y22 Y23 (5.76)

Y31 Y32 V33

em que os temos ;; correspondem aos co-senos diretores entre os eixos locais e globais.
Apoés determinar a matriz de rotagao 3, é possivel determinar a matriz a ser utlizada para

rotacionar a matriz de rigidez do elemento DKT/FF. Esta matriz é:

(6] = 0 O (5.77)
0 g

A partir da matriz[5.77], pode-se rotacionar a matriz do elemento aplicando a expressao:

K] = [ [K7] 1 (5.78)

A matriz {f( J }, calculada pela expressao |5.78 para cada elemento, esta pronta para ser

computada na matriz de rigidez global da estrutura.

5.7 Elementos utilizados no edificio

A formulacdo a ser empregada no edificio é a mesma do trabalho de [Ribeiro (2005]).
As vigas e pilares sao representadas por elementos unidimensionais com seis graus de
liberdade por né. Estes graus de liberdade sao os mesmos do elemento laminar descrito
na Secao [5.5 o qual é empregado para representar as estruturas planas do edificio. Desta
forma, é possivel garantir uma continuidade adequada quando elementos unidimensionais

sao conectados a elementos bidimensionais.
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5.8 Acoplamento MEC/MEF

E demonstrado, nesta Secao, como é feito o acoplamento entre as formulacoes do
método dos elementos finitos (MEF) e do método dos elementos de contorno (MEC). A

figura representa o problema completo a ser estudado.

Edificio (MEF)

o Radier | (MEC/MEF) o0
"*" Superficie (MEC) I | i Tt
Estacas (MEC/MEF)
o0 o0
""" Contato (MEC/MEC) Tt
2. 2.

Contato (MEC/MEC)

00

Figura 5.8: Problema de interacao solo-estrutura

O edificio, o radier e as estacas sao modeladas com o MEF, enquanto que o macico
nao-homogéneo é simulado empregando o MEC. O macigo é representado por um semi-
espaco infinito nas direcoes radiais, e que pode também ser infinito na direcao vertical
dependendo das condigoes de contorno adotadas. A presenca do radier é considerada no
MEC como um conjunto de cargas aplicadas na superficie, enquanto que a presenca das
estacas é representada por linhas de carga aplicadas no interior do macico. Como cada
estaca ¢ modelada por um unico elemento finito considera-se, neste trabalho, que todas

as estacas estao contidas na primeira camada do semi-espaco infinito.

Inicia-se escrevendo o sistema de equacoes do MEC que representa o semi-espaco

infinito. Segundo as técnicas empregadas neste trabalho, a forma mais geral deste sistema
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é apresentada ao final do Capitulo [3] na expressao [3.54, Ou seja:

Hy, H, 0 (] Gy My
D

Hcl Hcc 0 Ue - Gcl Mci (5 79)
Si

Hy Hi. ci Us Gy M

O indice [ se refere a superficie do macico, incluindo o contato com o radier. O indice ¢
indica o conjunto de todas as superficies de contato entre camadas e o indice ¢, por sua vez,
se refere a termos calculados para pontos internos, ou seja, as estacas. Todas as matrizes
do tipo [H] e [G] provém da integracao dos contornos, enquanto que as matrizes do tipo
[M] provém da integragdo das linhas de carga que representam as estacas e a matriz
[cii] é calculada conforme apresentado no Capitulo B} Os vetores do tipo {u} contém
deslocamentos, o vetor {p;} contém carregamentos aplicados na superficie do macigo e

{s;} contém as cargas aplicadas nas linhas de carga.

Conforme pode ser observado em [5.79, a matriz do lado direito da igualdade nao é
quadrada. Isto ocorre devido a estratégia utilizada na técnica alternativa descrita no
Capitulo 3] em que as cargas dos contatos entre camadas sao eliminadas. Entretanto,
para tornar possivel a formulagao empregada neste trabalho no acoplamento MEC/MEF,
é necessario que esta matriz seja inversivel. A solucao aqui adotada é calcular, também
para os contatos, as contribuicoes das cargas e posicioné-las na matriz de forma a torna-la
quadrada. No entanto, este procedimento torna necessario que tais cargas sejam igualadas
a zero. Isto é feito depois que as equagoes do MEC sao agrupadas as do MEF, conforme
descrito mais adiante. Seguindo com a deducao, mantendo os mesmos indices definidos

anteriormente, a equacao [5.79 se torna:

Hy He. O W Gy Gie M, i
Hcl Hcc O Ue = Gcl Gcc Mci Pe (580)
H; H,. cy Uy Gil Gic M;; S

Para permitir a manipula¢ao matricial necessaria ao acoplamento MEC/MEF é preciso
diferenciar, entre os nés que pertencem a superficie do macico, os que participam do
contato com o radier daqueles que nao participam deste contato. Empregando o indice

r para os nés em contato com o radier e mantendo o indice [ somente para os que nao
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pertencem a este contato, a igualdade [5.80] se torna:

Cij

Gu
G
Ga
Ga

bi
Pr
Pe

Si

(5.81)

Como a matriz a direita da igualdade é inversivel, é possivel isolar o vetor de

cargas da seguinte forma:

Gu
Gl
Ga
Gil

Hy
H,,
Hy
H;

Hy,  Hic
Hy Hye
Her He
Hy  Hic

Uuj
Uy

U

Uy

y2j
Pr
Pe

Si

(5.82)

Efetuando o produto das duas matrizes a esquerda da igualdade [5.82] obtém-se:

B
By
Be.
B

Uy

bi
Pr
Pe

Si

(5.83)

A igualdade [5.83] é o ponto de partida da formulacao do MEC para o acoplamento

com o MEF. Entretanto, antes que as equagoes dos dois métodos sejam agrupadas, deve-

se atentar a incompatibilidade existente entre as cargas do MEC e as do MEF. Esta

incompatibilidade ¢ ilustrada na figura |5.9

MEF

Figura 5.9: Incompatibilidade entre as cargas de superficie e as cargas nodais

Conforme apresentado na figura, as cargas do MEC sao aplicadas de forma distribuida

sobre os elementos, enquanto que as do MEF sao aplicadas de forma concentrada nos nés.

Portanto, para possibilitar que os métodos sejam coerentemente acoplados, a solucao
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empregada neste trabalho é transformar as cargas distribuidas do MEC em cargas nodais
concentradas, assim como no MEF. Também é possivel transformar as cargas nodais
concentradas do MEF em carregamentos distribuidos como no MEC, no entanto esta
opgao foi descartada porque, segundo |Almeida (2003b), este procedimento exige maior

esforco computacional.

O procedimento para transformar os carregamentos distribuidos em cargas nodais con-
siste, basicamente, em escrever a expressao de sua energia potencial total e entao mini-
mizar esta energia segundo os graus de liberdade definidos em cada né. Este procedimento
ja foi realizado para as linhas de carga na Secao |5.3, e o resultado foi uma expressao do
tipo:

{ri} = [Qul {si} (5.84)

em que {r;} é o vetor de cargas nodais e [@Q;] é uma matriz cujos indices foram deduzidos
na Secao [5.3] Resta entao escrever os carregamentos distribuidos sobre os elementos
triangulares da superficie do macigco em termos de cargas nodais concentradas. Como o
procedimento a ser realizado é o mesmo para as trés direcoes do sistema de coordenadas
global xyxox3, por questao de praticidade, nas proximas dedugoes ¢ tomada uma tnica

direcao.

Parte-se do trabalho realizado pelas cargas de superficie. Este trabalho, analisado em

um unico elemento finito, pode ser representado pela expressao:
T= [p(.6.6) w6 &) dA (5.85)
A

em que & e & sao coordenadas locais definidas no elemento e &3 é funcao das outras duas.
A funcao p é uma aproximacao das forcas de superficie atuantes no elemento, e a funcao
w é uma aproximacao do campo de deslocamentos do elemento. A area do elemento esta

indicada pela letra A.

Como na formula¢ao do MEC apresentada no Capitulo [2] é considerada uma aproxi-
macao linear de forgas e deslocamentos, conforme a figura[5.10], as aproximagoes de w e p
sao adotadas como lineares no célculo do trabalho das cargas. Esta aproximacao resulta

nas funcoes:

w (&1, 82, 83) = w18y + waby + w33 (5.86)
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e
p(&,82,8) = pi&i + 2o + paés (5.87)
com
G=1-6—-& (5.88)
W, Ps
) ©)
w, @ @ P,
@ W Pl @

Figura 5.10: Aproximacoes lineares adotadas para w e p

Substituindo as fungoes e na expressao [5.85, obtém-se a expressao:

= / (w1€1 + was + ws&s) (Pr&r + pake + psls) dA (5.89)
A

A expressao final do trabalho realizado pelas forcas de superficie é obtida desenvol-
vendo-se a expressao |5.89| e efetuando-se a integral. Neste procedimento, uma ferramenta

util é a seguinte féormula:

11617145
nl #n2 7]3dA — 924 T1:7)2:M)3: 5.90
Z& 2 & (m 412+ 13 + 2)! (5.90)

Depois de chegar a expressao final do trabalho realizado pelas forcas de superficie,
deve-se minimizar o funcional da energia potencial acumulada no elemento finito. Ao

final das deducoes, chega-se a igualdade:

r 2 11| m

A
(=12 1] (5.91)
rs 11 2| ps

O vetor a direita da igualdade em contém o valor da carga distribuida nos nés de
um elemento qualquer da superficie do solo, segundo uma direcao qualquer. O vetor a es-
querda contém as cargas nodais equivalentes, obtido por meio da matriz de transformagao

a direita.
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A partir da relagao [5.91} é possivel encontrar a influéncia de um tnico elemento de

contorno no vetor de cargas nodais equivalente do MEF. Para relacionar todos os termos

dos vetores, esta regra deve ser repetida para todos os elementos de contorno que compoem

a malha da superficie do macico. O resultado sao as seguintes expressoes:

{r} = [Qul{pi}

{7“7«} = [er] {pr}

{re} = [Qccl {pc}

E possivel combinar as expressoes |5.84L |5.92|, |5.93| e |5.94| da seguinte forma:

T _ Qu 0 0 0 - D
|0 @ 0 0 Pr
el 00 @ oo ]
Ti L 0 0 0 Qs ] Si

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

Observa-se, na igualdade[5.95, que as reacoes sao independentes entre si. Isto acontece

porque sao empregados nos duplos nos pontos em comum entre malhas, tornado-as todas

independentes. Esta propriedade é 1itil para que a contribuicao das cargas de contato {p.}

possa ser posteriormente igualada a zero, pois isto sera feito igualando-se {r.} a zero.

Assim, para transformar as cargas do MEC em forgas concentradas nos néds, basta

multiplicar ambos os lados da equagao pela matriz apresentada na expressao [5.95]

Este procedimento fornece a seguinte relacao:

_ Qu 0
0 Qr
0 0

00

0
0

QCC
0

0
0
0

Bi. By
B,.. By
Bee Bei
Bic BZZ

uj

Ue

Uy

Qu 0
0 Qn
0 0
0 0

0
0

QCC
0

0
0
0

b
Pr
Pe

Si

(5.96)
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e, por fim:
Dy Dy Dy Dy Uy T
Drl Drr Drc Dri Uy Ty
- (5.97)
Dcl Dcr Dcc Dci Ue Te
i Dy Dy D Dy | U; T

A igualdade representa toda a contribuicao do MEC no acoplamento, com os
carregamentos expressos como cargas concentradas nos nos. O passo seguinte é analisar

as contribuicoes do MEF, que podem ser equacionadas como segue:

(K] {u} = {f} —{r} (5.98)

Em m, [K] é a matriz de rigidez que representa todos os elementos finitos definidos
na simulacao. Os vetores {u} e {f} contém, respectivamente, todos os deslocamentos e
todas as cargas prescritas no MEF. O vetor {r} contém as cargas provenientes do MEC,
que aparecem com o sinal negativo por serem tratadas como reativas na equagao. Na
sequéncia, esta equagao deve ser reescrita para que possam ser visualizados os trechos

referentes ao edificio, ao radier e as estacas, conforme ilustrado na figura 5.8 Assim:

Kee Ker Kez Ue fe Te
Kre Krr Km Uy = fr - Ty (599)
Kie Kir Km Uy fz T

Os indices r e 7 empregados na equacao tém o mesmo significado definido ante-
riormente na igualdade [5.97] O indice e, por sua vez, se refere a nés que nao estao em
contato com o MEC. A etapa seguinte é expandir as matrizes e vetores de de forma

a incluir os nés do MEC que nao estao em contato com o MEF. O resultado é:

(K. Ko, 00 Kl u f. e

K, K, 0 0 Ky (I Ir Ty

0O 0 00 O w o= fi (=9 7 (5.100)
0 0 00 0 e fe re

K, Ki; 0 0 Ky U i T

Todos os indices utilizados na equagao |5.100| foram definidos anteriomente. Observa-se
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que na terceira e quarta linhas de [5.100] estao estabelecidas as seguintes identidades:

{fiy={nt, {f}={r (5.101)

Isto significa que as reagoes do solo referentes aos pontos que nao tém contato com
o MEF sao as préprias cargas prescritas. Desta forma, caso seja necessario considerar
algum carregamento aplicado na superficie livre e que nao faga parte do contato, basta
prescrevé-lo em {f;}. Se torna possivel também igualar a zero as cargas de contato entre
camadas, procedimento necessario devido a estratégia empregada para tornar quadradas
as matrizes da equagao [5.80} Igualando {f.} a zero as reagoes {r.} automaticamente sao
igualadas a zero, conforme apresentado em Sendo {r.} igual a zero todas as cargas
de contato {p.} também se tornam zero, devido & relagao Portanto, basta igualar
sempre o vetor {f.} a zero para resolver o problema criado na relagao m

Em seguida, reescreve-se a igualdade de forma a incluir os nés do MEF que nao

fazem parte do contato com o MEC. Ou seja:

— 0o 0 0 0 0 - U Te
0 Dy Dy Dic Dy (0 Ty
0 Dy Du D Dy w o=\ "n (5.102)
0 Do Dy Dee D Ue Te
0 Dy Dy Die Dy Uy T

Observa-se que na primeira linha de [5.102 as reagoes {r.} sdo sempre igualadas a zero.
Isto acontece porque o MEC nao entra em contato com estes noés.
A etapa final é substituir a expressao na relacao [5.100, agrupando todas as

equagoes do acoplamento MEC/MEF. Este procedimento fornece:

K. K, 00 K| [ w £l To o o o olfw
K, K, 00 K, Uy Ir 0 Dy Dy D, D,y Uy
0 0 00 0 | wve=2fit—|0 Dy Dy Dw Dy |{ u
0 0 00 0 || u f. 0 D, Dy Dw Du || u
Ko Ky 00 Kil|l| w fi 0 Dy Dy Di Di || u

(5.103)
Na relacao [5.103] que representa o acoplamento MEC/MEF, o ntimero de incégnitas é
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igual ao nimero de equagoes. Além disto foram eliminadas todas as reagoes desconhecidas
do solo, restando apenas o vetor de deslocamentos como icégnita. Como tanto a matriz
a esquerda da igualdade como a matriz a direita da igualdade multiplicam este mesmo

vetor, torna-se possivel separar-se as incognitas dos valores prescritos. O resutado é:

(K. Ko 0 0  Ki || Iz

Kre (Kyw+Dpy) D Die (K4 D) | | ur Jr
0 Dy, Dy Dy Dy; w =4 fi (5.104)

0 D, Dy Dee D, U 0

Kic (Kir+ Di) Dy D (Ki+ Dy) u; fi

ou simplesmente

(A {u} = {/f} (5.105)

A igualdade [5.105] é um sistema de equagoes lineares, no qual o niimero de incognitas
¢ igual ao nimero de equagoes. Desta forma, é possivel resolver o sistema e obter todos os
deslocamentos incognitos do acoplamento MEC/MEF. As forcas prescritas nos contatos
entre camadas devem ser sempre iguais a zero, tal como indicado no vetor a direita da
igualdade [5.104]

Podem ser empregadas, na equagao [5.105] técnicas usuais do MEF caso se queira
considerar uma superficie indeslocavel no solo ou qualquer outro tipo de restricao de
deslocamento. O procedimento adotado neste trabalho inicia-se zerando os termos do
vetor {f} referentes aos deslocamentos restringidos. Em seguida, as linhas e colunas cor-
respondentes da matriz [A] sdo zeradas e, por fim, iguala-se a 1 os termos correspondentes
da diagonal principal de [A].

Calculados os deslocamentos, torna-se possivel determinar varios outros valores de
interesse tanto no MEC como no MEF. Com o exemplo, cita-se a deteminacao de esforcos
internos nos elementos estruturais do edificio e o calculo de valores em pontos internos do

macico de solos.

5.9 Consideracoes finais

Neste Capitulo foi apresentada de forma sucinta a formulacao do método dos elementos

finitos (MEF), bem como a estratégia empregada para acoplar esta formulagao ao método



5.9. CONSIDERACOES FINAIS 165

dos elementos de contorno (MEC).

Aplicando a teoria advinda da Mecanica dos Sélidos, foi obtida uma equagao de equi-
librio valida para um soélido qualquer. A partir desta equacao e de técnicas de residuos
ponderados, foi possivel obter uma expressao que representa os trabalhos externo e interno
do solido e que compoem sua energia potencial total. Dividindo o dominio em um niimero
qualquer de subdominios denominados elementos finitos aplicou-se, a cada um deles, a
equacao da energia previamente obtida. Adotando aproximacoes para os deslocamentos e
deformagoes e minimizando a energia potencial total, chegou-se a uma matriz de rigidez e
a um vetor de cargas nodais para cada elemento finito. A partir destes foi possivel montar
entao uma matriz e um vetor globais, ou seja, validos para toda a estrutura. Esta matriz
e este vetor sao utilizados para montar um sistema de equacoes global, ao qual devem ser
aplicadas as condicoes de contorno do problema. Apds aplicar estas condicoes e resolver
o sistema, obtém-se os deslocamentos incognitos do sélido em questao.

Ao final do Capitulo, apresentou-se a teoria que serd empregada para acoplar a formu-
lacao do MEF com a do MEC. Antes de agrupar as equacgoes é necessario transformar as
forcas de superficie do MEC em cargas nodais equivalentes, para que possam ser poste-
riormente aplicadas como forgas reativas na expressao do MEF. Foi necessario adaptar as
manipulacoes matriciais a técnica alternativa de subregices do MEC, descrita no Capitulo

Bl a qual pode gerar matrizes que nao sao quadradas.
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Capitulo 6

Exemplos

6.1 Introducao

Neste Capitulo sao apresentadas as principais aplicagoes da formulacao desenvolvida
neste trabalho, cujo objetivo é a simulacao de problemas de interagao solo-estrutura.
E empregado o método dos elementos de contorno (MEC) para simular o maci¢o de
solos, conforme a teoria apresentada nos Capitulos [2, [3] e [dl A estrutura, por sua vez, é
modelada empregando o método dos elementos finitos (MEF), conforme apresentado no
Capitulo 5} Também no Capitulo [5] é descrito como é feito o acoplamento do MEF com
o MEC, permitindo que estruturas modeladas pelo MEF interajam com o solo simulado
pelo MEC. Todas as anélises sao estaticas, e os materiais sao considerados isotropicos e
elastico-lineares.

As malhas de ECs, ECIs e EF's sao escolhidas seguindo o mesmo critério adotado nos
exemplos do Capitulo[d Desta forma, a distancia a partir da qual os ECIs sao empregados
é determinada em um estudo realizado utilizando malhas pouco refinadas, no qual verifica-
se a partir de qual distancia o resultado nao é mais alterado de forma significativa. Depois
de encontrada e fixada tal distancia, parte-se para um segundo estudo no qual é variado
somente o refinamento da malha. O refinamento final é entao determinado quando verifica-
se que um aumento no numero de graus de liberdade nao altera os resultados de forma
significativa, consistindo na convergeéncia para o valor final a ser apresentado no exemplo
em questao.

Na Secao sao apresentados exemplos relacionados a interacao de estacas com o

solo. A Secao[6.3] por sua vez, contém exemplos de interacao placa-solo. Na sequéncia, a
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Secao [6.4] apresenta exemplos que envolvem a interacao de placas estaqueadas com o solo
e, finalmente, a Secao [6.5] contém um exemplo que descreve a interacao de um edificio

com o solo, incluindo suas estruras de fundacao.

6.2 Interacao de estacas com o solo

6.2.1 Estaca imersa em um semi-espago infinito

o0 —_— F, o0
* & @ T L BB BN J
|

E.= 21111 x 105 kN/m? |
I
v, =072 :
I
I
E I
Qo ! = 7 2
g» : Ep—2,1111X10 KN/m
© I
I
I
I
I
l
I
oL
0,6096 m

Figura 6.1: Estaca imersa no solo

Considera-se uma estaca cilindrica e vertical imersa no solo, conforme ilustrado na
figura O solo é representado por um semi-espaco infinito, homogéneo, isotrépico e
eldstico-linear, com médulo de elasticidade de 2,1111x 105 kN /m? e coeficiente de Poisson
de 0,2. A estaca, por sua vez, tem 0,6096 m de diametro, 6,096 m de comprimento e
médulo de elasticidade igual a 2,1111 x 107 kN /m?.

Sao considerados trés tipos de carregamento, aplicados um por vez no topo da estaca.
O primeiro é uma forca horizontal de 181,6 kN, a qual é indicada na figura [6.1| como F,.
A segunda é o momento M,, o qual estd contido no plano da figura e tem um valor
de 95,826 KNm. Por fim, considera-se uma forca vertical de 726,4 kN, indicada em
como F,.

A figura[6.2] apresenta a malha de elementos de contorno (EC) e elementos de contorno
infinitos (ECI) empregada para simular a superficie do solo. Esta malha é composta por
56 ECs e 16 ECIs, e em seu centro estd a origem do sistema de coordenadas globais.

A estaca, por sua vez, é simulada empregando um tunico elemento finito (EF) com 14
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< E
X
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Figura 6.2: Malha de EC/ECI empregada

parametros nodais. A teoria que define este EF é apresentada em detalhes na Secao [5.3]
O topo da estaca esta posicionado na origem do sistema de coordenadas, e seu eixo é
perpendicular ao plano da malha do solo.

Os deslocamentos calculados ao longo do eixo da estaca foram organizados nos graficos

das figuras [6.3] e [6.5 nos quais sdo comparados com os resultados fornecidos no
trabalho de [Filho et al. (2005]).

Deslocamento (m)

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008

Profundidade (m)

[ — —Filhoetal (2005)

Estetrabalho |

Figura 6.3: Deslocamento horizontal devido a carga de 181,6 kN

Desta forma, na figura [6.3] sdo apresentados os deslocamentos horizontais do eixo da
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estaca resultantes da carga horizontal de 181,6 kN aplicada em seu topo. E possivel
observar que ha grande concordancia com os valores de [Filho et al. (2005)), sendo as duas

curvas quase coincidentes.

Deslocamento (m)

-0.00015 -0.0001 -0.00005 0 0.00005 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025

Profundidade (m)

[ — —Filhoetal (2005)

Estetrabalho |

Figura 6.4: Deslocamento horizontal devido ao momento de 95,826 kNm

Na figura [6.4] por outro lado, sdo apresentados os deslocamentos horizontais do eixo
da estaca resultantes do momento fletor de 95,826 £KNm aplicado em seu topo. Observa-
se novamente grande concordancia com os resultados de [Filho et al. (2005)), sendo dificil
distinguir as duas curvas.

Por fim, na figura [6.5] sao apresentados os deslocamentos verticais do eixo da estaca
resultantes da forca vertical de 726,4 kN aplicada no topo. Neste tltimo grafico foram
colocados, além dos valores de [Filho et al. (2005) e dos resultados obtidos com a malha
de EC/ECI da figura [6.2] mais uma curva que foi montada com valores calculados com
a mesma malha apresentada na figura mas sem os ECIs. E possivel observar grande
concordancia com [Filho et al. (2005) quando os ECIs sdo empregados, mas por outro lado
os resutados se tornam mais distantes sem os ECIs. Isto demonstra que a utilizagao dos

ECIs tem contribuicao positiva na precisao dos resultados.

6.2.2 Nove estacas imersas em um semi-espago infinito

Neste exemplo é analisada a interacao do solo com nove estacas cilindricas e verticais,

conforme esquematizado na figura[6.6] As estacas estao espagadas de 1,5 m, tém mddulo
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Deslocamento (m)

0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.001 0.0011

Profundidade (m)

[ — —Filhoetal (2005) Com ECI —e—SemECI |

Figura 6.5: Deslocamento vertical devido a carga de 726,4 kN

de elasticidade igual a 10" kN /m?, diametro de 0,35 m e comprimento de 15 m. No topo
de cada estaca é aplicada uma forca horizontal de 20 kN, todas com a mesma direcao.
Devido a simetria do problema espera-se resultados equivalentes em algumas estacas, desta
forma elas foram numeradas de 1 a 4 segundo esta equivaléncia. O solo é representado
por um semi-espaco infinito com médulo de elasticidade de 10° kN /m? e coeficiente de

Poisson de 0, 2.

A figura[6.7 apresenta a malha de elementos de contorno (EC) e elementos de contorno
infinitos (ECI) utilizada para simular este problema. Os circulos destacados na regido
central da malha indicam a posicao em planta das nove estacas. Esta malha é composta
por 32 ECIs, posicionados nas bordas da malha, e 96 ECs. As estacas sao simuladas com
o método dos elementos finitos (MEF), empregando o elemento com 14 parametros nodais
definido na Secao [5.3] O eixo das estacas é perpendicular ao plano da malha do solo.

Foi calculado o deslocamento horizontal, na direcao das cargas aplicadas, do topo das
estacas numeradas de 1 a 4. Os resultados obtidos foram comparados com os de |Filho
et al. (2005)), conforme apresentado na tabela .

Os valores obtidos apresentaram grande concordancia com os de [Filho et al. (2005) com
erros iguais ou inferiores a 1 %, conforme pode se observado na tabela. Isto demonstra que
a formulagao desenvolvida neste trabalho tem precisao também em exemplos nos quais

ha mais de uma estaca a ser considerada. E interessante analisar também o deslocamento



172 CAPITULO 6. EXEMPLOS

-
—3@—4@—3@ 0,35 m
—1@ —2@ —1@ E, = 107 KN/m?

F=20kN

1,8

1,5

1,6m 1,56m
L 2N 2 * o0
E, = 10% KN/m?
v.=0.2

15 m

Y i A

Figura 6.6: Nove estacas imersas no solo
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Figura 6.7: Malha de EC/ECI empregada

ao longo de todo o eixo de uma das estacas. Desta forma, na figura ¢ apresentado o
deslocamento horizontal da estaca central na direcao das cargas aplicadas.
Observa-se, mais uma vez, que os resultados apresentam boa concordancia com os de

Filho et al. (2005)). Isto indica a eficiéncia da formulagao apresentada neste trabalho.

6.2.3 Nove estacas imersas em uma camada finita

E analisada neste exemplo a interacao de nove estacas cilindricas com uma camada
finita de solo, conforme ilustrado na figura As estacas estao espacgadas de 4 m, tém
médulo de elasticidade igual a 2 x 10" kN /m?, diametro de 1,273 m e comprimento de 20

m. No topo de cada estaca é aplicada uma forga vertical de 100 kN. Devido a simetria do
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Estaca | Este trabalho | [Filho et al. (2005)) | Erro (%)
1 3,3278 3,2946 1,0
2 3,5622 3,5284 1,0
3 3,6162 3,5842 0,9
4 3,8907 3,8632 0,7

Tabela 6.1: Deslocamento horizontal no topo (m x 1072)

Deslocamento estaca central (m)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

Profundidade (m)

[ — —Filhoetal (2005) —Estetrabalho |

Figura 6.8: Deslocamento horizontal da estaca central

problema espera-se resultados equivalentes em algumas estacas, desta forma elas foram
numeradas de 1 a 3 segundo esta equivaléncia. A camada de solo é representada como
um meio infinito nas dire¢oes radiais, com 30 m de espessura, modulo de elasticidade de
2,5 x 10* kN /m? e coeficiente de Poisson de 0, 45.

A figura[6.10]apresenta a malha de elementos de contorno (EC) e elementos de contorno
infinitos (ECI) utilizada na superficie livre do solo e na base rigida, totalizando 192 ECs
e 64 ECIs. Os circulos destacados na regiao central da malha indicam a posi¢ao do topo
das estacas em relacao a malha da superficie. As estacas sao simuladas com o método dos
elementos finitos (MEF), empregando o elemento com 14 parametros nodais definido na
Secao [5.3] O eixo das estacas é perpendicular ao plano da malha do solo.

Na figura ¢é apresentado o deslocamento vertical da estaca central, juntamente
com uma interpolacao linear dos resultados obtidos por outros autores para o topo e base
das estacas. Em |Almeida e Paiva (2007) e Ottaviani (1975|) foram adotadas estacas com

secao transversal quadrada de 1 m de aresta, sendo a area total de fuste igual a das
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Figura 6.9: Nove estacas imersas na camada
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Figura 6.10: Malha de EC/ECI empregada

estacas cilindricas apresentadas na figura [6.9] Segundo Ottaviani (1975), que comparou

valores obtidos com secoes transversais circulares e quadradas, estas duas aproximacoes

produzem resultados equivalentes.

Conforme pode ser observado na figura [6.11], os deslocamentos obtidos por |[Ottaviani

(1975) foram inferiores aos das demais formulagoes. Isto ocorre porque Ottaviani (1975)

simula o solo empregando uma malha de elementos finitos tridimensionais que € finita nas

direcoes radiais, se extendendo até uma distancia de apenas 13 m das estacas numeradas

como 1 e estando com os deslocamentos verticais restringidos nestes limites. Desta forma,

o resultado no centro recebe uma influéncia consideravel das vinculacoes impostas nos

limites. A formulacao de|Almeida e Paiva (2007)), por outro lado, por empregar elementos
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Figura 6.11: Deslocamento vertical da estaca central

de contorno, permite que a malha se extenda até uma distancia maior. Desta forma, o
resultado obtido por |Almeida e Paiva (2007) recebe menor influéncia dos limites da malha
e a solugao se aproxima mais da obtida com a formulacao deste trabalho, a qual permite
simular a camada como um meio de fato infinito nas direcoes radiais. O resultado de
Ottaviani (1975) foi 19,8 % inferior ao deste trabalho tanto para o topo como para a base

da estaca, enquanto que o resultado de |Almeida e Paiva (2007) foi 9,7 % inferior para o

topo e 11,8 % inferior para a base.

Outro dado interessante de ser avaliado é a influéncia de uma estaca sobre a outra.
Considerando a numeracao de 1 a 3 apresentada na figura verificou-se que o desloca-
mento vertical do topo da estaca 3 é 25,5 % superior ao das estacas 1 e 13,8 % superior
ao das estacas 2. Além disso foi observada uma significativa inclinacao das estacas 1 e
2 na direcao da estaca 3, com o topo se tornando mais préximo do centro da malha e a
base se tornando mais distante. Desta forma, verificou-se que a distancia horizontal entre

o topo e base das estacas 1 resultou igual a 32,1 % do deslocamento vertical de seu topo,

enquanto que para as estacas 2 este valor foi de 23,6 %.
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6.3 Interacao de placas com o solo

6.3.1 Lamina apoiada em um semi-espaco infinito

n
lamina quadrada E, = 8,7833 x 1073 N/m?
6m ’
v=0.3
% . . t=01m
A B
6m 12m
A
I I
: 1 Nfm? : carregamento
00 \p \J/ Q/ \l/ \b \p \b \p Q/ distribuido [%e]
* 00 ¢ & O
semi-espago infinito  E, = 2,6000 x 108 N/m?
v, =03

Figura 6.12: Lamina apoiada no solo

Neste exemplo é analisada uma lamina apoiada no solo, conforme ilustrado na figura
[6.12] O solo é modelado com 0 MEC como um semi-espago infinito, homogéneo, isotrépico
e elastico-linear, com médulo de elasticidade de 2,6000x 108 N /m? e coeficiente de Poisson
de 0,3. A lamina, por sua vez, é simulada com o MEF e suas caracteristicas fisicas
sao mdédulo de elasticidade de 9,7833 x 10® N/m? e coeficiente de Poisson de 0,3. A
lamina é quadrada, com 12 m de aresta e 0,1 m de espessura, e sobre ela é aplicado
um carregamento uniformemente distribuido de 1 N/m?2. O ponto A estd posicionado no

ponto médio de uma das arestas e o ponto B corresponde ao centro da lamina.

S S (R S b)

A

EENR A

Figura 6.13: Malhas de EF/EC/ECI empregadas

Na figura [6.13] sao apresentadas as malhas empregadas na simulagao. A malha do
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solo, representada em [6.13h, é composta por 128 ECs e 32 ECIs. As linhas tracejadas
representam os ECIs, e o quadrado destacado no centro corresponde ao contato do solo
com a lamina. A malha da lamina, ilustrada em [6.13p juntamente com o sistema de

coordenadas globais, é composta por 32 EFs do tipo DKT/FF.

Ponto A | Erro (%) | Ponto B | Erro (%)
Este trabalho 3,41 — 3,76 —
Almeida (2003b)) 3,54 3,8 3,79 0,8
| [Messafer e Coates (1989) 3,00 12,0 3,63 3,5
 [Paiva e Butterfield (1997) | 2,88 15,5 3,26 13,3

Tabela 6.2: Deslocamento vertical (m x 107%)

Sao apresentados na tabela os deslocamentos verticais calculados para os pontos A
e B, incluindo os resultados obtidos por outros autores. Os erros sao calculados tomando
como referéncia os valores obtidos com a formulagao desenvolvida neste trabalho. Con-
forme pode ser observado, houve maior concordancia dos valores obtidos neste trabalho
com os de Almeida (2003b|) quando comparado aos demais autores. Este resultado era
esperado pois, exceto pela presenga dos ECIs, a formulagao de Almeida (2003b) é a mesma
deste trabalho.

Outro dado importante de ser analisado é o momento fletor ao longo da lamina nas
diregoes = e y do sistema de coordenadas globais, conforme ilustrado no figura [6.13|

Considerando os pontos A e B foi obtida a tabela[6.3]

mzp | Erro (%) | myp | Erro (%) | mya | Erro (%)
Este trabalho 3,40 —_— 3,40 2,34 —
Messafer e Coates (1989) | 3,39 0,3 3,56 4,7 2,63 12,4
Paiva e Butterfield (1997) | 3,14 7,6 3,14 7,6 2,36 0,9

Tabela 6.3: Momento fletor nos pontos A e B

Os momentos sao expressos na tabela em Nm/m, e os erros sdo calculados tomando
como referéncia os valores obtidos com a formulagao desenvolvida neste trabalho. Dada a
simetria do problema, espera-se que no ponto central B o valor do momento seja o0 mesmo
nas direcoes = e y. Esta simetria foi obtida na formulacao deste trabalho e também
no trabalho de Paiva e Butterfield (1997), entretanto houve uma pequena diferenga no
trabalho de Messafer e Coates (1989)). Pode ser observado pelos erros calculados que o
resultado deste trabalho tem boa concordancia com Messafer e Coates (1989) no ponto

B, e boa concordancia com Paiva e Butterfield (1997) no ponto A.
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6.3.2 Lamina apoiada em uma camada finita

10m E, = 21000 MPa
5m
v=0,15
||B .A t=0,26m
5m lamina quadrada
G
‘ 0,01 MPa | carregamento
00 P F b ) distribuido 00
L BN 2 LR O
camada finita E, = 9,1 MPa
v, =03
10m
o0 base rigida o0
LR N L R ]

Figura 6.14: Lamina apoiada em meio finito

Neste exemplo, considera-se uma lamina quadrada apoiada em uma camada de solo
finita, conforme ilustrado na figura [6.14f O solo é representado como um meio tridi-
mensional, homogéneo, isotropico, elastico e linear. A camada tem 10 m de espessura,
coeficiente de Poisson 0, 3, moédulo de elasticidade E, = 9,1 M Pa e esta apoiada em um
superficie rigida. A lamina tem 0,26 m de espessura, 10 m de aresta, médulo de elastici-
dade de 21000 M Pa e coeficiente de Poisson 0, 15. E aplicada na lamina um carregamento
vertical e uniformemente distribuido de 0,01 M Pa. O ponto A esta posicionado no centro
da lamina, o ponto B esta posicionado no ponto médio de uma das bordas e o ponto C'

em um dos vértices.
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Figura 6.15: Malha de EF/EC/ECI empregada

A figura apresenta as malhas de elementos finitos (EF), elementos de contorno
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(EC) e elementos de contorno infinitos (ECI) empregadas na simula¢do do problema. Em
é ilustrada uma visao em planta da malha utilizada para modelar a superficie da
camada de solo e a base rigida, totalizando 336 ECs e 96 ECIs. O quadrado destacado no
centro indica a posicao da lamina na superficie. Em pode ser visualizada a malha
com 72 EFs empregada para simular a lamina, juntamente com o sistema de coordenadas
global.

Foram calculados os deslocamentos nos pontos A, B e C' e o momento fletor no ponto
A em torno do eixo y do sistema global. Os resultados obtidos estao organizados na tabela

6.4 juntamente com valores fornecidos por outros autores.

da (mm) | dg (mm) | de (mm) | ma (ENm/m)
| [Fraser e Wardle (1976) 7,30 4,50 2,80 6,20
" Kolar e Nemec (1983) 5,36 4,73 3,76 3,09
- [Sadecka (2000) 6,18 3,97 2,25 6,58
' [Almeida e Paiva (2004b) | 6,47 4,62 2,95 6,22
i Este trabalho 6, 50 4,56 2,72 6,59

Tabela 6.4: Resultados

O termo d 4 se refere ao deslocamento vertical no ponto A, dg ao deslocamento vertical
no ponto B, dc ao deslocamento vertical no ponto C' e my4 se refere ao momento fletor
no ponto A em torno do eixo y do sistema de coordenadas global. Conforme pode ser
observado, existe boa concordancia dos valores obtidos com os dos demais autores. O
deslocamentos nos pontos A, B e C' foram préximos aos de |Almeida e Paiva (2004b), e o

momento fletor no ponto A foi préximo ao obtido por |Sadecka (2000)).

6.3.3 Lamina apoiada em solo estratificado

Neste exemplo, considera-se uma lamina quadrada apoiada em um solo composto por
quatro camadas, conforme ilustrado na figura [6.16] Cada camada de solo é representada
como um meio tridimensional, homogéneo, isotrépico, elastico e linear. A primeira camada
tem modulo de elasticidade igual a 100 M Pa, a segunda tem um modulo de elasticidade
de 80 M Pa, a terceira modulo de 60 M Pa e a quarta de 100 M Pa, sendo o coeficiente de
poisson constante e igual a 0,3 em todo o macico. As camadas tém 10 m de espessura, e
estao apoiadas em uma base rigida. A lamina tem 0,5 m de espessura, 10 m de aresta,
moédulo de elasticidade de 15000 M Pa e coeficiente de Poisson 0, 2. E aplicada na lamina

um carregamento vertical e uniformemente distribuido de 0,1 M Pa. O ponto A estd
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Figura 6.16: Lamina apoiada em meio nao-homogeéneo

posicionado no centro da lamina, e o ponto B esta posicionado no ponto médio de uma

das bordas.
P S
a) + AEERAAT b b)
- N
< W [ A -
PN \\\‘\/‘\/,// RN
~ e
AN LA
/ -~ - - N
- -
o - - - ="
i - ~ |
- - X
== - - - - ==
i - z ! y
A E— - ™ /
< s ~ Il
g sty \\ N e
N £, ‘/\‘/\\ 1 N~
R A N
£ Iy vyl t A

Sy LT

Figura 6.17: Malha de EF/EC/ECI empregada

A figura [6.17] apresenta as malhas de elementos finitos (EF), elementos de contorno
(EC) e elementos de contorno infinitos (ECI) empregadas na simula¢ao do problema. Em
é ilustrada uma visao em planta da malha utilizada para modelar a superficie, os
contatos entre camadas e a base rigida, totalizando 840 ECs e 240 ECIs. O quadrado
destacado no centro indica a posicao da lamina na superficie. Em pode ser visua-
lizada a malha com 72 EFs empregada para simular a lamina, juntamente com o sistema
de coordenadas global.

Foram calculados os deslocamentos nos pontos A e B, e os resultados obtidos estao
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organizados na tabela juntamente com valores fornecidos por outros autores.

da (cm) | dg (cm)
Este trabalho 0,97 0,74
| [Wardle e Fraser (1974) 1,07 0,78
| [Fraser e Wardle (1976)) 1,14 0,87
'Y, H. Wang e Yue (2003) [ 1,20 0,89

Tabela 6.5: Deslocamentos verticais

Os termos d4 e dg se referem ao deslocamento vertical nos pontos A e B, respectiva-
mente. Conforme pode ser observado, houve boa concordancia dos valores obtidos com os
dos demais autores. Para complementar este exemplo, foi calculado também o momento
fletor em torno do eixo global x, conforme ilustrado na figura O momento fletor no

ponto A resultou igual a 3,83 x 1072 kN'm/m, e no ponto B igual a 2,20 x 1072 kNm/m.

6.4 Interacao de placas estaqueadas com o solo

6.4.1 Placa com uma estaca em solo homogéneo

2m
A
E, << E, (rigida)
2m O 08m v=02
- t=0,5m
200 kN/m?
00 %]
. e LA I
E, = 3000 kN/m? E, << E, (rigida)
v, =05
g&m

L —

Figura 6.18: Placa com uma estaca apoiada em meio homogéneo

O objetivo deste exemplo é estudar a interacao de uma placa com uma estaca com o
solo, conforme apresentado na figura|6.18] O solo é representado como um semi-espaco in-
finito, tridimensional, homogéneo, isotropico, elastico e linear, com mddulo de elasticidade

E, igual a 3000 kN /m? e coeficiente de Poisson 0,5. A estaca tem 0,8 m de diametro e 8
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m de comprimento, enquanto que e placa é quadrada em planta, com 2 m de aresta, 0,5
m de espessura e coeficiente de Poisson de 0, 2. Sobre toda a area da placa é aplicado um
carregamento vertical e uniformemente distribuido de 200 kN /m?. Tanto a placa como
a estaca sao admitidas, em principio, como rigidas, sendo escolhidos para elas valores de
moédulo de elasticidade da ordem de 10°E,. Foi verificado que, a partir deste valor, a

variacao nos deslocamentos ao longo dos nds da placa e estaca é insignificante.
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Figura 6.19: Malha de EF/EC/ECI empregada

A malha de elementos de contorno (EC), elementos de contorno infinitos (ECI) e
elementos finitos (EF) utilizada para simular este problema é ilustrada na figura [6.19]
Em é apresentada uma vista em planta da malha empregada para a superficie do
solo, sendo composta por 96 ECs e 32 ECIs. O quadrado destacado no centro indica a
posigao da placa, cuja malha de 32 EFs é apresentada em [6.19b. Nesta figura, o circulo
destacado no centro indica a posicao da estaca em relacao a placa, e o eixo s tem origem no
ponto médio da aresta da placa. A estaca é simulada empregando o EF com 14 parametros
nodais definido na Segao [5.3] sendo seu eixo perpendicular ao plano da malha do solo.

Foi obtido um deslocamento vertical de 4,17 ¢m para o topo da estaca. Este valor tem
grande concordancia com o resultado de 4,13 ¢m obtido nos trabalhos de |Paiva e Trondi
(1999) e Butterfield e Banerjee (1971)), sendo a diferenga inferior a 1 %. Para estudar a
relevancia da presenga dos ECIs, o mesmo exemplo foi executado empregando para o solo
somente a malha de ECs apresentada na figura [6.19. Foi obtido entao um deslocamento
vertical de 3,91 em para o topo da estaca, resultando em um erro de 5,3 % em relacao ao
valor de referéncia. Isto demonstra que o emprego dos ECIs contribui para a convergéncia

do resultado.
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Considerando o eixo s indicado na figura [6.19b o deslocamento ao longo da placa
resulta praticamente constante. Foi verificado também que nao ha alteragao nos resultados
caso o carregamento distribuido de 200 kN /m? seja substituido por uma forga resultante
de 800 kN aplicada diretamente no topo da estaca. Este comportamento era esperado
devido a alta rigidez da placa e a simetria das cargas aplicadas.

Na segunda parte deste exemplo, para que possa ser analisada a flexao da placa com
a estaca, o médulo de elasticidade destes elementos estruturais é reduzido para 3 x 10°
kN /m?. Como este valor é apenas cem vezes superior ao adotado para o solo, a variagao
dos deslocamentos ao longo do eixo s indicado na figura nao pode ser ignorada.
Além disso, ocorre uma diferenca significativa nos resultados quando a carga distribuida

¢é substituida por uma resultante concentrada no topo da estaca. Esta diferenca pode ser

observada na figura [6.20]
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Figura 6.20: Deslocamento ao longo do eixo s

Na figura, é apresentado o deslocamento vertical calculado ao longo do eixo s con-
siderando a carga distribuida de 200 kN /m? e a carga concentrada equivalente de 800
kN. Conforme pode ser observado, quando o carregamento distribuido é aplicado a es-
taca exerce uma puncgao na placa. Por outro lado, quando a carga ¢é aplicada diretamente
na estaca, ela desloca o centro da placa para baixo. Em termos de projeto estas situagoes
sao totalmente distintas, sendo necessario, na pratica, distinguir de forma clara um caso

do outro.
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6.4.2 Placa com quatro estacas em solo homogéneo
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Figura 6.21: Placa quatro estacas apoiada em meio homogéneo

Considera-se uma placa com quatro estacas cilindricas e verticais imersas no solo,
conforme ilustrado na figura [6.2I] O solo é representado por um semi-espago infinito,
homogéneo, isotrépico e eldstico-linear, com médulo de elasticidade E, de 3000 kN /m?
e coeficiente de Poisson de 0,5. As estacas sao rigidas, com 0,8 m de diametro, 8 m de
comprimento e estao espacadas de 2 m, enquanto que a placa, que também ¢é rigida, é
quadrada, com 4 m de aresta, 0,5 m de espessura e coeficiente de Poisson 0, 2. Para que os
elementos estruturais possam ser considerados rigidos, adotou-se para eles um modulo de
elasticidade da ordem de 10°E,. Sobre a placa é aplicado um carregamento uniformemente

distribuido de 50 kN /m?.
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Figura 6.22: Malha de EF/EC/ECI empregada
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A malha de elementos de contorno (EC), elementos de contorno infinitos (ECI) e
elementos finitos (EF) utilizada para simular este problema ¢ ilustrada na figura [6.22
Em ¢é apresentada uma vista em planta da malha empregada para a superficie do
solo, sendo composta por 96 ECs e 32 ECIs. O quadrado destacado no centro indica a
posicao da placa, cuja malha de 32 EFs é apresentada em [6.22b. Nesta figura, os circulos
destacados indicam a posicao das estacas em relagao a placa, e o eixo s tem origem em
um dos vértices. As estacas sao simuladas empregando o EF com 14 parametros nodais

definido na Secao 5.3}, sendo seus eixos perpendiculares ao plano da malha do solo.

Foi calculado um deslocamento vertical de 2,59 ecm o qual, dada a rigidez da placa, é
praticamente constante ao longo de toda a sua area. Este valor é bem préximo do obtido
no trabalho de [Paiva e Trondi (1999)), que foi de 2,62 ¢m, com uma diferenga de apenas
1,1 %. O valor fornecido por Butterfield e Banerjee (1971)), que é de 2,79 c¢m, também
pode ser considerado préximo, com uma diferenca de 7,2 %. Para estudar a relevancia
da presenca dos ECIs, o mesmo exemplo foi executado empregando para o solo somente
a malha de ECs apresentada na figura [6.22a. Foi obtido entao um deslocamento vertical
de 2,41 c¢m para toda a placa, resultando em um erro de 8,0 % em relacao ao valor
obtido por Paiva e Trondi (1999) e em um erro de 13,6 % em relagao ao valor obtido por
Butterfield e Banerjee (1971)). Isto demonstra que, também neste exemplo, o emprego dos

EClIs contribui para a convergéncia do resultado.

Na sequéncia, para permitir a analise da flexao da placa com estacas, o médulo de
elasticidade destes elementos estruturais é reduzido para 3 x 10° kN/m?. Sendo este
valor apenas cem vezes superior ao adotado para o solo, a variacao dos deslocamentos ao
longo do eixo s indicado na figura nao pode ser ignorada. Além disso, ocorre uma
diferenga significativa nos resultados quando a carga distribuida é substituida por quatro
forcas concentradas iguais e aplicadas no topo das estacas, de forma que a forca resultante
seja a mesma do carregamento distribuido. Esta diferenca pode ser observada na figura

0.2

Na figura, é apresentado o deslocamento vertical calculado ao longo do eixo s con-
siderando a carga distribuida de 50 kN /m? e as cargas concentradas equivalentes de 200
kN cada. As linhas escuras verticais indicam a posicao do eixo das estacas que o eixo s
intercepta. Conforme pode ser observado, quando o carregamento distribuido é aplicado

as estacas causam uma puncao na placa. Por outro lado, quando a cargas concentradas
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Figura 6.23: Deslocamento ao longo do eixo s

sao aplicadas diretamente nas estacas, o centro da placa é deslocado para baixo. Assim
como no exemplo anterior, em termos de projeto estas situacoes sao totalmente distintas,

sendo necessério, na pratica, distinguir de forma clara um caso do outro.

6.4.3 Placa com nove estacas em solo nao-homogéneo

Considera-se uma placa quadrada e com nove estacas interagindo com um solo nao-
homogéneo, tal como ilustrado na figura[6.24] Cada camada de solo é representada como
um dominio infinito nas dire¢oes radiais, homogéneo, isotrépico e elastico-linear, sendo o
coeficiente de Poisson constante e igual a zero em todo o macico. A primeira camada,
que contém as estacas, possui médulo de elasticidade de 60 M Pa e 15 m de espessura.
A segunda camada, por sua vez, possui mdédulo de elasticidade igual a 80 M Pa e uma
espessura de 20 m. A camada mais profunda é um semi-espaco infinito com um maédulo
de elasticidade elevado, igual a 90000 M Pa. As estacas sao todas cilindricas e iguais,
com 0,5 m de diametro, 10 m de comprimento e médulo de elasticidade igual a 15000
M Pa, estando espagadas de 5 m. Como o problema é simétrico, espera-se resultados
equivalentes em algumas estacas. Desta forma, na figura as estacas sao numeradas
de 1 a 3 segundo esta equivaléncia. A placa possui um maédulo de elasticidade de 15000
M Pa, coeficiente de Poisson igual a 0,2, 20 m de aresta e 0,5 m de espessura. Sobre toda

a placa é aplicado um carregamento distribuido e uniforme de 0,04 M Pa.
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Figura 6.24: Placa estaqueada apoiada em meio nao-homogéneo

A figura apresenta as malhas de elementos finitos (EF), elementos de contorno
(EC) e elementos de contorno infinitos (ECI) empregadas na simulac¢ao do problema. Em
é ilustrada uma visao em planta da malha utilizada para modelar a superficie e os
contatos entre camadas, totalizando 480 ECs e 96 ECIs. O quadrado destacado no centro
indica a posicao da placa na superficie. Em pode ser visualizada a malha com 32
EFs empregada para simular a lamina, juntamente com o sistema de coordenadas global.
Os circulos destacados na malha da placa indicam a posicao das estacas. As estacas sao
simuladas com o método dos elementos finitos (MEF), empregando o elemento com 14
parametros nodais definido na Secao O eixo das estacas é perpendicular ao plano da
malha do solo.

A simulacao forneceu resultados simétricos conforme esperado, e na figura sao
apresentados os deslocamentos verticais em mm ao longo do eixo das estacas de 1 a 3.
Para a estaca 1 foram obtidos os menores deslocamentos, sendo o de topo igual a 6,8
mm. Para a estaca 2 o deslocamento obtido para o topo foi de 7,2 mm, sendo este valor
5,9 % superior ao da estaca 1. A estaca central 3, por sua vez, foi a mais deslocada, com
um deslocamento de topo igual a 8,4 mm. Este valor é 23,5 % superior ao obtido para o

topo da estaca 1.
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Figura 6.25: Malha de EF/EC/ECI empregada

Para complementar este exemplo, considera-se novamente o mesmo sistema apresen-
tado na figura e com as mesmas malhas apresentadas na figura [6.25] Entretanto,
neste caso a carga distribuida é substituida por quatro forcas concentradas de 4000 kN,
aplicadas no né de topo das estacas numeradas como 1 na figura[6.24] A forca resultante
da soma destas cargas é equivalente a do carregamento distribuido previamente consid-

erado, e os novos deslocamentos obtidos da simulagdo sdo apresentados na figura [6.27]

Novamente, a simulagao forneceu resultados simétricos segundo a numeragao da figura
[6.24] Comparando as figuras e [6.27] observa-se que ocorre um maior deslocamento
das estacas do tipo 1 quando as cargas sao aplicadas diretamente sobre elas. Este resultado
pode ser considerado coerente, pois espera-se que uma maior porcentagem da carga seja
transferida para estas estacas neste segundo caso. O deslocamento vertical obtido para
o topo da estaca 1 foi de 12,4 mm, representando um aumento muito significativo em
relacao a valor obtido com o carregamento distribuido. O deslocamento de topo obtido
para as demais estacas foi proximo, sendo igual a 7,4 mm para a estaca 2 e 7,0 mm para

a estaca 3.

6.5 Edificio apoiado no solo

O objetivo deste exemplo é apresentar uma aplicacao que demonstre a abrangéncia
da ferramenta numérica desenvolvida neste trabalho, permitindo a andlise de diversos

tipos de sistemas estruturais diferentes interagindo entre si. O problema a ser estudado,
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Figura 6.26: Deslocamento vertical das estacas

conforme apresentado na figura|[6.28, é o de um edificio com suas estruturas de fundacao e
apoiado em um macico de solos nao-homogéneo. Em [6.28h é ilustrada uma vista em perfil
de todo o conjunto, em é apresentado o pavimento tipo considerado no edificio e

em [6.28c é demonstrada uma vista em planta das estruturas de fundagao consideradas.

O sistema formado pelas estruturas de fundacao do edificio em conjunto com o macico
de solos corresponde exatamente ao exemplo analisado na Segao [6.4.3] Desta forma, é
apresentada aqui uma descricao mais resumida deste sistema. O coeficiente de Poisson é
constante e igual a zero em todo o macico, sendo o médulo de elasticidade das camadas
igual a 60, 80 e 90000 M Pa, e suas espessuras de 15 m, 20 m e oo. As estacas possuem
0,5 m de diametro, 10 m de comprimento e estao espacadas de 5 m, enquanto que o
radier possui 20 m de aresta e 0,5 m de espessura. Todos os materiais modelados com o
método dos elementos finitos (MEF) possuem médulo de elasticidade igual a 15000 M Pa

e coeficiente de Poisson 0, 2. Isto inclui todas as lajes, vigas, pilares, estacas e o radier.

O edificio é composto por quatro pavimentos, conforme ilustrado na figura [6.28h.
Todos os pavimentos sdo iguais ao apresentado na figura [6.28b, sendo compostos por
uma laje de 0,3 m de espessura, quatro vigas que sustentam a laje e quatro pilares
que sustentam as vigas. Todas as vigas e pilares considerados possuem a mesma se¢ao
transversal, a qual é quadrada e com 1 m de aresta. No radier, a base dos pilares é

conectada no topo das estacas de canto, as quais estao numeradas como 1, 3, 7 e 9 na
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Figura 6.27: Deslocamento vertical para cargas concentradas

figura [6.28.

As cargas externas consideradas sao carregamentos de 0,04 M Pa distribuidos sobre
as quatro lajes, conforme ilustrado na figura . E importante comentar que, somando
as cargas das quatro lajes, a forca resultante total é igual aquela considerada no exemplo

0.4.0l

A figura apresenta as malhas de elementos finitos (EF), elementos de contorno
(EC) e elementos de contorno infinitos (ECI) empregadas na simulac¢ao do problema. Em
¢ ilustrada uma visao em planta da malha utilizada para modelar a superficie e os
contatos entre camadas, totalizando 480 ECs e 96 ECIs. O quadrado destacado no centro
indica a posicao da placa na superficie.

Em pode ser visualizada a malha com 32 EFs empregada para simular o radier,
juntamente com a posigao das estacas. Por fim, em pode ser visualizada a malha de
32 EFs empregada em cada laje. As linhas destacadas nas bordas da laje indicam os EFs
de barra utilizados para simular as vigas, somando 16 por pavimento. Além disto, cada
trecho de pilar entre pavimentos ¢é dividido em 4 elementos de barra, totalizando 16 EF's
por pavimento. Somando todos os pavimentos e o radier, foram empregados no total 160

EFs triangulares e 128 E'F's de barra.

As estacas sdo simuladas com o método dos elementos finitos (MEF), empregando o

elemento com 14 parametros nodais definido na Segao [5.3] O eixo das estacas é perpen-
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Figura 6.28: Interacao edificio-radier-estaca-solo

dicular ao plano da malha do solo.

O primeiro resultado, ilustrado na figura [6.31], é o deslocamento vertical do eixo das
estacas. Sao apresentadas apenas as estacas numeradas como 1, 2 e 5 na figura [6.28c, pois
o resultado foi simétrico para as demais. Os pilares de canto foram os que apresentaram
maior deslocamento, sendo o valor no topo igual a 12,2 mm. Este resultado pode ser
considerado coerente, pois a base dos pilares esta posicionada exatamente sobre estas
estacas. O deslocamento de topo obtido para as demais estacas foi de 7,3 mm para a
estaca 2 e 6,9 mm para a estaca 5. Comparando as figuras e nota-se que o
deslocamento de topo das estacas com o edificio é, neste caso, quase equivalente ao caso

em que as cargas sao diretamente aplicadas nas estacas.

Sao apresentados na figura resultados calculados para o pavimento ntumero 4,
conforme a numeracao apresentada na figura [6.28a. Considera-se os valores ao longo de
uma linha diagonal ao pavimento, com extremos nos pilares P1 e P4 conforme indicado
na figura [6.28b. Além do resultado calculado considerando a base flexivel ilustrada na
figura [6.28h, sao colocados também os valores obtidos quando é considerada uma base
rigida para o edificio, ou seja, aplicando restricoes de deslocamento na base dos pilares. E
possivel observar que os deslocamentos da laje sao significativamente superiores quando

a base flexivel é considerada, o que pode ser considerado um resultado previsivel. O
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Figura 6.30: Malha de EF/EC/ECI empregada

deslocamento maximo da laje para o caso rigido é de 28,8 mm, enquanto que para o caso
flexivel este valor atinge 41,0 mm.

Na segunda parte deste exemplo, os carregamentos distribuidos sobre as lajes sao
substituidos por duas forcas concentradas horizontais aplicadas na lateral da edificacao,
conforme apresentado na figura Em é ilustrada a vista lateral da estrutura,
com as forgas aplicadas no plano do pavimento 4. A posicao em planta na qual as forcas
sao aplicadas pode ser visualizada na figura [6.33b.

Para este segundo carregamento, apresenta-se na figura os deslocamentos hori-
zontais calculados ao longo do pilar P1, cuja posi¢ao pode ser observada na figura [6.28p.
Também para este caso foram feitas duas simulacoes, uma considerando a base flexivel

ilustrada na figura [6.28a e outra considerando uma base rigida, ou seja, aplicando restri-
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Figura 6.31: Deslocamento vertical para cargas nas lajes

¢oes de deslocamento na base dos pilares.

Conforme esperado, o pilar se desloca mais quando a base flexivel é considerada. Para
a base rigida o deslocamento calculado para o topo do pilar foi de 8,9 mm, enquanto que
para o caso flexivel este valor atinge 11,3 mm. Além disto, analisando os deslocamentos
ao longo de todo o pilar nos dois casos, conclue-se que no caso flexivel ocorre uma maior
inclinagao da estrutura. Como os deslocamentos horizontais se tornam excentricidades
para as cargas aplicadas na direcao vertical, estas diferencas introduzem esforgos rele-
vantes que podem agir contra a seguranca da estrutura. Isto demonstra a importancia de

considerar-se a flexibilidade do solo no célculo de edificagoes.
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Figura 6.32: Deslocamento vertical no quarto pavimento
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Figura 6.33: Cargas horizontais aplicadas
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Figura 6.34: Deslocamento horizontal no pilar P1



Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Observacoes finais

Neste trabalho de doutoramento foi desenvolvida uma ferramenta numérica para a
simulacao estdtica de problemas tridimensionais de interacao solo-estrutura. O solo é
simulado como um macico isotrépico, elastico e linear, que pode ser nao-homogéneo e estar
apoiado em uma superficie de deslocamentos nulos. O programa desenvolvido permite
analisar a interacao de diversos tipos de estruturas com este macico, que podem variar
desde uma estaca isolada até um edificio com suas estruturas de fundagao.

O macigo de solos é modelado com o método dos elementos de contorno (MEC) em-
pregando as solugoes fundamentais de Kelvin, vélidas para sélidos tridimensionais. Os
diferentes dominios em contato no macico sao agrupados utilizando uma técnica alter-
nativa de subregioes, a qual é apresentada em detalhes no Capitulo |3 Esta formulagao
¢ uma das contribuicoes originais deste trabalho, sendo apresentada em |[Ribeiro e Paiva
(2009). Esta técnica se baseia no relacionamento das solugoes fundamentais dos diferentes
dominios, permitindo que todo o maci¢o seja equacionado como um unico sélido. Esta
estratégia dispensa o emprego de condicoes de equilibrio de forgas e compatibilidade de
deslocamentos nas superficies de contato entre os diferentes materiais, tornando a formu-
lacao mais precisa.

Uma desvantagem desta técnica é que todos os materiais modelados devem ter mesmo
coeficiente de Poisson. No entanto esta limitagao tem pouca relevancia nas aplicagoes
abordadas, pois como neste trabalho se pretende simular o macico de solos de forma

semelhante a formulagao de |Gibson (1967)), em que o médulo de elasticidade é varidvel

195
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mas o coeficiente de Poisson é constante. No capitulo 3| foram apresentados dois exemplos
nos quais é demonstrada a superioridade desta técnica alternativa sobre a forma classica
de considerar-se sélidos nao-homogéneos com o MEC. Além disto, foi concluido que o erro
introduzido nos resultados pela limitacao do coeficiente de Poisson é pequeno quando com-
parado a imprecisao da formulacao classica. Desta forma, mesmo em problemas nos quais
existem diferentes coeficientes de Poisson a técnica alternativa pode ser mais vantajosa

que a classica.

Com o intuito de reduzir o custo computacional sem prejudicar a precisao dos resul-
tados, neste trabalho sao utilizados elementos de contorno infinitos (ECI) nas bordas da
malha de EC do macigo de solos para modelar o comportamento das variaveis de campo
a grandes distancias. A formulagdo do ECI empregado é detalhada no Capitulo {4 e é
mais uma contribuicao original deste trabalho. Uma das principais vantagens deste ECI
é que nenhum grau de liberdade é adicionado a malha original de ECs pela sua presenca,
tornando seu uso viavel em todos os exemplos desta Tese que envolvem dominios infinitos.
No Capitulo [4] sao apresentados dois exemplos nos quais é demonstrada a eficiéncia da
formulagao de EClIs desenvolvida, e concui-se que sua utilizagao promove uma significativa

reducao de malha sem prejuizo da precisao dos resultados.

Todas as estruturas que interagem com o macico de solos sao modeladas com o método
dos elementos finitos (MEF), incluindo elementos unidimensionais especiais para estacas,

elementos de barra para vigas e pilares elementos de casca para as lajes e o radier.

As estacas sao modeladas empregando o EF com quatorze parametros nodais apre-
sentado em |Filho et al. (2005), sendo empregadas fungoes de forma do quarto grau para
aproximar os deslocamentos horizontais, do terceiro grau para as forgas horizontais e
deslocamentos verticais e do segundo grau para as forgas cisalhantes verticais. A presenca
destas estacas é considerada na formulacao do MEC como uma linha de carga, assim como
feito em Filho et al. (2005). Entretanto este autor emprega as solugoes fundamentais de
Mindlin ao modelar o solo, portanto a formulacao desenvolvida neste trabalho empre-
gando as solugoes fundamentais de Kelvin pode ser considerada original. Os elementos
de barra utilizados no edificio possuem dois nés e seis graus de liberdade por né. Os
elementos de casca empregados sao triangulares, com trés nés e seis graus de liberdade
por n6. O acoplamento do MEC com o MEF ¢ feito utilizando uma estratégia semelhante

a empregada no trabalho de [Filho et al. (2005). Desta forma, as cargas do MEC sao
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transformadas e forcas nodais reativas no MEF.

No Capitulo [6] diversos exemplos sdo apresentados para demonstrar a eficiéncia e
abrangeéncia da ferramenta numérica desenvolvida. Em todos os exemplos foram utilizados
os ECIs desenvolvidos neste trabalho, permitindo que resultados precisos fossem obtidos

com um numero de graus de liberdade relativamente reduzido.

Como a formulagao aqui desenvolvida para as estacas é semelhante a de |Filho et al.
(2005)), em todas as comparagoes feitas com este autor os valores obtidos resultaram muito
préximos. Um exemplo desta proximidade sdo os graficos [6.3) e [6.4] nos quais é dificil
distiguir as curvas obtidas. Nos exemplos seguintes, nos quais sao feitas comparagoes
com outros autores, a concordancia dos resutados pode ser considerada satisfatoria. No
caso do exemplo [6.2.3] era esperado que o resultado da formulagao com ECIs seria o mais
flexivel, pois os demais autores apresentados restringem as bordas da malha nas dire¢oes

radiais.

Nos exemplos em que foram consideradas laminas apoiadas no macico de solos, os
resultados tanto em deslocamento como em momento fletor estao coerentes com os de
outros autores. No exemplo houve maior concordancia com |[Almeida (2003b) nos
deslocamentos, o que pode ser explicado pela semelhanca entre as formulagoes. Os resul-
tados de momento fletor também foram préximos aos de outros autores. Algo semelhante
pode ser observado no exemplo|[6.3.2] em que os resultados em deslocamento sao proximos
aos de |Almeida e Paiva (2004a) e em momento préximos aos de [Sadecka (2000). Por fim,
no exemplo [6.3.3] é apresentado um problema envolvendo vérias camadas de solo. Apesar
dos resultados dos diversos autores nao serem tao proximos quanto nos demais exemplos,

eles podem ser considerados coerentes.

Na sequéncia, sao apresentadas aplicacoes nas quais sao consideradas placas com es-
tacas. Os resultados obtidos no primeiro exemplo, no qual uma placa com uma estaca é
analisada, apresentaram grande concordancia com Paiva e Trondi (1999) e Butterfield e
Banerjee (1971)), com erros inferiores a 1 %. Este exemplo foi complementado reduzindo-
se o modulo de elasticidade da placa e da estaca, as quais eram inicialmente rigidas. Desta
forma, foi possivel analisar o comportamento da placa fletida sob diferentes carregamen-
tos. No exemplo seguinte também houve grande concordancia com [Paiva e Trondi (1999),
estando o resultado um pouco mais distante do obtido por Butterfield e Banerjee (1971)).

Também neste caso foi reduzido o moédulo de elasticidade da placa e estacas rigidas, para
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entao estudar a flexao da placa.

O Capitulo [6] ¢ encerrado com dois exemplos que podem ser considerados um sé di-
vidido em duas partes. Na primeira parte, apresentada na Secao [6.4.3] um complexo
conjunto formado por uma placa com nove estacas e trés camadas de solo é analisado,
considerando dois tipos de carregamento. Na segunda parte, apresentada na Segao [6.5),
um edificio é apoiado neste sistema, compondo um problema completo de interagao entre
solo, estacas, radier e edificio. Apesar de nao terem sido feitas comparagoes com outros
autores, os valores obtidos nestes dois tltimos exemplos podem ser considerados coeren-
tes. Chegou-se a conclusao final de que a desconsideracao da flexibilidade da fundacao no
calculo de edificagoes pode omitir importantes excentricidades e consequente esforcos na

estrutura, os quais podem alterar as previsoes calculadas em projeto.

7.2 Propostas para trabalhos futuros

Nesta Secao, sao citados os principais tépicos que podem ser desenvolvidos para a

continuidade deste projeto de doutoramento:

1. Associar técnicas de processamento paralelo ao programa computacional;

2. Extensao da técnica alternativa de subregioes, apresentada neste trabalho para o

calculo de deslocamentos, ao calculo de tensoes em pontos internos;
3. Consideracao de nao linearidade geométrica no edificio;
4. Inclusao da consideracao de estacas inclinadas no solo;
5. Consideracao do escorregamento das estacas em relagao ao solo;

6. Desenvolvimento de uma formulacao que permita dividir as estacas em varios ele-

mentos finitos;
7. Consideracao de nao linearidade fisica no solo;

8. Adaptacao da técnica alternativa de subregices para a consideracao de estacas

cruzando os contatos entre camadas;
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