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tribuição para a minha formação com seus sólidos ensinamentos e, especialmente, pela amizade

e pelo apoio incondicional.

• Ao Prof. Jaques Silveira Lopes, por sua presença e generosa arguição na Banca de Qualificação

e na Banca Final. Levarei sempre comigo todas as suas belas palavras ditas em minha defesa.



Obrigada também pelas correções sugeridas e pelo empenho em garantir uma dissertação de

estrutura e qualidade desejadas.
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minha alma, para trazer-me coragem e esperança... Para ensinar-me o verdadeiro significado

do AMOR. Obrigada por fazer parte da minha vida! Amo muito você!!!
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Resumo

O procedimento usual de controle on-line de processo por atributos consiste em ins-

pecionar um item a cada m itens produzidos. Se o item examinado for conforme, a

produção continua; caso contrário pára-se o processo. No entanto, em muitas situações

práticas, nem sempre existe interesse em classificar o item como defeituoso ou não

defeituoso, mas sim monitorar o número de não-conformidades no item inspecionado.

Neste caso, se o número de não-conformidades for superior a um limite de controle,

pára-se o processo para o ajuste. A contribuição deste trabalho está em propor um

sistema de controle on-line baseado no número de não-conformidades do item inspe-

cionado. Através das propriedades de uma cadeia de Markov ergódica, obteve-se uma

expressão anaĺıtica do custo médio por item produzido do sistema de controle on-line

que pode ser minimizada por dois parâmetros: o intervalo entre inspeções e o limite

superior de controle para o número de não-conformidades no item inspecionado. Um

exemplo numérico ilustra o procedimento proposto.

Palavras-chave: Controle on-line de processo por atributos; número de não-

conformidades do item inspecionado; cadeia de Markov; modelo econômico.
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Abstract

The on-line processes control for attributes consists of inspecting a single item at

every m produced ones. If the examined item is conforming, the production continues;

otherwise, the process stops for adjustment. However, in many practical situations,

the interest consist of monitoring the number of non-conformities among the examined

items. In this case, if the number of non-conformities is higher than an upper con-

trol limit, the process needs to be stopped and some adjustment is required. The

contribution of this paper is to propose a control system for the number of non-

conforming of the inspected item. Employing properties of an ergodic Markov chain,

an expression for the expected cost per item of the control system was obtained and

it will be minimized by two parameters: the sampling interval and the upper limit

control of the non-conformities of the examined item. Numerical examples illustrate

the proposed procedure.

Keywords: on-line process control for attributes; number of non-conformities

of the inspected item; Markov chain; economic model.
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Lista de Śımbolos

C variável aleatória que representa o número de não-conformidades no item inspe-

cionado com distribuição de Poisson de parâmetro λ

geo distribuição geométrica

n tamanho da amostra (no caso n = 1)

L limite superior de controle

m tamanho do ciclo de inspeção

L0 limite de controle ótimo

m0 tamanho do intervalo de inspeção ótimo

E conjunto de estados discretos da cadeia de Markov estacionária

S variável relacionada ao estado do processo em que os itens que compõem o ciclo

de inspeção foram produzidos

K variável que indica se o processo foi declarado fora de controle ou sob controle

P matriz das probabilidades de transição da cadeia de Markov

P(·)(·) probabilidade de transição entre estados da cadeia de Markov

M.D.C maior divisor comum

P n matriz das probabilidades de transição da cadeia de Markov em n passos

Y distribuição estacionária
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y vetor linha da distribuição estacionária

I matriz identidade

y(sk) solução da equação 3.8

LE limite de especificação

p1 probabilidade do item ser declarado conforme quando o processo está sob controle

p2 probabilidade do item ser declarado conforme quando o processo está fora de

controle

cI custo do item inspecionado (presente em todos os estados do processo)

cnc custo de enviar um item não-conforme para o mercado ou para as próximas etapas

do processo (custo de enviar itens fora dos limites de especificação, isto é, o item

é declarado não-conforme quando não atende às especificações do projeto)

ca custo de ajuste do processo

cs nc custo de descartar um item não-conforme, ou seja, quando o item for declarado

não-conforme por não atender aos limites de especificação

cs c custo de eliminar um item conforme, ou seja, quando o item for declarado con-

forme por atender aos limites de especificação (LE )

V(sk) custo de cada estado (sk)

bin distribuição binomial

$ unidade monetária (u.m.)

C($) Custo por item produzido (em u.m.)

λ parâmetro da distribuição de Poisson

λ0 frequência média de defeitos no estado I

λ1 frequência média de defeitos após a mudança para o estado II (λ1 > λ0)



π parâmetro de uma distibuição geométrica e representa a probabilidade de mu-

dança do estado I para o estado II a cada item produzido

α probabilidade de julgar o processo sob controle como fora de controle

β probabilidade de julgar o processo fora de controle como sob controle

Θ variável aleatória não-observável que representa a real condição do sistema de

controle (Θ = 0, estado sob controle; Θ = 2, estado fora de controle)

ξ(sk) custo decorrente dos itens defeituosos dentre os (m− 1) itens não inspecionados

que são enviados ao consumidor ou para os estágios posteriores do processo no

estado sk

η(sk) custo relacionado ao descarte do item inspecionado

ϕ(sk) custo de ajuste do processo (inclúıdo em todos os estados em que o processo é

declarado fora de controle, ou seja, k = 0)
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x



Anexo 62

Referências Bibliográficas 71
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns conceitos e resultados importantes no contexto de

Controle Estat́ıstico de Qualidade (CEQ) e do controle on-line de processos, aos quais

faremos uso no desenvolvimento do trabalho. Apresentaremos também a motivação e

os objetivos propostos deste.

1.1 Qualidade e Controle Estat́ıstico de Qualidade

A qualidade é um dos fatores de decisão mais importantes na escolha de um produto

ou serviço, principalmente após os anos 80, quando a revolução da qualidade exigiu

uma melhoria da mesma como condição para a sobrevivência de muitas indústrias.

Há uma definição tradicional em Juran et al. (1979), e Montgomery & Woodall

(1997), pela qual a Qualidade de um produto ou serviço é definida: sua “adequação

ao uso” (fitness for use). Em outras palavras, o produto ou serviço durante o seu uso

atende aos propósitos do usuário. Quanto mais o produto ou serviço atenderem aos

propósitos do usuário, maior será a sua Qualidade. Contudo, não existe na literatura

uma definição única para qualidade. Para Deming (1990), qualidade significa “atender

e, se posśıvel, exceder as expectativas do consumidor”. Para Crosby (1995), qualidade

significa “atender às especificações”. Para Taguchi et al. (1989), a produção, o uso e o

descarte de um produto sempre acarretam prejúızos (“perdas”) para a sociedade. Neste

contexto, quanto menor for o prejúızo, melhor será a qualidade do produto. Logo, o

1



1.1 Qualidade e Controle Estat́ıstico de Qualidade 2

controle permanente dos processos é condição básica para a manutenção da qualidade

de bens e de serviços.

Montgomery (2001) apresentou a seguinte definição seguindo a linha de associação

de qualidade à variabilidade: Qualidade é inversamente proporcional a variabilidade.

Nota-se então que se a variabilidade na caracteŕıstica mensurada do produto

diminui, a qualidade do produto aumenta. Assim sendo, Montgomery (2001) definiu:

Melhoria da qualidade é a redução da variabilidade em processos e produtos.

A variabilidade natural, devido à aleatoriedade inerente à natureza, torna prati-

camente imposśıvel a produção de dois produtos ou serviços idênticos. Se essa va-

riabilidade for pequena, ou seja, não causa impacto percept́ıvel para o consumidor, a

produção é tolerável, caso contrário será indesejável ou mesmo inaceitável, Montgomery

& Woodall (1997). As fontes da variabilidade podem ser controláveis, como qualidade

da matéria-prima, ajuste de máquinas, métodos utilizados, habilidade dos operadores,

e outros, ou incontroláveis, devidas às causas aleatórias. Como a variabilidade so-

mente pode ser descrita em termos estat́ısticos são necessários Métodos Estat́ısticos

para auxiliar na melhoria na Qualidade (Deming,1990).

O principal objetivo do controle de qualidade é detectar e prevenir grandes desvios

da caracteŕıstica de qualidade de interesse, em relação a um valor-alvo.

Segundo Garvin (1988), a história da qualidade pode ser dividida em quatro

etapas: inspeção, controle estat́ıstico de qualidade, garantia da qualidade e gestão

estratégica da qualidade.

O Controle da Qualidade faz parte da Avaliação da Qualidade, que é algo muito

mais abrangente. Segundo Paladini (1995), o Controle da Qualidade consiste na com-

paração dos resultados obtidos com os padrões ou objetivos pré-fixados. A avaliação é

feita na caracteŕıstica da qualidade para variáveis (quando medições numéricas são pos-

śıveis), ou por atributos (quando apenas avaliações qualitativas são viáveis). Besterfield

(1990) considera Controle da Qualidade como uma utilização de técnicas e atividades

para atingir, manter e melhorar a Qualidade de um produto ou serviço. Juran et al.

(1979) considera o Controle da Qualidade um processo regulatório através do qual

se mede a Qualidade real, compara-se essa Qualidade com os padrões e age-se nas

diferenças.
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O Controle Estat́ıstico da Qualidade (CEQ) é um dos ramos do Controle da Qua-

lidade. Conforme Western Electric Manufacturing Company (1956): “CEQ seria uma

forma (ou talvez um procedimento) de estudo das caracteŕısticas de um processo (Quali-

dade), com o aux́ılio de números (dados estat́ısticos) de maneira a fazê-lo comportar-se

da forma desejada (Controle)”.

“O objetivo primário do CEQ é a redução sistemática da variabilidade nas ca-

racteŕısticas chave para a qualidade do produto”, (Montgomery & Woodall,1997).

Ainda segundo Montgomery e Woodall, a parte principal do CEQ é o Controle

Estat́ıstico de Processos (CEP) que são técnicas empregadas para monitorar processos

de produção ao longo tempo para detectar mudanças no desempenho do processo e

para melhorá-la.

O conceito de Processo sob Controle Estat́ıstico (ou fora de Controle Estat́ıstico)

é tão importante quanto o de Variabilidade, e é importante ressaltar que os critérios

para a identificação de problemas compreendem a existência de padrões não aleatórios,

os quais incluem, entre outros, a existência de pontos fora dos limites de controle.

O Controle Estat́ıstico de Processos (CEP) permite o monitoramento cont́ınuo

do processo que possibilita uma ação imediata assim que um problema for detectado

conforme preconiza a construção da Qualidade dentro do processo e a prevenção de

problemas. De uma forma mais sucinta, pode-se dizer que o CEP tem como objetivo

atuar em processos para evitar uma produção grande de itens não-conformes.

O CEP envolve basicamente o desenvolvimento e interpretação dos resultados

de Gráficos de Controle de processos (propostos por Walter Shewhart nas décadas de

20 e 30 e este foi o primeiro a reconhecer que a variabilidade era um fato concreto

na indústria e que ela seria entendida por meios dos prinćıpios da Probabilidade e

da Estat́ıstica) e a utilização de técnicas para identificação de causas de problemas e

oportunidades de melhoria da Qualidade.

Vale ressaltar aqui que um gráfico de controle representa graficamente e de forma

progressiva uma caracteŕıstica de qualidade medida (pode ser variável ou atributo) ou

calculada a partir de observações extráıdas do processo periodicamente ao longo do

tempo. Os gráficos servem como aux́ılio no monitoramento e controle da produção,

o que implica em uma melhoria do processo. Um exemplo de Gráfico de Controle
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é apresentado na Fig. 1.1, que se trata de uma representação sugerida por Paladini

(1990).

6

-

LIC

LM

LSC
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x

Fig. 1.1 - Estrutura de um Gráfico de Controle

LSC - Limite Superior de Controle LIC - Limite Inferior de Controle

LM - Linha Média x - Valor observado do Caracteŕıstico A - número da amostra

As retas de referências são obtidas da seguinte forma:

LSC = µX + tσX (limite superior de controle)

LM = µX (linha central)

LIC = µX − tσX (limite inferior de controle)

em que X é uma estat́ıstica associada a uma caracteŕıstica de qualidade, t é uma

constante previamente escolhida, µX e σX são respectivamente a média e o desvio

padrão de X. Se X é registrado dentro dos limites de controle, é dito então que o

processo está sob controle estat́ıstico; caso contrário, é dito que o processo está fora

de controle. Nesse caso, geralmente pára-se o processo para investigar (ajuste ou falso

alarme). Na construção de um gráfico de controle, é comum a suposição de que os itens

são produzidos um a um e que são coletadas amostras de tamanho n em intervalos

regulares de duração m. O planejamento de um gráfico de controle deve satisfazer
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tanto critério estat́ısticos quanto econômicos. Os critérios estat́ısticos estão associados

às probabilidades do falso alarme ou número de amostras após a ocorrência do desvio da

caracteŕıstica espećıfica do processo até sua detecção. Os critérios econômicos procuram

valores dos parâmetros (ótimos) tal que minimize uma função-objetivo, geralmente

associada aos custos de operação (inspeção, de falso alarme, ajuste, etc.).

Shewart (1991) já apontava que a construção de um gráfico de controle planejado

em relação apenas a critérios estat́ısticos tem consequências econômicas. Isso porque

os custos de amostragem e de testes, os custos associados à investigação de sinais fora

de controle e, possivelmente, à correção de causas atribúıveis e custos da chegada ao

consumidor de unidades não-conformes são todos afetados pela escolha dos parâmetros

de controle.

Um dos trabalhos pioneiros em empregar critérios econômicos para planejamento

de gráficos de controle foi de Duncan, 1956.

Adams & Woodall (1989) ressaltam que o controle ótimo é geralmente determi-

nado minimizando a razão entre o custo esperado do procedimento de controle em um

ciclo de produção (que corresponde ao peŕıodo desde o ińıcio ou re-ińıcio do processo

de produção até a inspeção ou até um ajuste) e o número esperado de itens produzidos

em um ciclo.

Em se tratando de uma abordagem econômica, para a formulação de um modelo

econômico para o planejamento de um gráfico de controle, supõe-se que o processo seja

caracterizado por um único estado sob controle. Outra suposição, é com relação ao

tempo que o processo permanece nesse estado. Com essas suposições, é posśıvel formu-

lar modelos econômicos e, em algumas situações, estes resultam em uma estrutura de

um modelo de cadeia de Markov. Também supõe-se que uma vez ocorrida a transição

para um estado fora de controle, o processo só pode retornar à condição sob controle

com uma intervenção no mesmo. Em alguns casos, admitem-se transições entre dife-

rentes estados fora de controle, desde que as transições sejam sempre consistentes com

uma posterior deterioração da qualidade (Montgomery, 2004).



1.2 Controle de qualidade on− line 6

1.2 Controle de qualidade on− line

Teoricamente, durante o ciclo de produção, manter caracteŕısticas de produtos próxi-

mas aos valores alvos, exige cont́ınuos ajustes e monitoramentos nos processos indus-

triais. De acordo com Medeiros (2003), o procedimento usual é tomar observações em

intervalos regulares e verificar se o desvio do valor-alvo tornou-se inaceitável. Con-

siderando na prática uma máquina ou sistemas de máquinas designadas a fazer um

particular serviço, repetidamente, ao longo do tempo a qualidade de seu desempenho

deteriorará, a menos que seja examinada de tempo em tempo e reparada quando pare-

cer necessária trazê-la de volta à condição original, mantendo uniforme a qualidade do

produto.

Segundo Taguchi (1985), o emprego de processos de inspeção e de ajuste, e o uso

de sistemas de controle automático, são alguns dos métodos que constituem o chamado

“controle de qualidade on-line”. Em Medeiros (2003), formalmente, pode-se dizer que

“controle de qualidade on-line” trata-se de um conjunto de atividades, do controle de

qualidade, que são conduzidas durante o ciclo de produção de um produto.

Segundo Srivastava e Wu (1991), a proposta de controle de qualidade on-line é

produzir produtos uniformes ajustando o processo de acordo com informações obtidas

do próprio processo, analisando cada caracteŕıstica de qualidade ou fatores do processo

que afetam o produto.

Taguchi (1985) propôs um sistema de controle de qualidade on-line como uma

solução mais econômica do que remover defeitos após fabricação por meio de inspeção.

Taguchi et al. (1989) foi o responsável pela formulação de um dos procedimentos

econômicos on-line mais conhecidos pela simplicidade e pela facilidade de implantação.

Sua proposta, desenvolvida para monitorar tanto variáveis assim como atributos, con-

siste em retirar um único item da linha de produção a cada intervalo fixo de m itens

produzidos. Se o valor da caracteŕıstica de interesse do item examinado estiver fora

dos limites de controle (ou se o item for não-conforme, no caso de atributos), pára-se

o processo para investigação. Para Taguchi, este sistema de controle de qualidade on-

line deve ser empregado de modo que os valores-alvos desejados da caracteŕıstica de

qualidade possam ser economicamente controlados.

O problema se resume em determinar os parâmetros ótimos tal que minimize
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o custo médio do sistema de controle. Contudo, a proposta de Taguchi foi alvo de

muitas cŕıticas em função das suposições e aproximações empregadas. Suas expressões

anaĺıticas não assumem um mecanismo expĺıcito da ocorrência da causa especial e tais

expressões resultam de uma série de considerações e simplificações.

Entre outros trabalhos propostos em controle on-line estão Adams & Woodall

(1989), Nayebpour & Woodall (1993), Borges et al. (2001), Trindade, Ho & Quinino

(2007-A) e Trindade, Ho & Quinino (2007-B).

Uma exposição do procedimento desenvolvido por Taguchi envolvendo o controle

de qualidade on-line para variáveis e por atributos será feita no caṕıtulo 2.

1.3 Motivação: controle on− line por atributos con-

siderando classificações repetidas

Em Trindade, Ho & Quinino (2007-A), foi considerada uma mudança da fração de itens

conformes durante a produção. Buscando uma minimização de custo médio do sistema

de controle, a proposta foi desenvolver um modelo probabiĺıstico que considera as clas-

sificações repetidas e independentes do item inspecionado utilizando de propriedades

de uma cadeia de Markov de estados discretos. Assim, foi posśıvel determinar uma

estratégia ótima de controle on-line por atributos em um processo cujo sistema de

inspeção está sujeito a erros de classificação. Essa estratégia ótima consiste na deter-

minação do intervalo entre inspeções (m), do número de classificações repetidas (r) e

do número mı́nimo de classificações conformes(w), dentre as r classificações repetidas,

para julgar um item como conforme, tal que minimizam o custo médio por item pro-

duzido. Uma abordagem mais detalhada sobre essa proposta será apresentada na seção

2.1 deste trabalho.

Contudo, conforme Costa, Epprecht & Carpinetti (2005), em muitas situações

práticas não faz sentido classificar o item como conforme ou não-conforme. Pode

acontecer de o controle de qualidade deixar escapar um pequeno defeito, ou não-

conformidade, como por exemplo, uma geladeira embalada sem a trave da gaveta de ver-

duras ou com um arranhão. Neste caso, a geladeira apresenta uma não-conformidade.

Com isso, é mais interessante saber a quantidade de não-conformidades na geladeira
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do que simplesmente classificá-la como conforme ou não-conforme.

Neste trabalho será proposta uma nova abordagem motivada pela apresentada

por Trindade, Ho e Quinino (2007-A), pois será considerado agora um outro tipo de

processo cujo monitoramento é feito pelo número de não-conformidades do item ins-

pecionado e não a classificação em conforme ou não-conforme desse item. Processos

cont́ınuos como a produção de tecidos ou chapas de metal também podem ser encaix-

ados nesse tipo de monitoramento (neste caso, só é posśıvel expressar a frequência

média de ocorrência de defeitos em relação a certa quantidade-base do produto, ou

seja, em relação a uma extensão, uma área ou comprimento, predefinida do produto).

O monitoramento da frequência de não-conformidades é feito pelo gráfico do número

de não-conformidades (ou simplesmente, gráfico do número de defeitos), adotando

amostras por certa quantidade do produto. O tamanho da amostra pode coincidir ou

não com a unidade de inspeção (a unidade básica em que a frequência de ocorrência de

não-conformidades é expressa). O limites para o gráfico são, evidentemente, baseados

no números de não-conformidades por amostra, com o processo em controle.

1.4 Objetivos Propostos

O objetivo deste é desenvolver um modelo probabiĺıstico que considera esse número de

não-conformidades de forma que o número médio de defeitos na amostra é o parâmetro

da distribuição de Poisson a ser empregada no cálculo dos riscos α e β do gráfico do

número de não-conformidades na amostra (será considerado aqui que a amostra n, que

é de tamanho um, coincide com a unidade de inspeção, ou seja, o parâmetro a ser con-

siderado representará o número médio de não-conformidades por unidade de inspeção).

Para a modelagem desejada, utilizaremos de propriedades que envolvem uma cadeia

de Markov finita de estados discretos para determinar uma estratégia ótima de con-

trole em um processo cujo sistema de inspeção não está sujeito a erros de classificação.

Será considerado aqui um número infinito de inspeções (produção infinita, ou seja, ela

não pára). Por esse motivo, torna-se necessária a obtenção de uma distribuição esta-

cionária. O critério de julgamento do item inspecionado está diretamente ligado aos

limites de controle do processo. Se o número de não-conformidades encontrado no item
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inspecionado for superior ao limite de controle (consideraremos o limite inferior como

sendo zero), o processo é julgado como fora de controle. Caso contrário, ele é julgado

como sob controle. A estratégia ótima consiste em minimizar o custo médio do sistema

de controle (por item) a partir da determinação do intervalo entre inspeções (m) e do

limite superior de controle (L) do gráfico do número de não-conformidades.

O trabalho está estruturado do seguinte modo: no Caṕıtulo 2, será apresentada

uma revisão do modelo desenvolvido para o controle on-line por atributos e uma breve

exposição do modelo para o caso de variáveis. No Caṕıtulo 3, considerando o número

de não-conformidades do item inspecionado, que a produção de itens pelo processo é

discreta e que a transição do estado sob controle para o estado fora de controle segue

uma distribuição geométrica, será apresentado o modelo que considera o número de

não-conformidades onde existe a possibilidade de λ0 (processo sob controle) mudar

para λ1 (processo fora de controle). Será obtida a expressão do custo médio do sistema

de controle por item produzido desenvolvida a partir do modelo proposto (que será

minimizado a partir dos parâmetros ótimos). No Caṕıtulo 4 será apresentada um

exemplo numérico com análise de sensibilidade envolvendo alguns custos de interesse.

O Caṕıtulo 5 apresentará as conclusões e algumas sugestões para trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Revisão dos modelos por atributos

e para variáveis

2.1 Controle on − line de processos por atributos:

modelo de Taguchi

Um planejamento econômico para monitorar processos on-line por atributos foi pro-

posto por Taguchi et al., 1989. Nesse trabalho, considerou dois casos:

i) a mudança de 0% de defeitos para 100%;

ii) a mudança de 0% de defeitos para π%.

O caso I (item i), considerado por Taguchi, inicia o ciclo de produção com uma

fração inicial de defeitos igual a zero e, em algum instante aleatório, muda para uma

fração 100% de defeitos. É assumido a independência entre os itens produzidos e o

m-ésimo é examinado. A produção continua se o item examinado for conforme; caso

contrário, a produção é interrompida para um ajuste. Entre o instante da sinalização e

a parada total do processo para o ajuste, são produzidos mais l itens (atraso). Após a

parada, o processo volta a ter fração de defeitos igual a zero e o ciclo descrito se repete.

A função custo L, utilizada por Taguchi é dada por:

10
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L =
Ci
m

+

(
m+ 1

2
+ l

)
Cd
u

+
Ca
u
, (2.1)

em que Ci é o custo de inspeção, Cd é o custo decorrente de um item não-conforme,

Ca é o custo de ajuste, u o número médio de itens produzidos entre ajustes e l o

número de itens produzidos entre o instante da inspeção e a parada para o ajuste do

processo (atraso). O intervalo de inspeção é escolhido tal que minimize a função custo

L. Desprezando a dependência entre u e m e considerando u >> l e Cd >>
Ca

u
, Taguchi

derivou (2.1) em relação à m e obteve o intervalo ótimo

m0 =

√
2uCi
Cd

. (2.2)

Note que (2.2) não depende de l e Ca. Foi sugerido por Taguchi que u seja

substitúıdo por u+ m
2

em (2.1) e o intervalo ótimo seja obtido utilizando aproximação

por séries de Taylor quando as condições estabelecidas para obtenção de (2.2) não sejam

atendidas. Dáı,

m0 =

√
2(u+ l)Ci

Cd − Ca

u

. (2.3)

Já no Caso II, quando o processo muda sua fração de defeitos de 0% para π%,

Taguchi introduz um novo componente de custo: CD, custo de um item defeituoso que

segue sem detecção para as próximas etapas do processo, enquanto define Cd como o

custo do item defeituoso que é detectado, sendo CD >> Cd. Utilizando as simplificações

adotadas no Caso I, Taguchi obteve

m0 =

√
2(u+ l)Ci

CD − Ca

u

. (2.4)

Os detalhes para obtenção das equações dos Casos I e II também podem ser vistos

em Taguchi et al. (2004) e Souza (1999).

As equações (2.2), (2.3) e (2.4) mostram a simplicidade do modelo proposto por

Taguchi.

Surgiram depois outros estudos relacionados a esse tipo de procedimento. Con-

tudo, o trabalho de Nayebpour & Woodall (1993) representa a principal referência
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cŕıtica ao modelo desenvolvido por Taguchi.

No trabalho de Nayebpour & Woodall (1993) foi apresentado um modelo para

controle on-line por atributos (incluindo um mecanismo de falha para o processo) assu-

mindo que a mudança para a condição fora de controle ocorre segundo uma distribuição

geométrica de parâmetro π (estado II). O peŕıodo de tempo (em unidades produzidas)

a partir do ińıcio da produção (ou após o ajuste) até a detecção e remoção da causa

atribúıvel define o ciclo de inspeção. A sequência de produção, controle e ajuste, com

os custos contabilizados a cada ciclo, é modelado pela Teoria da Renovação (detalhes

em Ross, 1997). As variáveis aleatórias C (custo por ciclo), T (comprimento do ciclo)

e L (custo por item produzido) foram definidas, de forma que:

E(L) =
E(C)

E(T )
, (2.5)

ou seja, o custo médio por item produzido é a razão entre a esperança do custo

por ciclo e a esperança do comprimento do ciclo.

A busca por uma expressão anaĺıtica para o intervalo ótimo de inspeção a partir

de (2.5) foi realizada computacionalmente. Contudo, mesmo Nayebpour & Woodall

(1993) empregando os mesmos componentes de custo utilizados por Taguchi para de-

senvolver modelos correspondentes aos Casos I e II, ainda não foi posśıvel obter essa

expressão. Suas buscas resultaram que o Caso II apresenta uma maior discrepância en-

tre as abordagens, quando considerado o custo médio por item produzido. Nayebpour

e Woodall recomendaram, assim como Montgomery (2004), aumentar a frequência de

inspeção caso a proporção de itens defeituosos seja inaceitavelmente alta para o inter-

valo de inspeção ótimo, isto é, que algum tipo de restrição estat́ıstica seja associada ao

modelo econômico, sem contudo, considerá-la em seu modelo.

Johnson et al. (1991) levantou a possibilidade de existência de erros na inspeção.

Em uma abordagem fora do contexto de controle on-line, mostrou que os erros de clas-

sificação do item inspecionado podem comprometer seriamente o processo de avaliação

da qualidade por atributos.

Greenberg & Stokes (1995) propôs o uso de classificações repetidas. Observou-

se então que esse uso de classificações repetidas do item inspecionado poderia reduzir

o impacto dos erros de classificações e, consequentemente, o custo médio do sistema
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de controle por item produzido. A proposta de Greenberg & Stokes (1995) é de um

procedimento que admite apenas a existência de um tipo de erro na determinação do

número ótimo de classificações repetidas. Esse procedimento foi empregado em várias

abordagens alternativas ao controle on-line. As propostas empregaram critérios dife-

renciados na classificação final do item inspecionado (o item examinado é classificado

repetidamente e independentemente r vezes e em cada classificação, ele é avaliado em

conforme ou não conforme).

Nandi & Sreehari (1997) introduziram a exitência de duas causas atribúıveis,

o que proporciona dois ńıveis diferentes de qualidade após a mudança para o estado

fora de controle. Já em Nandi & Sreehari (1999), o modelo anterior foi modificado

pois introduziram uma função linear para descrever a deterioração da fração de itens

conformes após a mudança do processo. Para esta função, foram obtidas as expressões

do custo médio e também foi determinado computacionalmente o intervalo ótimo para

as inspeções.

Os trabalhos baseados no modelo de Taguchi foram questionados também em

Borges et al. (2001) onde foi levantada a hipótese de que o controle on-line poderia

apresentar erros de classificação, comprometendo a determinação do intervalo ótimo

entre inspeções. Foram considerados em um modelo de controle on-line os erros tipo I

(classificar um item conforme como defeituoso) e tipo II (classificar um item defeituoso

como conforme) e conclúıram que, ainda que pequenos (da ordem 1%), os erros alteram

o custo e a poĺıtica ótima de inspeção, ou seja, o custo do sistema de controle é senśıvel

na presença dos erros de classsificação. Esse resultado já era esperado já que a decisão

de parar o processo é baseada na classificação de um único item inspecionado a cada

m produzidos.

Já em Quinino & Suyama (2002), com o objetivo de reduzir o custo médio espe-

rado de um sistema de controle de qualidade (mas não o caso on-line), desenvolveram

um modelo que indica qual é o número ótimo de classificações independentes repetidas

e o respectivo critério de decisão.

Como uma extensão da proposta apresentada por Greenberg & Stokes (1995),

Quinino & Ho (2004) desenvolveram um procedimento econômico alternativo para o

controle de qualidade por atributos, também fora da abordagem para controle on-line,



2.1 Controle on− line de processos por atributos: modelo de Taguchi 14

com erros de diagnóstico. Nessa proposta alternativa, o itens são inspecionados repeti-

damente até observar “a” classificações conformes ou “b” classificações não-conformes

(no primeiro caso, o item é declarado conforme e no segundo critério, o item é declarado

não-conforme). Para os outros resultados, o procedimento de classificações repetidas

continua.

A ideia envolvendo o controle on-line de qualidade com presença de erros de

classificação e a função de deterioração da qualidade foi desenvolvida e apresentada

em Trindade (2008) e em Trindade, Ho & Quinino (2007-B). Baseando-se em todos os

trabalhos desenvolvidos até então, Trindade, Ho & Quinino (2007-A) e Trindade, Ho

& Quinino (2007-B) apresentaram uma abordagem alternativa envolvendo o controle

on-line com um modelo que contemple as três propostas apresentadas supondo que a

transição do estado sob controle para fora de controle (a produção de itens pelo processo

é discreta) segue uma distribuição geométrica. Logo, para a obtenção de um modelo

utilizando cadeia de Markov foi proposta a classificação repetida e independente do

item inspecionado (nesse caso, supõe-se que o item inspecionado pode ser submetido a

classificações repetidas, o que pode proporcionar uma redução no custo médio quando

há presença de erros de classificação. Esta hipótese foi aventada por Borges et al.

(2001), porém não foi implementada).

No modelo apresentado por Trindade, Ho e Quinino (2007-A) considera-se o uso

de classificações repetidas, com a fração de itens não-conformes passando de p1 (pro-

cesso sob controle) para p2 (processo fora de controle). O monitoramento deste pro-

cesso é feito como o proposto por Taguchi, e as seguintes suposições são estabelecidas,

Trindade (2008),:

• o processo inicia (ou reinicia) a produção no Estado I (sob controle, com fração

de itens defeituosos constante p1 ≥ 0) e, após a mudança, a fração de itens

não-conformes passa ao valor constante p2 > p1;

• a mudança do Estado I para o Estado II ocorre segundo uma distribuição geo-

métrica com parâmetro π;

• o processo de monitoramento consiste na inspeção de um único item a cada m

produzidos;
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• o sistema de inspeção está sujeito a erros de classificação;

• o item inspecionado pode ser submetido a r classificações independentes (sendo

classificado em cada uma como conforme ou não-conforme) e o tempo necessário

para realizar estas classificações é despreźıvel;

• tão logo o item inspecionado seja declarado defeituoso (segundo um critério a ser

estabelecido), a parada do processo ocorre imediatamente (sem atraso) e o item

inspecionado é descartado.

O modelo probabiĺıstico é desenvolvido através das propriedades de cadeias de

Markov de estados discretos (nesse caso, foram considerados seis estados) para de-

terminar uma estratégia ótima de controle (on-line por atributos) que consiste na

determinação do intervalo entre inspeções (m), do número de classificações repetidas

do item inspecionado (r) e do número mı́nimo de classificações conforme (dentre as r)

para julgar o item conforme (w) que minimizam o custo médio do sistema de controle.

Um dos resultados obtidos em Trindade, Ho & Quinino (2007-A) mostraram que, de-

pendendo da combinação dos parâmetros que governam o processo, erros da ordem

de 1% já justificariam o uso de classificações repetidas para a minimização do custo

médio do processo. Exemplos em que a utilização desta metodologia é bem sucedida

incluem o processo automático de solda, produção de semicondutores, produção de

diodos utilizados em placas de circuito impressos e em processos qúımicos. De maneira

geral, sistemas de produção que utilizam controle automático podem beneficiar-se da

metodologia aqui discutida.

2.2 Controle on− line de processos para variáveis

Uma outra abordagem de controle de processos on-line foi desenvolvida para variáveis.

Este ponto não será explorado neste trabalho, contudo, apresentaremos aqui apenas

um resumo do que foi apresentado na literatura para o caso de controle on-line para

variáveis e suas diferenças básicas para com o controle on-line por atributos.

Segundo Medeiros (2003), em muitas situações é extremamente dif́ıcil ter um

sistema de controle automático capaz de medir cada item de produção imediatamente
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após o processo, utilizando um item padrão para comparação.

Um procedimento para monitorar processos on-line para variáveis foi introduzido

por Taguchi (1985) e Taguchi et al. (1989), com o objetivo de determinar o intervalo

ótimo m e o limite ótimo de controle d, minimizando uma função perda L.

A regra de controle (intervenção) de Taguchi é: parar o processo quando o valor

absoluto de uma observação excede um limite de controle especificado.

O planejamento deste método de Taguchi visava que o sistema de controle on-line

pudesse ser empregado de modo que os valores alvos desejados, das caracteŕısticas do

produto, pudessem ser economicamente controlados.

Segundo a abordagem feita por Garvin (1983), no Japão, quando uma caracteŕıs-

tica de qualidade de interesse desviava do valor alvo, o processo era ajustado de modo

que a caracteŕıstica de qualidade, na próxima unidade, se tornasse mais próxima do

valor alvo. Isto indica que a ênfase estava em produzir produtos de forma que o desvio

da caracteŕıstica de qualidade, em relação ao valor alvo, pudesse ser minimizado. Já

nos Estados Unidos, ações não eram tomadas enquanto produtos não defeituosos fos-

sem obtidos, indicando que a importância estava em minimizar o custo de controle. A

solução ótima, provalvemente, está na incorporação das duas ênfases: no custo e na

qualidade.

Taguchi et al. (1989) desenvolveu um modelo com percurso aleatório para muitas

combinações de custo de ajuste e inspeção.

A cŕıtica feita, na literatura, ao procedimento apresentado por Taguchi, é que

apesar dele ter obtido expressões simples para m (tamanho do ciclo de inspeção) e

d (limite de controle), as aproximações e suposições usadas para obtê-las não foram

matematicamente justificadas, de forma clara. Logo, abordagens alternativas para o

controle de processos on-line foram propostas por Adams & Woodall (1989) e, na

sequência, dois trabalhos, Srivastava & Wu (1991) e Srivastava & Wu (1995), onde

todos propuseram modelos alternativos com percurso aleatório (ou modelo de passeio

aleatório).

A poĺıtica recomendada por Adams & Woodall (1989) para o caso com percurso

aleatório permite determinar o limite de controle e a frequência de amostragem. Adams

e Woodall mostraram que a perda esperada por item produzido, durante um ciclo de
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produção, proposta por Taguchi, pode não ser adequada sob o modelo com percurso

aleatório. Segundo eles, a aproximação da função perda para a perda média e a apro-

ximação dos parâmetros ótimos de controle será ruim.

Srivastava & Wu (1991) apresentaram uma aproximação do modelo apresentado

por Taguchi mais acurada ainda e, em Srivastava & Wu (1995), apresentaram uma

solução melhorada ao fazer alguns ajustes à solução de Taguchi supondo modelo com

percurso aleatório. Neste último, Srivastava e Wu afirmam que a prova dada por

Adams & Woodall (1989) para uma aproximação acurada não está correta, além deles

não terem apresentado solução para os parâmetros ótimo.

Outras abordagens foram desenvolvidas por Chou & Wang (1996), para variá-

veis, e Borges, Ho & Turnes (2001), Belém (2001) e Souza (1999), por atributos. Ho,

Medeiros & Borges (2007) apresentou uma abordagem econômica alternativa para o

controle on-line de processos para variáveis, baseada em uma cadeia de Markov com

dois estados. A função perda para o modelo econômico proposto foi desenvolvido.

Esta função perda incorpora o custo de falso alarme e determina o número de itens

não-conforme de forma mais adequada do que a forma usual, apresentada na litera-

tura. Após a determinação da função perda, a escolha dos valores ótimos do intervalo

de diagnóstico m e do limite de controle d se baseia na minimização desta função perda.

Além disso, compara-se o desempenho da função perda obtida com o desempenho da

função perda de Taguchi. Em Medeiros (2003) é apresentada uma análise de sensibi-

lidade considerando a função perda proposta e a função perda de Taguchi quando são

feitas variações nos parâmetros m e d, nos custos e em outros parâmetros presentes na

perda proposta. No geral, o modelo proposto produz custos menores do que o modelo

apresentado por Taguchi. Um custo esperado para não-conformidades é introduzido

no modelo de uma forma diferente. Ele é proporcional ao número esperado de itens

não-conformes. Outro aspecto que distingue os dois modelos é a inclusão da ocorrência

de um alarme falso, o que não existia no modelo de Taguchi.



Caṕıtulo 3

Controle on− line por atributos para

o número de não-conformidades no

item inspecionado

Neste caṕıtulo abordaremos (conforme o objetivo proposto do trabalho), e de forma

detalhada, os procedimentos utilizados para o desenvolvimento do modelo probabiĺıs-

tico (baseados no modelo desenvolvido por Trindade, Ho & Quinino, 2007-A), o qual

se utiliza de propriedades de uma cadeia de Markov ergódica para a formulação da ex-

pressão anaĺıtica do custo médio por item produzido que se deseja minimizar a partir da

obtenção dos parâmetros ótimos. Portanto, este caṕıtulo apresenta a contribuição desta

dissertação à literatura sobre controle on-line através da proposta de uma metodologia

para o monitoramento do número de não-conformidades no item inspecionado e da

obtenção das expressões anaĺıticas envolvidas.

3.1 Modelo probabiĺıstico do sistema de inspeção

Consideremos a situação em que itens são produzidos em um processo. O processo

se inicia sob controle e, devido a uma causa especial depois de um tempo aleatório,

passa a assumir a condição fora de controle. O monitoramento do processo é feito

como o proposto por Taguchi e por Trindade (2008), e são estabelecidas as seguintes

18
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suposições:

- definimos a variável aleatória C como o número de não-conformidades no item

inspecionado. No caso n = 1 (tamanho da amostra considerada), assume-se que

C possui distribuição de Poisson com parâmetro λ, como é frequente acontecer

dentro do contexto do controle de qualidade por atributos;

- O processo inicia (ou reinicia) a produção no Estado I (sob controle, com fre-

quência média de defeitos λ0) e, após a mudança, a frequência média de não-

conformidades (defeitos) aumenta para λ1, com 0 ≤ λ0 ≤ λ1 e a produção passa

a acontecer no Estado II;

- a mudança do estado I para o estado II, a cada item produzido, ocorre segundo

uma distribuição geométrica com parâmetro π, sendo 0 ≤ π ≤ 1;

- o processo de monitoramento consiste em inspecionar o m-ésimo item produzido

a cada ciclo de inspeção;

- o número de defeitos por item (C) será monitorado no item inspecionado e se

C > L, onde L representa o limite superior de controle do gráfico de não-

conformidades, o processo de fabricação é declarado fora de controle e é parado

para ajuste. O limite inferior de controle será considerado igual a zero;

- como em teste de hipótese, a decisão aqui está sujeita a dois tipos de erros: α é

a probabilidade de declarar o processo sob controle como fora de controle e β é

a probabilidade de declarar o processo fora de controle como sob controle (sob a

hipótese H0);

- o item é descartado após a inspeção;

- tão logo o processo seja julgado fora de controle (segundo um critério a ser es-

tabelecido), a parada do processo ocorre imediatamente e o item inspecionado é

descartado. Será considerado aqui não existir atraso (nenhum item é produzido

entre o instante de detecção e a parada do processo);

- o processo sendo produzido sob o estado II só pode retornar ao estado I após a

ocorrência de um ajuste.
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? A cadeia de Markov

O sistema de inspeção proposto pode ser modelado como uma cadeia de Markov

estacionária considerando o conjunto de estados discretos

E = {01, 00, 11, 10, 21, 20}

em que cada estado é descrito por um par de ı́ndices s e k. A Fig. 3.1 mostra as

posśıveis transições.

A variável S, primeiro ı́ndice de cada par de números do espaço de estados, está

relacionada ao estado do processo em que os itens que compõem o ciclo de inspeção

foram produzidos. Quando:

• S = 0, todos os itens (inclusive o inspecionado) foram produzidos no estado I;

• S = 1, necessariamente ocorreu uma mudança do estado I para o estado II no

ciclo considerado e pelo menos o item inspecionado foi produzido no estado II;

• S = 2, todos os itens (inclusive o inspecionado) foram produzidos no estado II.

A variável K, segundo ı́ndice de cada par de números do espaço de estados, por

sua vez, indica se o processo foi declarado:

- K = 0, fora de controle se C > L;

- K = 1, sob controle se C < L.

A Matriz de Transição P é ilustrada a seguir com as respectivas probabilidades

de transição entre os estados em ciclos subsequentes de inspeção.
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01 00 11 10 21 20

P =

01

00

11

10

21

20



P(01)(01) P(01)(00) P(01)(11) P(01)(10) P(01)(21) P(01)(20)

P(00)(01) P(00)(00) P(00)(11) P(00)(10) P(00)(21) P(00)(20)

P(11)(01) P(11)(00) P(11)(11) P(11)(10) P(11)(21) P(11)(20)

P(10)(01) P(10)(00) P(10)(11) P(10)(10) P(10)(21) P(10)(20)

P(21)(01) P(21)(00) P(21)(11) P(21)(10) P(21)(21) P(21)(20)

P(20)(01) P(20)(00) P(20)(11) P(20)(10) P(20)(21) P(20)(20)



Como exemplo para ilustrar a notação utilizada, P(20)(00) representa a probabili-

dade de que a inspeção i ocorra sob o estado da cadeia 20 e que a inspeção (i + 1)

ocorra sob o estado 00, ou simplesmente P(20)(00) = P (Ei+1 = 00|Ei = 20). Neste

exemplo:

- inspeção atual : os m itens do ciclo atual foram produzidos no estado II e o número

de não-conformidades do item inspecionado é maior que L. Portanto, o processo

é declarado fora de controle e na,

- próxima inspeção: todos os m itens foram produzidos sob o estado I e o número de

não-conformidades do item inspecionado é maior que L. O processo é, portanto,

declarado fora de controle.

O fluxograma apresentado na Fig. 3.1 ilustra o sistema de controle on-line pro-

posto e relaciona o processo de produção aos estados da cadeia.
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Fig. 3.1 - Representação do sistema de inspeção e respectivos estados da

cadeia de Markov.

Na sequência, detalharemos as probabilidades de transição que compõem a Matriz

de Transição P.

(a) A probabilidade P(01)(01) = P (Ei+1 = 01|Ei = 01), indica que:

i) o ciclo atual de inspeção iniciou-se sob o estado I e todos itens do ciclo foram

produzidos neste estado;

ii) o número de não-conformidades do item inspecionado foi menor que o limite

superior de controle (C < L) e, portanto, o processo foi julgado como sob controle.

Para obter as probabilidades de transição, uma variável aleatória não observável,

Θi, com i ≥ 0 , que representa o estado no qual o i-ésimo item foi produzido será

definida. Logo, Θi pode assumir:

• 0, estado I;

• 2, estado II.
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Assim, a probabilidade de que o processo permaneça no estado I até o m-ésimo

item produzido no ciclo é expressa por:

P (Θm = 0) = P (Θ1 = 0, . . . ,Θm = 0) = P (Θ1 = 0) · P (Θ2 = 0|Θ1 = 0) · . . . ·
P (Θm = 0|Θm−1 = 0, . . . ,Θ1 = 0) · P (Θm = 0) = (1− π) · (1− π) · . . . · (1− π)︸ ︷︷ ︸

m vezes

⇒ P (Θm = 0) = (1− π)m (3.1)

e, consequentemente,

P (Θm = 2) = 1− (1− π)m

Considerando L conforme definido anteriormente e α representando a probabili-

dade de julgar o processo fora de controle quando ele está sob controle e β a probabi-

lidade de julgar o processo sob controle quando ele não está, tem-se, respectivamente:

α = P (C > L|λ = λ0)⇒ 1− α = P (C ≤ L|λ = λ0) =
L∑
c=0

e−λ0λc0
c!

(3.2)

1− β = P (C > L|λ = λ1)⇒ β = P (C ≤ L|λ = λ1) =
L∑
c=0

e−λ1λc1
c!

(3.3)

Combinando (3.1), (3.2) e (3.3), tem-se:

P(01)(01) = P (Θm = 0) · P (C ≤ L|λ = λ0)

= (1− π)m · (1− α)
(3.4)

e

P(01)(01) = P(00)(01) = P(10)(01) = P(20)(01).

(b) A probabilidade P(01)(00) difere da anterior em relação à classificação do processo

que é declarado fora de controle. Portanto,
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P(01)(00) = P (Θm = 0) · P (C > L|λ = λ0)

= (1− π)m · α
(3.5)

e

P(01)(00) = P(00)(00) = P(10)(00) = P(20)(00).

As igualdades acima ocorrem pois, após um ajuste, por definição, o processo

retorna ao estado I. Assim, as probabilidades de transição que partem de um estado

da cadeia no qual ocorreu um ajuste são iguais àquelas que partem do estado (01). Ao

final da exposição aqui das expressões que compõem a matriz de transição P, pode-se

mostrar que as linhas “pares” da matriz P são iguais à primeira linha, assim como as

linhas “́ımpares” também são iguais.

Do exposto, seguem-se então as probabilidades que completam a matriz de tran-

sição P.

(c) P(01)(11) e P(01)(10) indicam que no ciclo atual de inspeção ocorreu uma mudança

do estado I para o estado II. A probabilidade desta mudança é dada pelo com-

plementar de (3.1). As probabilidades de declarar o processo como sob controle

ou fora de controle são similares as (3.2) e (3.3), mas o item inspecionado foi

produzido no estado II. A diferença, em relação ao item inspecionado, é que na

P(01)(11), o processo é declarado sob controle e na P(01)(10), o processo é declarado

fora de controle. Com isso,

P(01)(11) = P (Θm = 2) · P (C ≤ L|λ = λ1)

= [1− (1− π)m] · β

= P(00)(11) = P(10)(11) = P(20)(11)

e
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P(01)(10) = P (Θm = 2) · P (C > L|λ = λ1)

= [1− (1− π)m] · (1− β)

= P(00)(10) = P(10)(10) = P(20)(10)

(d) As probabilidades restantes, P(11)(21), P(21)(21), P(11)(20) e P(21)(20), devem consi-

derar apenas a probabilidade de julgar o processo como sob controle ou fora de

controle, pois o ciclo de inspeção já se iniciou no estado II:

P(11)(21) = P (C ≤ L|λ = λ1) = β = P(21)(21)

P(11)(20) = P (C > L|λ = λ1) = 1− β = P(21)(20)

(e) Pela definição dos estados da cadeia, não é posśıvel uma transição direta entre os

estados (0i) e (2i), i = 0, 1. Isso é justificado pelo fato de que sendo a inspeção

atual tendo ocorrido no estado I, S = 0, para o processo alcançar o estado II, é

preciso primeiro passar pelo estado que representa a mudança do estado I para

o estado II, S = 1, onde é garantido que pelo menos o item inspecionado foi

produzido no estado II. Seguindo esse racionćınio, tem-se que:

P(01)(21) = 0; P(01)(20) = 0; P(00)(21) = 0; P(00)(20) = 0

Uma vez no estado II, S = 1 ou S = 2, o processo só retorna ao estado I após

ajuste. Logo, quando não há ajuste, a produção continua. Com essa suposição, não

é posśıvel então um retorno do estado II para o estado I, o que anula as seguintes

probabilidades:

P(11)(01) = 0; P(11)(00) = 0; P(21)(01) = 0; P(21)(00) = 0.
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O estado S = 1 só pode ocorrer uma única vez após a mudança I → II, visto

que representa a primeira inspeção nesta nova condição. Nesse sentido, são nulas as

seguintes probabilidades:

P(11)(10) = 0; P(11)(11) = 0

Quando no estado II, S = 2, não é posśıvel ter a próxima inspeção ocorrendo no

estado S = 1 que representa o momento da mudança I → II. Sendo assim, seguem a

nulidade de:

P(21)(10) = 0; P(21)(11) = 0.

Como o ajuste ocorre sempre que o processo é declarado fora de controle, então

se o atual estado for 10 ou 20, espera-se que a próxima inspeção ocorra no estado I,

S = 0. Assim sendo, tem-se que:

P(10)(21) = 0; P(10)(20) = 0; P(20)(21) = 0; P(20)(20) = 0.

A Matriz de Transição P pode então ser escrita como:

01 00 11 10 21 20

P =

01

00

11

10

21

20



P(01)(01) P(01)(00) P(01)(11) P(01)(10) 0 0

P(01)(01) P(01)(00) P(01)(11) P(01)(10) 0 0

0 0 0 0 P(11)(21) P(11)(20)

P(01)(01) P(01)(00) P(01)(11) P(01)(10) 0 0

0 0 0 0 P(11)(21) P(11)(20)

P(01)(01) P(01)(00) P(01)(11) P(01)(10) 0 0
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? Distribuição estacionária

A Fig. 3.2 representa o diagrama de dispersão do modelo proposto.

 

20 

11 

01 

10 

00 

21 

Fig. 3.2 - Diagrama de dispersão da matriz de transição P.

Uma abordagem mais detalhada da teoria de cadeia de Markov estacionária é

apresentada ao final deste trabalho (ver Apêndice).

Pela Fig. 3.2, apesar de alguns estados da cadeia não se comunicarem no primeiro

passo, por exemplo os estados 01 e 21, pode-se mostrar que a cadeia de Markov utilizada

para discução do processo de inspeção é irredut́ıvel, pois todos os estados pertencem à

mesma classe de estados, ou seja, todos os estados se comunicam uns com os outros

a partir dos passos seguintes. Além disso, o estado i da cadeia é aperiódico, pois

M.D.C = {n : P n
ii > 0} = 1, onde M.D.C. é o maior divisor comum de todos os n′s para

os quais P n
ii > 0. Isso representa que todos os estados tem peŕıodo um por pertencerem

à mesma classe. Além disso, cabe ressaltar que a cadeia de Markov envolvida é finita.

Logo, a matriz P é uma matriz de uma cadeia de Markov ergódica (detalhes em

Ross, 1997 - Teorema 4.1, pg. 173 ). Então existe

lim
n→∞

Pn = Y
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em que todas as linhas da matriz Y são iguais ao vetor linha

y =
[
y(01), y(00), y(11), y(10), y(21), y(20)

]
,

tal que

y1 = y(01), . . . , y6 = y(20) e
6∑
i=1

yi = 1 (3.6)

com todos os valores yi estritamente positivos. Cada elemento de y é interpretado como

sendo a fração do número de inspeções que são realizadas em cada um dos estados da

cadeia após um número suficientemente grande de inspeções. Como

P(n+1) = P(n)P e lim
n→∞

P(n+1) = lim
n→∞

Pn = Y,

então no limite a equação Y = YP é verdadeira. Como todas as linhas de Y são iguais

à y, a equação y = yP também é válida e pode ser escrita como

y(P− I) = 0 (3.7)

em que I é a matriz identidade e 0 o vetor linha de zeros. Portanto, o vetor único y

pode ser obtido a partir da resolução do sistema linear (3.7) com a restrição em (3.6).

Logo, os elementos de y são dados por:

y(01) =
P(01)(01)P(11)(20)

P(01)(11) + P(11)(20)

; y(00) =
P(01)(00)P(11)(20)

P(01)(11) + P(11)(20)

y(10) =
P(01)(10)P(11)(20)

P(01)(11) + P(11)(20)

; y(21) =
P(01)(11)(1− P(11)(20))

P(01)(11) + P(11)(20)

y(11) = y(20) =
P(01)(11)P(11)(20)

P(01)(11) + P(11)(20)

Nota: A convergência para a distribuição estacionária Y também foi obtida

computacionalmente (ver Anexo A).
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3.2 Custo dos estados da cadeia

A abordagem do custo de cada estado da cadeia feita neste trabalho segue também uma

estrutura equivalente a trabalhos anteriores como de Taguchi et al. (1989); Nayebpour

& Woodall (1993); Nandi & Sreehari (1997); Borges et al. (2001); Nandi & Sreehari

(1999), que consideraram três componentes principais de custo: o custo de inspeção, o

custo de um item não-conforme e o custo de ajuste.

Neste trabalho, será considerado que:

• ca - custo de ajuste do processo;

• cI - custo do item inspecionado (presente em todos os estados do processo);

• LE - representa o limite superior de especificação, valor este que é pré-fixado e

que está diretamente ligado à capacidade de produção de itens conformes, ou

seja, de acordo com as especificações do projeto e de interesse do fabricante (o

limite inferior de especificação foi considerado igual a zero);

• cnc - custo de enviar um item não-conforme para o mercado ou para as próximas

etapas do processo (custo de enviar itens fora dos limites de especificação, isto é,

o item é declarado não-conforme quando não atende as especificações do projeto);

• cs nc - custo de descartar um item não-conforme, ou seja, quando o item for

declarado não-conforme por não atender aos limites de especificação (LE );

• cs c - custo de eliminar um item conforme, ou seja, quando o item for declarado

conforme por atender aos limites de especificação (LE ).

• p1 é a probabilidade do item ser declarado conforme quando o processo está sob

controle, isto é, p1 = P (C ≤ LE|λ = λ0);

• p2 é a probabilidade do item ser declarado conforme quando o processo está fora

de controle, isto é, p2 = P (C ≤ LE|λ = λ1);

Os componentes cs nc e cs c são utilizados para a eventualidade dos itens descar-

tados serem submetidos a algum processo de reaproveitamento, no qual o custo de
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reaproveitamento de um item conforme pode diferir daquele não-conforme. Caso isso

não seja posśıvel, basta estabelecer cs nc = cs c , custo este que deve ser o custo unitário

de produção (desconsiderado o sistema de controle).

O custo de cada estado (sk) pode ser escrito como:

V(sk) = cI + ξ(sk) + η(sk) + ϕ(sk)

em que s = 0, 1, 2 e k = 0, 1. Além disso:

• ξ(sk) - custo decorrente dos itens defeituosos dentre os (m − 1) itens não ins-

pecionados que são enviados ao consumidor ou para os estágios posteriores do

processo;

• η(sk) - custo relacionado ao descarte do item inspecionado;

• ϕ(sk) - custo de ajuste do processo (inclúıdo em todos os estados em que o

processo é declarado fora de controle, ou seja, k = 0).

∗ Custos ξ(sk)

Para os estados (00) e (01), sabe-se que todos os m itens do ciclo foram produzidos

no estado I. Tem-se que o número de itens não-conformes é modelado por uma

distribuição binomial de parâmetros (m − 1, 1 − p1). Dessa forma, o número

esperado de itens não-conformes é dado por (m− 1) · [1− p1] , dos (m− 1) itens

não inspecionados e que são enviados para o mercado. Assim,

ξ(00) = ξ(01) = cnc(m− 1)[1− p1]

Já para os estados (20) e (21), todos os itens do ciclo são produzidos no estado

II. Logo:

ξ(20) = ξ(21) = cnc(m− 1)[1− p2]

Nos estados (11) e (10) uma parte dos m itens são produzidos no estado I. Sabe-

se aqui que pelo menos o último item do ciclo, o inspecionado, foi produzido
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no estado II. Porém, nos (m − 1) itens não inspecionados, a quantidade i foi

produzida no estado I e (m−i−1) no estado II. A mudança pode já se manifestar

no primeiro item produzido (neste caso todos os m− 1 são produzidos no estado

II) ou mesmo ocorrer apenas no último item do ciclo (neste caso todos os m− 1

são produzidos no estado I). Temos então:

ξ(11) = ξ(10) = cnc

m∑
i=1

π(1− π)i−1

1− (1− π)m
{(i− 1)[1− p1] + (m− i)[1− p2]}

onde, i indica o primeiro item produzido no estado II.

∗ Custos η(sk)

No estado (00), todos os m itens do ciclo são produzidos no estado I e o processo

foi declarado fora de controle. Com isso, o custo de descarte do item inspecionado

é o representado por:

η(00) = cs c
P (L < C < LE)

α
+ cs nc

P (C > max(L,LE))

α
(3.8)

A primeira parcela da expressão (3.8) é obtida da probabilidade, ponderada pelo

custo cs c, de descartar um item conforme condicionada à probabilidade do pro-

cesso ter sido julgado como fora de controle. Analogamente, obtém-se a segunda

parcela da mesma que representa a probabilidade, ponderada pelo custo cs nc, de

descartar um item não-conforme dado que o processo foi declarado fora de con-

trole. Usando racioćınio semelhante, obtém-se as outras expressões dos custos

relacionados ao descarte do item para outros estados, como segue.

No estado (01), o processo foi julgado sob controle, mas existe a probabilidade

de que não satisfaça o limite de especificação. Portanto,

η(01) = cs nc
P (LE < C < L)

1− α
+ cs c

P (C < min(L,LE))

1− α

No estado (20), todos os itens foram produzidos no estado II e o processo foi

considerado fora de controle. Logo,
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η(20) = η(10) = cs c
P (L < C < LE)

1− β
+ cs nc

P (C > max(L,LE))

1− β

Já para o estado (21), o processo foi considerado sob controle. Dáı,

η(21) = η(11) = cs nc
P (LE < C < L)

β
+ cs c

P (C < min(L,LE))

β

∗ Custos ϕ(sk)

Com relação aos custos relacionados ao ajuste, temos:

ϕ(00) = ϕ(10) = ϕ(20) = ca

e

ϕ(01) = ϕ(11) = ϕ(21) = 0 (não há ajuste do processo)

3.3 Custo médio do sistema de controle

A formulação da expressão do custo médio do sistema de controle é equivalente ao

procedimento apresentado em Trindade (2008).

Consideremos o processo de renovação S = {N(T ), t ≥ 0}, onde N(t) representa

o número de ajustes já realizados no processo até o t-ésimo item. Seja T ∗ a variável

aleatória que representa o número de itens produzidos entre ajustes sucessivos e T ∗i o

número de itens produzidos entre os ajustes i − 1 e i, com i ≥ 1. Considere agora

que a cada ajuste realizado pode-se associar um custo ao sistema de controle, represen-

tado pela variável aleatória V ∗, sendo V ∗i o custo associado ao i-ésimo ajuste. Nesse

contexto, defina

V ∗(t) =

N(t)∑
i=1

V ∗i (3.9)

como sendo o custo total do sistema de controle após t itens produzidos. Além disso,

defina E[V ∗] = E[V ∗i ] < ∞ e E[T ∗] = E[T ∗i ] < ∞. De posse dessas informações, a
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partir da teoria da renovação (ver detalhes em Ross, 1997 - Proposição 7.3, pg. 366 )

tem-se que: 
lim
t→∞

V ∗(t)

t
=
E[V ∗]

E[T ∗]
, com probabilidade 1

e

lim
t→∞

E[V ∗(t)]

t
=
E[V ∗]

E[T ∗]

(3.10)

Em outras palavras, após um número suficientemente grande de itens produzidos,

o custo médio do sistema de controle por item produzido
(
E[V ∗(t)]

t

)
é igual ao custo

médio do ciclo entre ajustes (E[V ∗]) dividido pelo número médio de itens produzidos

por ciclo entre ajustes (E[T ∗]). Porém, as informações fornecidas pela cadeia de Markov

constrúıda dizem respeito aos itens produzidos entre inspeções, e não entre ajustes.

Nesse sentido, seja V o custo entre duas inspeções sucessivas, sendo Vj o custo

entre as inspeções j − 1 e j, com j ≥ 1. Considere l o número de inspeções ocorridas

até que o k-ésimo ajuste tenha ocorrido. Assim sendo, o custo total após k ajustes será

o somatório dos custos das l inspeções realizadas (l ≥ k), ou seja

k∑
i=1

V ∗i =
l∑

j=1

Vj (3.11)

Agora, seja T uma variável aleatória representando o número de itens produzidos

entre inspeções, sendo Tj o número de itens produzidos entre as inspeções j − 1 e

j. Utilizando o mesmo argumento, o número de itens produzidos entre as inspeções

até o k-ésimo ajuste será, também, o somatório dos itens produzidos nas l inspeções

realizadas (l ≥ k), isto é,

k∑
i=1

T ∗i =
l∑

j=1

Tj (3.12)

É claro que quando k →∞, seguramente l→∞ . Assim, utilizando as equações

(3.11) e (3.12), podemos reescrever a equação (3.10) como:
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E[V ∗]

E[T ∗]
=

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

V ∗i

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

T ∗i

=

lim
k→∞

k∑
i=1

V ∗i

lim
k→∞

k∑
i=1

T ∗i

=

lim
l→∞

l∑
j=1

Vj

lim
l→∞

l∑
j=1

Tj

=

lim
l→∞

1

l

l∑
j=1

Vj

lim
l→∞

1

l

l∑
j=1

Tj

=
E[V ]

E[T ]
(3.13)

Portanto, o custo médio do sistema de controle por item produzido pode ser

expresso como a razão entre a esperança do custo médio por ciclo de inspeção e a

esperança do número de itens produzidos por ciclo de inspeção que é fixo. Como em

cada um dos ciclos de inspeção são produzidos m itens e o m-ésimo item é descartado

após ser inspecionado, então E[T ] = m − 1. Os valores assumidos pelas variáveis T e

V são discretos e estão diretamente relacionados aos estados da cadeia de Markov.

Já a esperança do custo dos ciclos é dada por:

E[V ] =
2∑
i=

1∑
j=0

y(ij)V(ij) (3.14)

em que y(ij) é a probabilidade estacionária obtida na seção 3.1 e V(ij) o custo do estado

(ij). Assim, para um número suficientemente grande de inspeções, a expressão do custo

médio por item produzido é dado por:

C(m,L) =
E[V ]

E[T ]
=

1

m− 1

(
cI +

2∑
i=0

1∑
j=0

y(ij) [ξ(ij) + η(ij) + ϕ(ij)]

)
(3.15)

A determinação da poĺıtica ótima de controle, consiste na determinação de m e

L que minimizam (3.15). Em outras palavras, o problema consiste em determinar:

(m0, L0) = arg min
(m,L)

C

Um busca direta aos parâmetros desejados, m0 e L0, foi realizada computacional-

mente utilizando o software R de forma a obter a partir desses a minimização do custo

médio por item produzido.



Caṕıtulo 4

Um exemplo numérico

Vamos supor que certa empresa de confecção de camisetas possua um sistema integrado

de qualidade, o QA - Qualidade Assegurada, que garante a excelência na fabricação de

camisetas em todas as etapas industriais, desde o processamento do corte do tecido,

até chegar ao produto acabado.

O setor de confecção de camisetas tem como caracteŕıstica básica ser fortemente

influenciado pela moda, podendo lançar quatro coleções por ano: inverno, primavera-

verão, verão e alto verão. Deve ser observado porém, que algumas empresas produzem

produtos com certa estabilidade de demanda, ou seja, que não sofrem tanta influência

da moda, como é o caso das camisetas. Assim sendo, mesmo com produtos que variem

em função da moda, isso não invalida o uso de previsões estat́ısticas, uma vez que, como

pode ser observado, algumas têm que fazer ajustes posteriores no plano de produção

devido a sua imprecisão.

Após a definição dos tipos de camisetas a serem produzidos, é realizado o corte do

tecido procurando-se aproveitá-lo ao máximo, por intermédio do processo de encaixe.

Após o corte, os componentes gerados são encaminhados para as áreas de preparação

onde são costurados, preparando-os para as sub-montagens e montagens, possibilitando

assim a produção da camiseta. Após isso, é feito o acabamento pertinente.

Para ilustrar o modelo proposto neste trabalho com um exemplo numérico, consi-

deraremos um processo de confecção de camisetas realizado por essa empresa, no qual

a produção é realizada em grande quantidade (produção de horizonte infinito) e o con-
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trole de qualidade é feito a partir do monitoramento do número de não-conformidades

nas peças inspecionadas. Na empresa tratada aqui, a variação entre modelos é in-

significante. Esse processo pode ser modelado por uma distribuição de Poisson, cujo

parâmetro representa a frequência média de não-conformidades na peça (ou item) ins-

pecionada, sendo assegurado pelo fabricante que:

- as não-conformidades ocorrem de forma independente;

- na quantidade de camisetas considerada, existe uma infinidade de oportunidades

para ocorrência de não-conformidades, porém o evento associado à ocorrência de

uma não-conformidade espećıfica deve ser considerado um evento raro.

De acordo com o fabricante, a produção é feita item a item (uma peça por vez) e

o procedimento adotado pela empresa consiste em passar as peças (camisetas) longitu-

dinalmente pela área de inspeção a uma velocidade de inspeção visual. No processo de

inspeção são considerados como defeitos a presença de manchas e/ou furos na camiseta,

costura desalinhada, problemas de acabamento, etc. Esses defeitos tornam a qualidade

do produto ruim.

Finalmente, o controle de custos, que não deve ser considerado como superior

aos demais controles é, certamente, estratégico por sua responsabilidade sobre um dos

critérios ganhadores de pedidos dos clientes: o preço final dos produtos fabricados.

Dentre os custos unitários considerados aqui, está o custo de envio de peças defeituosas

para o mercado. Essa preocupação se dá pelo fato de que, tendo camisetas defeituosas

no mercado, com certeza geraria assim uma insatisfação por parte do cliente em relação

ao produto (o que provocaria uma posśıvel devolução da(s) peça(s) ao fabricante),

implicando então em um prejúızo ao fabricante.

Os parâmetros a serem utilizados serão fornecidos de acordo com as exigências do

mercado (conforme dados históricos) ou do próprio fabricante. Neste caso, foram fixa-

dos alguns parâmetros que possibilitaram fazer a modelagem do processo de confecção

de camisetas.
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TABELA 4.1 - Parâmetros de acordo com dados históricos.

custos unitários valores ($)

cI 0,025

cnc 5

ca 100

cs nc 1

cs c 2

parâmetros do processo valores

π 0,0001

λ0 2,5

λ1 6,5

LE 5

Nesse caso particular, o cliente especificou ao fabricante que 5 (cinco) é o número

máximo de defeitos aceitáveis, ou seja, LE = 5, conforme TABELA 4.1.

O fabricante, cada vez mais preocupado com a redução de seus custos, quer

inspecionar uma camiseta a cada m produzidas e tem interesse então em determinar

o tamanho do intervalo de inspeção e o limite de controle tal que minimize o custo

médio de produção por item produzido para detectar mudanças da frequência média

de defeitos de λ0 = 2, 5 para λ1 = 6, 5.

Um programa em R foi desenvolvido (ver anexo A), obtendo para esse cenário o

limite ótimo L0 = 6 e m0 = 88 com o custo 0,3004, conforme TABELA 4.2.

TABELA 4.2 - Parâmetros ótimos e custo médio mı́nimo.

L ótimo - L0 m ótimo - m0 Custo médio mı́nimo - C($)

6 88 0,3004

A Fig. 4.1 mostra os valores de m versus Custo e também os valores de L versus

Custo que confirmam o valor do C($) = 0, 3004 como sendo o menor custo médio

obtido a partir da combinação de m0 = 88 com L0 = 6.
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(a) (b)

Fig. 4.1 - (a) Gráfico de m× C($), com L0 = 6;

(b) Gráfico de L× C($), com m0 = 88.

Apenas a ńıvel de comparação, citaremos aqui duas estratégias alternativas para

a obtenção de um custo médio (mı́nimo) de produção por item produzido.

Uma estratégia seria calcular o custo médio C($) por item produzido onde tudo

que é produzido, é enviado para o cliente.

Nessas condições, não inspecionar implica que m0 vai para o infinito, pois esta-

mos considerando horizonte infinito para a produção (ou seja, a produção é infinita).

É esperado então que em algum momento o processo mude do estado I para o es-

tado II e permanece nesse estado (II) a não ser que um ajuste seja realizado. Isso

equivale a dizer que em algum momento, a probabilidade do processo produzir peças

não-conformes aumentará. Traduzindo isso para o nosso cenário aqui, numericamente

essa probabilidade no horizonte infinito equivale a:

1− p2 = P (C > 5|λ = λ1) = 0,6310,

apesar de π = 10−4.

Com isso, o custo por item produzido que desejamos obter é dado pelo produto

dessa probabilidade com o custo de envio de itens não-conformes para o mercado (cnc),

que pela TABELA 4.1 é 5 (cinco). Logo,
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C∗(m,L) =
1

m
· [m · P (C > 5|λ = λ1) · cnc] = 0, 6310 · 5 = 3,1548.

Como era esperado, o custo para esse cenário é dez vezes maior que o resultado

em TABELA 4.2.

A outra estratégia consiste em calcular o custo médio C($) por item produzido,

sem inspeção, onde tudo que é produzido é enviado para o cliente e sempre é feito o

ajuste a cada 88 itens produzidos (m ótimo).

Semelhante ao caso anterior, o custo médio vai ser igual a

C∗∗(m,L) =
1

88
[88 · P (C > 5|λ = λ1) · 5 + 100] = 3, 1548 + 1, 1363 = 4,2911.

Apenas a t́ıtulo de curiosidade (ainda utilizando os parâmetros L0 = 6 e m0 = 88),

vamos considerar que os custos de inspecionar e descartar sejam iguais a zero. Neste

caso, o custo médio por item produzido cairia para 1,4738, considerando que o processo

é ajustado a cada 88 peças produzidas. Caso o custo de ajuste fosse zero também, o

custo cairia para 0,2513. Mas esse caso, na prática, jamais ocorrerá.

4.1 Análise de sensibilidade

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos com a análise de sensibilidade.

Serão considerados vários cenários: o primeiro variando os valores de λ1; em seguida,

o comportamento do custo variando m e L; e, por fim, variando os diferentes tipos de

custos.

a) Variando λ1, mantendo os demais parâmetros fixos.

Sendo assim, considerando então o modelo de controle on-line proposto neste

trabalho, conforme vimos no Caṕıtulo 3, o problema aqui consiste em determinar

(m0, L0) = min
(m,L)

C,
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onde L0 e m0 são, respectivamente, limite de controle e intervalo de inspeção ótimos

que minimizam o custo C($) de acordo com as exigências do fabricante.

Sendo m o tamanho do ciclo de inspeção e L o limite superior de controle do

processo representando aqui o número máximo de não-conformidades detectado na

inspeção para que o processo seja julgado sob controle, vamos analisar o impacto da

combinação dos valores de L e m no custo C($):

Na TABELA 4.3 estão dispostos os valores de L0 e m0 e os respectivos custos

C($) obtidos variando os valores de λ1 e mantendo os demais parâmetros e custos fixos.

Tabela 4.3 - Variação de λ1 fixados os demais parâmetros conforme TABELA 4.1

1λ L0 m0 C($)
3 3 896 0.2786415
4 5 141 0.3096956
5 6 77 0.3119375
6.5 6 88 0.300403
8 6 99 0.2908844
10 7 87 0.2787678
11.5 7 94 0.2738357
15 8 93 0.2673818
30 12 94 0.2645569
45 15 94 0.2645470
90 23 94 0.2645470

LE≤1λ

LE>1λ

Pode-se ver que, para λ1 > LE com o aumento de λ1, ocorreu um aumento do

L0 e uma variação ćıclica do m0 (com λ1 variando entre 6,5 e 90). Já para λ1 ≤ LE,

nota-se uma redução do m0 na faixa de variação de λ1 entre 3 e 5 (menor frequência

de inspeção).

Analisando ainda os resultados obtidos nota-se que, qualitativamente, eles não

mudam. Isto é: fixado λ0 e LE, e variando λ1 observamos que, enquanto λ1 ≤ LE, o

custo mı́nimo cresce à medida em que cresce λ1. Note, ainda na TABELA 4.3, que com a

variação de λ1, m0 varia muito pouco para o caso em que λ1 > LE, e varia muito quando

λ1 ≤ LE, onde esse último entendemos tratar-se de um caso não muito interessante,

considerando que não faz muito sentido ter uma frequência média de defeitos, para

o processo fora de controle, menor que o limite de especificação. E quando temos

λ1 > LE , o custo mı́nimo decresce à medida que cresce λ1. Esse resultado também

pode ser confirmado para outros valores de λ0 e LE, conforme TABELA 4.4.
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Tabela 4.4 - Variação de λ1 fixados os demais parâmetros (λ0 = 10 e LE = 20)

λ1 L0 m0 C($)
2 3 351 0.1538847
3 4 104 0.1793448
3.5 4 103 0.1799292
4 4 104 0.1790287
5 4 108 0.1756348
7 5 83 0.1640267
9 5 94 0.1568274
11 6 89 0.1522371
15 7 92 0.1488827
30 10 93 0.1479097
60 16 93 0.1479081

Os resultados também indicam que quanto maior λ1, maior é o valor de L0 que

minimiza o custo. Esse aumento de L0 é esperado pois isso implica em um aumento

do limite superior de controle que representa o limite máximo de número de não-

conformidades detectado na camiseta inspecionada para que o processo seja declarado

sob controle. Com isso, menores são as chances do processo operar fora de controle e

isso faz com que o aumento do λ1 não tenha um impacto muito grande no aumento

do custo C($). Esse resultado é esperado, considerando que o processo é julgado estar

operando no estado II, isto é, fora de controle, quando o número de não-conformidades

detectado na peça inspecionada (C ) for maior que L0. Logo, com o aumento de L0,

maior é a possibilidade de o processo estar operando no estado I (sob controle) e, com

isso, o custo C($) diminui. Consequentemente, esse resultado nos leva a concluir que

o aumento de λ1 e do L0 tende a diminuir as chances do processo estar operando no

estado II.

Na Fig. 4.2 estão os gráficos de λ1 versus C($) e de L0 versus C($) referentes

aos resultados da TABELA 4.3.
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(a) (b)

Fig. 4.2 - (a) Gráfico de λ1 × C($);

(b) Gráfico de L0 × C($).

Observe na Fig. 4.2 que o comportamento dos gráficos tanto em (a) quanto em

(b) são bem semelhantes, o que era de se esperar já que quanto maior λ1, maior é o

valor de L0 que minimiza o custo.

b) Comportamento do custo C($) variando m e L.

A Fig. 4.3 mostra o comportamento do custo C($) quando m varia em uma faixa

de valores e L é fixado.

Fig. 4.3 - Gráfico de m× C($) com L = L0 (fixo)
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De acordo com a Fig. 4.3, nota-se que para uma faixa de valores menores de m

combinados com valores menores de L (como por exemplo para L = 2 ou L = 3) o

custo diminui, contudo não com tanta intensidade como na combinação desses mesmos

valores de m com valores maiores de L, como no caso de L = 5 ou L = 6. Além disso,

podemos observar que a partir de uma faixa de valores maiores de m combinados

com valores menores de L, o custo sofre um leve aumento, o que nos leva a concluir

que dificilmente o custo mı́nimo seria obtido para essas duas combinações de L e m.

Essa mesma conclusão pode ser feita para combinações de valores menores de m com

valores maiores de L, pois conforme podemos observar na Fig. 4.3, a partir de L = 7,

o custo tende a sofrer um novo aumento com o aumento de L. Note também que

dificilmente o custo mı́nimo seria obtido em combinações de valores muito maiores de

m com valores muito maiores de L, pois a partir de certo m, o custo médio aumenta

consideravelmente. Já para valores moderados de L (no caso da Fig. 4.3, valores como

L = 5 e L = 6) combinados com valores moderados de m (na Fig. 4.3 esses valores

correspondem a valores de m entre 50 e 150) é onde podemos observar os menores

custo. Logo,conseguimos estabelecer áı uma certa margem de variação para L e m.

Porém, mais adiante mostraremos, através de outras análises que esses valores tendem

a se alterar se mudamos algum dos parâmetros fixados.

c) Comportamento do custo C($) variando m mantendo L fixo (L = L0).

Ainda na Fig. 4.3, pode-se observar que mantendo-se L fixo, ou seja, L = L0, à

medida que cresce o valor de m, tem-se uma diminuição do custo C($). Contudo, a

partir de certos valores de m (na Fig. 4.3 esses valores podem assumir, por exemplo,

valores a partir de 200) ocorre um aumento desse custo C($). Isso é esperado pelo fato

de que para valores de m muito grandes, as chances de o processo operar sob controle

tende a diminuir visto que o intervalo entre as inspeções aumenta com o aumento do

m, ou seja, é menor a frequência de ocorrência de inspeções. Assim sendo, o custo C($)

tende a aumentar até mesmo porque, é posśıvel aqui, que a freqüência de ocorrência

de envio de camisetas defeituosas para o mercado ou para próximas etapas do processo

tendem a aumentar com um aumento considerável de m. Em outras palavras, m muito

grande implicaria num maior risco de aumento do custo C($).
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Com relação aos valores menores de m (na Fig. 4.3 esses valores podem corres-

ponder, por exemplo, a valores entre 0 e 50). Quanto menor o valor de m, observa-se

um aumento do C($). Isso acontece devido à diminuição do ciclo de inspeção, pois essa

redução do intervalo de inspeção implica em um aumento na frequência de inspeções e

consequente aumento da frequência de ocorrência de descartes e de ajustes.

d) Comportamento do custo C($) variando L mantendo m fixo (m = m0).

A Fig. 4.4 mostra o comportamento do custo C($) quando L varia em uma faixa

de valores de 0 a 20 e m fixado em m = 10, 88 e 500.

Fig. 4.4 - Gráfico de L× C($) com m = m0 (fixo)

De acordo com a Fig. 4.4, para m fixo, nota-se que que o custo C($) diminui para

uma faixa de valores menores de L (na Fig. 4.4 essa faixa corresponde, por exemplo,

aos valores entre 0 e 8, porém, vale ressaltar que essa faixa depende do valor de m que

foi fixado). A redução do custo C($) se justifica, pois para esses valores de L a chance

de o processo operar sob controle diminui, mesmo π = 0, 0001 (ver TABELA 4.1)

sendo um valor bem pequeno. Logo, espera-se que ocorra um aumento na frequência

de ocorrência de ajustes do processo.

Contudo, ainda na Fig. 4.4, pode-se observar que para m fixo e L > LE (LE con-

forme TABELA 4.1), vemos que com um aumento de L o custo C($) também aumenta.
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Esse resultado também é esperado, pois nessa faixa de valores de L, a frequência de

descarte de camisetas não-conformes para o mercado aumenta.

Vale observar aqui também que valores de L maiores que λ1 não são desejáveis,

pois isso claramente faz com que o custo aumente já que L é o limite máximo de controle

que caracteriza o estado sob controle.

e) Comportamento do custo C($) variando cada um dos custos do processo

mantendo os demais parâmetros do processo fixos conforme TABELA

4.1.

A TABELA 4.5 apresenta o comportamento do custo médio (mı́nimo) por item

produzido quando cada um dos parâmetros e custos do processo de interesse do fabri-

cante variam em uma faixa de valores aleatórios, mantendo-se os demais fixos, conforme

TABELA 4.1.

TABELA 4.5 - Valores de C($) obtidos a partir de L0 e m0 variando um dos

parâmetros ou um dos custos do processo com os demais mantidos fixos.

Πx103 C L0 m0 λ0 C L0 m0 λ1 C L0 m0

0,01 0.2366145 6 271 1,5 0.09011877 5 87 4 0.3096956 5 141
0,1 0.300403 6 88 2,5 0.300403 6 88 6,5 0.300403 6 88
1 0.5592854 6 30 3 0.5236242 7 77 11,5 0.2738357 7 94
10 1.862849 6 15 4,5 1.621019 8 95 22 0.2647679 10 94
20 2.769443 5 30 5 2.058064 8 136 34 0.264549 13 94
cI C L0 m0 cnc C L0 m0 ca C L0 m0

0,0025 0.300142 6 87 0,50 0.05525535 6 287 10 0.2654181 4 119
0,025 0.300403 6 88 2 0.1442323 6 139 100 0.300403 6 88
0,25 0.3029605 6 90 5 0.300403 6 88 500 0.3705674 7 78
0,5 0.3057112 6 93 20 1.013137 6 44 1000 0.435774 8 54
2,5 0.3238702 5 169 50 2.370704 6 28 5000 0.8785547 9 49
cs_c C L0 m0 cs_nc C L0 m0 LE C L0 m0

0 0.2573201 8 15 0 0.2993486 6 87 3 1.305571 6 83
2 0.300403 6 88 1 0.300403 6 88 4 0.6396699 6 82
5 0.3259441 5 173 2 0.3014463 6 89 5 0.300403 6 88
10 0.3503895 5 214 5 0.3045131 6 92 6 0.1515751 6 99
20 0.3857511 4 379 10 0.3094325 6 96 7 0.09063083 6 119

Apesar da faixa de variação escolhida para m e L ser arbitrária, respeitam-se as

seguintes condições impostas pelo fabricante que tem interesse em fabricar algo com:
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- a frequência média de não-conformidades no estado I menor que à do estado II

(λ0 < λ1);

- o custo de enviar um item defeituoso para o mercado maior que o custo de

descartá-lo (cnc > cs nc);

- o custo de descartar um item conforme maior que o custo de eliminar um item

não-conforme (cs c > cs nc).

Vamos agora fazer uma análise de sensibilidade para os custos envolvidos.

• cI - Custo de classificação do item inspecionado

Com o aumento de cI , observa-se na TABELA 4.5 um aumento do custo C($)

e do m0 e uma redução de L0. O aumento do C($) é esperado, pois aumentando-se

consideravelmente o valor de cI isso implica em um aumento do m0, o que equivale a

uma redução da frequência de ocorrência de inspeções.

Outro fato que podemos observar é que com o aumento do custo cI , L
0 diminui

de forma simultânea ao aumento de m0. Isso também é esperado visto que a chance do

processo operar fora de controle aumenta, o que implica em um aumento na frequência

de ajustes do processo, o que contribui para o aumento do C($)).

• cnc - Custo de enviar um item não conforme para o mercado ou próxi-

mas etapas do processo

Os resultados da TABELA 4.5 mostram que com o aumento do cnc, L
0 manteve-se

constante e o custo total C($) e m0 diminuiria. Se o custo aumentou e L0 se manteve

fixo (de fato, pois a ideia de não-conformidade está ligada ao LE, que está fixo), é

esperado que o tamanho do ciclo de inspeção m0 diminua. Isso porque a frequência

de inspeções aumenta e isso, aliado ao fato que L0 > LE, implica em uma redução na

satisfação dos clientes ao adquirir a camiseta. Com isso, o impacto do aumento do cnc

no aumento do custo C($) não é tão grande, o que faz com que o custo C($) aumente

pouco.
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• ca - Custo de ajuste do processo

Conforme TABELA 4.5, pode-se notar que com o aumento do ca, ocorreu também

um aumento do custo C($) e do L0. Contudo, apesar de haver uma tendência de

m0 diminuir, observando a TABELA 4.6 onde obtemos outros resultados para o C($)

variando ca e fixando valores alternativos para λ0, λ1 e LE, vemos quem0 fica alternando

em uma faixa de valores entre 73 e 100.

Com o aumento de ca, o aumento de L0 é esperado, pois assim tende a ocorrer

uma maior demora de ajuste do processo. A tendência na redução do m0 também

era esperada já que, tendo a frequência de inspeções maior devido a um intervalo entre

inspeções menor, a frequência de ocorrência de ajustes é menor e o impacto do aumento

de ca no aumento do custo C($) não é tão grande.

TABELA 4.6 - C($) obtidos a partir da variação de Ca, λ0 = 0, 5, λ1 = 5, LE = 3 e

demais parâmetros fixos de acordo com a TAB. 4.1.

Ca C($) L0 m0

10 0.05623291 2 100
100 0.07149783 3 85
500 0.1192088 3 99
1000 0.1738299 4 73
5000 0.5828069 4 93

• cs c - Custo de eliminar um item conforme

Pela TABELA 4.5 pode-se observar que quanto menor o cs c, menor o custo

mı́nimo C($) e menor é o m0. Contudo, houve um aumento de L0.

A redução de m0 aliada ao aumento do L0 observados a partir da redução de

cs c são esperados, pois a frequência de ocorrência de inspeções aumenta, o que tende

a aumentar a frequência de descarte de camisetas conformes (note que L0 tende a ser

cada vez maior que LE). Vale ressaltar aqui, que esse aumento de L0 implica que as

chances do processo estar operando sob controle tende a aumentar. Logo, uma redução

do custo C($) é esperado para um aumento de cs c.
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• cs nc - Custo de eliminar um item não-conforme

Pode-se notar pela TABELA 4.5 que com o aumento de cs nc, m
0 e o C($) au-

mentaram e L0 manteve-se inalterado.

O aumento de m0 é esperado, pois esse fato implica em uma redução na frequência

de ocorrência de inspeções e, consequentemente, em uma redução na frequência de

descarte, especialmente de itens não-conformes, já que L0 manteve-se constante e é

maior que LE = 5 (L0 ser maior que LE implica que a produção de itens não-conformes

tende a ser maior).

• π - Probabilidade de mudança de estado

Pela TABELA 4.5, observamos que com o aumento de π houve um aumento do

custo C($) e não houve muita alteração de L0. Já o m0 apresentou uma tendência a

diminuir com o aumento de π, o que é esperado.

É natural esperar que quanto maior o valor de π, maior é o valor do custo C($).

Isso porque trata-se agora do aumento da probabilidade do processo mudar do estado

I para o estado II. Quanto maior essa probabilidade, maior é a tendência do processo

operar sob o estado II.



Caṕıtulo 5

Conclusões e recomendações

5.1 Conclusões

A partir do que foi proposto por Trindade, Ho & Quinino (2007-A), nossa proposta

teve como objetivo desenvolver um modelo que possibilite obter os parâmetros ótimos

m0 (tamanho do ciclo de inspeção) e de L0 (limite superior de controle que representa

o limite máximo para que o processo seja declarado sob controle) que minimizam o

custo médio por item produzido onde uma produção de horizonte infinito é conside-

rada. Assumiu-se aqui que uma inspeção é realizada durante a produção a cada m

itens e que só o m-ésimo é inspecionado e, em seguida, descartado. Caso C (número

de não-conformidades desse item) seja maior que L0, o processo é declarado fora de

controle e, caso contrário, sob controle. Supõe-se também aqui que a distribuição de

Poisson modela o número de não-conformidades no item inspecionado e o parâmetro λ

representa a freqüência média de defeitos. Uma vez desenvolvido esse modelo, verificou-

se qual o impacto dos parâmetros e custos envolvidos na obtenção do custo médio por

item inspecionado. No Caṕıtulo 3 foi apresentado o modelo que possibilitou fazer essa

análise e o um programa iterativo no software estat́ıstico R foi desenvolvido para auxi-

liar na busca direta dos parâmetros ótimos e consequente custo mı́nimo desejado, tendo

fixados os parâmetros e custos do processo considerados na obtenção do modelo. As

análises apresentadas no Caṕıtulo 4 foram baseadas em uma produção de confecção

de camisetas com a utilização de dados históricos para a atribuição de valores para
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os parâmetros e custos do processo. Primeiramente, para testar, apenas em ńıvel de

comparação, a eficácia da proposta apresentada para a obtenção de um custo mı́nimo,

duas outras propostas alternativas foram citadas, contudo os resultados dos custos

obtidos a partir dos parâmetros ótimos m0 e L0 apresentaram maiores custos, como já

era esperado. Na sequência, foi realizado de acordo com os interesses do fabricante,

uma análise do impacto sofrido pelo custo médio com a variação de cada um dos pa-

râmetros apresentados na TABELA 4.1, de forma que os demais permanecessem fixos.

Os resultados indicaram que é esperado que o limite superior de controle procurado

esteja compreendido entre os parâmetros λ0 e λ1. Além disso, conclúımos também que

a combinação de valores moderados de m (mas não muito grande) com valores de L

moderados é a que contêm os parâmetros desejados que fornecem o menor custo dentre

todos obtidos em outras combinações de L e m. Sendo essas faixas de valores atribúı-

dos a m e L arbitrárias, vale ressaltar que a obtenção dos parâmetros considerados

ótimos depende dos demais parâmetros fixados. Também constatou-se que valores de

λ1 menores que LE tende a aumentar o custo médio, o que não é interessante para o

cenário usado neste.

Após essas constatações, em busca de conhecer o quão seria o impacto da variação

de cada custo do processo no custo médio final de cada item produzido, obtivemos

resultados bastante coerentes e dentro do esperado. Com o aumento natural obtido

para o custo mı́nimo a partir do aumento de cada um dos parâmetros e custos do

processo, conclúımos que em muitos casos, o aumento ou redução de m0 e L0 foram

benéficos no sentido de controlar, de certa maneira, o aumento do custo final. Neste

ponto já t́ınhamos então algo que nos permitia “medir” essa influência. Ao analisarmos

os custos do processo, destacamos a influência de cada um deles no custo médio final

e comprovamos a eficácia do modelo desenvolvido. Por exemplo, ao analisarmos o cI ,

vimos que os valores L que minimizam o custo tendem a não se alterar (mudando

apenas em casos extremos) enquanto os valores de m que minimizam o custo tendem

a aumentar quando aumenta o valor de cI e a diminuir caso cI diminua. Então é

rećıproco que se, por ventura em uma linha de produção, o cI vier a aumentar é

natural o aumento do comprimento do ciclo de inspeção a fim de minimizar o custo

médio final. Isso é de fácil aceitação, pois se o custo de inspeção aumenta, a fim de
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minimizar o custo é natural que queiramos diminuir a frequência de inspeções, mas isso

poderia vir a aumentar o custo caso o processo passasse a operar fora de controle mais

vezes. O mais interessante é que a resposta do programa a esse problema é positiva no

sentido de que os parâmetros ótimos obtidos são esperados, isso mostra a eficácia do

modelo. Já no cnc, por exemplo, a resposta do programa aos casos extremos em que

cnc = 20 e cnc = 50 os respectivos custos mı́nimos foram altos e o comprimento do ciclo

de inspeção pequeno em ambos os casos, o que também mostra a eficácia do modelo,

pois lá justificamos porque era esperado esses resultados.

A contribuição dessas análises foi de muita importância, pois nos permitiram

compreender o processo e, posteriormente, a influência no custo final de cada parâmetro

envolvido. Além disso, mostramos que a estratégia adotada aqui em se tratando de

número de não-conformidades na peça inspecionada é uma estratégia que garante a

qualidade do produto, além de garantir ao fabricante um custo bem baixo na produção

dessas peças.

5.2 Sugestões para posśıveis extensões

Neste trabalho foi apresentado um planejamento de controle on-line para o número de

não-conformidades em peças inspecionadas a cada m itens produzidos.

A seguir, seguem algumas posśıveis extensões.

Planejar um sistema de controle para o número de não-conformidades do item

inspecionado supondo uma produção em horizonte finito. Ou seja, nesse cenário, o

fabricante tem interesse em escolher um m e um L ótimo que minimize o custo esperado

por item produzido em uma produção finita de n itens.

Estando o sistema de produção sob controle, no ińıcio uma outra proposta seria

realizar a primeira inspeção somente após a produção de K itens. E após essa primeira

inspeção, o fabricante propor uma inspeção a cada m itens produzidos (interesse em

obter qual é o K ótimo, m ótimo e L ótimo que minimiza o custo médio de itens

produzidos), com a restrição que K > m. Após esse ajuste, o processo volta a fazer a

primeira inspeção após K itens e as seguintes acontecem de m em m itens.

Como extensão deste trabalho, propõe-se também que tomando os ciclos de ins-
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peção com tamanho m, a decisão de inspecionar ou ajustar o processo acontece segundo

um processo aleatório, por exemplo de Bernoulli.

Em extensão ao trabalho proposto por Nandi & Sreehari (1999) e Trindade, Ho

& Quinino (2007-B), propõe-se planejar um sistema de controle on-line para o número

de não-conformidades observados no item inspecionado. A produção começa com uma

frequência média de defeitos λ0 no estado I e muda para λ1 depois de um certo tempo,

ou seja, a qualidade do produto se deteriora rapidamente. E, após este tempo, o valor

de λ1 aumenta segundo uma função crescente (linear, exponencial) até o ajuste.



Apêndice A

Cadeia de Markov Ergódica

Aqui apresentaremos uma abordagem geral da teoria de uma Cadeia de Markov Ergódica

que garante a existência da distribuição estacionária, que foi de fundamental importân-

cia para o desenvolvimento do modelo utilizado para minimização do custo esperado

do sistema de controle no Caṕıtulo 3.

Um Processo Estocástico {X(t), t ∈ T} é definido como uma coleção de variáveis

aleatórias indexadas por um parâmetro t, onde T é chamado de o conjunto de ı́ndices

do processo. Para cada t ∈ T , X(t) é uma variável aleatória.

Nesse contexto, {Xn, n = 0, 1, . . .} é um processo estocástico em tempo discreto

indexado pelo conjunto dos números inteiros não-negativos; enquanto {X(t), t ≥ 0}
é um processo estocástico em tempo cont́ınuo indexado pelos números reais não-

negativos.

De acordo com Ross (1997), o espaço de estados do processo estocástico é definido

como o conjunto de todos os posśıveis valores que as variáveis aleatórias X(t) podem

assumir. Assim, um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias que

descrevem a evolução com o tempo de algum processo (f́ısico).

As probabilidades condicionais P {X(tn+1) ≤ xn+1|X(tn) = xn} são denominadas

Probabilidades de Transição e representam, portanto, a probabilidade do estado

X(tn+1) ser xn+1 no instante tn+1 dado que o estado X(tn) é xn no instante tn.

Um Processo Markoviano é dito ser uma Cadeia de Markov quando as variáveis

aleatórias X(t) estão definidas em um espaço de estados discreto E.
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Quando o tempo é discreto, a Cadeia de Markov é dita Cadeia de Markov em

Tempo Discreto. Neste caso, tem-se:

P {Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0} = P {Xn+1 = j|Xn = i} = Pij

para todos estados i0, i1, . . . , i, j e todo n ≥ 0.

Tal processo estocástico é conhecido como uma Cadeia de Markov.

O valor Pij representa a probabilidade de o processo, quando no estado i, transitar

para o estado j. Sendo que as probabilidades são não-negativas e sendo que o processo

deve fazer uma transição para algum estado, devemos ter:

Pij ≥ 0, i, j ≥ 0;
∞∑
j=0

Pij = 1, i = 0, 1, . . . (A.1)

Seja P a matriz denotada como Matriz das Probabilidades de Transição de Passo

1, então

P =



P00 P01 P02 . . .

P10 P11 P12 . . .
...

Pi0 Pi1 Pi2 . . .
...


Pelas Equações de Chapman-Kolmogorov pode-se concluir que:

P (n) = P n (A.2)

onde P (n) é a matriz de transição de passo n que é igual a matriz de transição de

passo 1 elevada a n-ésima potência.

Vale ressaltar neste momento que a expressão (2) só é válida para Cadeias de

Markov cujas probabilidades de transição de estados são constantes em re-

lação ao tempo (Probabilidades de Transição Estacionárias). A este tipo de

Cadeia de Markov, denomina-se Cadeia de Markov Homogênea e a matriz de transição
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P é então uma matriz homogênea.

Nota: Seja {Xk} uma cadeia de Markov com espaço de estados finito, E = {1, 2, . . . , n}.

Para essa cadeia existem n2 probabilidades de transição, {pij} onde i = 1, 2, . . . , n e

j = 1, 2, . . . , n. Associando a i-ésima linha de P com o i-ésimo estado de S temos

a matriz conhecida como Matriz de Transição correspondente ao tempo discreto da

Cadeia de Markov estacionária que é da forma:

P =


P11 P12 . . . P1n

P21 P22 . . . P2n

...
...

Pn1 Pn2 . . . Pnn


Um estado j é dito ser alcançável (“accessible”) a partir de um estado i se

pnij > 0 para algum n ≥ 0. Isto implica que é posśıvel o sistema entrar no estado j

eventualmente quando este começa no estado i.

Um estado j é dito comunicante com o estado i se o estado j é alcançável a partir

do estado i e o estado i é alcançável a partir do estado j.

A relação de comunicação satisfaz as seguintes propriedades:

i) O estado i comunica com o estado i, para todo i ≥ 0 (reflexiva);

ii) Se o estado i comunica com o estado j, então o estado j comunica com o estado

i (simétrica);

iii) Se o estado i comunica com o estado j, e o estado j comunica com o estado k,

então o estado i comunica com o estado k (transitiva).

Notação: i↔ j

Definição: Dois estados, i e j, são ditos ser da mesma classe se para algum

n ≥ 0, pnij > 0 e para algum m ≥ 0, pmij > 0. Notação: C(i) = {j : j ↔ i}, onde C(i) é

o conjunto de todos os estados que se comunicam com i.



56

Essa definição nos diz que é posśıvel para a cadeia ir do estado i para o estado

j em n passos e é posśıvel ir de j para i em m passos. Os inteiros m e n não são

necessariamente iguais.

Teorema: Uma cadeia de Markov é irredut́ıvel se e somente se todos os estados

pertencem à mesma classe.Em outras palavras, uma cadeia é irredut́ıvel se todos os

estados se comunicam uns com os outros.

Definição: Dizemos que o estado j tem peŕıodo d se valem as seguintes condições:

i) pjj = 0 exceto quando n = md para algum inteiro positivo m;

ii) d é o maior inteiro com a propriedade i.

O estado j é chamado de aperiódico quando d = 1.

O peŕıodo do estado i está de alguma forma relacionado a {n : pnii > 0}. O teo-

rema seguinte fornece uma segunda caracterização do peŕıodo de um estado.

Teorema: O estado j tem peŕıodo d se, e somente se, d é o maior divisor comum

de todos os n’s para os quais pnjj > 0 (isto é, d = M.D.C.
{
n : pnjj > 0

}
).

 
0 

3 

1 

2 

4 
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Fig. 1 - Exemplo de cadeia redut́ıvel.

 

1 2 3 4 

Fig. 2 - Exemplo de cadeia aperiódica.
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Fig. 3 - Exemplo de cadeia ćıclica com peŕıodo 2.

Um estado é dito Transiente (Temporário, Efêmero, Transitório) se, entrando

neste estado, o processo pode nunca retornar novamente o estado anterior. Portanto,

o estado i é transiente se, e somente se, existe um estado j (j 6= i) que é alcançável

a partir do estado i mas não ocorre a reciproca, isto é, o estado i não é alcançável a

partir do estado j. Consequentemente, um estado transiente será visitado somente um

número finito de vezes.

Um estado é dito Recorrente se entrando neste estado, o processo definitivamente

irá retornar para este estado. Portanto, um estado é recorrente, se e somente se, não

é transiente. Uma vez que o estado recorrente será “revisitado”após cada visita (não

necessariamente no próximo passo do processo), este será visitado infinitamente para

o processo em tempo infinito.
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Um estado é dito Absorvente se entrando neste estado, o processo nunca irá deixar

este estado. Portanto, um estado i é absorvente se, e somente se, pii = 1. Com isso,

pode-se afirmar que um estado absorvente é um caso especial de um estado recorrente.

Como a recorrência é uma classe de propriedade, a periodicidade também é uma

classe de propriedade. Assim, se um estado i em uma classe tem peŕıodo t, todos os

estados nesta classe tem peŕıodo t.

Em uma Cadeia de Markov de estado finito, estados recorrentes que são aperiódi-

cos são chamados de estados Ergódicos, ou seja, uma vez que se entrou neste estado,

um retorno ao estado é assegurado dentro de um número finito de passos, porém o

estado não é periódico e pode voltar antes de qualquer passo.

Uma Cadeia de Markov é dita ser Ergódica se todos os estados são estados ergódi-

cos (cadeia finita, estados recorrentes e aperiódicos).

Existem casos em que todas as linhas da matriz P (n) são aproximadamente iguais

e, serão absolutamente iguais para n → ∞. Se todas as linhas da matriz de transição

são iguais, o processo torna-se independente da distribuição de probabilidade inicial, a

qual é representada pelo vetor de probabilidade de estado π0.

A matriz de transição irá estabilizar os valores de seus elementos a longo peŕıodo

se a Cadeia de Markov é Ergódica e Irredut́ıvel1, que por sua vez, implica na existência

de lim
n→∞

pnij. Este resultado é formalizado no teorema a seguir.

Teorema: Para uma cadeia de Markov ergódica e irredut́ıvel, existe o lim
n→∞

P n
ij e

é independente de i. Além disso, sendo

πj = lim
n→∞

P n
ij, j ≥ 0

então πj é a única solução não-negativa do sistema abaixo:

πj =
M∑
i=0

πiPij para j = 0, 1, 2, . . . ,M (A.3)

1O lim
j→∞

pn
ij pode também existir mesmo para Cadeias Não Irredut́ıveis e/ou Não Ergódicas.
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e
M∑
j=0

πj = 1 para j = 0, 1, 2, . . . ,M (A.4)

Os πj são chamados de Probabilidades de Estados-Estáveis da Cadeia de Markov

e podem ser denominados também como Probabilidades de Estados Estacionários (não

confundir com probabilidades de transição estacionárias) ou Distribuição Estacionária.

Observação 1: Dado que πj = lim
n→∞

P n
ij, j ≥ 0 existe e é independente do

estado inicial i, não é dif́ıcil ver que os π’s devem satisfazer (2.6) e (2.7). Para tal

derivamos para P {Xn+1 = j} condicionando ao estado no passo n. Logo,

P {Xn+1 = j} =
∞∑
i=0

P {Xn+1 = j|Xn = i} =
∞∑
i=0

PijP {Xn = i}

Tomando n → ∞, e assumindo que podemos passar o limite em cada parcela do

somatório, segue que

πj =
∞∑
i=0

Pijπi

Observação 2: Vale ressaltar aqui que o que garante que todas as linhas de P n

serão idênticas é o fato de a Cadeia ser Ergódica e Irredut́ıvel. No entanto, o método de

se elevar a matriz de transição P a n-ésima potência para se determinar P (n) é sempre

válido, apesar de não haver necessidade que todas as linhas de P (n) sejam idênticas

mesmo para n→∞.

Observação 3: Os valores de πj podem ser interpretados como a proporção do

tempo em que o processo está no estado j.
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Exemplo: Considere a matriz

P =



1
2

1
2

0 0 0

1
2

0 1
2

0 0

0 1
2

0 1
2

0

0 0 1
2

0 1
2

0 0 0 1
2

1
2



 

12 

12 
12 

12 

12 
12 

12 
12 

1 2 3 4 5 

Fig. 2.5 - Diagrama de dispersão da matriz P.

C1 = {k; k ↔ 1} = {1, 2, 3, 4, 5}, logo P é irredut́ıvel.

Sendo P uma cadeia irredut́ıvel, finita e aperiódica, possui uma distribuição esta-

cionária π = π ·P , isto é, no limite essa equação é verdadeira. Portanto, o vetor π, que

é único, é obtido a partir da resolução do seguinte sistema de equações lineares com a
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restrição de que
5∑
j=1

πj = 1:

(
π1 π2 π3 π4 π5

)
=
(
π1 π2 π3 π4 π5

)


1
2

1
2

0 0 0

1
2

0 1
2

0 0

0 1
2

0 1
2

0

0 0 1
2

0 1
2

0 0 0 1
2

1
2




π1 = 1
2
π1 + 1

2
π2 ⇒ π1 = π2

π2 = 1
2
π1 + 1

2
π3 ⇒ π2 = π3

π3 = 1
2
π2 + 1

2
π4 ⇒ π3 = π4

π4 = 1
2
π3 + 1

2
π5 ⇒ π4 = π5

π5 = 1
2
π4 + 1

2
π5

⇒ π1 + π2 + π3 + π4 + π5 = 1⇒ 5π1 = 1⇒ π1 =
1

5

E, portanto,

lim
n→∞

P n
ij = π =

(
π1 π2 π3 π4 π5

)
=
(

1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

)
onde i = 1, . . . , 5.



Anexo

——————————————————————————————————————

Programa Desenvolvido

——————————————————————————————————————

O programa desenvolvido no free software R (versão 2.7.2 ou superior) é apresen-

tado neste anexo e consiste basicamente da Busca Direta do par de parâmetros ótimos

(tamanho do ciclo de inspeção, m0, e limite superior de controle, L0) que minimizam

a função custo, C($).

Em caso de problemas no uso dos programas escreva para renata mat@hotmail.com.
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O programa então consiste em determinar

(m0, L0) = arg min
(m,L)

C(m,L)

...........................................................................................................................................

Controle on-line de processos por atributos: uma abordagem econômica

para o número de não-conformidades em um item inspecionado

Dissertação - Mestrado em Matemática Aplicada e Estat́ıstica

Mestrando(a): Renata Mendonça Rodrigues

Orientador: Pledson Guedes de Medeiros - UFRN

Co-orientador(a): Linda Lee Ho - EPUSP

versão: 2008-12-27 (aaaa-mm-dd)

Lista de Nomes:

pi = probabilidade de mudança do estado I para o estado II a cada item produzido;

lambda0 = frequência média de não-conformidades no estado I;

lambda1 = frequência média de não-conformidades no estado II;

alpha = probabilidade do erro tipo I;

beta = probabilidade do erro tipo II;

m = tamanho do ciclo de inspeção;

p1 = complementar da probabilidade do item ser declarado conforme quando o pro-

cesso está sob controle;

p2 = complementar da probabilidade do item ser declarado não-conforme quando o

processo está fora controle;

ci = custo do item inspecionado;

ca = custo de ajsute;

cn = custo de enviar itens fora dos limites de especificação;

cdn = custo de descarte de itens não-conformes;
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cdc = custo de descarte de itens conformes;

LE = limite superior de especificação;

LC = limite superior de controle;

mmax = valor máximo de m para busca direta;

lmax = valor máximo de LC para busca direta;

...........................................................................................................................................

Sintaxe básica:

DADOS DE ENTRADA: Custo, parâmetros do processo

vetor1=as.vector(NULL)

mini=as.vector(NULL)

custo=100

mini=c(0,0,0)

vetor=matrix(c(0,0,0),ncol=1)

1 - Custos:

ci = 0.025; #valor atribúıdo ao custo de inspeção

ca = 100; #valor atribúıdo ao custo de ajuste

cn = 5; #valor atribúıdo ao custo de envio de um item não conforme

cdn = 1; #valor atribúıdo ao custo de eliminar um item conforme

cdc = 2; #valor atribúıdo ao custo de eliminar um item conforme

2 - Parâmetros do processo:

pi = 0.0001; #valor atribúıdo a probabilidade de mudança de estado

lambda0 = 2.5; #valor atribúıdo a fração média de não conformidade no estado I
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lambda1 = 6.5; #valor atribúıdo a fração média de não conformidade no estado

II

LE = 5; #valor atribúıdo ao limite de especificação

lmax = 20; #valor máximo atribúıdo ao limite superior de controle

mmax = 500; #tamanho máximo do ciclo de inspeção

cj = seq(0,lmax,1) #valores assumidos por L, valores posśıveis para o limite su-

perior de controle

for (LC in cj)

cj1 = seq(20,mmax,1) #valores assumidos por m, tamanhos posśıveis para o ciclo

de inspeção

for(m in cj1)

VALORES DE ALPHA E BETA

alpha = 1-ppois(LC,lambda0);

beta = ppois(LC,lambda1);

if(alpha > 0 & beta > 0 & beta < 1)

CONTRUÇÃO DA MATRIZ DE TRANSIÇÃO P

qm = (1− pi)m;

a = qm ∗ (1− alpha);

b = qm ∗ alpha;

c = (1− qm) ∗ beta;

d = (1− qm) ∗ (1− beta);
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mp = matrix(c(a, a, 0, a, 0, a,

b, b, 0, b, 0, b,

c, c, 0, c, 0, c,

d, d, 0, d, 0, d,

0, 0, beta, 0, beta, 0,

0, 0, 1-beta, 0, 1-beta, 0), 6, 6)

ENCONTRANDO A DISTRIBUIÇÃO ESTACIONÁRIA y:

FORMA A:

C.M = function(mp,epslon){ ;

P1 = mp% ∗%mp;

E = max(abs(mp - P1));

n = 1;

while(E > epslon);

{ ;

n = n+ 1;

P0 = P1;

P1 = P0% ∗%mp;

E = max(abs(P0 - P1));

} ;

resultado = list(MatrizInicial = mp, MatrizEstacionaria = P1, Interacoes = n);

return(resultado);

} ;

result = C.M(mp,0.0000000001);
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Matriz P1 = result$MatrizEstacionaria;

Linha1 = Matriz P1[1,];

y01 = elemento1 = Matriz P1[1,1];

y00 = elemento2 = Matriz P1[1,2];

y11 = elemento3 = Matriz P1[1,3];

y10 = elemento4 = Matriz P1[1,4];

y21 = elemento5 = Matriz P1[1,5];

y20 = elemento6 = Matriz P1[1,6];

FORMA B:

mp0 = mp;

cont = 0;

while ((max(max(mp)-min(mp))>0.0000000001) & cont<500)

mp = mp% ∗%mp0;

cont = cont+ 1;

#y = (mp[1, ]);

y01=mp[1,1]

y00=mp[1,2]

y11=mp[1,3]

y10=mp[1,4]

y21=mp[1,5]

y20=mp[1,6]
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FORMA C: SOLUÇÃO DO SISTEMA

y00 = (b ∗ (1 - beta))/(c + (1 - beta))

y01 = (a ∗(1 - beta))/(c + (1 - beta))

y10 = (d ∗(1 - beta))/(c + (1 - beta))

y21 = (c ∗(1 - (1 - beta)))/(c + (1 - beta))

y11 = (c ∗(1 - beta))/(c + (1 - beta))

CUSTOS DE CADA ESTADO (sk)

p1 = 1-ppois(LE, lambda0);

p2 = 1-ppois(LE, lambda1);

CUSTO DE ENVIO DE ITENS DEFEITUOSOS PARA O

CONSUMIDOR OU ESTÁGIOS POSTERIORES DO PROCESSO - ξ(sk);

qsi00 = qsi01 = cn∗(m-1)∗p1;

qsi20 = qsi21 = cn∗(m-1)∗p2;

qsi10 = 0;

for (i in 1:m){;
Num = pi ∗ (1− pi)(i−1);

Den = 1− (1− pi)m;

Div = Num/Den;

E1 = (i− 1) ∗ p1;

E2 = (m− i) ∗ p2;
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Sum1 = E1+E2;

qsi10 = qsi10 + cn ∗ (Div ∗ Sum1);

qsi11 = qsi10;

};

if (LE < LC){ ;

I1 = 1 else { ;

I1 = 0} ;

CUSTO DO DESCARTE DO ITEM INSPECIONADO - η(sk);

w2 = max(LE,LC);

plcle = max(0,ppois(LE-1,lambda0)-ppois(LC-1,lambda0));

plcle = ppois(LE-1,lambda0)-ppois(LC-1,lambda0);

eta00 = (cdn∗(1-ppois(w2,lambda0))+cdc∗(1-I1)∗(plcle))/alpha;

w4 = min(LE,LC);

plecl = max(0,ppois(LC-1,lambda0)-ppois(LE-1,lambda0));

plecl = ppois(LC-1,lambda0)-ppois(LE-1,lambda0);

eta01 = (cdc∗(ppois(w4,lambda0))+cdn∗I1∗(plecl))/(1-alpha);

plcle2 = ppois(LE-1,lambda1)-ppois(LC-1,lambda1);

eta20 = eta10=(cdn∗(1-ppois(w2,lambda1))+cdc∗(1-I1)∗(plcle2))/(1-beta);

plecl2 = ppois(LC-1,lambda1)-ppois(LE-1,lambda1);

eta21 = eta11=(cdc∗(ppois(w4,lambda1))+cdn∗I1∗(plecl2))/(beta);

CUSTO DE AJUSTE DO PROCESSO - ϕ(sk);
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phi00 = phi10 = phi20 = ca;

phi01 = phi11 = phi21 = 0;

CÁLCULO DO CUSTO MÉDIO E VERIFICAÇÃO DO VALOR DE

LC E m ASSOCIADO AO MENOR CUSTO MÉDIO

aux = (ci+y00∗(qsi00+eta00+phi00) + y01∗(qsi01+eta01+phi01)+

+ y10∗(qsi10+eta10+phi10) + y11∗(qsi11+eta11+phi11) +

+ y20∗(qsi20+eta20+phi20) + y21∗(qsi21+eta21+phi21))/(m-1);

};

vetor1=rbind(vetor1, c(aux,LC,m))

if (aux<custo) custo=aux

mini=rbind(custo,LC,m)

} ;

} ;

print(vetor1);

print(mini);
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