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Resumo

No presente trabalho apresentamos a demonstracao do Lema de Translacao
de Arcos de Brouwer, devido a Albert Fathi, a qual pode ser encontrada no
artigo A. Fathi, An orbit closing proof of Brouwer’s Lemma on translation
arcs, L’Enseignement Mathématique, t. 33 (1987), p. 315-322.

Esse resultado de Brouwer diz que, se um homeomorfismo do plano preserva
orientacao e possui um ponto periédico de periodo maior ou igual a dois en-
tao, ele possui pelo menos um ponto fixo.

Palavras-chave: Ponto nao-errante; Dinamica; Ponto fixo; Ponto periddico;
Isotopia.



Abstract

In the present work we give a proof of Brouwer’s lemma on translation
arcs due to Albert Fathi, which can be found in an article by the same
author, entitled An orbit closing proof of Brouwer’s Lemma on translation
arcs, L’Enseignement Mathématique, t. 33 (1987), p. 315-322.

The result states that if an orientation preserving homeomorphism of the
plane has a periodic point then it has at least one fixed point.

Keywords: Non-wandering point; Dynamics; Fixed point; Periodic point;
Isotopy.
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Introducao

No presente trabalho apresentamos a demonstracao do Lema de Translacao
de Arcos de Brouwer. Esse resultado de Brouwer diz que, se um homeomor-
fismo do plano preserva orientacao e possui um ponto periédico de periodo
maior ou igual a dois entao, ele possui pelo menos um ponto fixo.

Vale ressaltar que a hipétese de preservar orientacao é realmente necessaria,
pois o difeomorfismo h : R? — R? dado por h(z,y) = (z + cos(y), —y) tem
as seguintes propriedades: reverte a orientacao, Fix(h) = @ e (z, 5 + k) sao
pontos periddicos de periodo 2 para todos k € Z e x € R.
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Essa dissertacao baseia-se no artigo “An orbit closing proof of Brouwer “s
Lemma on translation arcs” de Albert Fathi ([4]).

No capitulo 1 apresentaremos algumas nocoes preliminares e resultados
que utilizaremos ao longo do texto. Veremos algumas defini¢oes e resultados
dentre os quais podemos destacar o Teorema de Brown e Kister, a definicao
de homotopia e a existéncia de isotopia com suporte compacto, a defini¢ao
de arco de translacao e uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia
destes arcos.

No capitulo 2 temos como objetivo demonstrar o lema de translacao de
arcos de Brouwer que ¢ o resultado central da dissertagao. Para isso, iremos
provar dois lemas principais que combinados darao um resultado muito im-
portante do qual o lema de translacao de arcos de Brouwer serda um corolério.
Neste capitulo apresentaremos também alguns resultados que serao utiliza-
dos nas demonstracoes dos lemas principais.

Em todo texto iremos considerar M como sendo uma variedade diferen-
ciavel (C*) sem bordo.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo, serao estabelecidas algumas nogoes preliminares e demons-
trados alguns resultados que utilizaremos ao longo do texto. Dentre os re-
sultados apresentados podemos destacar o Teorema de Brown e Kister, a
definicao de homotopia e a existéncia de isotopia com suporte compacto e
uma condicao necessaria e sucifiente para a existéncia de arcos de translacao.

1.1 Topologia

Sejam X um espaco topoldgico e h : X — X um homeomorfismo. Denotare-
mos por Fix(h) o conjunto dos pontos fixos de h, e por supp(h) o suporte de
h que é o fecho do conjunto {z € X | h(z) # x}. Dai, segue imediatamente
que Fix(h) = Fix(h™!) e que supp(h) = supp(h™!).

Dizemos que um ponto p € X é periédico quando existe n € ZT tal que
h™(p) = p. O periodo de um ponto periédico p é o menor n € Z* que satifaz

h™(p) = p.

Um ponto p € X ¢ dito nao-errante quando para cada vizinhanga V' C X
de p existe n € Z* tal que h"(V)NV # 2.

Observe que todo ponto periédico é nao-errante.

Agora, iremos demonstrar o Teorema da Invariancia de Dominios Com-
plementares de um conjunto de pontos fixos, resultado publicado em 1984
por Brown e Kister ([3]). Para prova-lo vamos utilizar um outro resultado
conhecido como Teorema de Newman ([9]).



Teorema (Newman). Sejam M uma variedade e f : M — M uma apli-
cagdo continua de periodo maior ou igual a dois. Entao, f nao pode ser a
tdentidade em nenhum aberto de M.

Uma funcao continua f : M — M tem periodo n € Z™ quando f* = Id e
n € o menor inteiro positivo para o qual isso ocorre. Neste contexto dizemos
que f é periodica.

Teorema 1. Seja h : M — M um homeomorfismo, onde M € uma var-
iedade conexa. Entdo, cada componente conexa de M\Fix(h) € invariante
por h ou existem exatamente duas componentes conexas de M\Fix(h) que
sao permutadas por h.

Antes de demonstrar este resultado devemos lembrar que um conjunto A
é invariante por um homeomorfismo h quando h(A) = A.

Demonstra¢ao. Suponha que existe uma componente conexa U de M\Fix(h)
que nao € invariante por h. Seja g : M — M definida por

h(x), relU
glx) = h'(x), z € h(U)
T, x € M\(UUA(U))

Vamos agora mostrar que g é continua.
De fato, seja V um aberto de M. Dali,

V=WVnU)Uu(VnhU))uVn(M\(UUHRU))))
e a pré-imagem de V por g é dada por
g (V) =g (VAU)Ug  (VNhU)) Ug (VN (M\(UUD))).
Assim, do fato que h é um homeomorfismo segue que:
e em VNU temos que g~ (VNU) =h(VNU) que é aberto em M;
e em VNA(U) temos que g~ (VNU) =h~(VNU) que é aberto em M;

e em VN (M\(UUAU))) temos que g~ (V N (M\(UUR)))) =VnN
(M\(UUR(U))) que é aberto em M.



Logo, g~ (V) é aberto em M, j& que é uma uniao de abertos em M.
Portanto, g é continua.

Como ¢*(z) = Id segue pelo Teorema de Newman que g nao pode ser a
identidade em um subconjunto aberto de M. Entao, M\Fix(h) ndo pode ter
uma terceira componente conexa.

Logo, U e h(U) sao as tinicas componentes conexas de M\Fix(h) e h*(U) =
U, o que conclui a demonstracao. O

1.2 Homotopia

Nesta secao, temos o objetivo de demonstrar um resultado que garante a
existéncia de uma isotopia com suporte compacto contido em um subcon-
junto conexo e compacto de uma variedade M.

Sejam X e Y espagos topologicos e sejam f,g : X — Y fungoes con-
tinuas. Dizemos que f e g sao homotdpicas quando existe uma fungao con-
tinua ¢ : [0,1] x X — Y tal que:

e ©(0,x) = f(x) para todo = € X
e o(1,z) = g(x) para todo = € X.

A aplicacao ¢ é dita uma homotopia entre f e g.

Para facilitar a notagao escreveremos { }co1] para denotar a homotopia
0 :]0,1] x X — Y onde ¢i(x) = p(t, x).

Observe que a relagao “ser homotopico a” é uma relagao de equivaléncia.
De fato, ela é:

(i) reflexiva:
Tomando a homotopia dada por ¢(t,z) = f(x) para todos t € [0,1] e
x € X concluimos que f é homotépico a f;

(71) simétrica:
Sejam f,g : X — Y funcoes continuas tais que f é homotdpica a
g. Entao, existe uma homotopia {¢;}c0,1) tal que g = f e o1 = g.
Definimos ¢ : [0, 1] x X — Y pondo ¢(t,z) = p(1 — t,z). Temos que
¢ é continua, ¢g = g e ¢1 = f. Logo, {¢;}+cpp,1] ¢ uma homotopia entre
g e [ e, portanto, g é homotopica a f;



(111) transitiva:
Sejam f,g,h: X — Y fungoes continuas tais que f é homotdpica a g
e g ¢ homotdpica a h. Entao, existem uma homotopia {; }+cjo,1) tal que
¢o = f e ¢1 = g e uma homotopia {¢:}ie0,1) tal que ¢ = g e ¢1 = h.
Definimos ¢ : [0,1] x X — Y pondo

_ p(2t,x), te€0,3],xeX
w(t’x)_{qb(?t—l,x), tE[%,i],xeX

Para t € [0, %) temos que ¥(t,x) = p(2t, x) e, portanto, é continua.
Para t € (%, 1] temos que ¥ (t, z) = ¢p(2t — 1, ) e, portanto, é continua.
Em ¢ = 3 observe que ¢(3,z) = ¢(1,2) = g = ¢(0, z) para todo z € X.
Logo, 1 é continua. Além disso, temos que ¥y = f e 91 = h. Logo,
{®t}tep,1) ¢ uma homotopia entre f e h donde concluimos que f é
homotépica a h.

Dizemos que uma classe de equivaléncia dada pela relacao “ser homotdpico
a” é uma classe de homotopia. Assim, se f e g sao homotdpicas entao diz-se
que f e g estao na mesma classe de homotopia.

Veremos a seguir um caso particular de homotopia que sera bastante
utilizado no Capitulo 2.

Sejam f,g: X — Y homeomorfismos. Dizemos que f e g sao isotopicas
quando existe uma homotopia {¢¢}cjo1) entre f e g tal que ¢, é um ho-
meomorfismo para todo ¢ € [0,1]. Neste caso, dizemos que {@¢}sc)0,1) ¢ uma
isotopia entre f e g.

Agora vamos demonstrar um resultado que garante a existéncia de uma
isotopia com suporte contido em um disco euclidiano de dimensao n para em
seguida demonstrar o resultado para uma variedade M.

Seja D" = {x € R™ | ||z|| < 1} o disco euclidiano de dimensao n, onde
Il é a norma euclidiana.

Proposigao 2. Dados p,q € Int(D") existe uma isotopia {@¢}iepo,1) tal que
wo = Id, p1(p) = q e pi(x) = = para todos t € [0,1] e z € R™ tal que
Jz]] = 1.

Demonstragao. Considere o campo vetorial X (z) = ¢ — p para todo x € R™.
Seja f : R™ — [0, +00) uma fungao de classe C* tal que

e f(z) =0 para todo z € R™; ||z|] > 1;
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e f(z)> 0 para todo z € R"; ||z| < 1.

Assim, o campo vetorial Y = fX é um campo C'* com suporte supp(Y) =
D" e, além disso, Y é um multiplo positivo de X no interior do disco. Como
supp(Y) estd contido em um conjunto compacto segue que o fluxo associado
ao campo Y esta definido em R x R".

Seja (¢y)ier 0 fluxo global de Y e considere a érbita {¢:(p), t € R} de p.
Temos que ¢o(p) = p e ¢¢(p) tende para o bordo de D" quando t — +o0, ja
que o campo Y nao possui singularidades em Int(D"). Logo, existe 7 > 0 tal
que ¢-(p) = q. Logo, podemos obter uma isotopia (¢)¢eo1] tal que go(p) = p
e p1(p) = q. Portanto, {¢;}co,1) € a isotopia procurada. ]

Observacao: A partir desta proposicao obtemos um resultado analogo para
um subconjunto de uma variedade M"™ que seja homeomorfo ao conjunto
Int(D") = {x € R" | ||z|| < 1}. De fato, sejam p € M e V uma vizinhanca
aberta de p em M. Tome U C V vizinhanca de p homeomorfa ao D™.
Tome ¢ € Int(U)\{p} e sejam p',¢ € Int(D") as imagens de p e ¢ por ¢,
respectivamente. Pela proposi¢ao anterior existe uma isotopia {¢t}te[0,1} em
R™ tal que vy = Id, ¥1(p') = ¢ e ¥(x) = x para todo t € [0, 1] e para todo
z € R™ tal que ||z|| > 1. Entao, como a composi¢do de homeomorfismos
também é um homeomorfismo, segue que ¢ : [0,1] x M — M dada por

o' (Wt d(x)), weU,telo,1]
W"””):{ r ze M\U,t e [0,1]

¢ uma isotopia com suporte compacto contido em U tal que pg = Id e

e1(p) = ¢ ' (U(1,0(p) = o (1 (p) = ¢ () = ¢

Teorema 3. Seja M uma variedade conexa e sejam p,q € M. SejaVVC M
um aberto conexo contendo p e q. Entdo, existe uma isotopia {%}te[o,u com
suporte compacto contido em V' tal que o = Id e p1(p) = q.

Demonstrag¢ao. Considere o conjunto

A={yeV | existe {¢:}co, isotopia com suporte compacto

contido em V' tal que ¢y = Id e v1(p) = y}.

Note que A # &, pois tomando a isotopia ¢; = Id para todo t € [0, 1]
temos que supp(py) = @ CV, o = Id e ¢1(p) = p; logo, p € A.

Agora, vamos mostrar que A é aberto.

Tome y € A e seja U C V vizinhanga de y em M homeomorfa ao
Int(D") = {z € R" | ||z|| < 1}. Pela Observagao anterior, para cada y' € U
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existe uma isotopia {¢;}+cpo,1] com suporte compacto contido em U C V tal
que ¢g = Id e ¢1(y) = y'. Por outro lado, como y € A, existe uma isotopia
{¥¢}eeo,1) com suporte compacto contido em V' tal que vy = Id e 11 (p) = .
Logo, ¢ = ¢ro1), com t € [0, 1] é uma isotopia com suporte compacto contido
em V onde pg = ¢go vy = Ide

p1(p) = ¢1oY1(p) = d1(Y1(p)) = d1(y) =¥

Portanto, 3’ € A donde concluimos que U C A. Assim, A é aberto.

Além disso, A é fechado em V.
De fato, tome y € V e seja (yx)rez+ uma seqiiéncia em A tal que yi s Y.

Seja U C V vizinhanga de y em M homeomorfa ao Int(D"). Como y iy v,
existe k' € Z* tal que y € U. Pela Observacao anterior, existe uma isotopia
{®+}iejo1) com suporte compacto contido em U C V tal que ¢g = Id e
¢1(yw) = y. Por outro lado, como yr € A, existe uma isotopia {1 }ejo1
com suporte compacto contido em V' tal que g = Id e ¥1(p) = yw. Logo,
wy = ¢y 0y com t € [0, 1] é uma isotopia com suporte compacto contido em

V onde pg = ¢gotyg = Id e

01(p) = ¢10Y1(p) = d1(V1(p)) = D1 (yw) = .

Portanto, y € A donde concluimos que A é fechado em V.

Como A C V é aberto, fechado e nao-vazio segue do fato que V' é conexo
que A =V, o que conclui a demonstracao. O

1.3 Arco de Translacao

Um arco em M ¢é uma aplicagao continua v : I — M, onde I C R é um in-
tervalo compacto nao degenerado. Denotamos por arco « (ou simplesmente
@) o conjunto a([/). Dizemos que um arco « é injetivo quando a aplicagdo «
é injetora e, conseqiientemente, um homeomorfismo sobre a imagem.

Seja h : M — M um homeomorfismo. Um arco de translagao para h é um
arco injetivo o C M tal que « liga algum ponto p € M a sua imagem h(p)
e h(a) Na = &, onde @ = a\{p, h(p)}. Denotaremos um arco de translagao
de extremidades p e h(p) por o = [p, h(p)].

Seja o = [p, h(p)] um arco de translagao. Segue imediatamente da defini¢ao
acima que h(p) € h(a)Na. Se h(a) Na # {h(p)} entao, como h(a) Na = I,
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temos que p € (h(a) Na)\{h(p)}, isto é, p é uma extremidade de h(«) dife-
rente da extremidade h(p). Logo, h*(p) = p.

Além disso, observe que « nao contém nenhum ponto fixo de h.

De fato, suponha que existe z € « tal que h(z) = z. Entao, x = h(z) €
h(c) donde concluimos que = € h(a) N a. Mas, por definicdo, h(a) Na = @,
o que implica x = p ou z = h(p). Como = = h(z) e @ é um arco injetivo
temos que z # p, ou seja, = h(p). Logo, h(x) = = = h(p) e, portanto,
como h é um homeomorfismo segue que x = p, o que é um absurdo. Assim,
aNFix(h) = 2.

hia)

Figura 1.1: Arco de translagao «

A proposicao a seguir nos da uma condicao necessaria e sucifiente para a
existéncia de arcos de translacao.

Proposicao 4 (Brouwer). Seja h : M — M um homeomorfismo. Se p e
h(p) estao contidos em uma mesma componente conexa de M\Fix(h), entao
existe um arco de translagcdo a tal que p € Q.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que M ¢é conexo
e que Fix(h) = @, jd que se C' C M \ Fix(h) é uma componente conexa entao
C é conexo e C' NFix(h) = @.

Como por hipétese p # h(p), existe um subconjunto B de M homeomorfo
a uma bola fechada euclidiana com dimensao igual a de M tal que p € int(B)
e h(B)N B = @. Tome z € B tal que z # p. Como M ¢é conexo, existe
um caminho v em M ligando x e h(p). Dai, considere V uma pequena
vizinhanga conexa e compacta de v em M onde p ¢ V. Entao, existe uma
isotopia {¢¢}sejo,1) com suporte compacto contido em V' tal que ¢y = Id e
¢1(h(p)) € B. Note que ¢;(p) = p, vt € [0,1].

Para cada t € [0,1] defina B; = ¢, *(B). Vamos mostrar que existe
t € [0,1] tal que h(B;) N By # &.



De fato, como ¢;(h(p)) € B temos que h(p) € ¢;'(B) = B;. Temos
também que ¢;(p) = p, Vt € [0,1] o que implica ¢; *(p) = p, Vt € [0,1],
ou seja, p € By, Vt € [0,1]. Em particular, p € B; donde se conclui que
h(p) € h(By). Logo, h(p) € h(B1) N By.

Seja s o primeiro niumero em [0, 1] tal que h(B;) N Bs; # &. Entao,
(i) p € Bs, pois p € int(B) e como ¢,(p) = p, Vt € [0, 1] segue que

p=0."(p) € &, (int(B)) = int(¢; ' (B)) = int(B;).

(11) int(Bs) Nint(h(Bs)) = @, pois suponha que int(B) N int(h(Bs)) #
@; pela continuidade da isotopia {¢;}icpp,1) temos que existe s’ < s tal que
By N h(By) # @, o que contradiz a minimalidade de s.

(11i) B intersecta h(B;) em um ponto que pertence a h(0B;) N 0B;. Com
efeito, como h(Bs) N By # @ e int(Bs) Nint(h(Bs)) = & temos que h(9Bg) N
0B # @. O resultado segue do fato que h(0Bs) N 0Bs C h(Bs) N Bs.

Consideremos h(g) um ponto de interse¢ao. Entdo, h(q) € h(0Bs) donde
concluimos que q € 0B;.

Figura 1.2: h(Bs) N Bs # &

Logo, segue da conexidade de By que podemos encontrar um arco o« C B
que liga g e h(q), com & C int(Bs) e p € a. Por (ii) temos que h(a)Na = @.
Portanto, o é um arco de translacao onde p € a. O



Capitulo 2

Lema de Translacao de Arcos
de Brouwer

Nesse capitulo iremos demonstrar:

Lema de Translacao de Arcos de Brouwer Seja h : R? — R? um
homeomorfismo livre de pontos fizos que preserva orientacao. Entao h nao
possut nenhum ponto nao-errante; em particular, h nao possui pontos per-
iodicos. Além disso, se a € um arco de translagcao para h, entdo v = U h" ()

neZ
¢ homeomorfo a um arco injetivo e v nao acumula em si mesmo.

Este resultado sera conseqiiéncia de dois lemas que chamaremos de Lemas
Principais. A primeira secao sera dedicada ao Lema Principal 1, a segunda
ao Lema Principal 2 e a terceira serao as conclusoes que seguem destes dois
resultados.

2.1 Lema Principal 1

Enunciaremos a seguir o primeiro Lema Principal.

Lema Principal 1. Seja h : M — M um homeomorfismo onde M ¢é uma
variedade conexa. Se h possui um ponto ndo-errante que ndao € um ponto
fixo, entao existe uma isotopia {hy}icpo1) tal que:

(i) ho = h;
(ii) hy = h fora de um subconjunto compacto de M\Fix(h) que nao depende
de t;
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(111) Fix(hy) = Fix(h);
(iv) hy possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(h).

Para demonstrar este lema precisaremos de alguns resultados. O primeiro
deles nos diz que dada uma composicao de um ntimero finito de homeomorfis-
mos de um espaco topolégico e dado um ponto qualquer, ou o ponto pertence
ao conjunto dos pontos fixos da composi¢ao ou o ponto pertence ao suporte
de algum dos homeomorfismos.

Lema 5. Sejam @1, ..., o homeomorfismos do espaco topologico Z. Se X ¢é
um subconjunto de Z entao

k
i=1
Demonstragao. Seja x € X. Se x € Fix (pp 0+ 0¢y), entao
k
i=1

Se x ¢ Fix(ppo---0¢) temos que existe y € M tal que y # = e 0

-0 p1(r) = y. Entao, existe i € {1,...,k} tal que y € supp(yp;), pois

caso contrério, ¢;(y) = y Vi € {1,....,k} ou, equivalentemente, ; '(y) = y
Vie{l,..,k} edal

y=¢ oop(y)=¢i o op(ppo-opi(z)) =u,

o que é um absurdo.
Portanto,

i=1 i=1

pr oo pi(x) =y € supp(p:) C | Jsupp(p;) € X' U (U swp(%)) :

O

Lema 6. Sejam h e @1, ..., o homeomorfismos do espaco topologico Z. Se

h(supp(p:)) N (USUPP(SOJ')> =g, Vi=1,...k

J<i

entdo Fix(pg o -+ 0y o h) = Fix(h).
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Demonstragao. Por hipétese, h (supp (p;)) N (U supp(cpj)> = o, Vi =

1,....,k. Entao, h(supp (y;)) N supp(p;) = 9, Vi = 1,...k e, portanto,
Fix(h) Nsupp(yp;) = @, Vi = 1,...,k. Dai, Fix(h) C Fix(y;), Vi = 1, ...,k
donde concluimos que se = € Fix(h) entao

pro--ropioh(z) = @ro---opi(h(z)) =pro---0pi(n)
= pro--0opa(pi(T)) = @R o0 pa(x)

or 0 pr-1() = Pr(Pr-1())
= p(z) =2

ou seja, r € Fix (pr o --- 0@y oh). Assim,
Fix(h) C Fix(pgo---0op;0h).

Provaremos a inclusao contraria por inducgao sobre k.

Suponha & = 1. Seja z € Fix(p; o h) e suponha por absurdo que
x ¢ Fix(h). Dai, ¢1(h(z)) = x # h(x), ou seja, h(z) € supp(p1). Como
1 é¢ um homeomorfismo temos também que ¢1(z) # p1(h(x)) = z, isto é,
x € supp(p1). Logo, z, h(z) € supp(y;) donde concluimos que h(supp(p;))N
supp(¢1) # &, o que é um absurdo, ji que por hipdtese h(supp(e1)) N
supp(p1) = @. Portanto, z € Fix(h). Assim, se k = 1 entdo Fix(¢; 0 h) C
Fix(h).

Agora, suponhamos por hipdtese de inducao que Fix(ypr_q1 0 -0 ¢ 0
h) C Fix(h). Seja x € Fix(¢p 0 ¢p_1 0+ -0y o h). Dal, como ¢ é um
homeomorfismo temos que

Qp—10---0poh(r)= 901;1(3”)-

Se x ¢ supp(yx) entdo z € Fix(pg), e como ¢, ¢ um homeomorfismo
segue que ¢, '(z) = . Assim, obtemos

Qp—1 001 0h(z) :%1(55) =,

ou seja, r € Fix(ypr_1 0---0p10h), o que implica pela hipdtese de indugao
que z € Fix(h).

Se x € supp(py) entao h(x) € h(supp(pg)). Como ¢; é homeomorfismo
para todo i = 1, ..., k temos que

h(z) =¢r' o opplogp (). (%)
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Além disso, pelo lema anterior,

k
90171 0---0 gp];_ll o (pgl(X) cXuU (U supp(wz'l))

i=1

k
o que implica que ou h(x) € Fix(p; o+ -0p;t op, 1) ou h(z) € U supp(p; ).
i=1

Mas, como supp(y;) = Supp(gpi_l) Vi=1,...,k,ouh(zx) € Fix(gpflo- . -ogp,:lo

@, ') ou h(z) € Usupp(gpi).

i=1

Assim, como h(z) € h(supp(¢x)) e, por hipdtese, h(supp(px))N (U supp(gpj)) =

j<k

k
& concluimos que h(z) ¢ U supp(¢;:). Logo, h(z) € Fix(py o---0p ' opr ).
=1
Dai e por (x), temos que
ol 0pt o (h(z) = h(z) = g7l o -0t o pr(a)

< pyloopl op (M) =yt oot 0w ()

2 ol o g (h(@) = 9ty 0 o (@)
= ¢ (@) = ¢ ()
&£ h(z) =z
Portanto,
Fix(pp 0+ 0 ¢y 0h) C Fix(h),

o que conclui a demonstracao. O]

A proposigao a seguir é um dos principais ingredientes para a demonstra-
¢ao do primeiro Lema Principal.

Proposicao 7. Seja o um arco de translacdo para o homeomorfismo h :
M — M, onde M ¢ uma variedade conexa. Se para algum n > 2 temos que
h'"(o) N # @, entao existe uma isotopia {hy}epo) tal que:

(Z) ho = h,’

13



(i1) hy = h fora de um subconjunto compacto de M\Fix(h) que ndo depende
de t;

(i11) Fix(hy) = Fix(h);
(iv) hy possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(h).

Demonstracao. Sejam p e h(p) as extremidades de a. Se h(a) Na # {h(p)},
j& vimos que h*(p) = p. Neste caso, basta tomar a isotopia {h;}co 1] dada
por hy = h, Vt € [0,1]. Entao, reduzimos a demonstragdo ao caso h(a) N
a = {h(p)}. Seja n o primeiro inteiro > 2 tal que h"(a) N a # & e tome
z € h"(a) N« o primeiro ponto da intersecao.

Observe que z # h(p).

De fato, suponha por absurdo que z = h(p).

Se n = 2, entao h(p) € h*(a) Na. Dai, h(p) € h*(a) donde concluimos
que p € h(a) N, o que é um absurdo, ja que h(a) Na = {h(p)} e h(p) # p.

Se n > 3, entao h(p) € h"(a) Na. Logo, h(p) € h"(a), ou seja, p €
h" !(«). Portanto, h"~*(a) N # & o que contradiz a minimalidade de n.

Em qualquer caso, z # h(p).

Sabemos que hi(a) N W (a) = @ para todo 2 < i < j < n, pois se
existissem i,j € {2,3,...,n} com i < j tais que h'(a) N 17 (a) # & entdo
h=(a)Na # & com 0 < j—i < n, o que contradiz a minimalidade de

n. Dai, do fato que « é injetivo e que h(a) N = {h(p)}, concluimos que o
n—1

segmento vy = U h'(c) é injetivo. Vamos orientar v de p a h™(p) denotando
i=0
por < a ordem natural induzida por esta orientagdo com p < h(p).

Claramente, se h™%(z) = z entao z é um ponto de periodo 2 de h. Assim,
basta tomar a isotopia {h;}:c(0,1) dada por hy = h Vt € [0, 1].

Consideremos dois casos:

Caso 1: h™%(2) < 2.

Neste caso, como z € « segue da orientagao de v que h™%(z) € a. Entao,
seja B C a\{h(p)} o arco que liga h™%(z) e z. Temos que h(3) N 3 = &,
ja que h(a) Na = {h(p)}. Dal, existe um pequeno disco aberto V' tal que
BCVeh(V)NV = @. Tome {¢;}icp,1 uma isotopia de M com suporte
compacto contido em V tal que ¢y = Id e ¢1(2) = h™2(z). Definimos a
isotopia {h}4ejo,1) pondo hy = ¢, o h. Logo,

14



(i) ho = pgoh =1Idoh = h;

(i4) Como supp(¢;) C V para todo t € [0,1] e (V) NV = & segue que
para todo t € [0, 1], ¢y = Id fora do subconjunto compacto V' de M\Fix(h).

Logo, para todo t € [0,1], hy = h fora do subconjunto compacto h=*(V') de
M\Fix(h). Note que h=1(V') nao depende de t;

(i7i) Como supp(y:) C V para todo t € [0,1] e (V) NV = & temos que
h(supp(p:))Nsupp(y:) = @ para todo t € [0, 1]. Logo, segue do lema anterior
que Fix(¢; o h) = Fix(h) para todo t € [0,1] e, portanto, Fix(h;) = Fix(h)
para todo t € [0, 1];

(iv) Como h™2(z) € V segue que h™*(z) € h(V). Dai, do fato que h(V)NV =
& e que supp(p;) C V concluimos que h~!(z) € Fix(¢1). Logo,

hi(h™*(2)) = 1o h(h™*(2)) = p1(h™'(2)) = h™(2)
e, portanto,
hi(h™*(2)) = ha(h(h™*(2))) = ha(h™(2)) = roh(h™'(2)) = p1(2) = h™*(2),

ou seja, hy possui um ponto periédico de periodo 2 em M\Fix(h).

h(o)

Figura 2.1: h™2(z) < z
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Caso 2: z < h™%(z).

Tomemos os pontos zy = 2 < 21 < 29 < -+ < 2, = h™%(z) no segmento
7y tais que o segmento [zg,z;] C v é tal que [z, 2] N A([zi-1, 2]) = @ para
todo i = 1,..., k. Dali, existem Vi,...,V;, ..., Vi pequenos discos abertos que
sao vizinhangas de [29, z1], ..., [2i—1, 2], .-, [2K—1, 2k], T€Spectivamente, tais que

h(V;) N UVJ = @ para todo i = 1,...,k. Para cada i € {1,...,k} seja a
J<i

isotopia {ﬁpi}te[m] com suporte compacto contido em V; tal que ¢} = Id e

¢4 (2i-1) = z;. Definimos a isotopia {h; }+ejp.1] pondo hy = @fo---opfop;oh.

Logo,

(i) ho = pio--opdoptoh=1Ido---oldoldoh=h;

(i) Como h(V;) N <U VJ> = O para todo ¢ = 1,...,k temos que h(V;) N

J<i

k
V; = @ para todo i = 1,..., k. Entao, (U %) N Fix(h) = & e, portanto,
i=1

k
ht (U m-) N Fix(h) = @. Logo, para todo t € [0,1], hy = h fora do sub-
=1

k k

conjunto compacto h~! (U V;-) de M\Fix(h), pois se © € M\h™! (U V,-)
. i=1 i=1

entdo h(x) ¢ (U V;) e como supp(p!) C V; paratodosi =1,....ket € [0,1]

1
segue que pi(h(z)) = h(z) Vi=1,...,k e Vt € [0, 1], donde concluimos que

hi(x) pro-opiop oh(z)=pfo-0y;op(h(z))

= ¢ro-opi(h(x)) =0 ogi(h(z))

= wrop (M) = ¢ (h(z)) = h(z), vt € [0,1].

k
Note que h™* (U VZ) nao depende de ¢

=1

(111) Como h(V;) N UV]) = @ para todo i = 1,..., k e supp(y}) C V; para

J<i
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todos it = 1,....,k e t € [0,1] temos que h(supp(¢})) N (U supp(gp{)) =g
J<i

para todos i = 1,....k e t € [0,1]. Logo, pelo lema anterior segue que

Fix(pfo---0p?opl oh) = Fix(h) para todo t € [0, 1] e, portanto, Fix(h;) =

Fix(h) para todo t € [0, 1];

h''(v,UV,)

Figura 2.2: Cason =3
(iv) Como h™%(z) = z, € Vi temos que h™'(z) € h(V,). Mas, h(V}) N
k k k k
(Un) = 2 e Usmmmte < Uriow s 10 (Ut ) -
i=1 i=1 i=1 i=1

Entdo, h™!(z2) € Fix(¢}) para todo i = 1, ..., k. Logo,

hi(h™2(2)) = @fo--opfopioh(h™(z))=¢io - 0piop(h(2))
= glo-0pi(h ! (2)) = glo--0pi(h!(2))

17



e, como z = 2y e ¢'(2z,_1) = z para todo i = 1, ..., k, concluimos que

hi(h™2(2)) = m(h(h™3(2))) = ha(h™'(2))
= glo-opioploh(h!(z)) = - 097 0 p}(2)
= glo---optop(z)=¢io-- 90(21)
pro---opi(z)=¢lo ---0901(23)

= Piopl M (zk2) = i(z1) = 2 = h2(2),
ou seja, hy possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(h). H
Dessa proposicao segue o seguinte resultado:

Corolario 8. Seja o um arco de translacao para o homeomorfismo h : M —
M, onde M € uma variedade conexa. Suponha que algum ponto de o pertence
ao fecho de U h"(a). Entao, existe uma isotopia {h;}icpo1) tal que:

n>2

(i) ho =

(i1) hy = h fora de um subconjunto compacto de M\Fix(h) que nao depende
de t;

(i11) Fix(h;) = Fix(h);
(iv) hy possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(h).

Demonstracdo. Seja o um arco de translacao tal que a N U h" () # @. Se
n>2

an U h" () # @ temos que existe n > 2 tal que h"(« )ﬂa_;é @ e, portanto,
o regljftado segue da proposi¢ao anterior.

Falta provarmos o resultado quando a N U h" (o) = @, isto é, quando

n>2

existe um ponto de acumulacao de U h" () ;m a. Sejam p e h(p) as ex-
tremidades de a. "

Note que existe z € a\{h(p)} um ponto de acumulagao de U h"™ ()
n>2
De fato, se h(p) é um ponto de acumulagao de U h"(«r) entao p também

n>2
k—o0

0 é, pois se {h™ (xy) }rez+ ¢ uma seqiiéncia de U h"™(«) tal que h™ () —
n>2
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h(p) basta tomar a seqiiéncia {h™~'(zy)}rez+ que, para k suficientemente
grande, pertence a U h"(a) e, além disso, h™ ! (xy) pmicy h=Y(h(p)) = p,

n>2
ja que h é um homeomorfismo. Logo, existe um ponto de acumulacao de

(@) em a)\{A(p)}.
n>2
Seja V um pequeno disco aberto tal que z € V, h(a)NV = @ e h(V)NV =

@. Como z € a\{h(p)} é um ponto de acumulagao de U h"(«), existe n > 2
n>2

tal que h™"(a)NV # &. Tome ng > 2 o primeiro inteiro com essa propriedade

e seja { ¢ }iep,1] uma isotopia com suporte compacto contido em V' tal que

o = Id e p1(h™(a)) 3 z. Definimos a isotopia {¢:}:c(0,1) pondo ¢y = ¢, 0 h.

Entao,

(a) po =ppoh=1Idoh=h;

(b) Claramente, ¢;(h(a)) = h(a) para todo t € [0,1], j4 que h(a) NV = &
e supp(p;) C V para todo t € [0,1]. Dai e do fato que o é um arco de
translagao segue que

@ =h(a)Na = g(h(a)) Na = (¢ 0 h(a)) Na = d(a) N &, Vit € [0, 1].

Além disso, como a = [p,h(p)], para cada t € [0,1] a leva p em sua

imagem ¢;(p), pois ¢;(p) = ¢r o h(p) = ¢i(h(p)) = h(p). Logo, a é arco
translagao para ¢; para todo t € [0, 1];

(¢) Como h(V)NV = & e supp(¢:) C V para todo t € [0,1] temos que
h(supp(p:)) Nsupp(p;) = @ para todo t € [0,1]. Logo, segue do Lema 6 que
Fix(p; o h) = Fix(h) para todo t € [0, 1] donde concluimos que Fix(¢;) =
Fix(h) para todo t € [0, 1];

(d) Como h'(a)NV = @ paratodoi =1,....,ng—1 e supp(yp;) C V para todo

t € [0,1] temos que ¢;(hi(a)) = h'(a) para todos i =1,....,ng— 1 et € [0,1].
Entao, para todoi=1,...,ng — 1,

$1(h'"H(a)) = @1 0 h(h"(a)) = p1(h'(a)) = h'(a)
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e, portanto,

1) = a0 (@) = au(h™H(a)) = T a)

donde concluimos que

1°(a) = (@1 (@) = 1(h™7 (@) = 10 h(h™7H(a)) = g1 (h™(a)) > =,

ou seja, z € ¢1°(a) Na. Logo, ¢7° (o) N v # &, onde ng > 2;

(e) Como h(V)NV = @ e h é um homeomorfismo temos que A1 (V)NV =
@. Temos também que para todo ¢t € [0,1], ¢, = Id fora do subconjunto
compacto V de M\Fix(h), j& que supp(y¢;) C V. Portanto, para todo t €
[0,1], ¢+ = ¢y o h = h fora do subconjunto compacto h=1(V') de M\Fix(h).
Note que h=1 (V') nao depende de ¢.

Pelos itens (b) e (d) segue da proposigao anterior para o homeomorfismo
¢1 que existe uma isotopia {1 }scpo,1] tal que

® Yy = P1;

e )y = ¢ fora de um subconjunto compacto de M\Fix(¢1) que nao
depende de t;

o Fix(yr) = Fix(¢1);
e )1 possui um ponto periédico de periodo 2 em M\Fix(¢1).

Dai e dos itens (¢) e (e) concluimos que

(1) o = ¢1;
(II) ¢y = h fora de um subconjunto compacto de M\Fix(h) que nao de-
pende de t;

(III) Fix(yy) = Fix(h);

(IV) 1 possui um ponto periédico de periodo 2 em M\Fix(h).
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Assim, para concluir a demonstragao basta definirmos a isotopia {/h; }reo1)

pondo
¢2t7 [O l]
b, — 2
! { Pop_1, t € [% 1]

Note que {h;}icpo) definida desta maneira é de fato uma isotopia, pois
para t £ % temos que ¢9; € Y91 sao homeomorfismos e para t = % segue do
item (I) que h% =1y = ¢1. Logo:

(i) Pelo item (a) temos que hy = ¢g = h

(i1) Pelo item (e) segue que para todo ¢ € [0,1], ¢ = h fora do subconjunto
compacto h=1(V') de M\Fix(h) que ndo depende de t. Por outro lado, temos
pelo item (II) que para todo t € [0,1], ¢, = h fora de um subconjunto
compacto K de M\Fix(h) que ndo depende de t. Portanto, hy = h fora do
subconjunto compacto K U h=1(V') de M\Fix(h) que ndo depende de t;

(111) Segue dos itens (¢) e (III) que Fix(¢;) = Fix(h) =
t € [0, 1]. Logo, Fix(h;) = Fix(¢;) UFix(y;) = Fix(h) UFi
todo t € [0, 1];

Fix(¢;) para todo
x(h) = Fix(h) para
(iv) Como hy = 1y segue do item (1V) que hy possui um ponto periédico de
periodo 2 em M\Fix(h). O

O préximo lema também é um resultado importante para a demonstracao
do primeiro Lema Principal.

Lema 9. Seja h : M — M um homeomorfismo. Suponha que h possui um
ponto ndo-errante que ndo € ponto fixo. Entao, existe uma isotopia {hs}iecpo
tal que:

(i) ho =h
(ii) hy = h fora de um subconjunto compacto de M\Fix(h) que nao depende
de t;

(i1i) Fix(h;) = Fix(h);
(iv) Existe um ponto periddico de hy que nao € ponto fixo.

Demonstracdo. Seja z o ponto nao-errante de h que nao é ponto fixo. Como
h(z) # z, existe V um pequeno disco aberto tal que z € Ve h(V)NV = @.
Como z é um ponto nao-errante temos que existe um primeiro inteiro n > 2
tal que A" (V)NV # @, ouseja, k" (V)NV # @. Dal, existey € h™"(V)NV,
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donde se conclui que y, h"(y) € V. Entao, tome {¢; }1c0,1) uma isotopia com
suporte compacto contido em V' tal que ¢y = Id e p1(h"(y)) = y. Definimos
a isotopia {h}icpo,1) pondo hy = ¢; o h. Logo,

(i) ho = pgoh=1Idoh=h;

(i1) Como supp(¢;) C V para todo t € [0,1] e A(V) NV = & segue que
para todo t € [0, 1], ¢ = Id fora do subconjunto compacto V' de M\Fix(h).

Logo, para todo t € [0,1], hy = h fora do subconjunto compacto h=1(V') de
M\Fix(h). Note que h=1(V') nao depende de t;

(111) Como supp(p:) C V para todo t € [0,1] e A(V) NV = & temos que
h(supp(¢:)) Nsupp(y:) = & para todo ¢ € [0, 1]. Logo, segue do Lema 6 que
Fix(y; o h) = Fix(h) para todo t € [0, 1] e, portanto, Fix(h;) = Fix(h) para
todo t € [0, 1];

(iv) Como n é o primeiro inteiro positivo tal que A" (V) NV # & temos que
RI(V)NV = @ para todo j € {1,...,n — 1}. Entao, como y € V segue que
hi(y) ¢ V para todo j € {1,...,n — 1}, ou seja,

hi(W =1 (y)) = ero h(W " (y)) = o1 (W (y)) = W (y)

para todo j € {1,...,n — 1}, j4 que supp(p;) C V. Além disso, b '(y) =
h"~!(y), pois

hi(y) = h(y)
hi(y) = hi(h(y)) = ha(h(y)) = h*(y)

hi2(y) = ha(hi™(y)) = ha(R"(y)) = h"*(y)
Wi Hy) = m(hi™(y)) = h(R"*(y)) = h" " (y).

Logo,
hi(y) = h(hi™'(y)) = ("7 (y)) = w1 0 L(h"H(y)) = 1 (K" (y)) = v,
isto é, y é um ponto periddico de h; que nao é ponto fixo. O

Agora, possuimos todas as ferramentas necessarias para a demonstracao
do Lema Principal 1.

Demonstra¢ao (Lema Principal 1). Seja z € M um ponto nao-errante de h
que ndo é ponto fixo e seja U uma componente conexa de M\Fix(h) tal que
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z € U. Pelo Teorema da Invariancia de Dominios Complementares de um
conjunto de pontos fixos temos duas possibilidades:

(I) Cada componente conexa de M\Fix(h) é invariante por h:
Entao, pelo lema anterior, existe uma isotopia {¢}:cjo,1) tal que

(a) ¢o = h;

(b) ¢ = h fora de um subconjunto compacto V' de U C M\Fix(h) que nao
depende de t;

(c) Fix(¢y) = Fix(h);
(d) existem ¢ € U e n > 2 tais que ¢7(q) = q e ¢1(q) # q.

Como cada componente conexa de M\Fix(h) é invariante por h segue do
item (b) que ¢1(U) = U, donde concluimos que ¢, ¢1(q) € U. Logo, existe
um arco de translagdo a = [p, ¢1(p)] tal que ¢ € . Dai e pelo item (d) temos
que ¢ = ¢7(q) € ¢(a). Portanto, ¢ € ¢7(a) N, ou seja, P (a) N # &
onde n > 2. Entao, segue da Proposicao 7 que existe uma isotopia {1 }+eo 1)
tal que

® Yy = ¢1;

e i), = ¢ fora de um subconjunto compacto W de U C M\Fix(¢1) que
nao depende de t;

o Fix(¢y) = Fix(¢1);
e )y possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(¢py).
Dai e dos itens (b) e (¢) concluimos que

(A) o = ¢r;

(B) 1y = h fora do subconjunto compacto VU W de U C M\Fix(h) que
nao depende de t;

(C) Fix(¢y) = Fix(h);
(D) 1y possui um ponto periddico de periodo 2 em M\Fix(h).

Assim, para concluir a demonstragao basta definirmos a isotopia {/h; }reo1)

pondo
ht:{ Gor, tE]

1
75]
¢2t—17 te[ 1

1]

= O
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Note que {h;}icpo) definida desta maneira é de fato uma isotopia, pois
para t £ % temos que ¢9; € Y91 sao homeomorfismos e para t = % segue do
item (A) que h% = 1)y = ¢1. Logo:

(i) Pelo item (a) temos que hy = ¢g = h;

(11) Pelo item (b) segue que para todo t € [0,1], ¢ = h fora do subconjunto
compacto V' de M\Fix(h) que nao depende de t. Por outro lado, temos pelo
item (B) que para todo t € [0, 1], ¥, = h fora do subconjunto compacto VUW
de M\Fix(h) que ndo depende de t. Portanto, h; = h fora do subconjunto
compacto V U W de M\Fix(h) que nao depende de t;

(111) Segue dos itens (¢) e (C) que Fix(¢) = Fix(h) = Fix(¢;) para todo
t € 0,1]. Logo, Fix(h;) = Fix(¢;) UFix(¢;) = Fix(h) UFix(h) = Fix(h) para
todo t € [0, 1];

(iv) Como h; = 1 segue do item (D) que h; possui um ponto periédico de
periodo 2 em M\Fix(h).

(IT) Existem exatamente duas componentes conexas de M\Fix(h) que sao
permutadas por h:

Como h permuta as duas componentes conexas de M\Fix(h) temos que
h*(U) = U. Logo, pelo lema anterior a isotopia {f:}ieo1] ¢ tal que hy tem
um ponto peridédico de periodo 2, ja que na demonstracao deste lema n = 2.

Portanto, o resultado segue do lema anterior. O

2.2 Lema Principal 2

Seja S? a esfera de dimensao 2. Enunciaremos a seguir o segundo Lema
Principal.

Lema Principal 2. Seja h : 8> — S? um homeomorfismo que preserva
orientacao. Se h possui um ponto de periodo 2 que nao é um ponto fixo, entao
o congunto Fix(h) pode ser escrito como uma uniao disjunta Fix(h) = FyUFy
com F| e Fy compactos e nao-vazios.

Antes de demonstrar este lema iremos dar algumas defini¢oes e resultados
que serao importantes na demonstracao.

Sejam X um espago topoldgico e zyp € X. O conjunto formado pelas
classes de homotopia de caminhos fechados com base em zy é um grupo que
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chamamos de Grupo Fundamental do espaco X com base em z( e denotamos
por II; (X, zg). Cada elemento de II; (X, xy) serd denotado por [a]. Note que
cada [a] € II;(X, z) é uma classe de homotopia de caminhos fechados com
base em zy que sao homotopicos ao caminho a.

Sejam a,b : [0,1] — X dois caminhos fechados. Dizemos que a e b
sao livremente homotépicos quando existe uma homotopia {y¢}iejo,1) tal que
wo =a, p1 =b e ¢i(0) = (1) para todo t € [0, 1]. Neste caso, dizemos que
{¢t}tep0,1) ¢ uma homotopia livre. Note que “ser livremente homotépico a” é
uma relacao de equivaléncia.

Seja X um espago topoldgio conexo por caminhos, onde I1; (X, zg) é um
grupo abeliano. Neste caso, podemos considerar o grupo fundamental de X
como o conjunto das classes de homotopias livres de caminhos fechados em
X e, portanto, podemos representd-lo por I1;(X), sem nenhuma referéncia
explicita ao ponto basico.

Agora, daremos a definigao do Grupo de Transformacgoes de Recobrimento
(do francés Group of Deck Transformations) e em seguida enunciaremos um
teorema que relaciona este grupo com o grupo fundamental.

Sejam X e X espagcos topologicos e seja II : X — X um recobrimento.
Um automorfismo do recobrimento II é um homeomorfismo h : X — X
tal que I o h = II. O grupo de transformagoes do recobrimento IT ¢ o
conjunto G(X|X) dos automorfismos de I com a operacao de composigao de
aplicacoes.

Note que um automorfismo de um recobrimento nada mais é do que um
levantamento da identidade.

Teorema 10. Sejam X e X espacos topologicos, onde X ¢ simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos, e seja xg € X. Entao, o grupo

(X|X) de transformacoes do recobrimento II : X — X € isomorfo ao
grupo fundamental 111 (X, x¢).

O isomorfismo ¢ : II;(X,x9) — G(X|X) a que se refere o Teorema
anterior ¢ definido da seguinte maneira:

Primeiramente, note que como X ¢é simplesmente conexo e localmente
conexo por caminhos, X é conexo por caminhos e o recobrimento I : X —
X é um recobrimento universal. _

Seja [a] € II1(X,z0). Fixe 7y € X tal que II(7y) = zp. Seja 7 € X

e considere o caminho b : [0,1] — X tal que b(0) = 7 e b(1) = Zy. Seja
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z = II(F) e seja b = ITob o caminho que liga = a xo. Daf, bab~! é um caminho
fechado onde x é o ponto base. Além disso, como X é simplesmente conexo,
temos que a classe de homotopia do lago bab~—! nao depende da escolha do
caminho b. N

O isomorfismo ¢ : II1(X,z9) — G(X|X) do teorema é dado pondo
&(la]) = Tjq onde Tiy(Z) = y como acima construido.

A seguir, apresentaremos a no¢ao de isomorfismo induzido e um resultado
envolvendo esta definicao e também levantamento, recobrimento e grupo fun-
damental.

Sejam X e Y espagos topolégicos. Um homeomorfismo h : X — Y
induz um isomorfismo

ho s 1L (X, 20) — L (Y, 90), yo = h(wo)
definido por h.([a]) = [h o a].

Proposicao 11. Sejam X e )?~espagos topologicos, onde X € conexo e local-
mente conezo por caminhos e X € simplesmente conexo e localmente conexo
por caminhos, 11 : X — X um recobrimento universal, h : X — X uma
aplicacao continua e h : X — X um levantamento de h em relacao a II.
Entao,

ho Tiy (%) = h(z[a]) = h(@)h.([a)) = Th. ) © h(7),
onde [a] € I} (X) ez € T (z).

Note que se h induz a aplicagdo identidade entdo h.([a]) = [a], onde
[a] € TI;(X). Logo, N N
h o Tia)(7) = Tia) © h(Z)

para todo 7 € II7'(z) ou seja, h comuta com as transformacoes do recobri-
mento II.
Se h.([a]) = [a] !, temos que

h o Tig)(F) = Tig1 0 h(F) = (Tja)) ™" 0 h(7)
para todo 7 € II"(z).

Agora, temos todas as ferramentas necessarias para a demonstracao do
segundo Lema Principal.

Demonstragio (Lema Principal 2). Seja p € S? o ponto de periodo 2 de h
que nao é fixo. Entao, existe um disco compacto D centrado em p tal que
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DnNh(D) = @. Claramente, h(D) é um disco topoldgico compacto contendo
h(p) em seu interior e Fix(h) C S?\ (D U h(D)).

= Afirmacgao 1: h induz sobre IT;(S?\{p, h(p)}) a aplicacao —Id.

De fato, como IT; (S?\{p, h(p)}) ¢é isomorfo ao grupo aditivo Z, existe [a] €
1, (S*\{p, h(p)}) tal que [a] e [a~'] = [a] ! sdo os geradores de I1; (S?\{p, h(p)}).

Considere em S? a orientacao na qual o vetor normal aponta para fora.
Dali, 0D ¢ livremente homotdpico ao caminho a, ou seja, [0D] = [a] é um
gerador de IT;(S*\{p, h(p)}). Por outro lado, como h preserva orientagao
temos que h(90D) = Oh(D) é livremente homotépico a a™!, isto é, [Oh(D)] =
[a]! é um gerador de T1;(S*\{p, h(p)}).

Portanto, o homeomorfismo h|sz\ g n(p)y leva o gerador [a] de I1; (S*\{p, k(p) })
no gerador [a] ™!, donde concluimos que h induz sobre I1; (S*\{p, h(p)}) a apli-
cacao —Id.

Sejam V, C D uma vizinhanca aberta de p e Vi) C h(D) uma vizi-
nhanga aberta de h(p). Entao, Fix(h) C S?\ (V, U Vy,)). Note que podemos
tomar as vizinhangas V), e Vj(, suficientemente pequenas de tal maneira
que existe um anel essencial A C S?%\ (Vp U Vh(p)) (isto é, nado contratil
em C S?\(V, U Vi) tal que Fix(h) C Int(A) e que compondo a apli-
cagao hls : A — S*\{p,h(p)} com a retragao r : S*\{p, h(p)} — A de
S\ {p, h(p)} sobre A obtemos uma aplicacdo h = r o h|4 : A — A tal que:

e Fix(h) N0A = &;

e Fix(h) = Fix(h);
e h éigual a h numa vizinhanga de S?\ (D U h(D)).

Observe que como h é igual a h numa vizinhanca de S*\(DUR(D)) e

I (A) ~ T, (S*\{p, h(p)}) ~ Z, segue da Afirmacdo 1 que h induz sobre
I1;(A) a aplicagdo —Id.

Como A é um anel essencial podemos considerar que A = S* x [0, 1].

Seja I1 : A — A o recobrimento universal de A onde A = R x [0, 1].
Sendo [a] e [a] ! os geradores de IT; (A) temos que T, € Tjy—1 sdo os geradores
do grupo G (Av |A) de transformagoes do recobrimento II. Se denotarmos por
T = Ty, temos que T'(z,y) = (x +1,y) e T"(x,y) = (x + n,y) para todo
net. B

Seja h : A — A um levantamento de h (relativamente a II). Como h
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induz em II;(A) a aplicagdo —Id concluimos que:
hoT=T"'0h.
Logo, segue por inducao que hoTn=T"oh para todo n € Z.

Seja A = AU {e_,e,} uma compactificaao de A=Rx < [0,1] pondo
dois “finais” e_ e € e considere a extensao Hdeha A, onde H (e_)=¢€4e
H(e,) = _. Entdo, Fix(H) = Fix(h).

> Afirmacao 2: H é continua.

Primeiramente, note que o dominio fundamental K = [0, 1] x [0, 1] é tal

que
ﬁ(m +n,y) = ho T (z,y) =T "o ?L(x, y) = %(m, y) — (n,0)
para todo (z,y) € K.

Como H|; i= =h precisamos mostrar apenas que H é continua eme_ e e,
Vamos mostrar que H ¢ continua em Et.

Seja V' uma vizinhanga de ﬁ(&r) = ¢_. Entao, existe N; € Z tal que
{(z,y) € A | r < N1} € V. Tome Ny € Z suficientemente grande tal que
h o TM(K) = o h(K) C V para todo n > N,. Logo, para U = {(z,y) €
Alz> Ny} Vlzmhanca de e, temos que H(U) C V. Logo, H é continua em
£t

Analogamente, podemos mostrar que H ¢ continua em _.

O conjunto A ¢ homeomorfo a um disco compacto de R2. Entao, H possui
um conjunto compacto nao-vazio P de pontos fixos tal que FiNOA= , ja
que e_, e, ¢ Fix(H) = Fix(h) e Fix(h )N dA = @, pois Fix(h) N 0A=02.

Além disso, o recobrimento II : A — A é injetivo sobre Fl, pois se
(z,y) € F} C le(H) Fix(h) entdo h(z,y) = (z,y) e se n # 0

Retn,y) =R (T (@,y)) = T (Awy)) = T (@ y) = (@=n,y) # (2+n,7)
Observe que se (z,y) € Fix(h) entdo I(z,y) € Fix(h), pois
Mo h(z,y) =holl(z,y) = H(z,y) = h (I(z,y)).
> Afirmacgao 3: Se K C Aéum compacto nao-vazio tal que II|x é injetivo,
entdo existe U vizinhanga aberta de K tal que II|y é injetivo.

Suponhamos que para toda vizinhanga aberta U de K, II|; nao é injetivo.
Dali, para cada vizinhanca U de K existem z,,y, € U tais que z, # y, €
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[I(x,) = II(y,). Considere uma seqiiéncia (V;);cz+ de vizinhangas abertas de
K tal que Vi1 C Vi e Nyez+ Vi = K. Assim, existem subseqiiéncias (x;, )nez+
e (Yi, Jnez+ € existem x,y € K tais que z;, — = e y;, — y. Como II é um
recobrimento temos que x # y e, além disso, I1(z;) — I(x) e II(y;) — II(y).
Logo, II(z) = I1(y), o que é um absurdo, pois por hip6tese II|x ¢é injetivo.

Assim, como I : A — A é um recobrimento segue que II é injetivo em

uma vizinhanca de }7\; Logo, Fy =11 (ﬁ) ¢ um conjunto compacto nao-

vazio de pontos fixos de h, j4 que /P:I é um conjunto compacto nao-vazio de
pontos fixos de h.

Agora, seja Py = Fix(T o%). Dali, FNE= &, pois se (z,y) € F| entdo
Toh(z+n,y)=T(x—ny) = (& —n+1y) # (z+n,y) para todo n € Z,
ja que % ¢ 7. Note que o recobrimento II : A— Aé injetivo sobre /FTQ, pois
se (z,y) € F, entdo, para n # 0

Toh(z+ny) = To (ﬁoT”> (,y) =T oT " oh(z,y)

= T "o (T o E(x, y)) =T"(x,y)

Assim, segue do fato que II : A — A é um recobrimento que II é injetivo
em uma vizinhanca de F,. Logo, Fy, = Il <F2> ¢ um conjunto compacto
nao-vazio, ja que /F\g ¢ um conjunto compacto nao-vazio. .

Além disso, como T' € G(A|A) temos que [ToT =11 e, dai, se (x,y) € F}
entao

(r,y) = Mo (Toh(e,y)) = [oT)oh(,y)=Toh(z,y)
= holl(z,y) = h(I(z,y)),

ou seja, I(z,y) € Fix(h). Assim, F, = II <E) ¢ um conjunto de pontos
fixos de h. Portanto, Fix(h) D Fy U F;.

>~ Afirmacao 4: Fix(h) = F} U F.
De fato, tome z G_Fix(ﬁ) e seja (x,y) € A tal que II(x,y) = z. Como h é
um levantamento de h, temos que

I (R, ) = o h(z,y) = o T(z,y) = h(z) =
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isto &, h(z,y) € I~(2). Mas, II"1(2) = {(z + n,y) | n € Z}. Entéo, existe
n € Z tal que h(z,y) = (x +n,y).
Se n = 2k entao

h(z +k,y) = EoTk(x,y) :T”“oﬁ(az,y) =T %z +n,y)
= (x+2k—k,y)=(x+k,y).

Sen =2k —1 entao

Toh(x+ky) = TohoT*x,y)=ToT " oh(z,y)
= ToT ®a+n,y)=T(x+2k—1—ky)
(x+k—1+1y) = (z+k,y).

Assim, em qualquer caso, T%(z,y) = (v + k,y) € F\ U F,. Entao,
I (T*(z,y)) €I (F{) UTI (F;) = F, U R,

Mas, como T € G(A|A) temos que 11 o T™ = II para todo n € Z.
Logo, z = H(z,y) = Ho T%(z,y) = I (T"(z,y)) € F1 U F,. Portanto,

Fix(h) C Fy U Fy donde concluimos que Fix(h) = Fy U Fy, ja que Fix(h) D
FLUF,.

Segue da demonstracao dessa afirmacao que dado z € Fix(ﬁ) existe um
tnico (z,y) € II7!(z2) tal que (z,y) € Fy ou (z,y) € F». Dai e do fato que
Fy N Fy = @ concluimos que F1 N Fy, = @.

Assim, como h = h em uma vizinhanga de Fix(h) segue que Fix(h) = F1U
F5, onde Fy e Fy sao compactos e nao-vazios, o que conclui a demonstracao.
[

2.3 Prova do Lema de Translacao de Arcos
de Brouwer

Combinando os dois lemas principais, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 12. Seja h : S?* — S% um homeomorfismo que preserva ori-
entacao. Se h possui um ponto nao-errante que ndao € ponto fixo, entdo o
conjunto Fix(h) pode ser escrito como uma unido disjunta Fix(h) = F; U Fy
com Iy e Iy compactos e nao-vazios.
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Como S? é a compactificacao de R?, podemos estender um homeomor-
fismo que preserva orientacao de R? a um homeomorfismo que preserva ori-
entagao de S? com um ponto fixo a mais (c0). Assim, obtemos os seguintes
resultados:

Lema de Translacao de Arcos de Brouwer Seja h : R? — R? um
homeomorfismo livre de pontos fizos que preserva orientacdo. FEntao h nao
possut nenhum ponto nao-errante; em particular, h nao possui pontos perio-
dicos. Além disso, se o € um arco de translagao para h, entao v = U h" ()

nez
¢ homeomorfo a um arco injetivo e v nao acumula em si mesmo.

Corolario 13. Seja h : R? — R? um homeomorfismo que preserva orien-
tagcao. Se o conjunto de pontos nao-errantes de h nao é reduzido ao conjunto
Fix(h) entdo existe um subconjunto compacto e nao-vazio F' C Fix(h).
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