ANALISE LIMITE EM DUTOS

Paulo Pedro Kenedi

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS
PROGRAMAS DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE
FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS
NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR EM CIENCIAS
EM ENGENHARIA OCEANICA

Aprovada por:

Prof. unlo Lugusto Vaz, Fh.D.

Profa. Lavinia Ivlara Sanabio Abves Borges, D Se.

Prof. José Luis Lopes da Sibveira, D Se.

Prof. Iilio Cesar Rarealho Cyrino, D Se.

Frof. Heraldo Sikra da Costa Ilattos, D 5c.

Prof. Pedro Ivlanuel Calas Lopes Pachecao, D Se.

BIC DE JTANEIRC, BT - BEASIL.
JULHO DE 200%



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



KENEDI, PAULO PEDRO

Analise Limite em Dutos

[Rio de Janeiro] 2008

XV, 123 p. 29,7 cm (COPPE/UFRJ, D.Sc.,
Engenharia Oceanica, 2008)

Tese - Universidade Federal do Rio de
Janeiro, COPPE
1. Anélise Limite
2. Vigas
3. Dutos

I. COPPE/UFRJ II. Titulo (série)

il



Dedicatoria

Ao meu pai.

il



Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.).

ANALISE LIMITE EM DUTOS

Paulo Pedro Kenedi

Julho,/2008

Orientadores : Murilo Augusto Vaz

Lavinia Maria Sanabio Alves Borges

Programa : Engenharia Oceanica

O interesse pela teoria dos estados limites para a determinacao das condicoes de
integridade estrutural em relagao ao colapso plastico tem crescido e, cada vez mais,
se tornado a base de referéncia para definicao de critérios de seguranca. Apesar
disto, poucos softwares comercias oferecem esta opcao de calculo em sua biblioteca
de procedimentos. Em vista disto, nesta tese propoe-se um modelo de Analise
Limite, aplicavel a estruturas porticadas e vigas planas, através da utilizagao de
uma estrategia computacional de aplicacao geral e interface amigavel, programada
em VISUAL BASIC®. Como principal aplicacdo é apresentado um estudo sobre a
influéncia dos esforcos de flexao e axiais em componentes tubulares pressurizados.

Para descrever o comportamento mecanico da estrutura, baseando-se na for-
mulacao estatica da andlise limite, sao propostos elementos de vigas retos e curvos,
admitindo-se carregamentos concentrados ou distribuidos e utilizando-se funcgoes
de escoamento nao lineares para definir o dominio dos esforcos plasticamente ad-
missiveis. A utilizacao da formulacao estatica e a proposicao de um algoritmo de
programagcao nao linear para a solucao do problema dispensam a utilizacao de qual-

quer teoria de interpolacao ou aproximacao na definicao do modelo discreto.
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The interest in limit states theory for the determination of structural integrity
conditions for plastic collapse have been growing and becoming reference for defini-
tion of safety criteria. Nevertheless, few commercial softwares offers this calculation
option in its procedure library. In view of this, a model of Limit Analysis is proposed
in this thesis. It is applicable to plane frame structures and plane beams, using a
general application computational strategy and a friendly interface, programmed in
VISUAL BASIC®. As main application, it is presented a study of the influence of
bending and axial loads in pressurized tubular components.

To describe the mechanical behavior of a structure, based on limit analysis static
formulation, straight and curved beams elements are proposed, assuming concen-
trated or distributed loading and using non-linear yielding functions for definition
of domain of plastically admissible efforts. Also, the utilization of static formula-
tion and the proposition of an algorithm of non-linear programming to solution the
problem makes unnecessary the use of any interpolation theory or approximations

for the definition of the discrete model.
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Lista de nomenclatura

A

A - area de secao transversal

A, - area de secao transversal submetida a tensoes compressivas

A, - vetor relacionado ao carregamento axial

A, - semi area submetida apenas a carregamento trativo ou compressivo; vetor rela-
cionado ao carregamento de flexao

A, - 4rea projetada de uma extremidade fechada de uma secao transversal tubular

Ay - area de secao transversal submetida a tensoes trativas

B

b - carregamento de esforgos de corpo; largura de secao retangular
BT - operador de equilibrio, em coordenadas locais

B - operador de equilibrio, em coordenadas globais

By, - operador de deformagao, em coordenadas globais

C
¢ - distancia entre o centréide da secao e a semi-area de A; distancia do centrodide a
superficie externa

¢, - distancia entre o centréide da secao e a semi-area de A,

D

D - taxa de deformacao

dA - diferencial de drea

D¢ - taxa de deformacao elastica

D¢ - matriz elasticidade

viil



D?(s) - vetor de deformagoes plasticas continuas
DP(s*) - vetor de deformagoes plésticas localizadas
DP - taxa de deformacao plastica

dg - componente do vetor dj,

d, - incremento do vetor x
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E
e - excentricidade da carga

E - médulo de Young

F
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globais
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G
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hao - somatério das contribuigoes do gradiente em relacdo a o de V,, f(«, Q))\

I

7 - n6 inicial de elemento

X



I - momento de inércia de area

inf - infimo

J

7 - no6 final de elemento

L
L - comprimento de elemento reto; comprimento de estrutura tubular
L. - comprimento efetivo
o - matriz boleana para montagem do vetor Q
L¢ - matriz boleana para montagem do vetor U

LN - linha neutra

K
k - eixo de coordenadas local, perpendicular ao plano formado pelos eixos s e r
K - matriz pseudo-rigidez montada; curvatura

K - taxa de mudanca de curvatura

M

m - momento fletor normalizado

M - momento fletor

M, - momento fletor que plastifica completamente a secao transversal
M¢(s) - distribuicdo de momento fletor em um elemento reto

Me¢(0) - distribuigado de momento fletor em um elemento curvo

M; - componente de momento fletor no no i

M; - componente de momento fletor no no j

N

n - esforgo axial normalizado

ny - numero de pontos de verificacao de rétula plastica de uma estrutura
N - esforco axial

N, - esforco axial que plastifica completamente a secao transversal



N¢(s) - distribuicao de esforgo axial em um elemento reto
N¢(#) - distribuicao de esforgo axial em um elemento curvo
N; - componente de esforco axial no né i

N; - componente de esforco axial no né j

nel - nimero de elementos da estrutura

P

p - pressao interna normalizada; fator de contragao

P - conjunto de Q¢(s), em um corpo (3 eldstico perfeitamente plastico, que atende a
condicao de admissibilidade plastica; pressao interna

P., - carga critica de lambagem

P, - pressao interna que plastifica completamente a secao transversal

P.P.V. - Principio das Poténcias Virtuais

Q

() - vetor de parametros montado
Q¢ - vetor de parametros
Q<(s) - vetor de esforgos internos

S
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R - vetor carregamento externo; raio de curvatura
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. . . .
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T, - escalar da expressao de d°,

S

s - eixo de coordenadas local, coincidente com a linha que define a curva £; fator de
relaxacao

S - superficie plana

Sk - trecho de elemento
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Sup - supremo
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T¢" - matriz transformacao

T - matriz Hop Vo f
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U(s™) - velocidade linear depois de uma expansao pléstica

U - vetor de velocidades do sistema de equagoes U=K"'R

\%

V' - espaco das fungoes de todos os campos de velocidades admissiveis
V7 - espaco das tensoes F

V; - componente cortante no no i

V; - componente cortante no no j

xii



V - velocidade linear segundo o eixo Yg

\%%

W - espaco das taxas de deformacoes suficientemente regulares

W’ - espago das tensoes Q¢(s) suficientemente regulares

W€ - vetor correspondente ao carregamento distribuido da expressao de R, em co-
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W,q(x) - vetor carregamento distribuido, na direcao global y,
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Capitulo 1

Introducao

A existéncia de estruturas offshore bidimensionais com elementos uniaxiais que
trabalham extensamente plastificadas serviu como motivacao inicial para este tra-
balho. Um riser rigido, por exemplo, ao ser dobrado sobre um carretel de transporte
sofre um carregamento de deslocamento prescrito, onde atuam flexao e esforco axial.
Como resultado nao sé ocorrem grandes deformagoes, que normalmente chegam a
plastificar quase a totalidade da secao transversal, mas também ocorrem grandes
deslocamentos e rotacoes.

Durante o desenvolvimento deste trabalho duas abordagens poderiam ser esco-
lhidas para os estudos da plastificacao de estruturas tubulares, um abordagem mais
usual, a elasto-plasticidade incremental (Simo and Hughes, 1998) ou uma abordagem
por método direto, como a determinacao do colapso plastico através do emprego da
teoria de andlise limite (Yang, 1993). Optou-se por empregar a teoria de anédlise
limite. Para tal, estudos iniciais precisaram ser desenvolvidos, como os assuntos
tratados nos dois exames de qualificagao.

O estudo dos principios variacionais para vigas elasticas foi o assunto do primeiro
exame de qualificagdo (Kenedi, 2005a) e os principios variacionais para vigas elasto-
plasticas foi o assunto do segundo exame de qualificacao (Kenedi, 2005b). Como
contribuicao destes exames de qualificacao, diversas matrizes geradas foram empre-
gadas durante toda a tese, além do desenvolvimento das expressoes de equilibrio de

vigas curvas submetidas a cargas concentradas e/ou distribuidas.



Apéds estes estudos iniciais, foi gerado um programa, escrito em Visual Basic,
para o calculo dos esforcos internos elasticos em estruturas porticadas, contidas em
um plano, compostas de vigas retas e/ou curvas carregadas com cargas concentradas
e/ou distribuidas (Kenedi et al., 2006a) e (Kenedi et al., 2006b). Varias subrotinas
escritas neste programa inicial puderam ser aproveitadas para o resto da tese, como
por exemplo o de inversao de matrizes por escalonamento e o de montagem da ma-
triz rigidez do sistema a partir das matrizes rigidezes elementares (Segerlind, 1984).

A implementagao do algoritmo de analise limite para vigas retas e/ou curvas
carregadas com cargas concentradas e/ou distribuidas para pequenos deslocamen-
tos e rotagoes mostrou-se mais complexa que o previsto inicialmente (Kenedi et al.,
2007), obrigando uma reavaliagdo dos objetivos iniciais da tese. Entre o desenvolvi-
mento de um estudo de andlise limite sequéncial e um estudo mais detalhado de
estruturas tubulares submetidas ao carregamento de flexao, esfor¢o axial e pressao
interna, com a determinacao do efeito da pressao interna na superficie limite de
escoamento (Kenedi et al., 2008), optou-se pela segunda alternativa.

De fato, a andlise limite é um assunto bastante estudado por diversos autores
como (Borges et al., 1996), (Lemaitre and Chaboche, 1994), (Borges, 1991), (Lubliner,
1990), (Sanabio, 1984), (Christiansen, 1981), (Martin, 1975) e (Hodge, 1959); e visa
determinar a carga que uma estrutura falhard por colapso plastico, bem como o
mecanismo de colapso. Considera-se que uma estrutura falhou por colapso plastico
quando, apods ter escoado um dado niimero de segoes transversais, nao podendo mais
resistir a um novo acréscimo de carga, esta comporta-se como um mecanismo.

Neste trabalho a geometria da estrutura analisada é referida em sua configuracao
inicial, para pequenos deslocamentos e rotacoes; e o material utilizado é elasto-
idealmente plastico. Procura-se implementar o método da andlise limite para estru-
turas bidimensionais, modeladas através de elementos uniaxiais, em particular de
estruturas tubulares, como dutos, para a determinacao da carga de colapso pléstico,
utilizando superficies de escoamento nao lineares. Supoe-se que estas nao falhem

por instabilidade geométrica antes de atingir o colapso plastico.



Utiliza-se a formulacao estatica do problema de analise limite, cuja a descricao
baseia-se em condicoes de equilibrio e de admissibilidade plastica das tensoes. Uma
abordagem equivalente, com a utilizacao de otimizacao com métodos de solugao
baseados em técnicas de programacao matematica, conforme (Maier, 1968a) e (Maier,
1968b), foi implementada para a solugao do problema de anélise limite.

Muitos trabalhos tem sido publicados na ultima década, com resultados quanto
ao colapso plastico de dutos submetidos a carregamento combinado de flexao e
pressao interna, tais como (Kim and Oh, 2006), (Robertson et al., 2005), (Chat-
topadhyay, 2002), (Chattopadhyay et al., 2000), (Hauch and Bai, 1999), (Hauch
et al., 1998), com enfoques empirico, analitico e numérico, com os trabalhos mais
recentes com simulacoes numéricas através do método dos elementos finitos mais
elaboradas.

(Kim and Oh, 2006) faz anélises de colapso plastico em dutos submetidos a
carregamentos combinados de pressao interna e flexao no plano. Para tal compara
andlises feitas em elementos finitos (EF) 3-D, usando material eldstico perfeita-
mente plastico, e carregamento normalizado. Para comparar com modelos de colapso
plastico utiliza a opcao de pequenos deslocamentos e rotacoes. Para um exemplo
de duto curvado a 90°, resolve casos de carregamento de flexao pura para ”opening
bending”e para ”closing bending”. Apresenta uma expressao para colapso plastico
de dutos submetidos apenas a pressao interna, (Miler, 1988), para dutos submetidos
a apenas flexao no plano, (Calladine, 1974) e (Spence, 1973) e para carregamento
combinado de flexdo no plano e pressao interna, (Goodall, 1978). Utiliza-se, ainda,
a opcao de grandes deslocamentos e rotacoes no programa de EF 3-D para quan-
tificar o efeito no colapso plastico dos carregamentos ”opening bending”e ”closing
bending”, em dutos curvos com pressao interna.

(Robertson et al., 2005) analisa o colapso pléstico de tubos submetidos ao car-
regamento combinado de flexao no plano e de pressao interna. Utiliza carregamento
proporcional e carregamento sequéncial, primeiro flexao e depois pressao interna e
vice-versa, conferindo os respectivos efeitos no colapso plastico e na falha por insta-
bilidade geométrica. Considera que a andlise limite fornece uma defini¢ao confiavel
para a determinacao da carga de falha de uma estrutura, supondo que a teoria de

pequenas deformagoes seja aplicavel.



Considera a carga limite como a maior carga que ainda satisfaz o equilibrio entre
cargas externas e internas. Neste caso a carga limite é independente da sequéncia
de carregamentos. Ja a carga de instabilidade plastica é uma carga de instabili-
dade estrutural que pode ser dependente da sequéncia de carregamentos. Segundo o
autor, varios critérios de colapso plastico tem sido propostos, como o " Twice Elas-
tic Slope” (TES) proposto pela (ASME, 1998) e o ”"Tangent Intersection Method”
proposto por (Gerdeen, 1979).

(Chattopadhyay, 2002), estuda o efeito da pressao interna de tubos curvos sub-
metidos a flexdo no plano, cujos estudos comegaram com (Marcal, 1967) com flexao
de tubos no plano e prosseguiu com (Rodabaugh, 1979) que observou que a pressao
interna aumenta o momento limite que pode ser aplicado a um tubo curvo, fato
confirmado por (Hilsenkopf, 1988) que verificou experimentalmente que a pressao
interna aumenta a rigidez do tubo e torna-o mais resistente a ovalizagao. O autor
fez comparacoes numéricas do efeito de carregamentos ”opening bending”e " closing
bending”e plotou os resultados em graficos momento versus rotacao das extremi-
dades do tubo. Propos expressoes para calculo do momento de colapso para tubo
curvos submetidos a flexao no plano e pressao interna constante.

(Hauch and Bai, 1999) estudaram a iteracao entre pressao, forga longitudinal e
momento fletor na capacidade de tubos resistirem a falhas como o colapso plastico
e/ou instabilidade geométrica. Para tubos de aplicagdo off-shore os maiores car-
regamentos sao de flexao combinada com forca longitudinal e pressao hidrostatica
externa durante a instalacao e de pressao interna durante a operagao. Os autores
apresentam uma formulacao analitica de estimativa do momento fletor limite a ser
aplicado em tubos submetidos a pressao interna e levando em conta forca longitu-
dinal. Apresentam as superficies limites de escoamento graficamente, comparando
o momento fletor normalizado em funcao apenas da pressao interna normalizada e
em funcao apenas da forca longitudinal normalizada, e também o momento fletor
normalizado em funcao pressao interna constante e da forca longitudinal, ambos
normalizados. Diferencia os carregamentos de carga controlada dos carregamen-
tos de deslocamento controlado para efeito de célculo de falha por instabilidade
geométrica e propoem fatores de correcao para adequar as expressoes propostas as

diversas combinagoes de carregamento.



A contribuicao desta tese situa-se na implementacao de um algoritmo de andlise
limite para vigas planas, estruturas porticadas e dutos, com elementos de viga re-
tos e/ou curvos submetidos a carregamentos concentrados e/ou distribuidos e de
pressao interna, para o caso de dutos. A formacao das expressoes utilizadas no algo-
ritmo é claramente descrita, bem como é explicado a légica de funcionamento deste.
Utilizou-se o Visual Basic para prover uma interface amigdvel e grande capacidade
de processamento, necessario para os extensos calculos matriciais envolvidos. Fi-
nalmente foram desenvolvidos uma série de estudos de casos e comparado, quando
disponivel, com os resultados da literatura referenciada, para a determinacao do
colapso pléastico para diversas combinacoes estruturas submetidas a carregamentos

concentrados, distribuidos e de pressao interna.

1.1 Conteudo da tese

No capitulo 1, a existéncia de estruturas offshore bidimensionais com elementos
uniaxiais extensamente plastificadas serviu de motivacao para determinacao do ob-
jetivo inicial do trabalho de utilizar a andlise limite para estudar a falha por colapso
plastico destas estruturas. Este objetivo evoluiu para o estudo de colapso plastico
de estruturas bidimensionais com elementos uniaxiais submetidas a esforco axial,
momento fletor e pressao interna. A bibliografia utilizada foi referénciada e como
contribuicao desta tese pode-se citar o desenvolvimento e a implementacao numérica
da analise limite para vigas curvas e de novas superficies limites de escoamento para
estruturas tubulares pressurizadas.

No capitulo 2 introduz-se os conceitos de cinematica, equilibrio e relagoes cons-
titutivas de estruturas planas com elementos uniaxiais submetidos a carregamento
quasi-estatico. Taxas de deformacgoes plasticas concentradas sao relacionadas a
velocidades cinematicamente admissiveis para geracao de expansoes e de rotulas
plasticas. Elementos de viga retos ou curvos, submetidos a cargas concentradas ou
distribuidas, sao analisados quanto ao equilibrio. O equilibrio estrutural também
é obtido através da aplicagdo do Principio das Poténcias Virtuais (P.P.V.). A su-
perficie limite utilizada para vigas de secao transversal retangular submetidas a

carregamento combinado de esfor¢o axial e momento fletor é mostrada.



Utilizando o Principio da Maxima Dissipagao Plastica, a dissipacao plastica é
escrita na forma elementar para vigas sujeitas a expansoes e rotulas pldsticas e em
sua forma estrutural. Ao final de cada segao sao geradas as expressoes que servirao
de base para a caraterizacao matematica do problema de analise limite no cap. 4.

No capitulo 3 atencao ¢é dada a vigas de secao transversal tubulares, como por
exemplo dutos. Novas superficies limites de escoamento sao deduzidas para carrega-
mento combinado de esfor¢o axial, momento fletor e pressao interna. Estas novas
superficies de escoamento sao apresentadas em sua forma matricial tanto para ter-
minagao com tampos quanto para terminagao sem tampos (por exemplo, uma linha
de dutos extensa). Uma segao é ainda reservada para discusao das instabilidades
geométricas que podem ocorrer em dutos.

No capitulo 4 utilizando-se as expressoes obtidas no cap. 2, a caracterizacao
matematica da andlise limite é estabelecida. Duas formulacoes distintas equivalentes
para o problema de andlise limite discreta sao apresentadas, a formulacao estatica
e a aplicacao das condicoes de otimalidade. Os procedimentos de solugao sao entao
propostos utilizando a segunda formulacao, através de um algoritmo que utiliza uma
abordagem tipo Quasi-Newton para a determinacao do fator de colapso e da posicao
das expansoes e réotulas geradas.

No capitulo 5 sao utilizados softwares, o MathCad e um programa dedicado
escrito em Visual Basic (VB), para a implementagao do algoritmo do cap.4. O
MathCad foi usado exclusivamente para os exemplos iniciais com um ou dois ele-
mentos, principalmente na fase de verificacao da implementacao do algoritmo de
analise limite. Posteriormente serviu como referéncia para os primeiros resulta-
dos do programa escrito em VB. Varias combinagoes de elementos, carregamentos,
vinculos e secoes transversais foram utilizadas para testar o programa escrito em
VB. Todas as subrotinas e rotinas utilizadas neste programa foram desenvolvidas
como, por exemplo, a de montagem da matriz de pseudo-rigidez, a de inversao de
matrizes por escalocamento, a obtencao de raizes pelo método de Newton e dos
extensos cdlculos matriciais necessarios para a solucao do algoritmo proposto. Os
resultados foram tabelados, e quando possivel, foram comparados com literatura

técnica especializada, como em (Lubliner, 1990).



No capitulo 6 as conclusoes sao postas, destacando as contribuigoes deste tra-
balho para o entendimento do colapso plastico de estruturas tubulares, como dutos.
Finalmente varios apéndices sao disponibilizados.

O apéndice A trata da aplicacao da Formulagao Variacional Estatica, através
da utilizagao do Principio da Minima Energia Potencial Complementar, a vigas
retas ou curvas submetidas a carregamentos concentrados ou distribuidos. Varias
matrizes, utilizadas nesta aplicacao elastica, foram aproveitadas para aplicacao de
andlise limite. O apéndice B apresenta a deducao da Superficie Limite de Escoa-
mento para uma viga, de secao transversal retangular, submetida a esforco axial e
a momento fletor. O apéndice C traz, em forma de pseudo-codigo, o algoritmo de
andlise limite utilizado para geracao do Programa em VB. O apéndice D descreve
de forma breve algumas caracteristicas do Programa em VB, tais como a entrada de
dados e as suas rotinas e subrotinas. O apéndice E apresenta alguns gradientes, que
nao foram explicitados no corpo da tese para nao comprometer a fluidez do texto.
O apéndice F descreve brevemente o Método de Newton, utilizado pelo programa
escrito em VB para achar raizes de expressoes. Finalmente o apéndice G trata das

Condigoes Complementares de Kuhn-Tucker, utilizadas nas relagoes constitutivas.



Capitulo 2

Conceitos basicos: cinematica,

equilibrio e relacoes constitutivas

Neste capitulo introduz-se a definicao de viga e do sistema de coordenadas uti-
lizado, mostrando a orientagao dos eixos locais e globais para elementos retos e
curvos. A cinematica utilizada é estabelecida, através da relacao entre velocidades
cineméaticamente admissiveis e das taxas de deformacao concentradas, causadas por
expansoes e rotulas plasticas. O equilibrio de elementos de viga retos ou curvos, sub-
metidos a cargas concentradas ou distribuidas, sao obtidos. O equilibrio estrutural
também é obtido através da aplicagdo do Principio das Poténcias Virtuais (P.P.V.).
Todas as expressoes tanto elementares quanto estruturais sao adaptadas para sua
forma matricial.

O comportamento do material é caracterizado através da utilizagao de relacoes
constitutivas. KEstabelece-se a taxa de deformagao plastica proporcional ao gradi-
ente da funcao de escoamento em relacao a tensao, dentro das limitacoes impostas
pelas Condigoes Complementares de Kuhn-Tucker. A fungao de escoamento de uma
viga com sec¢ao retangular submetida a carregamento de esforco axial e flexao é es-
tabelecida e adaptada a sua forma matricial. Utilizando o Principio da Maxima
Dissipagao Plastica, a dissipagao pléastica é escrita na forma elementar para vigas

sujeitas a expansoes e rotulas plasticas e também em sua forma estrutural.



2.1 Geometria

Uma viga é definida como sendo um sélido no qual uma das dimensoes ¢ muito
maior que as outras dimesoes. Ou ainda, é um sélido gerado por uma superficie
plana S, a secao transversal, cujo o centréide G move-se ao longo da curva £, sempre

ortogonalmente a esta, como representado na fig.2.1:

Figura 2.1: Definicao de viga.

2.2 Sistema de coordenadas

Para caracterizar o comportamento cinematico e mecanico de uma viga é necessario
definir sistemas de coordenadas local e global. O sistema de coordenadas global
refere-se aos eixos x, (horizontal) e y, (vertical). O sistema de coordenadas local
refere-se ao eixo s, orientado do né 7 para o né 7, que coincide com a linha que define
a curva £, da fig. 2.1 e ao eixo r perpendicular ao eixo s, coincidente com a normal

a curva £ tal que:

sxr=k (2.1)



As figuras 2.2 e 2.3 mostram, respectivamente, os sistemas de coordenadas de

elementos de viga reto e curvo:

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas de elementos de viga reto.

onde, L é o comprimento, § é o angulo do eixo local s em relacao ao sistema de

coordenadas global (x4, y,).

Figura 2.3: Sistemas de coordenadas de elementos de viga curvo.

onde, R é o raio de curvatura e ¢; e 6; sao respectivamente os angulos dos nés i e j
em relagao ao sistema de coordenadas global (z,4,y,). Note que enquanto na fig.2.2
a orientacao dos eixos de cordenadas locais de elemento reto permanece o mesmo
para qualquer ponto do elemento, na fig.2.3 a orientacao dos eixos de cordenadas

locais para o elemento curvo varia de ponto a ponto.
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2.3 Cinematica

Nesta secao ¢ estabelecida a cinemética de uma estrutura submetida a carrega-
mento quasi-estatico, descrita na configuracao atual. Considere um corpo que ocupa
uma regiao aberta B limitado por um contorno regular I'. Seja V o espaco das
funcoes de todos os campos de velocidades cinematicamente admissiveis, que sa-
tisfaca o contorno I', das velocidades prescritas. O tensor taxa de deformagao D
estd contido no espaco das taxas de deformacoes suficientemente regulares W e o

operador de deformagdes D mapeia V em W (Feijéo and Zouain, 1988), ou seja:

D =DU (2.2)

onde, U é uma velocidade cinematicamente admissivel. Para o modelo de viga em

questao, tem-se:

4 0
ds
D = + (2.3)
d2. .
a2 g

A defini¢ao (2.3) presupoé que a cinemética das deformagoes possa ser descrita
pela Teoria de Euler-Bernoulli, ou seja, apds a aplicacao do carregamento de esforco
axial e de momento fletor puro, existe um plano neutro onde todas as fibras nele
contidas nao mudam de comprimento, as secoes inicalmente planas continuam planas
e perpendiculares ao plano neutro, a parcela fletora gera um raio de curvatura R, que
¢ grande se comparado a maior dimensao da secao transversal e a parcela associada
a deformacao axial é linear ao longo da secao transversal (Crandall et al., 1988).
No modelo de colapso que serd descrito admite-se ainda a possibilidade de taxas de

deformacao plasticas concentradas, tais que:

j=6(s") —6(s7) (2.4)

d=U(st) = U(s) (2.5)
onde, 4 e & sdo respectivamente rétula e expansio plasticas, 0(s™) e 6(sT) sdo
respectivamente as velocidades de rotacao antes e depois de uma rétula plastica e

U(s™) e U(s*) sao respectivamente as velocidades lineares antes e depois de uma

expansao plastica.
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Note que as deformagoes podem ser concentradas, em forma de rotulas plasticas,
quando o momento fletor é preponderante ou distribuidas pelo comprimento do

elemento, em forma de expansoes plédsticas, quando o esforco axial for preponderante.

2.4 Equilibrio

Nesta secao o equilibrio elementar de elementos de viga reto e curvo é obtido.
A possibilidade de escolha de apenas trés varidveis internas independentes, das
seis disponiveis por elemento, evita o aparecimento de singularidades na matriz
de rigidez. Note ainda que o equilibrio elementar nao utiliza nenhuma aproximagcao

e o equilibrio de estruturas é obtido através de uma abordagem variacional.

2.4.1 Equilibrio elementar

O equilibrio elementar, feito em coordenadas locais, determina o valor de: N;, V;,
M; e N;, V;, M;, respectivamente as componentes normal, cortante e de momento

fletor dos nés 7 e j, que formam o vetor R:

(2.6)

QEQ<Q2§S@2
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Elemento de viga reto

As figuras 2.4 e 2.5 mostram, respectivamente, um elemento reto de comprimento

L, submetido a carregamento distribuido segundo dire¢oes globais e locais:

Tttlres

IR

¥e >

[

Figura 2.4: Elemento reto com carregamento distribuido segundo direcoes globais.

=

Figura 2.5: Elemento reto com carregamento distribuido segundo diregoes locais.
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Aplicando as condigbes de equilibrio no elemento reto mostrado na fig.2.5, obtem-se:

L
Nj:Ni—/ ws(s)ds (2.7)
0

M;—M; 1 [* L
Vv, = — j——/ swr(s)ds—i—/ wy(s)ds (2.8)

L L J, 0
v= Y Lo (2.9
i= zJ, s wy(s)ds :

onde, ws(s) e w,(s) sdo respectivamente os carregamentos distribuidos longitudinal

e transversal, ambos em coordenadas locais:

ws(s) = Wag(y)cos(B) + Wyg(z)sen() (2.10)
wy(s) = —Wae(y)sen(5) + Wyg(x)cos(5) (2.11)

onde, Wy,(y) e Wy,(z) representam, respectivamente, carregamentos distribuidos
nas diregoes globais x4 e y,.

Para a determinagao dos esforgos internos N(s), V(s) e M(s) impde-se o equi-
librio no diagrama de corpo livre de um trecho de elemento reto de comprimento s,

submetido a carregamento de referéncia, mostrado na fig.2.6:

Wi

Figura 2.6: Diagrama de corpo livre de um trecho de elemento reto.
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As expressoes que descrevem a distribui¢ao dos esforgos normais N(s), de esforgos
cortantes V' (s) e de momento fletor M (s) no elemento reto, para o carregamento de

referéncia, sao:

N(s) = N; — /0 wy(s)ds (2.12)

M- M; 1

M /0 s wy(s)ds + /0 () - /0 Cu(eds(213)

M(s) = (1= %) M+ 20 4 5, H /OstT(s)ds—/OLwr(s)ds—i—/OSk wT(s)ds] _
_ /0 Y sw(s)ds  (214)

Pode-se reescrever de (2.7) a (2.9) em sua forma matricial, formato mais adequado
ao desenvolvimento dos calculos. O vetor de parametros Q¢ é gerado para o modelo

utilizando componentes independentes do vetor RS :

N;
Q= M, (2.15)

Q5(s) = (2.16)

De tal forma que:

Q5(s) =Y (s)Q + Qu(s) (2.17)
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Comparando-se (2.12) e (2.14) com (2.15), (2.16) e (2.17), pode-se verificar que:

—_
o
o

Y(s) = | (2.18)

o
—_

|
»
ol
=2

Qu(s) = S [ ; — [ ws(s)ds

T Jo s we(s)ds — fOL wy(s)ds + [ wr(s)ds} — J5F s w(s)ds
(2.19)

De forma semelhante, o vetor de parametros Q¢ e o vetor de esforcos internos

. ~ . , 17 . T
nodais R{, estao relacionados através do operador de equilibrio B; :

1 0 0
0} -4
0 1
B = (2.20)
1 0 0
0} -4
0 0 1
onde, o superindice T significa a matriz transposta.
Esta relagao pode ser expressa da forma:
¢ =BIQ°+W* (2.21)
onde:
0
—F Jo s w(s)ds + [ wi(s)ds
we 0 (2.22)
_ fOL ws(s)ds '
—1 fOL s wy(s)ds
0
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No sistema global (2.21) é escrito como:

Re = B Q" + W (2.23)

onde, o vetor Iy é mostrado em (2.24):

Ry
RY
M;
RS = (2.24)
i
R,
M.

J

As componentes do vetor R para o elemento reto sio mostradas na fig. 2.9:

Figura 2.7: Componentes de R para o elemento reto.

onde:

B =T BT (2.25)

We =T W* (2.26)
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ou explicitamente:

oS (ﬁ) sen(B) —sen(f)

L L
—Sen(ﬁ) _CCE(B) COSL(ﬁ)

T 0 -1 0
B = —sen(B)  sen(B) (2.27)

COS(ﬁ) SEZ:L 5672

sen(ﬁ) COSL(B) *COLS(B)
0 0 1
sen(B) W
—cos(@) W
. 0

Wg = (2.28)

cos(B) Wi — sen(f3) W¢
sen(3) Wi + cos(8) W¢
0

onde, Wy, Wy e W¢ sao respectivamente a segunda, a quarta e a quinta linha do

vetor W€, mostrado em (2.36).

e7

—cos(f) sen(B) 0 0 0 0

—sen(f) —cos(f) O 0 0 0

T 0 0 -1 0 0 0

7" = (2.29)

0 0 0 cos(B) —sen(B) 0O

0 0 0 sen(B) cos(B) 0O

0 0 0 0 0 1
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Elemento de viga curvo

A fig.2.8 mostra um elemento curvo submetido a carregamento distribuido se-

gundo coordenadas globais:

Figura 2.8: Elemento curvo, com carregamento em coordenadas globais.

Na fig.2.9 mostra um elemento curvo submetido a carregamento distribuido se-

gundo coordenadas locais:

Figura 2.9: Elemento curvo, com carregamento em coordenadas locais.
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Aplicando as condigoes de equilibrio no elemento curvo mostrado na fig. 2.9

obtem-se:

M: — M 0; 05
N; =N, + % — Reos(0;) (/ wy(s)sen(0)do +/ ws(s)cas(ﬁ)d«9> +
6i 91‘

+Rsen(6;) ( /0 6 w,(s)cos(8)d6 — /0 jj ws(s)sen(e)dﬁ) -
R ( /9 9 w, (s)sen(8; — 0)d6 + /6 " n($)(1 — cos(6; — 9))d9) (2.30)

i

Vi = WIM) <<—1 + cos(A0))N; — }%(Mj - Mi)) +

R

bt ([ wtsrsentes — i+ [ w1 - costo, ~opas) 2y

B 1 cos(A)
V= sen(A0) ((1 — cos(AQ))N; —
cos(AD)

Rsen(AH) (/: wy(s)sen(8; — 0)do + /(:j ws(s)(1 — cos(6; — 9))d9> —
—Rsen(;) (/:j wy(s)sen(0)dd + /:j ws(s)cos(é)aw) —

(M; — Mi)> +

—Reos(0;) ( /: w,(s)cos(0)d6 — /99 ws(s)sen(Q)dG) (2.32)

onde, w;(s) e w,(s) sdo respectivamente os carregamentos distribuidos longitudinal

e transversal, ambos em coordenadas locais:

ws(s) = —sen(B)cos(0)(Way(y) + Wyg(x)) (2.33)
w,(8) = Way(y)cos?(0) — Wy,(z)sen?(0) (2.34)

onde, Wy,(y) e Wy4(z) representam, respectivamente, carregamentos distribuidos

nas diregoes globais x4 e y,.
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A fig. 2.10 mostra o diagrama de corpo livre de um trecho de elemento curvo de
arco de angulo #, angulo entre uma secao genérica do elemento curvo e o sistema de

coordenadas global (x4, y,):

wsl(s)

R/
~_ B

o

fﬁ \, Wi
A= T —

1

Figura 2.10: Diagrama de corpo livre de um trecho de elemento curvo.

As expressoes que descrevem a distribuigao dos esfor¢os normais N (), de esforgos

cortantes V' (#) e de momentos fletores M (#) no elemento curvo sao:

N(O) = m ((sen(ej —0) + sen(0 — 0,))N; + w];@)wj - Mi)> -
—Rcos(6) (/:k wy(s)sen(0)dd + /:k ws(s)cos(e)cw) +
+Rsen(6) (/:k wy.(s)cos(0)dl — /:k ws(s)sen(ﬁ)cw) -

_% (/;j w,(s)sen(0; — 0)df + /:j ws(s)(1 — cos(6; — 9))d0)
i i (2.35)

V() = Sen(l N ((cos(ej —0) —cos(0— 0N~ P00 (o Mi)> "

+W (/: w,(s)sen(; — 0)dO + /(:j w,(s)(1 — cos(8; — 9))d9> —
—Rsen(6) </:k wy(s)sen(0)dO + /:k ws(s)cos(ﬁ)d9> —

~ Reos(6) ( /: w, (s)cos(6)d6 — /99 ws(s)sen(ﬁ)dQ) (2.36)
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M(0) =

oA [sen(8; — 0) — senAO + sen(0 — 6;)] N; +

+—gl(sen(Ad) — sen(f — 6:)) M; + sen( — 6;) My] +
2sen(0 — 0; 0; 0,
% (/9 wy(s)sen(6; — 0)d6 + /9 w(s)(1 — cos(6; — «9))d9> +

+R? ([:k w,(s)sen (0 — 0)dO + /0«% ws(s)(1 — cos(0) — 9))d9) (2.37)

i

O vetor de parametros Q° e o vetor de esforgos internos Q¢(s) sdo os mesmos do

elemento de viga reta. Rearrumando (2.35) e (2.37) segundo (2.17), pode-se verificar

que:
y(6) = 1 sen(0; — 6) + sen(6 — 6;) ——Sen(z_ei) —Se"(;_e")
- sen/d R(sen(f; — 0) — senAf + sen( — 60;)) senAf — sen(0 —60;) sen(§ —6;)
(2.38)
Qu(0) = FulOh (2.39)
Qw(9>2
onde,
0y 0y
Quw(0)1 = —Rcos(0) (/6 wy(s)sen(0)dd + /0. ws(s)cos(e)de) +
+Rsen(6) </0 ) wy(s)cos(0)dl — /9. ) ws(s)sen(ﬁ)cw) —
_ Bsentb — 6,) gjw s)sen(; — ij s)(1 — cos(h; —
e ([ wrtspsentss =030+ [ (511 = ot~ )0
(2.40)
Qu(0)s = +%Z9i) (/9 wy(s)sen(8, — 0)d6 + /9 wy(s)(1 — cos(8; — 0))d«9> +

LR ( /9 jk wy(s)sen (0 — 0)d0 + /9 jk wa(s)(1 — cos(f — 9))d9) (2.41)
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Rearrumando (2.30), (2.31) e (2.32) segundo (2.21), determina-se as matrizes By,

e .
e W, ambas em coordenadas locais:

1 0 0
—14-cos(A) 1 _ 1
sen(A0) R sen(A0) R sen(A0)
., 0 1 0
1 1 1
R R
1—cos(A0) cos(A0) __cos(Af)
sen(A6) R sen(A6) R sen(A9)
0 0 1
0
Wy
0
We — (2.43)
Wi
Wy
0
onde,
R 0, 0
Wy = e (A0) (/01 w,(s)sen(0; — 0)do + /ei ws(s)(1 — cos(0; — 9))d9) (2.44)

Wy = —Rcos(0;) (/:j w,.(s)sen(0)dd + /:j ws(s)cos(e)dﬁ) +

i

+Rsen(d;) < /9 jj wy(s)cos(0)df — /9 jj ws(s)sen(ﬁ)cw)
R ( /0 jj w,(s)sen(8; — 0)d6 + /0 jj wy(s)(1 = cos(8; — 9))d0) (2.45)

We = R;Zj(ig)) (/:j w,(s)sen(0; — 0)do + /:j ws(s)(1 — cos(8; — 0))d6) -
_Rsen(9;) ( /9 jj Wy (s)sen(0)d0 + /9 jj ws(s)cos(Q)dG) _

_ Reos(6;) ( /: wy(5)cos(0)d0 — /:j ws(s)sen(Q)dQ) (2.46)

23



De forma analoga pode-se determinar Bl e W, para ser utilizada em Rg:

BfT1 ~ cos(6)) cos}({@i)
BS,T1 B sené@i) ser;gei)
B 1 0 sen(A6) 0 (2.47)
sen(A0) [ et pel) BSy
By Bg, B
0 0 —sen(A6)

onde.
Bfi = sen(6;) sen(A0) — cos(0;)(—1 + cos(AP))
)(—1 4+ cos(AB))

B§T1 = —cos(0;) sen(Af) — sen(0);
BiTl = —sen(0;) sen(Af) + cos(0;)(1 — cos(AD))
BZ; = % (sen(8;) sen(A9) + cos(6;)cos(AF))

BZT:,, = L(—sen(0;) sen(A0) — cos(0;)cos(AD))

R
B§T1 = cos(0;) sen(Af) + sin(0;)(1 — cos(A0))
BS, =

@)

(—cos(0;) sen(Af) + sen(8;)cos(AF))
Bg; = +=(cos(0;) sen(A0) — sen(0;)cos(AD))

==

—cos(0;)Ws
—sen(6;)Ws
0
Wi = (2.48)
—sen(8;)Wg + cos(0;)We
cos(0;)Wg + sen(0;)W¢
0
e’
sen(6;) —cos(6;) 0 0 0 0
—cos(0;) —sen(6;) 0O 0 0 0
T 0 0 1 0 0 0
T¢ = (2.49)
0 0 0 —sen(#;) cos(d;) 0
0 0 0 cos(0;) sen(f;) O
0 0 0 0 0 -1
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A fig. 2.11 mostra as componentes do vetor R;, para o elemento curvo:

Figura 2.11: Componentes de R para o elemento curvo.

2.4.2 Equilibrio estrutural

Nesta secao o equilibrio da estrutura é apresentado através do Principio das
Poténcias Virtuais (P.P.V.) (Lubliner, 1990). Seja W' o espaco das tensoes Q<(s).
A poténcia interna para qualquer par de Q%(s) € W' e D € W é definido pelo
produto dual:

nel

Q). D) =} / Q%(s)- D dB (2.50)

onde, { , ) representa o produto interno e nel o nimero de elementos. De forma
analoga, seja V' o espaco das tensoes F. A poténcia externa para qualquer par de

FeV'eU eV édefinido pelo produto dual:

<F,U>:/Bb-UdB+/ 7-U dl (2.51)

onde, b e T sdo, respectivamente, os carregamentos de esforcos de corpo e de su-

perficie. I'; é o contorno onde as tracoes sao prescritas.
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A condigao de equilibrio, que relaciona um campo de tensoes e um carregamento

proporcional & carga prescrita F' € V' é imposta pelo P.P.V.:

(Q%(s),DU) = (F,U) YU €V (2.52)

Pode-se reescrever (2.52), em funcdo do vetor de esforgos internos nodais R

(Pereira et al., 1988):

nel

Y R.-Ue=F-U (2.53)
e=1
substituindo (2.23) em (2.53), tem-se:

nel

S (BeTQe + W;) Ue=F.U (2.54)
p
mas,
Q° = 15Q (2.55)
Ue=LU (2.56)
donde,
f: (BGTLgQ + W;) LU =F.U (2.57)
p
ou,
fl: L (B LQ+ W) U=F-U (2.58)
p
mas,
BT = nzl (LZTBGTLg) (2.59)
p

nel

Q=3 (£e'Q) (2.60)

nel

w,=3" (LZTW;> (2.61)

onde, L e Ly sao matrizes bolenas que associam as varidveis elementares as varidveis

da estrutura em estudo.
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Substituindo (2.59), (2.60) e (2.61) em (2.58), tem-se:

(B"Q+W,) - U=F-U (2.62)

ou ainda que:

(BTQ-F+W,)-U=0 (2.63)

O vetor U é arbitrario, ndo necessariamente nulo, portanto a parte de (2.63)
entre parénteses tem de ser nula, gerando a forma discreta de equilibrio global para

porticos e vigas:

BTQ =R (2.64)

onde,

R=F—W, (2.65)

Pode-se, agora, determinar o conjunto S, que contém todos os esforcos internos

equilibrados pelo carregamento externo R multiplicado por «, o fator de colapso:

S, ={Q| B"Q = aR} (2.66)
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2.5 Relacgoes constitutivas

As relagoes constitutivas caracterizam o comportamento de um material através
da determinacao da correlacao entre tensoes e deformacoes. O campo de tensoes
Q4(s) em um corpo B, elastico idealmente plastico, para atender a condi¢do de
admisibilidade plastica deve pertencer ao seguinte conjunto (Feijéo and Taroco,
1982):

P = {Q(s) € W'| f(Q4(5)) <0 em B} (2.67)

Para problemas de pequenas deformacoes é possivel utilizar a decomposicao adi-

tiva para o calculo da taxa de deformacao D:
D =D+ Dr (2.68)

DP = AVQf(QLs)), f(Qs) <0, A>0 e Af(Qs) =0 (2.69)

onde, D¢ e DP sao, respectivamente, as parcelas elastica e plastica da taxa de de-
formagao e (2.69) atende as Condigdes Complementares de Kuhn-Tucker, mostradas

no apéndice G.

2.5.1 Critério de plastificacao

Nesta secao sao apresentadas as expressoes que descrevem as superficies de es-
coamento de vigas de segao transversal retangular. Em todos os casos as vigas sao

submetidas ao carregamento combinado de esforgo axial e flexao.

Viga de secao retangular

No apéndice B encontra-se o desenvolvimento da funcao de escoamento para
vigas de secao transversal retangular submetidas ao carregamento combinado de

esforgo axial e flexao, que resulta em:

(M) [ N\?
M,N)=-—= — ] —1 2.70

JM,N) My + Ny (2:70)
onde, N e M representam, respectivamente, o esforco axial e o carregamento de

momento fletor.
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Ny e My sao, respectivamente, o valor do esfor¢o axial e do momento fletor que

plastificam completamente a secao transversal, cujas expressoes se encontram no

apéndice B.

Uma representacao grafica da fungao da superficie limite de escoamento (2.70)

pode ser vista na figura 2.12:

Figura 2.12: Representagao gréafica da superficie limite de escoamento utilizada.

onde, n = Nﬁo em = MMO A fungao de escoamento definida em (2.70) pode ser

reescrita em sua forma matricial:

FQi(s)) = 50QS(s) - @3s) + () - Qi) — 1 271)
onde,
0
A= (2.72)
C= w0 (2.73)
0 0



Substituindo (2.17), multiplicando o termo @, (s) por «, em (2.71), é possivel

definir a funcao de escoamento apenas em funcao dos parametros de tensao escolhi-
(2.74)

dos para descrever os esforgos internos da viga

f(Q° s, a) = 5 ($)Q° - Q°+ A(s,a) - Q° + R(s, )
(2.75)

C(s) =Y (s)TOY (s)
(2.76)

()7 (aCQu(s) + (A))
(2.77)

onde,

A(s,a) =
R(s,0) = (5CQu(s) + (4)) - aQu(s) ~ 1

Para elementos retos
ng 0 0
C= 0 00 (2.78)

0O 0O
%Qw(s)l

A= <1A—40%> (2.79)

()
2
@ 2 s _
R NZ (Qu(s)1)” + <M0Qw(s)2> 1 (2.80)
Para elementos Curvos:
) Y (60)], Y(0)11Y (0)12 Y(0)11Y(0)13
C= N2 Y(0)11Y (0)1,2 Y (60)1, Y(0)12Y(0)1,3 (2.81)
0
Y(0)11Y(0)15 Y(0)12Y(0)13 Y (0)3 5

2aY ( 49)1 1 Qw(9)1 + <YCA04)O2,1 >

A — 2aY( 9)1 ZQw(8>1 + <YCA9/1)02,2> (282)

2aY 9)1 3 Y (6)2,3
Qw(e)l + < Mo >
a? a
= 5 (Qu(0)1)* + <MQw(s)2> -1 (2.83)



2.5.2 Lei de escoamento

Utilizando o Principio da Maxima Dissipacao Plastica, tem-se que a dissipacao
pléstica x(DP) é definida em funcao dos esforgos internos Q<(s) e das taxas de
deformagao plastica DP:

x(DP) = sup (Q(s)", D) (2.84)
Qs(s)*ep
onde, P é definido em (2.67).
O fndice ) aponta o conjunto de Q¢(s) que se encontram na superficie de escoa-
mento. A expressao (2.84) pode ser reescrita para elementos de vigas:
nel nk
x(D") = sup (Z/ Q5(s)" - DE(s) ds+ ) Q(s")" - D‘S(S'“)) (2.85)
Q<s(s)*eP —1 /8 =1
onde, a primeira e a segunda parcelas correspondem, repectivamente, a plastificagao
nao localizada; e as expansoes e rétulas plasticas.

DP(s) e DP(s*) sdo respectivamente:

Di(s) = é.o () (2.86)
K(s)
DP(s*) = ’ (2.87)
gl

Para o caso de estruturas compostas por vigas, como pérticos, que tém carrega-
mento estritamente nodais, a verificacao da admissibilidade plastica apenas dos nos
garante a verificacao admissibilidade pléastica de toda estrutura, resultado da con-
vexidade da fungao de escoamento f e da linearidade da distribuicao de esforgos.
Para carregamentos distribuidos é necessario escolher pontos internos ao elemento
de forma a garantir a admissibilidade plastica. Em vigas a dissipacao plastica é

assumida como restrita aos pontos onde ocorrem rétulas plasticas (Lubliner, 1990):

nel
X(DP) = X°(D") (2.88)
n=1
onde,
nk
X(DP) = sup Y Qi(s*)" - DE(s") VQi(s") € P (2.89)
n=1
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Observe que o material plastificar segundo a maxima dissipacao de energia é
equivalente a assumir que DP aponta perpendicularmente para fora da superficie de
escoamento convexa, conforme a Lei da Normalidade para materiais de plasticidade
ideal. A lei de fluxo plastico, que relaciona taxas de deformacao plastica DP as
tensoes Q¢(s*, ), pode ser obtida aplicando-se o método de penalidades de Lagrange

a (2.88):

nel nk

2= 33 (@lst 00 D) — Af (@it ) (2.90)
n=1 n=1
Da aplicacao de:
0L
o0t a) (2.1
obtem-se:
D(s*) = MV F(QL(s", @) (2.92)
Da aplicacao de:
8_-2207 fr<0, Me>0e MNfi=0 (2.93)
O\g
obtem-se:
FQ(s%,a)) =0 (2.94)

onde, A é o vetor multiplicador pléstico e f (Q%(s*,)) é a fungdo de escoamento;
onde (2.94) atende as Condi¢oes Complementares de Kuhn-Tucker, mostradas no

apendice G.
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Capitulo 3

Superficie limite de escoamento de

secoes tubulares

Neste capitulo, novas superficies limites de escoamento sao deduzidas para car-
regamento combinado de esforco axial, momento fletor e pressao interna em vigas
de secao transversal tubular, de paredes finas, como por exemplo dutos. O efeito
das terminacgoes dos dutos, com ou sem tampos, na geracao de superficies limite
de escoamento ¢é avaliado. Consideracoes sobre instabilidades geométricas sao feitas
para dutos submetidos a varias combinagoes de carregamento, reconhecendo que as
diversas formas de flambagem constituem-se em mecanismos concorrentes da falha

por colapso plastico.

3.1 Influéncia da pressao interna

A inclusao de pressao interna altera significativamente a capacidade do duto de
resistir a cargas externas sem falhar por colapso plastico. A deducao das novas
superficie limites de escoamento é feita nesta secao. Para pressao nula, apresen-
tam configuracao semelhante a superficie limite de vigas de se¢ao retangular obtida
no cap.2, conforme ja mostrado em (Sanabio, 1984). Para pressoes nao nulas as
superficies limites de escoamento apresentam-se cada vez menores a medida que a

pressao aumenta.
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A figura 3.1 mostra a secao transversal de um duto, onde a espessura ¢ é muito

menor que o raio médio 7, (paredes finas):

Figura 3.1: Secao transversal de um duto.

n

onde, y, é a distancia entre a linha centroidal (linha tracejada que passa por 0) e a

linha neutra LN. A &rea transversal do duto A é dividida em duas areas por LN. A

drea submetida a tensoes trativas A; (drea sombreada) e a drea submetida a tensoes

compressivas A, (note que esta disposigao das dreas aplica-se para carregamentos de

esforgo normal trativo e momento fletor positivo). 7, e 7, sdo, respectivamente, as

distancias dos centréides de A; e A. ao centréide de A. O angulo ~ varia de —m /2

a m/2. As expressoes de 7, e 7, sao:

_ 2cos(7)
= ——Tm
¢ (m+29)

_ 2cos(y)

Ue= 75 Tm
(m—27v)
B (yn >
’}/ —= arcsen —_—
T'm

Ay = (m+29)tr,

onde,

As expressoes das dreas sao:

A. = (m = 27y)try,

A=2rtr,
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A figura 3.2 mostra as tensoes principais o; e o5 em um trecho de duto submetido

a esforgo axial trativo N, momento fletor positivo M e pressao interna P:

Figura 3.2: Trecho de duto submetido a esfor¢o axial trativo N, momento fletor

positivo M e pressao interna P, mostrando as tensoes principais o e os.

Aplicando o critério de escoamento de von Mises para o trecho de duto mostrado
na figura 3.2 , em dois pontos distintos (um com tensdes trativas, denominado de

oy, e outro com tensoes compressivas, denominado de o,.), tem-se:

2 2 _ 2
of — ooy + of = o,
(3.7)
2 2_ 2
o; + |ocloy + o1 = o
onde, o, ¢ a tensao de escoamento.
A tensao principal na diregao circunferencial oy é:
Pr,
o1 = ; (38)
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Pode-se normalizar a pressao interna P pela divisao por F,, que vem a ser o

valor de pressao interna que escoa um duto com tampos nas extremidades:

onde,

2 1
PO:——O'y

\/ng

Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.8), tem-se:

2
e

o1 =

Dividindo-se (3.7) por o7, tem-se:

Oty — %Z—; + (%)2 =1
O?:y + Ucyg_; + (%)2 =1
onde,
o — |o¢|
L=
s
o |o|
oy =

Substituindo-se (3.11) em (3.12), tem-se:

P
Oy = —=+ /1 —p?
ERVE g

p
Oy=—|—"F72+V1-p
v <\/§ p)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Utilizando a figura 3.2, sao analisadas duas configuracoes de extremidades para

dutos submetidos a pressao interna: com tampos e sem tampos.
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Para a primeira configuracgao, com tampos, aplicando as condi¢oes de equilibrio

a figura 3.2, tem-se:

UtAt + UCAC = N + ApP

(3.17)
oy Ay + 0y Ae = —M
onde, A, é a drea projetada de uma extremidade fechada:
A, =712, (3.18)
Dividindo-se (3.16) por o, tem-se:
oAy + oA, = N TP
WA ey ey (3.19)
O—tygtAt + O_cyycAc = _%
Pode-se normalizar as variaveis N e M, através de:
N
= 3.20
" (3:20
M
= — 3.21
m=1r (321)
onde:
Ny =2mr,to, (3.22)
My = 4r2 to, (3.23)

onde, Ny e My sao, respectivamente, os valores de esforco normal e de momento
fletor que escoam o duto.

A solugao de (3.19), gera:
m = ————= (04 — 0¢y) (3.24)

onde, v é:

=t (n L)~ outom)] (3.25)
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Substituindo (3.15), (3.16) e (3.25) em (3.24), tem-se a expressao para :
(m) = /1 — p?cos (ZL> (3.26)
2 1 — p2
A expressao (3.26)(com tampos) pode ser reescrita na forma de fungao de escoa-

mento:

f(n,m,p) = (m) — /1 — p?cos (EL) (3.27)

2 1—p2

Uma representacao grafica das superficies limites de escoamento de (3.27), para

diversos p, pode ser vista na figura 3.3:

-1 -0& -0 -04 -02 1] 0z 0.4 0.a 0z

Figura 3.3: Superficies limites de escoamento em duto, com pressao interna e com

tampos nas extremidades, para 0 < p <0, 8.

A figura 3.3 mostra superficies limites de escoamento para varios valores de
pressoes internas normalizadas. A maior superficie de escoamento corresponde a
pressao interna normalizada nula e reproduz a superficie de escoamento limite da
figura 2.12, obtida pela aplicagao de uma funcao de escoamento quadratica para

segoes transversais retangulares, cujo desenvolvimento encontra-se no Apéndice B.
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Os valores de pressoes normalizadas variam de 0 a 0,8 com incrementos de 0,2,
de forma crescente segundo o sentido da seta p. Note que a agao da pressao interna
tanto longitudinalmente (pela existéncias dos tampos nas extremidades) e circun-
feréncial mantém a simetria tanto em relagao aos esforgos normalizados (n) quanto
em relacdo aos esforgos fletores normalizados (m).

A expressao (3.27) pode ser reescrita em sua forma matricial:

f=(An) - Q% —+/1—p?cos <ZM> para p <1 (3.28)

2 1— p2
onde,

1

A, = ™ (3.29)
0
0

A, = . (3.30)
Mo

Observe que o vetor A,, de (3.30) é idéntico ao vetor A de (2.72). Substituindo

(2.17), multiplicando o termo Q,,(s) por «, em (3.28), tem-se:

[ =4 YO +aQ,)—+/1— p?cos (ZA" (Yor+ aQw)> para p <1 (3.31)

2 ]_-pz

Pode-se, ainda, reescrever (3.31):

Q% a) = (Y- Q+aA,, Qu)—+/1 — p2 cos (z (Yo Q74 ol Qw)) para p <1

2 /1— p?

(3.32)

onde:
Y, =Y"A, (3.33)
Y, =Y"A, (3.34)
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Para a segunda configuracgao, sem tampos, aplicando as condicoes de equilibrio

a figura 3.2, tem-se:

m = (/T — p?) cos [g%ﬁ (n - %)] (3.35)

Um caso particular de (3.35), quando nao hé pressao interna:

T
m = <cos [En}> (3.36)
A expressao (3.35) (sem tampos), pode ser reescrita na forma de funcao de

escoamento:

(3.37)

n—  —

f(n,m,p) = (m) — /1= p?cos [g\/%p? ( \]/?g)]

Uma representacao grafica das superficies limites de escoamento de (3.37), para

diversos p, pode ser vista na figura 3.4:

| | |
-1 -0& -0 -04 -02 0 02 0.4 0.é 0z 1 1.2

Figura 3.4: Superficies limites de escoamento em duto, com pressao interna e sem

tampos nas extremidades, para 0 < p <0, 8.
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A figura 3.4 mostra superficies limites de escoamento para varios valores de
pressoes internas normalizadas, onde a maior superficie de escoamento corresponde
a pressao interna normalizada nula, que também reproduz a superficie de escoamento
limite mostrada na figura 2.12. Note que nao existéncia de tampos nas extremidades
implica na acao da pressao interna apenas circunferencialmente. Este fato faz com
que as superficies limites de escoamento percam a sua simetria em relagao a (n),
mas mantenham a simetria em relacao a (m).

A expressao (3.37) pode ser escrita em sua forma matricial:

f=(A)-Q5—+/1—p2cos (gl;—]ﬂ <(An Q) — %)) para p <1 (3.38)

Substituindo (2.17), multiplicando o termo @, (s) por «, em (3.38),tem-se:

_ (YO" /1 =2 1 (YO" _ P
f= (A (YQ4+aQ,)—+/1 — p?cos (2 N (An (YQ° + aQy) \/§)> para p <1
(3.39)
Pode-se, ainda, reescrever (3.39):
e N — V. . OF N L O o _ P
Q%) = (Y- Q 4+ aAy - Qu) —V/1—p COS<2 — (Yn Q° + ad, - Qu \/§>>
para p <1

(3.40)
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3.2 Consideracoes sobre instabilidades geométricas

Nesta secao procura-se fazer consideracoes sobre os efeitos das flambagens global
e local em dutos. Embora este trabalho trate da falha por colapso plastico em
dutos, a falha por instabilidade geométrica também precisa ser abordada, pois em
funcao da geometria, dos vinculos e do carregamento, dutos podem falhar por ins-
tabilidades geométricas antes de atingirem as condigoes para a falha por colapso
pléstico. Autores como (Boresi and Sidebottom, 1985) tratam o assunto de forma
introdutéria. (Timoshenko and Gere, 1963) aprofunda a discusao sobre a estabili-
dade elastica de estruturas. Dutos podem apresentar varios tipos de instabilidades
geométricas. A flambagem global do duto seria a mais evidente, quando esforcos
axiais de compressao atingem a carga critica de flambagem. Para carga centrada
compressiva P, a carga critica de Euler P, é:

w2 El

=T

(3.41)

onde, L. é o comprimento efetivo da estrutura unidimensional. Para carga descen-
trada compressiva P a tensao critica de flambagem o,,,, pode ser obtida (equagao

da secante):

ec L P
Omaz = 1 1+ <ﬁ) sec (ﬁ” _AE> (3.42)
I

onde, r é o raio de giragao, ¢ é a distancia do centréide a superficie externa e e é
a excentricidade da carga. Para carga centrada compressiva P em uma estrutura
unidimensional com imperfei¢ao inicial, por exemplo com um pequeno curvamento

inicial de amplitude maxima g, a tensao critica de lambagem o,,,, seria:

Omaz = g [1 + (%)1 (3.44)
al = f]; (3.45)
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Embora (3.41), (3.42) e (3.44) possam ser utilizadas para modelamento da flam-

bagem global de estruturas unidimensionais, muitas vezes a situacao real nao se
encaixa nestes modelos. Para estes casos a utilizacao de expressoes empiricas, con-
tidas em normas como a (DNV, 2002) tornam-se interessante.
Segundo a (DNV, 2002), e em normas por ela referénciadas, a flambagem global
pode ser dividida em flambagem com controle de carga e com controle de desloca-
mento. A primeira ao acontecer produz a falha total do duto e a segunda ao ocorrer
produz um deslocamento final que, conforme o caso, pode ser considerado aceitével
para a operacao normal do duto. A flambagem local de dutos também deve ser
evitada, tanto pela agao apenas da pressao externa, quanto pela acao combinada de
pressao externa com esforgos axiais e momento fletor ou ainda pela propagacao da
flambagem inicialmente localizada. Autores como (Benham et al., 1996) mostram
expressoes para de flambagem local de estruturas tubulares, para L >> v/R t, onde
v € o coeficiente de Poisson:

(a) para o carregamento de compressao, a tensao critica é:

1 E t

Omar = —F—= —F——=x=— 3.46
V3V1I=12R ( )
(b) para o carregamento de pressdo externa, a pressao critica é:
1 F t
max = - 3.47
b 11-R (347)

Autores como (Hauch and Bai, 1999) e (Hauch et al., 1998) conduziram estudos
experimentais e numéricos, focados em flambagem de dutos. Além dos modos de
flambagem ja abordados referénciaram a flambagem local de dutos submetidos a
curvamentos. Finalmente, a existéncia de imperfeicoes geométricas, tais como oval-
izagoes iniciais, relagoes muito pequenas de entre espessura e raio do duto e redugoes
de espessura causadas por corrosao, entre outros fatores, podem tornar os dutos mais

prones a flambagem.
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Capitulo 4
Analise Limite

Segundo (Lubliner, 1990) o fenémeno de colapso plastico caracteriza-se pelo de-
senvolvimento de taxas de deformacoes crescentes a tensao constante, onde para
o nivel de solicitagoes de colapso exitem deformacoes cinematicamente admissiveis
puramente plasticas associadas a um campo de tensoes estatico e plasticamente
admissivel. A andlise limite procura entao estabelecer a carga de colapso para car-
regamentos proporcionais, através da determinacao do fator de colapso, e de um dos
possiveis mecanismos de colapso. A se¢ao Caracterizagao matematica do prob-
lema utiliza expressoes obtidas no cap. 2 para estabelecer o problema de analise
limite e propoe duas formulagoes equivalentes, para a solucao do problema de analise
limite discreta, a formulacao estatica e a aplicacao das condigoes de 6timalidade. Na
secao dos Procedimentos de solugao, utilizando as condigoes de 6timalidade, um
algoritmo é proposto, originalmente por (Borges et al., 1996), (Borges, 1991), e uti-
lizado em estruturas porticadas por (Caro Junior, 2006) para a determinacao do
fator de colapso e da posicao das expansoes e rétulas geradas. O algoritmo é divi-
dido, apéds a inicializacao, em dois estagios, o primeiro de Estimativa de Incremento,
utilizando o método de Newton nas expressoes das condicoes de otimalidade e o
segundo estagio de Relaxacao do passo e Escalamento da tensao; além de uma fase

de atualizacao e de verificacao de convergeéncia.
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4.1 Caracterizacao matematica do problema

Pode-se resumir o problema de andlise limite a encontrar o fator € R*, um
campo de tensoes Q € W’ um campo de taxa de deformacoes plasticas DP € W
e um campo de velocidades UeV, que sejam solucao do seguinte sistema de

equagoes (Borges et al., 1996), (Borges et al., 1989):

DU = D? (4.1)

Q€ S, (4.2)

RQer (4.3)

DP=AVf(Q), fQ) <0, A>0e A\f(Q) =0 (4.4)

A expressao (4.1) impoe a compatibilidade da taxa de deformagao pléastica DP
associada a um campo de velocidades cineméticamente admissivel U através de um
operador de deformacao D. Note que a taxa de deformacao elastica D¢ é nula, pois
um dado corpo submetido ao colapso plastico comporta-se como se o material fosse
rigido-pléstico ao invés de elasto-plastico (Drucker et al., 1951). A expressao (4.2)
impoe o equilibrio de todos os esforcos internos do sistema () com os carregamentos
externos aR. As expressoes (4.3) e (4.4) impoém as relagoes constitutivas. Ob-
serve que (4.4) atende as Condigoes Complementares de Kuhn-Tucker, mostradas
no apéndice G.

Sao apresentadas duas formulagoes diferentes que exprimem de forma equivalente
o problema de andlise limite discreto (Borges et al., 1996), (Pereira et al., 1988):

(a) Formulacao estatica:

BTQ —a*R=0
a= sup o (4.5)
wen.em | f(Qua) <0
(b) Condigoes de 6timalidade:
BU — Vo f(Q,a)A =0 (4.6)
BTQ - aR=0 (4.7)
R-U4 X Vof(Qa)=1 (4.8)

f@Q,0)5<0 XN>0 f(Qa =0 e=1...nel, k=1...nk (4.9)
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onde, «a ¢é o fator de colapso, B é a matriz de deformacao (2.27) e (2.47), respectiva-
mente para elementos retos e curvos, Vo f(Q,a) e Vo f(Q, ) sdo respectivamente
os gradientes da funcao de escoamento f(Q,«) em relagao a @ e a. U é o vetor de

velocidades.

4.2 Procedimentos de solucao

As condigoes de 6timalidade de (4.6) a (4.9) podem ser reescritas na seguinte

forma (Borges et al., 1996), (Borges, 1991), (Pereira et al., 1988) :

g(z)=0; f(@,Q)<0eAX>0 (4.10)

onde,
BU — Vo f(a,Q)A

BTQ — aR
g9(x) = o =0 (4.11)
R-U+X-Vof(e,Q) -1
G(o, Q)A
Q
U
v = (4.12)
«
G(o, Q) = diag(fi(a,Q)) e=1...nel, k=1...nk (4.13)

onde, x é o vetor de incégnitas do problema. Um procedimento de dois estagios é
implementado para a determinagao do novo valor do vetor T em fungao do valor

atual z:

S Ql

(4.14)

&I
I

> Q
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onde, U° é obtido no primeiro estagio, Q e @ sdo obtidos no segundo estégio e Néo
mesmo vetor que /.\, apenas atualizando para um ntimero positivo pequeno qualquer
componente nao positiva (Caro Junior, 2006), (Borges et al., 1993), (Zouain et al.,
1993), (Borges, 1991).

A figura 4.1 mostra-se graficamente a implementagao dos dois estagios para a

tensao @ (um grafico similar poderia ser montado para o fator de colapso «):

0
sdq

Figura 4.1: Algoritmo proposto.

No primeiro estdagio, mostrado na fig.4.1A, conforme (Borges, 1991), (Sanabio,
1984), o vetor @ ¢é incrementado por d, relaxado por um fator s. O valor de
d% ¢ determinado utilizando iteragoes tipo Quasi-Newton sistema de equacoes nao
lineares mostradas na secao 4.3. No apéndice F' encontra-se uma breve introducao
ao Método de Newton para a determinacao de raizes. O valor de s é inicialmente
igual a unidade, e pode ser reduzido para garantir o ascengo do fator de colapso
a como serd explicado na secao 4.4. No segundo estagio, mostrado na fig.4.1B; o
resultado do primeiro estdgio, o vetor Q°, ¢ escalado por um fator de contracao p.
Note que o fator de contracdo p traz o vetor de parametros atualizado @) para a
superficie, para um valor de tensao factivel. A forma de calcular p serd mostrado

na secao 4.4.
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4.3 Primeiro estagio

No primeiro estégio, conforme (Borges et al., 1996), (Zouain et al., 1993), (Borges,

1991), aplica-se a abordagem tipo Quasi-Newton:
Vy(x)d, = —g(x) (4.15)

—Hog B —Hga -Vof
V() BE0 ok 0 (4.16)
g(z) = :
HS,  RT hea  Vaf”
AVofT 0 AV.f G

onde,

A = diag(\n) m = nk X nel (4.17)
Hog =Y AnVogfn (4.18)
Hgo =Y _ AnVoufm (4.19)
hao = > AnVeafm (4.20)
dy
Ul —U
dd = (4.21)
dy,
A0 — )
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Pode-se reescrever de (4.15) na forma de um sistema de equagoes:

—Hgqdly + BU" — Hgadd — Vo fA" =0 (4.22)
B"d}, — Rd), =0 (4.23)

HEodd + RTU° + haods, + Vo f"A" =1 (4.24)
AVEfd) + AV fdo + GX° =0 (4.25)

Note que (4.23) foi determinada supondo que o equilibrio de esforgos internos e

externos é mantido a cada iteracdo. De (4.22) pode-se explicitar d%:

Y = Hob(BU® — Hoadd — Vo fA?) (4.26)
onde,

-1
Hph = (Z AV oo fm + 5]) (4.27)

¢ é uma constante tipicamente entre 1072 e 107, que multiplica a matriz identidade
I para perturbar a matriz Hgq, viabilizando a sua inversao.

Multiplicando (4.25) por A~! e substituindo (4.26) nesta, tem-se:

—(VofTHooB)U + (Vo f T HogHaa — Vaf)do + (Vo f " HohVof — AT'G)A’ = 0

(4.28)
Que pode ser reescrita:
~TTBU® + W,d> + WA’ =0 (4.29)
onde,
Wy = TTHQa - vocf (430)
Wo=T"Vof - A'G (4.31)
T =HooVaolf (4.32)
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Explicitando \° de (4.29), tem-se:

N =W (T"BU® — W,d) (4.33)

Substituindo (4.33) em (4.26), tem-se:

Yy =DPBU° — (=TW5'W, + HohHoa)d?, (4.34)

D? = Hph — TWL'TT (4.35)

onde,
D é a matriz médulo elasto-pléstico ficticia, que é positiva semi-definida, (Zouain

et al., 1993). Substituindo (4.34) em (4.23), tem-se:

KU® = Rd° (4.36)

onde,
K = B'DB (4.37)
R=-B"TWg'W, + B"HyhHoo + R (4.38)

A matriz de pseudo-rigidez K é positiva semi-definida, (Zouain et al., 1993). E

atualizada a cada iteracao, para a determinacao do vetor velocidades U:

U=K'R (4.39)

Note que K é a matriz montada a partir das K€ elementares e portanto U sao
as velocidades nodais de todos os nés nao restritos do sistema. Note ainda que a
inversao da matriz K é feita pelo método de Gauss. Substituindo-se (4.33) e (4.34)
em (4.24) e sabendo que:

U° =d’U (4.40)
Tem-se:
1
dg - = =< (441)
R-U+r,
onde,
roa = Ho W5 'Wo — Hy HobHoa + haa — Vo f TW5 ' W (4.42)
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4.4 Segundo estagio

No primeiro estégio, conforme (Borges et al., 1996), (Zouain et al., 1993), (Borges,
1991), o vetor de parametros montado @ foi previamente incrementado de s d%, onde
s é o fator de relaxamento.

No segundo estagio este resultado é multiplicado por um fator de contracao p
para garantir a factibilidade das tensoes. Este fator de contragao p garante que a

condicao de equilibrio de (4.7), seja atendida:

Q =p(Q + sd}) (4.43)

4.4.1 Calculo do fator de contracao p

O fator de contracao, conforme (Borges et al., 1996), (Zouain et al., 1993),

(Borges, 1991), p é calculado como se segue:

p = min pu| fn(Pm@) — 11 fm(Q) =0 (4.44)

Onde para obter-se os p,,, um por cada modo de colapso, utiliza-se as expressoes
de fm, (2.74) para vigas retas ou curvas e (3.32) ou (3.40), respectivamente, para
dutos com ou sem tampos. Para impedir que qualquer funcao plastica se torne

ativa em uma Unica iteracao utiliza-se um parametro de controle denominado de

Y € (0, 1):

dO
Y = min {Ow, —“} (4.45)
o)
Onde %v; tem um valor tipico de 1072 A tensdo Q e o fator de colapso «

satisfazem o equilibrio no inicio de cada iteragdo. Como (4.23) atende aos requesitos

de equilibrio de d% e d), consequentemente a condigao de equilibrio é preservada em:

BTQ -aR=0 (4.46)

O fator de colapso « é escalado e relaxado de forma idéntica a tensao Q:

a=pla+sd) (4.47)
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Substituindo-se (4.36) e (4.40) em (4.41), pode-se escrever:

(1 —rod)d = KUY - U° (4.48)

Como K é positiva semi-definida, d° é nao negativo e (d%,d>) tem um sentido
ascendente (sequéncia de niimeros positivos crescentes) para a fungao objetivo a de
(4.5) da formulacao estética.

Reescrevendo (4.25) em componentes, tem-se:

A VG findlh + M@V o fn = — fn Ao, (4.49)

Pode-se concluir que:

fm=0 = Vifmdy+doVafm =0 (4.50)

Pois \,, ¢ suposto que seja estritamente positivo.

Segundo (Borges et al., 1996), com as propriedades de d% e d° é possivel afirmar
que é sempre possivel a obtencao de um fator de relaxamento s que seja pequeno
o suficiente para que seja garantido a condi¢do de ascenco (sequéncia de numeros
positivos crescentes) também para a tensdo atualizada Q, pois a cada iteracio (Q —
() se aproxima cada vez mais do sentido de ascengo dOQ.

Baseado nestes fatos, estabelece-se a seguinte abordagem para a determinacao de
s. Inicialmente s é assumido igual a 1 e a primeira estimativa de p é feita utilizando
(4.44). Se esta estimativa de p substituida em (4.47) gerar @ < « entdo substitui-se
s por 7,s, onde v, ¢ um parametro de controle entre 0,3 e 0,7, sendo 0,5 um ntmero
tipico. Para este novo s calculado um novo p é determinado. Este se repete até que
@ > «a. Ao final de um processo de convergéncia bem sucedido os valores de s e p

tendem para 1.
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4.5 Atualizacao

O conjunto de varidveis do vetor (4.12) deve ser atualizado para a realizacao
da préxima iteragao, conforme (Borges et al., 1993), (Zouain et al., 1993), (Borges,
1991). Como as varidveis @Q e @ ja foram atualizados e o U nao precisa ser atual-
izado, resta apenas a atualizacao de )\, que deve levar em conta que este deve ser

estritamente positivo, de forma que a matriz A possa ser invertida:

Am — A = maz ()'\9”,%”)'\0\]00) (4.51)
E,
(o IIdQII)
YA = man |, (4.52)
( Q]

Onde, %y, é um parametro de controle que varia entre 107* e 1077, com valor
tipico de 10™*. min(-,-) é o menor dos dois valores, maz(-,-) é o maior dos dois
valores, || - || é a norma Euclidiana e || - ||oc é a norma do valor absoluto maximo
das componentes. Esta regra permite a Ao convergir para um valor positivo de
multiplicador de Lagrange se este for o caso para /\21 e arbitrar um pequeno valor

. A~ \ . \ 0
positivo para aqueles parametros \,, cujos A, tendem a zero.

4.6 Requisitos de inicializacao

Ao escrever (4.15) foi suposto que a expressao de equilibrio fosse completamente
satisfeita para os valores iniciais de cada iteragao, conforme (Borges et al., 1993),
(Zouain et al., 1993), (Borges, 1991). Além disso, os incrementos de tensao e do
fator de colapso também estao relacionados ao equilibrio em consequéncia de (4.23).
Portanto, basta inicializar o algoritmo com o par (@ , @) que atenda as condigdes
de equilibrio para ter tensoes e cargas aproximadamente equilibradas por todo o
processo de convergéncia. A admissibilidade plastica das tensoes no comeco de cada
iteracao também foi suposta e mantem-se até o final em fungao do escalamento de
tensoes vista anteriormente. Escolhe-se os seguintes valores iniciais para o algoritmo,

0s quais sao viaveis em relacao a admissibilidade pléastica e ao equilibrio:

1

QZO, a=0 e )\m:—fm—(o)

(4.53)
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4.7 Critério de convergéncia

Para testar se a convergéncia, conforme (Borges et al., 1993), (Zouain et al.,
1993), (Borges, 1991), foi ou nao alcangada, considera-se o conjunto de condigoes de
otimalidade representado por (4.6) a (4.9), incluindo a expressao de equilibrio (4.7),
e a restrigao de admissibilidade pléstica (4.9)a s@o asseguradas no procedimento de
iteragao. Em seguida utiliza-se UO e \O para testar se o valor atual de () é compativel
com (4.6), (4.9)b e (4.9)c. A convergéncia é alcangada se os seguintes critérios forem

satisfeitos:

IBU® — Vo A0l < 2]l BU o (4.54)
N> ey [N, m=1,...k (4.55)
N, < exllXloo,  sE fr < 21 Fm(0) (4.56)

Onde os parametros utilizados para checar a convergéncia sao €p, que varia de
107'% a 1073 e tem valor tipico de 107%, €,, que tem valor tipico de 1073 e ¢y,
que tem valor tipico de 1073, As consideracoes finais sobre o algoritmo tém relacao
com a possibilidade de deteccao de singularidades e mal condicionamento da matriz
de pseudo rigidez K. Segundo (Borges et al., 1996) foi provado que a matriz K é
apenas positiva definida embora todos os movimentos de corpo rigido tenham sido
eliminado da matriz B. Além disso, (4.36), deve ser satisfeita, na solugdo, para a
velocidade de colapso e para d, igual a zero a matriz K tende necessariamente a
ser singular. Nos apéndices C e D, encontram-se respectivamente o algoritmo de
Analise Limite e uma descricao suscinta do Programa de Analise Limite usado em

sua implementacao.
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Capitulo 5

Estudo de casos

Neste capitulo mostra-se um estudo de casos obtidos através da implementacao,
por software, da teoria de Analise limite descrita no capitulo 4 e de seu algoritmo
descrito no apéndice C. Para tal utilizou-se o MathCad e o Visual Basic (VB).
O MathCad foi usado exclusivamente para os exemplos iniciais com dois elemen-
tos, principalmente na fase de verificagao da correta implementagao do algoritmo de
andlise limite (AL). Posteriormente serviu como referéncia para os primeiros resulta-
dos do programa escrito em VB. O algoritmo de anélise limite foi aplicado a diversos
problemas, alguns dos quais com solugao disponivel na literatura referénciada, como
por exemplo em (Lubliner, 1990), com o objetivo de verificar a corregao da imple-
mentagao proposta.

Os dados de entrada de cada exemplo foram parametrizados e procurou-se sis-
tematizar a apresentacao dos resultados obtidos. E importante enfatizar que o valor
do fator de colapso oo nao é absoluto, pois para uma dada estrutura, depende de suas
caracteristicas geométricas, do carregamento imposto e da tensao de escoamento do
material utilizado. Normalmente o valor do fator de colapso é apresentado de forma
normalizada.

A apresentacao dos exemplos é feita na seguinte sequéncia: apresentacao da
solucao analitica, se esta estiver disponivel, do desenho da estrutura a ser analisada,
para todos os exemplos; e do desenho da estrutura apdés a falha por geracao de
rotulas plasticas e a distribuicao de momentos finais, apenas para os exemplos com

elementos retos.

25



Para os primeiros sete exemplos, duas tabelas resumo dos resultados do pro-
grama em VB sao apresentadas, uma para variaveis nodais e outra para variaveis
elementares. Na primeira tabela as varidveis nodais sao U, a velocidade linear se-
gundo o eixo z, V, a velocidade linear segundo o eixo Yg € 0, a velocidade angular
em torno do eixo k. Na segunda tabela as variaveis elementares sao DP, a taxa de
deformagao plastica e os momentos finais da estrutura. Para os trés exemplos finais,
em fungao do grande nimero de variagoes das estrutura e/ou dos carregamentos,
tabelas mais concisas ou graficos sao gerados.

Os quatro primeiros exemplos sao isostaticos e foram gerados principalmente
para a verificagao da correta implementagao do algoritmo de AL. Os quatro exem-
plos seguites sdo hiperestaticos, do quinto ao sétimo exemplos o (Lubliner, 1990) foi
usado como referéncia e o oitavo exemplo o (Hodge, 1959) foi usado como referéncia.

As varidveis utilizadas nos sete primeiros exemplos foram % = %—}% = 4, 21875,
My = 4,21875 Nm e Ny = 5625 N, secao transversal retangular: largura b =
0,0075 m, altura h = 0,0030 m e tensao de escoamento o, = 250M Pa . No
oitavo exemplo os dados de secao transversal, de M,, de Ny e de tensao de escoa-
mento foram mantidos, as outras variaveis alteradas sao especificadas no proprio
exemplo. Para o nono e o décimo exemplos, o valor da tensao de escoamento foi
mantido e a secao transversal foi mudada para tubular. As varidveis utilizadas
foram My = 1250000 Nm e Ny = 7853981 N, raio médio r,, = 0,25 m e espessura
t = 0,020 m. Para o décimo exemplo o artigo de (Robertson et al., 2005) foi usado
como referéncia. Foi suposto, ainda, que para estes dois ultimos exemplos a hipdtese
de paredes finas fosse valida.

A numeracao dos elementos seguem a numeracao dos nos, da seguinte forma:
elemento 1 (nds 1 e 2), elemento 2 (nés 2 e 3), elemento 3 (nés 3 e 4), elemento 4
(nés 4 e 5) e assim por diante. Cada elemento possui trés pontos de verificacao de
rotula plastica, os noés ¢, j e um ponto intermediario.

Finalmente quanto a funcao de escoamento utilizada na solugao dos exemplos,

para os oito primeiros exemplos foi utilizada a funcao de escoamento (2.74) e para

os dois exemplos finais foi utilizada as fungdes de escoamento (3.32) e (3.40).
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5.1 Exemplo 1 - viga reta mono-engastada com

carga concentrada

Este exemplo trata de uma viga reta mono-engasta com uma carga concentrada
transversal na outra extremidade. Foram utilizados dois elementos. Como é um
problema estdtico simples a solucao analitica é conhecida:

My

=157 5.1
a=1- (5.1)

Note que a expressao (5.1) o fator de colapso é apresentado de forma normali-
zada, gerando um fator de colapso que pode ser comparado com outras estruturas
similares, mesmo que com diferencas dimensionais, de secao transversal e de mate-
rial. Esta abordagem sera mantida em todos os exemplos. Na figura 5.1 é mostrado
o desenho esquematico da viga em sua condicao inicial, em sua configuracao final

apos falhar por colapso plastico e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

J F
4
41 2 3
| L2 | L |
LA
Df\‘ 1}3
=)
1 2 3

Figura 5.1: Viga reta mono-engastada com carga concentrada: desenho esquematico

da estrutura nas condigoes inicial (A), final (B) e distribui¢ao de momentos final (C).
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A tabela 5.1 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

nds elementos fios fakd momentos
Vﬁ.t‘la_VElS 1 2 3 1 1 .00 000
7 0 0 0 3 1] -0.49
p’* 0 0,49 -1.00 2 2 0 -0.50
3 0 0
g 0 -1.00 -1.01
oB3 M, _ )
=1 F_ en” de tteragbes = 4

Tabela 5.1: Resultados nodais e elementares.

A velocidade vertical V' do né 3 é o dobro do né 2 e as velocidades angulares
6 dos nés 2 e 3 sao idénticas. O desenvolvimento de uma rétula pléstica a direita
do engaste pode ser confirmada pela existéncia da taxa de deformacgao plastica DP

igual a -1 no n6 1 do elemento 1. O programa em VB convergiu em 4 iteragoes.

o8



5.2 Exemplo 2 - viga reta mono-engastada com

carga distribuida

Este exemplo trata de uma viga reta mono-engasta com uma carga distribuida
transversal de valor constante, discretizada em dois elementos. A solucao analitica

¢é conhecida:
M
W, L?

A expressao (5.2) um fator de colapso normalizado duas vezes maior que o do

a=2 (5.2)

exemplo 1. Caso W,,L seja igual a F do exemplo 1, entao os dois exemplos sao
diretamente comparaveis. Na figura 5.2 é mostrado o desenho esquematico da viga
em sua condicao inicial, em sua configuracao final apés falhar por colapso plastico

e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

L2 L2
(A
Df\‘ ?3
=)
1 2 3
o \/_/L/_//
()

Figura 5.2: Viga reta mono-engastada com carga distribuida: desenho esquemaético

da estrutura nas condigoes inicial (A), final (B) e distribuigdo de momentos final

(©).
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A tabela 5.2 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

nos elementos fios fakd momentos
van:i_veis 1 2 3 1 1 -1,00 -1,00
7 0 0 0 2 0 0.3
I 1] 0,49 -1.00 2 2 1] 025
= 3 ] i
g 1] -1.00 -1.o0
OB u,
=2 7 e deiteragies = 4
YE

Tabela 5.2: Resultados nodais e elementares.

A velocidade vertical V' do né 3 é o dobro do né 2 e as velocidades angulares
6 dos nés 2 e 3 sao idénticas. O desenvolvimento de uma rétula pléstica a direita
do engaste pode ser confirmada pela existéncia da taxa de deformacgao plastica DP

igual a -1 no n6 1 do elemento 1. O programa em VB convergiu em 4 iteragoes.
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5.3 Exemplo 3 - viga curva mono-engastada com

carga concentrada

Este exemplo trata de uma viga curva (curvatura constante) mono-engasta com

uma carga concentrada transversal na outra extremidade, discretizada em dois ele-

mentos. A solugao analitica é conhecida:

2
—1 1+ 4 () ur
a= S = 0,9996#%
RNZ

(5.3)

A expressao (5.3) apresenta um fator de colapso normalizado préximo de 1 como

no exemplo 1. A pequena discrepancia encontrada no célculo analitico do fator

de colapso a em relagao ao exemplo 1 esta relacionado a existéncia de uma carga

normal F', além do momento fletor, no engaste. Na figura 5.3 é mostrado o desenho

esquematico da viga em sua condicao inicial.

Figura 5.3: Viga curva mono-engastada com carga concentrada:

quematico da estrutura na condigao inicial.
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A tabela 5.3 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Tabela 5.3: Resultados nodais e elementares.

Exemplo3 nis elementos fds n¥ momentos
Vardveis 1 2 3 1 1 1,00 10,99
I i 0,66 0,96 7 0 0,71
F 0 022 0,599 z 2 a 0,71
3 a 0
g 1] 1,00 1,01
QB3 My
= 09998 — en® deiteragies =2
FL

As velocidades horizontal U e vertical V' sdo méximas no nd 3. As velocidades

angulares 0 dos nés 2 e 3 sdo idénticas. O desenvolvimento de uma rétula pldstica

acima do engaste pode ser confirmada pela existéncia da taxa de deformacao plastica

DP igual a 1 no n6 1 do elemento 1. O programa em VB convergiu em 2 iteragoes.
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5.4 Exemplo 4 - viga curva mono-engastada com
carga distribuida

Este exemplo trata de uma viga curva (curvatura constante) mono-engasta com
uma carga distribuida transversal de valor constante, discretizada em dois elementos.

A solugao analitica é conhecida:

2
—1+\/1+16(RL]{;0> "
a= S = 1,967 (5.4)
Ng Yyg

A expressao (5.4) apresenta um fator de colapso normalizado préximo de 2.
A pequena discrepancia encontrada no calculo analitico do fator de colapso a em
relagao ao exemplo 2 estd relacionado a existéncia no engaste, além do momento
fletor, de uma carga normal W, ,R que se for igual a I’ e R for igual a L, pode
ser diretamente comparada com o exemplo 2. Na figura 5.4 é mostrado o desenho

esquematico da viga em sua condigao inicial.

T

Figura 5.4: Viga curva mono-engastada com carga distribuida: desenho esquematico

da estrutura na condigao inicial.
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A tabela 5.4 mostra os resultados nodais

e elementares calculados.

Tabela 5.4: Resultados nodais e elementares.

Exemplod nads elementos nos Fali momentos
vatldveis 1 2 3 1 1 1,00 0,09
7 0 0,52 0,85 2 ] 0,40
I 0 0,22 1,00 2 2 a 0,40
3 1] a
a 0 0,78 -1,20
QB3 A
= 19707 — en® deiteragles=9
FL

As velocidades horizontal U e vertical V' sao méximas no nd 3. As velocidades

angulares 6 dos nos 2 e 3 sao crescentes. O desenvolvimento de uma rétula plastica

acima do engaste pode ser confirmada pela existéncia da taxa de deformagao plastica

DP igual a 1 no né 1 do elemento 1. O programa em VB convergiu em 9 iteracoes.
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5.5 Exemplo 5 - viga engastada-apoiada com duas
cargas transversais

Este exemplo trata de uma viga reta engasta e apoiada com duas cargas con-
centradas transversais de valores distintos, discretizada em trés elementos. Procura
mostrar o efeito da mudanca da posicao de carregamentos concentrados, na dis-
tribuicao final de momentos e na mudanca da posicao das rétulas plasticas.

Dois casos sao avaliados, para cargas concentradas transversais de 0,3F e 0, 7F
e para 0,7F e 0,3F, respectivamente, aplicadas nos nés 2 e 3.

Caso 5.a — 3 =0,3: A solugao analitica é conhecida (Lubliner, 1990):

My

— 2 3520
R 25

(5.5)

Na figura 5.5 é mostrado o desenho esquemaético da viga em sua condicao ini-
cial, em sua configuracao final apds falhar por colapso plastico e a distribuicao de

momentos na iminéncia da falha.

N
X}
4

Figura 5.5: Viga engastada-apoiada com duas cargas transversais (8 = 0,3): de-
senho esquemadtico da estrutura nas condigdes inicial (A), final (B) e distribui¢ao de

momentos final (C).
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A tabela 5.5 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplas ( §=10,3) nas elementos nas FaLi momentos
varidveis 1 2 3 4 1 1 -1 0,59
I 0 0 0 0 2 0 0,34
n 2 2 1] 0,34
0 -1 -2,00 0 :
4 3 3,00 0,94
g 0 -1 20 200 3 3 0 0,94
OB3 o= 2340 /FL en® de iteragBes =4 4 o o

Tabela 5.5: Resultados nodais e elementares.

Duas rétulas foram formadas, uma do lado direito do engaste e a outra do lado
esquerdo do né mais carregado. A distribuicao dos momentos fletores finais é com-
pativel com a posicao das rétulas plasticas. O fator de colapso calculado convergiu

para a solucao analitica em 4 iteragoes.
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Caso 5.b - 3 =0,7: A solugdo analitica é conhecida (Lubliner, 1990):

M,
=2,94— 5.6
o=2,94 (56)

Na figura 5.6 é mostrado o desenho esquemético da viga em sua condicao ini-
cial, em sua configuracao final apds falhar por colapso plastico e a distribuicao de

momentos na iminéncia da falha.

BF (1-BIF
| ! :

Figura 5.6: Viga engastada-apoiada com duas cargas transversais (5 = 0,7): de-
senho esquemadtico da estrutura nas condigdes inicial (A), final (B) e distribuicao de

momentos final (C).

A tabela 5.6 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplos( g=0,7) nds elementos nds Fald momentos
Varidveis 1 2 3 4 1 1 -1 -1
o 0 0 0 0 2 1,49 0,98
- 2 2 0 0,98
0 -1,98 -1 0 :
v : 3 0 0,92
5‘: i} 0,59 0,59 1 3 3 a 0,92
OES w= 2,90 i, JFL e ° de iteragbes = 4 4 0 0

Tabela 5.6: Resultados nodais e elementares.
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Duas rotulas sao formadas, uma do lado direito do engaste e a outra do lado
esquerdo do né mais carregado. A distribuicao dos momentos fletores finais é com-
pativel com a posicao das rétulas plasticas. O fator de colapso calculado convergiu
para um valor proximo a solucao analitica em 4 iteracoes.

Nos dois casos deste exemplo tanto o valor de fator de colapso quanto o meca-
nismo de colapso foram determinados. Como era de se esperar, para carregamentos
concentrados, as rotulas plasticas formaram-se juntos aos nds. As duas rotulas
plasticas geradas, em cada caso, transformaram uma estrutura hiperestatica em um

mecanismo.

L
Moy

F>L

i, © possivel

Para duas cargas concentradas transversais normalizadas e

obter duas inequacgoes que limitam as combinagoes possiveis destes carregamentos:

206F1L i OéFQL
M,y My

<15 (5.7)

OéFlL 20(F2L
<12 5.8
M, * My — (58)

A figura 5.7 mostra, graficamente, a aplicagdo das inequagoes (5.7) e (5.8), na
forma de um diagrama de iteracao entre cargas. O trecho pintado de cinza constitui

a regiao das combinacoes possiveis destes carregamentos.

—
=

[ R = N N T L W R = RS R = u ]

Figura 5.7: Diagrama de iteracao entre cargas.
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5.6 Exemplo 6 - viga engastada-apoiada com carga

distribuida

Utiliza a mesma viga engastada-apoiada do exemplo anterior, apenas mudando
o carregamento para carga distribuida. Neste exemplo mostra-se que quando o
carregamento for distribuido ha necessidade de um maior ntiimero de pontos de ver-
ificacao para a determinacao da posicao das rétulas plasticas. Estes pontos podem
ser obtidos, como feito neste exemplo, através da utilizacao de um maior nimero de

elementos. A solugao analitica é conhecida (Lubliner, 1990):

My
=0,32———= 5.9
) 7 Wy L? (59)

Na figura 5.8 é mostrado o desenho esquematico da viga em sua condigao inicial,

em sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

|

L

._
«—
—
®
E

7 o
L

111

Liz L2
|

()

Figura 5.8: Viga engastada-apoiada com cargas transversais distribuidas: desenho
esquematico da estrutura nas condigoes inicial (A), final (B) e distribui¢do de mo-

mentos final (C).
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Para estruturas submetidas a carregamento distribuidos, como mostrado na fig.
5.8, ¢ necessario a utilizagao de um numero maior de elementos para conseguir-
se uma representacao razoavel da distribuicao de momentos fletores finais. Duas
rotulas foram formadas, uma do lado direito do engaste e a outra do lado direito
do né mais carregado. A distribuicao dos momentos fletores finais sao compativeis
com a posicao das rétulas plasticas. Na tab. 5.7 mostra os resultados nodais e

elementares parametrizados.

exemplo 6 nds
watidveis 2 3 4 5 ]

7 0 0 0 0 0
I -2,00 -3,00 -1,40 -1,40
g -2,00 -1,99 -1,99 2,20 2,20 2,

[s)=FS o= 0,32 11, ,"W.gf en” de iteragies =59

[ ] [ ] R

= o S
'
—_

()

=

? momentos

0,00
0,0z
0,0z
0,63
0,63
0,93
0,53
2,30 0,93

0 0,56
0,56
0,53
0,53
0,64
0,64
0,00

elemetitos nos

1

2

N S TR NI T ] -
ool ololal o=t

=
L]

(=34
| =] | o[ o] o] wm
Lo} ') '} e | ) W}

Tabela 5.7: Resultados nodais e elementares.

O numero de iteracoes iteracoes foi consideravelmente grande, mas o programa

convergiu para a solucao analitica.
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5.7 Exemplo 7 - pértico

Neste exemplo um poértico de quatro elementos, bi-engastado, carregado com
uma ou duas cargas concentradas, é apresentando em cinco configuragoes distintas
de carregamento.

Caso 7.a: Carga 2F vertical.

A expressao do calculo analitico de a:

My
=4,00— 5.10
o =100 (510)

A figura 5.9 mostra o desenho esquemaético da viga em sua condi¢ao inicial, em

sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

oF -0,99
4 l 2 4 2
3 T 3
0,949 0,99
L
5 1 5 1
/7_|/7 L2 ! Lz I 7/}7 - STTT Ed
(A) )
4 3 2
A
k.
6‘4
5 1
vyl (B s

Figura 5.9: Poértico bi-engastado com cargas transversais: desenho esquematico da

estrutura nas condicoes inicial (A) e final (B), distribui¢do de momentos final (C).
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A tabela 5.8 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

A configuragao final é chamada de mecanismo de viga (Lubliner,

Exemplo 7.a nds elementos nds DF momentos
varidveis 1 2 3 4 5 1 1 1] 0,83
U 0 0 i] 0 i} 3 1] 0,59
r I I -1,50 I i 2 2 1 0,09
n 3 1] -0,99
g u u 1 o u 3 3 100 10,99
QB3 M, _ 4 1 0,09
=399 — en® deiteracles =6 4 4 i 0,99
FE 5 ] 0,83

Tabela 5.8: Resultados nodais e elementares.

1990). Apenas

o n6 3 apresenta velocidade vertical V' e velocidade angular 0. O desenvolvimento

de rétulas plasticas esta restrito a viga horizontal. O programa em VB convergiu

em 6 iteragoes.
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Caso 7.b: Carga 2F vertical e carga F' lateral.

A expressao do célculo analitico de a:

a=3,00

My
FL

(5.11)

A figura 5.10 mostra o desenho esquematico da viga em sua condicao inicial, em

sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

-

-0,99

0,949

Figura 5.10: Pértico bi-engastado com cargas transversais: desenho esquematico da

estrutura nas condigoes inicial (A) e final (B), distribui¢do de momentos final (C).

A tabela 5.9 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplo 7 b nas elementos nds Fakd momertos
Vandveis 1 2 3 4 5 1 1 1 oo
77 0 3,00 3,00 3,00 0 5 1T .05
s 0 0 -1,50 1] 0 2 2 0,98 0,90
3 -2,00 -0,99
g 0 0,01 -1 -1 0 3 3 D -0,99
OB3 4 0 0,01
=298 en® deiteragies = 4 El 4 0 0,01
5 1 1,00

Tabela 5.9: Resultados nodais e elementares.
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A configuragao final é chamada de mecanismo composto (Lubliner, 1990). O
nimero de rétulas geradas é maior que o do caso 7.a. O programa em VB convergiu

em 4 iteragoes.

Caso 7.c: Carga 2F vertical e carga 2F lateral.
A expressao do calculo analitico de a:

My

—2.00
“=5Vr

(5.12)

A figura 5.11 mostra o desenho esquemaético da viga em sua condigao inicial, em

sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

-0.498

2F .
2F ¢4 Jv 2 4 2

3 3

0,98

5 1 ) 1
— L w7 0,88 w77 -0.98
1

—

o, ©

2
8,

1

Figura 5.11: Pértico bi-engastado com cargas transversais: desenho esquematico da

estrutura nas condigoes inicial (A) e final (B), distribui¢do de momentos final (C).
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A tabela 5.10 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplo 7.c Nés elementos nds DF momentos
Vardveis 1 2 3 4 5 1 1 1 0,99
7 I 3,55 3,55 3,55 0 5 NE T8
I 1] 1] 0,85 1] 1] 2 2 0,73 0,92
- 3 -0,32 0,98
a 1] -0,29 0,18 -1 1] 3 3 T 1.0
QB3 M, 4 1] 0,98
=197 — en” deiteragbes=4 4 4 il 09s
FL 5 1 0,92

Tabela 5.10: Resultados nodais e elementares.

A configuragao final também é composto (Lubliner, 1990). O aumento da carga

transversal, em comparacao ao caso 7.b, de F para 2F, nao influiu no nimero

e na posicao das rétulas plasticas, embora a distribuicao de momentos tenha se

modificado. O programa em VB convergiu em 4 iteracoes.
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Caso 7.d: Carga 2F vertical e carga 4F lateral.

A expressao do célculo analitico de a:

“TFL

(5.13)

A figura 5.12 mostra o desenho esquematico da viga em sua condicao inicial, em

sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

IF -1,00
4F ¢ 1 2 4 2

1,00

Vosod Vooodan 77— 100 T 08
L L2 | L2 1
T I 1
o, i o, @]
4 I—*l‘ 3 2 }—’_‘
é g
a 1
e 5]

Figura 5.12: Pértico bi-engastado com cargas transversais: desenho esquematico da

estrutura nas condigoes inicial (A) e final (B), distribui¢do de momentos final (C).

A tabela 5.11 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplo 7.d nds elementos nds 0¥ momentos
varidveis 1 2 3 4 5 1 1 -1 0,00
7 0 5,03 8,03 8,03 0 5 ] 1

I 1] 1] 0 1] i 2 2 0,49 0,599
- 3 1] -0,50
a 1] -1 0 -1,01 1] 3 3 0 050
OBS M, 4 -0,49 -1
0=0999 — en® deiteragies = 4 4 4 0,50 0,99
i 5 1 1

Tabela 5.11: Resultados nodais e elementares.
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A configuragao final é chamada de mecanismo ”sidesway” (Lubliner, 1990). O
aumento da carga transversal, em comparacao ao caso 7.c, de 2F para 4F, modi-
ficou a posigao das rétulas plasticas e a distribuicao de momentos. O programa em

VB convergiu em 4 iteracoes.

Caso 7.e: Carga 2F lateral.

A expressao do calculo analitico de a:

M
=2,00—— 5.14
o =200 (514

A figura 5.13 mostra o desenho esquematico da viga em sua condigao inicial, em

sua configuracao final e a distribuicao de momentos na iminéncia da falha.

-0,949

0,88

1
Ve Sy = s 098 T e
| L2 | Lz
. | L
, ) U, ©
e e
é é
5 1
A~ (B

Figura 5.13: Pdrtico bi-engastado com cargas transversais: desenho esquematico da

estrutura nas condicoes inicial (A) e final (B), distribuigdo de momentos final (C).
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A tabela 5.12 mostra os resultados nodais e elementares calculados.

Exemplo 7.e nas elementos nds 0¥ momentos

watidveis 1 2 3 4 5 1 1 1 0,99
7 0 3,00 3,00 3,00 i 7 7] .99

I 0 0 0 0 0 2 2 1 1

3 a a

g 0 -1 a 0,95 a0 5 3 7] 7]
OB3 M 4 0,95 -0,99
x=1,99 L R iteragfes =5 4 4 1 0,99
FL 3 I 0,95

Tabela 5.12: Resultados nodais e elementares.

A configuragao final é também é ” sidesway” (Lubliner, 1990). A retirada da carga
vertical de 2F, nao influiu na posicao das rotulas plasticas, mas modificou a dis-

tribuicao de momentos. O programa em VB convergiu em 5 iteragoes.
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5.8 Exemplo 8 - arco bi-rotulado

Este exemplo trata de uma viga curva bi-rotulada submetida a uma carga con-
centrada transversal, discretizada em quatro elementos. Sao gerados trés casos com
raios distintos, cada um dos quais com tres semi -angulos de abertura ¢. Para os
trés casos, F' = 1000 N. (Hodge, 1959) introduz duas relagbes adimensionais. A

primeira para classificar os arcos:

My

h = 5.15
2RN, ( )
E a segunda para plotar os resultados:
aF R
= 5.16
= (5.16)

A figura 5.14 mostra o desenho esquematico da viga curva em sua condig¢ao inicial.

Figura 5.14: Viga curva bi-rotulada submetida a uma carga concentrada transversal.
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Caso 8.a: R =0,09375 m e h = 0,004.

A tabela 5.13 mostra os resultados do fator de colapso « e da posicao das rétulas

plasticas para os semi-angulos de abertura 20°, 30° e 90°.

i n° de iteragdes i} f Rdtulas plasticas
20 i} 1,2197 13,8 Elemento 1 —nd 2 — compressdo
Elemento 3 —nd 4 — compressio
30 i} 0,9820 10,9 Elemento 1 —nd 2 — compressdo
Elemento 3 —nd 4 — compressio
ag= i) 0,364 405 Elemento 1 —nd 2 — compressio
Elemento 3 —nd 4 — compressio

Tabela 5.13: Resultados do caso 8.a.

Caso 8.b: R = 0,0367 m e h = 0,010.

A tabela 5.14 mostra os resultados do fator de colapso «

plasticas para os semi- angulos de abertura 30°, 60° e 90°.

e da posicao das rétulas

1" de iteragfes

FRatulas pldsticas

30

2

1,8114

T.BE

Elemento 1 —ponto 172 — compressio
Elemento 1 —nd 2 — compressio
Elemento 3 —nd 4 — compressio
Elemento 4 — ponto 45 — compressio
Elemento 5 —nd 5 — compressio

ao0*

11713

5,09

Elemento 1 —nd 2 — compressdo
Elemento 3 —nd 4 — compressdo

Q0

05034

3,93

Elemento 1 —nd 2 — compressio

Tabela 5.14: Resultados do caso 8.b.

A representacao 1/2 quer dizer o ponto de verificagao intermedidrio esta entre os

nos 1 e 2; de forma equivalente 4/5 entre os nés 4 e 5. Todos os pontos de verifica¢ao

internos aos elementos estao dispostos a meia distancia entre os nés.
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Caso 8.c: R =0,019 m e h = 0,020.

A tabela 5.15 mostra os resultados do fator de colapso « e da posicao das rétulas

plasticas para os semi-angulos de abertura 45°, 70° e 90°.

i n° de iteragies 1) f Rdtulas pldsticas

45 3 2, TEAA f1, 28 Elemento 1 —nd 2 — compressio
Elemento 3 —nd 4 — compressio

o 4 2,0730 467 Elemento 1 —nd 2 — compressio
Elemento 3 —nd 4 — compressio

g 3 1,5213 3,43 Elemento 1 —nd 2 — compressio
Elemento 3 —nd 4 — compressio

Tabela 5.15: Resultados do caso 8.c.

O numero e posi¢ao das rétulas (todas compressivas) foram os mesmas na maioria

dos casos, 2 rétulas plasticas, com excessao do caso 8.b 30° que teve 5 rotulas e o

caso 8.b 90° que teve apenas 1 rétula.
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Na figura 5.17 mostra-se um grafico obtido em (Hodge, 1959), da variavel f

versus o angulo ¢:

25 T T
b= 0LOOD

g degrons

Figura 5.15: Grafico comparativo entre varias classes de arcos h com diversos semi-

angulos de abertura ¢

Os pares ordenados (¢, f) retirados das tabelas dos trés casos estudados foram
plotados sobre as curvas geradas por (Hodge, 1959) com boas aproximagoes. Para
o caso 8.a, de h = 0,004, os pontos foram representados por quadrados; para o caso
8.b, de h = 0,010, os pontos foram representados por circulos e para o caso 8.c, de

h = 0,020, os pontos foram representados por triangulos.
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5.9 Exemplo 9 - duto reto submetido a esforco
axial, momento fletor e pressao interna

Este exemplo mostra o efeito da combinacao de diversos esforcos, em um duto
reto. A figura 5.16 mostra o desenho dos elementos utilizados para discretizar o

duto reto, com e sem tampos nas extremidades.

Figura 5.16: Dois elementos retos, de L. = 6 m, submetidos a esfor¢o axial trativo,

momento fletor positivo e pressao interna positiva.

Dois casos serao abordados, o caso 9.a, com tampos nas extremidades e o caso
9.b sem tampos nas extremidades. Em ambos os casos o esforco axial, o momento

fletor e a pressao interna sao positivos.

Caso 9.a: com tampos nas extremidades.

A figura 5.17 mostra o desenho de um duto reto com tampos nas extremidades.

] ]

& B

Figura 5.17: Duto reto submetido a esforco axial trativo, momento fletor positivo e

pressao interna positiva.
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As figuras 5.18 e 5.19 mostram o valor de « para dutos retos com tampos nas

extremidades submetidos a p, m e para, respectivamente, n = 0 e n = 0,5.

50—
T —m—m=02
45 .
\ —+—m=04
40 4 . m= 0,6
—%—m=0,8
354
304 u
254,
g T
2,0 T,
1 5 ] \-
r '"“_—v
10 4 E——
E\\'
05 4
00 . ; . ; . . . ; .
0.0 02 0.4 0,6 08 1,0

Figura 5.18: Colapso plastico versus pressao interna, para diversos m e n = 0; para

um duto reto com tampos nas extremidades.
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—a—m=02

T ——m=04

40 4 " m=0,6
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Figura 5.19: Colapso pléastico versus pressao interna, para diversos m e n = 0,5;

para um duto reto com tampos nas extremidades.
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As duas figuras mostram, que o colapso plastico a decresce quanto maior for m
ou n ou p, ou ainda combinagoes destes. Acrescentar o esfor¢o axial ao carregamento,
mostrado na 5.19, tem o efeito de deslocar as curvas para baixo, em comparacao a
fig. 5.18, diminuindo a capacidade do duto a resistir ao colapso plastico. Ainda é
observado que o efeito do aumento do momento fletor é menos pronunciado se for

imposto esforgo axial razoalvelmente grande como mostrado na 5.19, onde n = 0,5.

Caso 9.b: sem tampos nas extremidades.

A figura 5.20 mostra o desenho de um duto reto sem tampos nas extremidades.

b b

G &

Figura 5.20: Duto reto submetido a esforco axial trativo, momento fletor positivo e

pressao interna positiva.

As figuras 5.21 e 5.22 mostram o valor de o para dutos retos sem tampos nas
extremidades submetidos a p, m e para, respectivamente, n = 0 e n = 0,5.

Para carregamento de momento fletor e de pressao interna a fig. 5.21 mostra
que, para esforco axial nulo, o aumento da pressao interna produz uma queda mais
acentuada do a que em relagao a fig. 5.18, como também o deslocamento para baixo
das curvas de forma semelhante ao caso 9.a.

Analisando o efeito da imposicao de esforco axial de valor razoavel na fig. 5.22,
vé-se um comportamento peculiar, pois o « cresce discretamente com o aumento
da pressao interna até por volta da metade da escala de p, para entao comecar a

diminuir.
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Figura 5.21: Colapso plastico versus pressao interna, para diversos m e n = 0; para

um duto reto sem tampos nas extremidades.
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Figura 5.22: Colapso plastico versus pressao interna, para diversos m e n = 0,5;

para um duto reto sem tampos nas extremidades.
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5.10 Exemplo 10 - duto com curva de 90° sub-
metido a esforco axial, momento fletor e pressao
interna

Este exemplo mostra o efeito de diversos carregamentos, em uma combinacao de
dutos retos e curvos. A figura 5.23 mostra o desenho dos elementos utilizados para

discretizar a combinacao de dutos retos e curvos.

Figura 5.23: Dois elementos, um reto (L = 2,5 m) e outro curvo (R = 0,75 m),

submetidos a esforco axial trativo, pressao interna positiva e momento fletor.

A fig. 5.23 utiliza condig¢oes de simetria para representar uma combinagao de
dutos retos e curvos, como mostrado nas figs. 5.24 e 5.28. Dois casos serao abor-
dados, o caso 10.a, com tampos nas extremidades e o caso 10.b sem tampos
nas extremidades. Cada caso é dividido em dois sub-casos: um com esforco axial,
pressao interna e momento fletor positivos e outro com esforco axial e pressao interna

positivos e momento fletor negativo.
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Caso 10.a: com tampos nas extremidades.
A figura 5.24 mostra o desenho de uma combinacgao de dutos retos e curvos, com

tampos nas extremidades.

Figura 5.24: Dutos retos e curvos, com tampos nas extremidades, submetidos a

esforco axial trativo, pressao interna positiva e momento fletor.

A figura 5.25 mostra o valor de a para o duto mostrado na fig. 5.24 submetido

a um carregamento com p e m positivos e n = 0.
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Figura 5.25: Colapso plastico versus pressao interna, para diversos m e p, para n =

0; para dutos retos e curvos, com tampos nas extremidades.
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As figuras 5.26 e 5.27 mostram o valor de «a para o caso 10.a submetido, res-

pectivamente, a p e m positivos e n = 0,1; e p positivo, m negativo e n = 0,1.
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Figura 5.26: Colapso plastico versus pressao interna, para p e m positivos e n = 0,1.
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Figura 5.27: Colapso plastico versus pressao interna, para p positivo, m negativo e

= 0,1.

Comparando-se as figs. 5.26 e 5.27 nota-se a mudanga do sentido de aplicagao
de m alterou significativamente o desempenho da estrutura em relagao ao colapso

plastico.
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Caso 10.b: sem tampos nas extremidades.
A figura 5.28 mostra o desenho de uma combinacao de dutos retos e curvos, sem

tampos nas extremidades.

=%

Figura 5.28: Dutos retos e curvos, sem tampos nas extremidades, submetidos a

esforco axial trativo, pressao interna positiva e momento fletor.

A figura 5.29 mostra o valor de a para o duto mostrado na fig. 5.28 submetido

a um carregamento com p e m positivos e n = 0.
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Figura 5.29: Colapso plastico versus pressao interna, para diversos m e n = 0; para

dutos retos e curvos, sem tampos nas extremidades.
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As figuras 5.30 e 5.31 mostram o valor de « para o caso 10.b submetido, res-

pectivamente, a p e m positivos e n = 0,1; e p positivo, m negativo e n = 0,1.
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Figura 5.30: Colapso plastico versus pressao interna, para p e m positivos e n = 0,1.
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Figura 5.31: Colapso plastico versus pressao interna, para p positivo, m negativo e

= 0,1.

Comparando-se as figs. 5.30 e 5.31 nota-se a mudancga do sentido de aplicagao
de m alterou significativamente o desempenho da estrutura em relagao ao colapso

plastico, de forma semelhante ao caso 10.a.
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Capitulo 6

Conclusoes

Um estudo sobre a cinematica, o equilibrio e as relagoes constitutivas de estru-
turas bidimensionais com elementos uniaxiais submetidos a carregamentos propor-
cionais que falham por colapso plastico foi executada no capitulo 2. Foram analisadas
vigas retas e curvas, carregadas por cargas externas concentradas ou distribuidas,
de secao transversal retangular, com esforcos internos de tragdo/compressao e os
de flexao. A superficie limite de escoamento para uma viga de perfil retangular foi
apresentada.

No capitulo 3 foram considerados elementos de secao tubular, como dutos, sub-
metidos a esforgos axiais, de flexdo no plano e de pressao interna. As superficies
limites de escoamento foram obtidas para o perfil tubular com pressao interna, com
a existéncia ou nao de tampos nas extermidades. Consideragoes sobre instabilidades
geométricas foram feitas.

No capitulo 4, as expressoes obtidas nos capitulos anteriores foram utilizadas na
caracterizagao matematica do problema de andlise limite de estruturas unidimen-
sionais, contidas em um plano. Um algoritmo baseado em uma formulagao estatica
e implementado segundo condicoes de otimalidade foi apresentado para a solugao
do problema de analise limite dos elementos uniaixias propostos. Procedimentos de
solucao foram apresentados para a determinacao do fator de colapso de um carrega-
mento proporcional e de mecanismos de falha por geracao de expansoes e de rotulas

plasticas em estruturas.
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No capitulo 5 véarios exemplos foram estudados, abrangendo estruturas estaticas
e hiperestaticas, com diferentes combinacoes de carregamentos externos, secoes
transversais retangulares e tubulares, de vinculos, niimero de elementos tanto curvos
quanto retos, com ou sem pressao interna. Quando disponivel, a literatura técnica
foi referénciada para efeito de comparacao dos resultados obtidos, sempre com boa
aproximagao e em, alguns casos, de forma exata.

Um programa dedicado em Visual Basic foi escrito para fazer frente aos extensos
calculos matriciais envolvidos na implementagao do algoritmo de anélise limite. Foi
concebido de forma a calcular o fator de colapso e a localizacao de rétulas plasticas;
além de disponibilizar o acesso aos valores das varidaveis intermediarias utilizadas,
muito uteis para a depuracao do programa.

A proposicao de expressoes que descrevem a distribuicao dos esfor¢os normais,
de esforcos cortantes e de momento fletor em elementos vigas curvas submetidas
a carregamento distribuido a partir da aplicacao das condigoes de equilibrio e a
proposicao de superficies de escoamento para dutos submetidos a esforco axial, mo-
mento fletor no plano e pressao interna, com e sem terminacoes, podem ser citadas
como contribuigoes desta tese.

Quanto aos trabalhos futuros desta linha de pesquisa poderia-se citar o desen-
volvimento de superficies limites de escoamento para dutos submetidos a pressoes
externas e a determinacao otimizada dos pontos de verificacao de rétulas plasticas
no interior de elementos curvos submetidos a carregamentos concentrados ou dis-

tribuidos.
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Apeéendice A

Formulacao Variacional Estatica

O comportamento elastico de uma estrutura submetida a carregamentos pode
ser descrita através de um sistema de equagoes variacionais, que representam o seu
comportamento cinematico, condigoes de equilibrio e relagoes constitutivas elasticas.
Uma formulagao variacional estatica é estabelecida através da utilizacao do Principio
da Minima Energia Potencial Complementar, que em sua forma de problema de
otimizacao pode ser expressa:

Para vigas retas:

, S| [1ME(s)  1N(s e
7TC(M7N) :mzn(M*’N*)Z [/ <§ EI( ) +§ EA<4)> ds] |(Me ,Ne ) c Sest

(1)

Para vigas curvas:

; : - % (1ME(6) 1N(0) P
W(M,N):mm(M*,N*)Z[R/& (5 o +§ o do| |(M® N ) € Sest

e=1

onde S € 0 conjunto de todas as tensoes generalizadas equilibradas.

Em sua forma discreta tanto (1) quanto (2) podem ser representadas por:

¢ = ming BD‘IQ Q+0-Q+ (DS)_IZg} (3)

onde:
nel

Q=> (LHQ°) (4)



nel

2-3 ([ verwon o) (©

nel

Zo=33- ([ @uto)-uions) @)

1
- 0
(= P (®)
0 =
EI

onde, D¢ é a matriz elasticidade. Pode-se ser mostrado que aplicando-se o Método

das Penalidades de Lagrange a (3):

1
£ = ming 5D—lQ Q+Q-Q+ (D) Zs -UBTQ - R) (9)
Da aplicacao de:
0L
— =0 10
obtem-se:
D'Q+Q-BU =0 (11)
Da aplicagao de:
0L
= 12
Bl (12)
obtem-se:
B'Q-R=0 (13)
Substituindo (11) em (13), tem-se:
B'DBU - B"DQ =R (14)
Mas
K =B"DB (15)
Donde:
KU =R+ B"DQ (16)
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A expressao (16), que representa um sistema de equagoes estd na forma classica
KU, = R, de sistemas de equagoes de rigidez. Resolvendo-a, por exemplo, através
do Método de Eliminagao de Gauss obtem-se o vetor deslocamento em coordenadas

globais:

U, =K 'R, (17)
onde, R., = R+ BTDQ.
Rearrumando (11) o vetor de parametros pode ser acessado:
Qe — De(BeUg _ Qe) (18)

Também pode-se acessar o vetor de esforgos internos, por elemento, em coorde-

nadas globais:

€ BT € €
RS = B Q° + W (19)

E o vetor de deformacoes generalizado:
= (D7) 'Q:(s) (20)

Finalmente a distribuicao de deformagoes ao longo de uma se¢ao transversal genérica
s pode ser acessada pela utilizacao da Teoria de Fuler — Bernoulli para vigas, onde

go(s) é a deformacao axial.

5S:—Ky+50 (21)

onde, y é a distancia entre a linha neutra e um ponto da secao transversal. A

curvatura K é definida como:

d*v
- du?
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Note que (22) é uma simplificacdo, para pequenas declividades dv/dz, da ex-

pressao de curvatura elastica:

d%v
K== __
v 1+ (5)

onde, ¢4 é a deformacao total.

A distribuicao de tensées pode ser acessada por:

o, = Feg
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Apeéendice B

Superficie Limite de Escoamento

A fig. 1 mostra uma secao transversal de uma viga, simétrica em relagao ao
eixos y e z Na fig. la, onde apenas momento de flexao atua, a linha neutra (linha
tracejada) estd sobreposta ao eixo z. A distancia entre o eixo z e o centréide de
cada semi-area é c¢. Na fig. 1b, uma forca trativa é adicionada ao momento fletor
negativo causando um deslocamento da linha neutra para uma nova posicao -e do

eixo z. A nova distancia entre o eixo z e o centrdide de cada semi-area é c,,.

Figura 1: Viga com secdo transversal simétrica em relagdo ao eixos y e z: (a)
submetida a carregamento de flexao e (b) submetida a um momento fletor negativo

somado a um carregamento trativo.
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Por equilibrio, é imediato que:

N:/AadA (25)

M= /A yodA (26)

A carga trativa e momento fletor que plastifica completamente a secao transversal

sao respectivamente Ny e Mj:

Ny =0,A (27)

My=o0,Ac (28)

onde, o, ¢ a tensao de escoamento. A distancia c¢ é definida como:

C_fAydA
A

Segundo (Sanabio, 1984), a distribui¢do de tensdes na segao transversal de uma

(29)

viga, de material elastico perfeitamente plastico, carregada com momento fletor

negativo M e carga trativa Ny pode ser decomposta como mostrado na fig. 2:

4 ¥ 4 v 4 ¥
|+ |
_I_
_|_
e I =—|— »
oY x oY b4 oY T
B +

Figura 2: Decomposicao da distribuicao de tensoes de uma se¢ao transversal total-
mente plastificada: (a) Resultante da distribuigdo de tensoes, (b) distribuigao de

momento fletor e (c¢) distribuigdo de carregamento trativo.
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A partir das figuras 1 e 2 e de (25) e (26), tem-se:

N = 0,24, (30)

M =o0,Ac—0,24,c, (31)

Note que a area 2A4,, é submetida apenas ao carregamento trativo. Dividindo-se

(30) e (31) por (27) e (28), tem-se:

M ¢, N

b I | 32
MO + C NO ( )
Para viga de segao retangular:
C, N
L 33
TN (33)
Substituindo (33) em (32) chega-se a expressao do critério de plastificagao:
(M)  (NY
M,N)=— — | —1 34
onde, para segao retangular b x h (altura):
No=o0,bh (35)
bh?
M() = O'yT (36)
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Apéndice C

Algoritmo de Analise Limite

Apresenta-se o algoritmo utilizado para resolver problemas de andlise limite, im-

plementado com a utilizacao do software Visual Basic.

1 - INICIALIZACAO

For cada modo plastico

Endfor

2 - ESTIMATIVA DO INCREMENTO

For cada elemento

Hoo = ; A Voo fm (39)
Hgo =Y AuVoafm (40)
hao = AnViafm (41)

T =HyoVaf (42)
W, =T "Hgo — Vaf (43)

106



Wo=T"Vof —A'G

ep __ -1 —1T

K®=B"D"B

Monte os K€ elementares na K do sistema
Endfor
Escalonar K
if
algum elemento da diagonal de K <0
stop
Endif

R=-B"TW,'W, + B"HobHga + R

Resolva KU = R

_ T -1 T -1 Tyxr—1
Ta — HQOCTWQ WOé - HQOCHQQHQO‘ “I’ haa - Vaf WQ Wa

For cada elemento

Endfor
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3 - TESTE DE CONVERGENCIA
If

|BU® = VX |00 < ep]| BUY||s (52)

e

For modo plastico de cada elemento

IN0 | < exl| Ao (53)
Ou
fm = €1 fm(0) (54)
Endfor
EndIf

Stop com a convergéncia alcancada

4 - ESTIMATIVA DO INCREMENTO DE TENSAO

For cada elemento

. 1
0 e -1 -1 -
dfy = [ DTBU + TW' W, — HohHo.| (E-ﬁ+r ) (55)

Endfor

5 - RELAXAMENTO DO PASSO E ESCALAMENTO DA TENSAO

o
Y§ = min l Vi —O‘] (56)
Qo
s=1
Do While @ > «
a® =a+ sd (57)
For cada elemento
Q° = Q + sdp (58)
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For cada modo plastico determine p,,, de forma que:

fn(Pm@®) — 75 fm(Q) = 0

Endfor
Endfor
p = min pmy
a = pao

5 7YsS

repeat

6 - ATUALIZACAO

a <—

(o HdQ||>
A= man | Ya,
( 1Ql

For cada elemento
Q «— pQ°

For cada modo plastico

/I\m = maxr ()‘?7177)\||/\0||oo)
Endfor
Endfor
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Apeéendice D

Programa de Analise Limite - AL

Neste apéndice descreve-se brevemente as caracteristicas principais do programa
de Anélise Limite, escrito em Visual Basic (VB), utilizado neste tese para a gera¢ao
dos resultados apresentados no capitulo 5. A utilizagao do programa se justifica em
funcao de duas caracteristicas principais: a grande flexibilidade para implementagao
de rotinas complexas e a capacidade de executar cdlculos massivos, principalmente
de rotinas de montagem e operagoes matriciais. Uma caracteristica secundaria, mas
bastante interessante estd na aparéncia profissional obtida nas interfaces de pré e
pos procesamento. A figura 3 mostra a tela inicial do programa de Analise Limite -

AL:

™ Anpdlise Limite - Setembro 2008 E]@E]

pré-processador  processador  pds-processador  ajuda

arguivo: |c:\fina|\final1 hexemplodhcasol

Figura 3: Tela inicial do programa AL.
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A estrutura deste programa é semelhante de um programa de elementos finitos
de vigas e é dividido em trés partes, o pré-processador, a parte da solucao propri-
amente dita e o pds-processador. A parte referente ao pré-processador é dividida
em trés partes. A entrada das variaveis de inicializagao, mostrada na fig. 4; a
entrada das variaveis nodais: as coordenadas globais dos nés, mostrado na fig.
7; das restricoes ao deslocamento ou dos carregamentos concentrados nas diregoes
globais e/ou em torno do eixo z, mostrado na fig.10 e a entrada das variaveis
elementares: com a definicao dos dois nés em suas extremidades, mostrado na
fig. 8, se é reto ou curvo, entrada do né de centro de arco se o elemento for curvo,
mostrado na fig. 9, pelo material que é feito, mostrado na fig. 5, pela sua secao
transversal, mostrado na fig. 6, se é ou nao submetido a carregamento distribuido,
mostrado na fig. 11.

Os dados inseridos no programa através destas entradas sao armazenados em
forma de arquivos com extensao .trt que sao chamadas pelo programa a medida que
forem sendo necessarios. De forma equivalente resultados intermediarios e finais sao

salvos em arquivos de extensao .txt.

Inicializagan

alfa = ] gama_zero_f = nm

epslon = |g 0om gama_zero_lambda = |0 0001
Mi = lﬂi gama_z = 05

Mi = 0 epslon_d = |0 0000
Mj = o epslon_lambda = [0.001

sk = 05 epson_f = [0.0om

pressao interma_pi = IDS—
1] 4

Figura 4: Variaveis de inicializacao.
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O programa nao tem restricao quanto ao nimero de materiais utilizados, mas
apenas admite a utilizacao de quatro tipos de secoes transversais: circular cheia,

circular vazada, retangular cheia e retangular vazada.

M ateriais

nimero de materiais 1

material 1
L Secfies ransversais
nomero de segdes 1 ak.
Fropriedades Elasticas Fropriedades Pésticas
s e [ ©- 0 - |- =-
ni |03
o (kat/m™3) 7850 segda
,1_

-

Figura 5: Materiais. Figura 6: Secoes transversais.

Ao preencher a janela dos elementos serd informado para cada elemento, os nés
i e j, se o elemento e reto ou curvo (se for curvo um terceiro né dever ser indicado
como centro da curvatura), o nimero da se¢ao transversal, o nimero do material e

se é ou nao submetido a carga distribuida.

Elementos

N5
* nimero de elementos
nimera de nds ’—

" ¥ . elemento ndi nd| ndc curvo secdo mat  dist

na
N O N (O S
] | 0 _ok |
Ok
Figura 7: Nos. Figura 8: Elementos.

Nas figuras de 5 a 8 ha necessidade de informar o nimero de itens que serao

acrescentados em cada janela.
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Os centros de arcos nomeados na janela de elementos recebem as cordenadas
globais na janela de Centros de arcos. Estes dados sao utilizados pelo programa

para calculo do raio e para definicao da concavidade.

Centros de arcos

nomero de centros

ok |

Figura 9: Centros de arcos.

Na janela de Carregamentos Concentrados e Vinculos sao determinados quais
nos, tém restrigoes ao deslocamento e quais estao submetidos a carregamentos con-
centrados. Na janela de Carregamento Distribuido os elementos submetidos a car-

regamento distribuido sao identificados e carregados segundo as direcoes globais.

Carregamento Distribuido

Existe caregamento disdribuido em algum elementa da estrutura?

Carregamento Concentrada e Winculos

sim ndn
ndmeros de nds com caregamento efou vinculo g clemento Wig  Wig
g uow fi PuM]  Py[N] M [Mm] 0K
[ e e O |

[ -

Figura 10: Carregamentos Concentra-

dos e Vinculos.

Figura 11: Carregamentos distribui-

dos.
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Na parte de solugao (processamento) do programa todas as varidveis trabalham
em dupla precisao determinado pelo comando DefDblA — Z e as variaveis calcu-
ladas em cada subrotina sao passadas entre estas e o programa principal através
do comando call. Os vetores ou matrizes elementares sao salvos, concatenando-os
horizontalmente, em forma de arquivo com extensao .txt.

A figura 12 mostra a tela de Preparacao onde é feita a escolha entre a funcao
de escoamento (2.74) ( chamada de quadratica) e as funcoes de escoamento (3.32)
e (3.40) (chamadas de trigonométricas). Ao se escolher a opgao de funcao de es-
coamento trigonométrica uma nova janela se abre com duas escolhas, a primeira
referente a superficie de escoamento de dutos com tampos nas extermidades e a
segunda sem tampos nas extermidades. Mostra ainda a escolha entre utilizar o
critério de convergéncia do se¢ao 4.7 (este é o padrao), de utilizar um critério de
convergeéncia simplificado ou ainda nao utilizar critério de convergéncia (neste caso
0 programa pararia no numero maximo de iteragoes informado ao programa através
da tela mostrada na fig. 13). Ao acionar o botao cédlculos iniciais o programa
executa os cdlculos dos escalares, vetores e matrizes das subrotinas, preparando o

programa para rodar o programa principal.

Preparagio

" superficie de escoamento quadratica

(s superficie de escoamento trigonométrica

criténo de convergéncia usual
ndo utilizar critério de convergéncia

célculos iniciaiz

11

Figura 12: Tela Preparacao do programa AL.

A fig. 13 mostra a tela onde existe um campo para informar o programa qual é o
nimero maximo de iteragoes permitido. Ao acionar o botao Principal o programa

comegar o processamento .
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SolugEn

nUMEro maxirno
de iteragies W

nirmero de
iteracies utilizado |_

Principal

Figura 13: Tela Solu¢ao do programa AL.

A fig. 14 mostra um fluxograma das rotinas e subrotinas do programa AL:

taizes ]47

k
-
‘ ngdez }—‘1 prancipal ]
/ p
‘ gradientes -0—1 micial )—-
L] ‘\
‘ W _inw l Hgq v l

Figura 14: Fluxograma do programa AL.

De forma muito resumida as subrotinas e a rotina principal podem ser assim
descritos: A subrotina inicial calcula os vetores elementares A,,, A,, Qu, Ym € Un;
e as matrizes elementares B e Y. A subrotina gradientes calcula o escalar hqq,
os vetores elementares f, Hga, Wa, Vaof e V2, f, e as matrizes elementares D,
G, Hoqg, T, Wo, A, Vof, Vaof e Voo f. As subrotinas Wq inv e Hqq inv

calculam respectivamente as matrizes elementares Wy, leH éé
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A subrotina rigidez calcula as matrizes de rigidez elementares K€, cada uma
com dimensao 6 x 6, e as monta segundo as incidéncias dos elementos de cada
estrutura em uma matriz de dimensao 3 x nk, onde nk sdao o nimero de nés da
estrutura. A rotina principal retira as linhas e colunas correspondentes aos graus
de liberdade restritos da matriz de rigidez montada da estrutura K e a reordena.
Calcula os vetores de forcamento elementares R, adicionando as cargas concentradas
nodais e as cargas distribuidas elementares, e os monta segundo as incidéncias dos
clementos de cada estrutura gerando o vetor R. Resolve o sistema assim formado
por escalonamento, utilizando o Método de Gauss para determinar as velocidades
nodais U. Calcula, ainda, os escalares a e ro, os vetores Q., U, d°, Xy e dg, do
primeiro estagio dos procedimentos de soluc¢ao abordados no Capitulo 4. E ainda
responsavel pela atualizacao das variaveis e checagem da convergéncia da solucao.
A subrotina raizes executa parte do segundo estdgio dos procedimentos de solugao
do Capitulo 4 calculando os escalares ||dq||, ||Q]], vf ;7 € p, € 0s vetores p,, e A.

Ao terminar o processamento a seguinte tela é mostrada:

SolugEo

ndmero maxirmo
de iteractes lW

nimero de
iteracies utilizado |2_

fator de colapso:
4.2189e00

Figura 15: Tela de Resultado do programa AL.

Tanto o nimero de iteragoes utilizados, quanto o valor do colapso plastico da

estrutura sao informados.
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As telas mostradas nas figs. 16 e 17 podem ser acessadas na op¢ao no menu
de pés-processamento, e apresentam escalares, vetores e matrizes tanto elementares
fig. 16 quanto de toda a estrutura fig. 17. Embora estes dados estajam disponiveis
na forma de arquivos *.txt no endereco informado ao programa, a apresentacao dos
vetores e matrizes montados facilitam a conferéncia de simetrias, comparacao de
ordens de grandeza, entre outras vantagens, muito uteis na depuracao do programa.
Na tela mostrada na fig. 17 pode-se, ainda, plotar a evolucao do valor de colapso

pléstico com as iteracoes.

Wandveis elementares

i+ B " grad qq Fi K " U_zero
" Dep " grad qq f k " lambda N
" d_q zem ™ grad_gq [ j " lambda_zero Nk
i f " grad_q_alfa_f " MOMO L
- i h_alfa_alfa " ps W _alfa
" grad_alfa_f (" H_g alfa " Qe Wi
(" grad_alfa_alfa f ¢ H_aqg T ™ Wiy
" grad_q f " H_gg_inv " U_chapeu

elemento |4 oK

Figura 16: Tela de Variaveis elementares do programa AL.

YWardveis do sistema

™ d_alfa_zero ™ gréfico de evolugdo de alfa
K " grafico de evolugdo de epslon_d
" 1_alfa

" R_tl

u

o

Figura 17: Tela de Variaveis do sistema do programa AL.
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Apeéendice E

Calculo de Gradientes

Os diversos gradientes elementares para os modelos de analise limite sem e com

pressao sao mostrados a seguir:

a) andlise limite sem pressao interna:

Vof(a,Q) =CQ°+ A

V%Qf(aa Q) =C

dR

Vaf(a,Q) =V, A-Q° + o
, PR
Viaf(a,Q) = el
dA
Vouf(a,Q) = T

onde, C, A e R ja foram definidos em (2.75), (2.76) e (2.77) respectivamente.

b) andlise limite com pressao interna:

sem tampos:

Yn'Qe_'_OéAn'Qw_L‘
Vof = (Ym) + T sen <E ﬁ) Y,

2 2 /1—p?
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VQ

Vil = (V1 _—p2>—1 <g>2 (A, - Qu) cos (5

com tampos:

Vof = (Yin) + zsen

Vool = ( 1—pQ>_1

Vof = (An) - Qu + (gAn : Qw> sen (

L= (7)) o (35

wius = (V)

aaf = <V 1 —P2)_1 (gAn . Qw>2cos (5

(

/0

2

2

Y, - QF A, Q, — L
Vaof = (An) - Qu + (gAn . Qw> sen (f @ ta @ \/§>

i-p

WYn'Qe+OéAn'Qw—\/L§

1—p? )

7 Yo Qtad, Qu— L

N )Y"

2 2

1 —p?

W <WY"'Qe+aAn-Qw> Y,

E>QCOS (EYn ) Qe+aAn 'Qw
2 2

)2 (A, - Qu) cos (
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Apeéendice F
Método de Newton

Para determinar-se as raizes de uma equacao podem ser utilizados varias abor-
dagens. As mais simples tratam da determinacao de raizes de equacoes polinomiais
de até o quarto grau, utilizando-se por exemplo, as relagoes de Girard. Porém algu-
mas expressoes que aparecem nesta tese, como as fungoes de plastificacao de dutos
submetidos a carga axial, momento fletor e pressao interna, sao transcendentais.
Para a determinacgao de raizes nestes casos ha necessidade da utilizacao de outros
métodos, tais como: o método da Bissecao, o método da Secante ou o método de
Newton, entre outros.

O método de Newton, utilizado nesta tese, ¢ de facil implentacao numérica, caso
a primeira derivada da expressao da qual se queira determinar as raizes possa ser
obtida. O método segue os seguintes passos (Crisfield, 2000): dado um ponto ini-
cial 2 calcula-se o valor da funcao neste ponto, g(z?). Traga-se uma reta tangente
por este ponto de coordenadas (z°, g(x")) até cruzar o eixo x, que tem coordenadas
(z"1,0). O célculo de cada reta tangente é feito através da derivada primeira de g,
chamada de g’. Calcula-se g(z*™!), e assim por diante, repetindo o procedimento até

n_ gi+n=1 egteja dentro da tolerancia, previamente

que na iteracao n a diferenca z°
especificada, determinando-se assim a rafz z't™ . A seguir mostram-se as expressoes
deste método cuja a explicacao geométrica, da primeira iteracao, encontra-se na

figura 18.

tan(8) = =20 gt (77)

xt — gitl
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Portanto, o préximo ponto é:

S W S g/<5’7i.> (78)
g'(x")
Quando,
gt — 2™ < tolerancia (79)
i+n

A raiz procurada é entao x'", calculada em n iteragoes.

a(x) |

g (="

¥

i+l i

Figura 18: Método de Newton.

Normalmente este método converge em poucas iteragoes. Existem casos espe-
ciais quando o método nao consegue convergir, sendo necessario a previsao de um

limitador de iteracoes para para-lo.

121



Apéndice G
Condicoes Complementares de

Kuhn-Tucker

A expressdo (2.67) do capitulo 2 define a da superficie limite de escoamento

utilizada nesta tese:

P={Qi(s) e W' | F(Q5(s) 0 em B} (80)

o= [ MV (81)
M(s)

Pode-se analisar f(Q¢(s)) < 0 para suas duas condigoes:

onde,

f(Q5(s)) < 0: portanto D? = 0 e nao ha escoamento,
f(QS(s)) = 0: portanto DP # 0 e ha escoamento.
OBS: Para f(Q%(s)) > 0 ndo é admissivel.

A expressao (2.69)a, do capitulo 2, define uma das relagoes constitutivas utilizadas

nesta tese:
DP = AV f(Q(5)) (82)

Para A > 0, pode-se analisar duas condicoes:
A=0— f(Q(s) <0
A>0— f(Q(s) =0
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Para Af(Q¢(s)), tem-se:
A=0e f(Q5(s) < 0= AF(QS(s) = 0

A>0e f(Q(s) =0 — Af(Qi(s) =0

Portanto, Af(Q%(s)) = 0

Pode-se escrever as trés expressoes juntas:

FQis) 0. 320 ¢ Af(Q(s) =0
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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