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Resumo

Com a intencao de descrever a nova fase de expansao acelerada e a curva de rotagao das
galaxias espirais, novas componentes do contetido material do universo sao propostas. A
expansao acelerada ¢ explicada com a introducao da energia escura, com uma pressao neg-
ativa, que permanece como uma componente suave do universo nao podendo ser detectada
por nenhuma emissao de radiacao eletromagnética, justificando assim o seu nome. Sua
existéncia é frequentemente atribuida & uma constante cosmologica proveniente da energia
do vacuo. Ainda, para resolver o problema da dindmica de galéxias espirais é suposta a
existéncia de um halo de matéria desconhecida em torno delas, sendo que essa matéria nao
emite radiacao eletromagnética e aparece numa estrutura aglomerada. Tal constituinte
é chamado de matéria escura. Usualmente, modelos com campo escalar cuja densidade
de energia pode variar no tempo e no espaco sao chamados de modelos de quintesséncia.
Modelos como os de gas de Chaplygin, em que apenas um fluido desempenha os papéis
atribuidos as duas componentes exéticas supracitadas sao ditos de quartesséncia. En-
tretanto, ¢ possivel fazer uma identificagao desta tltima classe de modelos com cenéarios
em que é levada em conta a existéncia de dois fluidos em interacao. Estes modelos de
interacdo no setor escuro conduzem a propriedades interessantes, como a aparicao de
matéria escura pelo decaimento do vacuo. Neste trabalho consideramos esses modelos
interagentes de duas maneiras: inserindo um termo de geracao de massa nas equacoes de
movimento e dividindo a componente de matéria em dois tipos diferentes de fluidos. Inves-
tigamos, usando uma abordagem newtoniana, o comportamento da solugao de fundo. Em
seguida, analisamos as conseqiiéncias da perturbacao de densidade, tentando identificar a
contribuicao especifica da componente de flutuacao da energia escura, que é geralmente
negligenciada na literatura. Finalmente verificamos que as flutuacoes na componente da
energia escura nao causam efeitos significativos para a formacao de estruturas.



Abstract

In order to describe the new phase of the accelerated expansion and the spiral galaxies
rotation curve, new components of material content are proposed. The accelerated ex-
pansion is explained by the introduction of dark energy, with negative pressure, which
remains as a smooth component of the universe, not being detected by any electromag-
netic radiation emition, so justifying its name. Its existence is frequently related to a
cosmological constant coming from the vacuum energy. Also, to solve the spiral galaxies
dynamics the existence of a halo of unknown matter around them is supposed. Such
matter does not emit electromagnetic radiation and it appears as a cluster structure.
This content is called dark matter. Usually, scalar field models whose energy density can
varry in time and space are called quintessence models. Models like the Chaplygin gas’
ones, in which only one fluid takes the roles of the two exotic components cited above
are called quartessence models. However, it’s possible to identify this last class of models
with scenaries where its taken into account the existence of two interacting fluids. When
in the dark sector, these models lead to interesting properties, such as the appearance
of dark matter from the vacuum decay process. In this work we consider this kind of
models, i.e. interacting models, in two ways: by inserting a mass generation term in
the equations of motion and by splitting the matter component in two different types of
fluids. We investigate, from Newtonian point of view, the behavior of the background
solution. We also analise the consequences of the density perturbation, trying to identify
specific contributions of the component of fluctuation of dark energy, which is generally
not treated in the literature. Finally we find that in most situations the fluctuation of
the dark energy does not affect significantly the structure formation process.
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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia vive um periodo de grande desenvolvimento em razao da abundante quanti-
dade de dados observacionais. Com efeito, o advento de novos satélites, como o COBE e
o WMAP, trouxe a comunidade um novo vigor. Pode-se dizer que a maior parte dos mod-
elos atuais perdeu o carater meramente especulativo ja que agora é possivel confrontar
teoria e observacao. Dentro desta perspectiva, os modelos newtonianos para a cosmologia
tém grande aceitacao, seja por sua simplicidade matematica, quando comparados com
modelos relativistas, ou por apresentarem alguns resultados bastante aceitaveis dentro
das prescricoes do modelo cosmologico padrao. Tais fatos colocam a proposta de um
tratamento estritamente newtoniano para a cosmologia como uma importante ferramenta

quando o universo é tratado em escalas nao relativistas.

Modelos que supoe um universo composto de barions, radiacao e neutrinos, nao explicam
a curva de rotacao das galaxias espirais e nem a fase de expansao acelerada observada
atualmente. Uma proposta é supor a existéncia de duas componentes exoticas (matéria e
energia escuras) [1-6]. Entretanto, ao admitir a existéncia destes novos constituintes gera-
se alguns problemas te6ricos, como por exemplo: o problema da coincidéncia c6smica, a
diferenca entre os valores observados e os preditos pela teoria, e outros observacionais,
como a deteccao dessas componentes. Resumidamente, o problema da coincidéncia cos-

mica aborda a seguinte questao: por que a constante cosmoldgica tem um valor tal que



somente agora ela comecou a dominar o conteiido material do universo? De fato, se a
densidade de energia escura tivesse comecado a dominar num passado mais distante, o
universo poderia ter iniciado seu periodo de expansao acelerada muito antes, o que teria
influéncias negativas na formacao das galéxias, ja que as perturbacoes nao crescem quando
h& uma aceleragao no universo e, portanto, as estruturas galicticas nao poderiam ter sido
formadas. Por outro lado, se a densidade de energia escura comecasse a dominar no fu-
turo nao terfamos um universo acelerado hoje. Outro problema, é a discrepancia entre o
valor obtido pelas observacoes cosmologicas e o valor associado a energia de repouso do
vacuo quantico (para alguns, o candidato natural a fazer o papel deste contetdo exdtico)
previsto pela teoria quantica de campos. Dependendo da teoria utilizada, a discrepancia
pode chegar a 120 ordens de magnitude, algo que coloca em xeque a atribuicao de tal

caracteristica quantica a constante cosmologica.

Uma maneira de resolver o problema da coincidéncia cosmica é utilizar um modelo em
que a “constante cosmologica’ torna-se dinamica', isto é, varia com o tempo e com a
posi¢ao [7]. Um caso semelhante a este é tratado nos modelos em que a matéria escura
surge com o decaimento da energia escura [8,9|. Neste trabalho, tal decaimento sera
interpretado como um termo de geracao de massa, o que faz com que a massa nao se
conserve, causando deste modo uma alteracao na equacao da continuidade e modificando,
por conseqiiéncia, a equacao de Poisson. Outra possivel solucao para o problema tratado
neste paragrafo, é utilizar uma interacao entre as componentes escuras. Vale adiantar que
serd utilizado para os modelos de interacao, um modelo neo-newtoniano. Tais modelos
consideram os efeitos gravitacionais da pressao, ao contrario do modelo newtoniano. Ao
fazer isso, seré verificado que os modelos com geracao de massa e de interacao sao similares.
Portanto, neste contexto, tratar de um modelo de interacao entre dois fluidos é analogo
a introduzir um termo de geracao de massa na equacao da continuidade e um termo
cosmologico na equacao de Poisson. Contudo, neste tipo de modelo, em que se considera
o decaimento de energia escura em matéria escura, de um modo geral, a perturbacao

no termo cosmologico e no termo de geracao de massa ¢ desprezada. Pretende-se neste

'O termo constante cosmolégica dindmica torna-se conflitante, por isso quando o comportamento de
A for variavel iremos denota-lo por termo cosmoldgico.



trabalho investigar se uma flutuacao nestes termos causam modificacoes relevantes no
contraste de densidade?. Isso sera feito através de uma comparacao dos resultados obtidos

neste trabalho com os resultados encontrados por [8].

Abordaremos um modelo de universo descrito pelas equacdes da hidrodinamica newto-
niana. Para isso, as equacoes que descrevem a dinamica do universo serao obtidas e
resolvidas visando obter o contraste de densidade da matéria na época em que o uni-
verso é dominado por um fluido césmico especifico. Posteriormente, dois modelos serao
abordados: no primeiro tem-se um universo onde a matéria escura é gerada a partir do
decréscimo homogéneo do termo cosmologico. Em seguida, serd abordado um universo
composto de matéria e energia escuras, que nos permitira concluir, matematicamente, que
a perturbacao no termo cosmoldgico deve ser desprezada. Por fim, este caso sera general-
izado para um modelo com dois fluidos, sendo um poeira e outro arbitrario. A compara¢ao
dos resultados obtidos no modelo de geragao de massa (quando o termo cosmoldgico, sem
perturbagao, decai em matéria escura) com os resultados obtidos no modelo de interagao,
entre poeira e um fluido arbitrario (cuja equacao de estado deve ser do tipo constante
cosmologica) permitira concluir que o termo de perturbacao no termo cosmoldgico pode

ser desprezado.

A divisao do trabalho é a seguinte: o segundo capitulo é uma discussao a respeito do princi-
pio cosmologico e do modelo padrao para a cosmologia. Apesar de aqui nao considerarmos
modelos relativistas, falaremos desses devido a sua importancia para a cosmologia como
um todo. Serd mostrado a relacao entre a componente temporal do modelo relativista
e o analogo newtoniano, que apresentam resultados adequados quando comparados com
as observagoes atuais. Ainda neste capitulo serao tratados os fatos observacionais que
consolidam o modelo relativista como modelo padrao para a cosmologia, pode-se citar
de passagem a predicao do comportamento dinamico do universo, da homogeneidade da
radiagao cosmica de fundo e da abundancia de elementos leves. O terceiro capitulo trata
das componentes escuras do universo com o objetivo de expor a necessidade de supor a

existéncia da matéria e energia escuras. Este capitulo explora também a possibilidade de

2Contraste de densidade é a razdo entre uma pequena flutuacio na densidade de energia e a densidade
total média. Serd abordado com maiores detalhes no decorrer deste trabalho.



interacao entre estas duas componentes. No quarto capitulo, deduziremos inicialmente
as equacoes que serao utilizadas ao longo do trabalho e, em seguida, as solugoes para
um fluido serao obtidas. Estes resultados serao utilizados para efeito de comparacao com
os dois modelos abordados no trabalho. Interessantes aspectos podem ser observados
com o estudo deste cenario simples, como a obtencao de uma equacao similar a com-
ponente 0 — 0 da equacao de Einstein a partir de um modelo puramente newtoniano, e
uma semelhanca nos resultados obtidos para a base, quando a energia de vacuo é propor-
cional ao quadrado do parametro de Hubble. No capitulo 5, utilizaremos as equacoes da
hidrodinamica com um termo adicional de geracao de massa na equacao da continuidade.
Este novo fluido modificard, também, as equacoes do potencial. Contudo, na literatura
esses termos comumente nao sao perturbados. Queremos investigar se estas perturbacoes
podem ser desprezadas. O sexto capitulo se divide em duas secoes: na primeira sera
tratado uma interacao entre dois fluidos bem especificos, matéria escura e um fluido do
tipo constante cosmologica. Na secao seguinte fazemos a generalizagao do modelo, onde
consideramos interacao entre matéria e um fluido arbitrario. Com isso é possivel obter o
comportamento do contraste de densidade para algumas épocas apenas variando alguns
parametros. Os resultados finais deste trabalho serao apresentados no capitulo sete, neste
capitulo mostraremos gréaficos comparativos entre o modelo newtoniano com geracao de
massa e o modelo neo-newtoniano de interacao. Por fim, no capitulo oito poderemos

encontrar as referéncias bibliograficas.



Capitulo 2

O Modelo Padrao para a Cosmologia

O Modelo Cosmologico Padrao (MCP) ou modelo do big bang quente [10] incorpora trés
extraordinarios resultados: a lei de Hubble para a expansao do universo, a existéncia da
radiacao cosmica de fundo e uma explicacao coerente no que se refere a producao dos
elementos quimicos leves. No entanto o modelo nao é plenamente satisfatorio em virturde
da existéncia de alguns problemas, como por exemplo: o problema do horizonte, que esta
ligado a razao pela qual a radiacao césmica vinda de regioes desconectadas causalmente no
periodo do desacoplamento apresenta a mesma temperatura hoje, o problema da planeza,
que trata da questao sobre a densidade no inicio do universo ser aproximadamente igual &
densidade critica, a questao da origem das perturbacoes no universo primordial, as quais
sao um elemento essencial para a futura formacao das estruturas em larga-escala, dentre
outros. Contudo, com o surgimento da teoria da inflacao formulada por Guth [11], a qual
propoe um universo com crescimento exponencial proximo de seu inicio, tenta resolver
estes problemas'. Além dos trés fatos observacionais, citados no inicio do paragrafo, este
capitulo aborda as equagoes que regem a dinamica do universo e varios dos aspectos do

MCP.

Vale distacar que, apesar do modelo inflacionario resolver alguns destes problemas, outros tantos sao
criados por esta teoria.




2.1 O Principio Cosmolégico

A nao observacao de pontos ou dire¢oes privilegiadas é um forte indicio de que o universo
¢ homogéneo e isotropico em grandes escalas (este resultado provem da observagio da

2 sendo

radiagao cosmica de fundo, que sera abordado adiante), por volta de 100 Mpc
o universo visivel da ordem de 10* Mpc [12]. Esta caracteristica resulta no fato de que
os observaveis fisicos devem depender apenas do tempo. Tamanho conjunto de simetrias
permite considerar o universo como um sistema material continuo, no qual os pontos
ou particulas sao as estruturas observadas tais como galaxias e aglomerados de galaxias.
Pode-se dizer que este substrato cosmoldgico tem o comportamento de um fluido perfeito
onde a unica interacao relevante globalmente é de natureza gravitacional. OO comporta-

mento mateméatico do fluido que deve compor o universo é dado por um tensor newtoniano

simétrico de segunda ordem chamado de tensor fluido perfeito, cuja forma é:
tij = PUV; +p5” . (21)

onde p, v;, p e 0;; sao, respectivamente, a densidade de matéria, a velocidade no ponto
onde esta densidade é considerada, a pressao escalar (isotropica) e o tensor delta de
Kronecker?. Essas caracteristicas permitem definir o principio cosmologico da seguinte
maneira: “Em um determinado instante o universo ¢ visto da mesma forma qualquer
que seja o referencial, desde que esse tenha uma velocidade igual a velocidade média das
massas de sua vizinhanca”. Pode-se acrescentar que a evolugao do universo nao altera
a sua configuracao, ou seja, ele permanece igual a si mesmo a menos de um fator de
escala [13] . Juntamente com este principio e as observagoes feitas por Hubble, conclui-se
que o desvio para o vermelho deve ser o mesmo para quaisquer dois referenciais vizinhos
a mesma distancia. Isto ocorre em razao da nao-arbitrariedade de suas velocidades ja que
estas devem obedecer & equacao de Hubble (tratada no capitulo seguinte). E importante

ressaltar que o tempo é tido como um parametro universal, ou seja, ele corre igualmente

20 megaparsec (Mpc) ¢ uma unidade de medida de distancia muito utilizada em astrofisica e cos-
mologia, sendo que, em unidades usuais 1Mpc = 10%pc e 1pc = 3,086 - 10'8cm.
30 tensor delta de Kronecker pode assumir os seguintes valores: 6;; =1V i=je §;; =0V i # j.



para todo observador desde que seu comportamento seja como nos referenciais citados

anteriormente.

2.2 A Lei de Hubble

A lei de Hubble surge quando, em 1929, Edwin Powell Hubble [15| observou que as neb-
ulosas na verdade eram objetos extra-galaticos e que se afastavam com uma velocidade
proporcional a sua distancia em relacao a Terra. Com os dados obtidos por Hubble
pode-se verificar que o deslocamento para o vermelho das linhas espectrais emitidas pelas
galaxias distantes aumenta quanto maior forem as distancias das galaxias (fonte) ao obser-
vador. Com isso define-se uma relagao para a velocidade, conhecida como lei de Hubble.

Efetivamente, a lei de Hubble se escreve como:

u(t) = H(t)r(t) , (2.2)

sendo: H = %, onde H é o parametro de Hubble e a(t) é o fator de escala do universo. O
valor deste parametro sofreu muitas mudangas ao longo dos anos. Originalmente Hubble
encontrou H = 550 km s~ 'Mpc~! enquanto que atualmente este valor esta entre 50 e 100

km s~ Mpc=! [5,10].

Juntamente com esta lei que revolucionou a cosmologia da época, surgiu também uma
pergunta: qual a fenomenologia por tras deste desvio para o vermelho? A resposta para
esta pergunta possui duas vertentes: a primeira é a de que o desvio para o vermelho tem
uma natureza cinematica, como a proposta por Hubble, expressa pela equagao (2.2) e
representada pela figura (2.1). Ja a segunda é a de que o desvio para o vermelho surge
em virtude dos efeitos gravitacionais. No entanto, se fosse levada em conta apenas a
segunda das possibilidades, ou seja, se o desvio para o vermelho fosse derivado simples-
mente de efeitos gravitacionais, obteriamos valores bem menores do que os observados
por Hubble. Pode-se, ainda, admitir que exista uma superposicao entre essas duas ver-

tentes. Mesmo assim, o segundo termo poderia ser desprezado, pois o termo associado ao
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Figura 2.1: A lei de Hubble ¢ vélida por todo o Universo conhecido. Este diagrama inclui os dez maiores
aglomerados de galaxias. O quadrado no canto inferior esquerdo representa as galaxias observadas por
Hubble ao descobrir a lei.

afastamento entre as galdxias é muito maior que o termo ligado aos efeitos gravitacionais.
Conclui-se, entao, que o desvio para o vermelho é proveniente, na sua maior parte, de
um efeito Doppler provocado pelo movimento relativo entre a fonte e o observador. E
conveniente ressaltar que a lei de Hubble é valida apenas para galéxias distantes. Isto se
deve ao fato de que as galaxias proximas ao observador possuem movimentos peculiares,
nao devidos a expansao, mas sim a interacao com outras galdxias ou aglomerados de
galaxias. Para galaxias distantes, o erro gerado por nao considerar o movimento peculiar
¢ muito pequeno. Por outro lado, galdxias cujas distancias sao maiores que aproximada-
mente 1000Mpc tém velocidade relativa proxima a velocidade da luz. Portanto, para
descrever tais sistemas é necessario empregar uma teoria relativista (como pretendemos
obter resultados para um modelo newtoniano, apenas distancias menores que 1000M pc

sao consideradas).

Uma forma de inferir importantes informacoes a respeito do comportamento do universo
é através da andlise do parametro de desaceleragao hoje qo [10]. Esta grandeza fornece

uma medida cinematica do quanto varia a velocidade de expansao. Definimos o parametro



desaceleracao hoje como:

do = 2 (23)

onde o indice zero denota a grandeza com o valor observado hoje. Dependendo do modelo
estudado, o parametro de desaceleracao pode ser expresso em termos do parametro de

densidade ). Para um instante qualquer define-se a grandeza €2; como:

Pe

Y

onde p; é a densidade de energia da i-ésima componente do contetido material do universo.
As observacoes atuais indicam que )y, a fracdo da densidade total hoje pela densidade

critica, vale aproximadamente 1,02 [5].

O termo p. ¢ chamado de densidade critica e pode ser obtido a partir da segunda lei de

Newton [12]:

_GMm
a(t)?

= ma(t) . (2.4)

Aqui, m representa uma massa que se encontra na superficie de uma esfera homogénea
de raio a(t) e de massa M. Multiplicando os dois lados da equacdo (2.4) por a(t) e

integrando, teremos:

~E. (2.5)

Como a(t) apresenta unidade de distancia, pode-se dizer que o primeiro termo da equagao
acima refere-se a energia cinética. O segundo termo esta ligado a energia potencial e
portanto F terd dimensdo de energia. Contudo, é conveniente expressar a equagio (2.5)
em funcao da densidade de matéria ou, de uma forma mais geral, em termos da densidade
de energia. Para isso, deve-se escrever: M = @ x par(t). Entao:

a(t)>  4AnG
2 3

a(t)? x pu(t) = E . (2.6)
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Quando E = 0, a densidade py; é denotada por p. (densidade critica). Este é o limite em
que a energia muda de sinal, ou seja, ponto em que o universo passa de uma expansao
eterna (E > 0) para uma expansao temporalmente finita (F < 0). Com esta consideragao,

obtem-se a equacao para a densidade critica:

3H?
Pe = > ) (2'7)
81
com Hy = % , sendo tg o tempo hoje. Pode-se ainda reescrever esta equacao em
t=to
termos da massa de Planck (M,,), que surge ao fazer G = 1.
P
A partir de uma anéalise mais geral da equacdo (2.3), pode-se dizer que se ¢(t) = 0

0 universo apresenta uma expansao uniforme. Para o valor de ¢(¢) > 0 teriamos um
universo em desaceleragao. Isso ocorre quando hé o dominio da matéria. Ja para ¢(t) <0
temos um universo que evolui de maneira acelerada. Para que isso ocorra, uma alternativa

¢ considerar a existéncia de um tipo exotico de matéria [5].

Em resumo, as descobertas de Hubble nos permitem dizer que o universo esta em expansao
e que, portanto, existe uma dinamica ligada a ele. O universo nao é estatico e restrito aos

limites da Via Lactea.

2.3 Nucleossintese Primordial

Se retrocedermos no tempo chegaremos a uma singularidade no inicio chamada big bang,
quando as temperaturas e a densidade teriam sido infinitamente altas. Tais caracteristicas
fazem com que as taxas de reacoes entre componentes fudamentais sejam maiores nessa
fase (de altas densidades) do que as observadas hoje. Por exemplo, quando a temperatura
do universo era da ordem de 10 K, a taxa do processo p+ e~ +— n+ v, era muito maior
que a taxa de expansao do universo, ou seja, antes que o universo dobrasse de tamanho
um neutrino era espalhado varias vezes pelo elétron [4]. Quando a densidade diminuiu, a

taxa de espalhamento também se reduziu. O modelo do big bang quente introduzido por
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George Gamow e Ralph Alpher [16], além da nucleossintese primordial, previu tambhém
a existéncia da radiacao cosmica de fundo. A teoria propunha originalmente que todos
os nicleos atomicos sao produzidos pela sucessiva captura de néutrons uma unidade de
massa de cada vez. No entanto, a nao obtencao de nenhum elemento com um is6topo
estavel de massa atomica cinco ou oito, colocou em questao a universalidade da teoria de
captura sucessiva pois essas brechas de massa impediriam a producao de elementos além
do hélio. Essa descoberta significa que a teoria de captura sucessiva nao pode explicar a

existéncia de elementos pesados.

Foi descoberto que a maior parte dos elementos pesados existentes no universo resulta
da nucleossintese estelar, uma teoria em grande parte desenvolvida por Bethe e Fred
Hoyle [17]. No entanto, a teoria Alpher-Bethe-Gamow explica corretamente a abundancia
relativa de is6topos do hidrogénio e hélio que somados representam mais de 99% da massa
de barions do universo. Atualmente, ¢ amplamente aceito que a nucleossintese aconteceu
em dois estagios: formacao do hidrogénio e hélio de acordo com a teoria Alpher-Bethe-

Gamov, e nucleossintese estelar de elementos mais pesados, segundo a teoria de Bethe.

2.4 A Radiacao Coésmica de Fundo

A radiagao cosmica de fundo (RCF) é uma radiagao eletromagnética que tem sua origem
no universo primordial e, portanto, ¢ uma poderosa fonte de observacoes que nos permite
obter informacoes acerca desta fase remota do universo. Foi prevista por George Gamov,
Ralph Alpher e Robert Herman em 1948 [5], baseados na consisténcia da nucleossintese
primordial com a abundancia observada do hélio, e detectada dezessete anos mais tarde
pelos fisicos do Laboratorio Bell de Telefonia (Bell Telephone Laboratories) Arno Penzias
e Robert Woodrow Wilson. Hoje se sabe que o espectro da RCF é equivalente a um
espectro de corpo negro na faixa de micro-ondas a uma temperatura de 7' = 2, 725+0, 002

Kelvin |5], como pode ser visto na figura (2.2).

Uma das conclusoes obtidas por Hubble é a de que o universo primitivo era muito mais
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Espectros de um corpo negro
a uma temperatura de 2,720 K

Intensidade relativa

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Frequéncia

Figura 2.2: Espectro da RCFM medido pelo satélite COBE. O pico encontra-se proximo da freqiiéncia
de 6 cps e possui a forma de um corpo negro a 2,7 graus K.

quente e denso que hoje. Juntamente com a expansao hi uma reducao da temperatura,
o que faz com que a RCF tenha hoje cerca de 2,7 K. A expansao do universo é também
responsavel pela reducao do comprimento de onda dos f6tons, os quais se encontram atual-
mente na regiao de micro-ondas, e é o motivo pelo qual a densidade da radiacao c6smica
de fundo esta em torno de 400 f6tons por centimetro ciibico. Para detecta-los utilizam-se
antenas especificamente otimizadas para detectar f6tons na zona das micro-ondas, através
de experiéncias em balGes, ou usando satélites como o COBE-DMR (langado em 1992) e o
WMAP, em 6rbita desde 2003, que mediu com precisao as anisotropias da RCF através de
todo o céu até escalas angulares de 0,2 graus. Como resultado destas medidas, obteve-se
a figura (2.3). A andlise dos dados coletados por eles, diz que a RCF é extremamente
uniforme: s6 se percebe diferencas de temperatura na quinta casa decimal, ou seja, a tem-
peratura numa dada direcao é praticamente igual a de qualquer outra. Estas flutuacoes

podem dar uma espécie de fotografia do universo quando ele tinha apenas 3,8 x 10 anos.

Mapas ainda melhores serao obtidos pelo satélite Planck Surveyor, da agéncia espacial
européia. O inicio de sua operacao estava programado para o primeiro quadrimestre de
2007 mas devido a atrasos encontra-se ainda sem previsao de lancamento. Seu objetivo
principal é o de coletar dados da radiacao cosmica de fundo, com uma precisao nunca

antes vista.
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Figura 2.3: Espectro da RCF obtida pelo WMAP, em 6rbita desde 2003. Ela tem uma freqgiiéncia de
pico de 160,4 GHz, o que corresponde a um comprimento de onda de 1,9 mm. Ela é isotrépica até uma
parte em 100000: as variagoes de seu valor eficaz sao de somente 18K

As informacoes obtidas a partir do espectro da radiacao césmica de fundo podem ser

utilizadas para estimar os parametros do modelo padrao ACDM*.

2.5 A Meétrica de FLRW e a Equacao de Einstein

O Modelo Cosmoldgico Padrao |5,13,14], explica a evolu¢ao do Universo desde a primeira
fracao de segundo até hoje, cerca de 13,6 bilhdes de anos. O modelo é baseado na teoria
da relatividade geral (TRG), que é uma teoria para a gravitacao, proposta por Albert
Einstein [18], formulada com base numa geometria riemanniana quadri-dimensional. As
solugoes do universo em expansio de Alexander A. Friedmann [19] em conjunto com a
previsao de trés fatos observacionais a lei de Hubble, a abundancia de elementos leves

e a radiacao cosmica de fundo — formam a base do modelo cosmologico padrao.

40 modelo ACDM é um modelo que leva em consideracdo a existéncia da energia escura, do tipo
constante cosmolbgica, para explicar a fase de expansao acelerada, e a matéria escura fria, que explica a
curva de rotacao das galaxias.
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2.5.1 Meétrica de Friedmann, Lemaitre, Robertson e Walker

A métrica homogénea e isotropica proposta por Friedmann, Lemaitre, Robertson e Walker
(FLRW)? em termos de uma distancia geodésica quadri-dimensional invariante ds? =
Gudatdz”, com p=0,1,2,3 & escrita como:

dr?

2 2 2
dS —dt —a(t) 1——I(7'2

+ 72d6? + r*sin? 0dp? | . (2.8)

Esta métrica descreve um universo homogéneo e isotropico. O parametro K representa
a curvatura da secao espacial, e seus valores possiveis sao 0,1 e —1, que representam um

universo plano, fechado e aberto, respectivamente.

A partir da equagao de FLRW (2.8), pode-se obter o desvio para o vermelho e a geometria
do universo. Para isso devemos tratar a propagacao de uma onda radial eletromagnética

em um universo homogéneo e isotropico.

Para caracterizar a geometria do universo, vamos supor que um feixe de luz emitido
de uma galaxia, localizada na posicao r; no instante ¢y, tenha sido detectado por um
observador, na posicao rg, no instante ty. Consideremos que o observador se encontra na
origem do sistema de coordenadas ry = 0 e vamos adotar a dire¢ao de propagacao do feixe
no sentido de —r. Uma vez que, o raio luminoso se propagua em uma geodésica nula,
ou seja, ds? = 0 e fazendo 0 e ¢ fixos a equaciao pode ser reescrita na sua forma integral

como:
[ s [ e (2.9
R — = T . .
noa(t) 0o V1-—Kr? '
Pegando a parte da integracao em 7, teremos:
" dr
) — . 2.10

Obteremos diferentes solucoes dependendo do valor assumido por K. Para K = +1,

% Adotaremos ao longo deste trabalho uma métrica de assinatura (+, , , ).
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0 universo apresenta uma geometria esférica, se comportando de acordo com f(r;) =
sen"'r;; K = 0, descreve um universo plano, com f(r{) = r; quando K = —1, resulta

num universo hiperbolico que se comporta como f(r1) = senh™1ry.

Os deslocamentos na freqiiéncia da luz emitida por fontes distantes sao conseqiiéncia da
expansao do universo [1,2] ou seja, do aumento do fator de escala. Para calcular tal desvio
vamos considerar uma onda eletromagnética que se propaga na direcao radial com 6 e ¢

fixos. A equacao de movimento da onda descrita pela métrica de FLRW é dada por:

dr?

0=dt? —a*(t)——— .
a()l—Kr2

Para definirmos o desvio para o vermelho z, basta observar que as coordenadas (r1, 6y, ¢1)
sao independentes do tempo. Com isso podemos dizer que duas ondas emitidas, uma
no tempo t; e outra no tempo t; + dt;, que sao detectadas nos tempos tg e tg + 0ty

respectivamente, tém o mesmo f(r1), ou seja:

to+dto 1
| dt=f).
t

1+t a(t>

Subtraindo a integral acima de (2.9), teremos

5t0 5t1

com a(ty) sendo o fator de escala hoje e a(t;) o fator de escala quando a onda foi emitida.

Escrevendo em termos da freqiiéncia v, temos:

o . (2.11)

Podemos agora expressar (2.11) em termos do parametro de desvio para o vermelho, que

é definido como a fracao do aumento deste comprimento de onda:

=N
Sy

2 (2.12)
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Como 22 ¢ igual a 2, podemos reescrever a equacio (2.12) com o auxilio da equacio
A1 vy’

(2.11). Deste modo, obtem-se uma relacado que determina o desvio para o vermelho em

termos do fator de escala do universo, isto é:

—1. (2.13)

Note que se o universo esta se expandindo, a(ty) > a(t1), o que resulta em um desvio
das linhas espectrais para o vermelho, enquanto que, para um universo em contracao,

teriamos um desvio para o azul, pois a(ty) < a(ty).

2.5.2 As equacoes de Einstein

As equacoes de Einstein, que relacionam a geometria do espago-tempo a matéria sao

1

Gy = Ry = 590 R = 87GT, (2.14)

2

com o tensor momento-energia caracterizado por um fluido perfeito, que se expressa como
v v v
™ = (p+p)u"u” — pg"”", (2.15)

sendo p(t) e p(t), respectivamente, a pressao e a densidade do fluido dados em termos da

expansao e u* é a quadri-velocidade comovel que satisfaz v/u, = 1. Além disso,
Ry =T =T, + T2, 07, — 17,00, (2.16)
é o tensor de Ricci, onde
[ = %gw(gay,,\ + Gorw = Gure) (2.17)

é o simbolo de Cristoffel. Ainda,

R=g"™ Ry, (2.18)
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representa o escalar de Ricci.

A presenca de velocidades em quaisquer direcoes espaciais resulta numa quebra de isotropia,
logo apenas a componente temporal da quadri-velocidade pode ser diferente de zero. Por
isso: u* = (1,0,0,0). Neste caso, a representacdo matricial do tensor momento-energia

fica sendo:

Note que a homogeneidade e a isotropia estao manifestas tanto na métrica (g,,) quanto
no tensor momento energia (7),,). Em ambos os casos os tensores sao fun¢oes apenas do
tempo, o que caracteriza a homogeneidade. Além disso, as componentes espaciais (z, y, 2)

dos tensores sao idénticas, ou seja, sem direcao privilegiada.

Um resultado da covariancia da teoria pode ser obtido calculando o T"",, = 0 com p = 0,

que resulta em:

p'+3g(p+p)20. (2.19)

Em geral os fluidos relevantes em cosmologia sao barotropicos, isto é, fluidos em que
a pressao ¢ linearmente proporcional a densidade, p = wp, e a velocidade do som é
constante neste fluido. Sao eles: radiagao, poeira e energia de vicuo. Cada um deles
tem uma equacao de estado bem determinada. Para a radiacao, a equacao de estado é
pr = 5, que estd associada a graus de liberdade relativisticos. Sua densidade de energia

decai com a quarta poténcia do fator de escala, ou seja, pr o< a™%.

Ja para o fluido de
poeira temos py; = 0. Este fluido esta associado a graus de liberdade nao relativisticos e
a sua densidade de matéria cai com o cubo do fator de escala, ou seja, py; o< a~3. Quanto

a energia escura, temos: py = —py, que esta associado a flutuacao do vacuo quantico.
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Neste caso a densidade da energia de vacuo fica constante e independe da expansao do

universo [5].

Utilizando a métrica FLRW (2.8) e substituindo as equagoes do tensor momento-energia
(2.15) nas equacoes de Einstein (2.14) iremos encontrar:

LN\ 2
a snG A K
2) =+ -2 2.2
(a) AR (2.20)

para 4 = 0 e v = 0. Enquanto que, para 4 = 7 e v = j, onde ¢ e j representam as

coordenadas espaciais, teremos:

a 4dn G A
a_ A 921
O T v+ (2.21)

As relagoes (2.20 e 2.21) sao as equagoes de movimento que determinam a dinamica do
universo. Quando analisamos um caso particular sem constante cosmologica (A = 0) e
para um universo plano (K = 0), a equagao (2.20) é semelhante a equagao (2.6) obtida a

partir do modelo newtoniano.
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Capitulo 3

Matéria e energia escuras

Medir a quantidade de matéria existente no universo e conhecer sua natureza ¢ um dos
maiores problemas da cosmologia atual [4]. A forma mais direta de medir essa quantidade
de matéria seria através da radiacao emitida por ela. Entretanto, normalmente esta
radiacao é absorvida pela matéria existente entre a fonte e seus detectores. Deve-se
entao utilizar formas indiretas para uma melhor precisao como, por exemplo, a analise do
efeito gravitacional que a matéria exerce nas suas vizinhancas, a anélise da anisotropia
da radiacao cosmica de fundo, lentes gravitacionais, estudo da distancia-luminosidade de
objetos distantes como as supernovas tipo la, etc. Tais testes, freqiientemente, fornecem
informacgoes nao apenas sobre a quantidade de matéria, como também sobre sua natureza.
Contudo, aproximadamente 95% da matéria do universo nao emite radiagao e talvez uma
grande parcela dessa sequer seja constituida de particulas conhecidas. Acredita-se que a
quase totalidade destes constituintes seja representada por um fluido ex6tico com pressao
negativa denominado energia escura e um segundo componente exo6tico de pressao nula

chamado de matéria escura.
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3.1 Matéria escura

A primeira evidéncia para a existéncia de matéria escura vem da curva de rotacao das
galaxias espirais [1,4]. O estudo das orbitas das estruturas constituintes destas galaxias,
como estrelas e nuvens de gases por exemplo, permite tirar conclusoes sobre a quantidade
de matéria existente nelas. Para simplificar os célculos, vamos supor que a galéxia espiral
¢ uma esfera com densidade constante e que as 6rbitas sao circulares. Considerando uma

orbita de raio r, menor que o raio da galéxia, temos:

Gm(r) = vr . (3.1)

A equacao acima escrita provém da segunda lei de Newton, com v sendo a velocidade

orbital a uma distancia r do centro galactico e m(r) = MR—f ¢ a massa total no interior de
r. Sendo ainda M e R a massa total e o raio da galaxia respectivamente, a equagao (3.1)

fica sendo:

v oM (3.2)

Uma solugao direta da equagao (3.2) da a velocidade de rotagao como fun¢ao de r. Para
r < R teremos v o< r. Isso significa que a velocidade de rotagao aumenta com a distancia
ao centro da galaxia. Entretanto, para orbitas além do raio da galaxia (r > R) temos

2 _ _
U—Gr, (3.3)

1/2

0 que resulta num v o r~'/%, ou seja, a velocidade na borda deve cair com o inverso da

raiz quadrada da distancia.

Para obter a velocidade de rotacao utiliza-se o efeito Doppler. Resulta das observacoes
uma velocidade que realmente cresce com a distancia no interior da galaxia, conforme
mostra a equacao (3.2), mas que permanece constante nas bordas, contrariando desta

forma a equacao (3.3), como mostra a figura (3.1).
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Figura 3.1: Curva de velocidade radial de uma galaxia espiral. Note que a curva com os pontos é a
combinacao das curvas de disco, gas e halo e esperava-se que ela decrescesse para raios maiores que 20
ou 30 kpc.

Uma forma de explicar este efeito é propor a existéncia de um halo, em torno da galéaxia, de
matéria escura, como exibe a figura (3.2), a qual recebe este nome por nao emitir nenhum
tipo de radiacao eletromagnética, em torno da galdxia. Este procedimento permite um
ajuste da densidade de matéria escura deixando os modelos propostos em acordo com os
dados observacionais. A matéria escura difundida no halo apresentara contribuicao de 3 a
10 vezes maior que as da matéria visivel, o que acarreta uma densidade de matéria escura
muito maior que a densidade de matéria visivel (Qgq, > 0,1 = 10Q,7). Esta compo-
nente escura correspondende a 25% de toda matéria do universo [1,20] e sua presenca

pode ser inferida a partir de efeitos gravitacionais sobre a matéria visivel.

A composicao da matéria escura é ainda desconhecida. Porém, especula-se que ela pode
ser composta de novas particulas elementares como as particulas com massa fracamente

interagentes (Weakly Interacting Massive Particle - WIMP), axions ou neutrinos.
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Figura 3.2: Figura ilustrativa da distribui¢do de matéria escura. Note que, a galaxia é envolvida por
um halo de matéria escura. E a quantidade de matéria normal é bem inferior & quantidade de matéria
escura.

3.2 Energia Escura

Héa fortes indicios observacionais de que o universo esteja vivendo uma nova fase de ex-
pansao acelerada [7,26]. Isso é sugerido pelas observagoes das supernovas do tipo Ia
(SNIa), realizadas pela High-z Supernova Search Team (HZT), pelo Supernova Cos-
mology Project (SCP) [27,28] e pela anisotropia da RCF [29-33]. Sabe-se no entanto que
a matéria ordinaria apresenta uma pressao positiva, acarretando forcas atrativas. Para
explicar a aceleracao da expansao do universo, propoe-se a existéncia de uma componente
escura misteriosa, denominada energia escura, dotada de algumas curiosas caracteristi-
cas, como por exemplo pressao negativa (o que seria semelhante, qualitativamente, a uma

forga que age em larga escala em oposi¢ao a gravidade) e o fato de permear todo o espago.

Existem bons candidatos para a energia escura, como por exemplo a constante cosmologica
A, também conhecida como energia de vacuo (que pode ser interpretada tanto como

uma modificagdo de natureza geométrica nas equacgoes de campo da relatividade geral,
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quanto como um efeito da energia do vacuo, a qual preenche o universo de maneira
homogénea), cuja equagio de estado é p = —p. Embora seja uma proposta interessante,
o modelo ACDM apresenta alguns problemas teoricos, como a discrepancia entre o valor
observado e o valor estimado pela teoria quantica de campos para a energia de vacuo. Esses
valores podem apresentar até 120 ordens de grandeza de diferenca, dependendo do modelo
utilizado [20]. Outro problema do modelo ACDM ¢ o problema da coincidéncia cosmica
que esta ligado a seguinte questao: por que a constante cosmologica tem um valor tal que
somente agora ela comecou a dominar o conteiido material do universo? Uma proposta
para resolver este problema consiste em considerar que a energia de vacuo é dinamica
e espacialmente homogénea, normalmente representada por um campo de quintesséncial
[34]. Nestes modelos a coincidéncia cosmica se torna um ajuste de parametros microfisicos,
de teorias quanticas fundamentais. Outra classe de cenérios muito utilizada é a dos
modelos de quartesséncia, os quais visam unificar os conceitos de energia escura e matéria
escura postulando a existéncia de uma forma de energia que seria responsavel pelos efeitos

das duas componentes escuras.

3.3 Modelos de interacao

Podemos considerar uma interacao entre as duas componentes escuras do universo, a
matéria e energia, de duas formas: ou unificando essas componentes [20,21], ou propondo
uma interpolacao entre a fase dominada pela matéria escura e a fase dominada pela energia

escura [22].

Os modelos de quartesséncia sao muito utilizados com o proposito de resolver o problema
da expansao acelerada e o problema das curvas de rotacao de galaxias espirais. Como um
exemplo podemos citar o gas de Chaplygin generalizado (GCG) [24,25]. O GCG tem sido

de especial interesse por fazer uma conexao entre a constante cosmologica e a matéria

! Usualmente modelado como um campo escalar, cuja densidade de energia pode variar no tempo e no
espaco.
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escura. Este fluido exotico respeita a equacao de estado

A

T a0
pch

Pch = (34)

com A e « sendo constantes (o caso em que o = 1 corresponde ao modelo de Géas de

Chaplygin). A densidade em func¢io do fator de escala é dada por

1
B I+«

A+ q3(1+a)

pCh = ) (35)

com a sendo o fator de escala do universo e B uma constante de integracao positiva.
Observe que quando o fator de escala fica muito grande, a equagao (3.5) se reduz a uma
constante, pois o segundo termo fica muito pequeno. Neste caso dizemos que o GCG
se comporta como constante cosmologica (o que acarreta uma expansao acelerada hoje).
Para um fator de escala pequeno, o segundo termo da equacao (3.5) fica muito grande, o
que acarreta um dominio da matéria. Finalmente, a dependéncia do fator de escala que
o GCG apresenta faz com que tenhamos uma interpolacao entre as fases dominadas pela

matéria e energia escuras.

Outro tipo de modelo que explica a época acelerada em que vivemos constitue-se da
interacao de um campo de quintesséncia com a matéria escura. Como exemplo, pode-se
citar o trabalho proposto por [35], sendo que esta ligagao foi feita através de um fator Q
de proporcionalidade entre a derivada do tensor momento-energia do campo e a derivada

do tensor momento-energia da matéria, ou seja:

uy uy
L o QT i

Modelos como este sao relevantes no contexto de teorias escalares-tensoriais [36], modelos
de energia escura variando a massa do neutrino [37], modelos fantomicos [38] e modelos de

gravita¢do modificada [39|. Neste trabalho iremos propor algo similar, limitando o valor
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da constante que liga os tensores em () = —1. Isto acarreta
12 v
T o —T, i
e ainda nos leva a uma relacao direta similar a (2.19), como podemos ver a seguir:

) a . a
pr+3- (pr+p1) = —p2 — 3 (p2 + p2) - (3.6)

Note que esta equacao nos diz que a densidade de energia de cada fluido nao se conserva
isoladamente. Este modelo é semelhante ao tratado na secao 6.2 deste trabalho. Es-
peramos com isso poder resolver o problema da coincidéncia cosmica, através do seguinte
argumento: enquanto temos um decréscimo de um tipo de fluido, o outro deve crescer
para que a equagao (3.6) continue valida. Caso isso ndo ocorra, teremos uma quebra da
validade da equacgao da relatividade e por conseguinte do MCP. Esperamos também que
este tipo de modelo responda a questoes como a relevancia da perturbacao no termo de
geracao de massa para a dinamica do universo uma vez que na literatura temos modelos
em que esse termo ¢é ignorado [8|. Utilizaremos as interagoes nesta se¢ao para verificar a

importancia deste termo.
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Capitulo 4

Teoria Newtoniana de Perturbacoes

Cosmologicas

Neste capitulo introduziremos as equacoes hidrodinamicas que regem o comportamento
de um fluido nao-relativista. Estudaremos a evolucao das pequenas flutuacoes que in-
troduziremos em grandezas fisicas como densidade, potencial gravitacional, pressao e
velocidade. Tomaremos por base um modelo de universo homogéneo e isotropico, o que
nos permitird extrair resultados expressivos com maior simplicidade matematica. Este
processo é conhecido como teoria newtoniana de perturbagoes cosmologicas e todos os

demais modelos utilizados nesta dissertacao sao baseados neste cenario.

4.1 Equacoes para o fluido coésmico

As equagoes de fluido sao obtidas das leis de conservacao da massa e do momento e
das equagoes de estado [4]. Nesta secao vamos escrever as equagoes fundamentais que

governam o movimento de um fluido nao-relativista [21,40].
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4.1.1 A equacgao da continuidade

A conservacao da massa é representada pela equacao de continuidade. Para demonstrar

esta equacao utiliza-se a definicao de densidade

7n:/ﬁﬂﬁ (4.1)

Considerando um volume V' delimitado por uma superficie fechada A, a variacao da massa

no interior do volume é igual a um fluxo de massa através da superficie:

—%?Z pii - dA (4.2)

onde: @ é o vetor velocidade e p é a densidade de matéria. Ao substituir a equagao (4.1)

em (4.2), tem-se:

- d
—%pz?dA:E/pdV. (4.3)

Pelo teorema da divergéncia,

—%MMM:—/§(MMK (4.4)

Substituindo em (4.3), o resulta do sera:

%de—/@(MMV. (4.5)

Com isso, tem-se a equacao da continuidade

p+ V- (pil) =0. (4.6)
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4.1.2 As equacoes de Euler e de Poisson:

Vamos agora analisar a segunda lei de Newton. Ao supor que forca resultante sobre o

elemento de drea tem como tinica contribuicao a pressao, podemos escrever

ﬁ:-fmﬁ. (4.7)

Transformando a integral de superficie numa integral de volume através de um teorema

integral, temos:

—fmjz—/ﬁmv.

Podemos interpretar que um elemento de volume do fluido é submetido a uma forca igual

a —dVﬁp. Ainda, tem-se que a for¢a por unidade de volume do fluido é —ﬁp. Escrevendo

entdo a equagao (4.7) em termos da segunda lei F= fp‘fl—fdv, com 1sso:

dii -
L _Vp. 4.8
P Vp (4.8)

No entanto como a velocidade é uma funcao do tempo e das trés coordenadas espaciais,

ou seja, u = u(t, x,y, z), a derivada total de u em relagao ao tempo, pode ser reescrita em
termos de derivadas parciais, resultando na relacao

di _oude  didy | 0ids  Oids
dt  Oxdt Oydt 0zdt Otdt’

que pode ser modificada para:
du ar = ou
—=|—=-V|u+—.
dt (dt )
Retornando a equagdo (4.8) e adotando Jyu = %ﬁ = ﬁ, teremos que a segunda lei de

Newton pode ser expressa na forma da equacao de Euler abaixo:

Y vp (4.9)

V)= -2

p

£y

i+
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No entanto se o fluido sofrer a a¢do de um campo gravitacional, a forga dada por (4.7),

é acrescida uma forca gravitacional por unidade de volume pg, onde g é a aceleracao da

gravidade. Entao

ﬁz—fpdAerﬁ,

e a equacao de Euler assume a seguinte forma:

NV)i=——— -V,

£y

i+ (
sendo ® o potencial gravitacional dado pela equacgao de Poisson

V2® = 47Gp .

4.2 Solucoes de base para um fluido

(4.10)

(4.11)

Este modelo foi proposto pela primeira vez por James Jeans [1 3|, o qual supoés que o

universo era composto de um fluido nao-relativista com densidade de massa p(t), pressao

p(t), velocidade u(t) e campo gravitacional § = —Vo, governado pelas equagoes da con-

tinuidade, de Euler e de Poisson, tratadas anteriormente:

. v
ﬁ+(ﬁ-V)ﬁ——7p—V®,
V2® = 4nGp .

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Vamos mostrar as equacoes e solucoes obtidas por Jeans. A idéia é comparar as solucoes

deste modelo ja conhecido com os modelos a serem tratados neste trabalho. Para obter

essas solucoes, devemos inicialmente adotar o sistema de coordenadas cartesianas em um
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ponto qualquer no universo como sendo

3
r= g r'e; .
i=1

Ao substituir o sistema de coordenas cartesianas, bem como o parametro de Hubble (%),

na equagao de Hubble, dada pela equagao (2.2), teremos:
i=Hi= "7, (4.15)
a
A divergéncia da velocidade é

V-i=3 (4.16)

Q| e

Note que a densidade p nao depende da posi¢ao, entao V- (pt) = pﬁ -1 e substituindo

(4.16) na equacao da continuidade dada por (4.12), temos:

dp da

p a

Integrando esta equacao, teremos o comportamento para a densidade em funcao do fator

de escala, isto é:

p=poa’, (4.17)

onde py ¢ uma constante de integracao.

Uma anélise cuidadosa da equacao de Euler (4.13), permite notar que o termo ﬁp(t) é
nulo, pois a pressao nao pode depender da posigao (isto se deve a isotropia observada
no universo, ou seja, se o termo em questao fosse nao-nulo teriamos uma direcao priv-
ilegiada na qual a pressao estaria aumentando). Portanto, utilizando a lei de Hubble e

manipulando a equagao (4.13), ela sera reduzida a
(H Y H > F= -V,

com H = 2, 0 que nos permite reescrever a equagao acima em termos do fator de escala.
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Desta forma:

d —
==V .
a
Ao tomar a divergéncia de ambos os membros da equacao e substituir em (4.14) encon-

traremos

o
g2 = T (4.18)
a

a3

com p = po/a® dado pela equagao (4.17). Fazendo o produto da equagiao 4.18 por aa e

N2
a 81CG K
(o) -6, am

integrando, teremos

a 3

sendo o termo K uma constante de integracao. Quando comparado com a componente
0 — 0 da equacao de Einstein, verifica-se que K é anédlogo a curvatura do universo. Para
termos uma equacao igual & componente 0 —0 da equagao de Einstein, deve-se acrescentar

um termo

%, o qual faz o papel de constante cosmologica, necessario para explicar a

expansao acelerada do universo. Com isso, a equagao (4.19) fica da seguinte forma:

N 2
a 81 A K
Z) === E— 4.2
(a) 3 p+3 a? (420)

Para o caso em que a constante cosmoldgica nao é considerada, isto é, A = 0, e adotando
a curvatura do universo como nula, encontramos um fator de escala proporcional a t2/3, o

que resulta em um comportamento para a densidade que cai com o quadrado do tempo:
poct?,

a o t?? (4.21)

Outra observacao importante consiste no fato de que, para qualquer A o< H?, além de
facilitar as contas, o comportameto para o fator de escala e para a densidade de matéria
serd semelhante ao citado acima (do tipo poténcia), o que nos parece uma boa motivagao

de estudo.! As solucoes de base, encontrada acima, nos fornecem um comportamento da

!Comportamentos para a constante cosmolégica proporcionais ao quadrado da constante de Hubble,
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parte homogénea do universo como descrito nas figuras (4.1) e (4.2).
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Figura 4.1: Falor de escala em fun¢io do tempo.
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Figura 4.2: Densidade de matéria em fungio do tempo.

O grafico (4.1) nos mostra que o fator de escala cresce com o tempo, o que concorda com

as observacoes feitas por Hubble, enquanto a densidade diminui com o tempo, como pode

A = 3BH?, serdo tratados no modelo de geracio de massa.
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ser visto no grafico (4.2).

4.3 Perturbacao das equacoes newtonianas

As observagoes nos mostram um universo muito homogéneo para grandes escalas (escalas
maiores que 100 Mpc) |5|. Entretanto, para pequenas escalas observa-se estruturas como
galéxias, aglomerados de galaxias e super-aglomerados, que sao resultado da existéncia
de uma nao-homogeneidade primordial. Essa pequena flutuagao é conseqiiéncia de uma
instabilidade gravitacional originada por pequenas oscilacoes na densidade de matéria.
Essas deixaram marcas na anisotropia da RCF que foram detectadas pelo COBE e, alguns
anos mais tarde, pelo WMAP. Com isso pode-se verificar que este desvio da média é
de uma parte em 10°. Portanto, quando as observacoes sio mais precisas, verifica-se
que existem regioes onde a temperatura nao é exatamente 2,725 K. O padrao dessas
perturbagoes fornece importantes informagoes a respeito do universo, tais como geometria,
taxa de expansao, matéria baridonica, matéria escura, parametro de desaceleracao, espectro

primordial das perturbacoes, dentre outras.

A perturbacao das grandezas fisicas relevantes que descrevem a dinamica do universo é
fundamentada nos desvios observados no espectro da RCF, uma vez que a nao-homogeneidade
permite uma aglomeragao de matéria quando esta domina. Isso resulta na formagao das
estruturas que podem ser observadas hoje. A questao é: como explicar a existéncia de
estruturas em pequenas escalas num universo homogéneo e isotropico? Pela teoria de
perturbacoes podemos dizer que essa pequena variagao na densidade, ou seja, uma regiao
levemente mais densa que outra, gera uma forca gravitacional em sua vizinhanca, e deixa
um vazio para tras que se torna cada vez menos denso na mesma medida que a regiao mais
densa cresce, dando inicio a essas estruturas macroscopicas observadas. Quando levamos
em conta estas variagoes na densidade de matéria, podemos reescrevé-la como uma soma

de ordens de perturbacao. Assim:

p(z, t)=p(t) [1+ d(z,t) + O(8%)] , (4.22)
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sendo que o termo de ordem zero ¢ uma das solucoes de base, discutidas anteriormente.
O segundo termo da equagao (4.22) nos fornece informacoes a respeito das perturbagoes
em primeira ordem, estando as ordens superiores representadas por O(d%). Note que a
equacao (4.22) esta escrita em termos do contraste de densidade “¢”, que é definido da

seguinte forma:

Ou seja, é o quociente da perturbacao na densidade, em um ponto, pela densidade média

total do universo. Esta grandeza é adimensional.

Se considerarmos que na época do surgimento das perturbagoes na densidade de matéria
essas eram muito pequenas (o que esta de acordo com as observagoes da radiagao cosmica
de fundo) pode-se dizer que o contraste de densidade é muito menor do que 1. Logo,
¢ uma boa aproximacao considerarmos apenas termos de primeira ordem, ou seja, sao

desprezados os termos de ordens superiores.

Devemos redefinir as grandezas fisicas relevantes (a velocidade, a pressdo, a densidade e
o potencial) que antes eram dependentes apenas do tempo, como fung¢oes que dependam
também da posicao, ou seja, f(t) — fp(t) + df(r,t) onde o df(r,t) << fp(t). Assim
a equacao da continuidade (4.6) pode ser reescrita, levando em conta as flutuagdes nas

grandezas fisicas relevantes, como

p+op+V-[(p+dp)(i+7)]) =0,
sendo dp = pd, onde dp é definido como a perturbacao na densidade e ' é a perturbacao
da velocidade. Desconsiderando os termos de segunda ordem (produto entre dois termos
perturbados) e utilizando a equacdo de base (4.6) para simplificar a equagiao anterior,

temos:

Sp+pV - T+6pV -d+ad-Vip=0.
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Escrevendo em termos do contraste de densidade 0 e agrupando os termos comuns, tere-

mos:

Slp+pV - +pl0 +V-T+d-V] =0,

note que o primeiro termo é nulo pela equagao (4.12), de modo que a equagio da con-

tinuidade perturbada é

§+V-T+1-V6=0, (4.23)

sendo & o contraste de densidade e v a velocidade perturbada dependentes da posicao e
do tempo; u representa a velocidade da base e seu valor é descrito pela equacao de Hubble

(4.15).

Para a obtencdo da equacdo perturbada de Euler vamos partir de (4.13) e aplicar as

consideracoes utilizadas para obter a equacao da continuidade perturbada. Com isso, a

equacao
3 Sy
i+ (@-V)i=—L_ Vo,
p
passa a ser
V(p + dp)

G+ 0+ [(@+0) V)(T+7) =— ~V(@+9¢),

onde v, dp e ¢ sao a velocidade, a pressao e o potencial perturbados, dependentes da

posicao e do tempo, respectivamente. A equacao se reduz a:

U+ HG=-Vé— — . (4.24)

Ja equagao de Poisson perturbada é obtida apartir de (4.14) e da defini¢do de perturbacao,
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tomando a forma

V2 = —4nGpo . (4.25)

Entretanto, espera-se que as perturbagoes tenham um comportamento oscilatério (como
ondas planas), uma vez que estamos tratando o universo como um fluido c6smico. Com
isso, pode-se fazer uma transformada de Fourier nas flutuacoes das grandezas fisicas
relevantes, o que nos permite obter os modos normais de vibracao das perturbacgoes. A

transformada de Fourier a ser utilizada ¢é [1,2,5]:

=@ o fa(Oexp(in - T)d*n .

sendo 77 0 vetor de onda e V' é o volume de um cubo fundamental. Note que a transformada
de Fourier acima esta escrita em termos de coordenadas fixas. Para escrever em termos
7

da coordenada comdvel basta lembrar que ¥ = FOR

Estas consideracoes nao quebram as condicoes de isotropia e de homogeneidade, uma vez
que as perturbagoes (ndo-homogeneidades) devem ser muito pequenas quando comparadas
com os termos da base (que sao homogéneos e isotropicos) em um universo primitivo
(época em que surgem as primeiras perturbagoes). Reescrevendo as equagoes em termos
dos modos normais, as equagoes da continuidade (4.23) de Euler (4.24) e de Poisson (4.25)

perturbadas ficam escritas como

§a+ i — 0, (4.26)
a
5 - 1 [ dps
U+ Hog = —i—| — + ¢z | , (4.27)
a\ Po
i\ >
(—) 7 = —47Tpr5ﬁ s (428)
a

sendo G a constante gravitacional de Newton e o indice 7 representa o modo normal de
vibracao das perturbacoes. Note que os termos que apresentam este indice sao funcoes

apenas do tempo, por isso iremos reescrever o fz(t) = f;. Manipulando as equagoes tere-
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mos uma equacao diferencial homogénea de segunda ordem para o contraste de densidade

dada por

.o 0 . 2 2
b+ 228, + <% - 47erb) 5 =0, (4.29)
a a

p

Bp sendo a velocidade do som.

com ¢ =

Um cenario interessante é o caracterizado por um fluido de matéria sem pressao (poeira).
Neste caso a velocidade do som é nula (¢, = 0) e entdo a equacao (4.29) podera ser

reduzida a:
a

Utilizando a solucdo para o fator de escala (a o< t2/3) e a equacdo (4.19) para um universo
plano e sem constante cosmologica, a equacao acima se reduz a:
45 26

b+ -———2==0 4.31
t37 3. ’ (4.31)

ao fazer o oc t7 verifica-se que a solugao mais geral possivel é:
B
05 (t) = At*3 + - (4.32)

sendo A e B constantes. Esta equacao nos fornece o comportamento expresso pelo gréafico
(4.3). E facil observar que o termo % domina em um pequeno intervalo de tempo (regiao
do grafico onde § decresce), ja o termo At?/3 (que faz como que o contraste de densidade

b

cresga) domina rapidamente.

Um caso mais geral é tratado quando propomos uma equagao de estado como p = kp?.
Com isso podemos deixar o tempo explicito na equagao (4.29), que assume a seguinte

forma:

.44 n?kypd " 4nGpq
o + 5? + (agt27—2/3 — I 0, =0, (4'33)
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Figura 4.3: Contraste de densidade em fungao do tempo, para o caso de matéria sem pressdo. Note
que o termo £ domina quando ¢t — 0, ja quando ¢ — inf a um dominio do termo At*/3.

Devemos agora fazer duas mudancas de variavel para obtermos uma equacao facilmente
integravel. A primeira mudanga é feita através da redefini¢ao x = t“ (note que w é apenas
um parametro que pode a priori assumir qualquer valor) e aplicando a regra da cadeia

nas derivadas temporais. Isso nos permite escrever

(.St = wtwilél s

0, = w(w — 1)t°~25" + (wt*=1)%6" |

onde ¢ é a derivada tomada com relagdo a nova variavel z. E a equacao diferencial é

reescrita como:

!/

o+ (1+ i) . (n2a2-2) =0, (4.34)

3w/ x

A fim de que tenhamos uma solucao do tipo Bessel, w foi reescrito como:

y—1

L k
Além disso: A2 = 00 o 12 — 47Gpo.
agw? 1
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A segunda mudanca de variavel é: 6 = x?\. Com isso,

§ = qxt N+ 20N |

§" = q(q — a2\ + 27N + 29\ .

Logo, a equacao diferencial original fica modificada e assume a seguinte forma:

Aqui, n 0 modulo do vetor de onda, v* = v? — q(q + %) = m;rg:—w@% eq= —Giw. Note que
esta ¢ uma equacao de Bessel cuja solucao é:
Az) = ChJ, (na:A) +CyJ_, (m:A) , (4.35)

onde J, denota uma func¢ao de Bessel. Podemos entao concluir diretamente que:

5s(t) = twq{cl J, (ntwA> + Oy, <ntwA> } .

Podemos agora analisar alguns casos particulares como por exemplo um modelo com
equagao de estado do tipo gas de Chaplygin (com k& = —1 e v = —1), ou seja, p =
—%, representado no grafico (4.4). Note que teremos um comportamento oscilatorio,
uma das caracteristicas desse fluido exotico. Outras duas anélises interessantes, para
modelos de um fluido com pressao, sao dadas pelas equagoes de estado p = —p (fluido tipo
constante cosmologica) e p = £ (fluido do tipo radiagao). Nesses dois casos observamos
um créscimento muito rapido do contraste de densidade. O primeiro caso continua a subir,
enquanto que no segundo modelo o contraste de densidade tende a uma constante bem

determinada. Ambos estao representadas nos graficos (4.5) e (4.6) respectivamente.

Naturalmente, os modelos em que um tnico fluido é utilizado para descrever o contetido
material do universo apresentam limitacoes. A principal delas se refere ao fato de o

universo ser constituido de uma superposicao de barions, neutrinos, radiacao, matéria
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Figura 4.4: Contraste de densidade em fungdao do tempo, com os valores de k = —1 e v = —1, que

resulta num modelo semelhante ao gas de Chaplygin. Note que as perturbacdes executam oscilagbes
amortecidas.
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Figura 4.5: Contraste de densidade em fungao do tempo, com os valores de k = —1 e y = 1, para um

modelo em que a pressdo é negativa. A equacao de estado é do tipo constante cosmologica p = —p.
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Figura 4.6: Contraste de densidade em fungao do tempo, com os valores de k = 1/3 e v = 1. O que
faz com que a equacao de estado seja do tipo radiagao.

escura e energia escura, enquanto esse modelo que acabamos de rever trata de periodos
onde um destes constituintes domina. O tratamento de um cenéario mais geral pode
ser construido considerando a existéncia de uma intera¢ao entre dois fluidos (como sera
abordado neste trabalho) ou mais. Trataremos da interagao entre dois fluidos de duas
formas: por um termo de geragao de massa [8] e em seguida pela conservagao da equagao

da continuidade de forma conjunta para os dois fluidos [35].
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Capitulo 5

Universo com geracao de massa

Considere um modelo em que o conteido material cosmico possa ser descrito por dois
fluidos em interacao de tal modo que, um fluido (neste caso a energia escura) decai,
gerando assim o outro constituinte. Tal decaimento acarreta o surgimento de um termo
adicional nas equagoes que descrevem a dinamica (newtoniana) do universo e seré inter-
pretada como um termo de geracao de massa. Para um caso geral iremos utilizar uma

equacao de estado p = kp”.

Iniciaremos apresentando as equagoes e solugoes obtidas por [8] sem perturbar o parametro
de geracao de massa, o qual esta ligado ao termo cosmolégico. Em seguida, utilizando um
tratamento de perturbacao por ondas planas, serao consideradas flutuacoes nestes termos.
O objetivo é verificar até que ponto as perturbagoes no termo de geracao de massa induzem
modificacoes na descricao do comportamento dinamico do universo. Para tal, obteremos
a solucao analitica da equacao de segunda ordem para o contraste de densidade fazendo

em seguida um tratamento numérico para algumas situacoes.
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5.1 As solucoes de base

A existéncia ou nao de matéria e energia escuras constitui um dos maiores problemas em
aberto na cosmologia contemporanea. Tais hipoteses surgem da necessidade de compensar
a diferenca entre a matéria calculada e a matéria observada em galéxias distantes e a nova
era de expansao acelerada. J& que tal contetido é uma interessante proposta para explicar
alguns dos fenomenos cosmologicos observados, pode-se perguntar: de onde vém estas
matéria e energia escuras? Uma boa explicacao seria considerar que a matéria escura surge
do decaimento da energia de vacuo. Esta hipdtese ajuda a explicar o baixo valor observado
para a constante cosmologica hoje (quando comparado ao seu valor tedrico). Mas para que
se possa manter a consisténcia com as observacoes que atestam um universo homogéneo
e isotropico, tal energia deve decair igualmente em todo o universo. Isso acarreta uma
alteracao na equacao da continuidade, ja que a massa nao vai se conservar. Com isso, um
termo W, que fard o papel de uma fonte de massa, deve ser adicionado do lado direito
desta equagao. Como o termo ¥ sugere um aumento na densidade de matéria e energia
do universo é necessario considerar uma respectiva variagao do potencial gravitacional
gerado por esta nova densidade. Surge assim a necessidade de alterar, também, o lado
direito da equacao de Poisson através da insercao de um termo A. Além disso, estes dois
termos devem estar ligados de alguma forma, uma vez que o decaimento de um gera o

outro.

O ponto de partida serao as equacoes modificadas da continuidade, de Poisson e a equacao

de Euler propostas em |[8]:

p+V-(pu) ="V, (5.1)
ﬁ+(ﬁ-§)ﬁ:—¥—ﬁ¢, (5.2)
V2@ = 4rxGp — A . (5.3)

Estas equagoes podem ser facilmente obtidas. Para a equagao da continuidade modificada
(5.1) basta considerar a existéncia de um termo adicional no lado esquerdo da equagao

(4.3) . [ WdV, uma vez que este termo surge como fonte. A equagao de Poisson modificada
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(5.3) é encontrada de forma direta quando assumimos que esta fonte de matéria deve de
alguma forma alterar o potencial no universo. Deve-se entretanto ter o cuidado de adotar
um sinal para A oposto ao do termo 47Gp, ja que pretendemos explicar a nova fase de
expansao acelerada do universo com este termo “adicional”. Ja a equagao de Euler (5.2),
por conter a informacao sobre a dinamica do fluido presente no universo, nao é diretamente
alterada. No entanto, o potencial ® presente nesta equacao representa aquele potencial

modificado devido a inclusao do termo de geragao de massa.

Vamos adotar um comportamento para o termo cosmologico como:

A =38H% ! (5.4)

sendo [ uma constante de proporcionalidade que pode assumir, a principio, qualquer
valor. Note que, partindo de um A oc H? teremos, para a base deste modelo, uma solucio
do tipo poténcia semelhante a obtida para um fluido, ou seja, é possivel reproduzir o
modelo de de Sitter? quando o termo cosmologico é descrito pela equagao (5.4). Ja o
termo W, vamos defini-lo como
A

A definigao descrita pela equagao (5.5) provém do interesse numa interac¢ao entre as com-
ponentes escuras ¥ e A, que nos fornecer informacoes sobre a densidade de matéria e
energia escuras. A principio estes termos podem resultar em uma contribuicao positiva
ou negativa para a geracao de massa ¥, o que serd interpretado como um decaimento de
matéria ou de energia dependendo do sinal da derivada temporal de A. Por isso em (5.5)
temos que (¥ o< A). No modelo proposto em [8] temos que a matéria escura surge com
o decaimento de energia escura, ou seja, esperamos que a derivada temporal de A seja
negativa, mas é necessario que ¥ seja positivo, para que tenhamos uma geracao de massa,

por isso acrescentamos o sinal de menos na definicao da geracao de massa. Note que as

equagoes de movimento do modelo em questao (5.1), (5.2) e (5.3) se reduzem as equagoes

'Pode-se definir o termo cosmoldgico de vérias formas como por exemplo: A o< p, A oc H? e A o< a2 [7],
ou ainda A < H [23].
2No modelo de de Sitter o parametro de Hubble é considerado contante.
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para um fluido (4.12), (4.13) e (4.14) quando o termo cosmoldgico e o a geracao de massa

sao nulos, esta afirmacao ira corresponder a uma constante de proporcionalidade 3 = 0.

Pretende-se agora verificar o comportamento do fator de escala e da densidade de matéria.
Vamos inicialmente manipular a equagdo de Euler (5.2). Para isso devemos utilizar a

equagao de Hubble (2.2) e aplicar a divergéncia em ambos os membros de (5.2). Assim:
3(f+H) = -V, (5.6)

Para o caso em que a pressao nao depende da posicao, ﬁp = 0. Poderemos entao substituir

(5.3) e (5.4) na equacao acima permitindo obter

AnGp = —3H —3H*(1—0) . (5.7)
Ja a derivada da equacao (5.7) é

AnGp=—3H —6HH (1 — () . (5.8)

Estes dois resultados serao utilizados adiante.

Vamos agora manipular a equagdo da continuidade. Substituindo o valor de (5.5) em

(5.1), temos:
p+pV = ——r . (5.9)

O termo p nao é afetado pela divergencia pois independe da posi¢ao. Utilizando a lei de
Hubble, expressa pela equagao (2.2), pode-se escrever que Vi = 3H, com H = %

Ainda, substituindo A = 68H H, encontramos que

4nGp+ 3H (4rGp) = —3BHH . (5.10)
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Deve-se agora substituir as equagoes (5.7) e (5.8) em (5.10). Deste modo, obtém-se

H+HH[5—-33|+3H*(1-£)=0. (5.11)

Ao observar a solucao para o fator de escala tratado no capitulo 4, onde encontramos que

a(t) o< t¥/3, concluimos que a constante de Hubble deve ser inversamente proporcional

C

ao tempo, ou seja, H = 7, sendo ' uma constante de proporcionalidade, cujo valor

deixaremos por ora em aberto. Deve-se entao propor um parametro de Hubble H que se

comporte da mesma forma neste modelo. Com essas consideragoes, a equagao (5.11) fica:

%§+§<—§)w—sm+ﬁ(§)?1—m::

Simplificando, resulta
3(1-8)C*—(5-33)C*+20 =0. (5.12)

A equagao (5.12) é uma equagao do terceiro grau para C. Entretanto, podemos reduzi-la

a uma equacao do segundo grau ja que uma das solugoes é a raiz nula. Com isso, temos
3(1-8)C*—(5-33)C+2=0, (5.13)

e as solucoes sao dadas por:

(5-3)+(6-1)

“="6up

(5.14)

Denotemos a parte com sinal positivo por C e a de sinal negativo por C'_, de modo que

4 2
C =615 307 (519)
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e
6(1—p)

C.=—"F~=1. 0.16

61— 9) (210

Existem entao trés possiveis valores para C: Cy = 0,C_ = 1e C, = ﬁ 0 que

possibilitaria a mesma quantidade de valores para a constante de Hubble. Em uma
andlise de C',, pode-se verificar que valores de 5 > 1 correspondem a um universo em
contragao, uma vez que H < 0. Isto nao corresponde ao universo observado e por isso

valores de 3 > 1 serao proibidos. Portanto:

0<p<l. (5.17)

Dando continuidade a anélise fisica dos possiveis valores de C; a solugao ligada a C)
corresponde a um parametro de Hubble nulo. Este caso representa um universo eterno e
estatico, o que acarreta num fator de escala constante. Tais valores sao incompativeis com
as observacgoes feitas por Hubble. Outro valor possivel estaria ligado a C'_ que conduz a
H = % Este resultado nos levaria a um universo que cresce linearmente com o tempo.
A solucao ligada a C'; é a mais abrangente, pois possibilita a obtencao do outro valor
possivel> C_, quando 3 = 1/3. Também, esta anélise nos permite obter valores para um
fluido sem geracao de massa, o que o torna um valor mais geral e o tnico valor de C'

aceitavel. Tendo isso em mente, pode-se obter o fator de escala a. Para isso devemos

escrever o parametro de Hubble da seguinte forma:

31-4)t a’ (5:18)

Integrando a equacao (5.18) obtém-se o fator de escala deste modelo, com ag sendo uma

3Note que aqui esta descartada a hipotese de universo sem expansio, que resulta ao se adotar o valor

Co.
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constante de integracao:

a = apt | (5.19)

Note que para 3 = 0 a equagao (5.19) é idéntica a equagao (4.21), que foi obtida para um
modelo sem geracao de massa. Isso era de se esperar, ja que para este valor especifico de
(£ o termo de geracao de massa, bem como o de constante cosmologica, sao nulos. Note
que, a equagao (5.19) depende do valor de (3 e que quanto maior for o valor de [ mais

rapidamente crescera o fator de escala.

Utilizando o valor do fator de escala obtido na equagao (5.19), tem-se:

16 1
U — _ 5.20
3rG(1 — [5)2¢3 (5:20)
e o termo cosmologico pode ser escrito em funcao do tempo como:
Ap
AN=——-———. 5.21
3(1 - pB)2t2 (5:21)

Em uma analise direta das equagoes (5.20) e (5.21) concluimos que, o termo de geracao
de massa e o termo cosmologico sao positivos. Esta ¢ uma condicao necessaria para
explicar a expansao acelerada do universo atual e a nao conservacao da massa por causa

do decaimento de A em W.

Retornando para a equacao da continuidade (5.9) podemos reescrevé-la como sendo:

) C 33C?
Pt 3?/) C 4nGt3

Esta é uma equacao nao-homogénea, o que significa que a solucao total ¢ a solucao da
equagao homogénea (p,) mais a solugao particular (p,), ou seja, p = p, + p,. Para a parte

homogénea, temos:

, C
pt3Tp=0,

pn = pot 3¢ . (5.22)
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Para a solucao particular, a densidade pode ser expressa como p, = %, uma vez que
luca ticul j ional a t~2, j4 densidade d téri

esperamos que a solucao particular seja proporcional a t7=, ja que a densidade de matéria

para o modelo de um fluido cai desta forma. Entao pode-se obter o valor de I'y. Para

1SS0:

o, ,CTy  35C

22430 =
t3 * t t? ArGE3
1
I'n=—"——1— 5.23

e a solucao particular pode ser reescrita como

1
PP = 6rG(1— By

Com isso a densidade total de matéria deve ser

1

_pC Lt
PPt Tt G = )

No entanto, a solucao da equacao homogénea é um regime transiente, porque tende a zero
mais rapidamente que a solugao particular para valores muito grandes de ¢, e por isso nao

serd levada em consideragao. Assim a densidade de matéria fica reduzido apenas a:

1

= e (5.24)

p

Mais uma vez, a analise da base nao responde a algumas questoes observacionais da
cosmologia, como por exemplo, a estrutura em grande escala do universo. Por essa razao

vamos recorrer as perturbacoes.

5.2 Perturbacao nas equacoes

Na se¢do (4.3) vimos que as estruturas observadas em pequenas escalas estao ligadas a

existéncia de uma nao-homogeneidade primordial. Nesta se¢ao trataremos de um modelo
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perturbado com geracao de massa a partir de duas abordagens distintas. Na primeira,
a perturbagao no termo cosmolédgico nao sera considerada, o que exclui as flutuacoes no
parametro de geracao de massa. Num segundo momento, consideraremos a existéncia
de pequenas flutuacoes em A. Na literatura é comum ignorar as perturbagoes no termo
cosmologico [8,9]. Investigaremos as conseqiiéncias de uma pequena variagdo em A e
verificaremos se é prudente desprezar este desvio. Para tal, construiremos um modelo sem
perturbac¢do no termo cosmologico, a fim de reproduzir os resultados obtidos por [8,9].
Em seguida consideraremos uma pequena perturbacao nas grandezas relevantes, inclusive
no termo cosmologico: A — Ay(t) + A(r,t). O termo de geragao de massa toma a forma
U = Wy (t)+1(r,t). Os termos de base sao identificados por um indice b e as perturbagoes

do termo de geracdo de massa e no termo cosmoldgico, respectivamente, como 9 (r,t) e

A(r, t).

5.2.1 Modelos sem perturbagao no termo cosmolégico

O modelo tratado em [8,9] apresenta algumas peculiaridades nas equagdes que o de-
screvem, tais como a auséncia do termo de pressao, a presenca de um termo de geracao
massa, ¥, na equacao da continuidade e um termo cosmologico, A, na equacao de Pois-
son. Tais peculiaridades, nos permitem dizer que estamos tratando um modelo em que o
termo cosmologico decai em matéria escura (que tem equagao de estado p = 0) e o uni-
verso encontra-se numa expansao acelerada. Uma boa compreensao do modelo exposto
por [8,9] é importante na medida em que desejamos comparar resultados obtidos a partir

de dois métodos distintos, como ja foi dito na introducao desta secao.

As equagdes modificadas propostas por [9] sdo:

op S
(E)F—F V,r(pu) =y , (525)

ou L=l 5
(—8t) TR AT Y (5.26)

V20 = 4rGp — A . (5.27)
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Aqui, o indice 7" representa as grandezas nas coordenadas fixas. Contudo, a inexisténcia
de um referencial privilegiado nos leva a modificar as equacoes acima, reescrevendo-as
num referencial comovel dotado de uma coordenada 7, a qual esta relacionada com a
coordenada fixa 7" através da relagao

T—.’

7

T =

(5.28)

=
—~
~+

onde a(t) é o fator de escala. Dessa forma, podemos escrever a velocidade, 7, da seguinte

maneira:

Deve-se ainda escrever,

p=po(t) [1+4(71)] ,

como foi feito para o modelo de um fluido, onde ¥ e § representam as perturbacoes em

primeira ordem da velocidade e do contraste de densidade.

A mudanga do referencial fixo para o referencial comovel, ou seja, (7,t) — (¥, ¢) implica

as seguintes alteragoes nas derivadas parciais:

V.=V =dV, ,
o\ _[(a\ [@ i =
(a)f@)—(a)ﬁ”*

Estes resultados nos permitem reescrever as equacoes de Fuler, da continuidade e de

Poisson como
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@6+H6:—¥?, (5.29)
- o
V. 7=—a (ata + 75) : (5.30)
1
gv% = 4nGps . (5.31)

Fazendo uma decomposicao de Fourier para obtencao dos modos normais e manipulando
as equagoes (5.29), (5.30) e (5.31), obtemos a equagdo homogénea de segunda ordem para
o contraste de densidade, dada por

0+ §=0, (5.32)

1 U
22+_
a p

na qual esta baseado o modelo descrito em [8]|. Note que, se ¥ = 0 retornamos a equagio

padrao, do contraste de densidade para a matéria escura, do modelo ACDM.

E importante ressaltar que este resultado foi obtido por [8,9] sem perturbacao no parametro
de geracao de massa e sem o termo de pressao. A questao é até que ponto podemos de-
sconsiderar as flutuacoes do termo cosmologico e do parametro de geracao de massa?

Trataremos deste problema a seguir.

5.2.2 Anadlise perturbativa da constante cosmolégica

Comumente na literatura, a perturbacao no termo cosmoldgico é desprezado. Pretende-se

nesta secao verificar até que ponto esta flutuacao é relevante.

Como foi discutido anteriormente, a teoria das perturbacoes permite explicar a formacao
de estruturas. As flutuagoes primordiais de densidade da matéria sao confirmadas através

das observacoes da RCF e podem ser expressas matematicamente como ondas planas.
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Com isso, tem-se que:

FF ) = f(t)e'am | (5.34)

sendo: f, as solugoes de base, f(7,t) as perturbacoes, a(t) o fator de escala e 7 o vetor

de onda.

A diferenca desta abordagem, para a usada na secao anterior, é que nao faremos uma
mudanca de variavel de maneira explicita. Entretanto, os resultados obtidos serao exata-
mente os mesmos. Isso se deve a forma da decomposicao de Fourier, que ja considera uma
posicao nao privilegiada do referencial. Em outras palavras, o referencial adotado evolui

junto com o universo.

As equacoes que serao utilizadas para descrever a dinAmica do universo newtoniano aqui

proposto sao dadas por:

0 -
(—’t’) LV (pil) =V, (5.35)

ou e ﬁp -
(E) +(@- V)i = ; Vo, (5.36)
V20 = 47Gp — A, (5.37)

que sao exatamente as equacgoes propostas na secao anterior, a menos de uma modificacao
na equagao de Euler (5.36). Aqui trataremos um caso em que a pressao exercida pelo fluido
apresenta uma contribuicao para a for¢ca. Com isso, surge um comportamento ligado a esta
contribuicao dado por %, onde p é a pressao. Este termo de pressao adicional, faz com
que possamos modelar situagoes em que o termo cosmologico decai em fluidos distintos,

* e outros. Ou seja, poderemos tratar

como por exemplo: radiacao, matéria rigida, poeira
de um caso mais geral que o modelo proposto na se¢cao anterior. Outra modificacao é o

estudo das perturbacoes no termo cosmologico e na geracao de massa.

4Quando tratarmos o decaimento do termo cosmolégico em poeira, estaremos retornando ao modelo
proposto por [8,9].
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Nossa intencao é verificar como se comporta o contraste de densidade o quando levamos
em conta uma pequena flutuacao no termo cosmologico A e, por conseqiiéncia, no termo
de geragao de massa W. Vamos obter as versoes perturbadas das equacoes correspondentes
a (5.35), (5.36) e (5.37). Vamos iniciar pela equac¢ao da continuidade, dada por (5.35).
Consideremos as grandezas relevantes (a densidade p, a velocidade 1 e o termo de geragao
de massa W) como uma solugao de base mais um termo de perturbagao, como dado em

(5.33) e (5.34). Em termos do contraste de densidade ¢, tem-se:

PL+0)+pd+V{lp(L+0[a+0]}=T+1. (5.38)

Ao ser utilizada a equacao de base, p + ,06 -1 =W, e apos excluir os termos de segunda

ordem dados por oV -Te - 65, encontra-se

00+ pd + pN - T+ 3HpS + pii - V& = 1) . (5.39)

Pode-se entao agrupar o primeiro e quarto termos, o que nos permite por ¢ em evidén-
cia. Desse modo, utilizando novamente a solugao de base, teremos d(p + 3Hp) = V.

Retornando a (5.39) e dividindo a equagao por p, tem-se

vy . - -
7+5+V'U+U'V(§:

(0
= (5.40)

Escrevendo as perturbagao na forma de ondas planas, como em (5.34), na equacao (5.40),

encontra-se

vy, . an-
tLg oo t

Como resultado temos uma equacao da continuidade perturbada, dependente apenas do
tempo, uma vez que f(t) = f;. Para que a equagao fique numa forma mais atraente

deve-se isolar o termo imaginario. Com isso,

v
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Vamos agora obter a equacao de Euler perturbada. Para tal, vamos partir da equacao
(5.36) e admitir que as grandezas relevantes, para a base, podem ser reescritas como

(5.33). Entao:

) =
or s V(®+9), (5.42)

com v, ¢, dp e Il representando as perturbacoes na velocidade, no potencial, na densidade e
na pressao, respectivamente, sendo fun¢oes da posicao e do tempo. Utilizando as solucoes
de base, dadas por (5.36), e eliminando os termos de segunda ordem, a equagao (5.42)
toma a forma

i (ﬁﬁ)m (ﬁﬁ)ﬁ:-pi—gp—%.

Fazendo a expansao em ondas planas, conforme (5.34), a equagao pode ser reescrita

como:
- oa, I, oam
Uy + =0 = 1n— — — ¢y . (5.43)
a ap a
Pode-se ainda escrever a equagao acima em termos da velocidade do som (¢? = g—z) Ja
definida anteriormente. Entao,
. 2 N
5 a_, .C 0y m
Uy + =0 = in—— — — ¢, , (5.44)
a a a

que é a equacao perturbada de Euler. Note que todas as fun¢oes envolvidas s6 dependem

do tempo.

Ja a equacao perturbada para o potencial pode ser obtida aplicando os mesmos métodos

utilizados para encontrar as equacoes anteriores. L.evando em conta uma perturbagao no
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termo cosmologico e utilizando (5.33) e (5.34), temos:

V2 = 41Gp — A |
V3¢ = 4nGps — X |

in
<—> ¢t == 47TG,0(515 - )\t 3 (545)
a
que é a equacao perturbada para o potencial.

Com isso temos as equacoes perturbadas da continuidade, de Euler e do potencial, ex-
pressas por (5.41), (5.44) e (5.45), respectivamente. Mas necessitaremos de informagoes
adicionais, uma vez que temos cinco incognitas (8, vy, @, ¥y e A). Como queremos deter-
minar o comportamento do contraste de densidade precisaremos de uma outra equacao.
Entretanto, sabemos que o termo de constante cosmologica, para a base, esta ligado ao
termo de geragao de massa através da equagao (5.5). Utilizando as relagoes (5.33) e (5.34),

verificamos que a perturbacao da equagao (5.5) se comporta da seguinte maneira

A

8tG’

U — U+h(rt) e A — A+ N7 t),
t

. a0 [ \7,t) (7 t)
w(rt) :_§< 87G ) :_at< 87G ) '

Podemos explicitar ¢, em funcao do fator de escala da seguinte forma:

1

e = &G

. a -
|:’LTL . T’?}\t - )\t:| . (546)

Note que ao fazermos A; nulo, teremos ¢ = 0. Em outras palavras, as perturbacoes do
termo cosmologico e da geracao de massa estao ligadas de tal forma que, se uma das
duas for nao perturbada, a outra também nao o serd. Quando isso ocorre, os resultados,
a menos do termo devido a pressao, sao idénticos a (5.29), (5.30) e (5.31), que sao as

equagoes sem perturbacao nestes termos.
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Apo6s uma manipulagao algébrica das equagoes (5.41, 5.44 e 5.45), obtém-se uma equagao

de segunda ordem nao-homogénea e nao-linear dada por:

- U v Wy 2c2
5t+5t[29+—}+5t 29—+———f ”58—47@[) =
a ap p P
A7 oa [ p LIy a p\y
— Bulll 5 VS WY () | A 2— —Z )N = A 5.47
ZSWGpCLQ[t t(p d)] 87TGp[t+(a p) t:| t ( )

sendo p a densidade de energia para a base, descrita por (5.24).

Tornando nulos os termos de perturbacao no parametro de geracao de massa e da pressao,

a equacao (5.47) torna-se idéntica a equagao (5.32).

Retornando a anélise da equagao (5.47), devemos igualar suas partes real e imaginaria.

Assim procedendo, obtemos
; a U . al U Uy n
6t+{2—+—}§t—|—{2——+———2p+ 28—47er}5t:
a p a

1 . AR
_ a_r _ 4
M}p{xﬁ(a p)xt} A (5.48)

A= N (5’ — 9) —=0. (5.49)

Note que a equacao (5.48) é uma equagao nao-homogénea, enquanto que a equagao
de segunda ordem obtida quando nao se leva em conta a perturbacao na constante
cosmologica ¢ uma equacio homogénea. Substituindo (p o< t72) e (a o t%) na equagao
(5.49), deduz-se

N =t~ (@D (5.50)

com o valor de C' dado por (5.15). Um aspecto interessante é que a perturbagdo no
termo cosmologico contribui com modos decrescentes quando 3 é positivo e menor que
um (0 < 8 < 1). Consequentemente C' > 0, faz com que ); diminua rapidamente
com o tempo. Com isso, pode-se imaginar que este termo serda desprezivel. Entretanto,
estd informacao nao pode ser conclusiva. Para que tenhamos condicoes de desprezar a
flutuagao no termo cosmologico, precisamos comparar os resultados de um modelo sem

perturbar A com um modelo em que se leva em conta a perturbacao neste termo.
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Retornando a equacao (5.48) e escrevendo-a de tal maneira a explicitar o tempo, temos a

equacao simplificada

. ) 22 (O C -1
b+ C(2+38) 7 + {"a§ — (3363 + 1)} b= =t (5.51)

Um caso particular pode ser tratado quando a velocidade do som é nula (o que nos permite
dizer que estamos tratando de um fluido sem pressao, ou seja, estamos supondo que o
termo cosmologico decai em poeira, matéria escura). Neste caso, a parte homogénea da

equacao toma a forma
. 5 O
5t+0(2+35)?+t_20{660_3ﬁ_1}:0‘ (5.52)

Note que ao tratar apenas da parte homogénea, estamos desconsiderando perturbacoes
no termo cosmologico. Logo, estamos tratando o caso discutido na se¢ao (5.2.1), onde a
perturbacgao no termo de geracao de massa e a pressao nao foram considerados. Utilizando
a equagao (5.52) e escrevendo o contraste de densidade como uma poténcia do tempo,

0; = t?, temos
¢*+ (5C —3) g+ (6C* —8C +2) =0, (5.53)

que é uma equacao do segundo grau em ¢ cuja solucao é

(5C —3) £ (C + 1)

= 5.54
q 5 : (5.54)
o que nos fornece dois possiveis valores para g:
2[1-38
=2(1-0C)=- 5.59
1+ 4
_=1-3C=——— 5.56
q 5 (5.56)

com C' dado por (5.15).
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Os valores de ¢ dados por (5.55) e (5.56), dao lugar a uma superposi¢ao de dois modos,
sendo um crescente e outro decrescente. Para ¢, o modo crescente seria para —oo < 3 < %
mas se levarmos em conta o limite para os valores de 3 dado por (5.17), os valores ficam
restritos ao intervalo 0 < 3 < % e o modo decrescente para % < B < 1. Por outro lado, ¢q_
fornece modos decrescentes para todos valores possiveis de 3. Como estamos interessados
nos casos em que o contraste de densidade aumenta, pois esta € uma condicao necessaria
para explicar a formacao das estruturas observadas hoje, os inicos modos aceitaveis serao
os crescentes. Com isso, o valor de ¢ aceitavel é:

2133

ng 1_/8 Y

1
<<y (5.57)

Podemos agora determinar o contraste de densidade para este caso particular. Para isso,

temos que retornar para a variavel original, 6, = t9. Desse modo,

5t::t§<54?> , (5.58)

e os valores de (3 devem ser limitados ao intervalo (0, %) Um comportamento quantitativo
pode ser observado no gréfico (5.1). Para comprovar os possiveis valores de [ pode-se

tragar um grafico com 3 > 1/3. Um resultado deste caso esta no grafico (5.2).

8 —

7,
(]
T 6
x=
2 5.
()]
047
(]
@
22
S 1/
O

0 100 200 300 400

Tempo

Figura 5.1: Contraste de densidade em fungao do tempo, da parte homogénea, de um fluido sem pressao
regido pela equagao (5.58). Aqui, 8 = 1/5.
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Figura 5.2: Contraste de densidade em fungao do tempo, da parte homogénea, de um fluido sem pressao
regido pela equagao (5.58). Aqui, 8 =1/2.

Note que os graficos (5.1) e (5.2) mostram as possiveis evolugoes para o contraste de
densidade neste caso particular. O primeiro fornece um contraste de densidade para
0 < ¢ < 1/3 (que sdo os modos crescentes e os tinicos aceitaveis). Para essa situagio
temos um ¢ que cresce com o tempo. Ja o segundo grafico expressa um resultado para
q>1/3 e q <1 (quesao os modos decrescentes). Neste caso temos um ¢ decrescente. De
fato, estamos interessados nos casos em que ha um aumento do contraste de densidade.
Por isso, para um caso em que a velocidade do som é nula (ou seja, termo cosmologico
decaindo em matéria escura) e desconsiderando as perturbagoes do termo cosmoldgico, os
valores de 3 devem estar compreendidos entre 0 e 1/3. Este é o mesmo resultado obtido

quando resolvemos a equacao (5.32).

Vamos agora retornar a equacgao original, (5.51), e escrever o quadrado da velocidade do
som como a derivada da pressao em relagao a densidade. Vamos supor a seguinte equagao

de estado para o fluido:

p="kp". (5.59)
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_ Op

= 9 podemos escrever:

Como a velocidade do som é ¢2

) 1 L
=k 5.60
=0 eeu=p| o0
e a equagao (5.51) pode ser reescrita como
: 0 2kypy C
bi+C(2+38) 7 + {%tm—v—@ — (35— 63C + 1)} 5, =
ap
-1
_ O e (5.61)

2

Vamos obter a solucao da parte homogénea, para isso, devemos fazer duas mudancgas de

variavel. A primeira é z = t? e a segunda é o; = 9\, Assim:

/ 2
)\//+_+ n2A2—V—2]>\_O, (562)
€T T
) ; k y—1 _ —
onde n é o moédulo do vetor de onda, A% = %gp%, V= % {_2(2735)7336(175)7}7 p= 3%1%) -7
eq= %?35), sendo C' dado pela equagao (5.15).

A solucao para a parte homogénea do contraste de densidade, escreve-se em termos das

funcoes de Bessel na forma
Sen = O, (mz*ﬁf@ —”) O, (nAti?f:;% —7) , (5.63)

com C e (5 sendo constantes. Para facilitar adiante, vamos redefir os termos da solucao

homogénea (5.63), como &y, = C1Y71(t) + CoYa(t).

Entretanto, queremos obter a solugao para a equacao (5.61), que é uma equagao nao-

homogénea. Neste caso, a solucao geral para o contraste de densidade é escrita como:
I(t) = v1(t)Y1(t) + va(t)Ya(t) . (5.64)

Uma vez que ja conhecemos Yi(t) e Ys(t) (definidos em (5.63)), vamos renomear o lado

direito da igualdade (5.61) de R(t). Com isso, podemos escrever vy (t) e vy(t) da seguinte
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forma

dt | (5.65)

sendo que W[Yl (1), Yé(t):| ¢ o wronskiano entre Y)(t) e Y3(t), ou seja:

Yi(t) Ya(t)

W[Yl(t),Yg(t)] = det
Y{(t) Y5(t)

Deste modo v (t) e vo(t) devem ser dados por,

m™mA 1+0 1-65 _ 38-1
t) = J_, ( At30-5) ”) toE-—n " dt , 5.66
o) = gt 1= 3 " ta (5.66)
A 1+ ﬂ 4-68 38-1
t) = — J, ( At30-5 7) to6=0""dt ) 5.67
v2(t) 12sin(vm) 1 — 3 " o (5.67)

sendo c¢; e ¢y constantes. Resolvendo as integrais, o contraste de densidade explicito no

tempo, é
v | _5-6y+B(6v-3)
s " [F( PR G )
t = = oy v | 11-67438(2y—17)
dsin(vm) 4+ 306(y —2) — 3y r(-%+ m)

F(_%+w+k)

- 4[4+36(v—2)—3]
Z(—V +2k+1) 3
v [7—67+8(67—9)
k=0 F( —a [4+3g(7—2)7—37] )
F(” " 45 67+6(6v—3) ) (g 11—6v+38(2y— 7) + ) —op
[A+33(v—2)—39] 2 | 4[4438(v—2)—37] s~
+ (v+2k+1) o1 (nAL3T=5)
o(r+ 11—67+38(27— 7)) Z vy 3[7—67+B(67—9) + k) o )

4[4+38(v—2)—39] 4[4+36(v—2)—3]

Jok—v41 (nAt%_v) J, (nAt%_V) +

T, (nAtTE5 77 [(5.68)

A equagao (5.68) é a solucao geral da equagao (5.61) e resulta de um modelo perturbado
em que levamos em conta uma flutuacao no parametro de geracao de massa. Pode-se agora
propor que o termo cosmolégico decaia em diferentes fluidos. Para isso, basta variar os

termos K e vy da equagao de estado descrita por (5.59). Entretanto, os valores de K = 0,
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bem como v = 0 nao sdo descritos pela solugao (5.68), o que impede uma comparagao com
os resultados obtidos para um modelo sem perturbacao no termo cosmoldgico °. Contudo,
pode-se tracar alguns graficos para casos em que a energia escura decai, por exemplo, em

gas de Chaplygin (como nos graficos: (5.3) e (5.4) ) ou em matéria rigida (como no grafico

(5.5)).

0.003 |
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Figura 5.3: Contraste de densidade em func¢ao do tempo, com 3= 0.1, k = —1 e v = —1. Para fluidos
|K|

— T podemos varrer valores de 0.1 < 8 < 0.5 que

em que -2 < K <0e —2 <7 <0, teremos: p =
teremos o grafico é praticamente o mesmo.
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Figura 5.4: Contraste de densidade em fungao do tempo, com 3 =0.7, k= -1 e v = —1.

Os graficos (5.3) e (5.4), nos mostram o quao eficiente é o modelo, ja que foi possivel

(0s modelos ndo podem ser comparados, j4 que os fluidos envolvidos sdo diferentes. Na equacao (5.58)
temos matéria escura e termo cosmoldgico, enquanto que na equagao (5.68) temos um fluido com equagao
de estado p = kp” e termo cosmoldgico.
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encontrar resultados semelhantes aos obtidos com o gas de Chaplygin, quando £k = —1 e

v = —1, o que faz com que a equacao de estado seja p = —p~L.

Outra possibilidade é tratar um caso onde a equacao de estado é dada por p = p (matéria

rigida). Para um valor de § = 0.1 teremos o grafico (5.5).
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Figura 5.5: Contraste de densidade com 3 =0.1,k=1¢e vy =1.

Apesar da obtencao de resultados compativeis com outros modelos da literatura, como
as oscilagcoes de um modelo com gis de Chaplygin, nao fomos capazes de comparar
o modelo sem perturbacdo no termo cosmologico (descrito pela equacao (5.58)) com o
modelo que considera tais flutuagoes (descrito pela equagao (5.68)). Para que possamos
faze-lo, vamos propor um modelo de interagao entre as componentes escuras (permitindo
pequenas flutuacoes nas grandezas fisicas relevantes, inclusive na densidade de energia do
termo cosmologico) para que possamos fazer um comparativo com o resultado expresso

por (5.58).



65

Capitulo 6

Modelos de interacao com dois fluidos

O surgimento do termo ¥ na equacao da continuidade pode ser interpretado como con-
seqiiéncia de uma intera¢ao entre dois fluidos, como proposto em [36]. Dentro desta
perspectiva nao ha uma lei de conservacao individual para cada fluido, mas sim uma lei
de conservacao para os dois fluidos ao mesmo tempo. Nesta secao trabalharemos dentro
da chamada andlise neo-newtoniana, utilizando as mesmas equacoes modificadas que as
usadas em [41|. Neste tipo de modelo os efeitos gravitacionais da pressao sao levados em
conta, o que acarreta o surgimento de um termo adicional nas equacoes da continuidade,

de Euler e do potencial.

As equacoes que fornecem o comportamento dinamico do universo a serem utilizadas como

base para o modelo sao

Op+ V- (pi)+pV-i=0, (6.1)

Oyt + (- V)i = —— P _ o | (6.2)
p+p

V2® = 47G(p + 3p) , (6.3)

com p, U, p e  sendo, respectivamente, densidade, velocidade, pressao e potencial. Esta-
mos aqui definindo 0, = %. Vale ressaltar que os termos adicionais sao devidos ao efeito
gravitacional da pressao, que nesta abordagem nao iremos desprezar. Em particular, na

equacao de Poisson o termo p+ 3p ¢ atribuido a densidade de massa gravitacional. Nosso
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interesse é utilizar as equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) para estudar de que maneira se manifesta
a interacao entre dois fluidos. Faremos essa abordagem de duas formas distintas: primeiro
investigaremos como se da a interacao entre um fluido do tipo matéria que apresenta uma
equagao de estado p,, = 0 com um segundo constituinte do tipo constante cosmolog-
ica, com py = —pp. Com este modelo seremos capazes de obter uma relagao entre W e
o termo p, (densidade de energia escura), que nos permitira verificar a importancia da
perturbacao neste termo. Num segundo momento, generalizaremos o modelo de interacao
utilizando um fluido do tipo poeira e um segundo fluido arbitrario, o qual obedece a uma
equacgao de estado p = ap. Com isso seremos capazes de obter resultados que poderao
ser comparados com modelos da literatura e com os modelos discutidos neste trabalho.
Este modelo nos permitira verificar se a perturbacao no termo cosmolégico influencia a

formagao de estruturas.

6.1 Interacao entre matéria ordinaria e um fluido do

tipo constante cosmolégica

Vamos propor um modelo de interacao entre dois fluidos. Um desses fluidos é a matéria
escura, cuja densidade de energia é p,, e a equacao de estado é p,, = 0, e um fluido do
tipo constante cosmologica, com densidade de energia p, e equagao de estado py = —pa.

Definamos a densidade total de energia e a pressao total por

P = Pm + P e P =DPm +Pr = —pa - (6.4)

Com isso as equacoes da continuidade, de Euler e de Poisson modificadas podem ser

reescritas para a base, respectivamente, como:
. . a
P+ Pa+3—pm =0, (6.5)

(H + H*)F= -V , (6.6)
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V20 = 47G(pm — 2pn) - (6.7)

Note que a divergéncia da equagao (6.6) reproduz a equacao (5.6). Isso ocorre porque
Vp = 0, uma vez que a pressao nao depende da posigao. Comparando a equagao (6.5)

com a equagao (5.1), p+ V- (pi) = W, que pode ser reescrita como:

) a

p—|—3ap:\11 , (6.8)
concluimos que as equacoes sao equivalentes se

U =—pp . (6.9)

Isto nos permite dizer que ha uma equivaléncia fisica entre tratar um modelo com geracao
de massa e um modelo com interacao entre dois fluidos. Além disso, temos uma igualdade
entre as equagoes (6.7) e (5.3) desde que A = 87Gp,. Isso implica uma equivaléncia entre

as solucoes para a base nas duas abordagens se

_ 38H?
A= 8StG

(6.10)

Portanto, as solugoes de base obtidas no modelo de geracao de massa, sao vélidas para
este modelo neo-newtoniano se as equagoes (6.9) e (6.10) forem satisteitas. Isso nos
permite concluir que o modelo de geracao de massa constitui um caso particular de dois
fluidos em interacao. Entretanto, as solucoes para as equacgoes perturbadas apresentarao
diferencas relevantes. A primeira modificacao é obtida quando fazemos uma anélise da
velocidade perturbada. Nao existe nenhum motivo para que a velocidade perturbada
seja a mesma para os dois fluidos. Quando levamos esta diferenca de velocidade em
consideracao, a equacao de Euler perturbada se separa em duas equacgoes, uma para
a matéria escura e outra para o fluido tipo constante cosmologica. Para a obtencao
das equacoes perturbadas serda aplicado o mesmo método que aplicamos nos capitulos
anteriores, ou seja, uma decomposi¢do de Fourier. Entdo, f — f,(t) + 0f(7,t), com
df(7,t) << fip(t), o que nos permite fazer uma andlise perturbativa. Pode-se ainda

i

admitir que a perturbagdo se propaga como uma onda plana, ou seja, 6 f(r,t) = fie o ,
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com f; = f(t) e 1 o vetor de onda. Dai, a equacdo perturbada de Euler para a matéria

escura pode ser escrita como

U + (G- V)T + (T - V)i = =V, (6.11)

sendo ¥, a perturbagdo da velocidade para a matéria, @ a velocidade (em ordem zero,
ou seja, sem perturbagao) e ¢ a perturbacao do potencial. Na equacao perturbada de
Euler acima, o termo perturbado da pressao nao esta presente. Isso é devido a equacao de
estado da matéria, p,, = 0. Ja a equacao perturbada de Euler para o fluido tipo constante

cosmologica pode ser escrita como

UA+ (U - V)Up+ (Up - V) = ——— — V0, 6.12
A+ (@ V)Uy+ (Ua - V) TR ¢ (6.12)

onde Uy é a perturbacao na velocidade deste fluido, # é velocidade nao perturbada, 11,
é a perturbacao da pressao, pp é a densidade de energia escura, py, é a pressao e ¢ é
a perturbacao do potencial — responsavel pela ligacao entre as equagoes perturbadas de

Euler, dadas por (6.11) e (6.12).

Para determinar o comportamento da perturbacao na pressao, devemos lembrar que py =
—pa- Logo, perturbagiao na pressao fica expressa por I, (7, t) = —pada(7,t). Portanto, a
interacao entre as duas componentes escuras, nas equacoes perturbadas de Euler (6.11) e

VIIA
patpA’”

(6.12), esta implicita no potencial perturbado. Outro termo que merece atengao é
Note que no denominador deste termo temos apenas a contribui¢ao dos termos de energia
escura. Uma vez que py = —p, teremos uma divisao por zero na equagao (6.12). Para
contornar o problema, deve-se multiplicar toda a equacao (6.12) por py + pa. Entretanto,
para que a igualdade seja verdadeira é necessario que a perturbacao na pressao, bem
como na densidade sejam nulas, ou seja, [Iy = 0 e §, = 0. Dessa forma, a equacao
de Euler é reduzida novamente a uma equacao sem perturbacao no termo de pressao,
ja que as duas equagoes, (6.11) e (6.12), sao semelhantes. Contudo, ao considerar que
0p = 0, estamos afirmando que o termo cosmologico nao desempenha nenhuma influéncia

sob um ponto de vista perturbativo. Conclui-se, entao, que nos modelos neo-newtonianos
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termos perturbados ligados ao termo cosmologico nao devem ser levados em conta por
causarem uma inconsisténcia na equacao de Euler perturbada. As perturbacoes nestes
termos devem ser desconsideradas. Este resultado da mais consisténcia as concludes
tiradas da analise da equagao (5.50), onde vimos que as perturbagdes no termo cosmologico
sao pequenas. Entretanto, o resultado aqui obtido ¢ de origem matemética, ou seja, ainda
nao conseguimos comparar os resultados de modelos que nao consideram flutuacoes no
termo cosmologico com um modelo que permita tais flutuagoes. Vamos entao generalizar
este modelo a fim de obtermos um contraste de densidade que considere flutuacoes na

matéria escura e no termo cosmologico.

6.2 Interacao entre matéria ordinaria e um fluido arbi-

trario

Seguindo com a proposta de uma interacao entre dois fluidos, pretende-se obter uma
generalizacao do modelo de interagao tratado na secao anterior com o intuito de eliminar
o problema encontrado ao tratar um modelo de matéria escura e constante cosmologica.
Para isso, vamos tratar de um modelo com dois fluidos, sendo um do tipo matéria escura,
com densidade de energia e uma equagao de estado como dadas no modelo anterior (p,, e
pm = 0), e outro fluido arbitrario com densidade p4 e equagio de estado p4 = apa (com
este fluido arbitrario poderemos driblar a divisdo por zero obtida no modelo anterior).
Note que o responsavel pela determinacao do tipo de fluido na interacao é o fator a. Por
exemplo, quando a = —1 temos uma equacao de estado tipo constante cosmologica. A

densidade e a pressao totais sao

p = pm+pa e P=Dm+Da=apa, (6.13)

jd que a pressao da matéria escura é nula, conforme dito anteriormente. Com isso as

equacoes da continuidade, de Euler e de Poisson, dadas por (6.1), (6.2) e (6.3), podem
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ser reescritas para a base como

(H+ H*)F = -V , (6.15)
V2® = 417G [py, + pa(l + 3a)] . (6.16)

Note que a equacao de Euler (6.15) para a base é a mesma que nos outros modelos.

A primeira exigéncia a ser imposta é a de que este modelo tenha como limites o modelo
de interacao entre as duas componentes escuras, ou seja, desejamos que quando a = —1
os resultados do modelo anterior sejam reproduzidos. Para que isso ocorra, a densidade
de energia do fluido arbitrario deve ser igual & de um fluido tipo constante cosmologica,
tratada no caso de interagao entre a matéria escura e um fluido tipo constante cosmologica.
Com isso é necessério que

35 H?
PA = PA = m ) (6-17)

como descrito por (6.10). Entao, a equagao (6.14), para qualquer valor de «, fica da

seguinte forma:
-9
47G py, + 3H (47Gpyy) = —3BHH — 55H3(1 +a) . (6.18)

A divergéncia de ambos os membros de (6.15) e usando (6.16), tem-se

3(H+H?*») = -V,
AnGpn = —3(H + H?) —47Gpa(1+ 3a) ,
= —3H—3H2{1—|—§(1+3a)} . (6.19)

Tomando a a derivada temporal desta equacao obtém-se

AnGpym = —3H —6HH {1 + §(1 + 3a)} . (6.20)
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Pode-se agora substitur as equagoes (6.19) e (6.20) em (6.18) para obter

H+HH{5+3a0} +3H3[1+af] =0. (6.21)

Para simplificar a resolucao da equagao acima, pode-se propor uma forma para o parametro

c

de Hubble exatamente como tratamos nos outros modelos. Suporemos que H = %, com
C' uma constante arbitraria a ser determinada. Com isso, H = —t% e H= 2%. Entao a
equacao (6.21) é reduzida a uma equacao do terceiro grau em C,

3C° (1+ap) —C*(5+3aB) +2C =0. (6.22)

Note que a equacao (6.22) é semelhante a equagao (5.13), obtida para o modelo de geracao
de massa. A diferenca entre as duas fica restrita a um fator «, que surge devido a
equacao de estado admitida para o fluido arbitrario. Entretanto, como este fator aparece
multiplicando o valor de 3, as solucoes devem ser semelhantes as do modelo de geracao
de massa. Com isso, as solugoes para esta equacao do terceiro grau em C' podem ser
determinadas da mesma forma. A primeira solucao é C = 0. Dai pode-se reduzir a

equacao (6.22) a uma equagao do segundo grau

3C2 (1+ap)—C(5+3apB)+2=0, (6.23)

cujas solugoes sao dadas por

(54 3a8) + (1 + 3ap)

Cr = 6(1+apf)
=1, (6.24)
e
o (54 3af) — (1 + 3ap)
B 6(1+ap)
2

T 3(1+af)’ (6.25)
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Uma analise importante ¢ a obtencao dos valores do parametro de Hubble. Entretanto
y . . . .
reescrevendo o produto aff como — (3, as discussoes serao as mesmas que as feitas para o

modelo de geracao de massa no capitulo 5. Com isso, o tinico valor aceitavel e mais geral

possivel para C é C' = (C_ = m, ja que este reproduz os outros resultados possiveis.
Com isso,
2 1
H=——"—— 6.26
3(1+ap)t (6:26)

e podemos prosseguir em direcao a determinacao do fator de escala e da densidade de
energia para este modelo. O fator de escala tem a mesma forma que o obtido no modelo

com geracao de massa, ou seja,
2
a(t) = agt3d+am | (6.27)

Utilizando H = C/t, podemos reescrever a equacao da continuidade (6.14) como:

, 30HH 98H?
m + 3Hpy, = — — 1 ,
Pm - SHP 4G 81 (1+a)
C 3pC? 9603
om + 3—pm = — 1 . 6.28
P3P = G~ sra L) (6.28)
Uma solucdo particular de (6.28) pode ser na forma p,,, = i3, onde py € uma constante

a ser determinada. Substituindo esta expressao para p,,, em (6.28) obtém-se

_ 1-5
C 6nG(1+afB)’ e

P (6.29)

Acrescentanto a solucao geral da equagao homogénea, a solucao geral para a densidade

de energia é

1-p

m = Dot 3¢ + :
’ ’ 67G (14 af)* 12

(6.30)

Tal como antes, a solucao da equacao homogénea é um regime transiente, porque tende a

zero mais rapidamente que a solucao particular para grandes valores de ¢, e por isso nao
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serd levada em consideracao. Assim ficamos com

1-7
P = 5 - (6.31)
67G (1 + af)" t2
Retornemos ao caso a = —1, que serve como um teste para o modelo. Neste caso a

densidade de energia ¢ igual a encontrada no modelo de geracao de massa, como era
esperado. De fato ja esperdvamos que os dois modelos fossem iguais pois quando @ = —1
as equacoes de estado sao as mesmas e os fluidos em questao nos dois modelos também

sao iguais.

Concluimos até aqui que o comportamento para a densidade de matéria é semelhante nos
trés modelos estudados, assim como para o fator de escala. O comportamento obtido
para o fluido arbitrario para a base sugere que este seja o mais geral dentre os trés
modelos, uma vez que ele reproduz os outros resultados. Para que essa suspeita possa ser
confirmada, devemos fazer um tratamento perturbativo e verificar se teremos equivaléncias

nas equacoes perturbadas em primeira ordem.

6.2.1 Analise Perturbativa para o Fluido Arbitrario

Assim como nas secoes anteriores, faremos uma perturbacao nas grandezas relevantes.
As solucgoes serao reescritas como uma base mais uma pequena flutuacao, ou seja, f —
fo(t) +0f(7,t), com 0 f(7,t) << fp(t) 0 que nos permitira fazer uma andlise em primeira

ordem das flutuagoes. Este pequeno desvio é escolhido na forma de uma onda plana,

T

tal como nos modelos anteriores. Com isso, 0f(7,t) = fiea , com fr = f(t) e é o
vetor de onda. Entao as grandezas relevantes terao a seguinte forma: p = p, [1 + 4(7, t)],
p=pp+0op(r,t), =1, +0(rt) e ® = O, + ¢(7, t), que sdo respectivamente: a densidade,

a pressao, a velocidade e o potencial.

Iniciamos reescrevendo a equacao da continuidade. Se utilizarmos as consideracoes feitas



74

acima teremos para a equagao (6.14),
pm + % (pml_[m) +pmv ' Um - _pA -V (pA'JA) _pAv U4,
e, como resultado, a forma perturbada para esta equacao sera:

Om (,Om + 3Hpm) + Pm (5m + %Um> = —04 (,OA + 3HpA(1 + CY)) — pPA <52 + % . ’17,4(1 + Oz))(6.32)

Se admitirmos que as velocidades perturbadas sao diferentes, pode-se tratar a equacao de
Euler (6.15) separadamente para cada um dos fluidos, sempre considerando que p,, =0 e

pa = apa. Entao:

Oyl + (ﬁm : ﬁ) T = -V, (6.33)
Dyiiq + (ﬁA : ﬁ) 4= _ gy , (6.34)
PA+Da

com u,, e us sendo as velocidades totais para o fluido de poeira e para o fluido arbitrario.
Note que u,, — up + v,,, enquanto que us — u, + v4. Deste modo, é possivel manipular

cada equacao como foi feito para os modelos anteriores. Com isso podemos escrever:

oy {aift - v, } = n’9, (6.35)
Oc{aifi - T} = n’6 + - iQ"Q5A . (6.36)

A equacao para o potencial (6.16) fica modificada quando fazemos essas consideragoes.

Entao a equacao de Poisson perturbada é:

n2p = —47G (pmbm + pada (1 + 3a)) . (6.37)
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Substituindo as equagoes de base em (6.32) e fazendo o produto por ;1—2, tem-se:

—a’6,, (p—A v 3P0y a)) + a%0,, + aifl - Ty, =

m pm

= —a2, (p—“‘ v 3P0 a)) — a?PA5, — it - Ta(1+a) A (6.38)

Para que a equacao fique mais compacta, adotamos 24 = r e 24 = 2 gendo r e s duas

Pm Pm t )

constantes. Além disso, usamos H = €. Com isso a equagdo (6.38) fica

) .
—a27m [s 4+ 3CT(1 + a)] + a*m + aifi - T, =

= —a257A [s +3CT(1 4 a)] — a*rds — aifi - Ta(1 + a)r . (6.39)

Diferenciando a equacao (6.39), temos que:

—[s+3Cr(1+ a)] 2000m GQfm = Cigm- +

+2aaby, + a8y, + O, {aifi - ﬁm _

 [s+3Cr(1 4+ a)] | 2090 azfA _ “ifA -
—2aardy — a®roy — (1 + o), {aif - 17_,4} : (6.40)

Substituindo as equagoes (6.35), (6.36) e (6.37) em (6.40) e dividindo por a?, temos

5m+57m{2C_5_3CT(1+05)}+
1
—0m {47TGp1 1+r(14+a)]+[s+3Cr(1+ a)](2C —1) t_2} =
. Oy
= —71s + 5 {-2Cr —s—=3Cr(1+a)} +

} . (6.41)

+0a {47er2 L (14 0)] (L4 30) — [s 4 8Cr(1 4 a)] (20 — 1) L — 70"

12 a?

Para resolver a equagao é preciso introduzir uma ligagao entre a flutuacao dos contrastes
de densidade, da poeira e do fluido arbitrario. De fato, esta nao é uma consideracao
inconseqiiente pois as duas componentes estao em ‘“contato”, o que em nosso contexto,
permite considerar que h&d uma propagacao desta flutuagao nos dois fluidos mesmo quando

apenas um deles é, inicialmente, perturbado. Vamos adotar um caso em que a perturbacao
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no fluido arbitrario é proporcional a flutuacao na matéria ordinaria, ou seja, o4 = A,
com A sendo uma constante arbitraria. Este é o caso mais simples de ligacao entre as duas
grandezas. Utilizando os valores de p,,, pa e de C, pode-se reescrever a equagao (6.41)
em termos de «, § e A. Com isso a equacao (6.41) se torna uma equac¢ao homogénea de

segunda ordem:

< om 1-5 2(2 - 308)  20A 304(6—1)—2]
ot t{l—ﬁ(l—k)}{iﬂ(Haﬁ) TG0 ran) [

25 1-p 1 afBaf —1)  afA(3af —1)
T3\ 1= - [\ +aB?  (+ad? | 1+ad

_ A(1+30)  3n’dap }:o. (6.42)

(B=D(+apf) 208 - agt®

Para que a equagao (6.42) assuma uma forma mais simples, vamos renomear algumas

constantes como

_ 1-p 2(2 —3a3) 20X [Sa(ﬁ -1)— 2}
“= {1—5(1—/\)}{ 3(1+4 ap) + 3(8—1)(1+afB) ) (6.43)
_2) 1-5 1 af(Bas—1)
Y = 3{1—ﬁ(1—)\)}{(1+aﬁ)2 1+ af)? + (6.44)

1+ ap (6—1)(1+ap)

2 1-3 3n?\af

que podem ser reescritas na forma

LafBag—1)  AB(1+30) }, (6.45)

2 {1_2(1—)\)(1—6)}’ (6.47

T 1taB)3  1-8(1-X
2 1 3 4 2 3
Y=—§<1+aﬁ>2[1—5<1—m{3“ etz -am g+
3 -sna2+ - 2/\)04]52 + [1 A (1+2A)a}5— 1} , (6.48)
y o s (6.49)

a[1-p0-N]
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A equagao (6.42) fica sendo entao

. S X Y
5m+ZT+{W_t_2}5’”:0’ (6.50)

e, como ja vimos, suas solucoes podem ser expressas em termos de func¢oes de Bessel.
Para isso, vamos fazer duas mudancas de varidveis. A primeira consiste em x = t*. Com

isso, a equacgao (6.50) passa a ser:

1 VA X Y
YA 9 G A ST D it S Gy (6.51)
w w 2

w? W

Mas para que se tenha uma equacao de Bessel é necessario que a poténcia de ¢, que

multiplica X, seja nula. Isso acarreta

1
w= TR (6.52)

e, em termos de z, a equagao (6.51) escreve-se

Y —1 7 X Y
(5;;‘|‘_m{—w ‘|‘—}+5m{_2_ 2 2}:0' (6'53)
T w W w w2x

A segunda mudanca consiste em ¢,, = x9¢, que conduz a
m bl

¢ w—1 Z X 1 w—1 Z
§"—|——{2q—|——+—}+<{—2——2 Y—q(q—1)+q<—+—>
T w w w T w W

L1, ~ . ~ . /
Para que esta tltima equagao se reduza a equagao de Bessel o coeficiente do termo < deve

} =0 (6.54)

ser igual a 1. Com isso, o expoente ¢ é

13 + ﬁ[:aa F13(M — 1)} 3082\ — 1) — 12X
2 [1 + B0 — 1)]

q= : (6.55)

e a equagao (6.50), transforma-se numa equacao de Bessel

/
§"+§—+§{n2A2—V—} ~0, (6.56)
xXr
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com

9aBA1+aB) _ X
T

A? = (6.57)

1 1
YT B+ el B - )P
+6a33% (A — 1)(50\ + 9o — 54) 4+ 23(1211\ — 671 — 540\%) + 2c(401 — 590\ + 216A%) +

{671 + 27080\ — 1)% — 1080\ + 432)\2 +

B671(A — 1)* +2a%(603 — 736\ + 216)A?)] — 4a3°[804)\ — 401 — 403\* +
a? (48 — 81) + (603 — 973\ + 368)\?)] + o?B*[27a* +

—2400(27 — 34X\ + 8)%) + 2(603 — 1210\ + 607)\?)] }(6.58)

Assim, a solucao geral de (6.51) é

S = | C1, (nt“’A) + CQJ_V<ntWA> g (6.59)
——1{1+ 2[5+ 5800~ 1) - 6| } 600
T 3(1+ af3) [1 + B\ — 1)] ' '

Vale ressaltar que a solugdo (6.59) descreve uma interacdo entre matéria escura e um
fluido arbitrario em que ambas densidades foram perturbadas. Com isso, seremos capazes
de comparar este modelo (utilizando o« = —1, que descreve um fluido tipo constante
cosmologica) com o modelo de geragdo de massa sem perturba¢ao no termo cosmologico.
O gréfico (6.1) representa uma intera¢ao, descrita por (6.59), entre a matéria escura e um
fluido tipo constante cosmologica (« = —1), em que foi assumindo os seguintes valores

para as constantes, C; = Co =1, A=4/5, n=1,a0=1e f=0.3.

Comparando o gréfico (6.1) com o grafico (5.1) que sao modelos fisicos equivalentes (in-
teragdo entre matéria escura e um termo cosmologico) encontramos um comportamento

muito similar, como pode ser comprovado no grafico (6.2).
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Figura 6.1: Contraste de densidade no modelo com dois fluidos. Quando o valor de a = —1 e 3 = 0.3
temos que o contraste de densidade cresce com o tempo.
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Figura 6.2: Comparagao entre os contrastes de densidade obtidos no modelo de geragao de massa (em
verde), figura (5.1), e 0 modelo de interagdo (em vermelho), figura (6.1).
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O grafico (6.2) nos permite dizer que as flutuagoes no termo cosmoldgico podem ser
desprezadas, uma vez que a curva com perturbacao neste termo é muito préxima da

curva em que nao levamos em conta tal flutuacao.

Pode-se ainda, obter outros tipos de interacao. Como por exemplo, para um caso em

que @ = —1, e as constantes sao : C; = Co =1, A= —-4/5, n=1,a0=1,=03¢e¢

a = —1, teremos o grafico (6.3). Note que os valores das constantes para obter o grafico
or
o 2
K
S -4
1%
3
a 6
S 8|
g
g -10 ¢
§ 12
S -
0 20 40 60 80 100
Tempo
Figura 6.3: Contraste de densidade no modelo com dois fluidos. Quando o valor de o = —1 e 3 = 0.3

temos que o contraste de densidade decresce.

(6.3) foram os mesmos para obter o grafico (6.1) com uma altera¢ao somente no sinal de

A. Esta alteragao modificou completamente o contraste de densidade.

Outro caso pode ser uma interacao entre matéria escura e um fluido com equacao de
estado p = p (matéria rigida). Para isso vamos novamente fixar os seguintes valores para
as constantes: C1 = Co =1, A =4/5,n=1,a9=1, § = 0.3 e o = 1, que resulta num

comportamento como descrito pelo grafico (6.4).
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Figura 6.4: Contraste de densidade no modelo com dois fluidos para C; = Cy = 1, A = 4/5, n = 1,
ag =1, =0.3 e @« =1, que resulta numa equacao de estado p = p.
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Capitulo 7

Conclusoes

A simplicidade matemética aliada a possibilidade de que resultados consistentes sejam
obtidos dentro de um limite bem estabelecido sao as duas maiores motivacoes para a
construcao e analise de modelos com um enfoque newtoniano. Neste trabalho exploramos
alguns aspectos da cosmologia newtoniana, aplicada a interagao entre as componentes
escuras do universo. O objetivo principal foi obter uma resposta para a nao perturbacao
do termo cosmolégico na literatura [8,9|, uma vez que este termo é tao importante quanto

qualquer outra grandeza relevante.

As causas observacionais que sugerem a existéncia da matéria e energia escuras, sao: a
curva de rotacao das galaxias espirais e a atual fase de expansao acelerada do universo.
Como vimos, o problema da curva de rotagao das galaxias é resolvido adicionando um halo
de uma matéria, que nao emite nenhum tipo de radiacao conhecida, em volta das galaxias
espirais. Ja a nova fase de expansao acelerada que vivemos pode ser explicada quando
introduzimos um fluido com pressao negativa, denominado de energia escura. A partir
daf discutimos quais os problemas teoricos decorrentes da introducao desses novos consti-
tuintes, isto é, a discrepancia entre os valores calculados pela teoria e o valor associado as
observagoes da constante cosmologica (um dos candidatos a energia escura) e o problema
da coincidéncia cosmica. Houve ainda, a preocupacao em deduzir as equacoes da hidrod-

indmica (que foram utilizadas ao longo do trabalho) e que nos permitiram encontrar, a
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partir de uma abordagem newtoniana, uma equacao similar a componente temporal da
equacao de Einstein através da utilizacao de uma matemética mais simplificada, em
comparacao com calculos relativistas. Generalizamos o modelo, propondo interacoes
entre alguns constituintes. Foi revisado ainda o problema da formacao de estruturas
que nos levou ao estudo das perturbagoes cosmoldgicas, uma vez que as estruturas sao

formadas de pequenas flutuagoes observadas no espectro da RCF.

No capitulo 5, tratamos de um modelo em que a energia escura decai em alguns
constituintes (como: poeira, gas de Chaplygin e matéria ordinaria). Com este modelo
encontramos uma explicagao para o baixo valor da constante cosmologica observada
atualmente. Além disso, limitando os valores de (3 entre (0,1), o que resulta num ¥ > 0

e A > 0, pode-se obter um modelo de universo em expansao acelerada, ou seja, H > 0.

Na secao 5.2.2, onde consideramos flutuagdes no termo cosmoldgico, encontramos que
tal flutuacdo decresce com o tempo (A = t~(“*Y) e esta ligada a flutuacio do termo de
geracao de massa. Com isso, obtivemos a solugao para o contraste de densidade para
um caso particular, em que a matéria escura surge do decaimento do termo cosmologico
sem perturbacao neste termo. Em seguida encontramos a solugao geral para o contraste
de densidade. Para obter esta solucao a flutuacao no termo cosmologico foi levada em
consideracao e a equagao de estado do fluido gerado foi definida como p = kp”. Entretanto,
nao foi possivel fazer uma comparacao entre os dois modelos, uma vez que: a solucao do
caso mais geral nao permite que k = 0, o que impossibilita o decaimento de energia escura

em matéria escura, que é a condicao necessaria para que se possa comparar os dois casos.

Com isso, a tinica afirmacgao que pode ser feita (a partir do modelo estudado no capitulo 5),
com relacao a flutuacao no termo cosmologico, é dada pela forma de A, que decresce rapi-
damente, ou seja, esperamos que este termo nao tenha influéncias relevantes na formacao
de estruturas nem na dindmica do universo. Entretanto, para afirmar isso, precisamos
fazer uma comparacao entre modelos que levam em conta as perturbacoes neste termo

com modelos que nao consideram tal flutuacao.

Para que isso pudesse ser feito, partimos para uma anélise da interacao entre as duas
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componentes escuras através de um modelo neo-newtoniano. Este modelo é equivalente

__ 3BH?
- 8nG

a um modelo newtoniano de geracao de massa, desde que: ¥ = —p, e pap Com
isso, as solucoes para a base do modelo de interagao entre as componentes escuras sao
equivalentes as solucoes do modelo com geracao de massa. A analise perturbativa nos per-
mitiu escrever a equacao perturbada de Euler separadamente para cada fluido. Portanto,
a partir da equacao perturbada de Euler para o fluido tipo constante cosmologica, tivemos
uma anulacao da perturbacao da pressao para este fluido, o que resultou num 6, = 0.
Pode-se, entao, afirmar que nos modelos neo-newtonianos com interacao entre um fluido
do tipo constante cosmoldgica e matéria escura, nao é necessario considerar perturbacoes
relacionadas a um fluido tipo constante cosmologica. Entretanto, este resultado surge a
partir de um problema matematico, o que impossibilita uma comparacao entre os modelos

que consideram as perturbagoes no termo cosmologico com modelos que nao consideram

tal flutuacao.

Partimos, entao, para uma generalizacao do modelo neo-newtoniano propondo uma in-
teracao entre a matéria escura e um fluido arbitrario. Modificamos a equacao de estado
da energia de vacuo para p = ap, o que nos permitiu reproduzir os resultados de fundo
obtidos no modelo de interacao entre as componentes escuras e os resultados de geracao
de massa, quando py = pp. J& na andlise perturbativa, encontramos a solucao para o
contraste de densidade considerando flutuacoes nas densidades, da matéria e do fluido
arbitrario, que foram consideradas proporcionais. Com a equacao obtida para o contraste
de densidade deste modelo e fazendo @« = —1, neste caso temos interacao entre as com-
ponentes escuras, conseguimos comparar os resultados deste modelo com o resultado do

modelo de geragao de massa sem perturbagao no termo cosmologico.

Com essa comparacao, mostrada no grafico (7.1), concluimos que as flutuagoes no termo
cosmologico podem ser desprezadas, uma vez que a curva para o contraste de densidade
com perturbagao neste termo é muito proxima da curva em que nao é considerada tal
flutuacao. De fato, este resultado ja era esperado desde a determinacao da perturbacao
no termo cosmologico e foi reafirmado, matematicamente, pela necessidade da anulacao

da perturbacao na pressao do fluido tipo constante cosmologica. Mas somente através do
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Figura 7.1: Comparagao entre os contrastes de densidade obtidos no modelo de geragao de massa (em
verde), figura (5.1), e 0 modelo de interagdo (em vermelho), figura (6.1).

grafico (7.1) é que podemos comprovar que a flutuagdo no termo cosmologico nao tem

influéncias relevantes para a formacao de estruturas.

Vale ressaltar que este é o inico resultado comum aos dois modelos, de geragao de massa
e 0 neo-newtoniano com interacao. No caso mais geral do modelo de geracao de massa,
a energia escura decai em outros constituintes com equacao de estado p = kp”; enquanto
que no caso mais geral do modelo de interacao temos matéria escura e outro constituinte

com equacao de estado p = ap.

Uma continuacao natural deste trabalho seria: um tratamento numérico mais detalhado,
obter a curva do espectro de poténcia (para que os resultados possam ser comparados com
os dados observacionais), uma anélise termodinamica a fim de verificar o comportamento
da entropia quando h& uma transformacao de matéria em energia e ainda uma anélise

relativistica dessas situacoes.
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