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Resumo
Com a intenção de des
rever a nova fase de expansão a
elerada e a 
urva de rotação dasgaláxias espirais, novas 
omponentes do 
onteúdo material do universo são propostas. Aexpansão a
elerada é expli
ada 
om a introdução da energia es
ura, 
om uma pressão neg-ativa, que permane
e 
omo uma 
omponente suave do universo não podendo ser dete
tadapor nenhuma emissão de radiação eletromagnéti
a, justi�
ando assim o seu nome. Suaexistên
ia é frequentemente atribuída à uma 
onstante 
osmológi
a proveniente da energiado vá
uo. Ainda, para resolver o problema da dinâmi
a de galáxias espirais é suposta aexistên
ia de um halo de matéria des
onhe
ida em torno delas, sendo que essa matéria nãoemite radiação eletromagnéti
a e apare
e numa estrutura aglomerada. Tal 
onstituinteé 
hamado de matéria es
ura. Usualmente, modelos 
om 
ampo es
alar 
uja densidadede energia pode variar no tempo e no espaço são 
hamados de modelos de quintessên
ia.Modelos 
omo os de gás de Chaplygin, em que apenas um �uido desempenha os papéisatribuídos às duas 
omponentes exóti
as supra
itadas são ditos de quartessên
ia. En-tretanto, é possível fazer uma identi�
ação desta última 
lasse de modelos 
om 
enáriosem que é levada em 
onta a existên
ia de dois �uidos em interação. Estes modelos deinteração no setor es
uro 
onduzem à propriedades interessantes, 
omo a aparição dematéria es
ura pelo de
aimento do vá
uo. Neste trabalho 
onsideramos esses modelosinteragentes de duas maneiras: inserindo um termo de geração de massa nas equações demovimento e dividindo a 
omponente de matéria em dois tipos diferentes de �uidos. Inves-tigamos, usando uma abordagem newtoniana, o 
omportamento da solução de fundo. Emseguida, analisamos as 
onseqüên
ias da perturbação de densidade, tentando identi�
ar a
ontribuição espe
í�
a da 
omponente de �utuação da energia es
ura, que é geralmentenegligen
iada na literatura. Finalmente veri�
amos que as �utuações na 
omponente daenergia es
ura não 
ausam efeitos signi�
ativos para a formação de estruturas.



Abstra
t
In order to des
ribe the new phase of the a

elerated expansion and the spiral galaxiesrotation 
urve, new 
omponents of material 
ontent are proposed. The a

elerated ex-pansion is explained by the introdu
tion of dark energy, with negative pressure, whi
hremains as a smooth 
omponent of the universe, not being dete
ted by any ele
tromag-neti
 radiation emition, so justifying its name. Its existen
e is frequently related to a
osmologi
al 
onstant 
oming from the va
uum energy. Also, to solve the spiral galaxiesdynami
s the existen
e of a halo of unknown matter around them is supposed. Su
hmatter does not emit ele
tromagneti
 radiation and it appears as a 
luster stru
ture.This 
ontent is 
alled dark matter. Usually, s
alar �eld models whose energy density 
anvarry in time and spa
e are 
alled quintessen
e models. Models like the Chaplygin gas'ones, in whi
h only one �uid takes the roles of the two exoti
 
omponents 
ited aboveare 
alled quartessen
e models. However, it's possible to identify this last 
lass of modelswith s
enaries where its taken into a

ount the existen
e of two intera
ting �uids. Whenin the dark se
tor, these models lead to interesting properties, su
h as the appearan
eof dark matter from the va
uum de
ay pro
ess. In this work we 
onsider this kind ofmodels, i.e. intera
ting models, in two ways: by inserting a mass generation term inthe equations of motion and by splitting the matter 
omponent in two di�erent types of�uids. We investigate, from Newtonian point of view, the behavior of the ba
kgroundsolution. We also analise the 
onsequen
es of the density perturbation, trying to identifyspe
i�
 
ontributions of the 
omponent of �u
tuation of dark energy, whi
h is generallynot treated in the literature. Finally we �nd that in most situations the �u
tuation ofthe dark energy does not a�e
t signi�
antly the stru
ture formation pro
ess.
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Capítulo 1
Introdução
A 
osmologia vive um período de grande desenvolvimento em razão da abundante quanti-dade de dados observa
ionais. Com efeito, o advento de novos satélites, 
omo o COBE eo WMAP, trouxe à 
omunidade um novo vigor. Pode-se dizer que a maior parte dos mod-elos atuais perdeu o 
aráter meramente espe
ulativo já que agora é possível 
onfrontarteoria e observação. Dentro desta perspe
tiva, os modelos newtonianos para a 
osmologiatêm grande a
eitação, seja por sua simpli
idade matemáti
a, quando 
omparados 
ommodelos relativistas, ou por apresentarem alguns resultados bastante a
eitáveis dentrodas pres
rições do modelo 
osmológi
o padrão. Tais fatos 
olo
am a proposta de umtratamento estritamente newtoniano para a 
osmologia 
omo uma importante ferramentaquando o universo é tratado em es
alas não relativistas.Modelos que supõe um universo 
omposto de bárions, radiação e neutrinos, não expli
ama 
urva de rotação das galáxias espirais e nem a fase de expansão a
elerada observadaatualmente. Uma proposta é supor a existên
ia de duas 
omponentes exóti
as (matéria eenergia es
uras) [1�6℄. Entretanto, ao admitir a existên
ia destes novos 
onstituintes gera-se alguns problemas teóri
os, 
omo por exemplo: o problema da 
oin
idên
ia 
ósmi
a, adiferença entre os valores observados e os preditos pela teoria, e outros observa
ionais,
omo a dete
ção dessas 
omponentes. Resumidamente, o problema da 
oin
idên
ia 
ós-mi
a aborda a seguinte questão: por que a 
onstante 
osmológi
a tem um valor tal que



2somente agora ela 
omeçou a dominar o 
onteúdo material do universo? De fato, se adensidade de energia es
ura tivesse 
omeçado a dominar num passado mais distante, ouniverso poderia ter ini
iado seu período de expansão a
elerada muito antes, o que teriain�uên
ias negativas na formação das galáxias, já que as perturbações não 
res
em quandohá uma a
eleração no universo e, portanto, as estruturas galá
ti
as não poderiam ter sidoformadas. Por outro lado, se a densidade de energia es
ura 
omeçasse a dominar no fu-turo não teríamos um universo a
elerado hoje. Outro problema, é a dis
repân
ia entre ovalor obtido pelas observações 
osmológi
as e o valor asso
iado à energia de repouso dová
uo quânti
o (para alguns, o 
andidato natural a fazer o papel deste 
onteúdo exóti
o)previsto pela teoria quânti
a de 
ampos. Dependendo da teoria utilizada, a dis
repân
iapode 
hegar a 120 ordens de magnitude, algo que 
olo
a em xeque a atribuição de tal
ara
terísti
a qu�ânti
a à 
onstante 
osmológi
a.Uma maneira de resolver o problema da 
oin
idên
ia 
ósmi
a é utilizar um modelo emque a �
onstante 
osmológi
a� torna-se dinâmi
a1, isto é, varia 
om o tempo e 
om aposição [7℄. Um 
aso semelhante a este é tratado nos modelos em que a matéria es
urasurge 
om o de
aimento da energia es
ura [8, 9℄. Neste trabalho, tal de
aimento seráinterpretado 
omo um termo de geração de massa, o que faz 
om que a massa não se
onserve, 
ausando deste modo uma alteração na equação da 
ontinuidade e modi�
ando,por 
onseqüên
ia, a equação de Poisson. Outra possível solução para o problema tratadoneste parágrafo, é utilizar uma interação entre as 
omponentes es
uras. Vale adiantar queserá utilizado para os modelos de interação, um modelo neo-newtoniano. Tais modelos
onsideram os efeitos gravita
ionais da pressão, ao 
ontrário do modelo newtoniano. Aofazer isso, será veri�
ado que os modelos 
om geração de massa e de interação são similares.Portanto, neste 
ontexto, tratar de um modelo de interação entre dois �uidos é análogoa introduzir um termo de geração de massa na equação da 
ontinuidade e um termo
osmológi
o na equação de Poisson. Contudo, neste tipo de modelo, em que se 
onsiderao de
aimento de energia es
ura em matéria es
ura, de um modo geral, a perturbaçãono termo 
osmológi
o e no termo de geração de massa é desprezada. Pretende-se neste1O termo 
onstante 
osmológi
a dinâmi
a torna-se 
on�itante, por isso quando o 
omportamento de
Λ for variável iremos denotá-lo por termo 
osmológi
o.



3trabalho investigar se uma �utuação nestes termos 
ausam modi�
ações relevantes no
ontraste de densidade2. Isso será feito através de uma 
omparação dos resultados obtidosneste trabalho 
om os resultados en
ontrados por [8℄.Abordaremos um modelo de universo des
rito pelas equações da hidrodinâmi
a newto-niana. Para isso, as equações que des
revem a dinâmi
a do universo serão obtidas eresolvidas visando obter o 
ontraste de densidade da matéria na épo
a em que o uni-verso é dominado por um �uido 
ósmi
o espe
í�
o. Posteriormente, dois modelos serãoabordados: no primeiro tem-se um universo onde a matéria es
ura é gerada a partir dode
rés
imo homogêneo do termo 
osmológi
o. Em seguida, será abordado um universo
omposto de matéria e energia es
uras, que nos permitirá 
on
luir, matemáti
amente, quea perturbação no termo 
osmológi
o deve ser desprezada. Por �m, este 
aso será general-izado para um modelo 
om dois �uidos, sendo um poeira e outro arbitrário. A 
omparaçãodos resultados obtidos no modelo de geração de massa (quando o termo 
osmológi
o, semperturbação, de
ai em matéria es
ura) 
om os resultados obtidos no modelo de interação,entre poeira e um �uido arbitrário (
uja equação de estado deve ser do tipo 
onstante
osmológi
a) permitirá 
on
luir que o termo de perturbação no termo 
osmológi
o podeser desprezado.A divisão do trabalho é a seguinte: o segundo 
apítulo é uma dis
ussão a respeito do prin
í-pio 
osmológi
o e do modelo padrão para a 
osmologia. Apesar de aqui não 
onsiderarmosmodelos relativistas, falaremos desses devido à sua importân
ia para a 
osmologia 
omoum todo. Será mostrado a relação entre a 
omponente temporal do modelo relativistae o análogo newtoniano, que apresentam resultados adequados quando 
omparados 
omas observações atuais. Ainda neste 
apítulo serão tratados os fatos observa
ionais que
onsolidam o modelo relativista 
omo modelo padrão para a 
osmologia, pode-se 
itarde passagem a predição do 
omportamento dinâmi
o do universo, da homogeneidade daradiação 
ósmi
a de fundo e da abundân
ia de elementos leves. O ter
eiro 
apítulo tratadas 
omponentes es
uras do universo 
om o objetivo de expor a ne
essidade de supor aexistên
ia da matéria e energia es
uras. Este 
apítulo explora também a possibilidade de2Contraste de densidade é a razão entre uma pequena �utuação na densidade de energia e a densidadetotal média. Será abordado 
om maiores detalhes no de
orrer deste trabalho.



4interação entre estas duas 
omponentes. No quarto 
apítulo, deduziremos ini
ialmenteas equações que serão utilizadas ao longo do trabalho e, em seguida, as soluções paraum �uido serão obtidas. Estes resultados serão utilizados para efeito de 
omparação 
omos dois modelos abordados no trabalho. Interessantes aspe
tos podem ser observados
om o estudo deste 
enário simples, 
omo a obtenção de uma equação similar a 
om-ponente 0 − 0 da equação de Einstein a partir de um modelo puramente newtoniano, euma semelhança nos resultados obtidos para a base, quando a energia de vá
uo é propor-
ional ao quadrado do parâmetro de Hubble. No 
apitulo 5, utilizaremos as equações dahidrodinâmi
a 
om um termo adi
ional de geração de massa na equação da 
ontinuidade.Este novo �uido modi�
ará, também, as equações do poten
ial. Contudo, na literaturaesses termos 
omumente não são perturbados. Queremos investigar se estas perturbaçõespodem ser desprezadas. O sexto 
apítulo se divide em duas seções: na primeira serátratado uma interação entre dois �uidos bem espe
í�
os, matéria es
ura e um �uido dotipo 
onstante 
osmológi
a. Na seção seguinte fazemos a generalização do modelo, onde
onsideramos interação entre matéria e um �uido arbitrário. Com isso é possível obter o
omportamento do 
ontraste de densidade para algumas épo
as apenas variando algunsparâmetros. Os resultados �nais deste trabalho serão apresentados no 
apítulo sete, neste
apítulo mostraremos grá�
os 
omparativos entre o modelo newtoniano 
om geração demassa e o modelo neo-newtoniano de interação. Por �m, no 
apítulo oito poderemosen
ontrar as referên
ias bibliográ�
as.
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Capítulo 2
O Modelo Padrão para a Cosmologia
O Modelo Cosmológi
o Padrão (MCP) ou modelo do big bang quente [10℄ in
orpora trêsextraordinários resultados: a lei de Hubble para a expansão do universo, a existên
ia daradiação 
ósmi
a de fundo e uma expli
ação 
oerente no que se refere à produção doselementos quími
os leves. No entanto o modelo não é plenamente satisfatório em virturdeda existên
ia de alguns problemas, 
omo por exemplo: o problema do horizonte, que estáligado à razão pela qual a radiação 
ósmi
a vinda de regiões des
one
tadas 
ausalmente noperíodo do desa
oplamento apresenta a mesma temperatura hoje, o problema da planeza,que trata da questão sobre a densidade no iní
io do universo ser aproximadamente igual àdensidade 
ríti
a, a questão da origem das perturbações no universo primordial, as quaissão um elemento essen
ial para a futura formação das estruturas em larga-es
ala, dentreoutros. Contudo, 
om o surgimento da teoria da in�ação formulada por Guth [11℄, a qualpropõe um universo 
om 
res
imento exponen
ial próximo de seu iní
io, tenta resolverestes problemas1. Além dos três fatos observa
ionais, 
itados no iní
io do parágrafo, este
apítulo aborda as equações que regem a dinâmi
a do universo e vários dos aspe
tos doMCP.1Vale dista
ar que, apesar do modelo in�a
ionário resolver alguns destes problemas, outros tantos são
riados por esta teoria.



62.1 O Prin
ípio Cosmológi
oA não observação de pontos ou direções privilegiadas é um forte indí
io de que o universoé homogêneo e isotrópi
o em grandes es
alas (este resultado provem da observação daradiação 
ósmi
a de fundo, que será abordado adiante), por volta de 100 Mpc 2, sendoo universo visível da ordem de 104 Mpc [12℄. Esta 
ara
terísti
a resulta no fato de queos observáveis físi
os devem depender apenas do tempo. Tamanho 
onjunto de simetriaspermite 
onsiderar o universo 
omo um sistema material 
ontínuo, no qual os pontosou partí
ulas são as estruturas observadas tais 
omo galáxias e aglomerados de galáxias.Pode-se dizer que este substrato 
osmológi
o tem o 
omportamento de um �uido perfeitoonde a úni
a interação relevante globalmente é de natureza gravita
ional. O 
omporta-mento matemáti
o do �uido que deve 
ompor o universo é dado por um tensor newtonianosimétri
o de segunda ordem 
hamado de tensor �uido perfeito, 
uja forma é:
tij = ρvivj + pδij . (2.1)onde ρ, vj, p e δij são, respe
tivamente, a densidade de matéria, a velo
idade no pontoonde esta densidade é 
onsiderada, a pressão es
alar (isotrópi
a) e o tensor delta deKrone
ker3. Essas 
ara
terísti
as permitem de�nir o prin
ipio 
osmológi
o da seguintemaneira: �Em um determinado instante o universo é visto da mesma forma qualquerque seja o referen
ial, desde que esse tenha uma velo
idade igual à velo
idade média dasmassas de sua vizinhança�. Pode-se a
res
entar que a evolução do universo não alteraa sua 
on�guração, ou seja, ele permane
e igual a si mesmo a menos de um fator dees
ala [13℄ . Juntamente 
om este prin
ípio e as observações feitas por Hubble, 
on
lui-seque o desvio para o vermelho deve ser o mesmo para quaisquer dois referen
iais vizinhosà mesma distân
ia. Isto o
orre em razão da não-arbitrariedade de suas velo
idades já queestas devem obede
er à equação de Hubble (tratada no 
apítulo seguinte). É importanteressaltar que o tempo é tido 
omo um parâmetro universal, ou seja, ele 
orre igualmente2O megaparse
 (Mpc) é uma unidade de medida de distân
ia muito utilizada em astrofísi
a e 
os-mologia, sendo que, em unidades usuais 1Mpc = 106pc e 1pc = 3, 086 · 1018cm.3O tensor delta de Krone
ker pode assumir os seguintes valores: δij = 1 ∀ i = j e δij = 0 ∀ i 6= j.



7para todo observador desde que seu 
omportamento seja 
omo nos referen
iais 
itadosanteriormente.
2.2 A Lei de HubbleA lei de Hubble surge quando, em 1929, Edwin Powell Hubble [15℄ observou que as neb-ulosas na verdade eram objetos extra-galáti
os e que se afastavam 
om uma velo
idadepropor
ional à sua distân
ia em relação à Terra. Com os dados obtidos por Hubblep�de-se veri�
ar que o deslo
amento para o vermelho das linhas espe
trais emitidas pelasgaláxias distantes aumenta quanto maior forem as distân
ias das galáxias (fonte) ao obser-vador. Com isso de�ne-se uma relação para a velo
idade, 
onhe
ida 
omo lei de Hubble.Efetivamente, a lei de Hubble se es
reve 
omo:

~u(t) = H(t)~r(t) , (2.2)sendo: H = ȧ(t)
a(t)

, onde H é o parâmetro de Hubble e a(t) é o fator de es
ala do universo. Ovalor deste parâmetro sofreu muitas mudanças ao longo dos anos. Originalmente Hubbleen
ontrou H = 550 km s−1Mpc−1 enquanto que atualmente este valor está entre 50 e 100

km s−1Mpc−1 [5, 10℄.Juntamente 
om esta lei que revolu
ionou a 
osmologia da épo
a, surgiu também umapergunta: qual a fenomenologia por trás deste desvio para o vermelho? A resposta paraesta pergunta possui duas vertentes: a primeira é a de que o desvio para o vermelho temuma natureza 
inemáti
a, 
omo a proposta por Hubble, expressa pela equação (2.2) erepresentada pela �gura (2.1). Já a segunda é a de que o desvio para o vermelho surgeem virtude dos efeitos gravita
ionais. No entanto, se fosse levada em 
onta apenas asegunda das possibilidades, ou seja, se o desvio para o vermelho fosse derivado simples-mente de efeitos gravita
ionais, obteríamos valores bem menores do que os observadospor Hubble. Pode-se, ainda, admitir que exista uma superposição entre essas duas ver-tentes. Mesmo assim, o segundo termo poderia ser desprezado, pois o termo asso
iado ao
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Figura 2.1: A lei de Hubble é válida por todo o Universo 
onhe
ido. Este diagrama in
lui os dez maioresaglomerados de galáxias. O quadrado no 
anto inferior esquerdo representa as galáxias observadas porHubble ao des
obrir a lei.afastamento entre as galáxias é muito maior que o termo ligado aos efeitos gravita
ionais.Con
lui-se, então, que o desvio para o vermelho é proveniente, na sua maior parte, deum efeito Doppler provo
ado pelo movimento relativo entre a fonte e o observador. É
onveniente ressaltar que a lei de Hubble é válida apenas para galáxias distantes. Isto sedeve ao fato de que as galáxias próximas ao observador possuem movimentos pe
uliares,não devidos à expansão, mas sim à interação 
om outras galáxias ou aglomerados degaláxias. Para galáxias distantes, o erro gerado por não 
onsiderar o movimento pe
uliaré muito pequeno. Por outro lado, galáxias 
ujas distân
ias são maiores que aproximada-mente 1000Mpc têm velo
idade relativa próxima à velo
idade da luz. Portanto, parades
rever tais sistemas é ne
essário empregar uma teoria relativista (
omo pretendemosobter resultados para um modelo newtoniano, apenas distân
ias menores que 1000Mpcsão 
onsideradas).Uma forma de inferir importantes informações a respeito do 
omportamento do universoé através da análise do parâmetro de desa
eleração hoje q0 [10℄. Esta grandeza forne
euma medida 
inemáti
a do quanto varia a velo
idade de expansão. De�nimos o parâmetro



9desa
eleração hoje 
omo:
q0 = − ä0ȧ0

a2
0

, (2.3)onde o índi
e zero denota a grandeza 
om o valor observado hoje. Dependendo do modeloestudado, o parâmetro de desa
eleração pode ser expresso em termos do parâmetro dedensidade Ω. Para um instante qualquer de�ne-se a grandeza Ωi 
omo:
Ωi =

ρi

ρc

,onde ρi é a densidade de energia da i-ésima 
omponente do 
onteúdo material do universo.As observações atuais indi
am que Ω0, a fração da densidade total hoje pela densidade
ríti
a, vale aproximadamente 1, 02 [5℄.O termo ρc é 
hamado de densidade 
ríti
a e pode ser obtido a partir da segunda lei deNewton [12℄:
−GMm

a(t)2
= mä(t) . (2.4)Aqui, m representa uma massa que se en
ontra na superfí
ie de uma esfera homogêneade raio a(t) e de massa M . Multipli
ando os dois lados da equação (2.4) por ȧ(t) eintegrando, teremos:

ȧ(t)2

2
− GM

a(t)
= E . (2.5)Como a(t) apresenta unidade de distân
ia, pode-se dizer que o primeiro termo da equaçãoa
ima refere-se à energia 
inéti
a. O segundo termo está ligado à energia poten
ial eportanto E terá dimensão de energia. Contudo, é 
onveniente expressar a equação (2.5)em função da densidade de matéria ou, de uma forma mais geral, em termos da densidadede energia. Para isso, deve-se es
rever: M = 4πa(t)3

3
× ρM(t). Então:

ȧ(t)2

2
− 4πG

3
a(t)2 × ρM(t) = E . (2.6)



10Quando E = 0, a densidade ρM é denotada por ρc (densidade 
ríti
a). Este é o limite emque a energia muda de sinal, ou seja, ponto em que o universo passa de uma expansãoeterna (E > 0) para uma expansão temporalmente �nita (E < 0). Com esta 
onsideração,obtem-se a equação para a densidade 
ríti
a:
ρc =

3H2
0

8πG
, (2.7)
om H0 = ȧ(t)

a(t)

∣

∣

∣

∣

∣

t=t0

, sendo t0 o tempo hoje. Pode-se ainda rees
rever esta equação emtermos da massa de Plan
k (Mp), que surge ao fazer G = ~c
M2

p
.A partir de uma análise mais geral da equação (2.3), pode-se dizer que se q(t) = 0o universo apresenta uma expansão uniforme. Para o valor de q(t) > 0 teriamos umuniverso em desa
eleração. Isso o
orre quando há o domínio da matéria. Já para q(t) < 0temos um universo que evolui de maneira a
elerada. Para que isso o
orra, uma alternativaé 
onsiderar a existên
ia de um tipo exóti
o de matéria [5℄.Em resumo, as des
obertas de Hubble nos permitem dizer que o universo está em expansãoe que, portanto, existe uma dinâmi
a ligada a ele. O universo não é estáti
o e restrito aoslimites da Via Lá
tea.

2.3 Nu
leossíntese PrimordialSe retro
edermos no tempo 
hegaremos a uma singularidade no iní
io 
hamada big bang,quando as temperaturas e a densidade teriam sido in�nitamente altas. Tais 
ara
terísti
asfazem 
om que as taxas de reações entre 
omponentes fudamentais sejam maiores nessafase (de altas densidades) do que as observadas hoje. Por exemplo, quando a temperaturado universo era da ordem de 1011K, a taxa do pro
esso p+e− ←→ n+νe era muito maiorque a taxa de expansão do universo, ou seja, antes que o universo dobrasse de tamanhoum neutrino era espalhado várias vezes pelo elétron [4℄. Quando a densidade diminuiu, ataxa de espalhamento também se reduziu. O modelo do big bang quente introduzido por



11George Gamow e Ralph Alpher [16℄, além da nu
leossíntese primordial, previu tambéma existên
ia da radiação 
ósmi
a de fundo. A teoria propunha originalmente que todosos nú
leos at�mi
os são produzidos pela su
essiva 
aptura de nêutrons uma unidade demassa de 
ada vez. No entanto, a não obtenção de nenhum elemento 
om um isótopoestável de massa at�mi
a 
in
o ou oito, 
olo
ou em questão a universalidade da teoria de
aptura su
essiva pois essas bre
has de massa impediriam a produção de elementos alémdo hélio. Essa des
oberta signi�
a que a teoria de 
aptura su
essiva não pode expli
ar aexistên
ia de elementos pesados.Foi des
oberto que a maior parte dos elementos pesados existentes no universo resultada nu
leossíntese estelar, uma teoria em grande parte desenvolvida por Bethe e FredHoyle [17℄. No entanto, a teoria Alpher-Bethe-Gamow expli
a 
orretamente a abundân
iarelativa de isótopos do hidrogênio e hélio que somados representam mais de 99% da massade bárions do universo. Atualmente, é amplamente a
eito que a nu
leossíntese a
onte
euem dois estágios: formação do hidrogênio e hélio de a
ordo 
om a teoria Alpher-Bethe-Gamov, e nu
leossíntese estelar de elementos mais pesados, segundo a teoria de Bethe.
2.4 A Radiação Cósmi
a de FundoA radiação 
ósmi
a de fundo (RCF) é uma radiação eletromagnéti
a que tem sua origemno universo primordial e, portanto, é uma poderosa fonte de observações que nos permiteobter informações a
er
a desta fase remota do universo. Foi prevista por George Gamov,Ralph Alpher e Robert Herman em 1948 [5℄, baseados na 
onsistên
ia da nu
leossínteseprimordial 
om a abundân
ia observada do hélio, e dete
tada dezessete anos mais tardepelos físi
os do Laboratório Bell de Telefonia (Bell Telephone Laboratories) Arno Penziase Robert Woodrow Wilson. Hoje se sabe que o espe
tro da RCF é equivalente a umespe
tro de 
orpo negro na faixa de mi
ro-ondas a uma temperatura de T = 2, 725±0, 002Kelvin [5℄, 
omo pode ser visto na �gura (2.2).Uma das 
on
lusões obtidas por Hubble é a de que o universo primitivo era muito mais
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Figura 2.2: Espe
tro da RCFM medido pelo satélite COBE. O pi
o en
ontra-se próximo da freqüên
iade 6 
ps e possui a forma de um 
orpo negro a 2,7 graus K.quente e denso que hoje. Juntamente 
om a expansão há uma redução da temperatura,o que faz 
om que a RCF tenha hoje 
er
a de 2, 7 K. A expansão do universo é tambémresponsável pela redução do 
omprimento de onda dos fótons, os quais se en
ontram atual-mente na região de mi
ro-ondas, e é o motivo pelo qual a densidade da radiação 
ósmi
ade fundo está em torno de 400 fótons por 
entímetro 
úbi
o. Para dete
tá-los utilizam-seantenas espe
i�
amente otimizadas para dete
tar fótons na zona das mi
ro-ondas, atravésde experiên
ias em balões, ou usando satélites 
omo o COBE-DMR (lançado em 1992) e oWMAP, em órbita desde 2003, que mediu 
om pre
isão as anisotropias da RCF através detodo o 
éu até es
alas angulares de 0, 2 graus. Como resultado destas medidas, obteve-sea �gura (2.3). A análise dos dados 
oletados por eles, diz que a RCF é extremamenteuniforme: só se per
ebe diferenças de temperatura na quinta 
asa de
imal, ou seja, a tem-peratura numa dada direção é prati
amente igual à de qualquer outra. Estas �utuaçõespodem dar uma espé
ie de fotogra�a do universo quando ele tinha apenas 3, 8×105 anos.Mapas ainda melhores serão obtidos pelo satélite Plan
k Surveyor, da agên
ia espa
ialeuropéia. O iní
io de sua operação estava programado para o primeiro quadrimestre de2007 mas devido a atrasos en
ontra-se ainda sem previsão de lançamento. Seu objetivoprin
ipal é o de 
oletar dados da radiação 
ósmi
a de fundo, 
om uma pre
isão nun
aantes vista.
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Figura 2.3: Espe
tro da RCF obtida pelo WMAP, em órbita desde 2003. Ela tem uma freqüên
ia depi
o de 160, 4 GHz, o que 
orresponde a um 
omprimento de onda de 1, 9 mm. Ela é isotrópi
a até umaparte em 100000: as variações de seu valor e�
az são de somente 18µKAs informações obtidas a partir do espe
tro da radiação 
ósmi
a de fundo podem serutilizadas para estimar os parâmetros do modelo padrão ΛCDM4.
2.5 A Métri
a de FLRW e a Equação de EinsteinO Modelo Cosmológi
o Padrão [5,13,14℄, expli
a a evolução do Universo desde a primeirafração de segundo até hoje, 
er
a de 13,6 bilhões de anos. O modelo é baseado na teoriada relatividade geral (TRG), que é uma teoria para a gravitação, proposta por AlbertEinstein [18℄, formulada 
om base numa geometria riemanniana quadri-dimensional. Assoluções do universo em expansão de Alexander A. Friedmann [19℄ em 
onjunto 
om aprevisão de três fatos observa
ionais � a lei de Hubble, a abundân
ia de elementos levese a radiação 
ósmi
a de fundo � formam a base do modelo 
osmológi
o padrão.4O modelo ΛCDM é um modelo que leva em 
onsideração a existên
ia da energia es
ura, do tipo
onstante 
osmológi
a, para expli
ar a fase de expansão a
elerada, e a matéria es
ura fria, que expli
a a
urva de rotação das galáxias.



142.5.1 Métri
a de Friedmann, Lemaître, Robertson e WalkerA métri
a homogênea e isotrópi
a proposta por Friedmann, Lemaître, Robertson e Walker(FLRW)5 em termos de uma distân
ia geodési
a quadri-dimensional invariante ds2 =

gµνdx
µdxν , 
om µ = 0 , 1 , 2 , 3 é es
rita 
omo:

ds2 = dt2 − a2(t)

[

dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]

. (2.8)Esta métri
a des
reve um universo homogêneo e isotrópi
o. O parâmetro K representaa 
urvatura da seção espa
ial, e seus valores possíveis são 0, 1 e −1, que representam umuniverso plano, fe
hado e aberto, respe
tivamente.A partir da equação de FLRW (2.8), pode-se obter o desvio para o vermelho e a geometriado universo. Para isso devemos tratar a propagação de uma onda radial eletromagnéti
aem um universo homogêneo e isotrópi
o.Para 
ara
terizar a geometria do universo, vamos supor que um feixe de luz emitidode uma galáxia, lo
alizada na posição r1 no instante t1, tenha sido dete
tado por umobservador, na posição r0, no instante t0. Consideremos que o observador se en
ontra naorigem do sistema de 
oordenadas r0 = 0 e vamos adotar a direção de propagação do feixeno sentido de −r. Uma vez que, o raio luminoso se propagua em uma geodési
a nula,ou seja, ds2 = 0 e fazendo θ e φ �xos a equação pode ser rees
rita na sua forma integral
omo:
∫ t0

t1

1

a(t)
dt =

∫ r1

0

dr√
1−Kr2

=̇f(r1) . (2.9)Pegando a parte da integração em r, teremos:
f(r1) =

∫ r1

0

dr√
1−Kr2

. (2.10)Obteremos diferentes soluções dependendo do valor assumido por K. Para K = +1,5Adotaremos ao longo deste trabalho uma métri
a de assinatura (+,�,�,�).



15o universo apresenta uma geometria esféri
a, se 
omportando de a
ordo 
om f(r1) =

sen−1r1; K = 0, des
reve um universo plano, 
om f(r1) = r1; quando K = −1, resultanum universo hiperbóli
o que se 
omporta 
omo f(r1) = senh−1r1.Os deslo
amentos na freqüên
ia da luz emitida por fontes distantes são 
onseqüên
ia daexpansão do universo [1,2℄ ou seja, do aumento do fator de es
ala. Para 
al
ular tal desviovamos 
onsiderar uma onda eletromagnéti
a que se propaga na direção radial 
om θ e φ�xos. A equação de movimento da onda des
rita pela métri
a de FLRW é dada por:
0 = dt2 − a2(t)

dr2

1−Kr2
.

Para de�nirmos o desvio para o vermelho z, basta observar que as 
oordenadas (r1, θ1, φ1)são independentes do tempo. Com isso podemos dizer que duas ondas emitidas, umano tempo t1 e outra no tempo t1 + δt1, que são dete
tadas nos tempos t0 e t0 + δt0respe
tivamente, têm o mesmo f(r1), ou seja:
∫ t0+δt0

t1+δt1

1

a(t)
dt = f(r1) .Subtraindo a integral a
ima de (2.9), teremos

δt0
a(t0)

=
δt1
a(t1)

,
om a(t0) sendo o fator de es
ala hoje e a(t1) o fator de es
ala quando a onda foi emitida.Es
revendo em termos da freqüên
ia ν, temos:
ν1

ν0

=
a(t0)

a(t1)
. (2.11)Podemos agora expressar (2.11) em termos do parâmetro de desvio para o vermelho, queé de�nido 
omo a fração do aumento deste 
omprimento de onda:

z =̇
λ0 − λ1

λ1

. (2.12)



16Como λ0

λ1
é igual a ν1

ν0
, podemos rees
rever a equação (2.12) 
om o auxilio da equação(2.11). Deste modo, obtem-se uma relação que determina o desvio para o vermelho emtermos do fator de es
ala do universo, isto é:

z =
a(t0)

a(t1)
− 1 . (2.13)Note que se o universo está se expandindo, a(t0) > a(t1), o que resulta em um desviodas linhas espe
trais para o vermelho, enquanto que, para um universo em 
ontração,teríamos um desvio para o azul, pois a(t0) < a(t1).

2.5.2 As equações de EinsteinAs equações de Einstein, que rela
ionam a geometria do espaço-tempo à matéria são
Gµν ≡ Rµν −

1

2
gµνR = 8πGTµν , (2.14)
om o tensor momento-energia 
ara
terizado por um �uido perfeito, que se expressa 
omo

T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.15)sendo p(t) e ρ(t), respe
tivamente, a pressão e a densidade do �uido dados em termos daexpansão e uµ é a quadri-velo
idade 
omóvel que satisfaz uµuµ = 1. Além disso,
Rµν = Γλ

µν,λ − Γλ
µλ,ν + Γλ

µνΓ
σ

λσ − Γσ
µλΓ

λ
νσ (2.16)é o tensor de Ri

i, onde

Γµ
νλ =

1

2
gµσ(gσν,λ + gσλ,ν − gνλ,σ) , (2.17)é o símbolo de Cristo�el. Ainda,
R = gµνRµν (2.18)



17representa o es
alar de Ri

i.A presença de velo
idades em quaisquer direções espa
iais resulta numa quebra de isotropia,logo apenas a 
omponente temporal da quadri-velo
idade pode ser diferente de zero. Porisso: uµ = (1, 0, 0, 0). Neste 
aso, a representação matri
ial do tensor momento-energia�
a sendo:
Tµν =



















ρ(t) 0 0 0

0 p(t) 0 0

0 0 p(t) 0

0 0 0 p(t)



















.

Note que a homogeneidade e a isotropia estão manifestas tanto na métri
a (gµν) quantono tensor momento energia (Tµν). Em ambos os 
asos os tensores são funções apenas dotempo, o que 
ara
teriza a homogeneidade. Além disso, as 
omponentes espa
iais (x, y, z)dos tensores são idênti
as, ou seja, sem direção privilegiada.Um resultado da 
ovariân
ia da teoria pode ser obtido 
al
ulando o T µν
;ν = 0 
om µ = 0,que resulta em:

ρ̇+ 3
ȧ

a
(p+ ρ) = 0 . (2.19)Em geral os �uidos relevantes em 
osmologia são barotrópi
os, isto é, �uidos em quea pressão é linearmente propor
ional a densidade, p = wρ, e a velo
idade do som é
onstante neste �uido. São eles: radiação, poeira e energia de vá
uo. Cada um delestem uma equação de estado bem determinada. Para a radiação, a equação de estado é

pR = ρR

3
, que está asso
iada a graus de liberdade relativísti
os. Sua densidade de energiade
ai 
om a quarta potên
ia do fator de es
ala, ou seja, ρR ∝ a−4. Já para o �uido depoeira temos pM = 0. Este �uido está asso
iado a graus de liberdade não relativísti
os ea sua densidade de matéria 
ai 
om o 
ubo do fator de es
ala, ou seja, ρM ∝ a−3. Quantoà energia es
ura, temos: pV = −ρV , que está asso
iado a �utuação do vá
uo quanti
o.



18Neste 
aso a densidade da energia de vá
uo �
a 
onstante e independe da expansão douniverso [5℄.Utilizando a métri
a FLRW (2.8) e substituindo as equações do tensor momento-energia(2.15) nas equações de Einstein (2.14) iremos en
ontrar:
(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
− K

a2
, (2.20)para µ = 0 e ν = 0. Enquanto que, para µ = i e ν = j, onde i e j representam as
oordenadas espa
iais, teremos:

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (2.21)As relações (2.20 e 2.21) são as equações de movimento que determinam a dinâmi
a douniverso. Quando analisamos um 
aso parti
ular sem 
onstante 
osmológi
a (Λ = 0) epara um universo plano (K = 0), a equação (2.20) é semelhante à equação (2.6) obtida apartir do modelo newtoniano.
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Capítulo 3
Matéria e energia es
uras
Medir a quantidade de matéria existente no universo e 
onhe
er sua natureza é um dosmaiores problemas da 
osmologia atual [4℄. A forma mais direta de medir essa quantidadede matéria seria através da radiação emitida por ela. Entretanto, normalmente estaradiação é absorvida pela matéria existente entre a fonte e seus dete
tores. Deve-seentão utilizar formas indiretas para uma melhor pre
isão 
omo, por exemplo, a análise doefeito gravita
ional que a matéria exer
e nas suas vizinhanças, a análise da anisotropiada radiação 
ósmi
a de fundo, lentes gravita
ionais, estudo da distân
ia-luminosidade deobjetos distantes 
omo as supernovas tipo Ia, et
. Tais testes, freqüentemente, forne
eminformações não apenas sobre a quantidade de matéria, 
omo também sobre sua natureza.Contudo, aproximadamente 95% da matéria do universo não emite radiação e talvez umagrande par
ela dessa sequer seja 
onstituída de partí
ulas 
onhe
idas. A
redita-se que aquase totalidade destes 
onstituintes seja representada por um �uido exóti
o 
om pressãonegativa denominado energia es
ura e um segundo 
omponente exóti
o de pressão nula
hamado de matéria es
ura.



203.1 Matéria es
uraA primeira evidên
ia para a existên
ia de matéria es
ura vem da 
urva de rotação dasgaláxias espirais [1, 4℄. O estudo das órbitas das estruturas 
onstituintes destas galáxias,
omo estrelas e nuvens de gases por exemplo, permite tirar 
on
lusões sobre a quantidadede matéria existente nelas. Para simpli�
ar os 
ál
ulos, vamos supor que a galáxia espiralé uma esfera 
om densidade 
onstante e que as órbitas são 
ir
ulares. Considerando umaórbita de raio r, menor que o raio da galáxia, temos:
Gm(r) = v2r . (3.1)A equação a
ima es
rita provém da segunda lei de Newton, 
om v sendo a velo
idadeorbital a uma distân
ia r do 
entro galá
ti
o e m(r) = Mr3

R3 é a massa total no interior de
r. Sendo ainda M e R a massa total e o raio da galáxia respe
tivamente, a equação (3.1)�
a sendo:

v2

r
= G

Mr

R3
. (3.2)Uma solução direta da equação (3.2) dá a velo
idade de rotação 
omo função de r. Para

r < R teremos v ∝ r. Isso signi�
a que a velo
idade de rotação aumenta 
om a distân
iaao 
entro da galáxia. Entretanto, para órbitas além do raio da galáxia (r > R) temos
v2 = G

M

r
, (3.3)o que resulta num v ∝ r−1/2, ou seja, a velo
idade na borda deve 
air 
om o inverso daraiz quadrada da distân
ia.Para obter a velo
idade de rotação utiliza-se o efeito Doppler. Resulta das observaçõesuma velo
idade que realmente 
res
e 
om a distân
ia no interior da galáxia, 
onformemostra a equação (3.2), mas que permane
e 
onstante nas bordas, 
ontrariando destaforma a equação (3.3), 
omo mostra a �gura (3.1).
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Figura 3.1: Curva de velo
idade radial de uma galáxia espiral. Note que a 
urva 
om os pontos é a
ombinação das 
urvas de dis
o, gás e halo e esperava-se que ela de
res
esse para raios maiores que 20ou 30 kp
.Uma forma de expli
ar este efeito é propor a existên
ia de um halo, em torno da galáxia, dematéria es
ura, 
omo exibe a �gura (3.2), a qual re
ebe este nome por não emitir nenhumtipo de radiação eletromagnéti
a, em torno da galáxia. Este pro
edimento permite umajuste da densidade de matéria es
ura deixando os modelos propostos em a
ordo 
om osdados observa
ionais. A matéria es
ura difundida no halo apresentará 
ontribuição de 3 a10 vezes maior que as da matéria visível, o que a
arreta uma densidade de matéria es
uramuito maior que a densidade de matéria visível (ΩHalo ≥ 0, 1 ∼= 10ΩLUZ). Esta 
ompo-nente es
ura 
orrespondende a 25% de toda matéria do universo [1, 20℄ e sua presençapode ser inferida a partir de efeitos gravita
ionais sobre a matéria visível.A 
omposição da matéria es
ura é ainda des
onhe
ida. Porém, espe
ula-se que ela podeser 
omposta de novas partí
ulas elementares 
omo as partí
ulas 
om massa fra
amenteinteragentes (Weakly Intera
ting Massive Parti
le - WIMP), áxions ou neutrinos.
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Figura 3.2: Figura ilustrativa da distribuição de matéria es
ura. Note que, a galáxia é envolvida porum halo de matéria es
ura. E a quantidade de matéria normal é bem inferior à quantidade de matériaes
ura.3.2 Energia Es
uraHá fortes indí
ios observa
ionais de que o universo esteja vivendo uma nova fase de ex-pansão a
elerada [7, 26℄. Isso é sugerido pelas observações das supernovas do tipo Ia(SNIa), realizadas pela High-z Supernova Sear
h Team (HZT), pelo Supernova Cos-mology Proje
t (SCP) [27,28℄ e pela anisotropia da RCF [29�33℄. Sabe-se no entanto quea matéria ordinária apresenta uma pressão positiva, a
arretando forças atrativas. Paraexpli
ar a a
eleração da expansão do universo, propõe-se a existên
ia de uma 
omponentees
ura misteriosa, denominada energia es
ura, dotada de algumas 
uriosas 
ara
terísti-
as, 
omo por exemplo pressão negativa (o que seria semelhante, qualitativamente, a umaforça que age em larga es
ala em oposição à gravidade) e o fato de permear todo o espaço.Existem bons 
andidatos para a energia es
ura, 
omo por exemplo a 
onstante 
osmológi
a
Λ, também 
onhe
ida 
omo energia de vá
uo (que pode ser interpretada tanto 
omouma modi�
ação de natureza geométri
a nas equações de 
ampo da relatividade geral,



23quanto 
omo um efeito da energia do vá
uo, a qual preen
he o universo de maneirahomogênea), 
uja equação de estado é p = −ρ. Embora seja uma proposta interessante,o modelo ΛCDM apresenta alguns problemas teóri
os, 
omo a dis
repân
ia entre o valorobservado e o valor estimado pela teoria quânti
a de 
ampos para a energia de vá
uo. Essesvalores podem apresentar até 120 ordens de grandeza de diferença, dependendo do modeloutilizado [20℄. Outro problema do modelo ΛCDM é o problema da 
oin
idên
ia 
ósmi
aque está ligado à seguinte questão: por que a 
onstante 
osmológi
a tem um valor tal quesomente agora ela 
omeçou a dominar o 
onteúdo material do universo? Uma propostapara resolver este problema 
onsiste em 
onsiderar que a energia de vá
uo é dinâmi
ae espa
ialmente homogênea, normalmente representada por um 
ampo de quintessên
ia1[34℄. Nestes modelos a 
oin
idên
ia 
ósmi
a se torna um ajuste de parâmetros mi
rofísi
os,de teorias quânti
as fundamentais. Outra 
lasse de 
enários muito utilizada é a dosmodelos de quartessên
ia, os quais visam uni�
ar os 
on
eitos de energia es
ura e matériaes
ura postulando a existên
ia de uma forma de energia que seria responsável pelos efeitosdas duas 
omponentes es
uras.
3.3 Modelos de interaçãoPodemos 
onsiderar uma interação entre as duas 
omponentes es
uras do universo, amatéria e energia, de duas formas: ou uni�
ando essas 
omponentes [20,21℄, ou propondouma interpolação entre a fase dominada pela matéria es
ura e a fase dominada pela energiaes
ura [22℄.Os modelos de quartessên
ia são muito utilizados 
om o propósito de resolver o problemada expansão a
elerada e o problema das 
urvas de rotação de galáxias espirais. Como umexemplo podemos 
itar o gás de Chaplygin generalizado (GCG) [24,25℄. O GCG tem sidode espe
ial interesse por fazer uma 
onexão entre a 
onstante 
osmológi
a e a matéria1Usualmente modelado 
omo um 
ampo es
alar, 
uja densidade de energia pode variar no tempo e noespaço.



24es
ura. Este �uido exóti
o respeita a equação de estado
pch = − A

ρα
ch

, (3.4)
om A e α sendo 
onstantes (o 
aso em que α = 1 
orresponde ao modelo de Gás deChaplygin). A densidade em função do fator de es
ala é dada por
ρch =

[

A+
B

a3(1+α)

]
1

1+α

, (3.5)
om a sendo o fator de es
ala do universo e B uma 
onstante de integração positiva.Observe que quando o fator de es
ala �
a muito grande, a equação (3.5) se reduz a uma
onstante, pois o segundo termo �
a muito pequeno. Neste 
aso dizemos que o GCGse 
omporta 
omo 
onstante 
osmológi
a (o que a
arreta uma expansão a
elerada hoje).Para um fator de es
ala pequeno, o segundo termo da equação (3.5) �
a muito grande, oque a
arreta um domínio da matéria. Finalmente, a dependên
ia do fator de es
ala queo GCG apresenta faz 
om que tenhamos uma interpolação entre as fases dominadas pelamatéria e energia es
uras.Outro tipo de modelo que expli
a a épo
a a
elerada em que vivemos 
onstitue-se dainteração de um 
ampo de quintessên
ia 
om a matéria es
ura. Como exemplo, pode-se
itar o trabalho proposto por [35℄, sendo que esta ligação foi feita através de um fator Qde propor
ionalidade entre a derivada do tensor momento-energia do 
ampo e a derivadado tensor momento-energia da matéria, ou seja:
T µν

1 ;µ = QT µν
2 ;µ .Modelos 
omo este são relevantes no 
ontexto de teorias es
alares-tensoriais [36℄, modelosde energia es
ura variando a massa do neutrino [37℄, modelos fant�mi
os [38℄ e modelos degravitação modi�
ada [39℄. Neste trabalho iremos propor algo similar, limitando o valor



25da 
onstante que liga os tensores em Q = −1. Isto a
arreta
T µν

1 ;µ = −T µν
2 ;µ ,e ainda nos leva a uma relação direta similar a (2.19), 
omo podemos ver a seguir:

ρ̇1 + 3
ȧ

a
(p1 + ρ1) = −ρ̇2 − 3

ȧ

a
(p2 + ρ2) . (3.6)Note que esta equação nos diz que a densidade de energia de 
ada �uido não se 
onservaisoladamente. Este modelo é semelhante ao tratado na seção 6.2 deste trabalho. Es-peramos 
om isso poder resolver o problema da 
oin
idên
ia 
ósmi
a, através do seguinteargumento: enquanto temos um de
rés
imo de um tipo de �uido, o outro deve 
res
erpara que a equação (3.6) 
ontinue válida. Caso isso não o
orra, teremos uma quebra davalidade da equação da relatividade e por 
onseguinte do MCP. Esperamos também queeste tipo de modelo responda a questões 
omo a relevân
ia da perturbação no termo degeração de massa para a dinâmi
a do universo uma vez que na literatura temos modelosem que esse termo é ignorado [8℄. Utilizaremos as interações nesta seção para veri�
ar aimportân
ia deste termo.
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Capítulo 4
Teoria Newtoniana de PerturbaçõesCosmológi
as
Neste 
apítulo introduziremos as equações hidrodinâmi
as que regem o 
omportamentode um �uido não-relativista. Estudaremos a evolução das pequenas �utuações que in-troduziremos em grandezas físi
as 
omo densidade, poten
ial gravita
ional, pressão evelo
idade. Tomaremos por base um modelo de universo homogêneo e isotrópi
o, o quenos permitirá extrair resultados expressivos 
om maior simpli
idade matemáti
a. Estepro
esso é 
onhe
ido 
omo teoria newtoniana de perturbações 
osmológi
as e todos osdemais modelos utilizados nesta dissertação são baseados neste 
enário.
4.1 Equações para o �uido 
ósmi
oAs equações de �uido são obtidas das leis de 
onservação da massa e do momento edas equações de estado [4℄. Nesta seção vamos es
rever as equações fundamentais quegovernam o movimento de um �uido não-relativista [21,40℄.



274.1.1 A equação da 
ontinuidadeA 
onservação da massa é representada pela equação de 
ontinuidade. Para demonstraresta equação utiliza-se a de�nição de densidade
m =

∫

ρdV . (4.1)
Considerando um volume V delimitado por uma superfí
ie fe
hada A, a variação da massano interior do volume é igual a um �uxo de massa através da superfí
ie:

−dm
dt

=

∮

ρ~u · d ~A , (4.2)onde: ~u é o vetor velo
idade e ρ é a densidade de matéria. Ao substituir a equação (4.1)em (4.2), tem-se:
−
∮

ρ~u · d ~A =
d

dt

∫

ρdV . (4.3)Pelo teorema da divergên
ia,
−
∮

ρ~u · d ~A = −
∫

~∇ · (ρ~u)dV . (4.4)Substituindo em (4.3), o resulta do será:
∫

∂

∂t
ρdV = −

∫

~∇ · (ρ~u)dV . (4.5)Com isso, tem-se a equação da 
ontinuidade
ρ̇+ ~∇ · (ρ~u) = 0 . (4.6)



284.1.2 As equações de Euler e de Poisson:Vamos agora analisar a segunda lei de Newton. Ao supor que força resultante sobre oelemento de área tem 
omo úni
a 
ontribuição a pressão, podemos es
rever
~F = −

∮

pd ~A . (4.7)Transformando a integral de superfí
ie numa integral de volume através de um teoremaintegral, temos:
−
∮

pd ~A = −
∫

~∇pdV .Podemos interpretar que um elemento de volume do �uido é submetido a uma força iguala −dV ~∇p. Ainda, tem-se que a força por unidade de volume do �uido é −~∇p. Es
revendoentão a equação (4.7) em termos da segunda lei ~F =
∫

ρd~u
dt
dV , 
om isso:

ρ
d~u

dt
= −~∇p . (4.8)No entanto 
omo a velo
idade é uma função do tempo e das três 
oordenadas espa
iais,ou seja, u = u(t, x, y, z), a derivada total de u em relação ao tempo, pode ser rees
rita emtermos de derivadas par
iais, resultando na relação

d~u

dt
=
∂~u

∂x

dx

dt
+
∂~u

∂y

dy

dt
+
∂~u

∂z

dz

dt
+
∂~u

∂t

dt

dt
,que pode ser modi�
ada para:

d~u

dt
=

(

d~r

dt
· ~∇
)

~u+
∂~u

∂t
.Retornando à equação (4.8) e adotando ∂t~u = ∂

∂t
~u = ~̇u, teremos que a segunda lei deNewton pode ser expressa na forma da equação de Euler abaixo:

~̇u+ (~u · ~∇)~u = −
~∇p
ρ

. (4.9)



29No entanto se o �uido sofrer a ação de um 
ampo gravita
ional, à força dada por (4.7),é a
res
ida uma força gravita
ional por unidade de volume ρ~g, onde ~g é a a
eleração dagravidade. Então
~F = −

∮

pdA+ ρ~g ,e a equação de Euler assume a seguinte forma:
~̇u+ (~u · ~∇)~u = −

~∇p
ρ
− ~∇Φ , (4.10)sendo Φ o poten
ial gravita
ional dado pela equação de Poisson

∇2Φ = 4πGρ . (4.11)
4.2 Soluções de base para um �uidoEste modelo foi proposto pela primeira vez por James Jeans [1�3℄, o qual sup�s que ouniverso era 
omposto de um �uido não-relativista 
om densidade de massa ρ(t), pressão
p(t), velo
idade u(t) e 
ampo gravita
ional ~g = −~∇Φ, governado pelas equações da 
on-tinuidade, de Euler e de Poisson, tratadas anteriormente:

ρ̇+ ~∇ · (ρ~u) = 0 , (4.12)
~̇u+ (~u · ~∇)~u = −

~∇p
ρ
− ~∇Φ , (4.13)

∇2Φ = 4πGρ . (4.14)Vamos mostrar as equações e soluções obtidas por Jeans. A idéia é 
omparar as soluçõesdeste modelo já 
onhe
ido 
om os modelos a serem tratados neste trabalho. Para obteressas soluções, devemos ini
ialmente adotar o sistema de 
oordenadas 
artesianas em um



30ponto qualquer no universo 
omo sendo
~r =

3
∑

i=1

xi~ei .Ao substituir o sistema de 
oordenas 
artesianas, bem 
omo o parâmetro de Hubble ( ȧ
a
),na equação de Hubble, dada pela equação (2.2), teremos:

~u = H~r =
ȧ

a
~r . (4.15)A divergên
ia da velo
idade é

~∇ · ~u = 3
ȧ

a
. (4.16)Note que a densidade ρ não depende da posição, então ~∇ · (ρ~u) = ρ~∇ · ~u e substituindo(4.16) na equação da 
ontinuidade dada por (4.12), temos:

dρ

ρ
= −3

da

a
.Integrando esta equação, teremos o 
omportamento para a densidade em função do fatorde es
ala, isto é:

ρ = ρ0a
−3 , (4.17)onde ρ0 é uma 
onstante de integração.Uma análise 
uidadosa da equação de Euler (4.13), permite notar que o termo ~∇p(t) énulo, pois a pressão não pode depender da posição (isto se deve à isotropia observadano universo, ou seja, se o termo em questão fosse não-nulo teríamos uma direção priv-ilegiada na qual a pressão estaria aumentando). Portanto, utilizando a lei de Hubble emanipulando a equação (4.13), ela será reduzida a

(

Ḣ +H
)

~r = −~∇Φ ,
om H = ȧ
a
, o que nos permite rees
rever a equação a
ima em termos do fator de es
ala.



31Desta forma:
ä

a
~r = −~∇Φ .Ao tomar a divergên
ia de ambos os membros da equação e substituir em (4.14) en
on-traremos

3
ä

a
= −4πGρ0

a3
, (4.18)
om ρ = ρ0/a

3 dado pela equação (4.17). Fazendo o produto da equação 4.18 por aȧ eintegrando, teremos
(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− K

a2
, (4.19)sendo o termo K uma 
onstante de integração. Quando 
omparado 
om a 
omponente

0− 0 da equação de Einstein, veri�
a-se que K é análogo a 
urvatura do universo. Paratermos uma equação igual à 
omponente 0−0 da equação de Einstein, deve-se a
res
entarum termo Λ
3
, o qual faz o papel de 
onstante 
osmológi
a, ne
essário para expli
ar aexpansão a
elerada do universo. Com isso, a equação (4.19) �
a da seguinte forma:

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λ

3
− K

a2
. (4.20)Para o 
aso em que a 
onstante 
osmológi
a não é 
onsiderada, isto é, Λ = 0, e adotandoa 
urvatura do universo 
omo nula, en
ontramos um fator de es
ala propor
ional a t2/3, oque resulta em um 
omportamento para a densidade que 
ai 
om o quadrado do tempo:

ρ ∝ t−2 ,

a ∝ t2/3 . (4.21)Outra observação importante 
onsiste no fato de que, para qualquer Λ ∝ H2, além defa
ilitar as 
ontas, o 
omportameto para o fator de es
ala e para a densidade de matériaserá semelhante ao 
itado a
ima (do tipo potên
ia), o que nos pare
e uma boa motivaçãode estudo.1 As soluções de base, en
ontrada a
ima, nos forne
em um 
omportamento da1Comportamentos para a 
onstante 
osmológi
a propor
ionais ao quadrado da 
onstante de Hubble,



32parte homogênea do universo 
omo des
rito nas �guras (4.1) e (4.2).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo

0.2

0.4

0.6

0.8

1
F

a
to

r
d

e
e

sc
a

la
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Figura 4.2: Densidade de matéria em função do tempo.O grá�
o (4.1) nos mostra que o fator de es
ala 
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e 
om o tempo, o que 
on
orda 
omas observações feitas por Hubble, enquanto a densidade diminui 
om o tempo, 
omo pode
Λ = 3βH2, serão tratados no modelo de geração de massa.



33ser visto no grá�
o (4.2).
4.3 Perturbação das equações newtonianasAs observações nos mostram um universo muito homogêneo para grandes es
alas (es
alasmaiores que 100 Mpc) [5℄. Entretanto, para pequenas es
alas observa-se estruturas 
omogaláxias, aglomerados de galáxias e super-aglomerados, que são resultado da existên
iade uma não-homogeneidade primordial. Essa pequena �utuação é 
onseqüên
ia de umainstabilidade gravita
ional originada por pequenas os
ilações na densidade de matéria.Essas deixaram mar
as na anisotropia da RCF que foram dete
tadas pelo COBE e, algunsanos mais tarde, pelo WMAP. Com isso p�de-se veri�
ar que este desvio da média éde uma parte em 105. Portanto, quando as observações são mais pre
isas, veri�
a-seque existem regiões onde a temperatura não é exatamente 2, 725 K. O padrão dessasperturbações forne
e importantes informações a respeito do universo, tais 
omo geometria,taxa de expansão, matéria bari�ni
a, matéria es
ura, parâmetro de desa
eleração, espe
troprimordial das perturbações, dentre outras.A perturbação das grandezas físi
as relevantes que des
revem a dinâmi
a do universo éfundamentada nos desvios observados no espe
tro da RCF, uma vez que a não-homogeneidadepermite uma aglomeração de matéria quando esta domina. Isso resulta na formação dasestruturas que podem ser observadas hoje. A questão é: 
omo expli
ar a existên
ia deestruturas em pequenas es
alas num universo homogêneo e isotrópi
o? Pela teoria deperturbações podemos dizer que essa pequena variação na densidade, ou seja, uma regiãolevemente mais densa que outra, gera uma força gravita
ional em sua vizinhança, e deixaum vazio para trás que se torna 
ada vez menos denso na mesma medida que a região maisdensa 
res
e, dando iní
io a essas estruturas ma
ros
ópi
as observadas. Quando levamosem 
onta estas variações na densidade de matéria, podemos rees
revê-la 
omo uma somade ordens de perturbação. Assim:

ρ(x, t)=̇ρ(t)
[

1 + δ(x, t) +O(δ2)
]

, (4.22)



34sendo que o termo de ordem zero é uma das soluções de base, dis
utidas anteriormente.O segundo termo da equação (4.22) nos forne
e informações a respeito das perturbaçõesem primeira ordem, estando as ordens superiores representadas por O(δ2). Note que aequação (4.22) está es
rita em termos do 
ontraste de densidade �δ�, que é de�nido daseguinte forma:
δ(x) =

δρ(x)

ρ
=
ρ(~x)− ρ

ρ
.Ou seja, é o quo
iente da perturbação na densidade, em um ponto, pela densidade médiatotal do universo. Esta grandeza é adimensional.Se 
onsiderarmos que na épo
a do surgimento das perturbações na densidade de matériaessas eram muito pequenas (o que está de a
ordo 
om as observações da radiação 
ósmi
ade fundo) pode-se dizer que o 
ontraste de densidade é muito menor do que 1. Logo,é uma boa aproximação 
onsiderarmos apenas termos de primeira ordem, ou seja, sãodesprezados os termos de ordens superiores.Devemos rede�nir as grandezas físi
as relevantes (a velo
idade, a pressão, a densidade eo poten
ial) que antes eram dependentes apenas do tempo, 
omo funções que dependamtambém da posição, ou seja, f(t) → fb(t) + δf(~r, t) onde o δf(~r, t) << fb(t). Assima equação da 
ontinuidade (4.6) pode ser rees
rita, levando em 
onta as �utuações nasgrandezas físi
as relevantes, 
omo

ρ̇+ δ̇ρ+ ~∇ · [(ρ+ δρ)(~u+ ~v)]) = 0 ,sendo δρ = ρδ, onde δρ é de�nido 
omo a perturbação na densidade e ~v é a perturbaçãoda velo
idade. Des
onsiderando os termos de segunda ordem (produto entre dois termosperturbados) e utilizando a equação de base (4.6) para simpli�
ar a equação anterior,temos:
δ̇ρ+ ρ~∇ · ~v + δρ~∇ · ~u+ ~u · ~∇δρ = 0 .



35Es
revendo em termos do 
ontraste de densidade δ e agrupando os termos 
omuns, tere-mos:
δ[ρ̇+ ρ~∇ · ~u] + ρ[δ̇ + ~∇ · ~v + ~u · ~∇δ] = 0 ,note que o primeiro termo é nulo pela equação (4.12), de modo que a equação da 
on-tinuidade perturbada é

δ̇ + ~∇ · ~v + ~u · ~∇δ = 0 , (4.23)sendo δ o 
ontraste de densidade e ~v a velo
idade perturbada dependentes da posição edo tempo; ~u representa a velo
idade da base e seu valor é des
rito pela equação de Hubble(4.15).Para a obtenção da equação perturbada de Euler vamos partir de (4.13) e apli
ar as
onsiderações utilizadas para obter a equação da 
ontinuidade perturbada. Com isso, aequação
~̇u+ (~u · ~∇)~u = −

~∇p
ρ
− ~∇Φ ,passa a ser

~̇u+ ~̇v + [(~u+ ~v) · ~∇](~u+ ~v) = −
~∇(p+ δp)

ρ
− ~∇(Φ + φ) ,onde v, δp e φ são a velo
idade, a pressão e o poten
ial perturbados, dependentes daposição e do tempo, respe
tivamente. A equação se reduz à:

~̇v +H~v = −~∇φ−
~∇δp
ρ

. (4.24)Já equação de Poisson perturbada é obtida apartir de (4.14) e da de�nição de perturbação,



36tomando a forma
∇2φ = −4πGρδ . (4.25)

Entretanto, espera-se que as perturbações tenham um 
omportamento os
ilatório (
omoondas planas), uma vez que estamos tratando o universo 
omo um �uido 
ósmi
o. Comisso, pode-se fazer uma transformada de Fourier nas �utuações das grandezas físi
asrelevantes, o que nos permite obter os modos normais de vibração das perturbações. Atransformada de Fourier a ser utilizada é [1, 2, 5℄:
f(~x, t) =

V

(2π)3

∫

V ol

f~n(t)exp(i~n · ~x)d3n .sendo ~n o vetor de onda e V é o volume de um 
ubo fundamental. Note que a transformadade Fourier a
ima está es
rita em termos de 
oordenadas �xas. Para es
rever em termosda 
oordenada 
omóvel basta lembrar que ~x = ~r
a(t)

.Estas 
onsiderações não quebram as 
ondições de isotropia e de homogeneidade, uma vezque as perturbações (não-homogeneidades) devem ser muito pequenas quando 
omparadas
om os termos da base (que são homogêneos e isotrópi
os) em um universo primitivo(épo
a em que surgem as primeiras perturbações). Rees
revendo as equações em termosdos modos normais, as equações da 
ontinuidade (4.23) de Euler (4.24) e de Poisson (4.25)perturbadas �
am es
ritas 
omo
δ̇~n + i

~n · ~v~n

a
= 0 , (4.26)

~̇v~n +H~v~n = −i~n
a

(

δp~n

ρb

+ φ~n

)

, (4.27)
(

i~n

a

)2

φ~n = −4πGρbδ~n , (4.28)sendo G a 
onstante gravita
ional de Newton e o índi
e ~n representa o modo normal devibração das perturbações. Note que os termos que apresentam este índi
e são funçõesapenas do tempo, por isso iremos rees
rever o f~n(t) = ft. Manipulando as equações tere-



37mos uma equação diferen
ial homogênea de segunda ordem para o 
ontraste de densidadedada por
δ̈t + 2

ȧ

a
δ̇t +

(

n2c2s
a2
− 4πGρb

)

δt = 0 , (4.29)
om c2s = ∂p
∂ρ

sendo a velo
idade do som.Um 
enário interessante é o 
ara
terizado por um �uido de matéria sem pressão (poeira).Neste 
aso a velo
idade do som é nula (cs = 0) e então a equação (4.29) poderá serreduzida a:
δ̈t + 2

ȧ

a
δ̇t − 4πGρbδt = 0 . (4.30)Utilizando a solução para o fator de es
ala (a ∝ t2/3) e a equação (4.19) para um universoplano e sem 
onstante 
osmológi
a, a equação a
ima se reduz a:

δ̈ +
4

3

δ̇

t
− 2

3

δ

t2
= 0 , (4.31)ao fazer δ ∝ tγ veri�
a-se que a solução mais geral possível é:

δ~n(t) = At2/3 +
B

t
, (4.32)sendo A e B 
onstantes. Esta equação nos forne
e o 
omportamento expresso pelo grá�
o(4.3). É fá
il observar que o termo B

t
domina em um pequeno intervalo de tempo (regiãodo grá�
o onde δ de
res
e), já o termo At2/3 (que faz 
omo que o 
ontraste de densidade
resça) domina rapidamente.Um 
aso mais geral é tratado quando propomos uma equação de estado 
omo p = kργ .Com isso podemos deixar o tempo expli
ito na equação (4.29), que assume a seguinteforma:

δ̈t +
4

3

δ̇t
t

+

(

n2kγργ−1
0

a2
0t

2γ−2/3
− 4πGρ0

t2

)

δt = 0 , (4.33)



38

1 1.5 2 2.5 3
Tempo

2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

C
o

n
tr

a
st

e
d

e
D

e
n

si
d

a
d

e

Figura 4.3: Contraste de densidade em função do tempo, para o 
aso de matéria sem pressão. Noteque o termo B
t domina quando t→ 0, já quando t→ inf a um domínio do termo At2/3.Devemos agora fazer duas mudanças de variável para obtermos uma equação fa
ilmenteintegrável. A primeira mudança é feita através da rede�nição x = tw (note que w é apenasum parâmetro que pode a priori assumir qualquer valor) e apli
ando a regra da 
adeianas derivadas temporais. Isso nos permite es
rever

δ̇t = wtw−1δ′ ,

δ̈t = w(w − 1)tw−2δ′ + (wtw−1)2δ′′ ,onde δ′ é a derivada tomada 
om relação à nova variável x. E a equação diferen
ial érees
rita 
omo:
δ′′ +

(

1 +
1

3ω

)δ′

x
+
(

n2A2 − ν2
1

x2

)

= 0 . (4.34)A �m de que tenhamos uma solução do tipo Bessel, w foi rees
rito 
omo:
w =

4

3
− γ ,Além disso: A2 =

kγργ−1
0

a2
0ω2 e ν2

1 = 4πGρ0

ω2 .



39A segunda mudança de variável é: δ = xqλ. Com isso,
δ′ = qxq−1λ+ xqλ′ ,

δ′′ = q(q − 1)xq−2λ+ 2qxq−1λ′ + xqλ′′ .Logo, a equação diferen
ial original �
a modi�
ada e assume a seguinte forma:
λ′′ +

λ′

x
+

(

n2A2 − ν2

x2

)

λ = 0 .Aqui, n o módulo do vetor de onda, ν2 = ν2
1 − q(q + 1

ω
) = 144πGρ0+5

36ω2 e q = − 1
6ω
. Note queesta é uma equação de Bessel 
uja solução é:

λ(x) = C1Jν

(

nxA
)

+ C2J−ν

(

nxA
)

, (4.35)onde Jν denota uma função de Bessel. Podemos então 
on
luir diretamente que:
δ~n(t) = twq

{

C1Jν

(

ntwA
)

+ C2J−ν

(

ntwA
)

}

.

Podemos agora análisar alguns 
asos parti
ulares 
omo por exemplo um modelo 
omequação de estado do tipo gás de Chaplygin (
om k = −1 e γ = −1), ou seja, p =

−1
ρ
, representado no grá�
o (4.4). Note que teremos um 
omportamento os
ilatório,uma das 
ara
terísti
as desse �uido exóti
o. Outras duas análises interessantes, paramodelos de um �uido 
om pressão, são dadas pelas equações de estado p = −ρ (�uido tipo
onstante 
osmológi
a) e p = ρ

3
(�uido do tipo radiação). Nesses dois 
asos observamosum 
rés
imento muito rápido do 
ontraste de densidade. O primeiro 
aso 
ontinua a subir,enquanto que no segundo modelo o 
ontraste de densidade tende a uma 
onstante bemdeterminada. Ambos estão representadas nos grá�
os (4.5) e (4.6) respe
tivamente.Naturalmente, os modelos em que um úni
o �uido é utilizado para des
rever o 
onteúdomaterial do universo apresentam limitações. A prin
ipal delas se refere ao fato de ouniverso ser 
onstituído de uma superposição de bárions, neutrinos, radiação, matéria
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Figura 4.4: Contraste de densidade em função do tempo, 
om os valores de k = −1 e γ = −1, queresulta num modelo semelhante ao gás de Chaplygin. Note que as perturbações exe
utam os
ilaçõesamorte
idas.
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Figura 4.5: Contraste de densidade em função do tempo, 
om os valores de k = −1 e γ = 1, para ummodelo em que a pressão é negativa. A equação de estado é do tipo 
onstante 
osmológi
a p = −ρ.
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Figura 4.6: Contraste de densidade em função do tempo, 
om os valores de k = 1/3 e γ = 1. O quefaz 
om que a equação de estado seja do tipo radiação.es
ura e energia es
ura, enquanto esse modelo que a
abamos de rever trata de períodosonde um destes 
onstituintes domina. O tratamento de um 
enário mais geral podeser 
onstruído 
onsiderando a existên
ia de uma interação entre dois �uidos (
omo seráabordado neste trabalho) ou mais. Trataremos da interação entre dois �uidos de duasformas: por um termo de geração de massa [8℄ e em seguida pela 
onservação da equaçãoda 
ontinuidade de forma 
onjunta para os dois �uidos [35℄.
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Capítulo 5
Universo 
om geração de massa
Considere um modelo em que o 
onteúdo material 
ósmi
o possa ser des
rito por dois�uidos em interação de tal modo que, um �uido (neste 
aso a energia es
ura) de
ai,gerando assim o outro 
onstituinte. Tal de
aimento a
arreta o surgimento de um termoadi
ional nas equações que des
revem a dinâmi
a (newtoniana) do universo e será inter-pretada 
omo um termo de geração de massa. Para um 
aso geral iremos utilizar umaequação de estado p = kργ.Ini
iaremos apresentando as equações e soluções obtidas por [8℄ sem perturbar o parâmetrode geração de massa, o qual está ligado ao termo 
osmológi
o. Em seguida, utilizando umtratamento de perturbação por ondas planas, serão 
onsideradas �utuações nestes termos.O objetivo é veri�
ar até que ponto as perturbações no termo de geração de massa induzemmodi�
ações na des
rição do 
omportamento dinâmi
o do universo. Para tal, obteremosa solução analíti
a da equação de segunda ordem para o 
ontraste de densidade fazendoem seguida um tratamento numéri
o para algumas situações.



435.1 As soluções de baseA existên
ia ou não de matéria e energia es
uras 
onstitui um dos maiores problemas emaberto na 
osmologia 
ontemporânea. Tais hipóteses surgem da ne
essidade de 
ompensara diferença entre a matéria 
al
ulada e a matéria observada em galáxias distantes e a novaera de expansão a
elerada. Já que tal 
onteúdo é uma interessante proposta para expli
aralguns dos fen�menos 
osmológi
os observados, pode-se perguntar: de onde vêm estasmatéria e energia es
uras? Uma boa expli
ação seria 
onsiderar que a matéria es
ura surgedo de
aimento da energia de vá
uo. Esta hipótese ajuda a expli
ar o baixo valor observadopara a 
onstante 
osmológi
a hoje (quando 
omparado ao seu valor teóri
o). Mas para quese possa manter a 
onsistên
ia 
om as observações que atestam um universo homogêneoe isotrópi
o, tal energia deve de
air igualmente em todo o universo. Isso a
arreta umaalteração na equação da 
ontinuidade, já que a massa não vai se 
onservar. Com isso, umtermo Ψ, que fará o papel de uma fonte de massa, deve ser adi
ionado do lado direitodesta equação. Como o termo Ψ sugere um aumento na densidade de matéria e energiado universo é ne
essário 
onsiderar uma respe
tiva variação do poten
ial gravita
ionalgerado por esta nova densidade. Surge assim a ne
essidade de alterar, também, o ladodireito da equação de Poisson através da inserção de um termo Λ. Além disso, estes doistermos devem estar ligados de alguma forma, uma vez que o de
aimento de um gera ooutro.O ponto de partida serão as equações modi�
adas da 
ontinuidade, de Poisson e a equaçãode Euler propostas em [8℄:
ρ̇+ ~∇ · (ρ~u) = Ψ , (5.1)

~̇u+ (~u · ~∇)~u = −∇p
ρ
− ~∇Φ , (5.2)

∇2Φ = 4πGρ− Λ . (5.3)Estas equações podem ser fa
ilmente obtidas. Para a equação da 
ontinuidade modi�
ada(5.1) basta 
onsiderar a existên
ia de um termo adi
ional no lado esquerdo da equação(4.3) ,∫ ΨdV , uma vez que este termo surge 
omo fonte. A equação de Poisson modi�
ada



44(5.3) é en
ontrada de forma direta quando assumimos que esta fonte de matéria deve dealguma forma alterar o poten
ial no universo. Deve-se entretanto ter o 
uidado de adotarum sinal para Λ oposto ao do termo 4πGρ, já que pretendemos expli
ar a nova fase deexpansão a
elerada do universo 
om este termo �adi
ional�. Já a equação de Euler (5.2),por 
onter a informação sobre a dinâmi
a do �uido presente no universo, não é diretamentealterada. No entanto, o poten
ial Φ presente nesta equação representa aquele poten
ialmodi�
ado devido à in
lusão do termo de geração de massa.Vamos adotar um 
omportamento para o termo 
osmológi
o 
omo:
Λ = 3βH2 , 1 (5.4)sendo β uma 
onstante de propor
ionalidade que pode assumir, a prin
ípio, qualquervalor. Note que, partindo de um Λ ∝ H2 teremos, para a base deste modelo, uma soluçãodo tipo potên
ia semelhante à obtida para um �uido, ou seja, é possível reproduzir omodelo de de Sitter2 quando o termo 
osmológi
o é des
rito pela equação (5.4). Já otermo Ψ, vamos de�ni-lo 
omo
Ψ = − Λ̇

8πG
. (5.5)A de�nição des
rita pela equação (5.5) provém do interesse numa interação entre as 
om-ponentes es
uras Ψ e Λ, que nos forne
er informações sobre a densidade de matéria eenergia es
uras. A prin
ípio estes termos podem resultar em uma 
ontribuição positivaou negativa para a geração de massa Ψ, o que será interpretado 
omo um de
aimento dematéria ou de energia dependendo do sinal da derivada temporal de Λ. Por isso em (5.5)temos que (Ψ ∝ Λ̇). No modelo proposto em [8℄ temos que a matéria es
ura surge 
omo de
aimento de energia es
ura, ou seja, esperamos que a derivada temporal de Λ sejanegativa, mas é ne
essário que Ψ seja positivo, para que tenhamos uma geração de massa,por isso a
res
entamos o sinal de menos na de�nição da geração de massa. Note que asequações de movimento do modelo em questão (5.1), (5.2) e (5.3) se reduzem às equações1Pode-se de�nir o termo 
osmológi
o de várias formas 
omo por exemplo: Λ ∝ ρ, Λ ∝ H2 e Λ ∝ a−2 [7℄,ou ainda Λ ∝ H [23℄.2No modelo de de Sitter o parâmetro de Hubble é 
onsiderado 
ontante.



45para um �uido (4.12), (4.13) e (4.14) quando o termo 
osmológi
o e o a geração de massasão nulos, esta a�rmação irá 
orresponder a uma 
onstante de propor
ionalidade β = 0.Pretende-se agora veri�
ar o 
omportamento do fator de es
ala e da densidade de matéria.Vamos ini
ialmente manipular a equação de Euler (5.2). Para isso devemos utilizar aequação de Hubble (2.2) e apli
ar a divergên
ia em ambos os membros de (5.2). Assim:
3
(

Ḣ +H2
)

= −∇2Φ . (5.6)Para o 
aso em que a pressão não depende da posição, ~∇p = 0. Poderemos então substituir(5.3) e (5.4) na equação a
ima permitindo obter
4πGρ = −3Ḣ − 3H2 (1− β) . (5.7)Já a derivada da equação (5.7) é
4πGρ̇ = −3Ḧ − 6HḢ (1− β) . (5.8)Estes dois resultados serão utilizados adiante.Vamos agora manipular a equação da 
ontinuidade. Substituindo o valor de (5.5) em(5.1), temos:

ρ̇+ ρ~∇ · ~u = − Λ̇

8πG
. (5.9)O termo ρ não é afetado pela divergen
ia pois independe da posição. Utilizando a lei deHubble, expressa pela equação (2.2), pode-se es
rever que ~∇ · ~u = 3H, 
om H = ȧ(t)

a(t)
.Ainda, substituindo Λ̇ = 6βHḢ, en
ontramos que

4πGρ̇+ 3H(4πGρ) = −3βHḢ . (5.10)



46Deve-se agora substituir as equações (5.7) e (5.8) em (5.10). Deste modo, obtém-se
Ḧ +HḢ [5− 3β] + 3H3 (1− β) = 0 . (5.11)

Ao observar a solução para o fator de es
ala tratado no 
apítulo 4, onde en
ontramos que
a(t) ∝ t2/3, 
on
luímos que a 
onstante de Hubble deve ser inversamente propor
ionalao tempo, ou seja, H = C

t
, sendo C uma 
onstante de propor
ionalidade, 
ujo valordeixaremos por ora em aberto. Deve-se então propor um parâmetro de Hubble H que se
omporte da mesma forma neste modelo. Com essas 
onsiderações, a equação (5.11) �
a:

2
C

t3
+
C

t

(

−C
t2

)

(5− 3β) + 3

(

C

t

)3

(1− β) = 0 .Simpli�
ando, resulta
3 (1− β)C3 − (5− 3β)C2 + 2C = 0 . (5.12)A equação (5.12) é uma equação do ter
eiro grau para C. Entretanto, podemos reduzi-laa uma equação do segundo grau já que uma das soluções é a raiz nula. Com isso, temos
3 (1− β)C2 − (5− 3β)C + 2 = 0 , (5.13)e as soluções são dadas por:

C =
(5− 3β)± (3β − 1)

6(1− β)
. (5.14)

Denotemos a parte 
om sinal positivo por C+ e a de sinal negativo por C−, de modo que
C+ =

4

6(1− β)
=

2

3(1− β)
(5.15)



47e
C− =

6(1− β)

6(1− β)
= 1 . (5.16)

Existem então três possíveis valores para C: C0 = 0, C− = 1 e C+ = 2
3(1−β)

o quepossibilitaria a mesma quantidade de valores para a 
onstante de Hubble. Em umaanálise de C+, pode-se veri�
ar que valores de β > 1 
orrespondem a um universo em
ontração, uma vez que H < 0. Isto não 
orresponde ao universo observado e por issovalores de β > 1 serão proibidos. Portanto:
0 < β < 1 . (5.17)

Dando 
ontinuidade à análise físi
a dos possíveis valores de C, a solução ligada a C0
orresponde a um parâmetro de Hubble nulo. Este 
aso representa um universo eterno eestáti
o, o que a
arreta num fator de es
ala 
onstante. Tais valores são in
ompatíveis 
omas observações feitas por Hubble. Outro valor possível estaria ligado a C− que 
onduz a
H = 1

t
. Este resultado nos levaria a um universo que 
res
e linearmente 
om o tempo.A solução ligada a C+ é a mais abrangente, pois possibilita a obtenção do outro valorpossível3 C−, quando β = 1/3. Também, esta análise nos permite obter valores para um�uido sem geração de massa, o que o torna um valor mais geral e o úni
o valor de Ca
eitável. Tendo isso em mente, pode-se obter o fator de es
ala a. Para isso devemoses
rever o parâmetro de Hubble da seguinte forma:

H =
C

t
=
ȧ

a
,

2

3(1− β)t
=
ȧ

a
, (5.18)Integrando a equação (5.18) obtém-se o fator de es
ala deste modelo, 
om a0 sendo uma3Note que aqui está des
artada a hipótese de universo sem expansão, que resulta ao se adotar o valor

C0.
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onstante de integração:
a = a0t

2
3(1−β) . (5.19)Note que para β = 0 a equação (5.19) é idênti
a à equação (4.21), que foi obtida para ummodelo sem geração de massa. Isso era de se esperar, já que para este valor espe
í�
o de

β o termo de geração de massa, bem 
omo o de 
onstante 
osmológi
a, são nulos. Noteque, a equação (5.19) depende do valor de β e que quanto maior for o valor de β maisrapidamente 
res
erá o fator de es
ala.Utilizando o valor do fator de es
ala obtido na equação (5.19), tem-se:
Ψ =

β

3πG(1− β)2

1

t3
(5.20)e o termo 
osmológi
o pode ser es
rito em função do tempo 
omo:

Λ =
4β

3(1− β)2t2
. (5.21)Em uma análise direta das equações (5.20) e (5.21) 
on
luimos que, o termo de geraçãode massa e o termo 
osmológi
o são positivos. Esta é uma 
ondição ne
essária paraexpli
ar a expansão a
elerada do universo atual e a não 
onservação da massa por 
ausado de
aimento de Λ em Ψ.Retornando para a equação da 
ontinuidade (5.9) podemos rees
revê-la 
omo sendo:

ρ̇+ 3
C

t
ρ =

3βC2

4πGt3
.Esta é uma equação não-homogênea, o que signi�
a que a solução total é a solução daequação homogênea (ρh) mais a solução parti
ular (ρp), ou seja, ρ = ρh +ρp. Para a partehomogênea, temos:

ρ̇+ 3
C

t
ρ = 0 ,

ρh = ρ0t
−3C . (5.22)



49Para a solução parti
ular, a densidade pode ser expressa 
omo ρp = Γ0

t2
, uma vez queesperamos que a solução parti
ular seja propor
ional a t−2, já que a densidade de matériapara o modelo de um �uido 
ai desta forma. Então pode-se obter o valor de Γ0. Paraisso:

−2
Γ0

t3
+ 3

C

t

Γ0

t2
=

3βC2

4πGt3
,

Γ0 =
1

6πG(1− β)
, (5.23)e a solução parti
ular pode ser rees
rita 
omo

ρp =
1

6πG(1− β)t2
.Com isso a densidade total de matéria deve ser

ρ = ρ0t
−3C +

1

6πG(1− β)t2
.No entanto, a solução da equação homogênea é um regime transiente, porque tende a zeromais rapidamente que a solução parti
ular para valores muito grandes de t, e por isso nãoserá levada em 
onsideração. Assim a densidade de matéria �
a reduzido apenas à:

ρ =
1

6πG(1− β)t2
. (5.24)

Mais uma vez, a análise da base não responde a algumas questões observa
ionais da
osmologia, 
omo por exemplo, a estrutura em grande es
ala do universo. Por essa razãovamos re
orrer às perturbações.
5.2 Perturbação nas equaçõesNa seção (4.3) vimos que as estruturas observadas em pequenas es
alas estão ligadas àexistên
ia de uma não-homogeneidade primordial. Nesta seção trataremos de um modelo



50perturbado 
om geração de massa a partir de duas abordagens distintas. Na primeira,a perturbação no termo 
osmológi
o não será 
onsiderada, o que ex
lui as �utuações noparâmetro de geração de massa. Num segundo momento, 
onsideraremos a existên
iade pequenas �utuações em Λ. Na literatura é 
omum ignorar as perturbações no termo
osmológi
o [8, 9℄. Investigaremos as 
onseqüên
ias de uma pequena variação em Λ everi�
aremos se é prudente desprezar este desvio. Para tal, 
onstruiremos um modelo semperturbação no termo 
osmológi
o, a �m de reproduzir os resultados obtidos por [8, 9℄.Em seguida 
onsideraremos uma pequena perturbação nas grandezas relevantes, in
lusiveno termo 
osmológi
o: Λ → Λb(t) + λ(r, t). O termo de geração de massa toma a forma
Ψ = Ψb(t)+ψ(r, t). Os termos de base são identi�
ados por um índi
e b e as perturbaçõesdo termo de geração de massa e no termo 
osmológi
o, respe
tivamente, 
omo ψ(r, t) e
λ(r, t).
5.2.1 Modelos sem perturbação no termo 
osmológi
oO modelo tratado em [8, 9℄ apresenta algumas pe
uliaridades nas equações que o de-s
revem, tais 
omo a ausên
ia do termo de pressão, a presença de um termo de geraçãomassa, Ψ, na equação da 
ontinuidade e um termo 
osmológi
o, Λ, na equação de Pois-son. Tais pe
uliaridades, nos permitem dizer que estamos tratando um modelo em que otermo 
osmológi
o de
ai em matéria es
ura (que tem equação de estado p = 0) e o uni-verso en
ontra-se numa expansão a
elerada. Uma boa 
ompreensão do modelo expostopor [8,9℄ é importante na medida em que desejamos 
omparar resultados obtidos a partirde dois métodos distintos, 
omo já foi dito na introdução desta seção.As equações modi�
adas propostas por [9℄ são:

(

∂ρ

∂t

)

~r

+ ~∇~r(ρ~u) = Ψ , (5.25)
(

∂~u

∂t

)

~r

+ (~u · ~∇~r)~u = −~∇~rΦ , (5.26)
∇2

~rΦ = 4πGρ− Λ . (5.27)



51Aqui, o índi
e ~r representa as grandezas nas 
oordenadas �xas. Contudo, a inexistên
iade um referen
ial privilegiado nos leva a modi�
ar as equações a
ima, rees
revendo-asnum referen
ial 
omóvel dotado de uma 
oordenada ~x, a qual está rela
ionada 
om a
oordenada �xa ~r através da relação
~x =

~r

a(t)
, (5.28)onde a(t) é o fator de es
ala. Dessa forma, podemos es
rever a velo
idade, ~̇r, da seguintemaneira:

~̇r = ~xȧ+ a~̇x = ~xȧ+ ~v(~x, t) .Deve-se ainda es
rever,
ρ = ρ0(t) [1 + δ(~r, t)] ,
omo foi feito para o modelo de um �uido, onde ~v e δ representam as perturbações emprimeira ordem da velo
idade e do 
ontraste de densidade.A mudança do referen
ial �xo para o referen
ial 
omóvel, ou seja, (~r, t) −→ (~x, t) impli
aas seguintes alterações nas derivadas par
iais:

∇x ≡ ∇ = a∇r ,
(

∂

∂t

)

x

≡
(

∂

∂t

)

=

(

∂

∂t

)

r

+
ȧ

a
~x · ~∇x .Estes resultados nos permitem rees
rever as equações de Euler, da 
ontinuidade e dePoisson 
omo
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∂t~v +H~v = −

~∇φ
a

, (5.29)
~∇ · ~v = −a

(

∂tδ +
Ψδ

ρ

)

, (5.30)
1

a2
∇2φ = 4πGρδ . (5.31)Fazendo uma de
omposição de Fourier para obtenção dos modos normais e manipulandoas equações (5.29), (5.30) e (5.31), obtemos a equação homogênea de segunda ordem parao 
ontraste de densidade, dada por

δ̈ +

[

2
ȧ

a
+

Ψ

ρ

]

δ̇ −
[

4πGρ− 2
ȧ

a

Ψ

ρ
− ∂t

(

Ψ

ρ

)]

δ = 0 , (5.32)na qual está baseado o modelo des
rito em [8℄. Note que, se Ψ = 0 retornamos à equaçãopadrão, do 
ontraste de densidade para a matéria es
ura, do modelo ΛCDM.É importante ressaltar que este resultado foi obtido por [8,9℄ sem perturbação no parâmetrode geração de massa e sem o termo de pressão. A questão é até que ponto podemos de-s
onsiderar as �utuações do termo 
osmológi
o e do parâmetro de geração de massa?Trataremos deste problema a seguir.
5.2.2 Análise perturbativa da 
onstante 
osmológi
aComumente na literatura, a perturbação no termo 
osmológi
o é desprezado. Pretende-senesta seção veri�
ar até que ponto esta �utuação é relevante.Como foi dis
utido anteriormente, a teoria das perturbações permite expli
ar a formaçãode estruturas. As �utuações primordiais de densidade da matéria são 
on�rmadas atravésdas observações da RCF e podem ser expressas matemati
amente 
omo ondas planas.



53Com isso, tem-se que:
f → fb + f(~r, t) , (5.33)

f(~r, t) = f(t)ei ~n·~r
a(t) , (5.34)sendo: fb as soluções de base, f(~r, t) as perturbações, a(t) o fator de es
ala e ~n o vetorde onda.A diferença desta abordagem, para a usada na seção anterior, é que não faremos umamudança de variável de maneira explí
ita. Entretanto, os resultados obtidos serão exata-mente os mesmos. Isso se deve a forma da de
omposição de Fourier, que já 
onsidera umaposição não privilegiada do referen
ial. Em outras palavras, o referen
ial adotado evoluijunto 
om o universo.As equações que serão utilizadas para des
rever a dinâmi
a do universo newtoniano aquiproposto são dadas por:

(

∂ρ

∂t

)

+ ~∇(ρ~u) = Ψ , (5.35)
(

∂~u

∂t

)

+ (~u · ~∇)~u = −
~∇p
ρ
− ~∇Φ , (5.36)

∇2Φ = 4πGρ− Λ , (5.37)que são exatamente as equações propostas na seção anterior, a menos de uma modi�
açãona equação de Euler (5.36). Aqui trataremos um 
aso em que a pressão exer
ida pelo �uidoapresenta uma 
ontribuição para a força. Com isso, surge um 
omportamento ligado a esta
ontribuição dado por ~∇p
ρ
, onde p é a pressão. Este termo de pressão adi
ional, faz 
omque possamos modelar situações em que o termo 
osmológi
o de
ai em �uidos distintos,
omo por exemplo: radiação, matéria rígida, poeira4 e outros. Ou seja, poderemos tratarde um 
aso mais geral que o modelo proposto na seção anterior. Outra modi�
ação é oestudo das perturbações no termo 
osmológi
o e na geração de massa.4Quando tratarmos o de
aimento do termo 
osmológi
o em poeira, estaremos retornando ao modeloproposto por [8, 9℄.



54Nossa intenção é veri�
ar 
omo se 
omporta o 
ontraste de densidade δ quando levamosem 
onta uma pequena �utuação no termo 
osmológi
o Λ e, por 
onseqüên
ia, no termode geração de massa Ψ. Vamos obter as versões perturbadas das equações 
orrespondentesa (5.35), (5.36) e (5.37). Vamos ini
iar pela equação da 
ontinuidade, dada por (5.35).Consideremos as grandezas relevantes (a densidade ρ, a velo
idade ~u e o termo de geraçãode massa Ψ) 
omo uma solução de base mais um termo de perturbação, 
omo dado em(5.33) e (5.34). Em termos do 
ontraste de densidade δ, tem-se:
ρ̇ (1 + δ) + ρδ̇ + ~∇{[ρ (1 + δ)] [~u+ ~v]} = Ψ + ψ . (5.38)Ao ser utilizada a equação de base, ρ̇ + ρ~∇ · ~u = Ψ, e após ex
luir os termos de segundaordem dados por δ~∇ · ~v e ~v · ~∇δ, en
ontra-se

ρ̇δ + ρδ̇ + ρ~∇ · ~v + 3Hρδ + ρ~u · ~∇δ = ψ . (5.39)Pode-se então agrupar o primeiro e quarto termos, o que nos permite p�r δ em evidên-
ia. Desse modo, utilizando novamente a solução de base, teremos δ(ρ̇ + 3Hρ) = δΨ.Retornando a (5.39) e dividindo a equação por ρ, tem-se
Ψδ

ρ
+ δ̇ + ~∇ · ~v + ~u · ~∇δ =

ψ

ρ
. (5.40)Es
revendo as perturbação na forma de ondas planas, 
omo em (5.34), na equação (5.40),en
ontra-se

Ψδt
ρ

+ δ̇t +
i~n · ~vt

a
=
ψt

ρ
,Como resultado temos uma equação da 
ontinuidade perturbada, dependente apenas dotempo, uma vez que f(t) = ft. Para que a equação �que numa forma mais atraentedeve-se isolar o termo imaginário. Com isso,

i~n · ~vt = a

{

ψt

ρ
− δtΨ

ρ
− δ̇t

}

. (5.41)



55Vamos agora obter a equação de Euler perturbada. Para tal, vamos partir da equação(5.36) e admitir que as grandezas relevantes, para a base, podem ser rees
ritas 
omo(5.33). Então:̇
~u+ ~̇v +

[

(~u+ ~v) · ~∇
]

(~u+ ~v) = −
~∇ (p+ Π)

ρ+ δρ
− ~∇ (Φ + φ) , (5.42)
om ~v, φ, δρ e Π representando as perturbações na velo
idade, no poten
ial, na densidade ena pressão, respe
tivamente, sendo funções da posição e do tempo. Utilizando as soluçõesde base, dadas por (5.36), e eliminando os termos de segunda ordem, a equação (5.42)toma a forma

~̇v +
(

~v · ~∇
)

~u+
(

~u · ~∇
)

~v = −
~∇Π

ρ+ δρ
− ~∇φ .Fazendo a expansão em ondas planas, 
onforme (5.34), a equação pode ser rees
rita
omo:

~̇vt +
ȧ

a
~vt = i~n

Πt

aρ
− i~n

a
φt . (5.43)Pode-se ainda es
rever a equação a
ima em termos da velo
idade do som (c2s = ∂p

∂ρ
) jáde�nida anteriormente. Então,̇

~vt +
ȧ

a
~vt = i~n

c2sδt
a
− i~n

a
φt , (5.44)que é a equação perturbada de Euler. Note que todas as funções envolvidas só dependemdo tempo.Já a equação perturbada para o poten
ial pode ser obtida apli
ando os mesmos métodosutilizados para en
ontrar as equações anteriores. Levando em 
onta uma perturbação no



56termo 
osmológi
o e utilizando (5.33) e (5.34), temos:
∇2Φ = 4πGρ− Λ ,

∇2φ = 4πGρδ − λ ,
(

i~n

a

)2

φt = 4πGρδt − λt , (5.45)que é a equação perturbada para o poten
ial.Com isso temos as equações perturbadas da 
ontinuidade, de Euler e do poten
ial, ex-pressas por (5.41), (5.44) e (5.45), respe
tivamente. Mas ne
essitaremos de informaçõesadi
ionais, uma vez que temos 
in
o in
ógnitas (δt, vt, φt, ψt e λt). Como queremos deter-minar o 
omportamento do 
ontraste de densidade pre
isaremos de uma outra equação.Entretanto, sabemos que o termo de 
onstante 
osmológi
a, para a base, está ligado aotermo de geração de massa através da equação (5.5). Utilizando as relações (5.33) e (5.34),veri�
amos que a perturbação da equação (5.5) se 
omporta da seguinte maneira
Ψ = − Λ̇

8πG
,

Ψ −→ Ψ + ψ(~r, t)⇔ Λ −→ Λ + λ(~r, t) ,

ψ(~r, t) = − ∂

∂t

(

λ(~r, t)

8πG

)

= −∂t

(

λ(~r, t)

8πG

)

.

Podemos expli
itar ψt em função do fator de es
ala da seguinte forma:
ψt =

1

8πG

[

i~n · ~r ȧ
a2
λt − λ̇t

]

. (5.46)Note que ao fazermos λt nulo, teremos ψ = 0. Em outras palavras, as perturbações dotermo 
osmológi
o e da geração de massa estão ligadas de tal forma que, se uma dasduas for não perturbada, a outra também não o será. Quando isso o
orre, os resultados,a menos do termo devido a pressão, são idênti
os a (5.29), (5.30) e (5.31), que são asequações sem perturbação nestes termos.



57Após uma manipulação algébri
a das equações (5.41, 5.44 e 5.45), obtém-se uma equaçãode segunda ordem não-homogênea e não-linear dada por:
δ̈t + δ̇t

[

2
ȧ

a
+

Ψ

ρ

]

+ δt

[

2
ȧ

a

Ψ

ρ
+

Ψ̇

ρ
− Ψρ̇

ρ2
+
n2c2s
a2
− 4πGρ

]

=

= i
~n · ~r
8πGρ

ȧ

a2

[

λ̇t − λt

(

ρ̇

ρ
− ä

ȧ

)]

− 1

8πGρ

[

λ̈t +

(

2
ȧ

a
− ρ̇

ρ

)

λ̇t

]

− λt , (5.47)sendo ρ a densidade de energia para a base, des
rita por (5.24).Tornando nulos os termos de perturbação no parâmetro de geração de massa e da pressão,a equação (5.47) torna-se idênti
a à equação (5.32).Retornando à análise da equação (5.47), devemos igualar suas partes real e imaginária.Assim pro
edendo, obtemos
δ̈t +

{

2
ȧ

a
+

Ψ

ρ

}

δ̇t +

{

2
ȧ

a

Ψ

ρ
+

Ψ̇

ρ
− Ψρ̇

ρ2
+
n2c2s
a2
− 4πGρ

}

δt =

= − 1

8πGρ

{

λ̈t +

(

2
ȧ

a
− ρ̇

ρ

)

λ̇t

}

− λt , (5.48)
λ̇t − λt

(

ρ̇

ρ
− ä

ȧ

)

= 0 . (5.49)Note que a equação (5.48) é uma equação não-homogênea, enquanto que a equaçãode segunda ordem obtida quando não se leva em 
onta a perturbação na 
onstante
osmológi
a é uma equação homogênea. Substituindo (ρ ∝ t−2) e (a ∝ tC) na equação(5.49), deduz-se
λt = t−(C+1) , (5.50)
om o valor de C dado por (5.15). Um aspe
to interessante é que a perturbação notermo 
osmológi
o 
ontribui 
om modos de
res
entes quando β é positivo e menor queum (0 < β < 1). Consequentemente C > 0, faz 
om que λt diminua rapidamente
om o tempo. Com isso, pode-se imaginar que este termo será desprezivel. Entretanto,está informação não pode ser 
on
lusiva. Para que tenhamos 
ondições de desprezar a�utuação no termo 
osmológi
o, pre
isamos 
omparar os resultados de um modelo semperturbar Λ 
om um modelo em que se leva em 
onta a perturbação neste termo.



58Retornando à equação (5.48) e es
revendo-a de tal maneira a expli
itar o tempo, temos aequação simpli�
ada
δ̈t + C (2 + 3β)

δ̇t
t

+

{

n2c2s
a2
− C

t2
(3β − 6βC + 1)

}

δt =
C − 1

2
t−(C+1) . (5.51)

Um 
aso parti
ular pode ser tratado quando a velo
idade do som é nula (o que nos permitedizer que estamos tratando de um �uido sem pressão, ou seja, estamos supondo que otermo 
osmológi
o de
ai em poeira, matéria es
ura). Neste 
aso, a parte homogênea daequação toma a forma
δ̈t + C (2 + 3β)

δ̇t
t

+
δt
t2
C {6βC − 3β − 1} = 0 . (5.52)Note que ao tratar apenas da parte homogênea, estamos des
onsiderando perturbaçõesno termo 
osmológi
o. Logo, estamos tratando o 
aso dis
utido na seção (5.2.1), onde aperturbação no termo de geração de massa e a pressão não foram 
onsiderados. Utilizandoa equação (5.52) e es
revendo o 
ontraste de densidade 
omo uma potên
ia do tempo,

δt = tq, temos
q2 + (5C − 3) q +

(

6C2 − 8C + 2
)

= 0 , (5.53)que é uma equação do segundo grau em q 
uja solução é
q =
− (5C − 3)± (C + 1)

2
, (5.54)o que nos forne
e dois possíveis valores para q:

q+ = 2 (1− C) =
2

3

[

1− 3β

1− β

]

, (5.55)
q− = 1− 3C = −1 + β

1− β , (5.56)
om C dado por (5.15).



59Os valores de q dados por (5.55) e (5.56), dão lugar a uma superposição de dois modos,sendo um 
res
ente e outro de
res
ente. Para q+, o modo 
res
ente seria para−∞ < β < 1
3mas se levarmos em 
onta o limite para os valores de β dado por (5.17), os valores �
amrestritos ao intervalo 0 < β < 1

3
e o modo de
res
ente para 1

3
< β < 1. Por outro lado, q−forne
e modos de
res
entes para todos valores possíveis de β. Como estamos interessadosnos 
asos em que o 
ontraste de densidade aumenta, pois esta é uma 
ondição ne
essáriapara expli
ar a formação das estruturas observadas hoje, os úni
os modos a
eitáveis serãoos 
res
entes. Com isso, o valor de q a
eitável é:

q =
2

3

[

1− 3β

1− β

]

, 0 < β <
1

3
. (5.57)

Podemos agora determinar o 
ontraste de densidade para este 
aso parti
ular. Para isso,temos que retornar para a variável original, δt = tq. Desse modo,
δt = t

2
3

(

1−3β
1−β

)

, (5.58)e os valores de β devem ser limitados ao intervalo (0, 1
3
). Um 
omportamento quantitativopode ser observado no grá�
o (5.1). Para 
omprovar os possíveis valores de β pode-setraçar um grá�
o 
om β > 1/3. Um resultado deste 
aso está no grá�
o (5.2).
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Figura 5.1: Contraste de densidade em função do tempo, da parte homogênea, de um �uido sem pressãoregido pela equação (5.58). Aqui, β = 1/5.
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Figura 5.2: Contraste de densidade em função do tempo, da parte homogênea, de um �uido sem pressãoregido pela equação (5.58). Aqui, β = 1/2.Note que os grá�
os (5.1) e (5.2) mostram as possíveis evoluções para o 
ontraste dedensidade neste 
aso parti
ular. O primeiro forne
e um 
ontraste de densidade para
0 < q < 1/3 (que são os modos 
res
entes e os úni
os a
eitáveis). Para essa situaçãotemos um δ que 
res
e 
om o tempo. Já o segundo grá�
o expressa um resultado para
q > 1/3 e q < 1 (que são os modos de
res
entes). Neste 
aso temos um δ de
res
ente. Defato, estamos interessados nos 
asos em que há um aumento do 
ontraste de densidade.Por isso, para um 
aso em que a velo
idade do som é nula (ou seja, termo 
osmológi
ode
aindo em matéria es
ura) e des
onsiderando as perturbações do termo 
osmológi
o, osvalores de β devem estar 
ompreendidos entre 0 e 1/3. Este é o mesmo resultado obtidoquando resolvemos a equação (5.32).Vamos agora retornar à equação original, (5.51), e es
rever o quadrado da velo
idade dosom 
omo a derivada da pressão em relação à densidade. Vamos supor a seguinte equaçãode estado para o �uido:

p = kργ . (5.59)



61Como a velo
idade do som é c2s = ∂p
∂ρ
, podemos es
rever:

c2s = kγ

[

1

6πG (1− β)

]γ−1
1

t2(γ−1)
, (5.60)e a equação (5.51) pode ser rees
rita 
omo

δ̈t + C (2 + 3β)
δ̇t
t

+

{

n2kγργ−1
0

a2
0

t2(1−γ−C) − C

t2
(3β − 6βC + 1)

}

δt =

=
C − 1

2
t−(C+1) . (5.61)Vamos obter a solução da parte homogênea, para isso, devemos fazer duas mudanças devariável. A primeira é x = tp e a segunda é δt = xqλ. Assim:

λ′′ +
λ′

x
+

[

n2A2 − ν2

x2

]

λ = 0 , (5.62)onde n é o módulo do vetor de onda, A2 =
kγργ−1

0

a2
0p2 , ν = 1

2

{

5−3β
2(2−3β)−3(1−β)γ

}, p = 4−6β
3(1−β)

− γe q = 1−C(2+3β)
2p

, sendo C dado pela equação (5.15).A solução para a parte homogênea do 
ontraste de densidade, es
reve-se em termos dasfunções de Bessel na forma
δth = C1Jν

(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ
)

+ C2J−ν

(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ
)

, (5.63)
om C1 e C2 sendo 
onstantes. Para fa
ilitar adiante, vamos rede�r os termos da soluçãohomogênea (5.63), 
omo δth = C1Y1(t) + C2Y2(t).Entretanto, queremos obter a solução para a equação (5.61), que é uma equação não-homogênea. Neste 
aso, a solução geral para o 
ontraste de densidade é es
rita 
omo:
δ(t) = v1(t)Y1(t) + v2(t)Y2(t) . (5.64)Uma vez que já 
onhe
emos Y1(t) e Y2(t) (de�nidos em (5.63)), vamos renomear o ladodireito da igualdade (5.61) de R(t). Com isso, podemos es
rever v1(t) e v2(t) da seguinte



62forma
v1(t) = −

∫ t0

t1

Y2(t)R(t)

W (Y1, Y2)
dt ,

v2(t) =

∫ t0

t2

Y1(t)R(t)

W (Y1, Y2)
dt , (5.65)sendo que W[Y1(t), Y2(t)

] é o wronskiano entre Y1(t) e Y2(t), ou seja:
W
[

Y1(t), Y2(t)
]

= det







Y1(t) Y2(t)

Y ′

1(t) Y ′

2(t)






.

Deste modo v1(t) e v2(t) devem ser dados por,
v1(t) =

πnA

12sin(νπ)

1 + β

1− β

∫

J−ν

(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ
)

t
3β−1

6(β−1)
−γdt+ c1 , (5.66)

v2(t) = − πnA

12sin(νπ)

1 + β

1− β

∫

Jν

(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ
)

t
3β−1

6(β−1)
−γdt+ c2 . (5.67)sendo c1 e c2 
onstantes. Resolvendo as integrais, o 
ontraste de densidade explí
ito notempo, é

δt =
π

4sin(νπ)

1− β
4 + 3β(γ − 2)− 3γ

t
1−3β
2β−2

[

Γ
(

− ν
2
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)

Γ
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∞
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)
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(
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(
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ν
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4[4+3β(γ−2)−3γ]

)
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(

ν
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+ 11−6γ+3β(2γ−7)
4[4+3β(γ−2)−3γ]

)

∞
∑
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Γ
(

ν
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+ 11−6γ+3β(2γ−7)
4[4+3β(γ−2)−3γ]
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)
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(

ν
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+ 3[7−6γ+β(6γ−9)
4[4+3β(γ−2)−3γ]
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)
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(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ)

J−ν

(

nAt
4−6β

3(1−β)
−γ)
]

.(5.68)
A equação (5.68) é a solução geral da equação (5.61) e resulta de um modelo perturbadoem que levamos em 
onta uma �utuação no parâmetro de geração de massa. Pode-se agorapropor que o termo 
osmológi
o de
aia em diferentes �uidos. Para isso, basta variar ostermos K e γ da equação de estado des
rita por (5.59). Entretanto, os valores de K = 0,



63bem 
omo γ = 0 não são des
ritos pela solução (5.68), o que impede uma 
omparação 
omos resultados obtidos para um modelo sem perturbação no termo 
osmológi
o 5. Contudo,pode-se traçar alguns grá�
os para 
asos em que a energia es
ura de
ai, por exemplo, emgás de Chaplygin (
omo nos grá�
os: (5.3) e (5.4) ) ou em matéria rígida (
omo no grá�
o(5.5)).
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Figura 5.3: Contraste de densidade em função do tempo, 
om β = 0.1, k = −1 e γ = −1. Para �uidosem que −2 ≤ K < 0 e −2 ≤ γ < 0, teremos: p = − |K|
ρ|γ| , podemos varrer valores de 0.1 < β < 0.5 queteremos o grá�
o é prati
amente o mesmo.
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Figura 5.4: Contraste de densidade em função do tempo, 
om β = 0.7, k = −1 e γ = −1.Os grá�
os (5.3) e (5.4), nos mostram o quão e�
iente é o modelo, já que foi possível5Os modelos não podem ser 
omparados, já que os �uidos envolvidos são diferentes. Na equação (5.58)temos matéria es
ura e termo 
osmológi
o, enquanto que na equação (5.68) temos um �uido 
om equaçãode estado p = kργ e termo 
osmológi
o.



64en
ontrar resultados semelhantes aos obtidos 
om o gás de Chaplygin, quando k = −1 e
γ = −1, o que faz 
om que a equação de estado seja p = −ρ−1.Outra possibilidade é tratar um 
aso onde a equação de estado é dada por p = ρ (matériarigida). Para um valor de β = 0.1 teremos o grá�
o (5.5).
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Figura 5.5: Contraste de densidade 
om β = 0.1, k = 1 e γ = 1.Apesar da obtenção de resultados 
ompatíveis 
om outros modelos da literatura, 
omoas os
ilações de um modelo 
om gás de Chaplygin, não fomos 
apazes de 
ompararo modelo sem perturbação no termo 
osmológi
o (des
rito pela equação (5.58)) 
om omodelo que 
onsidera tais �utuações (des
rito pela equação (5.68)). Para que possamosfaze-lo, vamos propor um modelo de interação entre as 
omponentes es
uras (permitindopequenas �utuações nas grandezas físi
as relevantes, in
lusive na densidade de energia dotermo 
osmológi
o) para que possamos fazer um 
omparativo 
om o resultado expressopor (5.58).
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Capítulo 6
Modelos de interação 
om dois �uidos
O surgimento do termo Ψ na equação da 
ontinuidade pode ser interpretado 
omo 
on-seqüên
ia de uma interação entre dois �uidos, 
omo proposto em [36℄. Dentro destaperspe
tiva não há uma lei de 
onservação individual para 
ada �uido, mas sim uma leide 
onservação para os dois �uidos ao mesmo tempo. Nesta seção trabalharemos dentroda 
hamada análise neo-newtoniana, utilizando as mesmas equações modi�
adas que asusadas em [41℄. Neste tipo de modelo os efeitos gravita
ionais da pressão são levados em
onta, o que a
arreta o surgimento de um termo adi
ional nas equações da 
ontinuidade,de Euler e do poten
ial.As equações que forne
em o 
omportamento dinâmi
o do universo a serem utilizadas 
omobase para o modelo são

∂tρ+ ~∇ · (ρ~u) + p~∇ · ~u = 0 , (6.1)
∂t~u+ (~u · ~∇)~u = −

~∇p
ρ+ p

− ~∇Φ , (6.2)
∇2Φ = 4πG(ρ+ 3p) , (6.3)
om ρ, ~u, p e Φ sendo, respe
tivamente, densidade, velo
idade, pressão e poten
ial. Esta-mos aqui de�nindo ∂t = ∂

∂t
. Vale ressaltar que os termos adi
ionais são devidos ao efeitogravita
ional da pressão, que nesta abordagem não iremos desprezar. Em parti
ular, naequação de Poisson o termo ρ+3p é atribuído à densidade de massa gravita
ional. Nosso



66interesse é utilizar as equações (6.1), (6.2) e (6.3) para estudar de que maneira se manifestaa interação entre dois �uidos. Faremos essa abordagem de duas formas distintas: primeiroinvestigaremos 
omo se dá a interação entre um �uido do tipo matéria que apresenta umaequação de estado pm = 0 
om um segundo 
onstituinte do tipo 
onstante 
osmológ-i
a, 
om pΛ = −ρΛ. Com este modelo seremos 
apazes de obter uma relação entre Ψ eo termo ρΛ (densidade de energia es
ura), que nos permitirá veri�
ar a importân
ia daperturbação neste termo. Num segundo momento, generalizaremos o modelo de interaçãoutilizando um �uido do tipo poeira e um segundo �uido arbitrário, o qual obede
e a umaequação de estado p = αρ. Com isso seremos 
apazes de obter resultados que poderãoser 
omparados 
om modelos da literatura e 
om os modelos dis
utidos neste trabalho.Este modelo nos permitirá veri�
ar se a perturbação no termo 
osmológi
o in�uen
ia aformação de estruturas.
6.1 Interação entre matéria ordinária e um �uido dotipo 
onstante 
osmológi
aVamos propor um modelo de interação entre dois �uidos. Um desses �uidos é a matériaes
ura, 
uja densidade de energia é ρm e a equação de estado é pm = 0, e um �uido dotipo 
onstante 
osmológi
a, 
om densidade de energia ρΛ e equação de estado pΛ = −ρΛ.De�namos a densidade total de energia e a pressão total por

ρ = ρm + ρΛ e p = pm + pΛ = −ρΛ . (6.4)Com isso as equações da 
ontinuidade, de Euler e de Poisson modi�
adas podem serrees
ritas para a base, respe
tivamente, 
omo:
ρ̇m + ρ̇Λ + 3

ȧ

a
ρm = 0 , (6.5)

(Ḣ +H2)~r = −~∇Φ , (6.6)
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∇2Φ = 4πG(ρm − 2ρΛ) . (6.7)Note que a divergên
ia da equação (6.6) reproduz a equação (5.6). Isso o
orre porque

∇p = 0, uma vez que a pressão não depende da posição. Comparando a equação (6.5)
om a equação (5.1), ρ̇+ ~∇ · (ρ~u) = Ψ, que pode ser rees
rita 
omo:
ρ̇+ 3

ȧ

a
ρ = Ψ , (6.8)
on
luímos que as equações são equivalentes se

Ψ = −ρ̇Λ . (6.9)Isto nos permite dizer que há uma equivalên
ia físi
a entre tratar um modelo 
om geraçãode massa e um modelo 
om interação entre dois �uidos. Além disso, temos uma igualdadeentre as equações (6.7) e (5.3) desde que Λ = 8πGρΛ. Isso impli
a uma equivalên
ia entreas soluções para a base nas duas abordagens se
ρΛ =

3βH2

8πG
. (6.10)Portanto, as soluções de base obtidas no modelo de geração de massa, são válidas paraeste modelo neo-newtoniano se as equações (6.9) e (6.10) forem satisteitas. Isso nospermite 
on
luir que o modelo de geração de massa 
onstitui um 
aso parti
ular de dois�uidos em interação. Entretanto, as soluções para as equações perturbadas apresentarãodiferenças relevantes. A primeira modi�
ação é obtida quando fazemos uma análise davelo
idade perturbada. Não existe nenhum motivo para que a velo
idade perturbadaseja a mesma para os dois �uidos. Quando levamos esta diferença de velo
idade em
onsideração, a equação de Euler perturbada se separa em duas equações, uma paraa matéria es
ura e outra para o �uido tipo 
onstante 
osmológi
a. Para a obtençãodas equações perturbadas será apli
ado o mesmo método que apli
amos nos 
apítulosanteriores, ou seja, uma de
omposição de Fourier. Então, f → fb(t) + δf(~r, t), 
om

δf(~r, t) << fb(t), o que nos permite fazer uma análise perturbativa. Pode-se aindaadmitir que a perturbação se propaga 
omo uma onda plana, ou seja, δf(~r, t) = fte
i~n·~r

a ,
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om ft = f(t) e ~n o vetor de onda. Daí, a equação perturbada de Euler para a matériaes
ura pode ser es
rita 
omo
~̇vm + (~u · ~∇)~vm + (~vm · ~∇)~u = −~∇φ , (6.11)sendo ~vm a perturbação da velo
idade para a matéria, ~u a velo
idade (em ordem zero,ou seja, sem perturbação) e φ a perturbação do poten
ial. Na equação perturbada deEuler a
ima, o termo perturbado da pressão não está presente. Isso é devido à equação deestado da matéria, pm = 0. Já a equação perturbada de Euler para o �uido tipo 
onstante
osmológi
a pode ser es
rita 
omo

~̇vΛ + (~u · ~∇)~vΛ + (~vΛ · ~∇)~u = −
~∇ΠΛ

ρΛ + pΛ

− ~∇φ, (6.12)onde ~vΛ é a perturbação na velo
idade deste �uido, ~u é velo
idade não perturbada, ΠΛé a perturbação da pressão, ρΛ é a densidade de energia es
ura, pΛ é a pressão e φ éa perturbação do poten
ial � responsável pela ligação entre as equações perturbadas deEuler, dadas por (6.11) e (6.12).Para determinar o 
omportamento da perturbação na pressão, devemos lembrar que pΛ =

−ρΛ. Logo, perturbação na pressão �
a expressa por ΠΛ(~r, t) = −ρΛδΛ(~r, t). Portanto, ainteração entre as duas 
omponentes es
uras, nas equações perturbadas de Euler (6.11) e(6.12), está implí
ita no poten
ial perturbado. Outro termo que mere
e atenção é ~∇ΠΛ

ρΛ+pΛ
.Note que no denominador deste termo temos apenas a 
ontribuição dos termos de energiaes
ura. Uma vez que pΛ = −ρΛ teremos uma divisão por zero na equação (6.12). Para
ontornar o problema, deve-se multipli
ar toda a equação (6.12) por ρΛ + pΛ. Entretanto,para que a igualdade seja verdadeira é ne
essário que a perturbação na pressão, bem
omo na densidade sejam nulas, ou seja, ΠΛ = 0 e δΛ = 0. Dessa forma, a equaçãode Euler é reduzida novamente a uma equação sem perturbação no termo de pressão,já que as duas equações, (6.11) e (6.12), são semelhantes. Contudo, ao 
onsiderar que

δΛ = 0, estamos a�rmando que o termo 
osmológi
o não desempenha nenhuma in�uên
iasob um ponto de vista perturbativo. Con
lui-se, então, que nos modelos neo-newtonianos



69termos perturbados ligados ao termo 
osmológi
o não devem ser levados em 
onta por
ausarem uma in
onsistên
ia na equação de Euler perturbada. As perturbações nestestermos devem ser des
onsideradas. Este resultado dá mais 
onsistên
ia às 
on
luõestiradas da análise da equação (5.50), onde vimos que as perturbações no termo 
osmológi
osão pequenas. Entretanto, o resultado aqui obtido é de origem matemáti
a, ou seja, aindanão 
onseguimos 
omparar os resultados de modelos que não 
onsideram �utuações notermo 
osmológi
o 
om um modelo que permita tais �utuações. Vamos então generalizareste modelo a �m de obtermos um 
ontraste de densidade que 
onsidere �utuações namatéria es
ura e no termo 
osmológi
o.
6.2 Interação entre matéria ordinária e um �uido arbi-trárioSeguindo 
om a proposta de uma interação entre dois �uidos, pretende-se obter umageneralização do modelo de interação tratado na seção anterior 
om o intuito de eliminaro problema en
ontrado ao tratar um modelo de matéria es
ura e 
onstante 
osmológi
a.Para isso, vamos tratar de um modelo 
om dois �uidos, sendo um do tipo matéria es
ura,
om densidade de energia e uma equação de estado 
omo dadas no modelo anterior (ρm e
pm = 0), e outro �uido arbitrário 
om densidade ρA e equação de estado pA = αρA (
omeste �uido arbitrario poderemos driblar a divisão por zero obtida no modelo anterior).Note que o responsável pela determinação do tipo de �uido na interação é o fator α. Porexemplo, quando α = −1 temos uma equação de estado tipo 
onstante 
osmológi
a. Adensidade e a pressão totais são

ρ = ρm + ρA e p = pm + pA = αρA , (6.13)já que a pressão da matéria es
ura é nula, 
onforme dito anteriormente. Com isso asequações da 
ontinuidade, de Euler e de Poisson, dadas por (6.1), (6.2) e (6.3), podem



70ser rees
ritas para a base 
omo
ρ̇m + 3Hρm = −ρ̇A − 3HρA(1 + α) , (6.14)

(Ḣ +H2)~r = −~∇Φ , (6.15)
∇2Φ = 4πG [ρm + ρA(1 + 3α)] . (6.16)Note que a equação de Euler (6.15) para a base é a mesma que nos outros modelos.A primeira exigên
ia a ser imposta é a de que este modelo tenha 
omo limites o modelode interação entre as duas 
omponentes es
uras, ou seja, desejamos que quando α = −1os resultados do modelo anterior sejam reproduzidos. Para que isso o
orra, a densidadede energia do �uido arbitrário deve ser igual à de um �uido tipo 
onstante 
osmológi
a,tratada no 
aso de interação entre a matéria es
ura e um �uido tipo 
onstante 
osmológi
a.Com isso é ne
essário que

ρA = ρΛ =
3βH2

8πG
, (6.17)
omo des
rito por (6.10). Então, a equação (6.14), para qualquer valor de α, �
a daseguinte forma:

4πGρ̇m + 3H(4πGρm) = −3βHḢ − 9

2
βH3(1 + α) . (6.18)A divergên
ia de ambos os membros de (6.15) e usando (6.16), tem-se

3(Ḣ +H2) = −∇2Φ ,

4πGρm = −3(Ḣ +H2)− 4πGρA(1 + 3α) ,

= −3Ḣ − 3H2

{

1 +
β

2
(1 + 3α)

}

. (6.19)Tomando a a derivada temporal desta equação obtém-se
4πGρ̇m = −3Ḧ − 6HḢ

{

1 +
β

2
(1 + 3α)

}

. (6.20)



71Pode-se agora substitur as equações (6.19) e (6.20) em (6.18) para obter
Ḧ +HḢ {5 + 3αβ}+ 3H3 [1 + αβ] = 0 . (6.21)Para simpli�
ar a resolução da equação a
ima, pode-se propor uma forma para o parâmetrode Hubble exatamente 
omo tratamos nos outros modelos. Suporemos que H = C

t
, 
om

C uma 
onstante arbitrária a ser determinada. Com isso, Ḣ = −C
t2

e Ḧ = 2C
t3
. Então aequação (6.21) é reduzida a uma equação do ter
eiro grau em C,

3C3 (1 + αβ)− C2 (5 + 3αβ) + 2C = 0 . (6.22)Note que a equação (6.22) é semelhante a equação (5.13), obtida para o modelo de geraçãode massa. A diferença entre as duas �
a restrita a um fator α, que surge devido àequação de estado admitida para o �uido arbitrário. Entretanto, 
omo este fator apare
emultipli
ando o valor de β, as soluções devem ser semelhantes às do modelo de geraçãode massa. Com isso, as soluções para esta equação do ter
eiro grau em C podem serdeterminadas da mesma forma. A primeira solução é C = 0. Daí pode-se reduzir aequação (6.22) a uma equação do segundo grau
3C2 (1 + αβ)− C (5 + 3αβ) + 2 = 0 , (6.23)
ujas soluções são dadas por

C+ =
(5 + 3αβ) + (1 + 3αβ)

6 (1 + αβ)

= 1 , (6.24)e
C− =

(5 + 3αβ)− (1 + 3αβ)

6 (1 + αβ)

=
2

3 (1 + αβ)
. (6.25)



72Uma análise importante é a obtenção dos valores do parâmetro de Hubble. Entretantorees
revendo o produto αβ 
omo −β′, as dis
ussões serão as mesmas que as feitas para omodelo de geração de massa no 
apítulo 5. Com isso, o úni
o valor a
eitável e mais geralpossível para C é C = C− = 2
3(1+αβ)

, já que este reproduz os outros resultados possíveis.Com isso,
H =

2

3 (1 + αβ)

1

t
, (6.26)e podemos prosseguir em direção à determinação do fator de es
ala e da densidade deenergia para este modelo. O fator de es
ala tem a mesma forma que o obtido no modelo
om geração de massa, ou seja,

a(t) = a0t
2

3(1+αβ) . (6.27)Utilizando H = C/t, podemos rees
rever a equação da 
ontinuidade (6.14) 
omo:
ρ̇m + 3Hρm = −3βHḢ

4πG
− 9βH3

8πG
(1 + α) ,

ρ̇m + 3
C

t
ρm =

3βC2

4πGt3
− 9βC3

8πGt3
(1 + α) . (6.28)Uma solução parti
ular de (6.28) pode ser na forma ρmp = ρ0

t2
, onde ρ0 é uma 
onstantea ser determinada. Substituindo esta expressão para ρmp em (6.28) obtém-se

ρmp =
1− β

6πG (1 + αβ)2 t2
. (6.29)A
res
entanto a solução geral da equação homogênea, a solução geral para a densidadede energia é

ρm = Γ0t
−3C +

1− β
6πG (1 + αβ)2 t2

. (6.30)Tal 
omo antes, a solução da equação homogênea é um regime transiente, porque tende azero mais rapidamente que a solução parti
ular para grandes valores de t, e por isso não



73será levada em 
onsideração. Assim �
amos 
om
ρm =

1− β
6πG (1 + αβ)2 t2

. (6.31)Retornemos ao 
aso α = −1, que serve 
omo um teste para o modelo. Neste 
aso adensidade de energia é igual à en
ontrada no modelo de geração de massa, 
omo eraesperado. De fato já esperávamos que os dois modelos fossem iguais pois quando α = −1as equações de estado são as mesmas e os �uidos em questão nos dois modelos tambémsão iguais.Con
luimos até aqui que o 
omportamento para a densidade de matéria é semelhante nostrês modelos estudados, assim 
omo para o fator de es
ala. O 
omportamento obtidopara o �uido arbitrário para a base sugere que este seja o mais geral dentre os trêsmodelos, uma vez que ele reproduz os outros resultados. Para que essa suspeita possa ser
on�rmada, devemos fazer um tratamento perturbativo e veri�
ar se teremos equivalên
iasnas equações perturbadas em primeira ordem.
6.2.1 Análise Perturbativa para o Fluido ArbitrárioAssim 
omo nas seções anteriores, faremos uma perturbação nas grandezas relevantes.As soluções serão rees
ritas 
omo uma base mais uma pequena �utuação, ou seja, f →
fb(t) + δf(~r, t), 
om δf(~r, t) << fb(t) o que nos permitirá fazer uma análise em primeiraordem das �utuações. Este pequeno desvio é es
olhido na forma de uma onda plana,tal 
omo nos modelos anteriores. Com isso, δf(~r, t) = fte

i~n·~r
a , 
om ft = f(t) e ~n é ovetor de onda. Então as grandezas relevantes terão a seguinte forma: ρ = ρb

[

1 + δ(~r, t)
],

p = pb +δp(~r, t), ~u = ~ub +~v(~r, t) e Φ = Φb +φ(~r, t), que são respe
tivamente: a densidade,a pressão, a velo
idade e o poten
ial.Ini
iamos rees
revendo a equação da 
ontinuidade. Se utilizarmos as 
onsiderações feitas



74a
ima teremos para a equação (6.14),
ρ̇m + ~∇ · (ρm~um) + pm

~∇ · ~um = −ρ̇A − ~∇ · (ρA~uA)− pA
~∇ · ~uA ,e, 
omo resultado, a forma perturbada para esta equação será:

δm (ρ̇m + 3Hρm) + ρm

(

δ̇m +
i~n

a
vm

)

= −δA (ρ̇A + 3HρA(1 + α))− ρA

(

δ̇2 +
i~n

a
· ~vA(1 + α)

)

.(6.32)
Se admitirmos que as velo
idades perturbadas são diferentes, pode-se tratar a equação deEuler (6.15) separadamente para 
ada um dos �uidos, sempre 
onsiderando que pm = 0 e
pA = αρA. Então:

∂t~um +
(

~um · ~∇
)

~um = −~∇Φ , (6.33)
∂t~uA +

(

~uA · ~∇
)

~uA = −
~∇pA

ρA + pA

− ~∇Φ , (6.34)
om um e uA sendo as velo
idades totais para o �uido de poeira e para o �uido arbitrário.Note que um → ub + vm enquanto que uA → ub + vA. Deste modo, é possível manipular
ada equação 
omo foi feito para os modelos anteriores. Com isso podemos es
rever:
∂t {ai~n · ~vm} = n2φ, (6.35)

∂t {ai~n · ~vA} = n2φ+
α

1 + α
n2δA . (6.36)

A equação para o poten
ial (6.16) �
a modi�
ada quando fazemos essas 
onsiderações.Então a equação de Poisson perturbada é:
n2φ = −4πG (ρmδm + ρAδA (1 + 3α)) . (6.37)



75Substituindo as equações de base em (6.32) e fazendo o produto por a2

ρm
, tem-se:

−a2δm

(

ρ̇A

ρm

+ 3H
ρA

ρm

(1 + α)

)

+ a2δ̇m + ai~n · ~vm =

= −a2δA

(

ρ̇A

ρm

+ 3H
ρA

ρm

(1 + α)

)

− a2 ρA

ρm

δ̇A − ai~n · ~vA(1 + α)
ρA

ρm

. (6.38)Para que a equação �que mais 
ompa
ta, adotamos ρA

ρm
= r e ρ̇A

ρm
= s

t
, sendo r e s duas
onstantes. Além disso, usamos H = C

t
. Com isso a equação (6.38) �
a

−a2 δm
t

[s+ 3Cr(1 + α)] + a2δ̇m + ai~n · ~vm =

= −a2 δA
t

[s+ 3Cr(1 + α)]− a2rδ̇A − ai~n · ~vA(1 + α)r . (6.39)Diferen
iando a equação (6.39), temos que:
− [s+ 3Cr(1 + α)]

[

2ȧaδm
t

+
a2δ̇m
t
− a2δm

t2

]

+

+2ȧaδ̇m + a2δ̈m + ∂t {ai~n · ~vm} =

= − [s+ 3Cr(1 + α)]

[

2ȧaδA
t

+
a2δ̇A
t
− a2δA

t2

]

−

−2ȧarδ̇A − a2rδ̈A − r(1 + α)∂t {ai~n · ~vA} . (6.40)Substituindo as equações (6.35), (6.36) e (6.37) em (6.40) e dividindo por a2, temos
δ̈m +

δ̇m
t
{2C − s− 3Cr(1 + α)}+

−δm
{

4πGρ1 [1 + r(1 + α)] + [s+ 3Cr(1 + α)] (2C − 1)
1

t2

}

=

= −rδ̈A +
δ̇A
t
{−2Cr − s− 3Cr(1 + α)}+

+δA

{

4πGρ2 [1 + r(1 + α)] (1 + 3α)− [s+ 3Cr(1 + α)] (2C − 1)
1

t2
− rαn2

a2

}

. (6.41)Para resolver a equação é pre
iso introduzir uma ligação entre a �utuação dos 
ontrastesde densidade, da poeira e do �uido arbitrário. De fato, esta não é uma 
onsideraçãoin
onseqüente pois as duas 
omponentes estão em �
ontato�, o que em nosso 
ontexto,permite 
onsiderar que há uma propagação desta �utuação nos dois �uidos mesmo quandoapenas um deles é, ini
ialmente, perturbado. Vamos adotar um 
aso em que a perturbação



76no �uido arbitrário é propor
ional à �utuação na matéria ordinária, ou seja, δA = λδm,
om λ sendo uma 
onstante arbitrária. Este é o 
aso mais simples de ligação entre as duasgrandezas. Utilizando os valores de ρm, ρA e de C, pode-se rees
rever a equação (6.41)em termos de α, β e λ. Com isso a equação (6.41) se torna uma equação homogênea desegunda ordem:
δ̈m +

δ̇m
t

{

1− β
1− β(1− λ)

}{

2(2− 3αβ)

3(1 + αβ)
+

2βλ
[

3α(β − 1)− 2
]

3(β − 1)(1 + αβ)

}

+

− 2

3t2
δm

{

1− β
1− β(1− λ)

}{

1

(1 + αβ)2
− αβ(3αβ − 1)

(1 + αβ)2
+
αβλ(3αβ − 1)

1 + αβ
+

− λβ(1 + 3α)

(β − 1)(1 + αβ)
+

3n2λαβ

2(β − 1)a2
0t

C

}

= 0 . (6.42)
Para que a equação (6.42) assuma uma forma mais simples, vamos renomear algumas
onstantes 
omo

Z =

{

1− β
1− β(1− λ)

}{

2(2− 3αβ)

3(1 + αβ)
+

2βλ
[

3α(β − 1)− 2
]

3(β − 1)(1 + αβ)

}

, (6.43)
Y = −2

3

{

1− β
1− β(1− λ)

}{

1

(1 + αβ)2
− αβ(3αβ − 1)

(1 + αβ)2
+ (6.44)

+
αβλ(3αβ − 1)

1 + αβ
− λβ(1 + 3α)

(β − 1)(1 + αβ)

}

, (6.45)
−X =

2

3

{

1− β
1− β(1− λ)

}{

3n2λαβ

2(β − 1)a2
0

}

, (6.46)que podem ser rees
ritas na forma
Z =

2

1 + αβ

{

1

3
− 2(1− λ)(1− β)

1− β(1− λ)

}

, (6.47)
Y = −2

3

1

(1 + αβ)2[1− β(1− λ)]

{

3α3λβ4 + α2
[

λ(2− 3α)− 3
]

β3 +

+
[

(3− 5λ)α2 + (1− 2λ)α
]

β2 +
[

1− λ− (1 + 2λ)α
]

β − 1

}

, (6.48)
X =

n2αβλ

a2
0

[

1− β(1− λ)
] . (6.49)



77A equação (6.42) �
a sendo então
δ̈m + Z

δ̇m
t

+

{

X

t2+C
− Y

t2

}

δm = 0 , (6.50)e, 
omo ja vimos, suas soluções podem ser expressas em termos de funções de Bessel.Para isso, vamos fazer duas mudanças de variáveis. A primeira 
onsiste em x = tω. Comisso, a equação (6.50) passa a ser:
δ′′m + δ′m

{

ω − 1

ω
t−ω +

Z

ω
t−ω

}

+ δm

{

X

ω2
t−2ω−C − Y

ω2
t−2ω

}

= 0 . (6.51)Mas para que se tenha uma equação de Bessel é ne
essário que a potên
ia de t, quemultipli
a X, seja nula. Isso a
arreta
ω = − 1

3(1 + αβ)
, (6.52)e, em termos de x, a equação (6.51) es
reve-se

δ′′m +
δ′m
x

{

ω − 1

ω
+
Z

ω

}

+ δm

{

X

ω2
− Y

ω2x2

}

= 0 . (6.53)A segunda mudança 
onsiste em δm = xqς, que 
onduz a
ς ′′ +

ς ′

x

{

2q +
ω − 1

ω
+
Z

ω

}

+ ς

{

X

ω2
− 1

x2

[

Y − q(q − 1) + q

(

ω − 1

ω
+
Z

ω

)]}

= 0 .(6.54)Para que esta última equação se reduza à equação de Bessel o 
oe�
iente do termo ς′

x
deveser igual a 1. Com isso, o expoente q é

q =
13 + β

[

3α+ 13(λ− 1)
]

+ 3αβ2(λ− 1)− 12λ

2
[

1 + β(λ− 1)
] , (6.55)e a equação (6.50), transforma-se numa equação de Bessel

ς ′′ +
ς ′

x
+ ς

{

n2A2 − ν2

x2

}

= 0 , (6.56)
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om
A2 =

9αβλ(1 + αβ)

a2
0

[

1− β(1− λ)
] =

X

n2p2
, (6.57)e

ν =
1

2
√

3

1

(1 + αβ)2[1 + β(λ− 1)]2

{

671 + 27α4β6(λ− 1)2 − 1080λ+ 432λ2 +

+6α3β5(λ− 1)(50λ+ 9α− 54) + 2β(1211λ− 671− 540λ2) + 2α(401− 590λ+ 216λ2) +

β2[671(λ− 1)2 + 2α2(603− 736λ+ 216λ2)]− 4αβ3[804λ− 401− 403λ2 +

α2(48λ− 81) + α(603− 973λ+ 368λ2)] + α2β4[27α2 +

−24α(27− 34λ+ 8λ2) + 2(603− 1210λ+ 607λ2)]

}

.(6.58)Assim, a solução geral de (6.51) é
δm =

[

C1Jν

(

ntωA
)

+ C2J−ν

(

ntωA
)

]

tωq , (6.59)
om:
ωq = −1

2

{

1 +
2
[

5 + 5β(λ− 1)− 6λ
]

3(1 + αβ)
[

1 + β(λ− 1)
]

}

. (6.60)Vale ressaltar que a solução (6.59) des
reve uma interação entre matéria es
ura e um�uido arbitrário em que ambas densidades foram perturbadas. Com isso, seremos 
apazesde 
omparar este modelo (utilizando α = −1, que des
reve um �uido tipo 
onstante
osmológi
a) 
om o modelo de geração de massa sem perturbação no termo 
osmológi
o.O grá�
o (6.1) representa uma interação, des
rita por (6.59), entre a matéria es
ura e um�uido tipo 
onstante 
osmológi
a (α = −1), em que foi assumindo os seguintes valorespara as 
onstantes, C1 = C2 = 1, λ = 4/5, n = 1, a0 = 1 e β = 0.3.Comparando o grá�
o (6.1) 
om o grá�
o (5.1) que são modelos físi
os equivalentes (in-teração entre matéria es
ura e um termo 
osmológi
o) en
ontramos um 
omportamentomuito similar, 
omo pode ser 
omprovado no grá�
o (6.2).
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Figura 6.1: Contraste de densidade no modelo 
om dois �uidos. Quando o valor de α = −1 e β = 0.3temos que o 
ontraste de densidade 
res
e 
om o tempo.
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Figura 6.2: Comparação entre os 
ontrastes de densidade obtidos no modelo de geração de massa (emverde), �gura (5.1), e o modelo de interação (em vermelho), �gura (6.1).



80O grá�
o (6.2) nos permite dizer que as �utuações no termo 
osmológi
o podem serdesprezadas, uma vez que a 
urva 
om perturbação neste termo é muito próxima da
urva em que não levamos em 
onta tal �utuação.Pode-se ainda, obter outros tipos de interação. Como por exemplo, para um 
aso emque α = −1, e as 
onstantes são : C1 = C2 = 1, λ = −4/5, n = 1, a0 = 1, β = 0.3 e
α = −1, teremos o grá�
o (6.3). Note que os valores das 
onstantes para obter o grá�
o
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Figura 6.3: Contraste de densidade no modelo 
om dois �uidos. Quando o valor de α = −1 e β = 0.3temos que o 
ontraste de densidade de
res
e.(6.3) foram os mesmos para obter o grá�
o (6.1) 
om uma alteração somente no sinal de
λ. Esta alteração modi�
ou 
ompletamente o 
ontraste de densidade.Outro 
aso pode ser uma interação entre matéria es
ura e um �uido 
om equação deestado p = ρ (matéria rígida). Para isso vamos novamente �xar os seguintes valores paraas 
onstantes: C1 = C2 = 1, λ = 4/5, n = 1, a0 = 1, β = 0.3 e α = 1, que resulta num
omportamento 
omo des
rito pelo grá�
o (6.4).
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Figura 6.4: Contraste de densidade no modelo 
om dois �uidos para C1 = C2 = 1, λ = 4/5, n = 1,
a0 = 1, β = 0.3 e α = 1, que resulta numa equação de estado p = ρ.
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Capítulo 7
Con
lusões
A simpli
idade matemáti
a aliada à possibilidade de que resultados 
onsistentes sejamobtidos dentro de um limite bem estabele
ido são as duas maiores motivações para a
onstrução e análise de modelos 
om um enfoque newtoniano. Neste trabalho exploramosalguns aspe
tos da 
osmologia newtoniana, apli
ada à interação entre as 
omponenteses
uras do universo. O objetivo prin
ipal foi obter uma resposta para a não perturbaçãodo termo 
osmológi
o na literatura [8,9℄, uma vez que este termo é tão importante quantoqualquer outra grandeza relevante.As 
ausas observa
ionais que sugerem a existên
ia da matéria e energia es
uras, são: a
urva de rotação das galáxias espirais e a atual fase de expansão a
elerada do universo.Como vimos, o problema da 
urva de rotação das galáxias é resolvido adi
ionando um halode uma matéria, que não emite nenhum tipo de radiação 
onhe
ida, em volta das galáxiasespirais. Já a nova fase de expansão a
elerada que vivemos pode ser expli
ada quandointroduzimos um �uido 
om pressão negativa, denominado de energia es
ura. A partirdaí dis
utimos quais os problemas teóri
os de
orrentes da introdução desses novos 
onsti-tuintes, isto é, a dis
repân
ia entre os valores 
al
ulados pela teoria e o valor asso
iado àsobservações da 
onstante 
osmológi
a (um dos 
andidatos à energia es
ura) e o problemada 
oin
idên
ia 
ósmi
a. Houve ainda, a preo
upação em deduzir as equações da hidrod-inâmi
a (que foram utilizadas ao longo do trabalho) e que nos permitiram en
ontrar, a



83partir de uma abordagem newtoniana, uma equação similar a 
omponente temporal daequação de Einstein através da utilização de uma matemáti
a mais simpli�
ada, em
omparação 
om 
ál
ulos relativistas. Generalizamos o modelo, propondo interaçõesentre alguns 
onstituintes. Foi revisado ainda o problema da formação de estruturasque nos levou ao estudo das perturbações 
osmológi
as, uma vez que as estruturas sãoformadas de pequenas �utuações observadas no espe
tro da RCF.No 
apítulo 5, tratamos de um modelo em que a energia es
ura de
ai em alguns
onstituintes (
omo: poeira, gás de Chaplygin e matéria ordinária). Com este modeloen
ontramos uma expli
ação para o baixo valor da 
onstante 
osmológi
a observadaatualmente. Além disso, limitando os valores de β entre (0, 1), o que resulta num Ψ > 0e Λ > 0, p�de-se obter um modelo de universo em expansão a
elerada, ou seja, H > 0.Na seção 5.2.2, onde 
onsideramos �utuações no termo 
osmológi
o, en
ontramos quetal �utuação de
res
e 
om o tempo (λ = t−(C+1)) e está ligada à �utuação do termo degeração de massa. Com isso, obtivemos a solução para o 
ontraste de densidade paraum 
aso parti
ular, em que a matéria es
ura surge do de
aimento do termo 
osmológi
osem perturbação neste termo. Em seguida en
ontramos a solução geral para o 
ontrastede densidade. Para obter esta solução a �utuação no termo 
osmológi
o foi levada em
onsideração e a equação de estado do �uido gerado foi de�nida 
omo p = kργ. Entretanto,não foi possível fazer uma 
omparação entre os dois modelos, uma vez que: a solução do
aso mais geral não permite que k = 0, o que impossibilita o de
aimento de energia es
uraem matéria es
ura, que é a 
ondição ne
essária para que se possa 
omparar os dois 
asos.Com isso, a úni
a a�rmação que pode ser feita (a partir do modelo estudado no 
apítulo 5),
om relação à �utuação no termo 
osmológi
o, é dada pela forma de λ, que de
res
e rapi-damente, ou seja, esperamos que este termo não tenha in�uên
ias relevantes na formaçãode estruturas nem na dinâmi
a do universo. Entretanto, para a�rmar isso, pre
isamosfazer uma 
omparação entre modelos que levam em 
onta as perturbações neste termo
om modelos que não 
onsideram tal �utuação.Para que isso pudesse ser feito, partimos para uma análise da interação entre as duas
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omponentes es
uras através de um modelo neo-newtoniano. Este modelo é equivalentea um modelo newtoniano de geração de massa, desde que: Ψ = −ρ̇Λ e ρΛ = 3βH2

8πG
. Comisso, as soluções para a base do modelo de interação entre as 
omponentes es
uras sãoequivalentes às soluções do modelo 
om geração de massa. A análise perturbativa nos per-mitiu es
rever a equação perturbada de Euler separadamente para 
ada �uido. Portanto,a partir da equação perturbada de Euler para o �uido tipo 
onstante 
osmológi
a, tivemosuma anulação da perturbação da pressão para este �uido, o que resultou num δΛ = 0.P�de-se, então, a�rmar que nos modelos neo-newtonianos 
om interação entre um �uidodo tipo 
onstante 
osmológi
a e matéria es
ura, não é ne
essário 
onsiderar perturbaçõesrela
ionadas a um �uido tipo 
onstante 
osmológi
a. Entretanto, este resultado surge apartir de um problema matemáti
o, o que impossibilita uma 
omparação entre os modelosque 
onsideram as perturbações no termo 
osmológi
o 
om modelos que não 
onsideramtal �utuação.Partimos, então, para uma generalização do modelo neo-newtoniano propondo uma in-teração entre a matéria es
ura e um �uido arbitrário. Modi�
amos a equação de estadoda energia de vá
uo para p = αρ, o que nos permitiu reproduzir os resultados de fundoobtidos no modelo de interação entre as 
omponentes es
uras e os resultados de geraçãode massa, quando ρA = ρΛ. Já na análise perturbativa, en
ontramos a solução para o
ontraste de densidade 
onsiderando �utuações nas densidades, da matéria e do �uidoarbitrário, que foram 
onsideradas propor
ionais. Com a equação obtida para o 
ontrastede densidade deste modelo e fazendo α = −1, neste 
aso temos interação entre as 
om-ponentes es
uras, 
onseguimos 
omparar os resultados deste modelo 
om o resultado domodelo de geração de massa sem perturbação no termo 
osmológi
o.Com essa 
omparação, mostrada no grá�
o (7.1), 
on
luímos que as �utuações no termo
osmológi
o podem ser desprezadas, uma vez que a 
urva para o 
ontraste de densidade
om perturbação neste termo é muito próxima da 
urva em que não é 
onsiderada tal�utuação. De fato, este resultado já era esperado desde a determinação da perturbaçãono termo 
osmológi
o e foi rea�rmado, matemati
amente, pela ne
essidade da anulaçãoda perturbação na pressão do �uido tipo 
onstante 
osmológi
a. Mas somente através do
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Figura 7.1: Comparação entre os 
ontrastes de densidade obtidos no modelo de geração de massa (emverde), �gura (5.1), e o modelo de interação (em vermelho), �gura (6.1).grá�
o (7.1) é que podemos 
omprovar que a �utuação no termo 
osmológi
o não temin�uên
ias relevantes para a formação de estruturas.Vale ressaltar que este é o úni
o resultado 
omum aos dois modelos, de geração de massae o neo-newtoniano 
om interação. No 
aso mais geral do modelo de geração de massa,a energia es
ura de
ai em outros 
onstituintes 
om equação de estado p = kργ; enquantoque no 
aso mais geral do modelo de interação temos matéria es
ura e outro 
onstituinte
om equação de estado p = αρ.Uma 
ontinuação natural deste trabalho seria: um tratamento numéri
o mais detalhado,obter a 
urva do espe
tro de potên
ia (para que os resultados possam ser 
omparados 
omos dados observa
ionais), uma análise termodinâmi
a a �m de veri�
ar o 
omportamentoda entropia quando há uma transformação de matéria em energia e ainda uma análiserelativísti
a dessas situações.
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