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Resumo

A andlise e gestdo de riscos tem se tornado pega fundamental para qualquer
empresa, seja para o efetivo controle do risco incorrido por uma carteira e controle das
posi¢des assumidas por um portfolio, seja em caréter informativo para outras areas e
Instituigdes reguladoras.

Segundo a literatura recente, para a mensuragao do risco, quatro caracteristicas
sd0 exigidas de qualquer medida propostas monotonicidade, invariancia sobre
translagdes, homogeneidade positiva e subaditividade (convexidade). Essas
caracteristicas, conhecidas como os axiomas basicos das medidas de risco, fornecem o
gue sdo conhecidas como medidas coerentes de risco. Além da mensuracdo do risco de
um portfdlio, um ponto importante € a otimizagdo de portfélios, ou seja, encontrar a
carteira que, dado o conjunto inicial de ativos, apresente 0 menor risco possivel.

O objetivo deste trabalho € estudar as medidas coerentes de risco, com énfase
no Expected Shortfall e nas Medidas Espectrais de Risco. Em seguida desgjase
encontrar o portfélio 6timo, ou sga, encontrar a carteira que apresenta 0 menor risco
possivel considerando um conjunto de ativos iniciais.

Os resultados empiricos obtidos permitem concluir que as medidas estudadas
sd0 boas medidas para a estimacdo do risco de um portfélio. Ainda, as técnicas de
minimizagdo empregadas garantem uma carteira com 0 menor risco possivel e com

retorno esperado maior que aquele apresentado pelo portfélio inicial.

Palavras-Chave
Medidas Coerentes de Risco. Medidas Espectrais de Risco.  Expected Shortfall.
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1 — Introducéo

A andlise e gestdo de riscos tem se tornado pega fundamental para qualquer
empresa, seja para o efetivo controle do risco incorrido por uma carteira e controle das
posi¢des assumidas por um portfolio, seja em caréter informativo para outras areas e
Instituigdes reguladoras.

Desta forma, a correta mensuracdo do risco a que uma posicdo financeira esta
incorrendo tornou-se um dos problemas mais importantes, e mais estudados, no mundo
financeiro atual.

Para a mensuragdo do risco, quatro caracteristicas sdo exigidas de qualquer
medida proposta monotonicidade, invariancia sobre translacbes, homogeneidade
positiva e subaditividade (convexidade). Essas caracteristicas, conhecidas como o0s
axiomas basicos das medidas de risco, nos fornecem o que é conhecido como medidas
coerentes de risco.

Os quatro axiomas surgiram através de observagdes do comportamento dos
investidores, levando em consideracédo ateoria das preferéncias.

Com isso, diversas maneiras de mensurar 0 risco de uma carteira surgiram ao
longo do tempo.

Dentre as metodologias propostas para a mensuragéo do risco de mercado amais
popular entre as instituicdes e a mais utilizada é a metodologia denominada VaR (Value
at Risk). O VaR fornece uma medida da maior (ou pior) perda esperada em uma carteira
ou aivo para um determinado periodo de tempo e um intervalo de confianca
previamente especificado.

O Value-a-Risk € uma medida baseada em um determinado quantil da
distribuicdo de uma posicdo financeira X em um espaco de probabilidade (Q, F, P).
Assim, fixado um nivel A O (0,1), definimos matematicamente o0 VaR ao nivel A como:

VaR, (X) =-q, (1) =q_, 1-A) =inf{m|P[X + m<0] <}
Ou sgja, 0 VaR é o menor montante de capital aplicado no ativo livre de risco de modo
que a probabilidade de perdaem X+ml o sgja< que A.

Uma vantagem apresentada pelo VaR perante as outras técnicas de medida de

riscos de mercado € que 0 mesmo consegue quantificar em um Unico nimero a

exposicédo total de uma institui¢éo, financeira ou N&o, a esses riscos.
cdo ¢cdo



Apesar da vantagem apresentada acima, o VaR apresenta duas falhas. A primeira
€ que o VaR controla a probabilidade de uma perda ocorrer, mas ndo captura a
magnitude de tal perda se a mesma ocorrer. Obviamente que o tamanho da perda deve
ser levado em consideragdo. A segunda falha € a falta de coeréncia do VaR, ja que,
como veremos, 0 VaR “pune”’ adiversificagdo em alguns casos.

Devido a essas criticas, surgiu a necessidade do estudo de medidas que as
corrijam, de forma a obtermos melhores métricas para a mensuragdo do risco de
mercado.

Com iss0, 0 estudo das medidas coerentes de risco vem ganhando um espaco
cada vez maior, tanto no mundo académico, quanto no mundo profissional.

Dentre as medidas mais estudadas, destaca-se 0 Expected Shortfall (ES), que
mede o valor esperado da perda quando a mesma superao VaR.

Além de ser uma medida coerente de riscos, 0 ES também cobre uma outra falha
do VaR, pois sabemos que VaR controla a probabilidade de uma perda ocorrer, mas ndo
captura a magnitude de tal perda se a mesma ocorrer.

O Expected Shortfall de nivel A O (0,1] de uma posicéo financeira X é dado por:
1 A
ES(X) == [var,(X)dy
0

Analisando a definicdo acima, podemos pensar no ES de nivel A [0 (0,1] como
uma medida particular de probabilidade que faz a média ponderada das saidas da
variavel aleatdria X que da peso dy/A aos 100A% piores casos e peso zero ans demais.

Podemos entdo pensar no ES como um caso particular de uma medida de
probabilidade de médias ponderadas mais geral que utiliza uma fun¢éo peso para cada

observacéo de X. Chamando essa funcéo peso de ¢, podemos entdo definir:
1
M(X) =- [ @ p)g, (X)dp
0

Onde o funcional @: [0,1]—0 nos permite dar diferentes pesos @(p)dp para cada
possivel realizacdo gp(X).
O funcional @ € conhecido como espectro de risco, ou fungdo de aversdo ao

risco’ de MX), no sentido que qualquer investidor racional®> pode expressar sua

1 A existéncia de avers3o ao risco significa que, numa situacdo de incerteza, 0 mal-estar associado a perda
de um determinado montante de rendimento € superior ao bem-estar proporcionado pelo ganho desse

mesmo montante de rendimento.



aversdo ao risco subjetiva escolhendo perfis diferentes para o funcional ¢. Qualquer
escolha para @ que atenda as propriedades necessérias para a coeréncia representara uma
atitude legitima frente ao risco. Por este motivo, M((X) é conhecido como medida
espectral de risco.

Com o surgimento de medidas coerentes de risco aplicaveis na prética, surge a
necessidade de, dado um conjunto de ativos, encontrar o portfolio que apresente o
menor risco, ou sgja, encontrar o portfélio 6timo para o conjunto inicial dos ativos.

Em um problema de otimizagdo de portfdlio, o0 objetivo é encontrar os pesos
6timos de cada ativo de uma carteira de modo que o risco associado a essa carteira seja
minimo. O risco pode ser estimado através da variancia, do VaR, do Expected Shortfall
ou da Medida Espectral.

Desta forma, queremos encontrar entdo o portfolio que apresente 0 menor
Expected Shortfall possivel e a menor Medida Espectral possivel.

Portanto, o objetivo deste trabalho € estudar as medidas coerentes de risco e
estimar corretamente o risco de um portfélio contendo ativos lineares e ndo lineares. Em
seguida queremos encontrar o portfolio 6timo, ou seja, encontrar a carteira que

apresenta 0 menor risco possivel considerando os ativos iniciais.

1.1 — Estrutura da Dissertacéo

Este trabalho é apresentado em sete capitulos.

No segundo capitulo é apresentada uma introdugcdo as medidas de risco. Essa
introduc@o cobre os quatro axiomas basicos das medidas coerentes de risco e sua
relagdo com ateoria das preferéncias.

No terceiro capitulo é apresentado o Value-at-Risk (VaR), sendo demonstrada a
sua falta de coeréncia. Ainda, € apresentado o modelo delta normal, onde se supde que o
vetor de retornos de ativos € normalmente distribuido. Esse modelo € o mais utilizado
na pratica, de forma que sua apresentacdo € fundamental para o correto entendimento
das medidas de risco utilizadas no mercado.

No capitulo quatro seréo apresentadas duas medidas coerentes de risco para a
solugdo dos problemas do VaR: Expected Shortfall (ES) e VaR Espectral. Essas

2 Investidores racionais processam informacdes objetivamente, ou sgja, quando diante de incertezas

(risco), tomam sempre a decisdo maisracional.



medidas s80 coerentes e aplicaveis na prética, o que estimula ainda mais o0 seu estudo e
correto entendimento. Desta forma, é demonstrada a coeréncia para essas medidas.
Ainda, parao ES, étambém apresentado o modelo delta-normal.

No capitulo cinco é apresentada a Simulagcdo de Monte Carlo, que é utilizada
para a estimagdo das medidas de risco apresentadas nesta dissertacéo.

No sexto capitulo € apresentada a otimizagdo de portfdlio, ou sgja, encontrar 0s
pesos 6timos de cada ativo de uma carteira de modo que o risco associado a essa
carteira seja minimo. O objetivo € encontrar o portfélio que apresente 0 menor Expected
Shortfall possivel e a menor Medida Espectral possivel.

Finalmente, no capitulo sete, sdo redlizadas as estimagdes empiricas. Para uma
carteira contendo diversas agbes e opgles, sd0 estimadas as trés medidas de risco
apresentadas e encontrado o portfolio 6timo dados os ativos iniciais da carteira. Além
disso sdo realizados testes estatisticos nas medidas de risco e realizados procedimentos

de backtesting para a validag&o dos modelos de VaR e de Expected Shortfall.



2 — Introducéo as Medidas de Risco

Os investidores e os participantes do mercado financeiro devem ter em mente
trés conceitos béasicos: retorno, incerteza e risco.

O primeiro deles, retorno, € definido como o ganho ou a perda em um
investimento em um dado intervalo de tempo; as incertezas®, sempre presentes em um
investimento, devem ser mensuradas quando o investidor desegja estimar suas possiveis
perdas em um determinado investimento; risco é o valor numérico que expressa essa
determinada incerteza.

Pode-se dividir o risco global de qualquer operacdo financeira em quatro grupos
principais. Esses grupos sdo classificados de acordo com os fatores que geram incerteza
sobre cada um e sdo divididos de acordo com a seguinte nomenclatura: riscos de
mercado, riscos operacionais, riscos de crédito e riscos legais.

Riscos de mercado séo as medidas das potenciais perdas de um determinado
fundo de investimento se aguns fatores especificos de mercado mudarem
Inesperadamente. Esses fatores incluem taxas de juros, taxas de cambio, precos de agéo,
efc.

Como exemplo pode-se citar uma carteira de investimento com uma posi¢ao
longa em contratos futuros de dolar. Caso o preco do dolar caia consideravelmente e
inesperadamente, o investidor estara incorrendo em um grande risco de mercado.

O risco de mercado engloba uma série de outros riscos, dentre os quais se pode
citar risco de taxas de juros, risco de hedge, risco de liquidez, entre outros.

Desta forma, um dos problemas mais basicos ho mundo financeiro surge: a
correta mensuragao do risco a que uma posicao financeira esté incorrendo.

Um posi¢do financeira é descrita pelo perfil dos payoffs correspondentes desta
posicdo, ou seja, uma fungdo que assume valores reais X em algum conjunto de
possiveis cendrios financeiros. Esses cendrios sdo possiveis realizagdes que as variaveis
financeiras atuantes sobre a posi¢éo financeira em questdo podem assumir. Em um
modelo probabilistico, especificado por uma medida probabilistica dos cenérios,
podemos voltar as atencdes para a distribuicdo resultante de X e tentar mensurar o risco
em termos de momentos ou quantis.

% A situacdo de incerteza corresponde a0 caso em que as probabilidades ndo sio objetivamente definidas.



As formas mais conhecidas e praticadas para a medida de riscos utilizam essa
abordagem. S&o a andlise da variancia da distribuicdo e a medida conhecida como
Value-at-Risk (VaR). Porém, ambas apresentam problemas.

A variancia penaliza grandes ganhos da mesma forma que penaliza grandes
perdas, ou seja, ndo captura a assimetria na interpretacéo financeira de X: o que
importa, neste caso, € o downside risk, ou sgja, 0 risco de perdas elevadas. Na visdo de
um gestor de riscos, ndo importa o que ocorre na cauda direita da distribuicdo, apenas o
gue ocorre na cauda esquerda.

Essa assimetria é considerada por medidas como o0 VaR, que sdo baseadas em
guantis da cauda inferior da distribuicdo. No entanto, o VaR ndo satisfaz alguns
requerimentos basicos de consisténcia que sdo desejados em qualquer medida de risco.

Essas observactes tem motivado o estudo e a investigacdo de novas medidas que

satisfagam esses axiomas.

2.1 — Axiomas Basicos das Medidas de Risco

Conforme mencionado na se¢do anterior, o VaR ndo satisfaz alguns
requerimentos basicos de consisténcia que so desgjados em qualquer medida de risco.
Esses requerimentos sdo conhecidos como axiomas basicos das medidas de risco e serdo
estudados e demonstrados nesta se¢éo.

Seja Q um conjunto de cenérios fixados. Uma posicdo financeira € descrita por
um mapeamento X: Q—[1, onde X(w) € o payoff descontado da posi¢cdo no final do
periodo de transacdo se o cendrio o [ Q for realizado. O objetivo é quantificar o risco
de X por adgum numero p(X), onde X pertence a uma dada classe y de posicOes
financeiras. No caso considerado, y sera um espaco linear de funcdes limitadas contendo
as fungdes constantes. Vale destacar que ndo suporemos que alguma medida de
probabilidade é dadaem Q.

Um mapeamento p: xy— 0O é chamado uma medida monetéria de risco (MMR) se
satisfaz as seguintes condigoes:

* Monotonicidade: Se X <Y, entéo p(X) > p(Y).
* Invariagnciade Translagdo: Sem O [, entdo p(X + m) = p(X) —m

Temos as seguintes interpretacdes financeiras para as duas condigoes:



* O downside risk de uma posi¢éo financeira € reduzido se o perfil de payoffs é
aumentado, ou seja, Se uma posi¢do Y € maior que outra posicdo X em todos os
estados possiveis, entdo o risco de Y é menor que o risco de X.

*  p(X) pode ser interpretado como a quantidade que deve ser acrescida na posi¢ao
X paratorné-la aceitavel do ponto de vista de uma agéncia reguladora, o que é
conhecido como requerimento de capital. Desta forma, se m é a quantidade
acrescida a posicéo e investida no ativo livre de risco, o requerimento de capital
€ reduzido pela mesma quantidade m.

Em particular, invariancia de translagéo implica que p(X + p(X)) =0 e p(m) = -
m. Logo p(0)=0.
Para muitos propdsitos, podemos assumir sem perda de generalidade que uma
dada MMR satisfaz a condicdo p(0) = 0, conhecida como normalizacdo®.
Um caracteristica muito importante a ser considerada é que toda medida
monetéria de risco é Lipschitz continua com respeito anormal| . |*:
| p(X) —p(Y) [ I X =Y

Prova:
Claramente temos que:
XY +||X=Y|
Assim:
p(X)=p(Y +[[X-Y])
p(X) = p(Y) - IX =Y
p(Y) - p(X) < I X =Y

* Estamos utilizando a convencdo que X descreve a posi¢ao financeira apos desconto. O fator de desconto
pode ser escolhido como 1/(1+r), onder é o retorno do ativo livre de risco, ou sgja, r € a taxa de juros.
Assim, poderiamos mensurar o risco da posi¢do total X', ao invés de mensurar o risco da posicao
descontada X:

X' = (1+r)*X

® Umanorma em X é denotada por || . || e é definida como toda fungdo cujo dominio é X e cujo contra-
dominio s8o os reai's ndo-negativos que satisfaga 0s seguintes axiomas:
« |Ix|=0,0xOX
* lIX|F0 - x=0
o lax]H alll x]|,ExO0 X, Oall O
«AIx+yllixii+ 1Ty Il Ox, y O X
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Analogamente:

Y<X+]|X=Y|

Assim:

pY)=p(X+[IX=Y)

p(Y) = p(X) - | X =Y |

p(X) - p(Y) <[ X =Y |
Portanto:

| p(X) =p(Y) [< | X=Y||
[

Uma medida monetaria de risco € chamada medida convexa de risco (MRC) se
satisfaz:

* Convexidade: p(AX + (1- 1)Y) <Ap(X) + (- M)p(Y),0<A<1
Temos a seguinte interpretacéo financeira para a condicdo:

» Considere a colecdo dos possiveis investimentos que podem ser realizados com
o capital disponivel pelo investidor. Uma estratégia leva ao perfil de payoffs X e
outra estratégia leva ao perfil de payoffs Y. Se outro investidor diversifica seu
portfélio, alocando uma fragdo A de seus recursosem X e o restanteem Y, entéo
ele obtém o perfil de payoffs AX + (1-1)Y. Desta forma, o axioma nos garante

gue adiversificagdo n&o deve aumentar o risco.

Uma medida convexa de risco é chamada de medida coerente de risco (MCR) se
satisfaz:
* Homogeneidade Positiva: Se A > 0, ent&o p(AX) =A p(X)

Se uma medida monetéria de risco € positivamente homogénea, entdo é
normalizada.
Sob a suposicao de homogeneidade positiva, convexidade se torna equivalente a:
»  Subaditividade: p(X+Y) < p(X) + p(Y)

A propriedade da subaditividade permite a descentralizacdo da gest&o de riscos
surgidos de diferentes posicdes: se os limites de riscos especificos sdo dados por

11



diferentes posicdes, entdo o risco total é limitado pela soma dos riscos individuais de
cada posicao.

Desta forma, obtemos as quatro caracteristicas basicas que qualquer medida de
riscos deve apresentar: monotonicidade, invariancia sobre translagdes, homogeneidade
positiva e subaditividade (convexidade).

Um medida monetaria de risco induz a seguinte classe:

Ap={XUyx|p(X)<0}

A, € a classe das posigdes que sdo aceitas do ponto de vista de uma agéncia
reguladora no sentido que ndo requerem capital adicional. Esta classe € chamada de
conjunto de aceitacdo de p.

Temos que, se p € uma medida monetaria de risco com conjunto de aceitacéo A
= A, entdo entre outras propriedades:

1. péumaMCR < A éum cone convexo.

Prova:
AéumconeseparatodoZ [0 Aeparatodot>0vale quetZ 0 A.
N
SXOAentdop(X) <0
Da homogeneidade positiva temos que dado t > 0 entdo p(tX) = t p(X) <O0.
Entdo tX [0 A. Logo A é um cone.
Como p € convexa entdo A € convexo.

Ent&o A é um cone convexo.

A é um cone convexo.
De A ser um cone — p € positivamente homogéneo.
De A ser convexo — p € Convexo.
Sga X, YOA. SeX <Yentdo p(X) <p(Y). Como p(X) <0ep(Y) <0 entédo p(X) > p(Y).
Sga X OA. Entéo p(X) <0, p(X+ m) <0, p(X)-m<0.

12



2.2 — Preferéncias e Medidas Coerentes de Risco

Os quatro axiomas apresentados na secdo anterior surgiram através de
observagtes do comportamento dos investidores, levando em consideragéo ateoria das
preferéncias.

Seja y um conjunto ndo vazio. Um elemento x [J y serd interpretado como uma
possivel escolha de um agente econbmico. Se duas escolhas x, y 0O y forem
apresentadas, o agente pode preferir uma a outra. Assim, uma ordem de preferéncia em
x € umarelacdo binaria > com as seguintes propriedades:

1. Assimetriaa Sex > yentdoy # X
2. Negativamente transitiva: Sex >~ yez [y entdooux > z,ouy > z, ou ambos.
Um ordem de preferéncia em y induz & seguinte ordem de preferéncia fraca:
X>YeY#X
Também é induzida um relagdo de indiferenca:
X~y X=yey:=Xx

Uma representagdo numérica para a ordem de preferéncia € um funcional U:
—[] ta que:

X >y U(x) > U(y)

Claramente, quando > € assimétrica:

X =y e UX) = U(y)

Vale observar que arepresentagdo numérica U ndo € Unica

Suponha que cada escolha possivel para o agente econbémico corresponda a uma
distribuicdo de probabilidade em um dado conjunto de cenédrios. Entdo o conjunto
pode ser identificado como um subconjunto M do conjunto M;(S) de todas as
distribuicbes de probabilidade em um espago mensuravel (S). No contexto dateoria da
escolha, os elementos de M sdo chamados de loterias. Vamos assumir que M € convexo.

Uma representacdo numeérica U para uma ordem de preferéncia > em M é
chamada uma representacéo von Neumann-Morgenstern se é da forma:

U (1) = [u(u(d)OuOM
onde u € umafuncdo real em S.
Uma relacdo de preferéncia - em M satisfaz 0 axioma da independéncia se,
paratodo u, [0 M, arelagdo u > v implica
au+(l-a A > av +(1-a) A paratodo A [1 M etodo all (0, 1]
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Fixando um ponto X [1 S e denotando a bola fechada de raio r centrada em Xo
por B(Xo), 0 espaco de medidas com suporte limitado em S é dado por:
M, (S) =M, (B, (%) = {,UD M, (S) | 4(B, (%) =1 para algum r = 0}

r>0
Assim, seja > uma ordem de preferéncia em My(S) cuja restricdo para cada
espaco M1(Bi(xo)) € continua com respeito atopologia fraca. Se > satisfaz o axioma da
independéncia, entdo existe uma representacdo de von Neumann-Morgenstern:

U () = Ju(x)u(dx)
com uma fungdo continua u: S—0. Ainda, U e u sdo Unicos quanto a transformagdes
afins”™.
A relagcdo de preferéncia > em My([) satisfaz 0 teorema acima e obtemos a

existéncia de uma func¢éo continua u: [1—[1 tal que

(k) = [uO) ()

€ uma representacdo numerica de > no conjunto My([J). Ainda, temos que existe uma
extensdo Unica U™ do funcional u™ acima como representacéo numéricade >emy~ 14,

Assim, temos ainducéo da representacdo numérica U de - em y dada por:

U(X)=U(3,)™M
Seja o funcional u e a representacdo numerica U em y dados acima. Existe um
unico funcional Jy —0 tal que:
U(X) = Ju(X)), paratodo X Iy

tal que as seguintes quatro propriedades sdo satisfeitas [*:

1. Monotonicidade: Se'Y (w) > X(w) paratodo o, entdo JY) > J(X)

2. Concavidade: Sex 0[0,1] ento JAX + (1- 1)Y) > AX) + (1-0)XY)

3. Homogeneidade positiva: J(AX) = AJ(X), paratodo A >0

4. Invariadnciade translagdo: JX+m) = J(X) + m, paratodo m [ [J.
Mais ainda, qualquer funcional J com essas quatro propriedades € Lipschitz continua em
¥ com respeito anormal| . ||, ou sgja

® Qualquer representacso de von Neumann-Morgenstern U éafimem M se:

U(au + (1-a)v) = aU(u) + (1-a)U(v) paratodou, v OM
"~ é definido como o conjunto convexo de todos os niicl eos estocasticos X (w,dy) de (Q,F) em O parao
qual existe uma constante c> 0 tal que X (w,[-c,c]) = 1 paratodo w [J Q. O espago y pode ser

acrescentado dentro dey~ através do mapeamento X Oy — Ox Oy .
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| IX) =XY) |<||X =Y |, paratodo X, Y O ™

Podemos perceber que, pela teoria da preferéncia, existe um funcional com as
caracteristicas necesséarias para que uma medida de riscos segja coerente, porém com
sinais invertidos. Isto ocorre pois, na teoria da preferéncia estamos considerando a
Situagdo inversa aquela considerada na medida de riscos. 1sso fica claro ao analisarmos
cada uma das propriedades)

1. Se X > Y em todos os estados possiveis entdo X € preferivel a Y e,
consequentemente, o risco de X deve ser menor queoriscodeY.

2. A diversificacdo aumenta a preferéncia e, consequentemente, diminui o risco, ou
sgja, a preferéncia nos da um conjunto concavo, enquanto as medidas de risco
nos fornecem conjuntos convexos.

3. A homogeneidade positiva € igual em ambos 0s casos.

4. O acréscimo de m unidades monetarias em X aumenta a preferéncia a X da
mesma quantidade m e, consequentemente, diminui o risco de X em m unidades.
Desta forma, se conseguirmos uma representacdo para este funcional J atraves

da teoria da preferéncia, automaticamente temos uma representacdo para o funcional p,
nossa medida coerente de risco.

Um funcional Jy—0O € monotono, cbncavo, postivamente homogéneo e
invariante a translactes se, e somente se, existir um conjunto Q [JM; tal que:

JX) = INFyo{ E[X]}, X D% ®

De posse do funcional J acima, podemos construir o funcional p, uma medida
coerente de risco.

Considere a situagdo onde y consiste de todas as fungbes mensurédveis e
limitadas no espago mensuravel (Q,F). Denote por M; = M1(Q2,F) o conjunto de todas as
medidas de probabilidade em (Q,F) e por M1; = M1+(Q,F) 0 conjunto de todas as
funcdes finitas e aditivas g:F—[0,1] normalizadas para q[Q2]=1. Vale notar que ndo foi
assumido que uma medida de probabilidade em (Q2,F) é dada a priori.

Se p é uma medida coerente de risco em y entdo o funcional J definido por —
p(X) é monétono, concavo, positivamente homogéneo e invariante a translagdes. Ou
sgja, um funcional p: y—0O € uma medida coerente de risco se, e somente se, existe um
subconjunto Q de M tal que:

p (X) = - INFyuo{ EqX]} = SUPyo{ E{[-X]}, X D% (1)

8 Teorema de “Gilboa & Schmeidler”, 1989
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A representacdo (1) apresenta uma interpretacdo econdbmica diretac temos uma
familia Q de cenarios probabilisticos;, sobre cada cenério calculamos a posicéo
financeira média (P&L); pegamos entdo o pior caso.

Iremos demonstrar a necessidade de (1). A suficiéncia serd demonstrada no
apéndicel.

Prova:
1-—
SHaXxX<yY
Como X < Y — Eq[X] <Eq[ Y] — INFqro{Eq[X]} < INFqro Eq[ Y]}
— - INForo{ Eq[ X]} 2 -INFqoo{ Eq[ Y]} — p(X) 2 p(¥)
— Monotonicidade

2 —
Sgam//J
pX+m) = - INFaoo{ Eg[ X+ mi} = - INFaoo{E[ X+ m} = -INFquof E([X]} - m= p(X) - m

— Invariancia de Trandacoes

33—
SHaA>0

pP(AX) = - INFqoof Eq AX]} = - INFquof AEq[X]} = A[- INFaoo{AE([X]}] = Ap(X)
— Homogeneidade Positiva

4—
pO&+Y) = - INFqo o E[X+ Y]} = - INFqoof B XI+E[Y]} < - INFqz of E[X]} - INFqgp

AEA Y} = p(X) + p(Y)
— Subaditividade

A nocdo de medidas coerentes de risco € muito conveniente teoricamente,
porém, quando aplicada na prética surge o seguinte problema: como estimar (1)

empiricamente?
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Obviamente a representacdo (1) ndo pode ser usada em célculos préticos pois
ndo temos como avaliar a média de todas as posi¢Oes financeiras possiveis em cada
cenério macroecondmico.

Desta forma, para prop0sitos préticos € necessario selecionar uma subclasse de
medidas coerentes de risco que admitam um procedimento de estimagéo viavel.

A proxima secdo é dedicada ao Value-at-Risk e & demonstracéo de sua falta de

coeréncia
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3 — Value-at-Risk

Uma abordagem comum ao problema de mensurar o risco de uma posi¢ao
financeira X consiste em especificar um quantil da distribuicéo de X sobre a medida de
probabilidade P. Para\ O (0,1), um A-quantil de uma varidvel aleatériaX em (Q, F, P) é
gualquer nimero real g com as propriedades.

PIX<g >AeP[X<qg <A
e 0 conjunto detodos os A-quantis de X estdem um intervalo [ q; (4),q; (4) ], onde:
Oy (t) =sup{x | P[X <x] <t} =inf{x | P[X <x] >t}
€0 quantil inferiorde X e
Oy (1) =inf{x|P[X<x] >t} =sup{x | P[X <x] <t}
€ 0 quantil superior de X.

O Value-at-Risk (VaR) é uma medida baseada em um determinado quantil da
distribuicéo de X. Assim, fixado um nivel A O (0,1), definimos matematicamente o VaR
a0 nivel A como:

VaR, (X) =-q, (1) =q_, @-A) =inf{m|PX+m<0] <A} (2

Em termos financeiros, VaR, (X) é amenor quantia de capital que, se adicionada
aX einvestidano ativo livre de risco, mantém a probabilidade de perda abaixo do nivel
L. O VaR é uma das formas mais conhecidas e utilizadas na pratica para a mensuragao
do risco de uma posicédo financeira.

O VaR nos fornece uma medida da maior (ou pior) perda esperada em uma
posi¢do financeira para um determinado periodo de tempo e um intervalo de confianca
previamente especificado.

Por exemplo, uma carteira cujo VaR fosse medido como R$10 milhdes para um
horizonte de tempo de um dia com um intervalo de confianca de 95%, tem a
probabilidade de 5% de sofrer uma perda superior a esses R$10 milhdes em um dia; ou
ainda que um a cada vinte dias tenha uma perda maior que R$10 milhdes; ou que, com
95% de confianca, a perda ndo serd superior a R$10 milhdes em um dia.

Uma vantagem apresentada pelo VaR perante as outras técnicas de medida de
riscos de mercado € que 0 mesmo consegue quantificar em um Unico nimero a
exposicao total de uma instituicdo, financeira ou N&o, a esses riscos.

Para realizar corretamente o calculo, deve-se supor que a carteira a ser analisada

€ “congelada’ no horizonte de tempo especificado. Isto quer dizer que o perfil de risco
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da mesma permanece constante. Além disso 0 VaR supfe gue a carteira serd marcada a
mercado ao final desse mesmo periodo.

Feitas as consideragbes iniciais, pode-se resumir o caculo do VaR de uma
carteira em cinco etapas:

* Marcar acarteiraa mercado;

* Medir as volatilidades e covariancias dos fatores de risco dessa carteira;
» Determinar o horizonte de tempo para aanalise;

» Determinar o nivel de confiangca a ser considerado;

* Reportar o quantil (VaR)

Deve ser destacado que o valor encontrado como medida de risco pode ser
denotado de diversas maneiras, dependendo dos intervalos de tempo e de confianca
considerados na analise.

Apesar da vantagem apresentada acima, o VaR apresenta duas falhas. A primeira
€ que o VaR controla a probabilidade de uma perda ocorrer, mas ndo captura a
magnitude de tal perda se a mesma ocorrer. Obviamente que o tamanho da perda deve
ser levada em consideracdo.

A segunda falha é afalta de coeréncia do VaR.

3.1 — Falta de Coeréncia do VaR

De sua definicdo, temos que 0 VaR é uma medida baseada em um determinado
guantil. Vamos ent&o, demonstrar a homogeneidade positiva, a invariancia de translacéo
€ amonotonicidade para o A-quantil.

Paraisso, vamos definir o A-quantil de X da seguinte forma:

PIX<ad =%
Considere h uma fungéo crescente. Ent&o:
PIh(X) < h(g)] =2
Assim, o A-quantil gnx) davariavel aleatoria h(X) é definido implicitamente por:
P[h(X) < O] =2

Como os resultados acima valem para qualgquer A obtemos o resultado geral para

qualquer fungéo crescente:
Ohoo(R) = h(ax(A))
Como um caso especial, considere h(X) = SX, onde S>0. Entéo:
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Os(2) = sax(A)
Outro caso especial, considere h(X)=X+S. Ent&o:
Ostx(A) = (X)) +s
Finalmente, considere h(X)=X+g(X), onde g € uma func&o crescente:
Oxrg00(A) = Ax(A) + 9(Ok(A)) = Ax(A) + dgr(R)

Assim, temos que:
1. g (SX) = Sogu(X), para S0 — Homogeneidade Positiva;
2. (X +m)=quX) + m— Invaridncia de Translagéo;
3. (X +Y)=a.X)+ q(Y) — Monotonicidade.

Vale destacar que qualquer medida baseada em quantis satisfaz as trés

propriedades acima. Assim, vamos demonstré-las parao VaR.

Prova:

Da definicao de VaR, temos que:

VaR;,(X) = -0 (1)
Sja S>0.
VaR,(SX) = - gg (1) = =S (4) = (=0 (1)) = SVaR,(X)

— Homogeneidade Positiva

Sgamm .
VaR,(X + m) = -q5..,(4) = a5 (4) + m] = =q; (1) —m)= VaR,(X) -m

— Invariancia de Trandacdo

SgHaXxX<Y.
VaR;(X) = -qy (4) eVaRy(Y) = -qgy (1)
Como X<Y— g (1) <oy (1) —-a5 (1) =-g,(1) — VaRy(X) > VaRy(Y)

— Monotonicidade

Como demonstrado acima, 0 VaR apresenta as trés primeiras propriedades que
gualquer medida de riscos deve apresentar. Porém é possivel demonstrar que o VaR ndo
satisfaz sempre a subaditividade, ou sgja, € possivel encontrar portfélios cuja soma do
VaR de cada componente é menor que o VaR total da carteira em questdo. Em outras
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palavras, é possivel encontrar exemplos em que 0 VaR penaliza a diversificagédo, o que é
inviavel do ponto de vista da teoria das preferéncias.

Para mostramos a falta de subaditividade, considere o exemplo a seguir:

Exemplo:

Considere um investimento em dois bonds corporativos que podem ocorrer default,
cada um comretorno r'>r. Onder >0 é o retorno do ativo livre de risco.

O ganho descontado de um investimento w > 0 no i-ésimo bond € dado por:

- w, default
Xi= yw(r'-r)
——*,CC

1+r
Se o default do primeiro bond ocorre com probabilidade p </ ent&o:

PIX, - w(r'=r)

< 0] = P[Primeiro bond default] = p<4

Assim, pela definicdo do VaR (2) temos:

wW(r'=r)
1+r

VaR, (X) = inf {m| P[X+ m< 0] <A} = -

Isso significa que a posicdo X; é aceitavel, no sentido que ndo possui um VaR positivo,
apesar de existir uma probabilidade de perda total de w.
Considere agora um portfélio Y diversificado investindo w/2 em cada um dos bonds.
Temos entdo que Y=(X; + Xp)/2.
Vamos supor que o default dos dois bonds sdo eventos independentes, cada um com
probabilidade p.
Para umr’ realista, a probabilidade de Y ser negativo é igual & probabilidade de ao
menos um dos dois bonds dar default:

PLY < 0] = p(2-p)
Se, por exemplo, p= 0.009 e 1 = 0.01 temos entéo que p < 4 < p(2-p).

Nesse caso:
- W, 2default
y= W W default
2\1+r 2
w( r'-r
— —, cc
s(1+r)

Assim, pela definicdo do VaR (2) temos:
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VaR; (X) = inf {m| P[X+ m< 0] <A} = "Ev—g(i) >0

Ou sgja: VaR,(X1) < VaRy(Y).
L

O exemplo acima é um contra exemplo que nos mostra a falta de subaditividade
do VaR. Ainda, o exemplo nos mostra que o VaR pode desencorgjar a diversificagdo, ou
sgja, ele penadliza drasticamente 0 aumento da probabilidade de problemas, sem
considerar a reducdo de perda esperada condicional.

Assim, otimizar um portfélio com respeito ao VaR pode levar a concentracdo da
carteira em um Unico ativo, ou um grupo pequeno de ativos, com uma probabilidade
pequena de problemas, mas com uma grande exposi¢ao a perdas elevadas.

Um exemplo no qual o VaR apresenta a subaditividade e, portanto, é coerente, €
0 caso onde 0s retornos s normalmente distribuidos. Neste caso:

VaR,(X +Y) < VaRy(X) + VaR,(Y) ™
Porem, paravariaveis aleatérias gerais, este ndo é o caso.
Ainda, no caso dos retornos gaussianos, o VaR € um multiplo direto da variancia

dos retornos.

3.2 —VaR de Carteira — Modelo Delta-Normal

Vimos acima que quando os retornos sdo normalmente distribuidos o VaR € uma
medida de risco coerente e € um multiplo direto da variancia desses retornos. De posse
desses fatos, é possivel encontrar uma férmula fechada para o célculo do VaR de uma
carteira de ativos.

Uma carteira pode ser caracterizada por posi¢des em certo nimero de fatores de
risco, determinados em uma moeda base. Se a posicdo permanecer fixa durante o
intervalo de tempo especificado, a taxa de retorno da carteira € uma combinagdo linear
dos retornos dos ativos subjacentes, cujos pesos sdo dados pelos valores relativos
investidos no inicio do periodo. Logo, 0 VaR de uma carteira pode ser calculado a partir
de uma combinagdo dos riscos dos ativos subjacentes.

O retorno da carteirade t at+1 é definido como:

N
Rp,t+1: Z W, RI 141
i=1
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Onde N é o nimero de ativos, Ri+1 é a taxa de retorno do ativo i° e w; seu peso na
carteira. Os pesos sdo determinados de tal modo que a soma deles seja 1. Em notacéo
matricial temos:

R=w R
Onde w representa o vetor dos pesos e R 0 vetor que contém os retornos individuais
dos ativos.

O retorno esperado da carteira é dado por:

E[RJ] = Hp:ZNI:Wi,Ui
=
E suavariancia, em notag&o matricial:
O, Op . Op||lW
o2 =[w, .. w]
Oyi Ono - Oy || Wy

Definindo-se a matriz de covariancia como X, a variancia da taxa de retorno da

carteira pode ser escrita de forma compacta como:
G’ =W ZwW

No modelo conhecido como delta-normal, supde-se que o vetor de retornos de
ativos é normalmente distribuido. Nesse caso, pode-se transformar o nivel de confianca
¢ num desvio da distribuicdo normal padréo o tal que a probabilidade de observar uma
perda pior que — o seja c. Definindo-se W como o valor inicial da carteira, o VaR sera
dado entdo por:

VaR,= o 6pW= an/w Ew

A equacdo nos mostra que o VaR da carteira depende das variancias, das
covariancias e do nimero de ativos.

Quando a quantidade de ativos € grande a estimagdo da matriz de covariancia
torna-se complexa. A quantidade de correlagdes aumenta geometricamente com a
guantidade de ativos e para carteiras grandes isso causa sérios problemas.

Na prética, é rotineiro mapear os ativos em fatores de risco gerais. Esses
procedimentos de mapeamento substituem o perfil de exposicdo de um ativo por um
perfil de indices apropriadamente escolhidos. Estes sGo chamados de riscos gerais de

P

-P
SR = M onde P, é o preco do ativoi.

it
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mercado. O mapeamento em fatores de risco reduz os requisitos computacionais quando
h& um grande nimero de posicoes.

Assim, sendo x um vetor de posi¢cdes equivalentes nos fatores primitivos de risco
e X amatriz de covariancia desses fatores, 0 VaR da carteira pode ser calculado por:

VaR, =a «/E
Alternativamente, a matriz de covariancia pode ser representada em termos da
meatriz de correlagcdo C e das volatilidades individuais c:
¥=SCS
Onde S é uma matriz com as volatilidades em sua diagonal principal e zeros fora dela
Se o fator de risco for entdo mensurado diretamente com o vetor V=(oc), 0 VaR é
calculado da seguinte forma:

VaR, = |/(xxV) C(xxV) (3)

Na prética, as variancias sdo modeladas através do modelo EWMA (Exponencial
Weighted Moving Average). Formalmente, a previsdo para o instante t é a média
ponderada da previsdo anterior, a qual se atribui peso A, e a do quadrado da Ultima
inovagdo, aqual se atribui peso (1- A):

ot = Aor1+(1-A) Ryt
Aqui o parametro A é denominado fator de decaimento, que deve ser menor que 1. O
modelo exponencial atribui pesos que declinam geometricamente conforme se recua no
tempo, dando assim mais importancia as observagdes recentes.

As covariancias sdo estimadas de forma bem semelhante as variancias, com uma
ponderacédo exponencial:

o12t = Ao1241+H(1-A)R1t1R2 11
A correlacdo condicional €, ent&o:
Pior = _Gea
\O1 105

O caso especificado acima, onde supomos a normalidade dos retornos, é
conhecido como modelo de avaliagdo local.

Para casos mais gerais ndo é possivel encontramos férmulas fechadas e, para
estimarmos o VaR, devemos utilizar técnicas de simulag&o, tais como a Simulagédo de
Monte Carlo. Nesse caso, 0 modelo é conhecido como modelo de avaliagéo plena. Esse

€ 0 caso, por exemplo, quando uma carteira € composta por um nimero significativo de
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ativos ndo lineares, como opgdes. A Simulagdo de Monte Carlo para a estimagdo do
VaR de uma carteira serd detalhada no capitulo 5.
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4 — Medidas Coerentes de Risco

Conforme visto no capitulo anterior o Vaue-at-Risk, em geral, ndo é uma
medida de riscos coerente.

Desta forma, torna-se necesséria a estimacao do risco de uma posicao financeira
X através de medidas que apresentem as caracteristicas desejadas.

Neste capitulo ser@o apresentadas duas medidas coerentes de risco para a
solugdo dos problemas do VaR: Expected Shortfall e VaR Espectral.

4.1 — Expected Shortfall

O Expected Shortfall (ES), também conhecido como Average-VaR, Conditional-
VaR ou Tail-VaR, é uma medida de riscos definida em termos do VaR.

Além de ser uma medida coerente de riscos, conforme sera demonstrado, o ES
também cobre uma outra falha do VaR, pois sabemos que VaR controla a probabilidade
de uma perda ocorrer, mas ndo captura a magnitude de tal perda se a mesma ocorrer.

O Expected Shortfall de nivel A O (0,1] de uma posi¢do financeira X 0 y € dado

por:
l A
ES(X) == [var, (X)dy
0
Desta forma, podemos notar que:
l A
ES(X) = ~—[ ax (et
0

Temos que A é um parametro de aversao ao risco, no sentido de quanto maior o A

menor o risco incorrido.

Prova:
Sgal' <1 — ES:(X) = ES(X)
Ou sgja, 4 € um parametro gque controla a aversao ao risco.
L
Uma outra representacdo para o ES é dada por:
ES.(X) = E[-X | -X > VaR,(X)]
Da definicdo acima, podemos perceber que ES,(X) > VaRy(X).
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A vantagem do ES é que o mesmo leva em consideracdo o peso da cauda
inferior. Ainda, o ES corrige aprimeirafalhado VaR, ou sgja, ele leva em consideragéo

o tamanho da perda, em média, e ndo apenas a probabilidade da perda ocorrer.

4.1.1 — Coeréncia do ES,

A construgéo do ES é motivada pela consideracéo da necessidade de se medir o
risco na cauda esquerda da distribuicdo de X, onde riscos mais severos que o VaR
podem ocorrer. Porém, é possivel demonstrar que o Expected Shortfall também é uma
medida de riscos coerente, ou sgja, satisfaz 0s quatro axiomas bésicos das medidas de

risco.

Prova:

Considere a seguinte definicdo do ES
1 A
ES(X) = - j O (t)clt
1-
17 17 17
ES(S9= - j O (et =—— j Soiy (t)dt = s{—; j Ox (t)dt]: SES(X)
— Homogeneidade Positiva

2-

ES(X+m) = —%Iqm(t)dt = —%j(qx (t) + m)dt = —% Jax ®at ‘% [ ot

ES(X+m) = ES(X) - /‘/‘_m - ES(X) —m

— Invariancia de Trand acoes

3-
SHaXxX<yY

ES(X) = —/11 [ax ®dt eES(Y) = —%qu(t)dt

Como X <Y — gx(t) <avt) — -ax(t) = - gvt)
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Ou sgja: ES(X) > ES(Y)
— Monotonicidade

4-
Considere a seguinte definicdo do ES

ES(X) = ‘%E[X * '{xqu}]

LAOA

Onde Ia(4) =
A4 {O,ADA

Definimos Z = X+Y, onde X e Y sdo duas variaveis aleatorias.
Ainda, E lix<gy] = 4.
Assm:
HKES(X) + ES(Y) - ES(D} = E[Z* | {zeny — X* | ixeqny — Y¥liveqn] =
E[X*liz<gyp + Y*lizegny — X* lix<qip — Y lvqn] =
E[X* (lizean - lixcan) + Y*(lizean - livea)] = ¥ Ellz<qy - lixean] + G*Elliz<qs - liv<on]
=q-4)+ g@-41)=0
ES(X) + ES(Y) > ES(2) — ES(X) + ES(Y) > ES(X+Y)
— Subaditividade

Portanto, temos que o ES € uma medida coerente de risco.

Ainda, uma medida monetaria de risco p em xy = L”(Q, F, P) € chamada
invariante de distribuicéo se p(X) = p(Y) quando X e Y tém a mesma distribuicdo sobre
P. E possivel demonstrar que o ES, € a menor medida coerente de risco invariante de
distribuicdo que dominao VaR,?.

No exemplo a seguir, serd explorada a coeréncia do ES contra a falta de

coerénciado VaR.

Exemplo:

Considere um bond arriscado langado por A e suponha que, na auséncia de default, ele
paga no vencimento um coupon de $8 mais o notional de $100. Suponha também que
ha 2% de probabilidade de ocorrer default apenas do coupon e 3% de probabilidade de
ocorrer default tanto do coupon quanto do notional.
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Suponha também que exista um segundo bond lancado por B que é idéntico ao anterior.
Vamos supor que os defaults de A e B sGo mutuamente exclusivos, ou sgja, se A der
default entdo B ndo da default, e vice-versa'®.

O valor do bond é $104.6 e os dados no vencimento para ambos os bonds e para um

portfélio congtituido pela soma deles sdo mostrados na tabela abaixo:

Payoff Perdas e Ganhos
Evento Prob. A B A+B A B A+B
Default total B 3% 108 0 108 3.4 -104.6 -101.2
Default coupon B 2% 108 100 208 3.4 -4.6 -1.2
Default total A 3% 0 108 108 -104.6 3.4 -101.2
Default coupon A 2% 100 108 208 -4.6 3.4 -1.2
Sem default 90% 108 108 216 3.4 3.4 6.4

Os riscos séo analisados com VaRsy, € ESsy.
Estamos supondo que os riscos sdo fortemente ndo correlacionados, devido aos
defaults serem mutuamente exclusivos.
Analisando a tabela temos que os bonds sdo bons instrumentos de hedge um para o
outro e esperamos que a diversificacdo diminua o risco do portfalio.
1-Calculo do VaR:
O VaR é calculado diretamente e nos fornece o melhor dos 5% piores casos.
VaRsq(A) = VaRsy(B) = 4.6
VaRsy(A+B) = 101.2
Como podemos perceber:
VaRsy(A) + VaRsy(B) = 9.2 < 101.2 = VaRsy,(A+B)

2—Caélculodo ES
Para o EStemos a média dos 5% piores casos em cada portfdlio:
ESw(A) = ESs(B) = (104.6* 3% + 4.6*2%) = 64.6
ESsw(A+B) = (101.2*5%)/5% = 101.2
Como podemos perceber:
ESsi(A) + ESs(B) = 129.2 > 101.2 = ESy4(A+B)

O exemplo acima confirma a coeréncia do ES contra a falta de coeréncia do
VaR.

1% por exemplo, empresas que colocam papel no mercado e s do mesmo nicho onde somente ha lugar
para um monopdlio de médio prazo.
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A coeréncia do ES surge do fato que as superficies formadas pela medida seréo
convexas enquanto para 0 VaR, em geral, este ndo serd o caso. Como veremos com
melhor detalhe a seguir.

Considerando o exemplo acima e analisando o risco de um portfélio IT, com
valor fixo de 104.6 e formado pela combinag&o linear dos dois bonds:

T, = A*Bonda + (1-A)*Bonds com A J [0,1]
O que temos acima é um problema de alocac&o de recursos onde, dado um portfélio
com valor fixo, devemos encontrar a combinagdo entre os bonds A e B que minimiza o

risco total. O resultado do problema é mostrado nafigura abaixo paratodo A O [0,1]:

?O T T T T T T 1 1 1

50 B — -
40 -
30 o | - ) -
0k -

10 : -

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 D.2 0.3 0.4 0. 0.6 0.7 0.8 0.9

4]

Figura 1 — Superficies de VaR (linha pontilhada) e ES (linha sdlida)
Como podemos perceber, a superficie formada pelo ESse(IT,) como fungdo do

peso do portfdlio (A) é convexa, 0 que ndo é verdade para a superficie formada pelo
VaR5%(Hk).
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4.1.2 - ES, - Modelo Delta Normal

Analogamente a0 VaR, a0 supormos que 0s retornos possuem uma distribuicéo
normal, é possivel encontrar uma férmula fechada para o célculo do ES de uma carteira
de ativos.

Paraisso, definimos o ES de uma carteira da seguinte forma:

ES\(X) = E[X | X <-VaR\(X)]

Estamos supondo que X é um variavel aleatéria normalmente distribuida com
média zero e desvio padrdo o. Desta forma, podemos calcular o valor esperado acima,
encontrando uma formula fechada para o ES.

Sendo x uma realizagdo da v.a. X, a densidade f(x) e a fun¢éo acumulada F(x)

s40 dadas por:
1 - x?
f(x) = ex
() o p( 202)

F(x) = JX. f (u)du

Destaforma, temos:

ES\(X) = _[x* P[X = x| X <-VaR]dx

—00

Pela Regra de Bayes, temos:

P[X =x, X <-VaR]
P[X <-VaR]

P[X = x| X <-VaR] =

Sabemos que A é o nivel de significancia parao VaR. Desta forma:

p[X = x, X <-VaR]
A

Assim, substituindo a expressédo acima em ES, (X) temos.

P[X =x | X <-VaR] =

ES\(X) = IX PLX = X’;( < “VeR]

—00

-VaR

ES\(X) = ;1 [ xf (9

Substituindo a densidade de X na expressao acima:
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E_TRX ! exp(_x2
A emo 207

Fazendo uma mudanca de variaveis temos:

ES\(X) = )dx

2

y= - X
20°
dy = ——dx
g

Substituindo a nova variavel na expressdo do ES temos:

o -(VaR?)/20?
ES(X)= -——— exp(y)d
)= j p(y)dy
Portanto, resolvendo aintegral temos:
o VaR?
ES\(X) = -———*exp(———-
n(X) W p( 202)

Como X é umav.a. normalmente distribuida, temos que:
VaR)\(X) =0*Z1a
Onde Z;.\ é o (1-A)-quantil da distribuicdo normal, associado ao nivel de significancia
A.

Substituindo a expressao do VaR temos, finalmente, o expressao parao ES:

—(Z.., )2

exp( )

2
A2

ES)\(X) = =0

Para casos mais gerais ndo é possivel encontramos férmulas fechadas e, para
estimarmos o ES, devemos utilizar técnicas de simulagdo, tais como a Simulagdo de
Monte Carlo. Esse € o0 caso, por exemplo, quando uma carteira € composta por um
namero significativo de ativos ndo lineares, como opgdes. A Simulacéo de Monte Carlo
para a estimagdo do ES de uma carteira sera detalhada no capitulo 5.

4.2 — Medidas Espectrais de Risco — Weighted-VaR

Como foi demonstrado na se¢@o anterior, 0 Expected Shortfall (ES) € uma
medida de riscos coerente. Relembrando sua defini¢do temos:
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ES,(X) = ;1 [VaR, (x)dy

Da definicdo acima, temos que o ES de nivel A [0 (0,1] nos fornece a perda
esperada quando a mesma supera o VaR. Porém, o ES néo foi derivado dos axiomas de
coeréncia e sim foi demonstrado que 0 mesmo apresenta as caracteristicas necessarias
para a coeréncia, dado o ES apriori.

Analisando a definicdo acima, podemos pensar no ES de nivel A [0 (0,1] como
uma medida particular de probabilidade que faz a média ponderada das saidas da
variavel aleatdria X que da peso dy/A aos 100A% piores casos e peso zero ans demais.

Podemos entdo pensar no ES como um caso particular de uma medida de
probabilidade de médias ponderadas mais geral que utiliza uma fun¢éo peso para cada

observacgao de X. Chamando essa funcéo peso de ¢, podemos entdo definir:
1
Md(X) =-[@p)a,(X)dp  (4)
0

Onde o funcional @: [0,1]—0 nos permite dar diferentes pesos @(p)dp para cada
possivel realizacdo gp(X).

O funcional ¢ é conhecido como espectro de risco, ou fungéo de aversdo ao risco
de M(X), no sentido que qualquer investidor racional pode expressar Sua averséo ao
risco subjetiva escolhendo perfis diferentes para o funcional ¢. Qualquer escolha para @
gue atenda as propriedades necessarias para a coeréncia representara uma atitude
legitima frente ao risco. Por este motivo, M((X) é conhecido como medida espectral de
risco. Vale notar que, quanto mais massa for colocada na parte esquerda de [0,1] através
de @, mais “avesso a0 risco” € My(X).

A medida espectral de risco também é conhecida como Weighted-VaR, devido a
funcéo peso .

Temos dois argumentos basicos a favor das medidas espectrais, um financeiro e
outro matematico:

1. Financeiro: O ES de ordem A leva em consideragdo apenas a A-cauda da
distribuicdo de X, ou sga, duas distribuicdes com a mesma A-cauda serdo
consideradas da mesma forma pela medida, embora uma delas possa ser melhor
que a outra. Por outro lado, se o ponto direito extremo do espectro de risco ¢ for

1, entd0 a medida espectral depende de toda a distribuicdo de X
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2. Matemédtico: Se o suporte de @ é todo o [0,1], entdo My(X) possui boas
propriedades que o ES ndo apresenta. Em particular se X e Y ndo séo
comonotonicas™ entdo M(X+Y) < MgX) + M(Y).

E f&cil verificar que o ES é um caso particular das medidas espectrais. Para isso,
definimos:
l/a,p<a
0,cc

op) =11, :{

a

Substituindo @(p) acima em M(X):
lﬂ
MyX) =-= X)d
oX) agqp( )dp

O VaR também pode ser obtido como um caso particular de M((X), como um
caso limite. E fécil verificar esse fato quando pensamos no VaR como uma média
particular que atribui toda a massa em uma Unica realizagdo de X. Desta forma, é
necessario a utilizagdo da “funcdo” Delta de Dirac 6 como espectro de risco:

@®p) =8(p-a)

O Delta de Dirac ndo € propriamente uma funcéo, e sim uma distribuicdo de
probabilidade degenerada cujo suporte se restringe ao Unico ponto p = a. Uma maneira
de visualizar este fato é pensar na funcdo delta como o limite quando c—c de uma
seguiéncia de gaussianas normalizadas; por isso € comum (emboraincorreto do ponto de
vista matematico) que se pense nele como uma fungdo que vale O forade p e infinito em
p, com integral 1 sobre areta. Usaremos abaixo a notagdo correspondente, que pode ser
justificada rigorosamente através da teoria de distribuigoes.

Substituindo @(p) acima em M(X):

M(X) =- [&(p-a)q,(X)dp=VaR(X)

Nafigura 2, temos a construcao da fungdo Delta de Dirac @(p) = 6(p — 0.5) como
o limite de fungdes de distribuicéo de probabilidade de gaussianas para c—. A fungdo

também € o espectro de risco de VaR,(X) paraum nivel de confian¢a a = 50%.

" Quando asv.a's X eY sdo comonotdnicas Y é quase certamente uma funcao crescente de X.



Dirac delta &(p—-0.5)
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Figura 2

Desta forma, podemos perceber que M((X) nos fornece tanto medidas coerentes
quanto medidas ndo coerentes de risco, dependendo da escolha do espectro de risco .
Assim, a coeréncia de M(X) depende da escolha de ¢, que deve atender uma série de
propriedades que irdo garantir a construcdo de medidas coerentes.

Para a construcdo das propriedades, vamos destacar primeiramente uma
caracteristica que nos permite a construcdo de novas medidas coerentes a partir de
medidas coerentes conhecidas.

Seja {p:}.or uma familia de medidas coerentes de risco. Entdo, qualquer

combinagdo convexa é também uma medida coerente de risco:

p=> Ap.com> A =1ler>0

rar rar

Prova:
Sga {p.}.-r uma familia de medidas coerentes de risco.

Desta forma, cada componente p, € uma medida coerente de riscos.

Suponha que i, >0eque D A, =1

rar
1-
Sga X <Y. Entéo p(X) > p.(Y) [z
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ENt&0 2. pi(X) = 2 p(Y) € D A, 0,(X) = D A, . (Y)

rar rar

Assim: p(X) = D A, 0.(X) 2 D A0, (Y)= p(Y)

rar rar

— Monotonicidade

2-
Sgam [J /7. Entéo p.(X+m) = p,(X)-m [z
Assm:
p(X+m)=
S AL (X+m) =3 Al (X)-m =3 [A,0,(X)-Am =Y Ap,(X)-mY A, =
o T T T T
p(X)-m
— Invariancia de Trandacdo
3-
Sjal > 0. Entdo p,(AX) = 1 p.(X) [/t
Assm:
PN = 2A,p,(AX) = X A AP, () ZAX AP, (X) = 25X
— Homogeneidade Positiva
4-
Sam X e Y. Entdo p.(X+Y) <p.(X)+ p.(Y) [z
Assm:
pXtY)=

DAL XHY) <D AL, (X)+p, (M= (A0, (X)+A,0,(N] =D A p. (X)+ D A.p,(Y)

ar T
= p(X)+ p(Y)
— Subaditividade

A interpretacdo geométrica deste fato € direta. A combinagdo convexa de dois
pontos no espacgo euclidiano gera o segmento entre eles. A combinagdo convexa de n
pontos gera 0 menor poliedro convexo que os contém, conhecido como envoltoria

convexa
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Lembrando que o ES é uma familia uni - paramétrica { ES,} 01 de medidas

coerentes, a envoltoria convexa gerada por esta familia é uma nova classe de medidas
coerentes, a qual chamamos de Medida Espectral de Risco. Na figura 3, temos a
envoltoria convexa gerada pela familiado ES.

Figura 3
A classe das medidas espectrais é dada por todas as medidas do tipo:

Mae(X) = ¢*ESo(X) — (1-)* [ ¢ p)q, (X )dp

Comc [J[0,1] e @[0,1] — O satisfazendo as seguintes condigoes:
1. Positividade: @(p) >0 Op 1 [0,1]

1
2. Normalizagao: _[¢(p)dp =1
0

3. Monotonicidade: Para0 < p; < p, — @(p1) > @(p2)
Ainda, M é coerente se, e somente se, ¢ e @ satisfazem as condigdes acima
A condi¢éo de positividade requer @(p) ser positiva. Se algum @(p) apresenta
valores negativos para algum p, o M, correspondente apresenta uma preferéncia a
perdas que a ganhos no quantil gp(X). Nesse caso, temos uma violagdo da
monotonicidade.
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A condigdo de normalizagdo, caso violada, faz M, violar a condi¢do de
invariancia de translagoes.

A terceira condicdo estd ligada a subaditividade. Para M, ser coerente seu
espectro de risco deve ser ndo-crescente. Caso @ ndo seja nado-crescente, M, viola a
subaditividade.

Vale ressaltar que os quatro axiomas da coeréncia sdo reduzidos a trés condi¢oes
sobre . Isso ocorre pois qualquer medida M, satisfaz automaticamente ao axioma da
homogeneidade positiva sem qualquer restricao sobre .

E fécil perceber que o espectro de risco do ES satisfaz as trés condigbes acima, 0
gue nos garante a coeréncia. O espectro do VaR, ao contrario, satisfaz as duas primeiras
mas viola a monotonicidade. Essa é arazéo da falta de coeréncia do VaR.

De fato, se uma estatistica baseada em quantis M, da forma da equagdo (4)
ignora alguma parte da cauda esquerda, isto €, se @(p) = 0 em algum intervalo [0,p’] e
c=0, entd M, € necessariamente néo coerente.

Este resultado € muito importante na interpretagdo das medidas coerentes de
risco. Na classe de medidas consideradas, nenhuma alternativa coerente ao VaR pode
ndo estimar a cauda esgquerda da distribuicdo. Nenhum espectro de risco pode ser zero
no fim esquerdo de seu dominio pois iss0 € incompativel com @ ser decrescente,
positivo e com area unitaria. Coeréncia também significa pegar todos os piores casos e
dar a eles os maiores pesos. No espaco de medidas considerado, esse é o significado
essencial para a coeréncia.

Vale ressaltar que a classe das medidas espectrais ndo representa todos 0s casos
possiveis de medidas coerentes de risco.

Uma outra representacdo para M, € dada a seguir:
1
pu(X) = W-VaR(X) = [ ES, (X)(dA)
0

Onde a medida [ reflete a aversao ao risco.
A seguir, apresentamos um exemplo tedrico de aplicagcdo das medidas espectrais

de risco sob a 6tica das instituicdes financeiras.

Exemplo:

Considere duas ingtituigdes financeiras| e S
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| é uma empresa essencialmente de venda de protecéo e seu negdcio é feito com base
em pequenos ganhos diérios freqlentes, em comparacdo com as grandes perdas
associadas a eventos catastr oficos.

S é uma empresa tomadora de risco e apresenta perdas e ganhos de tamanhos e
probabilidades comparaveis.

Podemos supor que as perdas diarias de S e | ocorrem com probabilidade de 50% e
0.5% respectivamente.

Fica claro que uma escolha padré&o de nivel de confianca o para o ES em um horizonte
de tempo de um dia néo € apropriado para Se |. Por exemplo, a escolha de a = 5% é
grande demais para | e pequena demais para S

Escolhas diferentes de «, digamos 1% para | e 25% para S, SA0 hecessarias nesse caso.

Considere agora que | e Ssdo linhas de negocio de uma UnicaempresaC = | US,
Agora, para mensurar o risco de C, um Unico valor para o pode ndo ser adequado,
devido aos diferentes perfisderiscodel e S
Desta forma, 0 gestor de riscos de C poderia optar por utilizar uma medida espectral
de risco construida como uma combinacdo convexa dos ESs de | e S por exemplo
ESiy paral e ESsy, para S
Os pesos de cada linha de negdcio podem representar, por exemplo, 0 impacto
econdmico relativo de cada uma delas em C, por exemplo 4, = 30% e is = 70%.
Neste caso, o resultado seria:

Mgc = A*ESig + A5 ESos0s

Para estimarmos as medidas espectrais de risco, devemos utilizar técnicas de

simulagéo, tais como a Simulacdo de Monte Carlo, que seréd detalhada no capitulo 5.
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5 — Simulacao de Monte Carlo

Conforme vimos nos capitulos anteriores, para o calculo de medidas de risco de
portfélios que apresentam instrumentos ndo lineares, como por exemplo opgdes, ndo é
possivel encontrarmos formulas fechadas e calcular diretamente as medidas de risco.
Neste caso, devemos utilizar técnicas de simulagdo, tais como a Simulagdo de Monte
Carlo.

A simulagéo de Monte Carlo consiste em trés passos principais.

1. Edtimativas de volatilidades e correlacBes. de posse das séries histéricas dos
ativos béasicos da carteira, ou dos fatores de risco gerais previamente
selecionados de acordo com a se¢do 3.2, é possivel estimar as volatilidades e
correlaches através do modelo EWMA.

2. Geragdo de cendrios. usando as estimativas de volatilidades e correlagdes,
produzimos um grande nimero de cenérios de pregos futuros de acordo com um
modelo lognormal, modelo que supde os precos dos ativos como uma variavel
aleatoria lognormal.

3. Precificagdo do Portfélio: para cada cenério simulado, avaliamos o preco do
portfdlio.

4. Sumério: de posse dos precos da carteira em cada cenario, reportamos as

medidas desgjadas.

5.1 — Geracgédo de Cenarios

Conforme citado acima, vamos assumir um modelo lognormal. Assim,
considerando um horizonte de tempo de estimagdo de t dias, um preco inicial Py e a
volatilidade estimada ¢ temos:

P = Poexp[o vt Y]
OndeY ~ N(0,1).

Portanto, o procedimento para a geragdo de cend&rios consiste na geracéo de

varidveis aleatorias com distribuicdo normal padréo e usar a equagdo acima para estimar

precos futuros.
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O procedimento adotado para o caso multivariado € semelhante, com a
Suposicdo que as varidveis aeatdrias Y geradas devem ser correlacionadas de acordo
com a matriz de correlagc@o estimada pelo EWMA, que serd chamada x.

Suponha que desejamos gerar n variaveis aleatdrias normais com variancia 1 e
correlacbes dadas pela matriz X. O procedimento é gerar n variaveis independentes e
entdo combina-las de forma a se obter as correlagdes desejadas. Para isso utilizamos trés
passos.

1. Decompor ¥ usando a decomposicdo de Cholesky™ criando uma matriz
triangular inferior A de modo que X = AA’.

2. Gerar umvetor nx1Y de varidveis aleatérias normais padréo independentes.

3. Redlizar o produto matricial Z = AY. Os elementos de Z terdo variancia unitéria

e correlagdes dadas por X.

Vale ressaltar que ndo € necessdria a utilizacdo da decomposicéo de Cholesky.
Qualquer matriz B que satisfaca ¥ = BB’ pode ser utilizada. A vantagem da
decomposicdo surge do fato damatriz A ser triangular inferior, 0 que reduz o nimero de
operagcdes na multiplicagdo AY. Porém, a decomposi¢do requer que X seja positiva
definida.

De posse do procedimento descrito acima, podemos gerar cenarios para 0S
precos dos ativos. Por exemplo, suponha que desejamos modelar o preco de dois ativos
P e P2 t dias no futuro. Os precos atuais s P'™ e Po®, 6, e o, sd0 as volatilidades
estimadas e p é a correlacdo entre eles. Através do método acima:

P = PolPexplo1t Z4]
P = PlPexplo2+t Z7]
Para gerarmos uma colecdo de cendrios, simplesmente repetimos o0s

procedimentos acima um nimero N de vezes.

5.2 — Precificagdo do Portfélio

ApOs a geracdo dos cenarios para os precos futuros dos ativos, ou fatores de
risco, utilizamos esses precos no céalculo do valor do portfélio em cada cenario.
Para isso, € escolhido um modelo de precificagdo e aplicamos 0s pregos

simulados neste modelo.
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Para os ativos lineares, 0s pregos simulados ou sdo o préprio prego do ativo ou
basta aplicarmos os pregos simulados em formulas simples de precificacéo.

Para as opcdes, podemos utilizar o modelo de Black-Scholes.

5.3 — Sumario

De posse do valor do portfolio em cada cenério, obtemos a distribuicdo de
probabilidade simulada da carteira.

Essa distribuicdo simulada é uma boa aproximagdo para a distribuicdo real do
portfélio. De fato, é possivel demonstrar que a distribuicdo simulada converge para a
distribuicéo real quando o nimero de simulagdes N — co.

Com a distribuicdo simulada da carteira, podemos estimar as medidas de risco
desgjadas.

Para 0 VaR, basta ordenarmos os retornos obtidos em cada cen&io e

reportarmos a observacao correspondente ao nivel de confianca desejado.

5.4 — Estimagdes das Medidas Coerentes de Risco

Para estimarmos as medidas coerentes de risco apresentadas, geramos a
distribuicdo empirica do portfélio X através de simulacdo de Monte Carlo.

Sejam { Xi}i=1..n Uum conjunto de valores equiprovaveis do portfélio X gerados
pela simulacdo de Monte Carlo. A distribuicdo empirica obtida € da forma:

1N
F)EN)(X) =P[X <X] zﬁzl{xisx}
=

Para computarmos o Expected Shortfall de nivel o (ES,) desta distribuicéo,
precisamos ordenar os valores obtidos e aplicar diretamente a definicdo.

Para essa aplicacdo, basta utilizarmos as estatisticas de ordem da distribuicéo
{Xin}iz1.N:

{ Xin}i=r.n = {Xi}i=z.N, cOM Xy < Xon < . S Xnew

Ou sgja, as estatisticas de ordem Xi.n S80 as realizagdes de X; ordenadas de forma
crescente.

Agora, para calcularmos o0 ES,, basta avaliarmos a média dos 1000% piores
casos do portfdlio X, que serdamédiados N, piores cenérios.
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1 Na
ESTV(X) =-—=>" X,
000 =10 2 X
Caso No. seja um nimero inteiro.

Caso No. ndo sgja um nimero inteiro, temos ent&o:
Na
ES;N)(X) = _N_la[z Xin * (NO’ - [Na])X[Na]+l'N:|
i=1

Onde (No — [No])X{naj+1:n representa uma fragdo do ([No]+1)-ésimo cenério ordenado.
Ainda, é possivel demonstrar que:
ESM(X)O¥E  ES,(X)M™
Para a estimagio da medida espectral, definimos M como:

N

M;N)(X) = _ZQXi:N

i=1
Temos que M(p('\') € uma medida coerente de riscos se, e somente se, 0 espectro
derisco discreto { @}i-1.n Satisfazer uma versdo discreta das condigdes apresentadas no
capitulo 4:
1. Positividade: @ >0 paratodoi=1,...,N
N
2. Normalizagdo: Y ¢ =1
i=1

3. Monotonicidade: @ > @ se1<i<j<N

A coeréncia pode ser verificada pelos mesmos argumentos apresentados no

capitulo 4.
Ainda, se definirmos o espectro de risco discreto como:
1
_1 2
27NN

Onde @ é o espectro derisco original de M, entéo é possivel demonstrar que:
MM(X)O¥E M, (X)W
Para garantirmos a condi¢do de normalizagéo:
¢((i -1/2)/N)

S d(k-1/2)/n)

k=1




Um exemplo € a classe das fungdes de aversdo ao risco exponenciais, definidas
daforma

-pla

e
@, (p) = W com a [ (0,)

Onde o parametro o. € 0 mesmo do ES,.

De posse das N simulagdes obtidas por Monte Carlo:

- el/Na -1 -/ Nar
¢{ _|:1_e—l/ﬂ :|e

O que nos fornece o cdculo da medida espectral:

N

M;:\I)(X) = _ZQXi:N

i1
O préximo passo € o estudo da otimizagdo de portfolios com base nas trés
medidas discutidas.
Em seguida sera utilizada a ssmulacdo de Monte Carlo detalhada acima e dos
procedimentos de estimacdo para o caculo do VaR, Expected Shortfall e Medida
Espectral de Risco para um portfélio, bem como a otimizagdo da carteira.



6 — Otimizacdao de Portfélios

Até agora foram apresentadas as medidas coerentes de risco e as maneiras de
estimé-las, através de simulagdo de Monte Carlo.

Neste capitulo, ndo estamos mais interessados nas estimagdes de tais medidas, e
sim na otimizag&o de portfélios utilizando as trés medidas apresentadas nos capitulos
anteriores.

Em um problema de otimizagdo de portfolio, 0 objetivo € encontrar os pesos
6timos de cada ativo de uma carteira de modo que o risco associado a essa carteira segja
minimo. O risco pode ser estimado, como ja discutimos, através da variancia, do VaR,
do Expected Shortfall ou da Medida Espectral.

O valor de um portfélio sera denotado por M(w), funcdo de um conjunto de
parametros wi, W, ..., Wy € X(w) =Al(w) sera avariavel aleatoria das perdas e ganhos
emum intervalo detempo T.

Os parametros assumem valores em algum dominio w 0 @ 0 0%, Seraassumido
gue esse conjunto € convexo, de forma que dados dois vetores de peso w1 e w, [ Q, 0S
pontos do segmento entre eles também pertence a Q:

Wy =Awg + (1- A)w, [ Q paratodo A [1[0,1]

Dada uma medida de riscos p(.), afuncéo p(w) = p(X(w)) € a superficie de riscos

do portfélio M(w). O objetivo é encontrar 0 minimo desta superficie.

Sendo w 0s pesos dos aivos 1y, T, ..., Th do portfolio:
W
nw) = > w7
i=1

Neste caso, adependénciade M comw € linear:
AWy + pws) =AM (wa) + pl(wz); g, A 00
X (AW + pwg) = AX(wy) + uX(W); i, A O 0
Este fato implica que a superficie de riscos de uma medida coerente de riscos é
convexa. De fato, conforme visto no capitulo 2, uma medida de riscos coerente é

convexa.

Prova:
SHawew /e A [J[0,]]
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pAwL + (1-A)W) = p(X(Aws + (1-A)wp)) = p(X(Awn) + (1-A)X(W2)) < p(X(Awn)) + p(1-
AXWz)) = Ap(X(w)) + (1-A)p(X(W)) = Ap(wa) + (1-A)p(W2)
L

Sendo uma superficie convexa uma superficie na qual qualquer segmento entre
dois de seus pontos esta inteiramente contida nela mesma, entdo tal superficie ndo
apresenta dois minimos distintos.

Desta forma, a superficie de riscos p(w) ndo gpresenta minimo local. Existe
apenas um Unico conjunto convexo de portfolios de risco minimo global Qo O Q:

p(w) = min p(2)

Este resultado nos mostra que as superficies de riscos das medidas coerentes no
espaco de pesos de um portfolio sdo sempre convexas. Desta forma, tais superficies
sempre apresentam um unico valor minimo p(w), atingido em uma regido convexa de
risco minimo w [ Q. Se esse subconjunto € reduzido a um Gnico ponto Wy, 0 portfélio
de risco minimo é unico.

Vale destacar que os resultados apresentados acima continuam validos se forem
impostas ao dominio original Q um nimero de restrigdes de igualdade ou desigualdade

lineares:

ﬁvviﬁi:K;Bi,KDD

Impondo tais restrigdes, obtemos um subdominio menor Q0 Q no qua a
superficie de riscos ainda é convexa.
Tais restrigbes séo comuns em finangas na forma, por exemplo, de restrigdes no
valor de um portfdlio:
W
D WL =V
i=1
Onde 1% representa o valor de mercado do i-ésimo ativo e V o valor do portfélio. Outro
exemplo é arestricdo orcamentaria:
W
D w7t <B
i=1
Onde B é a restricdo orcamentéria determinada por um montante de capital maximo K
que o investidor pode empregar no investimento.
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Ainda, podem ocorrer restricbes em ativos direcionais, tais como agdes, que n&o
podem apresentar posicdes vendidas:

wi >0

6.1 — Otimizacao do Expected Shortfall

Como foi discutido acima, o problema de minimizagao de medidas coerentes de
risco no espago de pesos de portfélios é sempre convexo, ou seja, sempre apresenta um
valor minimo.

Porém, um procedimento de minimizagdo padréo se mostra ineficiente na busca
pela solucéo do problema.

A ineficiéncia ocorre devido a necessidade da ordenacdo dos cenérios obtidos
nas simulagoes.

Temos que o ES é dado por:

(N) —_LN
ESa (X(W))_ NO’;XIN(W)

onde as estatisticas de ordem sdo resultado da seguinte operacéo de ordenacao:

{X“N (W)} i T SORT[{Xi:N (W)}{i:l...N}] - SORTHi kai(k)} }2
k {i=1.N}

Podemos perceber que uma pequena mudancga nos pesos w pode produzir uma
reordenacdo abrupta nas estatisticas de ordem Xin e esta é a razdo da falha nos
procedimentos bésicos de minimizagdo quando o ES,"™ é a funcéo objetivo.

Desta forma, para realizarmos a minimizagao do ES, iremos substituir a fungéo
objetivo.

Considere a seguinte fungéo I'; em X x [ contendo uma variavel auxiliar y:
1 "
Fo (X(W)4) = ¢ +—E[- X(w) +¢]

onde [x]" = Max(x,0).
Como funcdo de v, T'y(X, ) é convexa e continuamente diferenciavel. Ainda, o
ES., coincide com 0 minimo de I'y(X, v) em:
ES,(X) = minT, (X.¢)

12 SORT é uma funcao de ordenagzo.
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O minimo de T'y(X, y) € atingido quando a variavel auxiliar y toma qualquer
valor no segmento delimitado pelos a-quantis inferior e superior:
min, Ta(x, y) = Tu(X, y) = ESy(X), V " O [6u09,q"(X)]
O minimo do ES,(X(w)) em w coincide com o minimo de T',(X(w), ) no
conjunto definido por {w, y}:

min ES, (X (W) = minT, (X (w),¢)

Ainda, se X(w) é linear em w, ou sgja, Sse 0s parametros w s80 0S pesos dos
ativos, entdo a funcdo I',(X(w), v) é convexa no conjunto estendido {w, y}.

Prova:
Considere a seguinte definicéo para a fungao 7,(X,y):
1 +
Fx)=¢+= [[F00y) -4 p(y)dy
a s
Sga P(xw) uma funcdo continua com respeito a y. Isto € equivalente ao fato que,
independente da escolha de x, o conjunto dey comf(x,y)=  tem probabilidade zero:

[p(y)ydy=0
f(xy)=¢

Com x fixo, considere a fungdo G da seguinte forma:

Gy)= [9W,y)p(y)dy
yoo™

onde g(y.y) = [f(x.y)- v]".
Entdo G é convexa e continuamente diferenciavel com derivada:
G (y) = P(xyp) -1

Desta forma:
ar_(x,u) 1 1
— L =1+ = |Yx¢) - ==|Y(x¢)-Q-a
” v -1 =[vep) -a-a)
Assim, os valores de y que permitem 7 ,(X,w) atingir seu minimo Sao precisamente
aqueles para os quais:
PXw)=1-a
Isto nos fornece um intervalo fechado ndo vazio, pois ¥(x,y) é continua e ndo
decrescente em y com:
[Lim Y(xy) =1
wlir[l Yixyg)=0



Em particular entdo, temos:
min T, (x4) =T, (x4, (%) = ¢, (X +§ [IF o0y =9, (] p(y)dy
yoo™

Aintegral naférmula acima &

[lf ey ~w,Wlpmdy= " [ foeypOdy-2,(9 [ p(y)dy

f ()20, (X) f(xy)24, (%) f(xy)2¢, (%)

Temos que:

[ (% y)p(y)dy = aES, ()
f(xy)2¢, (%)

[ p(y)dy =1-W(x4, (%)
f(xy)2¢, (x)

Ainda, Y(X,y) = 1—a.
Ent&o:

minT, (<) =4, () + [aES, (0 -4, (0a] = ES, (9

Desta forma, minimizar ES,(X) éminimizar min,/,,(X,y). Ou sga:
min ES, (X(w)) = min ", (X (W),4)

pois minimizar I,(X,w) com respeito & (X, ) /7 X x /7 pode ser feito primeiro
minimizando y sobre // para um x fixo e entdo minimizar o resultado sobre x //X.
L

O resultado acima nos permite mapear 0 problema de minimizar ES; no
problema de minimizar T',. Este procedimento elimina a operagdo de reordenar, 0
tornado um problema de féacil solucéo.

Assim, para minimizar ES,™ em w basta minimizarmos a seguinte funcdo em

wey:
PO X)) =+ Y = X, (W)

€ no minimo, o parémetro y toma valores no intervalo:
¥ O [Xnaen(W), Xngrzn(W)]
Temos entdo o seguinte problema de minimizagdo:
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. 1Y +
rﬂ'(/f‘{_l//"’N—a;(l//_Xi(W)) }
wOow o gY
w00

A minimizaggo forga y a assumir o valor do a-quantil, o que de fato separa 0s
cenarios em dois subconjuntos, o pior a € o0 melhor (1 — o). Mas sabemos que, da
estimagdo do ES, essa separacdo dos dados é suficiente, tornando desnecess&ria a
ordenagdo de todos os cendrios simulados. Ou seja, uma pequena variavel de
informagéo adicional y elimina a necessidade de ordenacéo.

Vale destacar que um portfélio com menor valor de ES também apresenta um
menor valor de VaR, porém esse valor ndo é o VaR minimo da carteira em quest&o.

6.2 — Otimizag&o das Medidas Espectrais

O problema de ordenagdo encontrado na minimizagdo do Expected Shortfall e
tratado na secdo anterior também est4 presente na minimizagdo de Medidas Espectrais
mais gerais.

De fato, para a Medida Espectral com espectro de risco discreto ¢;, também
utilizamos as estatisticas de ordem:

N
M Z (X (W) = =D @ X (W)
i=1

Analogamente ao caso do ES, podemos evitar o problema da ordenacéo através
da utilizagdo de uma fungdo I'y(X(w),y), contendo graus de liberdade adicionais.

A funcéo Iy sera definida como:

F(X(wW)) = | da%{aw(a) - El(@) - X(W]'} - o E[X ()]

Neste caso, I', depende de uma fungéo y(a): [0,1] — [, o que significa que
precisamos de infinitos graus de liberdade adicionais ao problema de minimizagéo
original a fim de eliminarmos o problema de ordenagéo.

Analisando a expressdo acima em casos continuos, ndo € possivel a utilizagdo de
I'y. Porém, em casos discretos baseados na simulagdo de N cenarios, 0 nimero de graus

de liberdade adicionais é finito e menor que N.
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A versdo discretade T, € dada por:

N

My (X.9) :ZA@{J% -2, —xi)*}—coNin

-1
onde A¢i = pis1 - di

Desta forma, foram adicionadas N-1 variaveis v;.

Podemos generalizar os seguintes fatos, temos que M¢(N)(X) coincide com o
minimo de ', ™(X,y) em y:

MWQQ:@myxxw)

Além disso, o minimo de I',™(X ,y) é atingido quando o vetor  satisfaz a condigao:
k=K O [Xien, Xiern] 82 Adc# 0
enquanto ndo ha condi¢bes em ¢ se Agx = 0.
O minimo de M;™(X(w)) em w coincide com o minimo de I',™(X(w),y) no
conjunto de parametros estendido {w, y}:
min M, (X (w)) = min MY (X(w),@)

Além disso, I',™(X,y) é convexo em y e X e se X(w) é linear em w, ou seja, se 0s
parametros w sio os pesos de ativos, entdo I'\™(X(w),y) é convexo no conjunto
estendido de parametros{ w, y}.

A necessidade da inclusdo de N-1 graus de liberdade y adicionais no caso de N
cenarios surge pois, ao contrario do ES onde é suficiente dividir os cenarios em dois
conjuntos, nas medidas espectrais mais gerais cada estatistica de ordem apresenta, em
geral, um peso diferente ¢x. Assim, para separarmos todos os N cenarios um do outro na
reta, € necessario termos N-1 diferentes pedacos de informagdo, que sdo adquiridos
atraveés das variaveis adicionais wy.

De fato, das condi¢gdes acima, vimos que cada yi esta no intervalo entre as
estatisticas de ordem Xy.n € Xk+1:N-

Desta forma, temos o seguinte problema de minimizac&o:

TW{ZAQ[J‘/II -Z(l//,- _Xi)+}_¢Nzxi}
Y im 1 =1
wOow o g%
woo’
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6.3 — Otimizac&do Risco-Retorno de um Portfdlio

Um problema mais geral que os descritos nas se¢es anteriores é a otimizacéo de
um portfélio simultaneamente minimizando o risco e maximizando o seu retorno. Em
outras palavras, queremos resolver o problema de determinar a fronteira eficiente no
plano risco-retorno (X,y) = (My(X), E[X]) para uma dada medida espectral de risco.

O problema de otimizagdo acima, pode ser interpretado de duas maneiras.

A primeira é minimizar M 4(X) dado um nivel pré-estabelecido de retorno:

minM (X (w))
E[X(W)] = 4
wW

A segunda é maximizar o valor esperado dado um determinado nivel de risco:
max E[ X (w)]
M, (X(W) = p
wW
Portanto, podemos atacar o problema de otimizar o binbmio risco-retorno de um
portfélio utilizando o problema de minimizacdo de My(X) descrito na secdo anterior
adicionando uma restricdo na média de X, de forma a obtermos o seguinte problema:

TW{ZAQ[J‘/IJ _Z(‘//j _Xi)+:|_@\lzxi}
woOw Ooog%
woo’
E[X(W)] 2 1

O préximo capitulo serd dedicado a estimacéo das medidas de risco estudadas
através da simulagdo de Monte Carlo detalhada no capitulo 5. Além disso, seréo
utilizados os procedimentos de otimizagdo descritos acima a fim de encontramos o
portfélio 6timo dado um conjunto de ativos lineares e ndo lineares.
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7 — Estimacdes Empiricas

De posse dos resultados encontrados nos capitulos 5 e 6, foram realizadas as
estimacBes empiricas.

Foi selecionada uma carteira com diversos ativos e foram estimados o VaR, o
Expected Shortfall e a Medida Espectral com fungdo de aversdo ao risco exponencial.

Conforme visto no capitulo 5, a funcdo de aversdo ao risco exponencial € dada

pela seguinte equago:
— el/Na =1\ /N
¢{ - |:l_e—l/l7 :|e

onde N é o nimero de simulagdes de Monte Carlo. Alem disso, para garantirmos a
coeréncia da medida espectral, a funcdo de aversdo ao risco deve atender as seguintes
condigoes:

1. Postividade: @ >0 paratodoi=1,...,N

N
2. Normalizagdo: Y ¢ =1
i=1

3. Monotonicidade: @ > @ se1<i<j<N

Foram utilizados os seguintes ativos, com as seguintes caracteristicas:

Acbes
Cdédigo | Quantidade
PETR4 20,000.00
CSNA3 14,200.00
ITAU4 120,000.00
VALES 5,300.00
GGBR4 6,500.00
Opcdes
Cdédigo |Tipo| Ativo Base | Quantidade | Preco Exercicio | Vencimento | Vol Pré
PETRL20 |call |PETR4 -4,000.00 20 15/12/2008 | 0.8904 | 0.135
VALEL26 |call |VALES 2,550.00 25.42 15/12/2008 | 0.8248 | 0.135
GGBRL2 |call | GGBR4 -6,000.00 27.64 15/12/2008 | 0.7998 | 0.135
PETRX27 |put |PETR4 -2,400.00 27 15/12/2008 | 0.8529 | 0.135
VALEX26 |put |VALES5 6,000.00 26 15/12/2008 | 0.8165|0.135
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Os fatores de risco selecionados para as simulagbes de Monte Carlo foram os
precos de |IBovespa, CSN, Gerdau, Ital, Petrobras e Vale.

Os pregos dos fatores de risco foram obtidos no mercado e as volatilidades e
correlacbes foram calculadas atraves do EWMA (Exponencial Weighted Moving
Average), conforme descrito no capitulo 3.

Nas simulagdes, os precos das opgdes foram calculados pelo modelo de Black-
Scholes. Foram utilizados 10000 cenarios nas simulacdes de Monte Carlo e o nivel de
confianca especificado para as medidas de risco foi de 97.5%.

Os valores em R$ encontrados para as medidas de risco e para o valor esperado

do portfélio inicial foram:

Medidas
VaR 247,534.53
ES 293,683.40
Espectral 271,100.96
Soma ¢ 1
Valor Esp. 7,075.87

Ainda, as trés condi¢bes da funcdo de aversdo risco foram respeitas. Como
podemos observar na figura 4, afuncéo é positiva e monoténica.

x 10°

O | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figura 4 — Funcdo de Aversdo ao Risco Exponencial (¢ x N)



7.1 — Minimizagao das Medidas Coerentes

De posse das estimagdes das medidas de risco, 0 préximo passo € a minimizagéo
das medidas coerentes estudadas.

O objetivo é, de posse do portfdlio estudado, encontrar a propor¢do dos ativos
contidos na carteira que possua 0 menor Expected Shortfall e a menor Medida Espectral
com funcéo de aversdo ao risco exponencial.

Para isso foram utilizados os seguintes problemas, conforme descritos no
capitulo 6, paraaminimizagdo do ES e da Medida Espectral, respectivamente:

. 1Y +
rﬂ'(/f‘{“//"’N—a;(l//_xi(W)) }
wOow o gv
Mials

TW{ZAQ[J‘/IJ _Z(‘//j _Xi)+:|_@\lzxi}

wOow ooV
woao’

Foi exigido que a soma dos pesos de cada ativo na carteiraseja 1, ou sgja, todo o
patrimdnio liquido deve ser utilizado na compra ou venda dos ativos.

Apenas as opgdes podem ser vendidas e essa venda ndo pode exceder umavez o
patriménio do fundo, ou seja, cada peso associado as opgdes ndo pode ser menor que -1.

Ainda, os custos de transagcdo ndo foram levados em consideragcdo nas solucgoes
dos problemas.

Para o problema da minimizagdo do ES, foram utilizados 10000 cenarios nas
simulagdes de Monte Carlo. Novamente os precos das opgdes foram calculados pelo
modelo de Black-Scholes.

O portfélio étimo encontrado, o Expected Shortfall minimo e o valor esperado

com 0s novos pesos em R$ foram:

ES Minimo 137,690.00
Valor Esp. 9,432.80
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PETR4 0.3034
CSNAS 0.219
ITAU4 0.448
VALES 0.2829
GGBR4 0.619
PETRL20 0.0487
VALEL26 0.1104
GGBRL2 | -0.0808
PETRX27| -0.4643
VALEX26 | -0.4863

Para o problema da minimizagdo da Medida Espectral, foram utilizados 500

cen&rios nas simulagbes de Monte Carlo. Novamente os pregos das opgdes foram

calculados pelo modelo de Black-Scholes.

O numero de cenarios deve ser reduzido devido ao tamanho do problema de

minimizagdo. Vale ressaltar que, caso utilizdssemos 10000 cenérios, teriamos um

problema de minimizagdo de 10009 varidveis. Com 500 cenérios temos um problema de

509 variaveis.

O portfdlio étimo encontrado, a Medida Espectral minima e o valor esperado

com os novos pesos em R$ foram:

Espectral 120,340.70
Valor Esp. 10,862.01
PETR4 0.1538
CSNA3 0.5445
ITAU4 0.3754
VALES 0.5084
GGBR4 0.5968
PETRL20 | -0.1003
VALEL26 0.1862
GGBRL2 | -0.2121
PETRX27| -0.4828
VALEX26 | -0.5699

Como era de se esperar, os valores encontrados para as medidas de risco séo

menores que aqueles obtidos com o portfdlio original. Ainda, tivemos uma diminuigdo
de cerca de 55% na medida espectral e 53% no ES.
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7.2 — Anélises Estatisticas das Medidas de Risco

O proximo passo das estimacBes empiricas foi a redlizagdo de andlises
estatisticas nas trés medidas estudadas.

Foi selecionada uma janela de tempo de 255 dias (de 11/12/2007 a 11/12/2008) e
uma carteira contendo as seguintes posi¢oes, que se mantiveram fixas ao longo dos 255
dias considerados nas anélises:

Acdo |Numero de Contratos
CSNA3 14200
GGBR4 6500
ITAU4 1200
PETR4 2000
VALES 5300

Novamente os pregos das agdes foram obtidos no mercado e as volatilidades e
correlacbes foram calculadas atravées do EWMA (Exponencial Weighted Moving
Average).

A funcéo de aversdo ao risco utilizada foi a exponencial e o nivel de confianca
utilizado foi de 97.5%.

De posse das medidas de risco para os 255 dias foram calculadas as estatisticas

descritivas e foi plotado o histograma para as trés medidas. Os resultados encontram-se
abaixo:

VaR
Mean 130,385.93
Standard Error 2,000.38
Median 127,722.29
Standard Deviation 31,943.56
Sample Variance  1,020,391,194.14
Kurtosis 0.60
Skewness 0.67
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Figura5 — Histogramado VaR
Expected Shortfall
Mean 154,846.38
Standard Error 2,369.25
Median 150,756.36
Standard Deviation 37,833.89
Sample Variance  1,431,402,989.49
Kurtosis 0.58
Skewness 0.67
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Figura 6 — Histograma do Expected Shortfall
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Medida Espectral

Mean

Standard Error
Median

Standard Deviation
Sample Variance
Kurtosis
Skewness

142,889.45
2,188.16
139,564.36
34,942.05
1,220,947,092.97
0.59
0.67
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Figura 7 — Histograma da Medida Espectral

Como podemos perceber, os histogramas das trés medidas séo muito similares.
Este resultado era esperado, visto que as medidas sdo fungbes uma da outra, a carteira
utilizada apresenta somente ativos lineares e, principalmente, pois foi adotado o0 modelo
lognormal para o prego dos ativos nas simulagdes de Monte Carlo. Conforme visto no
capitulo 3, neste modelo 0 VaR é coerente e, portanto, temos uma forte correlacéo entre
as trés medidas de risco. Podemos perceber este resultado analisando também as séries

histéricas das medidas, apresentadas na figura 8.
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Figura 8 — Séries Historicas das Medidas de Risco

Ainda, o VaR foi a medida que apresentou os menores desvio padréo e erro
padrdo, seguido pela Medida Espectral e pelo Expected Shortfall. Porém, o VaR
apresentou a maior curtose, seguido pela Medida Espectra e pelo ES. A assimetria
encontrada foi a mesma para as trés medidas.

ApOs as andlises estatisticas de uma carteira de agdes foram realizadas as
andlises estatisticas de uma carteira contendo agdes e opgdes, de forma a estudarmos o
comportamento das medidas de risco de uma carteira contendo ativos lineares e néo-
lineares.

O portfdlio utilizado apresentava as seguintes acoes.

Acdes
Cdédigo | Quantidade
PETR4 20,000.00
CSNA3 14,200.00
ITAU4 120,000.00
VALES 5,300.00
GGBR4 6,500.00

Como as opgdes possuem vencimentos curtos, foram utilizadas opgdes de
Petrobrés, CSN, Itad, Vale e Gerdau. Devido aos vencimentos curtos, foram utilizadas
diversas opgoes, de acordo com seus vencimentos.

Foi utilizada uma janela de tempo de 66 dias para as andlises e as posicdes se
mantiveram fixas durante a janela de tempo considerada.

A funcéo de aversdo ao risco utilizada foi a exponencial e o nivel de confianca
utilizado foi de 97.5%.
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De posse das medidas de risco para os 66 dias foram calculadas as estatisticas

descritivas e foi plotado o histograma para as trés medidas. Os resultados encontram-se

abaixo:
VaR
Mean 137,555.98
Standard Error 6,080.08
Median 130,389.98
Standard Deviation 49,394.79
Sample Variance  2,439,845,639.35
Kurtosis (1.40)
Skewness 0.26
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Figura9 — Histograma do VaR

Expected Shortfall

Mean 163,101.93
Standard Error 7,193.47
Median 155,934.87
Standard Deviation 58,440.00
Sample Variance  3,415,234,122.07
Kurtosis (1.38)
Skewness 0.27
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Figura 10 — Histograma do Expected Shortfall
Medida Espectral
Mean 150,585.04
Standard Error 6,658.28
Median 143,904.19
Standard Deviation 54,092.16
Sample Variance  2,925,962,050.20
Kurtosis (1.38)
Skewness 0.27
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Figura 11 — Histograma da Medida Espectral
Como podemos perceber, devido a presenca de ativos ndo lineares, a distribuicéo

das medidas fica bem distante da distribuicdo normal. Ainda, os histogramas sdo
similares visto que as medidas sdo fungbes uma da outra e novamente foi usado o
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modelo lognormal para os pregos dos ativos nas simulagdes de Monte Carlo. Conforme
visto no capitulo 3, neste modelo o VaR é coerente e, portanto, temos uma forte
correlacdo entre as trés medidas de risco.

Ao contrério da carteira contendo apenas agles, a curtose das trés medidas é
negativa e com uma magnitude superior aguela encontrada no portfélio linear. A
assimetria foi a mesma nas trés medidas. O VaR apresentou erro padréo e desvio padréo
menores, sendo seguido pela medida espectral e pelo expected shortfall.

Abaixo segue grafico com a evolucao historica das trés medidas.

350000
300000 -
250000 -
200000 -

——VaR
—ES

Espectral

150000 -
100000 -
50000 -

Figura 12 — Séries Historicas das Medidas de Risco

Podemos concluir que a medida espectral apresenta 0 comportamento esperado
tanto para uma carteira linear quanto para uma carteira contendo opcoes, tendo desvio
padr&o e erro padrdo menores que aqueles apresentados pelo ES.

De posse das carteiras 6timas encontradas podemos concluir também que a
medida espectral nos fornece, quando minimizada, uma carteira com risco 55% menor e
com um retorno 53% maior enquanto o ES apresenta um risco 53% menor com um
retorno 33% maior.

Desta forma, temos que a medida espectral, além de ser uma medida de riscos
coerente, se mostra superior ao expected shortfall tanto estatisticamente quanto na
obtencdo de carteiras 6timas.
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7.3 — Backtesting das Medidas de Risco

ApO6s mensurar as medidas de risco de uma carteira deve-se validar os modelos
utilizados, de forma a verificar se 0 mesmo se apresenta adequado.

Esta verificagdo pode ser readlizada com um conjunto de ferramentas, que
incluem o backtesting.

O backtesting € uma ferramenta estatistica para verificar a consisténcia entre as
perdas observadas e as previstas pelos modelos de risco. Para 0 caso do VaR, isso
implica comparar 0 historico de perdas estimadas com 0s retornos observados da
carteira.

O modelo mais utilizado como “BackTesting” de VaR é o modelo de excegdes,
gue consiste em verificar a preciséo de um modelo em registrar a taxa de excegoes,
correspondente a proporcéo das vezes em que o resultado foi pior do que o VaR para
uma determinada amostra.

Primeiro, definimos VaR,, um nimero avaliado em t tal que a perda de uma

carteira em t+1 serd maior que VaR”, com probabilidade p. Se observarmos uma série

temporal das estimativas passadas de VaR, ex-ante, e das perdas (PL), ex-post, podemos
definir a sequiéncia de excegdes do VaR como:
- {1 sePL,,, >VaRP,
0,sePL,,, <VaR'%,

Para 0 backtesting, construimos uma seqiiéncia {11} ' sobre uma amostra de T
dias.

Caso 0 modelo utilizado esteja correto, esperamos obter 1 na sequéncia de
excecdes com probabilidade p e 0 com probabilidade 1-p. Além disso, a ocorréncia das
violagBes deve ser aeatdrio ao longo do tempo.

Desta forma, o backtesting do VaR equivale atestar a hipotese:

Ho: lt+1 ~ iid Bernoulli (p)

A abordagem para o teste € o arcabougo classico de testes para sequéncias de
sucessos e fracassos, também chamados de eventos de Bernoulli. O nuimero de
excegoes, X, possui distribuicdo de probabilidade binomial:

T
f(X) = [X] p*@-p)



Sabemos que X possui valor esperado E[X] = pT e variancia V[X] = p(1-p)T.
Quando T € grande, pode-se usar 0 teorema central do limite e aproximar a distribuicdo
binomial pela distribuicdo normal:

X=pT

Vpd-p)T

Kupiec (1995) gerou regibes de confianga para o teste. Essas regibes séo

z= ~N(02)

definidas por umarazéo de log-verossimilhanca, onde N é o nimero de excegdes:
LR= ~2In[(1- p)'™* p"]+ 2In{[1- (] ()}

LR possui distribui¢éo assintética qui-quadrado com um grau de liberdade, sob a
hipGtese aternativa. Portanto, rejeita-se a hipotese nulase LR> 3.84.
Na tabela abaixo, temos as regides de ndo-rejeicao do modelo com intervalo de

confianca de 95% e amostras de tamanho T =255 e T = 500 dias:

Nivel de Probabilidade: [Nivel de Confian¢ca do VaR (%) [T = 255 dias [T = 510 dias
0.01 99 N<7 1<N<11
0.025 97.5 2<N<12 | 6<N<21
0.05 95 6<N<21 |16 <N<36
0.075 92.5 11<N<28|27<N<51
0.1 90 16 <N<36 | 38<N<65

De posse do teste acima e das estimagOes de VaR para os 255 dias e para a
carteira de agdes descrita para os testes estatisticos, foi realizado o backtesting. Segundo
a tabela acima, esperamos encontrar entre 2 e 12 excegdes. O valor encontrado foi N =
4, 0 que nos mostra que o modelo utilizado é adequado. A figura 9 mostra a série

histérica dos ganhos e perdas da carteira utilizada e do VaR:

Backtesting
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-100000 - —VaR
-200000 -

-300000
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Figura 13 — Backtesting do modelo VaR
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Vale ressaltar que o teste apresentado acima ndo necessita de nenhuma hipotese
sobre a distribuicdo dos retornos.

Para readlizarmos o0 backtesting do Expected Shortfall, primeiramente
selecionamos os dias em gque a perda superou 0 VaR. Apds isso, computamos:

NS = ot
ESu

Onde NS é conhecido como “Normalized Shortfall”.

Computamos entdo a média de NS. Como o ES é o valor esperado da perda
guando esta supera o VaR, espera-se que o valor da média de NS sgja 0 mais préoximo
de 1 possivel.

O valor encontrado com série temporal utilizada foi 1.099, o que nos mostra que
0 modelo esta adequado também para o ES.
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8 — Conclusodes

O objetivo deste trabalho foi estudar as medidas coerentes de risco, estimar
corretamente o risco de um portfélio contendo ativos lineares e ndo lineares e encontrar
o portfdlio 6timo, ou sgja, encontrar a carteira que apresenta 0 menor risco possivel
considerando os ativos iniciais.

Para isso, foi apresentada no capitulo dois uma introdugdo as medidas de risco e
a teoria das medidas coerentes de risco. Neste capitulo foi mostrada a relacdo entre
coerénciae teoriada preferéncia.

No capitulo trés foi estudado o Vaue-at-Risk. Foi demonstrada a sua falta de
coeréncia e apresentado o modelo delta-normal, de forma a tragarmos um paralelo entre
teoria e prética

No capitulo quatro foram apresentadas duas medidas coerentes de risco: o
Expected Shortfall (ES) e as Medidas Espectrais de risco. Foram demonstradas as suas
coeréncias e apresentados os modelos. Ainda, para o ES, foi apresentado o modelo
delta-normal.

No capitulo cinco foi apresentada a Simulacdo de Monte Carlo, utilizada para a
estimacao das medidas de risco. A vantagem da Simulacdo de Monte Carlo encontra-se
na estimagdo de riscos em carteiras que contenham ativos ndo-lineares, como 0opgoes.
Ainda, foram apresentados os modelos necessarios para a correta estimacéo das medidas
coerentes de risco.

No sexto capitulo foi apresentada a teoria para a otimizagédo de portfolio. Foram
apresentados 0s problemas associados & minimizacdo das medidas coerentes,
decorrentes da ordenac@o necesséria para a estimagéo das medidas, e demonstrada a sua
solucgdo, aterando afungdo objetivo a ser utilizada nos problemas de minimizagao.

Finalmente, no sétimo capitulo, foram realizadas as estimagtes empiricas.

Foi selecionada uma carteira contendo diversas agoes e opgdes de agdes, de
forma a termos um portfélio contendo ativos lineares e ndo-lineares. Para esse portfolio
foram estimados o VaR, o Expected Shortfall e a Medida Espectral com espectro de
risco exponencial. Como esperado, o ES e a Medida Espectral apresentam valores
superiores ao VaR.

Foi também verificado que a fungdo de aversdo ao risco apresenta as trés
caracteristicas necessarias para a garantia da coeréncia, conforme demonstrado no
capitulo quatro.
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De posse das estimagdes das medidas de risco, o proximo passo foi a
minimizagdo das medidas coerentes estudadas.

Para isso, foi utilizada a teoria apresentada no capitulo seis, ou sgja, as fungdes
objetivo dos problemas de minimizagdo foram substituidas para a solugéo do problema
decorrente da ordenacéo.

Os portfélio encontrados efetivamente apresentaram riscos inferiores ao
portfélio original. De fato, tivemos uma diminui¢do no risco de cerca de 55% na medida
espectral e 53% no ES.

O proximo passo das estimacBes empiricas foi a redlizagdo de andlises
estatisticas nas trés medidas estudadas.

Foi selecionada uma janela de tempo de 255 dias (de 11/12/2007 a 11/12/2008) e
uma carteira contendo agdes, que se mantiveram fixas ao longo dos 255 dias de andlise.

De posse das medidas de risco para os 255 dias foram calculadas as estatisticas
descritivas e foi plotado o histograma para as trés medidas. Os histogramas plotados
foram muito similares e este resultado era esperado, visto que as medidas séo fungdes
uma da outra, a carteira utilizada apresenta somente ativos lineares e, principalmente,
pois foi adotado 0 modelo lognormal para o preco dos ativos nas simulagdes de Monte
Carlo. Conforme visto no capitulo 3, neste modelo o VaR é coerente e, portanto, temos
uma forte correlacéo entre as trés medidas de risco.

Ainda, o VaR foi a medida que apresentou os menores desvio padréo e erro
padrdo, seguido pela Medida Espectral e pelo Expected Shortfall. Porém, o VaR
apresentou a maior curtose, seguido pela Medida Espectra e pelo ES. A assimetria
encontrada foi a mesma para as trés medidas.

Também foram realizadas andlises estatisticas para uma carteira contendo acdes
e opcdes de modo a analisarmos 0 comportamento das medidas na presenca de ativos
néo-lineares.

Foi utilizada uma janela de tempo de 66 dias para as andlises e as posicdes se
mantiveram fixas durante a janela de tempo considerada.

De posse das medidas de risco para os 66 dias foram calculadas as edtatisticas
descritivas e foi plotado o histograma para as trés medidas. Os histogramas plotados séo
similares visto que as medidas sdo fungdes uma da outra e foi adotado o modelo
lognormal para o prego dos ativos nas simulagdes de Monte Carlo.

Ao contrario da carteira contendo apenas acoes, a curtose das trés medidas foi
negativa e com uma magnitude superior aguela encontrada no portfélio linear. A
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assimetria foi a mesma nas trés medidas. O VaR apresentou erro padréo e desvio padréo
menores, sendo seguido pela medida espectral e pelo expected shortfall.

Podemos concluir entdo, que a medida espectral apresenta o comportamento
esperado tanto para uma carteira linear quanto para uma carteira contendo opgoes, tendo
desvio padréo e erro padréo menores que aqueles apresentados pelo ES.

De posse das carteiras 6timas encontradas podemos concluir também que a
medida espectral nos fornece, quando minimizada, uma carteira com risco 55% menor e
com um retorno 53% maior enquanto o ES apresenta um risco 53% menor com um
retorno 33% maior.

Desta forma, temos que a medida espectral, além de ser uma medida de riscos
coerente, se mostra superior ao expected shortfall tanto estatisticamente quanto na
obtencdo de carteiras 6timas.

Na realizacdo do backtesing de VaR, segundo a tabela de excegOes,
esperdvamos encontrar entre 2 e 12 excegdes. O valor encontrado foi 4, 0 que nos
mostra que o modelo utilizado é adequado. Para 0 ES esperdvamos encontrar um
“Normalized Shortfall” préximo de 1 e o valor encontrado 1.099, o que nos mostra que
0 modelo esta adequado também para o ES.

Desta forma, podemos concluir que as medidas apresentadas séo boas medidas
para a estimacdo do risco de um portfélio contendo ativos lineares e ndo-lineares.
Ainda, as técnicas de minimizagdo empregadas nos garantem uma carteira com o menor
risco possivel dentro do universo de ativos iniciais e com retorno esperado maior que
aguele apresentado pelo portfélio inicial.
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Apéndice |

Teorema de Gilboa & Schmeidler, 1989.
Se p € uma medida coerente de risco em y entdo o funcional J definido por —
p(X) é mondtono, concavo, positivamente homogéneo e invariante a translagdes. Ou
sgja, um funcional p: y—0O € uma medida coerente de risco se, e somente se, existe um
subconjunto Q de M tal que:
p (X) = - INFyuo{ Eq[X]} = SUPyo{ Ef[-X]}, X Oy (1)

A necessidade foi demonstrada no capitulo 2. Agora iremos demonstrar a

suficiéncia.

Construimos para todo X /7y um conjunto de fungdes finitas aditivas Qx tais que:
JX) = Eq [X] eJ(Y) < Eq [Y]
paratodo Y /[Jy.
Enté&o:
JY) = ngiQr: Eo[Y], paratodo Y [Jy

onde Qo = {Qx| X Ly}

Claramente J(Y) permanece verdadeiro se subgtituirmos Qp pela sua envoltdria
convexa Q:=conv(Qo).
Para construir Qx para umdado X /7y, definimos trés conjuntos convexos em y por:
B={YUx|3Y)>1}
Ci={Y[y|Y<1}

Ca={YOy|Y<

- J(X)}

A convexidade de C; e C, implica que a envoltdria convexa de sua unido é dada por:
C=conv(C, [JCy) ={aY1+ (L-a)Y2| Y L/Ciea [/[0,1]}

ComoY [JCédaformaY= aY; + (1-a)Y> paraalgumY; [/Ci ea [/[0,1]:
JIY) <J@vyi + (1-a)Yz) = alJ(Yy) + (1-a)Jd(Y2) <1

Ent&o B e C sdo diguntos.
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Seja y com norma suprema ||Y]| := SUPw oo Y(W)).
Entéo C;, e consequentemente C,, contem a bola unitéria em y.
Em particular, C possui interior ndo vazo.
Entdo podemos aplicar o argumento da separacao, que resulta em um funcional linear
continuo ndo-nulo | em y tal que:
c:= supl(Y) < inng 1(Z)

voc
Como C contem a bola unitéria, ¢ deve ser estritamente positivo e ndo h& perda de
generalidade ao assumir que c=1.
Em particular, I(1) <1 quando 1 //C.
Por outro lado, qualquer constante b > 1 esta contido em B e entéo:

1(1) = Iti)[rlll(b) >c=1

Portanto, 1(1) = 1.

S A JFentao | . [/Cy [JC, o queimplica que:

10w =1(1)-1(1,,)>1-1=0

Temos que a integral:
KW:IHWLHUX
define uma correspondéncia um a um entre funcionais lineares continuos | em y e
conjuntos de fungdes finitas aditivas « //ba.
Ent&o existe um conjunto de fungdes finitas aditivas Qx em M1+, F) tais que:
I(Y) = Eq,[Y]
para qualquer Y [Jy.

Falta mostrar que E, [Y] = J(Y) paratodo Y L7y, comigualdade para Y=X.

Pela invariancia de trandacdes de J, sO precisamos considerar o caso em que J(Y) > 0.
Entdo
Y 1

n: +_|:|B
JEY) n

e Y, — Y/J(Y) uniformemente. Portanto:
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Eo, [Y]
JEY)

Por outro lado, X/J(X) //C, [7C gera a desigualdade:

Eq, [X] _
J(X)

=limEq [Y,]21
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