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Resumo da Dissertacao apresentada a UFJF como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SOLUCAO DAS EQUACOES DO BIDOMINIO EM PROCESSADORES
GRAFICOS

Ronan Mendonga Amorim

Fevereiro/2009

Orientador : Rodrigo Weber Dos Santos

A modelagem computacional do coracao tem se mostrado uma ferramenta de
destaque da bioinformatica funcional. Os modelos, cada vez mais realistas, oferecem
uma melhor compreensao dos complexos fendémenos biofisicos associados a atividade
elétrica do coracao, como por exemplo, das arritmias cardiacas. Ao mesmo tempo, a
complexidade crescente dos modelos tem gerado grandes desafios para a computagao
de alto desempenho. Este trabalho apresenta de forma inédita um simulador do
coracao baseado nas Equagoes do Bidominio que explora a arquitetura vetorial das
unidades de processamento grafico (GPU) de uso geral. Os resultados iniciais sao
bastante promissores. O uso da GPU acelerou a execucao do simulador cardiaco
em aproximadamente 6 vezes se comparado ao melhor desempenho obtido em um

processador de uso geral (CPU).
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Abstract of Dissertation presented to UFJF as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

SOLUCAO DAS EQUACOES DO BIDOMINIO EM PROCESSADORES
GRAFICOS

Ronan Mendonga Amorim

Fevereiro/2009

Supervisor: Rodrigo Weber Dos Santos

The computational modelling of the heart has shown to be a very useful tool
in the functional bioinformatics field. The models, becoming more realistic each
day, provide a better understanding of the complex biophysical processes related to
the electrical activity in the heart as in the case of cardiac arrhythmias. However,
the increasing complexity of the models challenges high performance computing
in many aspects. This work presents a cardiac simulator based on the bidomain
equations that exploits the vectorial architecture of the graphics processor units
(GPU). The initial results are promising. The use of the GPU has accelerated the
cardiac simulator in about 6 times compared to the best performance obtained in a

general purpose processor (CPU).
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Capitulo 1

Introducao

De acordo com a Organizacao Mundial de Satde, as doencas cardiacas sao res-
ponséveis por um ter¢o do total de mortes no mundo. Pesquisas indicam que mais de
300 mil pessoas morrem no Brasil vitimas de anomalias relacionadas principalmente
a atividade elétrica do coracao. A falha abrupta da funcao do coracao, que é a causa
da morte subita, pode ser causada por arritimias, que sao disfun¢oes que afetam o
sistema elétrico do musculo cardiaco produzindo ritmos anormais para o batimento
deste. Este funcionamento irregular do ritmo cardiaco pode fazer com que os im-
pulsos elétricos que provocam a contracao dos miusculos das paredes cardiacas se
tornem mais rapidos, a chamada taquicardia, ou se comportem de forma caobtica,
a chamada fibrilacao. Muitos esforcos tém sido feitos para entender as causas das

doencas cardiacas na esperanca de se desenvolver curas.

A modelagem computacional tem se tornado uma importante ferramenta para
o estudo da propagacao elétrica no coragao possibilitando testar o efeito de dro-
gas e estudar doencas de maneira nao-invasiva. A propagacao elétrica no coracao
compreende um conjunto de processos biofisicos nao-lineares complexos. Sua natu-
reza multi-escalar abrange desde processos nanométricos como movimentos idnicos
e dinAmica de estruturas proteicas, até fenémenos na escala dos centimetros como
a estrutura do coragdo e sua contracao. Modelos computacionais (HODGKIN e
HUXLEY, 1952) se tornaram ferramentas importantes no estudo e compreensao
dos complexos fend6menos envolvidos, por permitirem que diferentes informacoes

obtidas de diferentes escalas fisicas e experimentos sejam combinadas para se ob-



ter uma melhor compreensao da funcionalidade do sistema como um todo. Nao
é de se surpreender que a alta complexidade dos processos biofisicos seja refletida
nos modelos mateméticos e computacionais. Infelizmente, simulacoes em larga es-
cala, como as resultantes da discretizacao de um coracao inteiro, continuam sendo
um desafio computacional. Apesar das dificuldades e da complexidade associadas
a implementacao e ao uso destes modelos, os beneficios e aplicagoes justificam sua
utilizacao. Modelos computacionais tém sido utilizados para testes de novas drogas,
desenvolvimento de novos dispositivos médicos e novas técnicas de diagnosticos nao

invasivos para diversas doencas cardiacas.

As células cardiacas sao conectadas entre si por juncoes chamadas gap que per-
mitem o fluxo elétrico através de ions entre as células. Isso permite que um estimulo
elétrico se propague por todas as células do coragao causando a contragao do 6rgao.
A modelagem da propagacao elétrica no coracao envolve dois componentes, um que
descreve o fluxo i6nico através da membrana celular e o outro que é um modelo
elétrico para o tecido que descreve como as correntes de uma regiao da membrana
interagem com as outras. O modelo do bidominio descreve essa atividade elétrica
no coracao e ¢ considerado atualmente como o mais completo modelo matematico
para descrever a propagacao elétrica cardiaca. Ele ¢ dado por um sistema nao-linear
de equagoes diferenciais parciais (EDPs). Infelizmente, a resolugao deste sistema
nao-linear de equagoes requer um grande esforco computacional. Por isso, podemos
encontrar na literatura diversos trabalhos que apresentam o desenvolvimento e a ava-

liacao de sofisticados métodos numéricos para a resolucao deste sistema nao-linear
de EDPs (VIGMOND et al. (2002),SANTOS et al. (2004)).

Na ultima década, visando acelerar ainda mais a resolucao dessas equacoes, mui-
tos trabalhos avaliaram algoritmos paralelos e plataformas de alto desempenho base-
adas em cluster de computadores (Yeo et al., 2006). Atualmente, novas tecnologias e
arquiteturas estao surgindo no cenario de computacao de alto-desempenho, como as
FPGAs (BROWN, 1996), grids computacionais (FOX e GANNON, 2001), proces-
sadores multicores homogénos e heterogéneos (como o Cell processor) e GPUs. Para
cada uma dessas tecnologias podemos encontrar na literatura exemplos de sucesso,
isto ¢, de aplicagoes que se beneficiaram muito com a implementagao em algumas
dessas arquiteturas. Nem toda aplicacao tem sua execucao acelerada quando im-

plementada em uma dessas novas tecnologias. Cada uma dessas novas arquiteturas



atende melhor um conjunto de especifico de aplicacoes que compartilham certas ca-
racteristicas. Quando uma aplicacdo nao possui certos pré-requisitos sua execucao

pode ser até prejudicada.

Devido a complexidade das aplicacoes computacionais de hoje e & complexidade
das novas arquiteturas de alto-desempenho em estagio ainda recente de desenvol-
vimento, o mapeamento 6timo entre as classes de aplicacao e as novas tecnologias

ainda nao é claro.

Neste trabalho, avaliamos como as aplicagoes de modelagem computacional do
coracao, em particular, aquelas que se baseiam nas equacgoes do bidominio podem

se beneficiar das novas arquiteturas de processamento grafico (GPUs).

Os avancos tecnologicos recentes e a natureza paralela das operagoes envolvidas
na renderizagao 3D em tempo real transformaram as placas gréaficas atuais em méa-
quinas com grande poder computacional paralelo. Os hardwares de processamento
grafico, conhecidos como Graphics Processor Units ou GPUs sao, provavelmente,
os hardwares com a melhor relagao entre custo e desempenho da atualidade. Neste
trabalho sao propostas implementacoes em GPU para a solucao das equacoes do
bidominio. Em particular, foram implementados em GPU o método dos gradientes
conjugados precondicionado, um precondicionador multigrid para a equagao elip-
tica, um precondicionador Jacobi para a equacao parabolica, e o método de Euler
explicito para as equacoes diferenciais nao-lineares. A implementacao em GPU foi
comparada a implementagao sequencial classica em CPU e a uma implementacao
paralela baseada em passagem de mensagem que é executada em um cluster de

computadores.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: uma apresentacao dos aspectos
gerais sobre a propagacao elétrica no coracao é feita no Capitulo 2; os métodos nu-
méricos utilizados para a resolucao das equacoes do bidominio sao apresentados no
Capitulo 3; o Capitulo 4 apresenta uma introducao da programacao em GPU para
problemas de proposito geral; no Capitulo 5 serao apresentadas as implementacoes
em CPU e GPU para solucao das equacoes do bidominio; no Capitulo 6 serd apre-
sentada a metodologia dos testes; no Capitulo 7 serao apresentados os resultados
dos testes realizados com implementacoes em CPU e GPU; no Capitulo 8 discuti-

remos o desempenho de ambas as implementacoes; finalmente, no Capitulo 9 serao



apresentadas as conclusoes sobre o trabalho e idéias de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelagem Cardiaca

O coracao é uma bomba que fornece sangue e nutrientes para os orgaos do corpo.
A contragao do coragao é disparada por mudancas nas propriedades elétricas das
células cardiacas. Sob circunstancias normais, os impulsos elétricos sao gerados
espontaneamente no noédulo sinoatrial que é localizado logo abaixo da veia cava
superior no atrio direito. Estes impulsos sao transmitidos através do atrio pelas
células atriais (KEENER e SNEYD, 2001). Durante este processo, as células sao
estimuladas pelos impulsos, o potencial elétrico da membrana celular é modificado
drasticamente de forma que as células vizinhas sao excitadas e os impulsos elétricos

sao propagados.

A membrana celular geralmente mantém um potencial negativo no estado de
repouso. Quando o potencial é elevado acima de um limiar, um aumento stubito no
potencial da membrana ird acontecer (despolarizacao) e serd seguido de um plato
de potencial positivo antes de retornar gradualmente ao potencial de repouso (re-
polarizacao). Esta mudanga no potencial da membrana é chamada de potencial de
acao. As células musculares que compoem o tecido cardiaco, chamadas de miocitos,
pertencem a uma classe de células conhecidas como células excitaveis, as quais tem a
capacidade de responder a um estimulo elétrico com um potencial de acao. O poten-
cial de acao segue uma relacao fixa entre tempo e voltagem de acordo com o tipo de
célula. O potencial de agao é de interesse dos eletrofisiologistas nao apenas porque
induz a contragao muscular mas também porque as mudancas no potencial de acao

podem provocar arritmias (SACHSE, 2004). A Figura 2.1 mostra o potencial de



acao para uma célula do ventriculo humano (TEN TUSSCHER et al., 2004).
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Figura 2.1: Potencial de acao para um célula do ventriculo humano.

As células cardiacas sdo excitaveis e contrateis. Elas sao excitaveis, permitindo
que os potenciais de acao propaguem, e o potencial de acao faz com que as células

se contraiam, tornando possivel o bombeamento de sangue.

As células cardiacas sao conectadas entre si por juncoes gap formando um canal
entre células adjacentes, o que permite o fluxo de corrente elétrica na forma de ions
e portanto funciona como uma conexao elétrica entre células vizinhas. Desta forma,
uma célula estimulada transmite o sinal elétrico para as células vizinhas, permitindo
que o estimulo elétrico de uma parte do coracao se propague e ative a contracao do
coracdo inteiro (ROCHA, 2008).

Existem dois componentes na modelagem da propagacao elétrica do coracao. O
primeiro ¢ um modelo que descreve o fenémeno de potencial de acao proposto por
HODGKIN e HUXLEY (1952) em seu trabalho com células nervosas. O segundo é
um modelo elétrico para o tecido que descreve como as correntes de uma regiao da

membrana interagem com as outras.

O conjunto de equacgoes do bidominio é, atualmente, um dos modelos mate-
maticos mais completos para descrever a atividade elétrica no coracao. O sistema
nao-linear de equagdes diferenciais parciais (EDPs) modela os dominios intracelular

e extracelular do tecido cardiaco de um ponto de vista eletroestético. O acoplamento
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dos dois dominios é realizado através dos modelos nao-lineares que descrevem o po-

tencial de acao na célula.

O conjunto de equacoes do monodominio é um modelo simplificado da propa-
gacao elétrica no coracao onde, diferentemente do modelo do bidominio, apenas o

dominio intracelular é considerado.

Na Secao 2.1 sera discutida a modelagem celular e nas Secoes 2.7 e 2.8 serao

apresentados os modelos elétricos para o tecido cardiaco.

2.1 Modelo Celular

A célula possui uma membrana que separa o meio intracelular do meio extracelu-
lar. Esta membrana controla o fluxo de substancias que entram e saem do citoplasma
e é constituida por uma bi-camada fosfolipidica, na qual cada lipidio contém duas
caudas hidrofébicas ligadas a uma cabeca hidrofilica. Em um meio aquoso as caudas
estao alinhadas para dentro, repelidas pela dgua, enquanto a cabeca se encontra na

superficie da bi-camada, formando uma barreira para as moléculas carregadas.

Na membrana celular existem arranjos especiais de proteinas que formam os
canais i6nicos. Os canais ionicos sao responsaveis pelo mecanismo de transferéncia
de determinados fons para dentro e para fora da célula. Os canais sao especializados
e apenas um determinado tipo de substancia ou grupo de fons pode passar através

de um canal em particular (OLIVEIRA, 2008).

A membrana celular impede o fluxo destes ions para dentro e para fora da célula,
mantendo assim uma diferenca de concentracao de fons. Esta diferenca de concen-
tracao de fons gera uma diferenca de potencial através da membrana celular. A

Figura 2.2 ilustra a membrana celular.

2.2 Difusao

Seja u a quantidade de ions em um dominio 2. A lei de conservacao nos diz que
a taxa de variagao de u ¢ igual a producao local de v mais o acimulo de u devido

ao seu transporte. A lei de conservacao pode ser escrita matematicamente como
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Figura 2.2: Membrana celular com a bi-camada fosfolipidica e um canal i6nico

permitindo a passagem de alguns ions.

d
- udV:/de—/ J - ndA, (2.1)
dt Q Q o0

onde 0f2 é a borda da regiao €2, n é o vetor unitario normal & borda de €, f
representa a producao local de u por unidade de volume, e J é o fluxo de através

da borda. De acordo com o teorema da divergéncia, se J é suave, entao

/ J - ndA = / V. Jav, (2.2)
a0 Q
Substituindo 2.2 em 2.1 obtemos

d
D v = / Fdv - / V. Jdv (2.3)
dt Jq Q Q

tal que se o volume no qual u esta sendo medido é fixo mas arbitrario, as integrais

podem ser canceladas resultando em

G =l-vd (2.4)
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Esta é a equacao de conveccao que relaciona a taxa de variacao da concentracao

de u com sua producao local e seu acimulo devido ao transporte.

2.3 Lei de Fick

A lei de Fick diz que existe um fluxo de uma dada espécie ou particula entre
uma regiao com uma alta concentracao e uma regiao de baixa concentracao. Este
fluxo tem magnitude proporcional ao gradiente de concentragao. A lei de Fick nao é
realmente uma lei, mas um aproximacao razoavel da realidade se a concentracao de
certa espécie quimica ,como a concentracao i6nica, ndao é muito alta. A lei de Fick

¢ mostrada na Equagao 2.5.

J = —DVu (2.5)

O escalar D é o coeficiente de difusao e é uma caracteristica do soluto e fluido
no quais os ions estao dissolvidos. Aplicando a lei de Fick a equacao de conservacao

se torna a equacao de reacao e difusao

NG (DY) + T, (2.6)
ot
ou, se D é uma constante, temos
ou 9

2.4 O Potencial da Membrana

Os fons sao transportados através da membrana celular com o objetivo de regular
a composicao idnica intracelular. Existem alguns mecanismos para o transporte
de moléculas através da membrana. O transporte pode ser passivo ou ativo. O

transporte passivo é dado pelo movimento aleatério das moléculas, e o transporte
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ativo tem um gasto de energia envolvido para transportar as moléculas através da

membrana celular.

As diferencas de concentracao sao mantidas por um mecanismo ativo que utiliza
energia para bombear ions contra o seu gradiente de concentracao. As diferencas
nas concentracoes ionicas criam uma diferenca de potencial através da membrana
celular. A manutencao da diferenca de concentracao é essencial para a sobrevivéncia

da célula.

2.4.1 O potencial de equilibrio de Nernst

Uma das mais importantes equacoes em eletrofisiologia é a equagao de Nernst,
que descreve como a diferenga na concentragao idnica entre duas fases pode resultar

em uma diferenca de potencial entre as mesmas.

Suponha que existem dois reservatorios contendo um mesmo fon S, mas com
diferentes concentragoes. Os reservatorios sao separados por uma membrana semi-
permeavel. As solugoes em cada lado da membrana sao consideradas eletricamente
neutras e desta forma um ion S é balanceado com um outro ion S’ com sinal oposto

em cada fase.

Se a membrana é permedvel & S mas nao a S’, a diferencga de concentragao através
da membrana resultard em um fluxo de S de um lado para o outro. No entanto,
S’ nao pode atravessar a membrana causando um actmulo de carga em uma fase.
Este desbalanceamento de carga gera um campo elétrico que se opoe a uma difusao
maior de S através da membrana. O equilibrio é atingido quando a difusao de S
¢ exatamente balanceada pelo campo elétrico. Em geral, o fluxo de fons através
da membrana é dado pelo gradiente de concentracao e pelo campo elétrico. A

contribuicao do campo elétrico para o fluxo idnico é dado pela equagao de Planck

J = —uécV@ (2.8)

onde u é a mobilidade do ion, definido como a velocidade do ion em um campo
elétrico constante; z é a valéncia do fon, tal que z/|z| é o sinal da forca no ion; c é

a concentracao de S; ¢ é o potencial elétrico, tal que —V¢ é o campo elétrico.



2.4 O Potencial da Membrana 11

Existe uma relacao, determinada por Einstein, entre a mobilidade ionica u e a

constante de difusdo de Fick:

uRT

Quando os efeitos dos gradientes de concentracao e dos gradientes elétricos sao

combinados, obtemos a equacao de Nernst-Planck

J=-D (vc + ;—{;ch§> . (2.10)

Se o fluxo ions e campo elétrico forem transversais & membrana, podemos ver a

Equagao 2.10 como a relacao em uma dimensao

dc zF do¢
=-D|—+4+ —c— ). 2.11

/ (da: * RTCdx> (2:11)
Equacao de Nernst

A equacao de Nernst pode ser derivada da equacao da eletrodifusao Nernst-

Planck 2.11. Quando o fluxo J é zero, encontramos

de zF do
D=4+ 222 = 2.12
(d:c * RTCd:I;> 0 (212)
tal que
lde 2zF do
22 P . 2.1
cdxr RT dx 0 (2.13)

Agora suponha que a membrana celular se estende de x = 0 (parte interior) até
x = L (parte exterior), e os subscritos i e e denotam as quantidades no interior e

exterior respectivamente. Entao, integrando de x =0 até z = L

= V-V, (2.14)

ln(c) c; RT
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A diferenca de potencial através da membrana, Vyemne = Vi — V. € dado por

RT c
= —1 = 2.1
VNernst - F n (Cz) ) ( 5)

que é a equacao de Nernst e Vyenst € 0 potencial de equilibrio quando o fluxo é

nulo.

2.5 Modelo Elétrico da Membrana Celular

Uma vez que a membrana celular separa cargas, ela pode ser vista como um
capacitor. A capacitancia pode ser definida como a razao da carga armazenada e a

voltagem necessaria para manter esta carga, e é denotado por

Cpp = 2. (2.16)

Os diversos modelos existentes do comportamento elétrico das células cardia-
cas sao baseados no trabalho de HODGKIN e HUXLEY (1952), portanto, tém em
comum dois elementos bésicos, a membrana celular e os canais i6nicos que a per-
meiam. A membrana plasmatica é modelada eletricamente como um dielétrico de
capacitancia C,,. Ja os canais i6nicos sao modelados como resisténcias nao-lineares,
que dependem da diferenca de potencial sobre a membrana, e da concentracao de
diversos fons. A Figura 2.3 mostra o esquema elétrico do modelo celular.

Exterior

L

Cm dV/dtT — Cm Rm T lion

Interior

Figura 2.3: Circuito elétrico para o modelo celular.

Considerando a variacao de carga no tempo, tem-se
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dQ d(Cn,V) _, adVv
T @ Cm i (2.17)

onde % é a variacao da carga no tempo correspondendo a uma corrente chamada
corrente capacitiva. A corrente total através da membrana celular é definida como

a soma da corrente capacitiva com a corrente idnica que atravessa os canais idnicos,

Ly = Lion + 1. (218)
Substituindo 2.17
dVv
[m = [ion C’m_ 2.19
+COm—y (2.19)

Se o circuito da Figura 2.3 for fechado, pela conservacao da corrente temos que

dV
[ion Cm_ =0 2.20

Quando o potencial através da membrana é diferente do potencial de equilibrio
de Nernst, uma corrente de ions passa pelos canais ibnicos e é representada na
equacao como I;,,. A corrente ionica em cada canal id6nico pode ser modelada por

uma relagao linear entre a corrente e a voltagem como,

I =G(V = Viernst) (2.21)

onde G é a condutancia, definida como o inverso da resisténcia % do canal. A
condutancia dependendo do tipo de canal i6nico pode ser constante ou dependente

do tempo, do potencial elétrico e até mesmo da concentragao ionica.

Um outro modelo para a corrente i6nica parte da hipétese de que o campo elétrico
é constante na membrana. Maiores detalhes podem ser encontrados em KEENER
e SNEYD (2001). Conhecido como equagdo de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), o
modelo considera uma relacao nao-linear entro o potencial transmembranico e a

corrente, definida por



2.5 Modelo Elétrico da Membrana Celular 14

22 ¢ — ¢, exp(=2LEY
[=P< v ol BT ) (2.22)
RT 1 —exp(—%7)
onde Pg = % é a permeabilidade da membrana ao fon considerado e ¢; e ¢, sao as

concentragoes interna e externa deste fon.

Ambos os modelos satisfazem o potencial de equilibrio de Nernst, ou seja, quando
o potencial transmembranico é igual ao potencial de Nernst, nao h& fluxo, pois a

forca difusiva e elétrica estao em equilibrio ROCHA (2008).

A conduténcia dos canais i6nicos pode variar no tempo em resposta a mudancas
no potencial transmembranico. Do ponto de vista da modelagem os canais idnicos
sao representados como um conjunto de sub-unidades que podem estar abertas,

permitindo a passagem de ions, ou fechadas. A taxa com que os canais se abrem é
—— =a(V)[F] = B(V)[A] (2.23)

onde [A] e [F] sao a concentracao de canais abertos e fechados, respectivamente; «
B

a taxa que os canais se abrem e [ a taxa que os canais se fecham (A = F). Se
(0%

dividirmos a Equagao 2.23 pela concentracao total [A] 4 [F] obtemos

dg
- =alV)1-g)=5(V)g, (2.24)
onde g = %. A Equacao 2.24 pode ser vista como a probabilidade de cada uma

das sub-unidades que compoem o canal estar aberta. Portanto, para um canal com
n sub-unidades iguais, as quais abrem e fecham independentes umas das outras, a

probabilidade A do canal estar aberto é

A=g" (2.25)

Entretanto os canais ionicos podem ser formados por diferentes sub-unidades.
Um canal formado por dois tipos de sub-unidades g e h, e com m e n sub-unidades

de cada respectivamente, tem a probabilidade de estar aberto dada por
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A=gmh" (2.26)

Finalmente a condutividade pode ser calculada pelo produto da condutividade
maxima G, quando todos os canais estao abertos, pela proporcao de canais aber-

tos. Desta maneira a corrente idnica para um canal p é descrito da forma:

[P - GmaxA(V_VNernst(p)) (227)
A = gmnt (2.28)
W o)1) - B,V (2.29)
T = V)1 k)= (V) (2.30)

onde o, (V), an(V), B,(V) e Br(V) sao fungdes nao-lineares que dependem de V' e

sao obtidas experimentalmente.

2.6 Modelo Celular do Ventriculo Humano

O modelo celular para o ventriculo humano é baseado em dados experimentais
recentes da maior parte das correntes idnicas mais importantes. O modelo inclui
também uma dinamica de célcio simples e permite a reproducao de potenciais de
acao de células do epicardio, endocardio e célula M do ventriculo humano. O modelo
é capaz de reproduzir dados experimentais importantes para o estudo de arritmias

reentrantes no tecido cardiaco ventricular humano (TEN TUSSCHER et al., 2004).

A membrana celular é modelada como um capacitor conectado em paralelo com
resisténcias varidveis e baterias representando diferentes correntes ionicas e bombas.
As equacoes diferenciais que descrevem esse comportamento sao apresentadas a no

modelo a seguir
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dVv
Cm% - _<]K1 + Ita + IK'r + IKs + ICaL+

Inak + Ing + Iy, + INacat (2.31)

IbCa + IpK + IpCa + IStzm)

onde cada um dos termos do lado direito da Equagao 2.31 representam um tipo de
corrente ionica diferente como Ik, L, Ik, Ixs € Iy, que sao diferentes tipos de
correntes de potéassio; e Icar, Iy, € I,., correntes de calcio; In, e Ip,, correntes
de s6dio; Inax € Ineca Sa0 bombas; e [y, uma corrente de estimulo que pode ser

aplicada a célula. Cada corrente é descrita por equacoes do tipo da Equacgao 2.27.

A modelagem das concentragoes intracelular de calcio (Ca;), célcio no reticulo

sarcoplasmatico (Caggr), soédio (Na;) e potassio (K;) sao dadas por

d Cai
(dt ) = Calbufc(((]leak - ]up) + Irel)_
(2.32)
((ICaL + [bCa + Ipca) — 2INaCa) Cm)
21V . F
dCasp  Caspy,,,, Ve
dt = ‘I/s: (IUp - (L‘el + Ileak)) (233)
dNai . —(INa+]bNa+3]NQK+3INCLC@)CM (2 34)
dt 1V.F ‘
dK; -1

= —— (1 + Lo+ Iier + Ics + Lyt
a  1VeF } (2.35)

IStim) - 2INaK)C(W,L

onde V,,., V. sao os volumes do reticulo sarcoplasmaéatico e citoplasma, respectiva-
mente, F' a constante de Faraday e C,, a capacitancia da célula por unidade de
area. O modelo completo possui um total 17 equagoes diferenciais. A maior parte
dessas equacoes diferenciais ordinarias modelam as sub-unidades dos canais. Uma
descricao detalhada deste modelo das células do ventriculo humano pode ser encon-

trado em TEN TUSSCHER et al. (2004).
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Desta forma, um modelo celular que inclui as correntes idnicas de varios canais é
modelado por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias e pode ser generalizado

da seguinte forma

dV
0= Cnr + (Vi) (2.36)

P gvim) (2.37)

onde o vetor m representa os efeitos dos diversos ions envolvidos na geracao do
potencial de agao (Na™, K*, Ca*", C17). Utilizaremos as Equagoes 2.36 e 2.37,

para representar os modelos celulares no restante desse trabalho.

2.7 O Modelo Monodominio

As células cardiacas encontram-se conectadas por juncoes gap, que permitem a
passagem livre de fons entre os meios intracelulares das células. Este meio intrace-
lular interconectado pode ser modelado por uma distribuicao de resisténcia R que
varia espacialmente, pois a resisténcia do citoplasma é tipicamente bem menor que
a da juncao gap. Supondo que o meio extracelular nao afeta a atividade elétrica,
obtemos o esquema de conexao intercelular ilustrado na Figura 2.4, onde o potencial
extracelular V, = 0, V igual ao potencial intracelular V;, J,,dz é a corrente trans-
membranica, J é a corrente intracelular e Rdx é a resisténcia intracelular. Aplicando

a Lei dos Nos e a Lei de Ohm, obtemos:

J(z+dz) — J(z) + Jp(z)der =0 (2.38)

Tn(z) = — =— (2.39)

V(z —dz) = V(z) = R(z)dzJ(x) (2.40)
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J(x) J(x + dx)
_—— —_—
R(x) dx R(x) dx
V(x - dx V(x) V(x + dx)

AM——AW- AW

R(x) dx R(x) dx

Jm dX

Figura 2.4: Modelo Monodominio.

J(z) = R(lm) iz = d;c; —Viw) _ —R(lx) % (2.41)
() = —%f) _ % (ﬁ%) (2.42)

Substituindo .J,, pelo sistema 2.36-2.37, obtemos o modelo do monodominio em

uma dimensao:

d 1 dV dV
dn
a g(V,n) (2.44)

onde x é a razao superficie-volume, que converte unidades de distribuicao de corrente

por unidade de area para corrente por unidade de volume.

O modelo descrito na Figura 2.4 depende de uma escala espacial microscopica,
pois a extensao das jungoes gap estd em torno de 2nm. Uma simplificacao nor-
malmente adotada é a substituicao de ﬁ por um condutividade média efetiva o,
constante. Fsta condutividade média pode ser obtida através de técnicas homegeini-
zagao (KEENER e SNEYD, 2001). Essa simplificagdo modela as regioes isotropicas,
que sao aquelas em que a condutividade é igual em todas as dire¢oes. Porém o te-
cido cardiaco nao é isotropico. O tecido cardiaco é basicamente composto por células
cardiacas (mi6citos cardiacos) e colageno (tecido conjuntivo). As células cardiacas

estao normalmente conectadas longitudinalmente e organizadas em uma estrutura
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tubular, denominada de fibra cardiaca. As fibras cardiacas, por sua vez, estao co-
nectadas pelo tecido conjuntivo. Porém, esta conexao ¢ estruturada. Um tipo de
tecido conjuntivo conecta diferentes fibras cardiacas para a formacao das laminas
do coracao. Um segundo tipo de tecido conjuntivo conecta as diferentes laminas
cardiacas. Esta estrutura lamina-fibra tem implicagoes importantes na conducgao do

impulso elétrico no coracao.

(a)

Figura 2.5: Esquema da micro-estrutura cardiaca. (a) Corte da parede ventricular
mostra a orientagao das fibras dentro de uma lamina do miocardio. (b) Os

midcitos sao mostrados com trés a quatro células de espessura em uma lamina.

Adaptado de SCHULTE et al. (2000).

Para este tipo de tecido o modelo adequado é o ortotropico, onde a condutividade
elétrica do tecido depende tanto da orientacao das fibras como da orientacao das
folhas, que sao um conjunto de fibras fortemente conectadas por tecido conjuntivo
(Figura 2.7). Nesse caso o tensor o para folhas e fibras orientadas na dire¢ao do

eixo x ficaria da forma mostrada na Equacao 2.45:

o 0 0
o= 0 o 0O (2.45)
0 0 o,
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com g; > 0; > 0.

Para o calculo do tensor de condutividade em regioes ortotropicas utiliza-se a

Equacao 2.46.

o=TacT" (2.46)

Onde T é uma matriz de mudanca de base que leva a base candnica para a base
formada pelos vetores ortogonais fibra, folha e o vetor fibra ® folha, o é o tensor

de condutividade canéonico e T7 é a transformacao inversa.

A generalizacao do modelo do monodominio para trés dimensoes é da forma:

V- (eVV)=x (Cmaa—‘t/ + f(V, n)) (2.47)
o om) (2.48)

2.8 O Modelo Bidominio

Alguns fenomenos elétricos observados experimentalmente ou clinicamente nao
sao explicados ou simulados pelas equacoes do modelo monodominio. Recentemente,
o modelo bidominio, que inclui os efeitos do meio extracelular, possibilitou a simu-
lacao de alguns destes fendmenos, como por exemplo, os relacionados aos padroes

complexos de arritmias e ao processo de desfibrilacao cardiaca (SANTOS, 2002).

O esquema elétrico do modelo do bidominio estd apresentado na Figura 2.6.
Através de uma andlise andloga a descrita para o monodominio, obtemos o modelo

bidominio unidimensional.

X (Rix) ZZ) _ (om% % n)) (2.49)
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Figura 2.6: Esquema elétrico do modelo do bidominio em 1D.

—%(Eiaggzz(a£g+ﬂuno (2.50)
T ovm) (2.51)
V=V,-V, (2.52)

onde V; e V, sao os potenciais intracelular e extracelular, respectivamente. No mo-
delo bidominio tridimensional, os potenciais V; e V, estao definidos em todo o es-
paco. Ou seja, os meios intracelular e extracelular estao espacialmente entrelacados.

O modelo bidominio tridimensional é da forma:

V- v =x (Cuy + 1) (253

-V - (6.VV,) = x (Cmaa—‘; + f(V, n)) (2.54)
dn

W o) (255)

V=V,-V, (2.56)
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onde o; e o, a0 0s tensores de condutividade dos meios intracelular e extrace-

lular, respectivamente.



Capitulo 3

Métodos Numéricos

O sistema de equacoes do bidominio como apresentado anteriormente ¢ de difi-
cil resolucao. Neste capitulo serda apresentada uma abordagem para desacoplar as

equacoes permitindo que diferentes métodos sejam aplicados para cada equacao.

3.1 Discretizacao

O operador splitting (STRIKWERDA, 1989) é utilizado a fim de desacoplar o
sistema nao-linear de equacoes cuja resolucao é, em geral, custosa computacional-
mente. Ao aplicar este operador, a solu¢ao numérica se reduz a um esquema de trés
passos que envolve a solucao de uma EDP parabdlica, uma EDP eliptica e um sis-
tema nao-linear de equagcoes diferenciais ordinarias (EDOs) a cada passo de tempo.
A seguir o modelo do bidominio é novamente apresentado seguido dos passos para

se obter o esquema de trés passos para a solucao das equacoes do bidominio.

V(0 VV) = x (%%—i ; Rimf<v<n>>> (3.1)
V099 = x (GG + g1 V) 52
m (V) (3.3)

dt
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V=V,-Vs 2e€Q te|0,tyf] (3.4)

Rescrevendo a Equacao 3.1 usando V; =V + V, obtemos:

(XCm)aa—‘t/ =V (o;VV)+ V. (o;VV) — Rif(V, n) (3.5)

Somando a Equacao 3.5 com a Equacao 3.2 obtemos:

-V - ((0; +0.)VV,) =V - (;VV) (3.6)

O sistema de equacoes do bidominio é entao reescrito da seguinte forma

oV X

() =V (@:9V) + V- (@VV) = - f(Vim) (3.7
V(0,4 0)VV,) =V - (a:VV) (3.8)
™ v m) (3.9)

Aplicando o operador splitting ao sistema de equacoes anterior, a solucao nu-
mérica se reduz a um esquema de trés passos que envolve a solucao de uma EDP
parabolica, uma EDP eliptica e um sistema nao-linear de EDOs a cada passo de
tempo. A EDP parabolica é discretizada no tempo através do método de Crank-
Nicholson. A discretizacao temporal da Equacao 3.7 é mostrada na Equacgao 3.10.
J& para o sistema de EDOs o método de Euler-Explicito ¢ utilizado, como mostrado

nas Equacoes 3.11 e 3.12.

AtV - (V) AtV - (o;V) At
1 +1/2 _ (¢ A v P v k 1
( 2 XCnm ) 7 ( 2 XCn )7 TXCa (7:V{ee)?) (310)

At
k1l k+1/2 _ k+1/2 k 3.11
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()™ = (m)F + Atg(* 2, (n)*) (3.12)

V- ((0; +0.)V(p)*) = =V - (0, V) (3.13)

onde ¢*, ©F e n* sao as discretizagoes de V, V, e m no passo de tempo k. Podemos

reescrever as equagoes anteriores da seguinte forma

(1—A) "2 = (14 4) " + AtA; (g )" (3.14)
M = P12 %f@’““”, (m") (3.15)
()™ = ()" + Atg(* 172, (m)F) (3.16)

V- ((o; + ae)V(cpe)kH) =-V- (aiV<pk+1) (3.17)

onde A; e A, sdo as discretizagdes dos operadores V- (o;,V/xCp) e V- (0V/xCh),
respectivamente. A discretizacao no espaco é realizada através do método dos ele-
mentos finitos em um grid 2D estruturado composto de elementos quadrados com

interpolacao bilinear. Para mais detalhes sobre o método dos elementos finitos veja
GOCKENBACH (2007).

O primeiro passo do esquema (Equagao 3.14) esta relacionado com a resolugao
da Equacgao 3.7 que é uma EDP parabolica linear. O segundo passo do esquema
(Equagao 3.15 e 3.16) resolve a parte nao-linear, Equacao 3.9, que é um sistema
nao-linear de EDOs. O terceiro passo do esquema (Equacao 3.17) esta relacionado

com a resolucao da parte linear da Equacao 3.8 que é uma EDP eliptica linear.

A utilizacao do operador splitting permite que diferentes métodos numéricos se-
jam utilizados em cada passo, tornando possivel maximizar o desempenho computa-
cional, bem como eliminar dependéncias complexas entre varidveis. A discretizacao

das EDPs fornece dois sistemas lineares a serem resolvidos. Um sistema linear para
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a EDP parabodlica e um para a EDP eliptica. Na Secao 3.3 serao apresentados os mé-
todos para a resolucao de sistemas lineares utilizados neste trabalho. Também seré
apresentado na Secao 3.2 o método de Euler explicito para a resolucao do sistema

de EDOs.

3.2 Meétodo de Euler Explicito

Como visto anteriormente a solucao das equagoes do bidominio envolve a solucao
de um sistema de EDOs. O método de Euler explicito ¢ um método numérico para

resolver equagoes diferenciais ordinarias. Suponha que queremos resolver a seguinte
EDO:

y'(t) = f(ty), 0<t<b (3.18)

y(0) =c (3.19)

com sendo fornecido como valor inicial. E desejamos aproximar a solucdao em um

intervalo discreto com N + 1 pontos igualmente espagados

0:t0<t1<t2<"~<t]\[_1<tN:b. (320)

Seja h = t,, — t,_1 0 espacamento entre os pontos discretos. Para construirmos um

método discreto consideremos a série de Taylor

1 t " t
y(t) = y(t) ++hy'(t) + b? yT() + h? % e (3.21)
que também pode ser escrito como
y(tn) = y(ta—r) + by (taor) + O(R?) (3.22)

Se desconsiderarmos os termos com ordem maior ou igual a 2 e substituirmos a

Equacao 3.18 na Equagao 3.22 obtemos
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y(t,) = y(tn—l) + hf(tn—la Y(tn-1)) (3'23)

que ¢ o método de Euler explicito, comegando com y(0) = ¢. A cada passo do
método uma aproximagao de y(t,) é obtida, baseando-se apenas na aproximagao
para o passo anterior y(¢,_1). A precisdo do método é de primeira ordem pois o erro

cometido pela aproximagao da série de Taylor (Equagao 3.21) é de ordem O(h).

3.3 Resolucao de Sistemas Lineares

A discretizagao das equagoes do bidominio como descrita na Secao 3.1 produz

dois sistemas lineares a serem resolvidos derivados das EDPs parabdlica e eliptica.

Existem diferentes abordagens para a solugao de sistemas lineares. Uma primeira
idéia é a utilizacao de métodos diretos que consistem em construir a inversa da
matriz de coeficientes ou decompd-la de maneira que a obtencao da matriz inversa
seja facilitada, como matrizes triangulares. Exemplos de métodos diretos incluem
eliminagao de Gauss e decomposicao LU. No entanto, os métodos diretos geralmente
necessitam de uma grande quantidade de memoria disponivel para que seja possivel
armazenar as matrizes inversas, o que se torna inviavel na solucao das equacoes do

bidominio onde geralmente os sistemas lineares possuem milhoes de incognitas.

A utilizacao de métodos iterativos ¢ uma alternativa aos métodos diretos. A
idéia dos métodos iterativos é utilizar aproximacoes sucessivas para se obter solugoes
mais precisas do sistema linear a cada passo. A taxa de convergéncia dos métodos
iterativos depende muito das propriedades espectrais da matriz de coeficientes. Por
esta razao, geralmente sao utilizados precondicionadores, que transformam a matriz
de coeficientes em uma outra matriz com um espectro mais favoravel. A matriz de
transformacao, chamada de precondicionador, melhora a convergéncia do método
iterativo suficientemente para sobrepujar os custos computacionais de sua construcao

e aplicagdo (BARRETT et al., 1994).

Diversos métodos iterativos e precondicionadores tém sido utilizados para a so-
lugao das equagoes do bidominio. Uma vantagem dos métodos iterativos é que

necessitam de muito menos espaco de armazenamento que os métodos diretos tor-
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nando possivel que grandes sistemas lineares sejam resolvidos. A escolha de um
precondicionador apropriado ao tipo de problema pode tornar o desempenho dos
métodos iterativos compativel ao desempenho dos métodos diretos. De acordo com
SANTOS et al. (2004) dos varios métodos testados, o método dos Gradientes Con-
jugados Precondicionado tém se tornando uma escolha padrao. As proximas secoes
apresentarao o método dos gradientes conjugados, bem como os precondicionadores

utilizados neste trabalho.

3.3.1 Meétodo dos gradientes conjugados

O método dos Gradientes Conjugados ¢ um método iterativo que converge em
no maximo n passos, onde n é o numero de incognitas, se nenhum erro de arredon-
damento é encontrado. E um dos métodos iterativos mais conhecidos para resolver
sistemas lineares cujas matrizes de coeficientes sao esparsas, simétricas e positivo

definidas. Suponha que desejamos resolver o seguinte sistema:

Az =b (3.24)

onde A é a matriz de coeficientes ou matriz de rigidez, @ o vetor de incégnitas e b um
vetor conhecido ou vetor de carga. Define-se que um sistema é simétrico se AT = A
e positivo definido se T Az > 0 para todo & € R" tal que  # 0. Comecando com
uma estimativa inicial o da solucao x, o método determina aproximagoes sucessivas
Ty, &1, Lo, ... de x, sendo a estimativa &, ; mais proxima da solugao exata x do

que x;. A cada passo o residuo r; = b — Az; é calculado.

Dizemos que um vetor u é conjugado ao outro v, em relagdo a A, se

u’ Av =0 (3.25)

Uma vez que A é simétrico positivo definido, o lado esquerdo da Equacao 3.25

define um produto interno:

(u,v)4 = (u" A, v) = (Au,v) = (u, Av) = u’ Av (3.26)
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Entao dois vetores sao conjugados se sao ortogonais em relacao a este produto

interno. Se w é conjugado a v, entao v é conjugado a u.

Suponha que p; é uma sequéncia de n vetores mutuamente conjugados. Logo

formam uma base para R". Entao podemos representar o vetor solu¢ao & como:

i=1

Os coeficientes a; sao dados por:

Ax = Z a;Ap; = b (3.28)

=1

n

py Az = Z a;pj, Ap; = p b (3.29)

i=1

Como p} Ap; = 0 para k # i temos:

Tp b b
ap = pk; — <pk7 > — <pk7 > k = 1’27 ,_,,7’L (330)

Pprk <pk7 APk) <pk7 pk>A ’

Desta forma, se encontrarmos uma sequéncia de n direcoes conjugadas e calcu-

larmos os coeficientes «y, podemos encontrar a solucao para o sistema Ax = b.

No entanto, se escolhermos os vetores conjugados p, cuidadosamente, nao ne-
cessitaremos de todos os n vetores para obter uma boa aproximacao da solucao x.

Desta maneira o método dos gradientes conjugados se torna um método iterativo.

Consideremos a forma quadratica auxiliar:

flx) = %wTAac —b'x (3.31)

A Equagao 3.31 transforma vetores em numeros reais. Como f(x) é quadratica,
h& apenas um vetor que a minimiza. Este vetor é exatamente o ponto critico para

a solucao de:

Vi(z) =0 (3.32)
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onde

Vfilx)=Ax —b (3.33)

Desta forma, se encontrarmos o ponto de minimo da Equagao 3.31 e ele seréd a
solugao do sistema linear Az = b. Vale notar que o residuo é o negativo do gradiente

da funcao sendo minimizada.

Logo o residuo aponta para a regiao de descrescimento da fungao f(x), levando

para o ponto de minimo da mesma, fazendo f(@xri1) < f(xx).

Vamos considerar os métodos iterativos de otimizacao, com p;. sendo as direcoes
de descida de f(x):

Tyl = T + Pk (335)

A Equagao 3.35 nos diz que a nossa nova aproximacao ;.1 ¢ dado pela tltima
aproximacao &y somado da dire¢do de descida de f(&;) multiplicado pelo escalar

(672

O algoritmo dos gradientes conjugados define direcoes de busca sucessivas para
satisfazer a propriedade de que cada novo passo preserva a otimalidade dos passos
anteriores. E bastante complicado derivar o algoritmo dos gradientes conjugados,
por esta razao nos limitaremos a apresentar apenas o algoritmo, uma vez que uma
idéia basica do método ja foi mostrada. Mais detalhes a respeito da derivagao do
algoritmo podem ser encontrados em HESTENES e STIEFEL (1952). A seguir

ilustramos os passos basicos do algoritmo.
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procedimento gradientes conjugados(Matriz A, vetor x,vetor b)
To < b-— AIBO

Do < To

para k < 0,1, ... até convergéncia faca

T
'r‘k Tk

Pt Apy,

A <—
Tpy1 < T+ QP

Tey1 <— Tk — apApy,

T
'r'k,+1rk+1

H
ﬁkJrl 'rg'r‘k

P+l < Thy1 + Brr1Dk

fim para

3.4 Precondicionadores

O precondicionamento de sistemas lineares é uma técnica que visa melhorar o
condicionamento da matriz de coeficientes. O condicionamento da matriz mede o
quao sensivel é a solucao do sistema linear aos erros nos dados. A taxa de conver-
géncia dos métodos iterativos diminui & medida que o nimero de condicionamento

da matriz cresce.

Supondo que desejamos resolver o sistema linear:

Az =b (3.36)

Supondo também que M é uma matriz simétrica positiva definida que aproxima
A e cuja inversa é muito mais simples de ser obtida. Podemos resolver o sistema

3.36 muito mais facilmente fazendo

M 'Ax=M"'b (3.37)

Se o condicionamento k(M ' A) < k(A) entdo podemos resolver a Equagao 3.37

com menos iteragoes do que a equagao original (SHEWCHUK, 1994).



3.5 Gradientes Conjugados Precondicionado 32

Uma escolha cuidadosa de M, que depende do problema a ser resolvido, geral-
mente pode fazer com que o niimero de condicionamento de M 1A seja bem menor
que o nimero de condicionamento de A e desta forma acelerar a convergéncia dras-

ticamente.

3.5 Gradientes Conjugados Precondicionado

Nao podemos aplicar o método dos gradientes conjugados diretamente ao sistema
M~tAx = M~'b porque geralmente M 1A nao é simétrico positivo definido. Para
preservar a simetria podemos observar que M ~'A é auto-adjunto para o M-produto-

interno.

(way)M = (Mw>y) = (vay)

uma vez que

(M Az, y)y = (Az,y) = (x, Ay) = (£, M(M ' A)y) = (&, M ' Ay)n

Por esta razao, uma alternativa é substituir o produto interno Euclidiano do

método dos gradientes conjugados pelo M-produto-interno.

Se o algoritmo dos gradientes conjugados for reescrito utilizando o novo produto
interno, denotando r, = b — A%, como o residuo original e z;, = M ~'7, o residuo

para o sistema precondicionado obtemos o novo algoritmo:
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procedimento gradientes conjugados precondicionado(Matriz A, Matriz
M~ vetor x,vetor b)

ro — b — Az

zg — M~ trg

Do — =0

para k < 0,1, ... até convergéncia faga

z;{ TL
Dl Apy

Tp1 < T + QpPr

Q. <

Tey1 < Tk — apApy,
-1
Zpy1 — M7 1
T
Zk+17‘k+1
/Bk+1 A Z%Tk
Dit1 < Zkt1 + Brt1Dk

fim para

3.5.1 Precondicionador Jacobi

O precondicionador mais simples e nao muito eficaz é conhecido com Jacobi e
consiste em escolher a matriz M como sendo a diagonal principal da matriz A. Desta
maneira, a matriz M ! é muito facil de ser obtida por ser uma matriz diagonal. Este
precondicionador tem a vantagem de ser totalmente paralelizavel. Seja a matriz A
formada por (L + D + U) onde D, L e U sdo matrizes formadas pelas diagonais

principal, inferiores e superiores da matriz A respectivamente. Desta maneira o
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precondicionador Jacobi é dado por:

dp 0 0 0
0 diy O 0
M = o 0 - 0 (3.38)

d1li1 0 O 0
0 L 0 0
Mt = 0o 0 . 0 (3.39)

dn,n

(3.40)

onde d; ; sao os elementos da matriz D.

3.6 Precondicionador ILU

O precondicionador ILU é baseado no método direto LU. O método LU decom-
poe a matriz (A) do problema em um matriz triangular inferior (L) e uma matriz

triangular superior (U) de maneira que A = LU. Seja o sistema linear

Ax =10 (3.41)

como A = LU temos que LUx = b. Se assumirmos Uz = y temos que

Apobs a decomposicao LU é necesséaria a solucao de dois sistemas lineares para

encontrarmos a solucao do sistema Ax = b. No entanto, as matrizes L e U sao
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matrizes triangulares. Desta forma, os sistemas 3.42 e 3.43 sao resolvidos através de

substituicao e retro-substituicao, o que é bem simples e direto.

Existem varios métodos para realizar a decomposicao das matrizes em LU, como
a decomposicao Cholesky para matrizes simétricas positivas definidas. Porém as
matrizes L e U geralmente perdem as propriedades de esparsidade da matriz original
A. Este é o caso da matriz do problema bidominio em 2D descrita neste trabalho, que
possui valores nao nulos apenas em 9 diagonais. Apos a decomposicao as matrizes
L e U sao menos esparsas, possuindo poucos elementos nao nulos. A Figura 3.1
ilustra como a decomposicao de uma matriz esparsa com 9 diagonais gera matrizes
com menor esparsidade para um problema com dimensao 6 x 6. Para problemas
maiores as diagonais inferiores se encontrariam cada vez mais afastadas da diagonal

principal aumentando ainda mais o ntimero de elementos nao-zero das matrizes.

Figura 3.1: Tlustracao de uma descomposicao LU por Cholesky. No caso da

decomposicio Cholesky, como A é simétrica positiva definida, U = LT

O precondicionador ILU (Incomplete LU factorization) é baseado em uma de-
composicao LU incompleta onde a matriz residuo R = LU — A, satisfaz algumas
restricoes. A decomposicao incompleta gera matrizes L e U que sao proximas das que
seriam geradas por uma fatoracdo completa. No precondicionador ILU(0), que sera
utilizado neste trabalho, as matrizes LU possuem a mesma esparsidade da matriz

A. A Figura 3.2 mostra a esparsidade das matrizes L e U para o precondicionador
ILU(0).

Como a fatoragao incompleta gerou matrizes tais que LU =~ A, podemos utilizar

esta decomposicao como precondicionador para o problema original.
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Figura 3.2: Ilustracao de uma descomposicao LU incompleta com a mesma

esparsidade d A.

3.7 Precondicionador Block-I1LLU

A paralelizacdo do precondicionador ILU pode ser realizada dividindo a matriz
do precondicionador em blocos independentes para cada processo paralelo. Para
isso, cada bloco utiliza apenas os elementos da matriz que pertencem ao bloco para
a aplicacao do precondicionador ILU. A Figura 3.3 mostra como a matriz do pre-

condicionador fica dividida apo6s a particao em blocos paralelos.

s Bloco 1 R+
L4 oo oo
.:° .:o .::o
L3 e LX |
e ‘2 *2,
cee oo e
Seee ‘o Bloco 1 *34
eoe oe o
%, Bloco 2 i, TS,
o HYES$4
L4 oo L]
oo LX) LX)
.:0 .:o M
oo oo oo
I T Bloco 2
e ‘2
K3 .°° b:o .::0
’:.Bloco 3 oo coe
L1l LIEd
. .:0 : .::
e %% . 2
L X3 (3 LX]
eoe oo oo
(X 1] o0 e
*te *% Bloco 3 "«

Figura 3.3: Divisdo da matriz do precondicionador ILU(0) em 3 blocos.

3.8 Precondicionador Multigrid

Os métodos multigrid foram originalmente aplicados a problemas de valor de
contorno que advém de aplicagoes fisicas (BRIGGS et al., 2000). Atualmente os

principios dos métodos multigrid nao sao apenas utilizados para a solucao de equa-
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coes diferenciais mas estao sendo aplicados em diversas areas como teoria de controle,
otimizagao, reconhecimento de padroes e tomografia computacional (WESSELING,
1992). A idéia basica atras dos métodos multigrid é que a taxa de convergéncia dos
métodos iterativos pode ser melhorada através de sua utilizacao. Os métodos multi-
grid podem também ser utilizados como precondicionadores aplicando um pequeno

numero de iteragoes do mesmo com a matriz original do problema.

Nesta secao, o principio do método multigrid serd apresentado utilizando como
exemplo uma equagao diferencial parcial em uma dimensao (1D). Geralmente esse
tipo de problema pode ser resolvido analiticamente mas, em 1D, o método multigrid

pode ser mais facilmente demonstrado.

—u"(z) +ou(z) = f(z), O<zx<l o2>0, (3.44)
uw(0)=u(l) = 0 (3.45)

Varias abordagens sao possiveis para a discretizagao numérica desta equagao. A
mais simples entre elas é o método de diferencas finitas. O dominio do problema
¢ particionado em n sub-intervalos introduzindo os pontos x; = jh no grid, onde
h = 1/n ¢é a largura constante dos sub-intervalos. Isto estabelece o grid mostrado

na Figura 3.4, que denotamos por €.
x=0 x=1
Qn 11

Xo X1 X X; Xn1 Xn

Figura 3.4: Grid de 1 dimensao no intervalo 0 < z < 1.

A cada um dos n — 1 pontos interiores do grid, a equacao diferencial original
(3.44), é substituida por uma aproximacado de diferencas finitas de segunda ordem.
Fazendo essa aproximagdo introduzimos ¢; como uma aproximacao da solucao u(x;).
Essa aproximagao pode ser representada pelo vetor @ = (4, 4y, ..., 4,_1)7, no qual

os componentes satisfazem as n — 1 equacoes lineares.
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—Ujfl + ZUJ' — ujJrl

h2

+0ﬁj = f(ifj), 1§]§7’L—1,
o =1, = 0 (3.46)

Definindo como f = (f(x1), -, f(xn_1)) = (f1, -+, fa_1)T, 0 vetor de valores

do lado direito da equacao.

Agora vamos considerar como tratar esse problema proposto. Primeiro vamos

dizer que o sistema que queremos resolver é dado pelo sistema linear:

Au=f

Vamos supor que Au = f tem uma tnica solucao e que w é uma aproximacao da
solucao exata w. Existem dois tipos de medida importantes de &4 como aproximacao

de u. Um é o erro (ou erro algébrico) e é dado por:

Infelizmente o erro ¢ tao desconhecido quanto a solucao exata. No entanto, uma

medida que pode ser calculada é o residuo.

r=f—Aa

O residuo é simplesmente a quantidade que a aproximacao w falha em satisfazer o

problema original Au = f.

Lembrando que Au = f e usando as definicoes de e e r, podemos derivar uma

relacao muito importante entre o erro e o residuo.

Ae=r (3.47)

Essa relagao é chamada de equacao residual. E diz que o erro satisfaz o mesmo
conjunto de equacoes que a equacao original substituindo f por r. A equacdo
residual é muito importante nos métodos multigrid. Suponha que uma uma aproxi-

magao u foi computada por algum método. O residuo pode ser facilmente calculado
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por r = f — Au. Para melhorar a aproximacao u, poderiamos resolver a equacao

residual para e e depois calcular uma nova aproximagcao usando a deficao do erro:

u=u-+e (3.48)

A idéia da correcao residual é muito importante em tudo que seguira.

Agora vamos tratar os métodos de relaxagao, como Jacobi e w-Jacobi, para o
problema descrito na Equacao 3.46 com o = 0. Multiplicando equacao por h? por

conveniéncia, o problema discreto se torna:

_aj—l + QZALJ - ﬁj—&—l = h2f(l’j), 1 < j <n-— 1,

Qo =14, = 0 (3.49)

Método iterativo de Jacobi

Um dos esquemas iterativos mais simples é chamado método de Jacobi. E produ-
zido ao resolvermos a j-ésima equacao de (3.49) para o j-ésima incognita utilizando
as aproximacoes atuais para as incognitas @;_; e ;1. Aplicado ao vetor de aproxi-

macoes atual produz o seguinte esquema iterativo:

k1) Lok ) 9 ‘
u§ ):§(u§-21+u§-+1+hfj), 1<j<n-1 (3.50)
onde k£ + 1 é nova aproximagao para j-ésima incognita de u. Esse processo é repe-
tido para todas as equagbes de (3.49) e teremos uma nova aproximacdo para cada
incognita. Vale a pena lembrar que apenas os valores antigos sao utilizados nas no-
vas aproximacoes, ou seja, cada iteracao do método de Jacobi pode ser totalmente

paralelizada uma vez que nao existe nenhuma dependéncia entre as incognitas.

Método iterativo w-Jacobi

Existe uma simples porém importante modificacao que pode ser feita no método

iterativo de Jacobi. Da mesma forma anterior computamos:
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o 1. w . .
o) = S(@ il TR, 1<j<n—1 (3.51)

No entanto, @} ¢ apenas um valor intermedidrio. A nova iteragao ¢ dada pela média
ponderada:

(k1 ~(k . .

ug ) = (1—w)u§»)—|—wu§*), 1<j<n-1 (3.52)
onde w € R é um peso que deve ser escolhido. Isto gera uma familia inteira de
métodos iterativos chamados de método w-Jacobi. Note que se escolhermos w = 1
obtemos o método iterativo Jacobi original. Da mesma maneira que o método Jacobs
original, o método w-Jacobs computa todos os valores da nova aproximacao antes

de utilizar qualquer um deles.

Analise dos métodos iterativos

Apresentamos anteriormente dois métodos iterativos para a solucao de sistemas
lineares. No entanto, existem intimeros outros métodos iterativos, como o método
Gauss-Seidel que se assemelha ao método de Jacobi, porém as novas aproximacoes
computadas para cada incégnita sao utilizadas no calculo das proximas incognitas

na mesma iteracao.

Agora analisaremos os métodos apresentados. Para a anélise ¢ suficiente traba-
lhar apenas com o sistema linear homogéneo Au = 0 e utilizar uma aproximacao
inicial arbitraria. Uma razao para isso é que a solucao exata é conhecida e bem sim-
ples (u = 0) e o erro para uma aproximagao @ é simplesmente —u. Desta maneira

retornamos ao problema inicial com f = 0.
—ﬂj_1+21lj—ﬁj+1 = 0, 1§]§n—1,
Up=1u, = 0 (3.53)
Podemos obter resultados bastante interessantes se aplicarmos os métodos itera-

tivos com uma aproximacao inicial dada pelos vetores ou modos de Fourier

ik
@jzsen<ﬂ>, 0<j<n, 1<k<n-1 (3.54)
n
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Lembrando que j denota o componente do vetor u. O inteiro k é chamado de niimero
de onda, ou frequéncia, e indica o nimero de semi-ondas de seno que constituem o
no dominio do problema. A Figura 3.5 ilustra as aproximacoes iniciais w, U3 € ug,
onde os subscritos representam o valor de k. Repare que os modos com valores de k
pequenos correspondem a ondas suaves, enquanto que valores grandes correspondem
a ondas bastante oscilatorias. Agora vamos explorar o comportamento dos modos

de Fourier sobre as iteracoes.

Figura 3.5: Os vetores como nimeros de onda k£ = 1,3,5. Onde o k-ésimo modo
consiste de k/2 ondas de seno completas no intervalo. Adaptado de BRIGGS et al.
(2000)

Vamos primeiramente aplicar o método w-Jacobi com w = % ao problema 3.53
em um grid de 64 pontos. Utilizando as aproximacoes iniciais u;, U3 € Ug, a iteragao

é aplicada 100 vezes. Utilizando a seguinte norma para o erro:

leflo = max |e;]

Relembrando que o vetor erro é dado por —u. A Figura 3.6 mostra o grafico da

norma-oo do erro com relacao ao nimero da iteragao.

Podemos observar na Figura 3.6 que o erro descresce em cada iteracao e que a
taxa de decrescimento desse erro é maior para as aproximacoes iniciais com maior
frequéncia. A Figura 3.7 mostra como as novas aproximacgoes ficam apds as 100

iteracoes.

Em geral, a maioria das aproximagoes iniciais nao consistem de apenas um tnico
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Figura 3.6: Iteracao com w-Jacobi com w = % aplicado ao problema modelo com
n = 64 pontos e aproximagoes iniciais u;, w3 € tg. A norma ||e||«, € mostrada em

relaxacdo ao namero de 100 iteragoes. Adaptado de BRIGGS et al. (2000)
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Figura 3.7: Iteracao com w-Jacobi com w = % aplicado ao problema modelo com
n = 64 pontos e aproximacoes iniciais W, U3 € Ug. As novas aproximacgoes wi, us €

ug sao mostradas apos 100 iteracoes.

modo. Vamos considerar uma situacao um pouco mais realista onde a aproximacao

inicial counsiste de dois modos

1 'k ik
w; = (sen (]TIW> + sen (] ;W)) ; 0<j<n (3.55)

k1 e ko sao os dois modos e w a aproximacao inicial com dois modos. Realizamos a
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implementacao do método de w-Jacobi e utilizamos w como aproximacao inicial. A

Figura 3.8 mostra a aproximacao inicial com k; = 2 e ky = 16.

I 10 20 30 40 50 60 70
ponto no grid

Figura 3.8: Aproximacao inicial para o problema modelo com 64 pontos no grid

dado pela Equacao 3.55. Com ki = 2 e ky = 16.

A Figura 3.9 mostra o decrescimento do erro e nova aproximacao da solugdo

em apenas 10 iteracoes do método w-Jacobi implementado com w = % Podemos
também observar como a frequéncia alta foi suprimida bem mais rapidamente que

a frequéncia baixa que permaneceu quase sem alteracoes.

Através de alguns experimentos examinamos o método w-Jacobi. Porém, este
método compartilha varias propriedades com outros métodos iterativos. Foi possivel
perceber que os métodos iterativos possuem uma propriedade de suavizacao. Esta
propriedade faz com que esses métodos sejam bastante eficientes para eliminar altas

frequéncias do erro, enquanto deixa os componentes de baixa frequéncia quase sem

mudanga (BRIGGS et al., 2000).

Grids

Utilizamos anteriormente para nosso problema modelo uma discretizagao em
um grid com 64 pontos. No entanto, poderiamos escolher uma discretizacao com
mais ou menos pontos. Se escolhéssemos um grid com 32 pontos teriamos um
grid que dirfamos ser mais grosseiro que o de 64 pontos. Apesar de escolhermos

discretizacoes diferentes estariamos resolvendo o mesmo problema com a diferenca
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Figura 3.9: Iteracao com w-Jacobi com w = % aplicado ao problema modelo com
n = 64 pontos e aproximacao inicial dada pela Equacao 3.55 com ky = 2 e ky = 16.
A nova aproximagao é mostrada em (a) apos 10 iteragoes e o erro ||e]|o em (b) em

100 iteracoes.

que agora o sistema linear teria menos equacoes. Vamos assumir que um esquema de
relaxacao como w-Jacobi foi aplicado até que apenas as componentes suaves do erro
permanecessem. Agora queremos saber o que aconteceria com essas componentes
suaves no grid mais grosseiro. A Figura 3.10 nos mostra a resposta. Uma curva
suave com k = 4 em um grid Q" com 12 pontos foi projetado em um grid Q2" com
6 pontos. No grid grosseiro, a onda original ainda possui o niimero de onda k que é

igual a 4, porém parece ser mais oscilatorio em Q2.

A parte importante é que os modos que sao suaves no grids mais finos parecem
menos suaves nos grids mais grosseiros. O que sugere que quando a convergéncia
comeca a estagnar, e os modos de erros suaves predominam, é aconselhavel tranferir
para o grid grosseiro onde os modos dos erros parecem ser mais oscilatorios e os
métodos iterativos serao mais eficientes. O problema agora é como transferir para o
grid grosseiro. Como visto anteriormente temos uma equacao para erro, a equagao

residual. Se w ¢ uma aproximacgao para a solucao exata u, entao o erro e = u — U

satisfaz

Ae=r=f - Au
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Qh

Figura 3.10: Transferéncia entre grids.

que diz que podemos relaxar diretamente no erro utilizando a equacao residual. A
relaxacao no problema original Au = f com uma aproximacao inicial @& é equivalente

a relaxar na equacao residual Ae = r com aproximacao inicial especifica de e = 0.

Apos resolver Ae = r no grid mais grosseiro podemos transferir o erro para o

grid mais fino e corrigir a solucao

a" = a" + e (3.56)

Esse esquema é chamado de esquema de correcao. Em nossa discussao de trans-
feréncias entre grids consideramos apenas o caso onde o grid mais grosseiro possui
o dobro do espagamento do grid mais fino. O processo de transferir do grid mais
grosseiro para o grid mais fino é chamado interpolagdo ou prolongamento. Vamos
considerar apenas a interpolacao linear que apesar de simples é bem eficaz. O ope-
rador de interpolagdo linear sera denotado por I. Que transfere vetores no grid

grosseiro para o grid fino de acordo com a regra I3, v*" = v" onde
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vh o= i, (3.57)
1 n
Ui = B} (0" +oity), 0<5< 51 (3.58)

Para o caso n = 8 terfamos este operador na forma matricial

[\ —
>
N

1
I;‘ha2h:§ 2 o = | a4 a (3.59)

2h
2 Ug
1

L 4 h

Para problemas em 2 dimensoes, o operador de interpolacao pode ser definido
de uma maneira parecida. Seja I, 4*" = 4" entdo os componentes de 4" sao dados

por:

~h _ ~2h
Uiy = Uiy
~h _ “oh | ~2h
Ugiv1,25 = 5(%] + Ui+1,j)7
~h _ l(AZh_i_ ~2h )
Ugiojr1 = 5 Ui 5 T Uij41)
“h _ 1(A2h+A2h Lazh oy g2h ) O<"<ﬁ—1
Ugitr,2j+1 = Ui T Wi T W1 T Wity 1)y SLIsy

A segunda classe de operadores de transferéncia entre grids envolve transferir
vetores de um grid fino para um grid grosseiro. Sao geralmente chamados de ope-
radores de restrigao e sao denotados por I?". Um tipo de operador de restrigio ¢ o

full-weighting defindo por I?*4" = 42", onde

-1

|3

1
~2h ~h sho | ok ;
" = Z(Uijl + 2y + Uy, l<js

O operador full-weighting para o caso n = 8 tem a forma:
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1 21 us (751
1
Jﬁh@hzz 1 21 g | = | = 2" (3.60)

1 21 fL5 Us oh

Um motivo para escolher o full-weighting como operador de restricao é o impor-

tante fato de que

Ly, = (M, ceR

O fato de que os operadores de restricao e de interpolacao sao transpostos um

do outro a uma constante é chamada propriedade variacional e é importante para o

método multigrid.

Para problemas em 2 dimensoes o operador de restricao full-weighting é dado

como uma média dos vizinhos mais proximos no grid fino. Seja IZ"v" = v temos

que

“oh 10n “h ~h
U5 = E[U2i—1,2j—1 + Ui 9541 T Ugip1,2j41 T
~h ~h ~h ~h
2ty 951 + U541 + Usg;g 95 + Unipg ;) +

/\h . .
4“21',2]']7 1<i,j<3-1

Agora temos os dois operadores de transferéncia entre os grids grosseiro e fino.

Podemos entao finalizar o algoritmo multigrid.

Algoritmo Multigrid

O algoritmo multigrid que vamos definir ¢ um esquema de correcao com os ciclos

em V. Existem outros tipos de ciclos como ciclos em W, porém aqui iremos apenas
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definir o ciclo em V por ser o utilizado no trabalho. No algoritmo que vamos

descrever, a relazacao se refere aos métodos iterativos como w-Jacobi descrito.

Algorithm 1 Multigrid
procedimento Multigrid(Ahtsrid qterid phorid)

se (grid # mais grosseiro) entao
se (grid # mais fino) entao

/ahgm'd «— O

fim se
Relaxar (Alsrid, ghoria | fhoria g, 5
Thg'rid «— fhgri(i — Ahgridahg"‘id

Thgv'id+1 - ]hgridJrl,r,hg,.id
grid

Multigrid(Ahgrid+1’ ahgrid+1’ rr»hgT'LcH»l)

r&/hgrid «— r&/hgrid + [;ngrid r&hg'rid+1

grid+1

Relaxar (Alsrid, ghoria fhoria g,
senao

tiParid (Ahgm'd)—lfhgm‘d

fim se

O método multigrid pode ser utilizado também como um precondicionador para
o gradiente conjugado precondicionado que descrevemos anteriormente. Basta apli-
carmos o método multigrid uma ou mais vezes com a matriz original e com o residuo
no lado direito da equacao como descrito na Secao 3.5 e utilizarmos a aproximacao

obtida como solucao da equacdo z = M~ !r.



Capitulo 4

Programacao em GPU

Os avancos tecnologicos recentes e a natureza paralela das operagoes envolvidas
na renderizagado 3D em tempo real transformaram as placas gréaficas atuais em méa-
quinas com grande poder computacional paralelo. Os hardwares de processamento
grafico, conhecidos como Graphics Processor Units ou GPUs, sao, provavelmente,

os hardwares com a melhor relagao entre custo e desempenho da atualidade.

As GPUs antigas possuiam um conjunto de funcgoes fixas distribuidas em uma
pipeline. Recentemente, alguns estagios dessa pipeline se tornaram programaveis
permitindo que problemas computacionais comuns possam ser resolvidos utilizando
seu grande poder computacional. A utilizacao de GPUs para a computacao de pro-

posito geral é conhecida como GPGPU (General-Purpose Computing on the GPU ).

As GPUs tém tido um aumento de desempenho superior ao obtido pelas CPUs
ao longo dos anos. Isso se deve a diferencas cruciais na arquitetura das duas pla-
taformas. As CPUs sao otimizadas para obter desempenho em cédigo sequencial
extraindo performance no paralelismo de instrucoes, enquanto as GPUs obtém seu
desempenho no paralelismo de dados, utilizando mais transistores diretamente na

computacao.

Muitos pesquisadores tém aplicado esta nova tecnologia a problemas que eram
resolvidos anteriormente em CPUs. As GPUs consistem de um conjunto de mul-
tiprocessadores desenvolvidos para obter um 6timo desempenho em computacoes
graficas. Apesar da programacao de GPUs para a computacdo de proposito geral

estar se tornando mais popular em virtude de sua promessa de computacao alta-



4.1 Arquitetura da GPU 50

mente paralela, extrair um bom desempenho geralmente nao é uma tarefa facil pois
existem limitacoes onde as GPUs nao obtém um desempenho satisfatorio. Por exem-
plo, este é o caso das operacoes de escrita do tipo "scatter”, isto é, uma operacao
de escrita em qualquer local da memoria. Outra limitagao é o suporte a precisao
dupla, encontrado apenas nos hardwares graficos de tltima geragdao. Ainda assim,
este suporte s6 é possivel utilizando a linguagem para GPGPU do fabricante do

hardware.

Foram desenvolvidas varias linguagens para a programacao de GPUs tanto para
propositos gréaficos como para propoésitos mais gerais. Neste trabalho foi utilizada
uma abordagem com a OpenGL que é uma interface de software para o hardware
grafico (SHREINER et al., 2005) utilizando a linguagem GLSL (ROST, 2005) para
a programacao dos processadores da GPU. No entanto, existem outras linguagens e
abordagens, que nao serao discutidas aqui, mas valem a pena serem citadas como a
linguagem BROOK (BUCK et al., 2004) desenvolvida para ser portavel para todos
os hardwares graficos programéaveis, e o modelo de programagao CUDA (NVIDIA,
2008) que é uma extensdo da linguagem de programacgdo C, para os hardwares

graficos da NVIDIA.

4.1 Arquitetura da GPU

O dominio das aplicagoes 3D em tempo real possui varias caracteristicas que o
diferencia de dominios computacionais mais gerais. Aplicacdes 3D necessitam de
altas taxas de computacao e paralelismo. A construcao de um hardware que utiliza
o paralelismo intrinseco da aplicacao permite o alto desempenho das aplicagoes
graficas. A Figura 4.1 mostra a evolugao das CPUs e GPUs em relagao ao nimero

de operagoes em ponto flutuante por segundo (GFLOPS).

O objetivo das CPUs é processar uma tarefa o mais rapido possivel enquanto
as GPUs devem ser capazes de processar o maximo de tarefas em uma grande
quantidade de dados. As prioridades de ambas nao sao as mesmas, suas respectivas

arquiteturas mostram isso.

A Figura 4.2 mostra as diferencas entre as duas arquiteturas. Grande parte da

CPU é destinada a uma unidade de controle mais elaborada e uma memoria cache
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Figura 4.1: Comparacao entre a evolucao da GPU e CPU ao longo dos dltimos

anos em relacao aos GFLOPS.
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Figura 4.2: Arquiteturas da CPU e GPU.

maior enquanto a GPU tem um grande nimero de unidades de processamento. Dessa
forma, enquanto na CPU grandes caches sao utilizadas para diminuir a laténcia do
acesso a memoria, nas GPUs isso é obtido através da sobreposicao de computacao

e uma grande largura de banda de memoria.

4.1.1 Pipeline Grafica

Todas as GPUs atuais tem sua computacao organizada na chamada pipeline
grafica. Esta pipeline é desenvolvida para permitir que implementacoes de hardware
tenham altas taxas de computacao através do paralelismo. A pipeline é dividida em
varios estagios. Todas as primitivas geométricas passam por todos os estagios. Na
GPU cada estagio é implementado como uma pega separada de hardware. A Figura

4.3 mostra os estagios de GPUs atuais. OWENS et al. (2007)
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Figura 4.3: Pipeline Grafica moderna. Os processadores de vértices e fragmentos

sao ambos programaveis.

A entrada da pipeline é uma lista de vértices e a saida, uma imagem no fra-
mebuffer. No primeiro estagio da pipeline o processador de vértices transforma os
vértices em triangulos, e geralmente faz calculos da iluminacao em cada vértice. A
salda deste estagio sao triangulos no espaco da tela. O préoximo estagio, a raste-
rizacao, determina as posicoes na tela cobertas por cada tridngulo e interpola os
parametros dos vértices no triangulo. O resultado do estagio de rasterizacao é um
fragmento por cada pixel coberto pelo triangulo. O terceiro estagio, processador
de fragmentos, computa a cor de cada fragmento, usando os valores interpolados
anteriormente. Esta computacao pode utilizar valores da memoria global que geral-
mente fazem parte de uma imagem chamada textura. E finalmente os fragmentos
sao montados em uma imagem de pixels, geralmente escolhendo os fragmentos mais

proximos da camera para cada pixel.

O processador de vértices e de fragmentos, nos hardwares atuais, sao progra-
méaveis. Estes estagios possuem miultiplos processadores. A Figura 4.4 mostra os

processadores de vértices e de fragmentos.

4.2 Programacao em GPU

Nesta secao sera apresentada de forma simples uma comparacao entre a pro-
gramacao em GPU para propositos graficos, CPU, e GPU para propositos gerais
(GPGPU).
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Figura 4.4: Arquitetura de uma GPU atual.

4.2.1 Desenhando Quadrados com OpenGL

Vamos comecar com um exemplo de como desenhar dois quadrilateros coloridos

usando OpenGL.

A Figura 4.5 mostra um trecho de cdédigo OpenGL para desenhar dois quadri-
lateros. O trecho de codigo mostra apenas a parte onde os vértices sao enviados
para a pipeline. Algumas configuracoes e inicializacbes sdo necessarias para que o
codigo exibido funcione, como a criacao da janela grafica, a configuracao da area
desenhavel da tela e a configuracao do tipo de projecao a ser utilizado. A Figura

4.6 mostra o processamento dos vértices até serem renderizados.

Na Figura 4.6 na primeira parte (1) os vértices sao definidos com as respectivas
cores e enviados para o proximo estagio da pipeline mostrada na Figura 4.3. Em (2)
os vértices estao no estagio do processador de vértices da pipeline, onde os vértices
se tornam os quadrilateros. Em (3), rasteriza¢ao, sdo gerados os fragmentos que sao

enviados para (4) o processador de fragmentos que colore os fragmentos de acordo
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glBegin(GL_QUADS);
// vertices cor verde
glColor3f(0,1,0);
//vertices de 1 a 4
glVertex3f(0,0,0);
glVertex3f(6,0,0)
glVertex3f(6,6,0)
glVertex3f(0,6,0)

glEnd();

glBegin(GL_QUADS) ;

Quadrilatero 1

// vertice 1 cor vermelha

glColor3f(1,0,0);

glVertex3f(8,4,0);

// vertice 2 cor azul

glColor3f(0,0,1); Quadrilatero 2
glVertex3f(12,4,0);

// vertice 3 cor vermelha

glColor3f(1,0,0);
glVertex3f(12,8,0);
vertice 4 cor azul
glColor3f(0,0,1);
glVertex3f(8,8,0);
glEnd();

//

Figura 4.5: Trecho de co6digo OpenGL para desenhar dois quadrilateros na tela. O

quadrilatero 1 é todo verde, enquanto o quadrilatero 2 é interpolado com as cores

vermelho e azul.

[} [} .. ....... °
=] o G eeeeeeens a ;
° ° 5 Y-S
o o é ........... a
(1) (2)
Vértices Montagem dos

quadrilateros

3)
Rasterizacao

4)
Interpolacao,
Texturizacao e

Coloracao

Figura 4.6: Processamento dos vértices enviados para a pipeline.

com informagoes de cor e textura.

4.2.2 Somando vetores na GPU

Antes de mostrarmos a soma de vetores em GPU ilustraremos como esta operagao

¢ realizada em CPU. A Figura 4.7 mostra o loop contendo a soma dos vetores em

CPU. O trecho de cédigo esta na linguagem de programacao C.

A computacao na CPU é feita em série, ou seja, apenas um elemento do vetor é
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// loop para a soma de dois vetores
for(int i=0; i < tamanho_vetor; i++)

{
}

vetor saida[i] = vetor 1[i] + vetor_2[i];

Figura 4.7: Loop para a soma de dois vetores na CPU.

computado por cada iteracao do loop.

No entanto, a soma dos vetores na GPU é o que realmente nos interessa por
desejarmos utilizar a GPU para realizar computagoes de propoésito geral. Diferen-
temente do que acontece na CPU a computacao da soma dos vetores na GPU ¢é
feita de forma totalmente parelela. Todos os elementos dos vetores sao somados em
paralelo. Na verdade, como o ntimero de multiprocessadores da GPU é limitado,
a computacao pode nao ser realizada completamente em paralelo, dependendo do
tamanho dos vetores a serem somados. No entanto, a computacao aparenta ser
totalmente paralela uma vez que o hardware torna o processo transparente para o

programador.

Para utilizar a GPU para a computacao de proposito geral, é necessario que
algumas configuragoes sejam realizadas de forma exata para que nao haja nenhum
erro no calculo da soma. Os detalhes dessa configuracao sao dados no Apéndice
A. Agora vamos nos ater apenas no programa do processador de fragmentos. O
programa mostrado na Figura 4.8 é chamado shader e é um programa para o pro-
cessador de fragmentos escrito na linguagem GLSL, que computa a soma de dois
vetores. Este programa é executado em paralelo para cada fragmento e o resultado
é escrito em uma textura ao invés da tela como serd explicado no Apéndice A.

#extension GL ARB texture rectangle : enable

uniform sampler2DRect texture_y;
uniform sampler2DRect texture_ x;

void main(void){
// carrega os vetores em x e y
float y = texture2DRect(texture y, gl FragCoord.xy).x;
float x = texture2DRect(texture x, gl FragCoord.xy).x;
// realiza a soma
gl FragColor.x = x + y;

Figura 4.8: Programa completo para a soma de dois vetores para processador de

fragmentos.

Nas proximas secoes iremos explicar alguns aspectos tedricos da programacao em
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GPU e no Apéndice A é apresentado um exemplo pratico completo de como realizar

a soma dos vetores em GPU.

4.2.3 Modelo de Programacao

Os modelos de programacao para CPUs sao geralmente seriais e o seu hardware
reflete este modelo de programacao. No caso geral, a CPU explora muito bem o
paralelismo de instrucoes mas processa um dado por vez, nao explorando o para-
lelismo de dados. Recentemente, a arquitetura dos processadores teve o conjunto
de instrucoes incrementado para que houvesse algum paralelismo de dados, como
por exemplo a tecnologia SSE (Streaming SIMD Extensions) da Intel e AltiVec do
PowerPC. Mas o grau de paralelismo é muito menor que o de uma GPU (LEFEB-
VRE et al., 2005).

As CPUs, por terem como objetivo executar programas de propodsito geral, nao
contém hardware especializado para funcoes especificas. As GPUs, no entanto,

podem implementar hardware de proposito especial para tarefas particulares, o que
¢ muito mais eficiente (LEFEBVRE et al., 2005).

GPU Stream Programming

As GPUs utilizam o modelo de programagao stream. O modelo de programacao
stream captura a localidade computacional, que nao é encontrada em modelos veto-
riais, através do uso de streams e kernels. Uma stream é uma colegao de registros que
necessitam de uma computagao similar e os kernels sao funcoes aplicadas a cada ele-
mento da stream. Um processador stream executa um kernel em todos os elementos
de uma stream de entrada, colocando os resultados em uma stream de saida (BUCK
et al., 2004). Processadores stream sdo capazes de executar programas inteiros em
cada elemento da stream, diferente do que acontece com processadores vetoriais onde
apenas operacoes simples sao realizadas em cada elemento. Nas arquiteturas veto-
riais os resultados intermediarios sao armazenados no registrador vetorial, enquanto
que nos processadores stream os valores intermediarios sao armazenados localmente

e, portanto, acessados em um tempo muito menor.
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4.3 Analogias entre CPU e GPU

4.3.1 Mapeamento de Recursos Computacionais em GPUs

Até mesmo para programadores experientes, comecar a programar em GPU pode
ser complicado sem algum conhecimento de programagao grafica. Nesta secdao serao

feitas algumas analogias basicas entre conceitos tradicionais das CPUs com GPUs.

Streams: Texturas da GPU = Arrays da CPU

As estruturas de dados fundamentais em GPUs sao texturas e arrays de vértices.
Os processadores de fragmentos tendem a ser mais tteis para a programacao de
proposito geral do que os processadores de vértices. Desta maneira, onde se utilizaria

um array de dados na CPU, pode-se utilizar uma textura na GPU.

Kernels: Programas de Fragmento na GPU = Loop interno da CPU

Os varios processadores paralelos de uma GPU realizam a computacao do kernel
em streams de dados. Na CPU, utilizariamos um loop para iterar em todos os ele-
mentos de uma stream (armazenado em um array), processando-os sequencialmente.
No caso da CPU, as instrugoes dentro do loop sao o kernel. Na GPU, implementa-
se instrucoes semelhantes dentro dos programas de fragmento, que sao aplicados
a todos os elementos da stream. A quantidade de paralelismo nesta computacao

depende do nimero de processadores fornecidos pela GPU.

Renderizar na Textura = Atribuicao

A atribuicao é simples de ser implementada em CPU devido ao seu modelo
de memoria unificado, no qual a memoria pode ser lida ou escrita em qualquer
parte do programa. Ja na GPU, isto nao é tao simples. Para conseguir resultados
semelhantes na GPU é necessario renderizar para uma textura os resultados de um
programa de fragmentos para que estes possam ser utilizados como entrada nos
proximos programas. Tudo isso acontece porque na GPU uma textura é de apenas

escrita ou apenas leitura.
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Rasterizacao da Geometria — Invocacao da Computacao

As secOes anteriores deram uma idéia das analogias na representacao dos dados.
No entanto, para executar um programa, é necessario saber como invocar essa com-
putacao. Os kernels sao programas de fragmentos, logo, é necesséario desenhar uma
geometria. Os processadores de vértices irao transformar essa geometria, o rasteri-
zador determinara quais pixels no buffer (ou textura) de saida serdo cobertos e gerar

um fragmento para cada um.

Na computacao de proposito geral em GPUs (GPGPU), a saida da computacao
¢ armazenada em uma textura 2D. Desta maneira, a invoca¢ao mais comum na

programacao GPGPU é um quadrilatero simples que preencha essa textura.

Coordenadas das Texturas — Dominio Computacional

Cada kernel (programa de fragmentos) que executa na GPU recebe como entrada
um namero de streams (texturas) e geralmente gera apenas uma stream de saida
que é armazenada em uma textura. No entanto, GPUs mais recentes suportam
multiplas streams de saida fornecendo mais flexibilidade. Qualquer computacao tem
um dominio de entrada e uma saida. Em varios casos, o dominio de computacao na
GPU pode ter dimensoes diferentes que as streams de entrada, resultando em uma

stream de saida com uma dimensao menor, por exemplo.

Reducao

Nem todas as operacoes sao puramente paralelas. Por exemplo, em alguns casos
¢ necessario reduzir um grande vetor de valores para um vetor menor, ou até mesmo
para um tnico valor. Este é o caso para o calculo do produto interno de dois vetores.

Este tipo de computacao é chamado de reducao paralela.

Em GPUs, reducoes podem ser realizadas alternando a escrita e a leitura em um
par de buffers ou texturas. Em cada passo, o tamanho da saida é reduzido por uma
fracdo. Para produzir um elemento da saida, dois ou mais elementos sao lidos e o
novo é computado usando o operador de redugao, como a adi¢ao no caso do produto

interno. Esses passos continuam até que a saida é reduzida a apenas um elemento,
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onde se obtém o resultado reduzido. Em geral esse processo leva O(log n) passos,

onde n é o numero de elementos a reduzir. A Figura 4.9 ilustra este procedimento.

......................
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Figura 4.9: Um passo de reducao de soma. Cada conjunto de 2x2 células é

reduzido em apenas uma célula contendo a soma das 4 células no buffer de saida.

4.4 Linguagem GLSL

Como foi visto na Secao 4.1, o hardware grafico ¢ implementado em forma de
uma pipeline. Cada estagio desta pipeline tem uma funcao e dois deles sao pro-
gramaveis, a saber, o estagio do processador de vértices e o estigio do processador
de fragmentos. Essa programacao em GPU segue o modelo Stream Programming
onde a saida de cada kernel é funcao apenas de sua propria entrada e, em um ker-
nel, a computacao em um elemento da stream nunca depende da computacao em
outro elemento. Existem varias linguagens para a descricao dos programas para os
processadores da GPU, como a linguagem GLSL do padrao OpenGL, HLSL do Di-
rectX, Cg da NVIDIA, entre outras, além de linguagens de mais alto nivel que estao
sendo desenvolvidas principalmente para computacao de propoésito geral em GPUs.
A linguagem escolhida para a implementacao deste trabalho foi a GLSL por ser do

padrao OpenGL, o que garante uma maior portabilidade do cédigo implementado.

A linguagem GLSL (OpenGL Shading Language) é utilizada para a implemen-
tacao de codigos para os processadores de fragmentos e vértices. O cddigo imple-
mentado em GLSL é chamado de shader. O termo OpenGL Shader é algumas vezes
usado para diferenciar um shader escrito em GLSL de um shader escrito em ou-
tra linguagem shading. Por existirem dois processadores programaveis definidos em

OpenGL, existem dois tipos de shaders: fragment shaders e vertex shaders.
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A linguagem GLSL tem suas raizes na linguagem C. A linguagem possui um con-
junto de tipos rico, incluindo vetores e matrizes e alguns mecanismos de C++, como
sobrecarga de fungoes. A linguagem inclui também suporte para loops, chamadas
de subrotinas, expressoes condicionais, entre outros (ROST, 2005). A Figura 4.10
mostra um exemplo de um fragment shader utilizado na implementacao da soma de

uma, vetor multiplicado por um escalar com um outro vetor.

#extension GL ARB texture rectangle : enable

uniform sampler2DRect texture y;
uniform sampler2DRect texture x;
uniform float alpha;

void main(void){
float y = texture2DRect(texture y, gl FragCoord.xy).x;
float x = texture2DRect(texture x, gl FragCoord.xy).x;
gl FragColor.x = x + alpha*y;

Figura 4.10: Fragment shader utilizado na implementacao do trabalho.

No codigo demonstrado na Figura 4.10, as varifaveis com o modificador uniform
sao passadas para o shader através do programa principal na CPU por meio de tex-
turas como é o caso das variaveis do tipo sampler2DRect ou dados simples como a
variavel alpha. E interessante observar o modelo de programacéio stream explicitado
neste shader, onde este codigo é executado em todos os elementos da textura resul-
tando na operacao T + «.y. O comando gl FragCoord.ry retorna a coordenada 2D
da textura no kernel para que a operacgao seja executada consistentemente entre as

duas texturas.

Um codigo para a criagao de um programa GPGPU completo ¢ apresentado no
Apéndice A.



Capitulo 5

Implementacoes

Neste capitulo serao apresentadas as implementacoes para a solucao das equacgoes
do bidominio em CPU e GPU.

5.1 Implementacao em CPU - IMP-CPU

Os métodos para a resolucao das equagoes do bidominio foram descritos no Ca-
pitulo 3. Neste capitulo serd descrita a implementacao desses métodos na CPU.
A implementacao dos métodos numeéricos foi realizada utilizando a linguagem de
programacao C. Foi implementada a resolucao dos sistemas lineares provenientes
da discretizacao da EDP parabdlica através do método dos gradientes conjugados
precondicionado por Jacobi, e da EDP eliptica através do método dos gradientes
conjugados precondicionado por multigrid. Também foi implementada a resolucao

das EDOs dos modelos celulares através do método de Euler Explicito.

Primeiramente serd apresentada a implementacao da solucao do sistema de EDOs,
depois a implementacao do método dos gradientes conjugados precondicionado para

a solugao das EDPs seguido dos precondicionadores Jacobi e multigrid.
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5.1.1 Resolucao do Sistema de EDOs

O sistema de EDOs ¢é proveniente dos modelos para as células cardiacas. Neste
trabalho foi implementado o modelo celular do ventriculo humano (TEN TUSS-
CHER et al., 2004) descrito no Capitulo 2. Este modelo compreende a resolugao
de um sistema de EDOs com dezessete incognitas. Como estamos interessados em
simular um tecido cardiaco discretizado, iremos resolver esse sistema de EDOs se-

paradamente para cada ponto do tecido.

Seja a equacao a seguir:

dV(x,t) _Itotal(v7$7t>

dt Cm

que é uma das dezessete equagoes do modelo celular. O cdédigo na linguagem de
programacao C, para a solucao de um passo de tempo da equacao citada acima, é o

que segue.

V[il[j] = dt*(-I_total_antigo[il[j] / Cm) + V_antigo[i][j];

onde V' é a voltagem na membrana celular e I total é a soma de todas correntes
da membrana. No codigo os indices 7, j representam a posicao da célula no tecido
cardiaco 2D discretizado e a variavel V_ antigo contém o valor da aproximacao da
incognita V' na iteracdo anterior. Como cada incognita do sistema influencia a
computacao de outras, é necessario no cdédigo, uma variavel que guarde o valor da
ultima aproximacao, caso contrario, como a computacao ¢ realizada de forma serial,
as novas aproximacoes ja calculadas para algumas incognitas seriam utilizadas no

calculo das outras em uma mesma iteracao.

Podem existir regioes na simulagao que nao sao modeladas por células cardia-
cas. Por exemplo, regides passivas que descrevem o banho extracelular ou mesmo
o sangue. Para estar regioes nenhum célculo é realizado na etapa da resolugao do
sistema de EDOs. Desta maneira, o trecho de codigo para a resolucao dos sistemas

de EDOs para cada ponto no tecido é

for(int i=0; i<dimensao_y_tecido; i++){

for(int j=0; j< dimensao_x_tecido; j++){
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if (mascaral[i] [j] == tecido){

resolve_sistema_EDOs(incognitas[i] [j1);

onde mascara possui o mapeamento da regiao que possui tecido ou nao. Caso
o ponto seja tecido cardiaco e nao banho, o sistema de EDOs é resolvido, caso

contrario, nada é feito. Os dois loops aninhados iteram por todo o tecido e banho.

5.1.2 Resolucao das EDPs

Como ja foi dito no Capitulo 3 a solucao das equacgoes do bidominio envolve
a solucao de sistemas lineares derivados da discretizagao das EDPs parabdlica e
eliptica. Esses sistemas lineares sao resolvidos utilizando o métodos dos gradien-
tes conjugados precondicionado. Para o sistema linear resultante da resolucao da
EDP parabdlica o melhor precondicionador é o baseado na fatoragao incompleta LU
(SANTOS et al., 2004). No entanto, como serd mostrado no capitulo 5.2, para a
resolucao em GPU esse precondicionador nao é eficiente pois envolve tarefas seriais.
Por isso, o precondicionador mais indicado para a EDP parabélica seria o Jacobi
por ser facilmente paralelizavel (AMORIM e W., 2008). Desta maneira, foi reali-
zada a implementacao do precondicionador Jacobi para CPU para uma comparacao
direta com o método em GPU. Uma implementacao utilizando a biblioteca PETSc
(BALAY et al., 2002) com o precondicionador ILU também ¢ fornecida para a reali-
zacao de comparacoes, no entanto nao sera detalhada aqui. Ja para o sistema linear
resultante da resolugao da EDP eliptica o melhor precondicionador ¢ o multigrid e

sua implementagao sera detalhada neste capitulo.

Gradientes Conjugados Precondicionado

A implementacao do método dos gradientes conjugados precondicionado segue o
algoritmo dado na Secao 3.5. Esse algoritmo compreende 3 fungoes basicas que sao
a multiplicacao matriz vetor, soma de um vetor multiplicado por um escalar com um
outro vetor (SAXPY) e o produto interno. Iremos apenas mostrar a implementacao

destas funcoes.
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Multiplicagao matriz vetor

A matriz do sistema linear resultante da discretizacao por elementos finitos bi-
lineares das EDPs do bidominio é simétrica em bandas. A matriz é composta por
trés bandas, cada uma com 3 diagonais, resultando em um total de 9 diagonais. Por
se tratar de um sistema simétrico apenas 5 das diagonais precisam ser armazena-
das e uma indexacao diferente precisa ser realizada para as diagonais superiores e
inferiores. Desta forma, a matriz é armazenada por 5 arrays 1D que contém essas
diagonais. Como o objetivo é realizar a multiplicagao matriz vetor, e a matriz esta
armazenada em arrays 1D, um loop por todos elementos do vetor sendo multiplicado

é realizado. O codigo para a multiplicagao matriz por vetor é o seguinte:

for(int i=0; i<L#*A; i++){

vs[i] =
v[i-L-1]*d[4][i] + v[i-L1*d[3]1[i] + v[i-L+11*d[2][1] +
v[i-1] *d[1][i] + v[i] *d[0][i] + v[i+1] *d[1][i+1] +

v[i+L-11*d[2] [i+L-1] + v[i+L]1*d[3]J[i+L] + v[i+L+1]*d[4] [i+L+1];

onde L e A sao a largura e altura do tecido, respectivamente. E vs é o array
que recebe o calculo do vetor resultante da multiplicacao da matriz contida nas
diagonais d pelo vetor contido no array v. Uma observacao detalhada do codigo
acima revela um problema na indexacao tanto dos vetores quanto das diagonais,
indicando um possivel acesso fora dos limites dos arrays da CPU. No entanto, isto
é feito propositalmente para que nao fosse necessario um teste muito custoso para
identificar os elementos que pertencessem as bordas do tecido simulado e ainda assim
obter um codigo legivel e com bom desempenho. Para resolver isso, tanto o array
de entrada quanto as diagonais sao expandidas para que nao haja nenhum acesso
fora da area de memoria do array. A Fig. 5.1 ilustra essa expansao para uma matriz
simplificada com um total de apenas 3 diagonais ao invés de 9, e como os valores

das diagonais sao preenchidos com zeros para garantir um célculo correto.

A Figura 5.1 mostra apenas duas diagonais distintas. A diagonal que aparece
abaixo da diagonal principal é a mesma que aparece acima da diagonal principal.
Pode se notar que o array que contém essa diagonal inferior e superior foi estendido
com zeros para que nao houvesse erro nos calculos da multiplicacao matriz por

vetor. Mesmo precisando estender as diagonais com elementos nulos ainda assim
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Figura 5.1: Indexacgao e preechimento por zeros das diagonais da matriz

simplificada com apenas 3 diagonais.

esta abordagem é vantajosa pois reduz consideravelmente o niimero de elementos
a serem armazenados. A féormula para o calculo do espaco requerido neste tipo de

armazenamento é dado a seguir

Es =5LA+3L+1 (5.1)

onde L é a largura do tecido e A a altura. Para uma abordagem armazenando todas

as 9 diagonais a féormula seria

Ey=9LA (5.2)

Como exemplo aplicaremos as formulas em um tecido de dimensao 513 x 513. Para
o armazenamento com 5 diagonais teriamos E5 = 1317385, ja utilizando o armaze-
namento com 9 diagonais teriamos Fg = 2368521. Para este caso o armazenamento
com 5 diagonais utiliza apenas 56% do necessario para o armazenamento de 9 diago-
nais. De fato podemos verificar que armazenar 5 diagonais é sempre mais eficiente

em termos de memoria como demonstrado a seguir
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Se 129 < 125 =
9LA < 5LA+3L+1
4LA—-3L < 1
L(4A—3) < 1
1
L <
TS A3

como L e A representam as dimensoes do tecido eles sao inteiros positivos, logo o
tnico caso que satisfaz a inequacgao é quando L = 1 e A = 1. Portanto para todos

0s outros casos F5 < Ey.

SAXPY

A funcao SAXPY é responsével por realizar o calculo ax +y. A implementacao
em C para essa operacao é bem simples e consiste em um loop iterando por todos

os elementos do vetor da seguinte maneira:

for(int i=0; i<Lx*A; i++){

v_s[i] = alpha*x[i] + y[i]

onde L e A sdo a largura e altura do tecido e sua multiplicacao é o tamanho do

vetor. Em cada iteracao do loop um elemento do novo vetor é calculado.

Produto interno

O célculo do produto interno de dois vetores ¢ simples de ser implementado em
CPU. E simplesmente a soma da multiplicacio ponto a ponto dos dois vetores. O

cddigo em C para o produto interno dos vetores x e y é

double prod_int = 0.0;
for(int i=0; i<Lx*A; i++){

prod_int += x[il*y[i];




5.1 Implementagao em CPU - IMP-CPU 67

onde L e A sao a largura e a altura do tecido.

Precondicionador Jacobi

Como foi descrito na Secao 3.4 um precondicionador é uma matriz que é fa-
cilmente inversivel que multiplicada pelo sistema original melhora as propriedades
espectrais da matriz original fazendo com que o método iterativo diminua o niimero
de iteracoes necessarias para a convergéncia requerida. Logo, pelo algoritmo dos
gradientes conjugados precondicionado mostrado na Secao 3.5 precisamos resolver

M1z =r.

O precondicionador Jacobi consiste em escolher a matriz M como sendo apenas
a diagonal principal de A. Desta maneira a implementacdo do precondicionador

Jacobi em C fica da forma:

for(int i=0 i<L*A; i++){

z[i] = r[il/d[0][i];

Precondicionador Multigrid

A aplicacao do método multigrid como precondicionador consiste em aplicar al-
gumas iteracoes do método multigrid com a matriz original. O método multigrid foi
apresentado na Se¢ao 3.8 e consiste basicamente de uma sequéncia de trés operagoes
importantes. A operacao de relaxacao, restricao e interpolagao (ou prolongamento).
A operacao de relaxagao implementada em nosso trabalho foi o método de w-Jacobi

e as operacoes de restricao e interpolacao sao bilineares.

Implementacao do método w-Jacobi

O método de w-Jacobi é bem simples de ser implementado como foi descrito na

Secao 3.8. O codigo em C para o método w-Jacobi é dado por:

for(int i=0; i<LxA; i++){
vs[i] = (1-w)*v[i] +
wk(v[i-L-11*d[4]1[i] + v[i-L]*d[3]1[i] +
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v[i-L+1]1*d[2]1[i] + v[i-1]*d[1][i] +
v[i+1]*d[1] [i+1] + v[i+L-1]*d[2][i+L-1] +
v[i+L]*d[3] [i+L] + v[i+L+1]*d[4][i+L+1]1)/d[0][i];

Interpolagao

A operacao de prolongamento ou interpolacao transfere os pontos em um grid
grosseiro para um grid fino. Uma interpolagao bilinear é realizada para o calculo
dos pontos no grid mais fino. A Figura 5.2 ilustra o procedimento de interpolac¢ao

para um ponto do grid fino.

Figura 5.2: Interpolacao para um ponto do grid fino em uma malha 5x5.

A interpolacdo é realizada baseada na distancia do ponto no grid fino para o
grid grosseiro. O grid fino mostrado na Figura 5.2 possui a propriedade de ter as
dimensoes dadas por 2n-+1 onde n, neste caso, é igual a 2. Isto garante que os pontos
do grid fino estejam sempre a uma mesma distancia dos pontos do grid grosseiro,
sendo desta forma facil obter uma regra para o calculo desses pontos. No entanto,
se o grid fino nao possuir tal propriedade as distancias entre os pontos podem variar
e um algoritmo mais robusto foi implementado para este proposito. Apresentamos
a seguir um exemplo de codigo para a realizacao da interpolacao onde o grid fino
tem dimensdo [ X a (I e a qualquer) e o grid grosseiro tem dimensao L x A (Press

et al., 1992).

// calculos dos espagamentos entre

// pontos de um mesmo grid.
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hxf = 1.0/(1-1.0);
hyf = 1.0/(a-1.0);
hxg = 1.0/(L-1.0);
hyg = 1.0/(A-1.0);

// coordenadas no tecido grosseiro

int I,J;

// iteragdo sobre pontos do grid fino
for(int i=0; i<4; i++){
// calculo posig8o y no grid fino
yf = ixhyf;
// identifica coord. base I no grid grosseiro
I = (i-1)/2;
for(int j=0; j<L; j++)

{

// calculo da posig8o x no grid fino

xf = jxhxf;

// identifica coord. base J no grid grosseiro

J = (j-1)/2;

// calculo das posigdes no grid grosseiro

xg = Jxhxg;

yg = (I)*hyg;

// céalculo da dista@ncia entre ponto

// do grid fino e grosseiro

t = (xf-xg)/hxg;

u = (yf-yg)/hyg;

// interpolagdo bilinear

xf[i][j] = (1.0-t)*(1.0-u)* xgl[IJ[J] + t*(1.0-u)* xg[IJ[J+1] +

(1.0-t)*u*x xgl[I+1]1[J] + txux xg[I+1] [J+1];

}

Onde xf[i][j] € um ponto no grid fino com coordenadas (i, j) e zg[I][J] um ponto

no grid grosseiro com coordenadas (I, .J).

Restricao

A matriz da operacao que transfere um grid fino para um grid grosseiro precisa
ser a transposta da matriz da operacao de interpolacao. Essa restricao, como na
interpolacao, é realizada de maneira que os grids finos nao precisem ser da forma

2n + 1. Quando o grid fino tem a forma 2n + 1 os pontos no grid fino coincidem
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com os pontos do grid grosseiro e também com a posicao central entre os pontos
do grid grosseiro como é mostrado na Figura 5.3. A Figura 5.3 também mostra os
pesos utilizados nos pontos do grid fino para a realizacao da restricao em um ponto

no centro do grid grosseiro.

Figura 5.3: Restricao em um grid fino com dimensao igual a 5x5
(2n+1)x (2n+1), n=2). Os quadrados em cinza representam os pontos no

grid grosseiro enquanto os circulos em branco os pontos no grid fino.

As dimensdes do grid grosseiro sao dependentes das dimensoes do grid fino e sao
dadas por nz, = |(nxs + 1)/2|. A Figura 5.4 mostra como a restri¢do ¢ operada
na CPU para o caso dos grids com tamanhos diferentes de 2n + 1. O algoritmo
de restricao itera pelos pontos do grid grosseiro acumulando a contribuicao dos
pontos do grid fino que estao entre o ponto do grid grosseiro sendo computado e

seus vizinhos no grid grosseiro.

Tanto a restricao como a interpolacao sao implementadas em forma de funcgoes
onde uma iteragao sobre os pontos finos ou grosseiros ¢ realizada e, desta maneira,
as matrizes das operacoes nao precisam ser montadas. Apresentamos a seguir um
exemplo de codigo para a realizacao da restrigao onde o grid fino tem dimensao [ X a

(I e a qualquer) e o grid grosseiro tem dimensao L x A.
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Figura 5.4: Restricao em um grid fino com dimensao 6x6. A restricao em um

ponto no grid grosseiro é realizada com a contribui¢ao de cada ponto ao seu redor

no grid fino.

// calculos dos espacamentos entre

// pontos de um mesmo grid.

hxf = 1.0/(1-1);
hyf = 1.0/(a-1);
hxg = 1.0/(L-1);
hyg = 1.0/(A-1);

// teste de dimens8o para identificacgo

// do numero de pontos finos entre os

// pontos do grid grosseiro

// se largura é par

if(1 % 2 == 0) num_nos_finos_x
else num_nos_finos_x
// se altura & par

if(a % 2 == 0) num_nos_finos_y

else num_nos_finos_y

// iterando sobre pontos interiores

for(int I=1; I<A-1; I++){
for(int J=1; J<L-1; J++){

do grid grosseiro

// iterando sobre os pontos do grid fino

// que contribuem para o calculo

i_ini = 2%I-1;

for(int i=i_ini; i< (i_ini+num_nos finos_y); i++){

yg = I*hyg;

yf = ixhyf;

// calculo do peso da contribuigdo em y

u = (yg>y£)?(1.0-(yg-y£)/hyg):(1.0-(yf-yg)/hyg);
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j_ini = 2xJ-1;

for(int j=j_ini; j<(j_ini+num_nos finos_y); j++){
xg = Jxhxg;
xf = g*hxf;
// calculo do peso da contribuig8io em x
t = (xg>xf)7(1.0-(xg-xf)/hxg):(1.0-(xf-xg)/hxg);
// computando a contribuicao do ponto fino 1i,j

xg[I1[J] += t*uxxf[il[j];

}

// restrigio das bordas do tecido ...

...

Onde zg[I][.J] ¢ um ponto no grid grosseiro na posigao (I, J) e x f[i][j] um ponto no
grid fino na posicao (7, j). A implementacdo mostra apenas a restricdo para os pontos
interiores do grid grosseiro. A primeira parte do algoritmo calcula o espacamento
entre os pontos do grid fino e o espagamento entre os pontos do grid grosseiro. Logo
em seguida, é realizada a identificacao da quantidade de pontos finos ao redor dos
pontos do grid grosseiro em cada direcao. Finalmente o valor de cada ponto do grid

grosseiro é calculado somando as contribuicoes dos pontos do grid fino ao redor.

5.1.3 Implementacao Paralela - IMP-Cluster

A implementacao paralela da solugdo das equagoes do bidominio em CPU é
baseada nos mesmos métodos numeéricos descritos neste capitulo. A paralelizacao
é realizada através da divisao do tecido simulado entre diferentes processadores. O
tecido ¢é particionado apenas em sua altura, ou seja, cada processador é responsavel
pela computagao em uma regiao do tecido com a mesma largura do tecido original.

A Figura 5.5 ilustra este particionamento.

A implementacao dos métodos niimericos em paralelo é feita utilizando a biblio-
teca para computacao cientifica PETSe (BALAY et al., 2002) para a resolucao dos
sistemas lineares provenientes da discretizacao das EDPs e MPI para toda comuni-

cagao por passagem de mensagens (Mpi, 1994).

Como o dominio é particionado entre os processadores e existem dependéncias

entre pontos em diferentes processadores, o método ntimerico nao é totalmente pa-
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Figura 5.5: Tecido particionado entre 4 processadores.

ralelizado mas sim as operagoes que o compoem.

Como descrito no Capitulo 3 o método dos gradientes conjugados é composto

por 3 operacoes bésicas que sao a multiplicacao matriz vetor, produto interno e

SAXPY.

Devido ao método de discretizacao utilizado, existe uma dependéncia entre pon-
tos pertencentes a dois processadores consecutivos para a operacao de multiplicacao
matriz vetor. As linhas que fazem interface no particionamentos precisam ser tro-

cadas entre processadores consecutivos como mostra a Figura 5.6.

CPU1

CPU1

Interface

CPU 2

CPU 2

Largura do Tecido

(a) (b)

Figura 5.6: Troca de linhas entre dois processadores. Em (a) o tecido inteiro
dividido entre dois processadores. Em (b) trechos do tecido armazenados em cada

processador, inclusive as linhas da interface sendo trocadas.

Para o calculo da multiplicacao matriz vetor, os trechos dos vetores correspon-
dentes as linhas precisam ser trocadas entre processadores consecutivos antes de

cada processador realizar sua parte da multiplicacao.
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Para o calculo do produto interno cada processador realiza o calculo separada-
mente e envia o resultado do seu produto interno parcial aos outros processadores.
Desta maneira, cada processador recebe os produtos internos parciais de todos os
outros processadores e os soma com o seu produto interno parcial para a obtencao

do produto interno total.

Os métodos multigrid também seguem o mesmo principio e apenas as linhas nas
interfaces precisam ser trocadas. A paralelizacdo das EDOs ¢é trivial, onde cada
processador resolve o sistema de EDOs para as células que compoem sua parte de

tecido.

5.2 Implementacoes em GPU - IMP-GPU

O objetivo principal deste trabalho é a implementacao da solucao das equagoes
do bidominio em GPU. Neste capitulo serao apresentados as implementacoes em
GPU para o método de Euler Explicito para a resolucao do sistema de EDOs e o
método dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi e multigrid para a

solucao das EDPs paraboélica e eliptica.

No Capitulo 4 foram apresentados detalhes sobre a programacao em GPU para
proposito geral através de um exemplo de como realizar uma soma de vetores. Os
conceitos utilizados neste exemplo serao utilizados neste capitulo, porém algumas
implementagoes descritas neste capitulo sao mais complicadas, como o produto in-
terno de dois vetores. Detalhes sobre como configurar o ambiente para a computacgao
GPGPU nao serao repetidos pois permanecem basicamente os mesmos. Com o pro-
posito de facilitar a implementacao dos métodos em GPU e de produzir um codigo
mais legivel, foi criada uma biblioteca para auxiliar a implementacao. Desta ma-
neira foram criadas fungoes que criam e configuram as texturas, inicializam a GPU,
configuram a renderizacao fora da tela, definem a textura ou texturas que serao uti-
lizadas para receber a computacao, copiam dados da CPU para a GPU e vice-versa,
entre outras funcdes. A biblioteca criada fornece uma maneira mais simples de se
criar codigo GPGPU e torna o codigo menos suscetivel a erros de implementagcao.

A biblioteca pode ser vista no Apéndice B.

Antes de falarmos sobre a implementacao dos métodos numéricos em GPU preci-
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samos explicar uma técnica utilizada em GPGPU conhecida como ping-pong. Nesta
técnica um par de texturas é alternado entre escrita e leitura a cada aplicacao do
shader. Desta maneira, os resultados obtidos na ultima aplicacao de um shader sao
utilizados como entrada da proxima aplicacao, e a textura utilizada como entrada
anteriormente ¢ utilizada como saida. Esta técnica serd importante em algumas das

funcoes implementadas.

5.2.1 Resolucao do Sistema de EDOs

A solugao do sistema de EDOs em GPU ¢ realizada basicamente no shader do
processador de fragmentos. O codigo apresentado para a soma de dois vetores na
GPU fornece uma boa base para a implementacao da solu¢ao por Euler Explicito do
sistema de EDOs em GPU. Como dito no Capitulo 5.1 o modelo celular utilizado
neste trabalho ¢ para células do ventriculo humano (TEN TUSSCHER et al., 2004),
um sistema de EDOs com dezessete incognitas como descrito no Capitulo 2. A
solucao dos sistemas de EDOs na GPU ¢ realizada em paralelo para todos os pontos
do tecido, diferente do que acontece na CPU onde o sistema de EDOs é resolvido
em um ponto de cada vez. Obviamente o nivel de paralelismo seré determinado pelo
niumero de processadores na GPU em que a computacao sera realizada. A solucao

da equacao

dV(Q?, t) _Itotal (V, Z, t)

dt Cm

utilizando a linguagem GLSL ¢ dada por

float V_antigo = textureRect2D(texture_V_antigo,
gl_FragCoord.xy) .x;
float I_total_antigo = textureRect2D(texture_I_total_antigo,

gl_FragCoord.xy) .x;

gl_FragDatal[0] .x = dt*(-I_total_antigo / Cm) + V_antigo;

que é apenas um trecho do cédigo do shader. Podemos observar que nao ¢ neces-

sario nenhum loop para a computacao de todos os elementos do tecido ja que essa
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mesma computacao é realizada em paralelo para todos os elementos. Neste exemplo
apenas o valor de V' é calculado. No entanto, para o modelo do ventriculo humano
outras dezesseis EDOs precisam ser calculadas e terem seus valores armazenados
em texturas. As GPUs atuais ndo permitem a escrita aleatoria na memoria, por
isso cada processamento paralelo na GPU possui uma posicao de escrita fixa que
nao pode ser modificada. Entretanto, é possivel escrever em mais de uma textura
diferente em um mesmo processamento paralelo (Multiple Render Targets). Ainda
assim, existe um limite para estes destinos de escrita. Em nossos testes esse limite
era de 12 para as GPUs mais atuais e de 8 para uma outra GPU nao tao recente.
Podemos perceber que esse limite nao é suficiente para escrevermos os valores de
todas as 17 equagoes em uma Unica passagem. Para as GPUs com 12 render targets
a resolucao do sistema de EDOs precisa ser realizada pela passagem de dois shaders
diferentes. Ja para a GPU com 8 render targets trés shaders sao necessarios. No
trecho de cédigo mostrado anteriormente, o indice 0 em gl FragData informa em
qual destino de renderizacdo esse novo valor calculado sera armazenado. E impor-
tante notar também que nos coédigos GLSL mostrados na Secao 4, os valores eram
armazenados em gl FragColor que é o destino padrao de renderizacao, pois nao era

necessaria a utilizacao de miltiplos destinos de renderizacao.

A Figura 5.7 ilustra a interagao entre CPU e GPU para a solucao das EDOs.
O primeiro passo consiste em tranferir para a GPU as aproximagoes iniciais para
as variaveis do sistema de EDOs. Apenas a varidavel V' é transferida em todas
as iteracoes do simulador cardiaco, as outras sao transferidas apenas na primeira
iteracao. Em seguida a CPU invoca a computacao do primeiro shader que contém
o codigo para o calculo de 9 das dezessete EDOs. O primeiro shader comeca a
ser computado pelo primeiro estidgio da pipeline da GPU. Enquanto isso a CPU
invoca a computacao do segundo shader contendo as 8 EDOs restantes. O segundo
shader comeca a ser computado assim que o primeiro shader sai do primeiro estégio.
Antes da invocagao do segundo shader a CPU associa outras texturas aos destinos de
renderizacao para que o resultado da computacao do segundo shader nao sobrescreva

os resultados da aplicacao do primeiro shader.

A resolugao das EDOs em GPU envolve a alocagao memoria para 17 texturas
com dimensées L x A onde L e A sdo as dimensoes do tecido simulado. Mais 17

texturas semelhantes precisam ser alocadas para que seja possivel aplicar a técnica
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Figura 5.7: Interacao CPU e GPU para o célculo do sistema de EDOs. No passo

(1) os dados contendo os valores iniciais sao transferidos da CPU para a GPU, no
passo (2) o shader para o calculo das 9 primeiras EDOs ¢ invocado. No passo (3) o
shader para calcular as 8 EDOs restantes é invocado. No passo (3) os resultados

sao tranferidos da GPU para a CPU.

ping-pong. Essas texturas sao mantidas na GPU até o final da simulagao. Apenas
a textura que guarda os valores para o potencial V' é utilizada também pelos outros

métodos numeéricos.

5.2.2 Resolucao das EDPs

A implementacao dos métodos numéricos para a resolucao das EDPs em GPU
¢ um pouco mais complicada que a implementacao da resolucao das EDOs onde o

cddigo é simplesmente uma adaptagao do cédigo em C para o GLSL modificando
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apenas a leitura e escrita dos valores calculados. Alguns cuidados precisam ser to-
mados no calculo da multiplicacao matriz vetor, e o calculo do produto interno de
dois vetores ¢ um pouco mais complicado por se tratar de uma operagao nao total-
mente paralelizavel. Nesta secao serao mostrados alguns detalhes da implementacao
das fungoes que compdem o método dos gradientes conjugados precondicionado e

os precondicionadores Jacobi e multigrid.

O precondicionador Jacobi é utilizado no lugar do precondicionador ILU, que é
o precondicionador atualmente mais apropriado para a resolucao do sistema linear
derivado da discretizacao da equagao parabdlica (SANTOS et al., 2004). Esta esco-
lha é feita pois o precondicionador Jacobi é facilmente paralelizavel ao contrario do

precondicionador ILU que envolve as operagoes de substitui¢ao e retro-substituicao.

Gradientes Conjugados Precondicionado

O método dos gradientes conjugados precondicionado ¢ implementado de acordo
com o algoritmo da Secdo 3.5. E necessario no entanto, detalhar um pouco sua
implementacdo em GPU. As funcbes da multiplicacao matriz vetor, produto interno

e os precondicionadores Jacobi e multigrid serao detalhadas em seguida.

Para a implementacao do método dos gradientes conjugados foram utilizadas
as funcoes da biblioteca criada neste trabalho para a implementacao GPGPU com
OpenGL. Nao mostraremos o c6digo em si, apenas discutiremos alguns detalhes que
nao sao 6bvios para quem estd apenas acostumado com o modelo de programacao
para CPUs.

Um dos requisitos para que uma implementacao GPGPU seja eficiente é que a
troca de dados entre CPU e GPU seja minima. Por esta razao toda implementagao
¢ realizada de maneira a manter os dados o maximo possivel na GPU. O loop do
algoritmo é implementado em CPU que também é responsavel por fazer as chamadas
para a computacao em GPU. A CPU realiza apenas as chamadas das funcoes da
GPU para a manipulacao das texturas de maneira a utilizar uma textura com o
resultado de uma computacao como entrada na proxima fungao. No entanto ao final
de cada loop uma troca de dados entre GPU e CPU é necessaria para a obtencao
da norma do residuo que é utilizada na condicao de saida do loop na CPU. Porém,

como o volume de dados é muito pequeno, isso nao ¢ critico para o desempenho da
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implementacao. A Figura 5.8 mostra de maneira simplificada como é a interacao
entre CPU e GPU para a realizacao do loop do método dos gradientes conjugados

precondicionado.

Podemos notar na Figura 5.8 dois tipos de comportamento na interacao entre
CPU e GPU. O primeiro é que a CPU, para os passos (1), (4), (5) e (6), pode
invocar a computagao em GPU e seguir para a proxima instrucao. J& nos passos
(2), (3), (7) e (8), a CPU invoca a computa¢ao em um passo mas precisa aguardar a
GPU terminar toda a computacao no proximo passo, esvaziando a pipeline e, desta

forma, prejudicando o desempenho.

Multiplicagao matriz vetor

A multiplicacdo matriz vetor é realizada na GPU através de apenas um shader.
No entanto alguns cuidados especiais precisam ser tomados. O primeiro esta rela-
cionado a utilizacao de apenas 5 diagonais ao invés das 9 diagonais dos sistemas
em virtude da simetria das matrizes. Cada uma das 5 diagonais é armazenada em
uma textura. Como a diagonal é estendida com zeros, as diagonais inferiores nao
necessitam de nenhum tipo de indexacao diferenciada, ja que o primeiro elemento
da textura corresponde ao primeiro elemento da diagonal inferior. Cada elemento
resultante da multiplicacao matriz vetor ¢ calculado em paralelo, ou seja, as linhas
da matriz sao multiplicadas paralelamente. Como podemos ver na Figura 5.9 o pri-
meiro elemento da diagonal superior corresponde a um elemento da diagonal inferior

com uma indexacao diferenciada.

As diagonais, como dito anteriormente, sdo armazenadas em texturas. Estas
texturas sao alocadas na GPU antes do inicio da simulacao e permanecem alocadas
até o final. Devido ao prolongamento com zeros as texturas precisam ter suas
dimensoes alteradas. Porém esse aumento é realizado apenas na altura da textura
para que a indexacao das diagonais superiores seja possivel uma vez que para os
elementos pertencentes a borda do tecido a indexagao nao segue a mesma regra dos

pontos interiores.

A indexacao das texturas ¢ em 2D. A indexacao para uma diagonal superior seria,
por exemplo, (i + 1,5 + 1), onde (7,7) é a indexagao para a diagonal inferior. No

entanto, para j = L, onde L é a largura da textura, esta indexagao nao funcionaria
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Figura 5.8: Esquema simplificado da interacao entre CPU e GPU para o loop do

método dos gradientes conjugados precondicionado.
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pois para a diagonal superior o elemento (i + 1, L + 1), que ndo existe, estaria sendo
acessado. Por isso um teste precisa ser realizado para identificar os elementos das
bordas e realizar uma indexacdo diferente, neste caso (i + 2,1). Podemos ver na
Figura 5.9 a indexacao nas texturas para um exemplo simplificado de uma matriz
com 3 diagonais. A textura 2 na figura é utilizada para a diagonal superior e inferior

uma vez que a matriz representada é simétrica.

Largura Largura
T~ ~—"—\
*0i0io0 d,|d,|d,
>
0d,|d, d,|d,|d,|[)E
> o
d,|d,|d, g d,|d,|d,
i0i0:io0 ® Textura
: diagonal 1
P00k ox
Textura
diagonal 2
dz
Matriz

Figura 5.9: Mapeamento das diagonais em vetores para texturas.

O problema de indexacao pode ser resolvido armazenando cada uma das 9 diago-
nais em uma textura diferente. Entretanto, o ganho em desempenho seria pequeno
se comparado ao custo do armazenamento. Por exemplo, para um tecido com di-
mensao 513 x 1025 o ganho em desempenho verificado foi de 10% apenas, contra 56%
a mais de memoria. Apresentamos a seguir um trecho do shader da multiplicagao

matriz vetor que mostra como a indexacao das diagonais é realizada.

vec2 coord_tex_tex = glFragCoord.xy;

vec2 coord = coord_tex - (0.5, 0.5);

// valores das diagonais inferiores

diag_inf4 = texture2DRect(texture_diag4, coord_tex).x;
diag_inf3 = texture2DRect(texture_diag3, coord_tex).x;
diag_inf2 = texture2DRect(texture_diag2, coord_tex).x;
diag_infl = texture2DRect(texture_diagl, coord_tex).x;

diag = texture2DRect(texture_diagl, coord_tex).x;
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// se borda direita
if(coord.x == float(L)-1){
diag_supl = texture2DRect(texture_diagl_0, coord_tex + vec2(-L,1)).x;

diag_sup4.x = texture2DRect(texture_diag4_0, coord_tex + vec2(-L,2)).x;

}
elseq{
diag_supl.x = texture2DRect(texture_diagl_0, coord_tex + vec2(1,0)).x;
diag_sup4.x = texture2DRect(texture_diagé_0, coord_tex + vec2(1,1)).x;
}

// se borda esquerda
if(coord.x == 0.0){
diag_sup2.x = texture2DRect(texture_diag2_0, coord_tex + vec2(L,0)).x;
}
elseq

diag_sup2.x = texture2DRect(texture_diag2_0, coord_tex + vec2(-1,1)).x;

diag_sup3.x = texture2DRect(texture_diag3_0, coord_tex + vec2(0,1)).x;

onde diag sup e dia__inf correspondem as diagonais inferiores e superiores res-
pectivamente. A varidvel coord corresponde & coordenada do elemento sendo cal-
culado e coord_tex as coordenadas da texturas. As coordenadas das texturas sao
mapeadas para coicidirem com centro do texel, por esta razao, para encontrarmos

os indices de coord, precisamos subtrair 0,5 de cada direcao.

Devido as restricoes de precisao foi necessario implementar uma emulacao de
precisao dupla no shader da multiplicacdo de matrizes. Isso foi necessério pois o
erro da aproximagcao final da solucao do sistema linear estava sendo condicionado
pela precisao dos dados de entrada que continham as diagonais da matriz. Para
a implementacao em GPU é sempre necesséario alocar os dados em CPU e depois
transferi-los para uma textura na GPU. As diagonais da matriz em CPU sao arma-
zenadas em precisao dupla. Porém as texturas na GPU s6 possuem precisao simples.
Logo para a emulagao de precisao dupla em GPU as diagonais em precisao dupla em
CPU sao armazenados em duas texturas de precisao simples na GPU. Uma textura
contém a parte de alta ordem do valor em precisao dupla e, a outra textura contém
o valor de baixa ordem. Por exemplo, um elemento em precisao dupla (double) &

decomposto em dois elementos de precisdo simples (float) da seguinte forma:

double valor_original;
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float alta_ordem;

float baixa_ordem;

valor_original = algum_valor_em_precisao_dupla;

alta_ordem = (float) valor_original;

baixa_ordem

(float) (valor_original - alta_ordem);

Porém, a decomposicao em precisao simples nao possui a mesma precisao da pre-
cisao dupla. O armazenamento em precisao dupla utilizado, com 64 bits, é realizado
utilizando 52 bits para a mantissa, 11 para o expoente e outro bit que representa
o sinal do nimero, sendo que existe um bit escondido na mantissa totalizando 53
bits de mantissa. Para a precisao simples utilizada, com 32 bits, a mantissa possui
(2341) bits, onde 1 bit é escondido, 8 bits para o expoente e 1 bit para o sinal. Logo
a decomposicao em dois valores de precisao simples terd uma precisao com 48 bits

de mantissa ((23 +1) + (23 + 1)) ao invés dos 53 da precisao dupla.

Operacoes aritméticas utilizando a decomposicao de precisao dupla em dois va-
lores em precisao simples, requerem um tratamento cuidadoso de overflows e under-
flows entre as partes de baixa e alta ordem, utilizando apenas operagoes aritméticas
em precisao simples. A adicao de dois valores ¢ = a + b utilizando a emulacao de
precisao dupla é simples. As partes de maior ordem sao adicionadas, em seguida as
partes de menor ordem sao adicionadas incluindo o erro da adigao da maior ordem.
Finalmente o overflow da parte de menor ordem ¢é incluido na parte de maior ordem.

O codigo na linguagem GLSL para a emulacao de uma soma é

vec2 double_add(vec2 a, vec2 b)
{
float tl= a.x + b.x;
float e = t1 - a.x;
float t2 = ((b.x-e) + (a.x - (t1 -e))) + a.y + b.y;
vec2 c;
c.x = tl1 + t2;

c.y = t2 - (c.x - t1);

return c¢;

onde vec2 é uma estrutura que contém dois valores em precisao simples e é nativo da

linguagem GLSL. Neste cédigo, a parte de maior e menor ordem sao armazenadas
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em x e y de vec2, respectivamente. Como mostrado no c6digo acima, sao necessarias
11 operagoes nativas para emular a adicao. Na primeira linha do codigo as partes
contendo as altas ordens sao somadas. Em seguida o erro da soma ¢é colocado em
e e o termo de baixa ordem é calculado baseado no erro encontrado e na soma dos
elementos de baixa ordem. Depois o overflow da soma em baixa ordem é somado
a parte contendo a alta ordem da soma e a baixa ordem da soma é finalmente

calculada.

A emulacao da operacao de multiplicacao segue as mesmas idéias descritas para
a emulagao da operacao de adicao. Mais detalhes sobre emulacao de precisao dupla

podem ser encontrados em GODDEKE et al. (2007).

E importante notar que a emulacdo apresenta um impacto no desempenho, de-
vido ao grande niimero de operacoes necessarias para realizar uma simples adicao ou
multiplicagao. No entanto, sua aplicacao é essencial para a obtencao de boas aproxi-
macoes da solucao dos sistemas lineares. A emulacao de precisao dupla foi necessaria
na multiplicacao matriz vetor pois fornece uma representacao mais precisa da ma-
triz do sistema linear. As outras operacoes envolvidas no método dos gradientes
conjugados precondicionado, que nao envolvem esta matriz, como produto interno

e SAXPY, ndo necessitaram desta emulacao de precisao dupla.

SAXPY

A implementagao da funcdo SAXPY é bem simples de ser realizada e segue
basicamente a descricao dada no Apéndice A. A computacao de cada elemento do
vetor é realizada em paralelo na GPU, ou seja nao é necessario nenhum loop iterando
por todos elementos uma vez que todos os elementos sao computados paralelamente.
A tnica diferenca desta implementacao para a mostrada no Apéndice A é o programa

do shader. A seguir é mostrado o codigo GLSL para a fungao SAXPY

#extension GL_ARB_texture_rectangle : enable

uniform sampler2DRect texture_y;
uniform sampler2DRect texture_x;

uniform float alpha;

void main(void){

float y = texture2DRect(texture_y, gl_FragCoord.xy).x;
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float x = texture2DRect(texture_x, gl_FragCoord.xy).x;

gl_FragColor.x = x + alphaxy;

onde alpha é um escalar. No entanto este valor de alpha precisa ser informado no

codigo em CPU. E isto é realizado da seguinte maneira

glUseProgram(programa_saxpy) ;

float alpha = 3.0;

GLuint alpha_l = glGetUniformLocation(programa_saxpy, "alpha");
glUniformif(alpha_1, alpha);

O cédigo CPU mostrado acima escolhe o programa contendo o shader SAXPY,
atribui um valor qualquer para alpha na CPU, procura a varidvel alpha no shader

e coloca seu endereco em alpha; e finalmente passa este valor para a GPU.

Produto interno

O produto interno de dois vetores na GPU é a operacao mais complexa de ser
implementada. O primeiro passo para a realizacao do produto interno é a multipli-
cacao elemento a elemento dos dois vetores. Essa multiplicacao ¢ muito semelhante
a soma de dois vetores, a Unica diferenca estd no shader GLSL que, ao invés de
realizar uma soma de dois vetores, realiza a multiplicacao elemento a elemento. O
resultado da aplicacao do shader para essa multiplicacao ¢ armazenado em uma
textura. O proximo passo é somar todos esses elementos. Esta soma utiliza a téc-
nica de reducao descrita na Secao 4.3. O processo reduz um vetor armazenado em
uma textura em um escalar. Para o caso de uma textura quadrada com dimensoes
2™ a implementacao é mais simples, bastando apenas ir reduzindo o dominio por
2. A Figura 5.10 mostra este processo para um vetor armazenado em uma textura

quadrada 4 x 4.

A reducao para este caso particular com a textura quadrada com dimensao 2" x 2"
é realizada em n passos. Cada parte 2 x 2 da textura é somada e reduzida a 1 x 1
até que apenas um elemento sobre. O cédigo em C para invocar a computacao deste

exemplo é dado a seguir
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Figura 5.10: Reducao de um vetor com 16 elementos armazenado em uma textura

4x4.

glPolygonMode (GL_FRONT,GL_FILL) ;

int dim = dimensao_textura;

for(int i = dim/2; i > 0; 1 = i/2){
glBegin(GL_QUADS) ;
glVertex2£ (0, 0);
glVertex2f(dim, 0);
glVertex2f(dim, dim);
glVertex2f(0, dim);
glEnd();

O dominio de computacgao é reduzido a cada passagem do loop. Isso significa que
um quadrilatero menor que o destino de renderizagao é desenhado pois a cada passo
os resultados sao guardados em uma porcao menor da matriz. O cédigo GLSL a

seguir é responsavel por um passo da reducao.

void main(void){

vec2 topleft = (gl_FragCoord.xy-0.5)*2.0 + 0.5;

float vall = texture2DRect(texture_x, topleft).x;

float val2

texture2DRect (texture_x, topleft + vec2(1.0,0.0)).x;

float val3 = texture2DRect(texture_x, topleft + vec2(0.0,1.0)).x;

float val4 = texture2DRect(texture_x, topleft + vec2(1.0,1.0)).x;

gl_FragColor.x = vall + val2 + val3 + val4;

A variavel tople ft recebe a coordenada na textura de entrada. Como queremos

reduzir a entrada da computacao em uma saida com a metade do tamanho em cada
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direcao, cada elemento da textura de saida serd a soma de quatro pontos adjacentes
(2 x 2) da textura de entrada. Por esta razao, cada elemento da textura de saida
com coordenada (i, j) utiliza a coordenada base na textura de entrada dada por
(21,27) para acessar os elementos. O valor 0.5 é subtraido pois as coordenadas na
textura sao dadas no centro do texel, ou seja, um ponto em (0,0) tem coordenada
na textura (0.5,0.5). Apds a obtencdo dessas coordenadas base, os 4 pontos que
serao reduzidos em um ponto sao obtidos com as coordenadas dos texels adjacentes.
A cada passo da reducao a técnica ping-pong é utilizada fazendo a dltima reducao

como entrada para o préximo passo de reducao.

Entretanto esse processo pode ser mais complicado se as dimensoes nao forem
poténcias de dois e ainda mais se nao for quadrada. Um exemplo de um caso um
pouco mais complicado seria um vetor armazenado em uma textura com dimensoes
3 x 7. O primeiro problema neste exemplo é que nao se pode ir reduzindo essas di-
mensoes sem antes ajustar as dimensoes para que sejam divisiveis por 2. Precisamos,
desta maneira, realizar um ajuste para que os valores a serem reduzidos estejam em
uma porcao que tenha dimensoes que sejam poténcia de dois. Isso pode ser realizado
somando os valores que estejam em alguma posicao além da maior poténcia de 2 que
seja menor que a dimensao original. Fazemos primeiro isso na largura e depois na
altura e podemos proceder normalmente com a redugao. Como as dimensoes apos
esses ajustes nao sao necessariamente iguais, a reducao é realizada normalmente até
que a altura ou a largura possua tamanho igual a 1, apds isso, apenas a parte que
tem dimensao maior que 1 é reduzida de 2 em 2 elementos nesta dltima parte do
calculo. Desta forma, quatro shaders diferentes sao aplicados. A Figura 5.11 mostra

este processo.

Apesar de os passos de (a) e (b) na Figura 5.11 parecerem apenas uma operagao,
dois shaders sao implementados com o intuito de manter a simplicidade do codigo
em GPU. O primeiro shader faz uma copia dos valores na textura que nao serao
modificados (elementos em branco em (a) e (b)). O segundo realiza a soma dos

elementos que estdo além da poténcia de 2 (elementos em cinza).
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Figura 5.11: Reduc¢do para uma textura 3 x 7. Em (a) e (b) a largura e altura sao
ajustadas para a maior poténcia de 2 menor que as dimensoes originais. Em (c) a
redugao normal em 2D é realizada e em (d) a redugdo apenas na altura é realizada

(1D).
Precondicionador Jacobi

A implementacao do precondicionador Jacobi em GPU é bem simples, sendo

realizada por apenas um shader GLSL dado a seguir.

#extension GL_ARB_texture_rectangle : enable

uniform sampler2DRect texture_x;
uniform sampler2DRect texture_diag;

uniform float alpha;

void main(void){
float r = texture2DRect(texture_x, gl_FragCoord.xy).x;
float diag = texture2DRect(texture_diag, gl_FragCoord.xy).x;
gl_FragColor.x = r/diag;

O precondicionador Jacobi geralmente nao é muito utilizado por nao reduzir
significativamente o nimero de iteracoes do método iterativo. No entanto é muito

facil de ser implementado em GPU por ser totalmente paralelizavel.
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Precondicionador Multigrid

A implementacdao do método multigrid em GPU nao possui nenhuma compli-
cacao como o caso da implementacao do produto interno. Apenas as 3 operagoes
basicas do multigrid serao mostradas. Todas as operacoes envolvidas no multigrid
utilizando a relaxacao por w-Jacobi sao facilmente implementadas. Esta foi a razao
da escolha do método de w-Jacobi que pode ser facilmente paralelizado. As outras

operagoes sao a interpolacao e a restricao.

Implementacao do método w-Jacobi

A implementacao do método de w-Jacobi é simples e bem parecida com a im-
plementacao da multiplicagao matriz vetor, necessitando dos mesmo cuidados para
os elementos da matriz nas bordas laterais. Se forem necessarias mais iteragoes
do método, a técnica de ping-pong é utilizada para que a dltima aproximacao seja

utilizada como entrada para a proxima iteracao.

Interpolagao

A interpolagao em GPU segue o mesmo algoritmo descrito para a implementacao
em CPU. A unica diferenca é que o processo é realizado em paralelo pelos processa-
dores da GPU. A implementacao em CPU da interpolagao pode ser encontrada na

Secao 5.1.2.

Restricao

A implementacgao da restricao em GPU é semelhante & implementacao da restri-
cao em CPU. No entanto, cada ponto do grid grosseiro é calculado em paralelo. O
algoritmo calcula todas as contribuicoes dos pontos do grid fino ao redor do ponto
do grid grosseiro. Devido a possibilidade de se utilizar qualquer tamanho de tecido,
o algoritmo precisa ser generalizado como mostrado para CPU, o que acarreta um
nimero maior de operacoes para a identificacao dos elementos que estao ao redor de
cada ponto no grid grosseiro. Os casos que o algoritmo precisa tratar sao os mes-

mos descritos para a CPU onde os elementos do grid fino estao exatamente entre
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os elementos do grid grosseiro, ou o caso onde esses elementos do grid fino podem

estar em qualquer posicao entre os elementos do grid grosseiro. O trecho de codigo

em GLSL apresentado abaixo ¢ utilizado para o calculo da restricaio em GPU.

...
// calculos dos espacamentos entre
// pontos de um mesmo grid.

hxf = 1.0/(1-1);

hyf = 1.0/(a-1);
hxg = 1.0/(L-1);
hyg = 1.0/(A-1);

// teste de dimens8o para identificagéo
// do numero de pontos finos entre os
// pontos do grid grosseiro

// se largura é par

if(1 % 2 == 0) num_nos_finos_x = 4;
else num_nos_finos_x = 3;
// se altura & par

if(a % 2 == 0) num_nos_finos_y = 4;
else num_nos_£finos_y = 3;

// coordenadas do ponto no grid grosseiro

I

glFragCoord.y - 0.5;

J = glFragCoord.x - 0.5;

G_acum = 0.0;
// se ponto interior do grid grosseiro
If(I!'=0& I !'=A-18&J!'=0%&J!=L-1){
// iterando sobre os pontos do grid fino
// que contribuem para o calculo
i_ini = 2*I-1;
for(int i=i_ini; i< (i_ini+num_nos finos_y); i++){
vg = Ixhyg;
yf = ixhyf;
// calculo do peso da contribuigfo em y
u = (yg>y£)7(1.0-(yg-y)/hyg): (1.0-(yf-yg) /hyg);
j_ini = 2%J-1;
for(int j=j_ini; j<(j_ini+num_nos finos_y); j++){
xg = Jxhxg;
xf = gxhxf;
// calculo do peso da contribuig¢do em x

t = (xg>xf)?(1.0-(xg-xf)/hxg):(1.0-(xf-xg)/hxg);

// computando a contribuicao do ponto fino i,j

G_acum += truxxf[i][j];

xf = texture2DRect(texture_xf, vec2(i,j) + (0.5,0.5)).x;
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}

}

C..

// escrevendo o resultado na textura

glFragColor.x = G_acum;

// restrigdo se ponto na borda do tecido ...

D)




Capitulo 6

Metodologia

Nesta secao serd apresentada a metodologia utilizada para a realizacao dos testes

comparativos entre CPU e GPU que serao mostrados no Capitulo 7.

6.1 Simulacao

Por ser o coragao um 6rgao muito complexo, uma simulagao em toda a sua regiao
seria muito custosa e inviavel computacionalmente. Por esta razao, costuma-se utili-
zar em simulacgoes cardiacas um técnica conhecida como Wedge. Esta é uma técnica
muito utilizada em laboratorios de fisiologia, consistindo em retirar um pedaco do
tecido cardiaco e realizar um estudo sobre o pedaco de tecido retirado. A Figura 6.1
mostra como ¢é realizada a preparagao experimental para o uso da técnica Wedge.
Nesta figura podemos ver os trés principais tipos de células que compdem o tecido
cardiaco do ventriculo humano. Ou seja as células do epicardio, endocardio e do

tipo M.

O pedacgo de tecido retirado é colocado em uma solucao passiva e isotropica,
chamada banho, que mantém o tecido vivo e permite que os experimentos sejam

realizados.

As medidas elétricas obtidas em preparacoes experimentais tipo Wedge sao muito
semelhantes aos eletrocardiogramas obtidos na superficie do corpo humano. Em

particular, o Wedge é capaz de simular algumas patologias cardiacas importantes
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Posicionar
Eletrodos.

Figura 6.1: Esquema para a preparacao do experimento Wedge. Adaptado de YAN
et al. (1998).

(YAN et al., 1998).

Nossas simulacoes do experimento Wedge sao baseadas nas equagoes do bido-
minio, que levam em consideragao o dominio intracelular e extracelular do tecido
cardiaco acoplado a trés modelos de células de mi6citos ventriculares: epicardio, M
e endocardio. Estes modelos do mi6cito sao baseados no modelo ventricular humano
de TEN TUSSCHER et al. (2004) descrito na Segao 2.6. Os parametros utilizados
sdo baseados naqueles descritos em SANTOS et al. (2004). Um tensor de conduti-
vidade ortotropico 3D ¢é utilizado para capturar a estrutura laminar das fibras do
coracao: uma maior velocidade de condutividade ocorre ao longo das fibras, uma
média velocidade de condutividade ocorre através das fibras em uma mesma folha e

uma menor velocidade de condutividade ocorre através das folhas do tecido.

Os valores das condutividades do tecido cardiaco utilizados em SANTOS et al.
(2004) foram uniformemente reescalados para coincidir com as velocidades de 70cm /s
apice-base e 45¢m /s transmural. A condutividade do banho utilizada ¢ de 20m.S/cm.
A capacitancia por unidade de area e a razao area para volume é de 2uF/cm? e
2000/cm, respectivamente. As interfaces entre tecido e banho sdo modeladas de
acordo com o descrito em MUZIKANT e HENRIQUEZ (1998). Todas as outras
bordas sao eletricamente isoladas. A distribuicao dos angulos das fibras e folhas foi

utilizado de maneira a reproduzir a orientacao obtida do trabalho de YAN et al.
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(1998).

As simulacoes tiveram uma duracao de 40 passos de tempo, sendo 20 passos
realizados apos a aplicacao da corrente de estimulo em uma parte selecionada do
endocéardio. A discretizacao espacial e temporal utilizada no método de elementos
finitos foi de 40pum e 10us, respectivamente. Foram simulados 5 tecidos com tama-
nhos diferentes, todos com largura de 513 elementos e alturas que variam de 65, 129,
257, 513 e 1025 elementos. A Figura 6.2 ilustra um tecido cardiaco com 513 por 257

elementos simulado.

Base 40.0 mV

H__Aﬂ__/%,__/
_ -86.2mV
M Epi
Esiimule Eires ,
Apice

Figura 6.2: Tecido cardiaco discretizado em 513 por 257 elementos quadrados. O
tecido se divide em banho, células do endocardio, células M, e células do epicardio.

Um estimulo elétrico é aplicado na regiao do endocardio indicada.

A Figura 6.3 ilustra a propagacao elétrica em um tecido cardiaco com dimensao
513 x 1025 para uma simulacao com um total de 80 passos de tempo. Utilizando os

mesmo parametros descritos anteriormente.

Trés implementacoes diferentes foram utilizadas para a comparacao de desempe-
nho. A primeira implementacao, IMP-GPU, é baseada em GPU e utiliza o método
de Euler explicito para a solucdo das EDOs e o método dos gradientes conjugados
precondicionado por Jacobi e multigrid para as EDPs parabdlica e eliptica, respec-
tivamente. A segunda implementacao, IMP-CPU, é uma implementacao serial em
CPU dos mesmos métodos da implementacao IMP-GPU. A terceira implemen-
tacao, IMP-CLUSTER, ¢é uma implementacao paralela da solucao das equagoes
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(@) (b)
tempo = 0,2 ms tempo = 0,4 ms

(c) (d)
tempo = 0,6 ms tempo = 0,8 ms

Figura 6.3: Simulacao de 0,8ms da propagacao elétrica em um tecido cardiaco

com dimensao 513 x 1025.

do bidominio utilizando o método dos gradientes conjugados precondicionado por
ILU e multigrid para as EDPs parabélica e eliptica, respectivamente. O critério de

parada utilizado em todas as implementacoes é a tolerancia absoluta de 107°.

A implementacao IMP-CLUSTER utiliza apenas 2 grids e a resolu¢ao no grid
mais grosseiro é realizada pelo método direto LU, implementado utilizando a bi-
blioteca cientifica PETSc e biblioteca para passagem de mensagens MPI. Maiores

detalhes sobre esta implementagao podem ser encontrados em SANTOS et al. (2004).

Os erros no Capitulo 7 sao calculados para a solucao das equacoes parabodlica
e eliptica, considerando como solucao exata aquela obtida pela implementacao em
CPU IMP-CPU com tolerancia absoluta de 107!2. A porcentagem de erro das

implementagoes é dada pela Equacao 6.1

Z Z(@f] - ¢§,j)2

/Z Z(‘Pfg)z

Onde 7 e j sdo os indices no espaco, t no tempo, ¢ o potencial tido como exato

ERRO, %) = 100 (6.1)
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e ¢ o potencial calculado.

6.2 Hardware

Foram utilizados diversos ambientes computacionais para a realizacao das simu-
lagdes. As configuragoes de hardware utilizadas estao descritas nas Tabelas 6.1, 6.2

que contém as CPUs e GPUs utilizadas nos testes respectivamente.

Tabela 6.1: Configuracao das CPUs utilizadas.

Nome Processador Memoéria RAM
PD Intel Pentium D 820 2.8GHz 2GB
AMD  Athlon 64 X2 4200+ 2.2GHz 1GB
XE Intel Xeon 1.6GHz 4GB

Tabela 6.2: Configuracao das GPUs utilizadas.

Nome GPU Num. Processadores Memoéria RAM
7600GS  GeForce 7600GS 12 256MB
8600GT GeForce 8600GT 32 256MB
8800GT  GeForce 8800GT 112 512MB

Os hardwares das GPUs e CPUs foram combinados de diferentes formas. No
entanto, devido a algumas restricoes de hardware algumas combinacdes nao foram
possiveis. Foram realizados testes combinando a CPU AMD com as GPUs 7600GS e
8800GT; a CPU PD foi combinada com todas as GPUs descritas; ja a CPU XE nao
foi combinada com nenhuma GPU sendo utilizada apenas para a implementagao em
CPU.

Para a implementacao paralela IMP-Cluster foram utilizadas duas CPUs XE
conectadas por uma rede Ethernet de 1Gb/s. Cada CPU XE possui 4 processadores.
As paralelizacoes foram realizadas utilizando 4 e 8 processadores e sao referenciadas

no texto como XE4 e 2-XE4, respectivamente.
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Todas as simulacoes foram realizadas trés vezes em cada combinacao de hardware
descrita anteriormente. Foi realizada uma média dos tempos medidos para cada
implementacao. Este resultados serao apresentados no Capitulo 7. O desvio padrao

observado foi desprezivel visto que as execucoes foram realizadas em modo exclusivo.



Capitulo 7

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados do desempenho e erros obtidos com

as implementacoes em CPU e GPU.

7.1 Erros Numéricos

A implementagao em GPU, IMP-GPU utiliza a emulacao de precisao dupla na
multiplicagdo matriz vetor para reduzir o erro da solucao. A Tabela 7.1 mostra os
erros encontrados. Através da Tabela 7.1 é possivel perceber que para o potencial
extracelular (p.) o erro é bem maior chegando a 15% para a implementagdo em
precisao simples no tecido com dimensao 513 x 1025. Estes resultados justificam a
utilizacao da implementagao com emulacao de precisao dupla que sera utilizada no

restante deste trabalho sendo referenciada no texto por IMP-GPU.

A comparacao entre as implementacoes com e sem a emulacao de precisao dupla
revelou que o desempenho entre as duas implementacoes é semelhante. Isto ocorreu
devido a um aumento em torno de 4% do numero de iteracoes necessarias para a
solucao da equacao eliptica na implementacao em precisao simples. Este aumento
no nimero de iteracoes foi causado pelos erros nimericos da multiplicacao matriz

vetor na implementacao em precisao simples.
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Tabela 7.1: Comparacao entre erros nas implementacoes em CPU, GPU com

precisao simples e GPU precisao dupla, para ¢ e ..

Dimensao \ CPU GPU Precisao Simples GPU Precisao Dupla
Imp. Erro ¢ (%)  Erro e (%) | Erro ¢ (%)  Erro e (%) | Erro ¢ (%)  Erro ge (%)
513x65 0,000001 0,000005 0,007673 1,221275 0,000267 0,087711
513x129 0,000001 0,000007 0,006574 1,717772 0,000233 0,122430
513x257 0,000001 0,000009 0,009063 3,226198 0,000340 0,220218
513x513 0,000001 0,000009 0,017424 6,707596 0,000691 0,236950
513x1025 0,000001 0,000009 0,040513 15,844730 0,001317 0,362497

7.2 Parametros do Precondicionador Multigrid

O precondicionador multigrid para as implementacoes IMP-GPU e IMP-CPU
utilizou o nimero maximo de grids possivel para cada dimensao de problema. Por
exemplo, um tecido com dimensao 513 X 65 possui 7 grids, um tecido com dimensao
513 x 129 possui 8 grids e um tecido com dimensao 513 x 257 possui 9 grids. Em
cada grid é aplicado um nimero diferente de iteragoes do método de relaxacao. Este
nimero é dado por n(g + 1) onde n é um inteiro constante e g é o nimero do grid,
sendo g = 0 para o grid mais fino. A constante n foi escolhida empiricamente como
sendo igual a 1. O método de relaxacao utilizado é o método de w-Jacobi com w
escolhido igual a 0.8. Para o grid mais grosseiro utilizamos o método dos gradi-
entes conjugados com tolerancia absoluta de 107, Os mesmos parametros foram
utilizados em todas as dimensoes de tecidos. Estes parametros foram encontrados
empiricamente como pode ser visto nas Figuras 7.1 e 7.2. Na Figura 7.2 sao rea-
lizadas combinagbes entre a constante n, do nimero de iteragoes (IT) do método
w-Jacobi e a tolerancia absoluta do método dos gradiente conjugados no grid mais

grosseiro (TOL).

7.3 IMP-GPU versus IMP-CPU

Nesta se¢ao comparamos as implementagoes em CPU (IMP-CPU) e em GPU
(IMP-GPU). As CPUs e GPUs utilizadas foram as descritas no Capitulo 6.

A Tabela 7.2 ilustra os desempenhos obtidos para o tecido de maior dimensao,



7.3 IMP-GPU versus IMP-CPU

100

nimero de iteracbes

Figura 7.1:

160
140
120
100

80

Tempo (s)

60

40

20

o-:-ZIZIZ-].]]:[-]

513x65

1000

900

800

700

600

500

3

o
o

2

=3
=3

1

o
=3

0

0.05 010 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90

W

M 513x65
M 513x129
O 513x257
M 513x513
M 513x1025

Escolha do w mais apropriado para o método de w-Jacobi. Escolha de

w = 0.8.

513x129 513x257 513x 513 513x1025

dimensao

W1 Ts,
M1ITs,
O1 1Ts,
H11Ts,
W1ITs,
O21Ts,
M2 (Ts,
O21Ts,
Wz Ts,
Hz ITs,
W3 ITs,
W3 ITs,
W3 Ts,
W3 ITs,
O3 1Ts,

TOL 1e-6
TOL 1e-8
TOL 1e-12
TCOL 1e-15
TOL 1e-18
TOL 1e-6
TCOL 1e-8
TOL 1e-12
TOL 1e-15
TOL 1e-18
TOL 1e-6
TOL 1e-8
TOL 1e-12
TOL 1e-15
TOL 1e-18

Figura 7.2: Escolha da combinacdo do nimero n de passos n(g + 1) do método de

relaxacao (ITs) com e a tolerancia absoluta utilizada no método dos gradientes

conjugados no grid mais grosseiro (TOL).

513 por 1025 elementos, para a resolucao da Equacao Parabodlica. O ntmero to-

tal de iteragoes realizado pelo método dos gradientes conjugados precondicionado

(GCP) para a equacao parabolica durante toda a simulagao foi de 907 para ambas

as implementacoes. O desempenho da implementacao IMP-GPU do método GCP

foi cerca de 5 vezes melhor do que o da IMP-CPU usando a GPU mais moderna

8800GT no processador AMD. No processador PD os ganhos de desempenho das
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GPUs 8300GT, 8600GT e 7600GS foram de 4,6, 2,8 e 1,7, respectivamente.

Tabela 7.2: Solucao da Equagao Parabolica por PGC-Jacobi nas diferentes

configuragoes de hardware.

Nome\Tempo CPU (s) GPU 7600GS (s) GPU 8600GT (s) GPU 8800GT (s)

PD 54,63 32,12 19,6 11,87
AMD 46,52 33,32 _ 9,32
XE 38,13 : : -

As Figuras 7.3 e 7.4 mostram os tempos e o speedup das duas implementagoes
do método GCP precondicionado por Jacobi para a solucao da Equacao Parabolica
utilizando a CPU AMD e a GPU 8800GT para os diferentes tecidos simulados.
Podemos observar que quanto maior o tecido maior a diferenca entre os desempenhos

das duas implementacoes.

Tempos Equagao Parabdlica Speedup Equagao Parahdlica
AND X2/ 8300GT AMD X2/ 8800GT
% 46,52 6
45
0 5
>
M) 4
B’ 30 %
Q2 B CPU AMD 64 X2 2 s -
E, % 1822 HGPU 8800GT g’{ SpeedUp
15 2
10 10,08 9,32
5 510 h 4,08 1
2,07 1,66 2,14 .
o Emm L 0
513x65  513x129  513x257  513x513  513x1025 513x65 513x129  513x257 513x513  513x1025
dimensao dimenséo
Figura 7.3: Comparacao de Figura 7.4: Speedup da implementagao
desempenho da implementacao da da equacao parabolica em GPU sobre a
equacgao parabolica entre CPU e GPU. CPU.

A Tabela 7.3 ilustra os desempenhos obtidos para o tecido de maior dimensao
para a resolucao da Equacgao Eliptica. O nimero de iteracoes do método CGP foi
de 349 para a implementacao em CPU e de 385 para a implementacao em GPU. O
desempenho da implementacao IMP-GPU do GCP precondicionado por Multigrid
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foi cerca de 5, 6 vezes melhor do que o da IMP-CPU usando a GPU mais moderna
8800GT no processador AMD. No processador PD os ganhos de desempenho das
GPUs 8800GT, 8600GT e 7600GS foram de 4,6, 2,4 e 1, 3, respectivamente.

Tabela 7.3: Solucao da Equacao Eliptica por PGC-Multigrid nas diferentes

configuragoes de hardware.

Nome\Tempo CPU (s) GPU 7600GS (s) GPU 8600GT (s) GPU 8800GT (s)

PD 132,87 99,13 55,17 29,19
AMD 117,74 87,22 - 20,69
XE 11562 - - -

As Figuras 7.5 e 7.6 mostram os tempos e o speedup das duas implementacoes
do método GCP precondicionado por multigrid para a solugao da Equacao Eliptica

utilizando a CPU AMD e a GPU 8800GT para os diferentes tecidos simulados.

Tempos Equagéo Eliptica Speedup Equagéo Eliptica
AMD X2/ 8800GT AMD X2/ 8800GT
140 6
120 117,74 5
e 100 4
L o
80 3
é B CPUAMD 64 X2 § 3 B-SpeedUp
o 60 B GPU 8800GT Q
had 4597 @ 2
40
25,70 20,69 1
20 qpos  Zsa n 1322
, =i N 0
513x65 513x129 513x257 513x513 513x1025 513x65 513x129  513x257  513x513  513x1025
dimenséo dimens&o
Figura 7.5: Comparacao de Figura 7.6: Speedup da implementagao
desempenho da implementacao da da equacao eliptica em GPU sobre a
equacao eliptica entre CPU e GPU. CPU.

A Tabela 7.4 mostra o desempenho as implementagoes em CPU (IMP-CPU)
e em GPU (IMP-GPU) para a soluc¢do dos sistemas de EDOs. O desempenho da
implementacao IMP-GPU da solucao das EDOs foi cerca de 84,1 vezes melhor do
que o da IMP-CPU usando a GPU mais moderna 8300GT no processador AMD.
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No processador PD os ganhos de desempenho das GPUs 8800GT, 8600GT e 7600GS
foram de 86, 3, 66,9 e 30,7, respectivamente.

Tabela 7.4: EDOs nas diferentes configuracoes de hardware.

Nome\Tempo CPU (s) GPU 7600GS (s) GPU 8600GT (s) GPU 8800GT (s)

PD 107,05 3,49 1,6 1,24
AMD 63,95 3,21 - 0,76
XE 71,28 : : .

As Figuras 7.7 e 7.8 mostram os tempos e o speedup das duas implementacoes
do método EDO-Euler usando a CPU AMD e a GPU 8800GT para os diferentes
tecidos simulados. Novamente, quanto maior o tecido maior a diferenca entre os

desempenhos das duas implementagoes.

Tempos EDOs Speedup EDOs
AVD X2/ 8800GT AMD X2/ 8800GT
70 90
63,95
60 80
70
= 50 60
w0 g
é. - B CPUAMD 64 X2 3 %0 = Speedlp
£ 2 ’ B GPU 8800GT 2 %
30
20 15,16 20
10 175 10
387
yome e W B B 0
513x65 513x129 513x257 513x513 513x1025 513x65 513x129  513x257  513x513  513x1025
dimensao dimensdo
Figura 7.7: Comparacao de Figura 7.8: Speedup da implementacgao

desempenho da solucao das EDOs entre  da solucao das EDOs em GPU sobre a
CPU e GPU. CPU.

A Tabela 7.5 mostra o desempenho das implementagoes em CPU (IMP-CPU) e
em GPU (IMP-GPU) para a solugao total das equagdes do bidominio. Vale lembrar
que estes tempos nao sao a soma dos tempos anteriores uma vez que existem alguns
processos intermediarios entre a solucao da EDP parabolica, EDP eliptica e EDOs.

Para a resolucao das equacgoes do bidominio, o desempenho da implementacao IMP-

GPU no par AMD-8800GT foi cerca de 7 vezes melhor do que o da IMP-CPU
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no processador mais rapido XE. No processador PD os ganhos de desempenho das

GPUs 8800GT, 8600GT e 7600GS foram de 7, 3,9 e 2,2, respectivamente.

Tabela 7.5: Tempo Total nas diferentes configuracoes de hardware.

Nome\Tempo CPU (s) GPU 7600GS (s) GPU 8600GT (s) GPU 8800GT (s)

PD 299,91 135,51 77,66 43,04
AMD 228,63 124.73 - 32,30
XE 226,30 - - -

As Figuras 7.9 e 7.10 mostram os tempos e speedup das duas implementacoes
IMP-CPU e IMP-GPU usando a CPU AMD e a GPU 8800GT para os diferentes

tecidos simulados.

Tempo Total Speedup Total
AMD X2/8800GT AMD X2/ 8800GT

250 8
22863

200

o

0
8_ 150 _g' 5
g W CPUAMD 64 X2 g 4 & SpeedUp
o 94,84 B GPU 8800GT % 3
51,10 2
0 3230
1166 11,79 25'461310 h o 1
o B 0
513x65  513x129  513x257  513x513  513x1025 513x65 513x129  513x257 513x513 513x1025
dimens&o dimenséo
Figura 7.9: Comparacao de Figura 7.10: Speedup da
desempenho da solucao das equacoes implementacao da solucao das equagoes
do bidominio entre CPU e GPU. do bidominio em GPU sobre a CPU.

7.3.1 Depuracao de desempenho

Nas comparagoes anteriores, os tempos de execugao para a solucao das equa-
coes do bidominio levaram em consideracao os tempos para a realizacao de algumas

operacoes intermediarias além dos métodos niimericos para a solucao das equagcoes.
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No entanto, agora iremos comparar apenas os métodos nimericos para a solucao
das equacoes. Os métodos nimericos utilizados para a resolucao das equacoes do
bidominio sao constituidos de algumas operacoes bésicas. Por esta razao, compa-
raremos o desempenho de cada uma destas operacoes separadamente, no intuito de
encontrar as operagoes em GPU com desempenho abaixo das expectativas. Através
desta anélise sera possivel em trabalhos futuros aprimorar os algoritmos para me-
lhorar ainda mais seu desempenho. Para a realizacao destes testes foram contados
os tempos totais e quantas vezes foi executada cada uma das operacoes em uma
simulagao completa como as simulagoes anteriores. Os tempos para a execucao de
cada operagao em CPU foram comparados com os tempos em GPU para um tecido
com dimensao 513 x 1025. Para esta comparacao de desempenho foi utilizada a CPU
AMD com a GPU 8800GT. A Tabela 7.6 mostra o desempenho das funcoes que im-
plementam os métodos nimericos, GCP-Jacobi, GCP-Multigrid e EDOs. O tempo
de computacao das funcoes intermedidrias para a solucao dos problemas eliptico e
parabolico, assim como os tempos de inicializacao estao representados no campo
Restante. Isto ¢, GCP-Jacobi possui um tempo menor do que o tempo da EDP pa-
rabolica, como apresentado nas secoes anteriores, pois nao incluem outras operacoes
como a montagem do lado direito do sistema linear. A mesma diferenca existe entre
EDP eliptica e GCP-Multigrid. O campo (%) corresponde a quantos por cento do

tempo de execucao total a operacao ocupa.

Tabela 7.6: Comparacao de desempenho entre os métodos niimericos em CPU e

GPU em um tecido 513 x 1025.

Operagao CPU GPU Speedup
Tempo (s) (%) Tempo (s) (%)

GCP-Jacobi 42,01 18,37 6,00 18,57 7,00

GCP-Multigrid 119,87 52,43 19,17 59,33 6,25

EDOs 63,95 27,97 0,76 2,35 84,14

Restante 2,80 1,22 6,37 19,73

Total 228,63 100,00 32,30 100,00 7,08

Na Tabela 7.6, fica claro que o speedup obtido para solucao das EDOs foi muito
superior aos demais. O tempo gasto pelas operagoes do campo Restante sao supe-
riores na implementacao em GPU. Isto se deve ao fato da existéncia de interacoes
entre GPU e CPU e da troca de um grande volume de dados para a resolugao das

equacoes eliptica, parabélica e EDOs.
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Para uma melhor compreensao do desempenho dos métodos GCP, iremos analisar
separadamente o desempenho das operacoes que compoem os métodos GCP-Jacobi
e GCP-Multigrid. A Tabela 7.7 mostra o desempenho das operacoes que compdem o
método PCG-Jacobi responsavel pela solugao da EDP parabolica. Pode-se perceber
pela Tabela 7.7 que o desempenho da implementacao em GPU é fortemente limitado
pelo desempenho da operacao para o calculo do produto interno. O desempenho do
produto interno em GPU é limitado devido a dois fatores. O primeiro é o fato do
calculo da operacao nao poder ser trivialmente paralelizivel, sendo realizada em
reducoes sucessivas. O outro fator estd relacionado com o nimero de acessos a
memoria que é bem maior nesta implementacao por reducoes sucessivas e também a
problemas na utilizagao eficiente da cache de textura, que é otimizada para acessos
no padrao dado pela operacao SAXPY. Algumas modificacdes podem ser aplicadas

para melhorar o desempenho nesta operacao e serao discutidas no Capitulo 8.

Tabela 7.7: Desempenho das operacoes que compoem o método GCP-Jacobi.

Operagao CPU GPU Speedup/
Tempo (s) (%) Num. Cham. Tempo (s) (%) Num. Cham  operagio
Prec. Jacobi 4,49 10,73 947 0,09 1,54 947 48,79
SAXPY 9,62 22,98 2761 0,21 3,57 2761 45,22
M. Matriz Vetor 22,45 53,61 947 0,41 6,91 947 54,52
Produto Interno 5,31 12,68 1993 525 88,00 1993 1,01
Restante 0,14 0,33 - 0,04 0,19
Total 42,01 - - 6,00

A Tabela 7.8 mostra o desempenho das operacoes que compoem o método PCG-

Multigrid responsavel pela solugao da EDP eliptica.

Podemos observar na Tabela 7.8 que as operagoes de restricao, interpolacao e
produto interno possuem o pior desempenho em GPU, e sao aquelas em que o
padrao de acesso a memoria nao é igual ao de uma operacao do tipo SAXPY. O
valor de 15% para as operacoes restantes chama a atencao, porém este valor se
deve ao fato de termos omitido algumas operagoes menos relevantes do multigrid
além do grande nimero de chamadas de métodos para executar na GPU que é bem
superior ao nimero encontrado no GCP-Jacobi. Outro ponto que deve ser ressaltado

¢ o desempenho inferior das operacoes SAXPY e produto matriz vetor do GCP-
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Tabela 7.8: Desempenho das operagoes que compoem o método GCP-Multigrid.

Operagao CPU GPU Speedup/

Tempo (s) (%) Num. Cham. Tempo (s) (%) Num. Cham  operacio
SAXPY 7,64 6,37 8089 0,77 4,03 8845 10,82
M. Matriz Vetor 20,80 17,36 3890 0,93 4,84 4250 24,49
Produto Interno 222 1,85 847 235 12,28 895 0,99
w-Jacobi 72,39 60,39 7391 234 122 8075 33,82
Interpolacio 3,70 3,08 3501 3,15 16,41 3825 1,28
Restricao 10,36 8,65 3501 6,67 34,81 3825 1,7
Restante 2,77 2,31 - 2,96 15,43 - -
Total 119,87 § § 19,17 § § §

Multigrid em relacao ao GCP-Jacobi. Isto se deve ao fato de que o método multigrid
realiza estas operagoes em grids menores onde o desempenho destas operacoes em

GPU nao é tao bom quanto em grids maiores.

7.4 IMP-Cluster versus IMP-GPU

As secOes anteriores mostraram uma comparacao de desempenho entre GPU
e CPU utilizando o mesmo algoritmo nas duas plataformas. No entanto, sabe-se
que para a resolucao da Equacao Parabdlica e Eliptica outros precondicionadores
produzem melhores resultados em desempenho. O precondicionador ILU(0) para
a simulacao sequencial e Block-Jacobi para a simulacao paralela para a equacao
parabolica e multigrid com dois niveis e LU no grid mais grosseiro para a equagao
eliptica sao considerados, atualmente, os melhores precondicionadores para o bido-
minio (SANTOS et al., 2004). Para a implementacao desses métodos foi utilizada a
biblioteca PETSc versao 2.3.2 com MPI (BALAY et al., 2002). A Tabela 7.9 mostra
o nimero de iteracoes necessarias para a resolucao das EDPs parabolica e eliptica

nas implementacoes descritas.

Como o precondicionador utilizado na implementacao em GPU é diferente do
utilizado em CPU, o nimero de iteragoes necesséarias para a resolucao das equagoes

em GPU é maior que o necessario em CPU, o que é mostrado na Tabela 7.9.
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Tabela 7.9: Namero de iteracoes para as diferentes implementagoes em um tecido

513 x 1025.
Nome Iteragbes Parabolico (s) Iteragdes Eliptico
CPU GPU 8800GT CPU GPU 8800GT

PD 183 907 280 385
AMD 183 907 280 385
XE1 183 - 280

XE4 280 - 280

2-XE4 300 - 280

A Tabela 7.10 mostra a comparacao do desempenho entre as implementacoes
destes precondicionadores em CPU com o Jacobi utilizado nas GPUs. E importante
lembrar que os precondicionadores descritos nessa se¢ao (ILU(0) e Block-Jacobi) nao
seriam uma boa escolha para implementagao em GPU por nao serem totalmente
paralelizaveis. Na tabela, XF4 e 2-XIE4 apresentam os resultados de IMP-Cluster
em plataformas paralelas de 4 e 8 cores, respectivamente. IMP-GPU apresenta os

tempos obtidos com a placa 8800GT.

Tabela 7.10: Comparacao com o estado da arte em um tecido com dimensao

513 x 1025.
Nome Parabolico (s) EDO (s) Eliptico (s) Total (s)
CPU GPU 8800GT CPU GPU 8800GT CPU GPU 8800GT CPU GPU 8800GT

PD 22,78 11,87 107,05 1,24 130,75 29,19 269,51 43,04
AMD 18,32 9,32 63,95 0,76 108,06 21,97 224,91 32,30
XE1 16,98 - 71,28 - 92,98 - 188,50

XE4 11,69 - 18,09 - 58,98 - 95,10

2.XE4 6,40 - 9,13 - 37,45 - 58,88

Através da Tabela 7.10 é possivel notar que o melhor desempenho em GPU foi
obtido com a configuracaio AMD-8800GT. O tempo total foi 5,84 vezes menor do
que o melhor tempo obtido por uma implementagao em CPU (IMP-Cluster) com
um unico processador, configuracao XE. O speedup obtido apenas para o problema
parabolico, foi menor, em torno de 2. Para o problema eliptico o speedup foi de
3,28 em relacao a configuracao XE. J& para a resolucao das EDOs, foi obtido um
speedup de 84,14, em relacdo a configuracao AMD. Também observamos que IMP-
GPU (1 CPU + 1 GPU) oferece um desempenho melhor do que IMP-Cluster em

2 maquinas de 4 processadores, 2-XE4.



Capitulo 8

Discussao

Apresentamos no Capitulo 7 dois tipos de comparacoes de desempenho, uma
comparacao direta na Secao 7.3 entre a implementacao em GPU, IMP-GPU, com
uma implementacao serial em CPU correspondente, IMP-CPU, e uma outra com-
paracao na Secao 7.4 entre IMP-GPU e uma implementacao em CPU com os
melhores métodos conhecidos atualmente para resolucao as equacoes do bidominio

em um pequeno cluster IMP-Cluster.

Para o caso IMP-GPU versus IMP-CPU obtemos um speedup em torno de
4,1 da GPU 8800GT em relacao & maquina XE para o problema parabolico. Para o
problema eliptico o speedup obtido pela GPU 8800GT foi em torno de 5,6 em relacao
a maquina XE. Para a resolucao dos sistemas de EDOs o speedup obtido pela GPU foi
bem maior, chegando a 93,8 em relacao a CPU XE. O speedup para todo o processo
de solucgao das equacoes do bidominio foi em torno de 7 obtido pela GPU 8800GT em
relacdo & maquina XE. Também foi apresentado uma comparagao mais detalhada
entre as operacoes que compoem os métodos numeéricos. Foi possivel observar que
as operagoes que obtiveram o pior desempenho em GPU foram as operacoes que
realizavam um acesso & mémoria nao sequencial. A cache das texturas em GPUs
sao bem reduzidas e otimizadas para uma localidade em duas dimensoes, obtendo
um desempenho 6timo em acessos sequenciais como os realizados pela operagoes
SAXPY. O acesso & memoria das operacoes de restricao, interpolacao e produto
interno nao é sequencial e prejudica o desempenho dessas operacoes. O produto

interno sofre de outros dois problemas. O primeiro ¢ o maior nimero de acessos a



110

memoria ocasionadas pelas redugoes sucessivas. O segundo problema é que quando
o grid é reduzido existe um tamanho em que nao é mais vantajoso realizar o calculo
em GPU. O mesmo problema ocorre para as operacoes de SAXPY, multiplicacao
matriz vetor e w-Jacobi para os grids mais grosseiros no método multigrid. Para
o caso do produto interno, como o resultado precisa ser transferido para a CPU,
uma maneira de melhorar seu desempenho seria nao realizar as reducoes na GPU
até obter um tnico valor mas sim encontrar um nimero 6timo de reducoes na GPU
tal que seja mais eficiente transferir os dados restantes para a CPU que finalizaria a
computacao. Para o multigrid onde os dados nao precisam ser trocados com a CPU,
esta solucao nao seria apropriada, devido ao alto custo de transferéncia de dados

entre CPU e GPU e a grande quantidade de vezes que isso seria necessario.

Para a comparagao IMP-GPU versus IMP-Cluster em serial os speedups ob-
tidos pela GPU 8800GT em relacao a implementacao serial IMP-Cluster foram de
1,82, 3,28, 93,8, e 5,84 paras o problema parabolico, eliptico, sistemas de EDOs e o
tempo total respectivamente. A comparagao foi realizada em relacao & méquina XE.
J& comparando IMP-GPU com a implementacao paralela IMP-Cluster utilizando
duas maquinas Quad Core Xeon (2-XE4) totalizando 8 processadores a implementa-
¢ao na GPU 8800GT obteve speedups de 1,7, 12,01 e 1,82 para o problema eliptico,
os sistemas de EDOS e o tempo total. Para o problema paraboélico o hardware

2-XE4 obteve um speedup sobre a GPU 8800GT de 1, 46.

O que mais se destacou nas implementacoes foi o speedup na resolucao dos siste-
mas de EDOs pela GPU em relacao as CPUs. Isto ocorreu pois para cada passo de
tempo da simulagao um conjunto de sistemas de EDOs é resolvido, sendo um sistema
de EDOs para cada elemento do tecido. Esta operacao é totalmente paralelizavel,

o que explica o 6timo desempenho das GPUs comparados com os desempenhos das
CPUs.

J& para o problema parabolico o que se destacou foi o slowdown da implemen-
tacao em GPU em relagao ao hardware com 8 processadores. Um dos motivos para
isto foi a diferenca entre os precondicionadores utilizados nas duas versdes. A im-
plementacao em GPU utilizou o precondicionador Jacobi que faz com que a solucao
da equacao parabolica necessite de aproximadamente 20 iteracoes do método dos
gradientes conjugados precondicionado por cada passo de tempo. J& a implementa-

¢ao paralela em CPU utilizou o precondicionador Block-ILU(0), que é muito mais



8.1 Trabalhos Futuros 111

eficiente, onde o método dos gradientes conjugados precondicionado necessita em

torno de 7 iteragoes apenas.

Para a solucao do problema eliptico a IMP-GPU se mostrou mais eficiente
do que a implementacao IMP-Cluster mesmo com a utilizacao de um precondi-
cionador mais eficiente pela implementacao em CPU. A implementacao em GPU
obteve um speedup de 1,7 em relacdo a implementacao paralela em CPU com 8

processadores (2-XE4).

Mesmo utilizando métodos numéricos menos eficientes, a GPU se mostrou mais
eficiente que uma implementacao paralela do simulador cardiaco em 2 maquinas
com 4 cores cada uma, totalizando 8 processadores, sendo 1,82 vezes mais rapida,
utilizando apenas uma CPU AMD e uma placa de video GeForce 8800GT. Este
resultado é ainda mais significativo se compararmos o custo beneficio das duas pla-
taformas. O custo da plataforma AMD-8800GT é, atualmente, cerca de um sexto

da plataforma 2-XE4.

8.1 Trabalhos Futuros

Pode ser observado pelos dados referentes ao desempenho que algumas opera-
coes obtiveram um desempenho fraco na implementacao em GPU. Principalmente as
operacoes de restricao, interpolagao e produto interno. Como citado anteriormente,
o algoritmo de produto interno pode ser modificado para que a parte final da com-
putacao seja realizada na CPU. Entretanto, para cada configuracao de GPU e CPU
um balanceamento diferente precisar ser encontrado. Além disso, outros algoritmos
para estas operacoes podem ser desenvolvidos na tentativa de se obter um padrao de
acesso a memoria que utilize melhor a cache das texturas. Outra abordagem para
melhorar o desempenho do simulador cardiaco é encontrar precondicionadores ou

métodos nimericos que, paralelizados em GPU, obtenham um desempenho melhor.

Neste trabalho foi mostrada uma abordagem para a programacao de GPUs uti-
lizando OpenGL e GLSL. No entanto, ja estda em andamento testes da utilizagao da
linguagem CUDA que vem se tornando um padrao para a programacao GPGPU.
Realizamos alguns testes iniciais comparando o desempenho entre CPU, OpenGL

e CUDA para a implementacao do método de relaxagdo w-Jacobi. A Tabela 8.1
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mostra uma comparacao de desempenho entre duas implementacées em GPU, com
uma implementagao em CPU para 1000 iteracoes do método em um tecido com

dimensao 513 x 1025.

Tabela 8.1: Speedup das implementagoes em GPU (CUDA e OpenGL) em relacao

a implementacao em CPU em um tecido com dimensao 513 x 1025.

8600GT 8800GT
Tempo (s) Speedup Tempo (s) Speedup
CUDA 2,868 16,73 1,042 48,68
OpenGL 3,737 12,84 1,277 39,72

Podemos perceber que o desempenho obtido pela implementacao em CUDA foi
superior ao desempenho obtido pela implementacao em OpenGL. Estes resultados
preliminares indicam que a utilizagdo da linguagem CUDA pode melhorar ainda
mais o desempenho da implementacao em GPU das equagoes do bidominio, além
de permitir que seja utilizada a precisao dupla nativa dos hardwares mais recen-
tes. Além disso, a linguagem CUDA permite que programadores sem experiéncia
em computacao grafica possam implementar seus problemas quase da mesma ma-
neira que fariam na linguagem C o que torna os codigos mais legiveis. Uma outra
vantagem é que a programacao em CUDA oferece mais flexibilidade na utilizagao
da GPU, permitindo que escritas aleatorias na memoria possam ser realizadas. No
entanto, ainda existe muita discussao sobre a superioridade do desempenho de im-
plementacoes em OpenGL sobre implementacdes em CUDA. Como trabalho futuro,
propomos uma implementacao do simulador cardiaco em GPU utilizando a lingua-
gem CUDA e uma comparagao com a abordagem com OpenGL com as modifi¢oes

propostas.

Um outro trabalho a ser realizado é a modificagao do cédigo em GPU para que
possa ser paralelizado em um cluster de GPUs. O cluster de GPUs consiste em vérias
GPUs que podem estar em diferentes méaquinas interconectadas por uma rede, ou

até mesmo em uma unica maquina multicore (FAN et al., 2004).
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Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma abordagem utilizando GPU para a solucao
das equagoes que modelam a atividade elétrica no coragao. Foi mostrado que a
modelagem cardiaca, pode ser dividida em duas partes, um modelo para as células
cardiacas e um modelo para o tecido cardiaco. Esta modelagem gera um sistema
de equacoes diferenciais nao-lineares que, através de um operador splitting, pode ser
resolvido por um esquema nimerico de 3 passos envolvendo a solugao de uma EDP
parabolica, um sistema nao-linear de EDOs e uma EDP eliptica. O sistema de EDOs
é resolvido através do método de Euler explicito. Ambas EDPs sao discretizadas no
espaco utilizando o método dos elementos finitos com elementos quadrados e inter-
polacao bilinear. Apos esta discretizacao a solucao das EDPs é dada pela solucao de
um sistema linear de equacgoes. Os sistemas lineares gerados foram resolvidos pelo
método dos gradientes conjugados precondicionado por Jacobi e Multigrid, para as
EDPs parabolica e eliptica, respectivamente. Estes métodos ntimericos foram im-
plementados em CPU e também em GPU para serem comparados. Também foram
implementados outros precondicionadores como o ILU(0) para uma implementagao

serial em CPU e o block-ILU para uma implementacao paralela em CPU.

Apesar das GPUs serem projetadas para propositos graficos, as GPUs atuais po-
dem ser utilizadas para propositos gerais, pois suas pipelines possuem processadores
que sao programaveis. Utilizamos nesse trabalho uma abordagem para a progra-
macao de GPUs utilizando a API grafica OpenGL em conjunto com a linguagem

de programacao dos processadores graficos, GLSL. Grande parte das operacoes en-
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volvidas nos métodos ntimericos para a solucao dos sistemas lineares é facilmente
paralelizavel e, portanto foi trivial sua implementacao em GPU. Porém existem ope-
racoes onde a paralelizacao em GPU nao é tao simples, necessitando de algoritmos
mais complicados do que os implementados em CPU, como é o caso do produto
interno. A implementacao da solucao dos sistemas de EDOs em GPU foi simples,
sendo que cada o sistema é resolvido para cada célula do tecido paralelamente. A
abordagem utilizada possui o incoveniente de suportar apenas operagoes em ponto
flutuante com precisao simples. No entanto, para o caso da equagao eliptica, os
erros devido a esta restricao sao grandes, o que tornou necessaria a implementacao
de uma emulacao de precisao dupla para o caso da operacao de multiplicacao matriz

vetor.

A implementacao em GPU da solucao das equacoes do bidominio obteve bons
resultados em termos de desempenho. A simulacao total em GPU de um problema
com dimensao 513 x 1025 em 40 passos de tempo, descrito no Capitulo 6, obteve um
speedup de aproximadamente 7 comparado & uma implementacao em CPU utilizando
os mesmos métodos numéricos. A implementacao em GPU também foi comparada
com uma implementacao em CPU utilizando os melhores métodos niimericos conhe-
cidos atualmente para a resolucao das equacoes do bidominio. A implementacao em
GPU obteve um speedup de 5, 8 neste caso. Utilizando uma implementagao paralela
dos melhores métodos nimericos para CPU, a GPU ainda assim obteve um speedup

1,8 comparado a um cluster com 8 processadores.

Estes resultados sao ainda mais significativos se compararmos os custos das pla-
taformas de computacao. A plataforma AMD com a GPU GeForce 8800GT tem o
custo de aproximadamente um sexto do custo do pequeno cluster de dois compu-
tadores 2-XE4. Além disso, o consumo elétrico e de espaco fisico das plataformas
também indicam uma grande vantagem da das GPUs sobre as CPUs. Desta forma,
concluimos que a tecnologia de GPUs é bastante promissora para aceleraracao de

simulacoes cardiacas.



Apéndice A

Criando um programa GPGPU

completo

Na Secao 4.2.2 foi mostrado um exemplo da soma de vetores em GPU, no entanto,
muitos detalhes da implementacao foram omitidos. Iremos detalhar a implementa-

cao desta soma de vetores utilizando a GPU.

A idéia basica é que em computacao grafica temos texturas que sao utilizadas
como dados de entrada para a renderizacao. Os hardwares graficos atuais também
permitem que o resultado da renderizacao seja escrito em uma textura e isso sera
importante mais adiante. Desta maneira, as texturas serao utilizadas para guardar
os vetores de entrada que iremos somar, bem como o vetor contendo o resultado da

soma.

Geralmente, em computacgao grafica, as texturas possuem trés canais de cores Red
Green Blue (RGB) e um canal de transparéncia Alpha para cada texel ou elemento
de textura onde cada canal possui 8 bits para guardar seu valor. No entanto, nao
queremos guardar os valores de nossos vetores em 8 bits porque isso limitaria muito
a precisao. Para isso existe um conjunto de extensoes do OpenGL que fornecem
suporte a ponto flutuante de 32 bits e também nos permitem realizar renderizacao

fora da tela em uma textura.
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A.0.1 Inicializando o OpenGL

O primeiro passo para a programacao em GPU é realizar algumas inicializacoes
do OpenGL. Tremos utilizar a biblioteca OpenGL Utility Toolkit (GLUT) para criar
um contexto OpenGL tornando o hardware grafico acessivel. A biblioteca GLUT
também faz o codigo independente do sistema de janelas tornando o programa mais
portavel. E também necessaria a criacio de uma janela grafica mesmo que nio seja

nosso objetivo desenhar na tela.

Muitas das funcoes que precisamos para trabalhar com ponto flutuante na GPU
nao sao parte do OpenGL, no entanto, extensoes OpenGL fornecem um mecanismo
para que essas funcoes sejam utilizadas. A obtencao de ponteiros para as funcoes que
as extensoes definem é complicada, para isso utilizamos a biblioteca OpenGL FExten-
sion Wrangler Library (GLEW) que fornece tudo que precisamos de uma maneira

simples.

O codigo final para as inicializagoes é dado a seguir:

glutInit(&argc, argv);
GLuint glutWindowHandle = glutCreateWindow("Nome qualquer da janela");

glewInit();

A.0.2 Configurando a renderizacao fora da tela

Em computacao gréafica existem dois tipos basicos de projecoes que transformam
os objetos em um espaco 3D para o espaco da tela em 2D, a projegao ortogonal, e a
projecao perspectiva. Na projecao ortogonal os objetos sao projetados diretamente
no espaco 2D sem nenhuma diferenca de tamanho caso estejam mais distantes da
camera. J& na projecao perspectiva os objetos mais distantes da camera sao pro-
jetados menores no espaco 2D, essa projecao é mais realista pois se assemelha com
nossa forma de visao, onde os objetos em maior distancia sao vistos menores pelo
observador. A Figura A.l mostra um cubo projetado com projecao ortogonal em

(a) e com projegao perspectiva em (b).

Apesar da projecao perspectiva parecer mais realista, é na projecao ortogonal

que estamos interessados pois ela nao causa nenhuma deformacao e, desta forma,
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(a) (b)
Projecao Ortogonal Projecao Perspectiva

Figura A.1: Um cubo projetado com os dois tipos de projecoes. Em (a) a projegao

ortogonal e em (b) a projecao perspectiva.

nao ird influenciar no calculo da soma dos vetores. Para configurarmos a visualizacao
da maneira correta precisamos utilizar a projecao ortogonal e, para isso, podemos
utilizar a fun¢do gluOrtho2d da biblioteca OpenGL Utility Library (GLU) que é uma
biblioteca de comandos auxiliares ao OpenGL (SHREINER et al., 2005). Abaixo

apresentamos o prototipo dessa funcao.

void gluOrtho2D( GLdouble left, GLdouble right,
GLdouble bottom, GLdouble top )

Além da transformacao de projecao existe a transformagao da janela de visuali-
zacao. Essas duas transformagoes determinam como a cena serd mapeada na tela.
A transformacao de visualizacao define o formato da area de tela em que a cena seré

mapeada. Para definirmos esse formato usamos a seguinte funcao OpenGL:

void glViewport( GLint X, GLint v,

GLsizei width, GLsizei height )

O trecho de codigo completo para a configuracao da visualizacao é o seguinte:

glMatrixMode (GL_PROJECTION) ;
glloadIdentity();
glu0rtho2D(0.0, largura, 0.0, altura);
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glMatrixMode (GL_MODELVIEW) ;
glLoadIdentity();

glViewport(0, 0, largura, altura);

As funcao giMatrizMode é utilizada para dizer em qual matriz de transformacao
serd aplicada a transformacao. A funcao glLoadldentity coloca a matriz identidade
na matriz especificada por glMatrizMode pois a transformacao que serd aplicada
é construida em forma de multiplicacdo de matrizes e precisamos, dessa maneira,
descartar as transformagoes realizadas anteriormente. Os parametros das funcoes
gluOrtho2D e glViewport sao escolhidos para que a projecao seja realizada a partir
de (0,0) até (largura,altura). A transformagao de projecao é configurada para ser
2D pois nao precisamos de profundidade para somar os vetores. Desta forma, agora
ja preparamos a renderizacao corretamente para colocar o resultado da soma dos
vetores. Com esta configuragao poderemos ter vetores com a dimensao largura X

altura.

O préximo passo ¢ a criacao de um framebuffer para que possamos renderizar em

uma textura ao invés de renderizar na tela. Podemos fazer isso da seguinte maneira:

GLuint £fb;
glGenFramebuffersEXT(1, &fb);
ngindFramebufferEXT(GL_FRAMEBUFFER_EXT, fb);

A funcao glGenFramebuffersEXT recebe dois parametros, o primeiro informa o
ntimero de framebuffers a serem gerados e o segundo é um ponteiro para armazenar
os framebuffers. A segunda funcao glBindFramebufferEXT torna o framebuffer cri-
ado o destino da renderizacao, permitindo uma renderizacao offscreen, ou seja, fora

da tela em uma textura como queremos.

A.0.3 Criando texturas para guardar os vetores

Agora precisamos criar as texturas que guardardo os vetores tanto de entrada

como de saida. Fazemos isso com a sequéncia de funcoes:

GLuint textural;

glGenTextures (1, &textural);
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glBindTexture (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, textural);

glTexParameteri(GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, GL_TEXTURE_MIN_FILTER,
GL_NEAREST) ;

glTexParameteri(GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, GL_TEXTURE_MAG_FILTER,
GL_NEAREST) ;

glTexParameteri(GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, GL_TEXTURE_WRAP_S,
GL_CLAMP) ;

glTexParameteri(GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, GL_TEXTURE_WRAP_T,
GL_CLAMP) ;

glTexImage2D (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, 0, GL_FLOAT_R32_NV,
largura, altura, 0, GL_LUMINANCE, GL_FLOAT, 0);

A funcao glGenTextures cria uma textura chamada textural e a funcao e glBind-
Texture diz que os parametros que serao modificados em seguida por glTerPara-
meter: afetarao apenas a textura criada. Os dois primeiros parametros da textura
modificados por glTexParameteri com GL_NFEAREST diz que o texel com o centro
mais proximo de cada pixel serd o texel utilizado e nao sera feita uma média. Isto é
necessario para que o valor nao seja erroneamente interpolado o que poderia aconte-
cer se tivéssemos utilizado o parametro GL LINEAR. Os dois tultimos parametros
da textura modificados por glTexParameter: dizem que quando as coordenadas das
texturas sao especificadas fora dos seus limites, como no caso de um acesso de um
array fora dos limites em CPU, o acesso a textura ird retornar o valor da borda
mais proximo da textura usando GL CLAMP. A ultima funcao, glTexImage2D,
aloca a memoria para guardar a textura 2D na GPU de acordo com o tipo de ar-
mazenamento especificado pelos parametros dados que dizem basicamente que cada

elemento da textura serd tratado como apenas um ponto flutuante de 32 bits.

Devemos repetir o procedimento anterior para todas as texturas criadas inclusive
a textura que ird receber o valor da computacao. Porém essa textura precisa ser
anexada ao framebuffer para que receba o resultado. Para fazermos isso devemos

proceder da seguinte maneira:

glBindFramebufferEXT(GL_FRAMEBUFFER_EXT, £b);

glFramebufferTexture2DEXT (GL_FRAMEBUFFER_EXT,
GL_COLOR_ATTACHMENTO_EXT,
GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB,
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textural, 0);

glDrawBuffer (GL_COLOR_ATTACHMENTO_EXT);

A funcao glBindFramebufferEXT apenas certifica que o framebuffer atual é o
framebuffer fb que criamos anteriormente. Ja a funcao glFramebuffer Texture2DEXT
anexa a textural ao framebuffer. E glDrawBuffer diz que a escrita seré realizada no

buffer que a textura foi anexada na funcao glFramebufferTexture2DEXT.

A.0.4 Criando o programa para a GPU

Agora esta tudo pronto para iniciar a computagao, mas antes precisamos criar o
programa que serd executado pelo processador de fragmentos e calcularé a soma dos
dois vetores (texturas) e guardard o resultado na textura anexada ao framebuffer.
Esse programa é conhecido como fragment shader e é mostrado na Figura 4.8 e

repetido a seguir:

#extension GL_ARB_texture_rectangle : enable
uniform sampler2DRect texture_y;

uniform sampler2DRect texture_x;

void main(void){
float y = texture2DRect(texture_y, gl_FragCoord.xy).x;
float x = texture2DRect(texture_x, gl_FragCoord.xy).x;

gl_FragColor.x = x + y;

Os parametros uniform sampler2DRect sao as texturas de entrada contendo os
vetores que desejamos somar. A funcao texture2DRect 1& o valor da textura no
ponto dado por gl FragCoord. Esse programa é executado em paralelo para todos
os elementos da textura e o resultado da soma é colocado na textura anexada ao

framebufler.

Precisamos no entanto carregar o codigo e compilar para que seja executado na
GPU. Todo esse processo é feito em tempo de execucao. Para isso precisamos colocar
o c6digo do shader em um array de texto (ou string). Isto pode ser feito diretamente

no codigo-fonte C colocando o texto contendo o codigo-fonte do shader em um
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array estatico, ou uma funcao que faz a leitura de um arquivo contendo o co6digo-
fonte do shader e o guarda em um array dinamico. No cédigo que apresentamos a
seguir a funcao carrega_ shader tem esse objetivo e precisa ser implementada pelo

programador.

GLuint programa_soma_vetores = glCreateProgram();

GLuint frag_shader_soma_vetores = glCreateShader (GL_FRAGMENT_SHADER_ARB) ;

const char *shader_fonte = carrega_shader("nome_do_arquivo_fonte");

glShaderSource(frag_shader_soma_vetores, 1, &shader_fonte, NULL);

glCompileShader(frag_shader_soma_vetores);

glAttachShader (programa_soma_vetores, frag_shader_soma_vetores);

glLinkProgram(programa_soma_vetores);

O trecho de codigo acima estd dividido em trés partes, na primeira parte sao
criados um programa objeto vazio e um shader objeto vazio. Um programa objeto
¢ um programa no qual um shader pode ser anexado. Na segunda parte o arquivo
contendo o coédigo-fonte do shader é lido e depois o codigo-fonte é associado ao shader
objeto criado anteriormente. Na terceira parte o shader é compilado e anexado ao
programa objeto que é finalmente ligado criando um executavel que sera executado

no processador de fragmentos.

A.0.5 Copiando vetores na CPU para texturas na GPU

Grande parte computacao em GPU pode ser realizada sem a interferéncia da
CPU, no entanto, precisamos passar valores para as texturas ao menos para dar
inicio & computacao. Se desejarmos transferir os valores contidos em um array na

CPU podemos fazé-lo da seguinte forma:

glBindTexture (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, textura2);
glTexSubImage2D (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, 0, 0, O,
largura, altura, GL_LUMINANCE,

GL_FLOAT, vetorl_entrada_cpu);

A funcao glBindTexture serve para dizer qual a textura sera afetada pela funcao
glTexSubImage2D que copia os valores da memoria da CPU para a memoria da GPU.

E importante lembrar que o tamanho do vetor deve que ser igual a largura x altura.
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Agora precisamos associar as texturas com os dados de entrada ao shader. A téc-
nica de multitexturizacao permite que varias texturas sejam aplicadas a um mesmo
poligono e precisamos disso para podermos utilizarmos as duas texturas como en-
trada para a soma dos dois vetores. Existem as unidades de textura que sao utiliza-
das para esse proposito e precisamos dizer em qual unidade de textura nossa textura

serd associada. Entao procedemos da seguinte maneira :

glUseProgram(programa_soma_vetores) ;

GLuint shader_var0 = glGetUniformLocation(programa_shader,
"texture_x");

glActiveTexture (GL_TEXTUREQ) ;

glBindTexture (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, textura2);

glUniformli(shader_var0, 0);

A funcgao glUseProgram escolhe o programa a ser executado pelo processador
de vértices e de fragmentos. Neste caso apenas o programa para o processador
de fragmentos foi modificado para realizar a soma dos vetores. Isto ¢ necessario
pois é possivel se ter mais de um programa compilado na GPU e desta maneira
precisamos escolher qual iremos executar. Ja a funcao glGetUniformLocation retorna
a localizacao da variavel texture_z no programa escolhido por glUseProgram. Depois
tornamos a unidade de textura 0 ativa com glActiveTexture e fazemos com que
a tertura2 seja textura atual com glBindTexture. Finalmente a textura atual é
utilizada como a textura de nimero 0 para a multitexturizacao e associada no shader
com a variavel terture x através da localizacao obtida em glGetUniformLocation.
Se fossemos realizar a mesma operacao para a variavel texture y com uma textura

chamada textura3 fariamos o seguinte:

GLuint shader_varl = glGetUniformLocation(programa_soma_vetores,
"texture_y");

glActiveTexture (GL_TEXTUREL) ;

glBindTexture (GL_TEXTURE_RECTANGLE_ARB, textura3);

glUniformli(shader_varl, 1);
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A.0.6 Realizando a computacao

O proximo passo é a realizacao da computagao da soma dos vetores guardados nas
texturas. Para isso temos que proceder como se fossemos desenhar um quadrilatero
que cobrisse exatamente toda a regiao da nossa janela de visualizagao. Para isso
basta desenharmos o quadrilatero com as extremidades em (0,0) e (largura, altura)

usando o seguinte codigo:

glPolygonMode (GL_FRONT,GL_FILL) ;
glBegin(GL_QUADS) ;
glVertex2f(0, 0);
glVertex2f (largura, 0);
glVertex2f (largura, altura);
glVertex2f (0, altura);
glEnd();

A funcao glPolygonMode possui dois parametros GL_FRONT e GL_FILL. O
primeiro diz que apenas a parte da frente do poligono serd renderizada evitando
calculos desnecessarios para desenhar a superfice de trés do poligono que nem mesmo
é visivel por esse angulo. O sentido da insercao dos vértices define qual sera a parte
da frente do poligono, neste caso o sentido é o anti-horario. O segundo parametro
diz que o poligono deve ser preenchido ou todo colorido e nao apenas as bordas
desenhadas. As proximas funcoes definem o tipo de poligono a ser desenhado, nesse

caso um quadrilatero, e a posicao dos vértices deste quadrilatero.

Logo apds a execucao deste trecho de codigo os vértices sao enviados para a
pipeline onde recebera as transformagoes necessarias e no processador de fragmentos
cada pixel receberd a soma dos elementos das duas texturas de entrada, de acordo
com o shader implementado, e o resultado serd armazenado na textura anexada ao

framebuffer.

O ponto mais importante em todo a configuragao realizada anteriormente é que
cada elemento de textura deve ser mapeado exatamente para um pixel. Para isso
também é necessario que o quadrilatero tenha os vértices nas posicoes corretas para

que nenhuma interpolacao seja realizada com os dados das texturas.
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A.0.7 Copiando resultados para a CPU

Depois de realizados os calculos, queremos copiar o resultado de volta para CPU.

O seguinte trecho de cédigo e responsavel por esta tarefa:

glReadBuffer (GL_COLOR_ATTACHMENTO_EXT) ;
glReadPixels(0 , O, largura, altura, GL_LUMINANCE,

GL_FLOAT, vetor_saida_cpu);

Primeiramente escolhemos o buffer de leitura com g¢glReadBuffer. A textura de
saida foi associada a esse buffer anteriormente. Finalmente lemos os dados deste

buffer contendo a soma dos vetores para um array na CPU.



Apéndice B

Biblioteca RGP

Neste apéndice apresentamos as funcoes da biblioteca RGP criada neste traba-
lho para facilitar a implementacao dos métodos nimericos em GPU. Foram imple-
mentadas estruturas de dados para guardar informacoes sobre os vetores criados
em GPU. Esses vetores sao armazenados na GPU em forma de texturas. Nesta
biblioteca foram implementados dois tipos basicos de vetores, um tipo de vetor
de somente leitura (Rgp Vector Read) e um tipo de vetor de leitura e escrita

(Rgp_ Vector PingPong). A Tabela B.1 mostra e descreve as fungoes da biblioteca.

Tabela B.1: Listagem e descricao das fungoes da biblioteca RGP.

Funcao Descricao

Funcao para retornar uma string
char *rgp_text_file_read(char *filename) (char %) com o contetdo do arquivo
de nome filename. Utilizada para

carregar arquivos-fonte dos shaders.

Funcao de chamada obrigatéria no
void rgp_init(int argc, char **argv) inicio de qualquer programa que uti-
lize alguma outra funcao desta bibli-
oteca. E responsavel por configurar
e receber pardmetros do OpenGL.
Os parametros argc e argv sao os
recebidos na linha de comando pelo

programa main.
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Funcao Descricao

Funcgédo para finalizar o OpenGL

void rgp_finalize()

Cria um frame buffer fb. E neces-

void rgp_create_frame_buffer(GLuint *fb, sario para escrever nas texturas, ou
GLuint tex_size, seja, com o frame buffer é possivel
int fixed_widthsize) fazer uma textura passar de read-

only para write-only. O parametro
tex_size especifica o tamanho em
1D, ou seja, largura vezes altura.
Caso o parametro fized width _size
seja igual a zero a funcao tentar criar

um frame buffer quadrado.

Funcao para liberar o espaco do

void rgp_delete_frame_buffer (GLuint *fb) frame buffer fb quando este nao for

mais utilizado.

Cria o programa objeto e os shaders
void rgp_create_shaders(GLuint *program_object, objetos. Caso apenas um dos sha-
GLuint *fragment_shader_object, ders seja necessario, o outro deve ser

GLuint #*vertex_shader_object) passado como NULL

Imprime na tela os erros de compi-

void rgp_shader_compiler_error_msgs( lagao do shader caso existam

GLuint #*shader_object)

Carrega o shader de seu arquivo,
void rgp_load_shader (GLuint *shader_object, compila e faz a linkagem ao pro-
GLuint *program_object, grama objeto.

char *filename)

Invoca a computacio em GPU

void rgp_compute_reduction2( de um retangulo com dimensao
GLuint xi, GLuint yi, (t_size_w, t_size_h) a partir das
GLuint tsize_w, GLuint tsize_h) coordenadas (zi,yi) do destino de

renderizacao.
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Funcao

Descricao

void rgp_texture_to_write(
Rgp_Vector_PingPong

GLuint *fb)

*xtexture,

Especifica uma textura (texture)
como destino de renderizagao do

frame buffer fb.

void rgp_textures_to_write8(

Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
Rgp_Vector_PingPong
GLuint *fb)

*textureO,
*texturel,
*texture?2,
*texturesd,
*texture4,
*textureb,
*textureb,

*texture?,

Especifica oito texturas (texturex)
como destinos de renderizacao do

frame buffer fb.

void rgp_swap_PingPong(

Rgp_Vector_PingPong *texture,

GLuint *fb,

int isUsedInShader)

Realiza a operacao de ping-pong,
onde a textura de escrita se torna
de leitura e vice-versa. Caso
a textura ainda nao tenha sido
associada a nenhum shader ¢
necessario ter isUsedInShader =
RGP_NOT _USED_IN_SHADER,
caso contrario, o valor é default. Ao
fazer a chamada, a textura write do
vetor ping-pong se torna automa-

ticamente a textura de escrita do

frame buffer fb.
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Funcao Descricao

Cria um vetor de apenas leitura na

void rgp_create_Vector_Read( GPU alocando o espago para o ar-
Rgp_Vector_Read *texture, mazenamento da textura. O pa-
GLuint vsize, rametro wvsize especifica o tamanho
GLuint fixed_widthsize) em 1D da textura sendo alocada.

A largura da textura é dada por
fized _widthsize, caso o valor deste
parametro seja zero a funcado tenta

criar uma textura quadrada.

Cria um vetor pinp pong onde é pos-

void rgp_create_Vector_PingPong( sivel realizar a escrita e leitura na

Rgp_Vector_PingPong *texture, GPU alocando o espaco para o ar-

GLuint vsize, mazenamento de duas texturas. O
GLuint *fb, parametro wvsize especifica o tama-
int fixed_widthsize) nho em 1D da textura sendo alo-

cada. A largura da textura é dada
por fized widthsize, caso o valor
deste parametro seja zero a funcao

tenta criar uma textura quadrada.

Transfere um vetor (data) da memo-
void rgp_transfer_to_Vector( I"ia RAM da CPU para um vetor so-

Rgp_Vector_Read *texture’ mente leitura (textur@) da GPU

float *data)

Transfere um vetor (data) da me-
void rgp_transfer_to_Vector( moria RAM da CPU para um vetor
Rgp_Vector_PingPong *texture,| ping-pong (texture) da GPU.

float *data)

Associa um vetor somente leitura da

void rgp_transfer_Vector_to_shader( GPU (texture) com uma textura uti-
Rgp_Vector_Read *texture, lizada do shader especificado no pro-
const GLchar #*variable_name, | grallla program_ object com o nome

Rgp_Program *program_object) variable_ name.
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Funcao

Descricao

void rgp_transfer_Vector_to_shader(
Rgp_Vector_PingPong *texture,
const GLchar *variable_name,

Rgp_Program *program_object)

Associa um vetor ping-pong da GPU
(texture) com uma textura utilizada
do shader especificado no programa
program__ object com o nome varia-

ble_name.

void rgp_transfer_ FrameBuffer_to_Vector(
float *data,
Rgp_Vector_PingPong *texture,

int sizew, int sizeh)

Transfere os dados de um vetor ping-
pong na GPU (texture) para a o ve-
tor em CPU (data). Sao trasferidos
os dados da coordenada (0,0) da tex-

tura até a coordenada (sizew, sizeh).

void rgp_delete_Vector(

Rgp_Vector_PingPong *texture)

Libera o espago ocupado na GPU

pelo vetor ping-pong (texture).

void rgp_delete_Vector(

Rgp_Vector_Read *texture)

Libera o espago ocupado na GPU

pelo vetor somente leitura (texture).




Referéncias Bibliograficas

AMORIM, R. M. e W., S. R. 2008, “Solucao das equacoes do monodominio em
unidades de processamento grafico”, XI Encontro de Modelagem Computacional,

pp- 1-10.

BALAY, S., BUSCHELMAN, K., GROPP, W., KAUSHIK, D., KNEPLEY, M.,
MCINNES, L., SMITH, B. e ZHANG, H. 2002, PETSc user manual, Rel. Téc.
ANL-95/11 - Revision 2.3.2, Argonne National Laboratory.

BARRETT, R., BERRY, M., CHAN, T., DEMMEL, J., DONATO, J., DON-
GARRA, J., EIJKHOUT, V., POZO, R., ROMINE, C. e DER, H. 1994, Tem-
plates for the Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative Methods.,
Philadalphia: Society for Industrial and Applied Mathematics.

BRIGGS, W. L., HENSON, V. E. e MCCORMICK, S. F. 2000, A multigrid tutorial
(2nd ed.), Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, PA,
USA, ISBN 0-89871-462-1.

BROWN, S. 1996, “Fpga architectural research: a survey”, Design & Test of Com-
puters, IEEE, v. 13, n. 4, pp. 9-15.

BUCK, I., FOLEY, T., HORN, D., SUGERMAN, J., FATAHALIAN, K., HOUS-
TON, M. e HANRAHAN, P. 2004, Brook for gpus: stream computing on graphics
hardware, In: SIGGRAPH 04: ACM SIGGRAPH 2004 Papers, pp. 777-786,
New York, NY, USA, ACM Press.

FAN, Z., QIU, F., KAUFMAN, A. e YOAKUM-STOVER, S. 2004, Gpu cluster for
high performance computing, p. 47.

FOX, G. e GANNON, D. 2001, “Computational grids”, Computing in Science and
Engg., v. 3, n. 4, pp. 74-77.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 131

GOCKENBACH, M. 2007, “Understanding and implementing the finite element
method”, Sei. Program., v. 15, n. 2, pp. 117-119.

GODDEKE, D., STRZODKA, R. e TUREK, S. 2007, “Performance and accuracy
of hardware-oriented native-, emulated- and mixed-precision solvers in FEM si-
mulations”, International Journal of Parallel, Emergent and Distributed Systems,

v. 22, n. 4, pp. 221-256.

HESTENES, M. R. e STIEFEL, E. 1952, “Methods of conjugate gradients for solving
linear systems”, Journal of Research of the National Bureau of Standards, v. 49,

pp. 409-436.

HODGKIN, A. L. e HUXLEY, A. F. 1952, “A quantitative description of membrane
current and its application to conduction and excitation in nerve.”, J Phystol, v.

117, n. 4, pp. 500-544.

KEENER, J. e SNEYD, J. 2001, Mathematical Physiology, Springer, ISBN
0387983813.

LEFEBVRE, S., HORNUS, S. e NEYRET, F. 2005, GPU Gems 2 - Programming
Techniques for High-Performance Graphics and General-Purpose Computation,

pp. 451-587, Addison Wesley.

Mpi, F. P. 1. 1994, MPI: A Message-Passing Interface Standard, Rel. Téc. UT-CS-
94-230, University of Tennessee, Knoxville, TN, USA.

MUZIKANT, A. e HENRIQUEZ, C. 1998, “Validation of three-dimensional conduc-
tion models using experimental mapping: Are we getting closer?”, Prog Biophys

Mol Biol, pp. 205-223.

NVIDIA 2008, CUDA Compute Unified Device Architecture, NVIDIA, 2° edic., Pro-

gramming Guide.

OLIVEIRA, R. S. 2008, Ajuste Automdtico de Modelos Celulares Apoiado por Al-

goritmos Genéticos, Dissert. de Mestrado, Universidade Federal de Juiz de Fora.

OWENS, J. D., LUEBKE, D., GOVINDARAJU, N., HARRIS, M., KRUGER, J.,
LEFOHN, A. E. e PURCELL, T. J. 2007, “A survey of general-purpose compu-
tation on graphics hardware”, Computer Graphics Forum, v. 26, n. 1, pp. 80-113.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 132

Press, W. H., Flannery, B. P., Teukolsky, S. A. e Vetterling, W. T. 1992, Numerical
Recipes in C : The Art of Scientific Computing, Cambridge University Press,
ISBN 0521431085.

ROCHA, B. M. 2008, Um modelo de acoplamento eletromecdnico do tecido cardiaco
através do método dos elementos finitos, Dissert. de Mestrado, Universidade Fe-

deral de Juiz de Fora.

ROST, R. J. 2005, OpenGL(R) Shading Language (2nd Edition), Addison-Wesley
Professional, ISBN 0321334892.

SACHSE, F. B. 2004, Computational Cardiology: Modeling of Anatomy, FElectrophy-
siology, and Mechanics, (Lecture Notes in Computer Science 2966), Springer,

ISBN 3540219072.

SANTOS, R. W. 2002, Modelagem da Eletrofisiologia Cardiaca, Tese de Doutorado,

Universidade Federal do Rio de Janeiro.

SANTOS, R. W., PLANK, G., BAUER, S. e VIGMOND, E. J. 2004, “Preconditi-
oning techniques for the bidomain equations”, Lect Notes Comput Sci Eng 2004,
pp. 571-580.

SCHULTE, R. F., SACHSE, F. B., WERNER, C. D. e DOSSEL, O. 2000, “Rule
based assignment of myocardial sheet orientation”, Biomedizinische Technik, pp.

97-102.

SHEWCHUK, J. R. 1994, An Introduction to the Conjugate Gradient Method
Without the Agonizing Pain, Rel. Téc., Pittsburgh, PA, USA.

SHREINER, D., WOO, M., NEIDER, J. e DAVIS, T. 2005, OpenGL(R) Program-
ming Guide : The Official Guide to Learning OpenGL(R), Version 2 (5th Edi-
tion), Addison-Wesley Professional, ISBN 0321335732.

STRIKWERDA, J. C. 1989, Finite Difference Schemes and Partial Differential
Equations, Mathematics Series, Wadsworth & Brooks/Cole, Pacific Grove, Ca-

lifornia.

TEN TUSSCHER, K., NOBLE, D., NOBLE, P. e PANFILOV, A. 2004, “A model

of human ventricular tissue”, Am. J. Physiol. Heart Circ Physiol.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 133

VIGMOND, E. J., AGUEL, F. e TRAYANOVA, N. A. 2002, “Computational tech-
niques for solving the bidomain equations in three dimensions”, Biomedical Engi-

neering, IEEE Transactions on, v. 49, n. 11, pp. 1260-1269.

WESSELING, P. 1992, An Introduction to Multigrid Methods, John Wiley & Sons,
Chichester, Reprinted by www.MGNet.org.

YAN, G. X., SHIMIZU, W. e ANTZELEVITCH, C. 1998, “Characteristics and
distribution of m cells in arterially perfused canine left ventricular wedge prepa-

rations”, Circulation, pp. 1921-1927.

Yeo, C., Buyya, R., Pourreza, H., Eskicioglu, R., Graham, P. e Sommers, F. 2006,
Cluster computing: High-performance, high-availability, and high-throughput

processing on a network of computers, pp. 521-551.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

