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Resumo

CERRI, J. P. Regulador Robusto Recursivo para Sistemas Lineares de Tempo Discreto no Espaço

de Estado. São Carlos, 2009, Dissertação (Mestrado) - Escola de Engenharia de São Carlos,

Universidade de São Paulo.

Esta dissertação de mestrado aborda o problema de regulação robusta recursiva para sistemas

lineares discretos sujeitos a incertezas paramétricas. Um novo funcional quadrático, baseado na

combinação de função penalidade e função custo do tipo jogos, é projetado para lidar com este

problema. Uma característica interessante desta abordagem é que a recursividade pode ser reali-

zada sem a necessidade do ajuste de parâmetros auxiliares. Bastante útil para aplicações online.

A solução proposta é baseada numa equação recursiva de Riccati. Também, a convergência e a

estabilidade do regulador para o sistema linear incerto invariante no tempo são garantidas.

Palavras–Chave: Equação de Riccati, funções penalidade, mínimos quadrados, regulador ro-

busto, sistemas discretos, problema min-max.
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Abstract

CERRI, J. P. Recursive Robust Regulator for Discrete-time State-Space Systems. São Carlos,

2009, Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo.

This dissertation deals with robust recursive regulators for discrete-time systems subject to

parametric uncertainties. A new quadratic functional based on the combination of penalty func-

tions and game theory is proposed to solve this class of problems. An important issue of this

approach is that the recursiveness can be performed without the need of adjusting auxiliary para-

meters. It is useful for online applications. The solution proposed is based on Riccati equation

which guarantees the convergence and stability of the time-invariant system.

Keywords: Riccati Equation, penalty function, least squares, robust regulator, discrete-time

systems, min-max problem.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Motivação

Neste trabalho será abordado o problema de controle robusto recursivo para sistemas lineares

de tempo discreto sujeitos a incertezas paramétricas. Um grande número de resultados sobre

este tópico de pesquisa tem aparecido na literatura nas últimas décadas para as mais variadas

estruturas de incertezas, veja [3], [18], [20], [22], [29], [31], [32], [35], [37], [41] e as referências

contidas nelas.

Em especial, o estudo de controladores robustos para sistemas sujeitos a incertezas nas ma-

trizes de parâmetros das variáveis de estado e de controle tem despertado grande interesse da

comunidade de controle, veja por exemplo: [3], [8], [20], [27], [28], [39], [38], [40], [41], [42] e [43].

Uma técnica que tem sido amplamente utilizada para resolver esta classe de problema é

baseada em Desigualdades Matriciais Lineares (DMLs), como por exemplo nos trabalhos desen-

volvidos em [20], [40] e [42]. No entanto, o uso de tal ferramenta apresenta algumas limitações.

Dentre as quais destacamos, principalmente, as limitações em aplicações online. As DMLs de-

vem ser resolvidas offline pois em geral não há garantia de soluções factíveis para os reguladores

robustos.

Uma outra abordagem para o tratamento deste problema é a extensão das técnicas de projeto

de controle nominal recursivo baseadas em equações de Riccati, veja por exemplo os trabalhos

de [17], [32], [37] e [39]. Tal abordagem apresenta vantagens, se comparada à técnica de DMLs,

já que a existência de solução e a recursividade são algumas das principais características das
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equações de Riccati. Além disso, na ausência de incertezas no modelo, a solução se reduz ao

regulador ótimo nominal clássico.

Em [37], os autores propuseram um procedimento de projeto que possibilita ajustar regulado-

res robustos para sistemas incertos baseado nas características estruturais dos projetos de custos

quadráticos clássicos. O procedimento foi desenvolvido com base em um problema de otimização

do tipo min-max. Entretanto, a solução recursiva proposta nessa referência é dependente de

um parâmetro de otimização que precisa ser atualizado a cada novo passo, o que torna difícil a

implementação em situações práticas.

Este trabalho tem por objetivo apresentar um novo projeto de controle robusto recursivo

baseado em funções penalidade e teoria de jogos. Com uma definição apropriada das matrizes

que definem os limites das incertezas dos parâmetros envolvidos e havendo um número suficiente

de entradas de controle, o regulador proposto garante estabilidade e robustez do sistema sem a

necessidade de ajuste de nenhum parâmetro auxiliar.

1.2 Organização do Texto

Este texto está organizado, a partir daqui, da seguinte maneira:

• Capítulo 2: serão apresentados, sem demonstração, alguns resultados básicos sobre a

teoria de minimização restrita. Em especial, os resultados relacionados com a técnica de

multiplicadores de Lagrange, programação convexa e quadrática. Será apresentado ainda

um estudo introdutório sobre a aplicação do método de funções penalidade na solução de

problemas de minimização restrita.

• Capítulo 3: serão apresentados alguns problemas de Mínimos Quadrados (MQ). Estrutu-

ras alternativas para a solução dos problemas de Mínimos Quadrados Ponderados (MQP)

e Mínimos Quadrados Regularizados com Incertezas (MQRI) serão deduzidas. O problema

de MQP sujeito a uma restrição de igualdade linear será resolvido combinando as técnicas

de funções penalidade e solução ótima do problema de MQP irrestrito.

• Capítulo 4: será apresentada uma formulação alternativa do problema do Regulador

Linear Quadrático e, também, a respectiva solução recursiva proposta sob uma estrutura

matricial diferenciada. A equivalência com a estrutura da solução clássica também será

demonstrada.
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• Capítulo 5: um funcional quadrático será projetado e o regulador robusto recursivo será

deduzido para uma determinada categoria de sistemas lineares incertos. O projeto do

funcional quadrático será baseado numa extensão direta do funcional quadrático utilizado

para a dedução do regulador nominal no Capítulo 4. Uma característica importante deste

funcional é que na ausência de incertezas no modelo, a solução reduz-se ao regulador ótimo

nominal clássico.

• Capítulo 6: inicialmente, será mostrado que a solução proposta é dada em termos uma

equação recursiva de Riccati quando identificações adequadas são realizadas. Na sequên-

cia, a convergência e a estabilidade do regulador robusto recursivo serão demonstradas

para o caso em que as matrizes de ponderação e de parâmetros do sistema são assumidas

invariantes no tempo.

• Apêndice A: alguns aspectos complementares sobre o regulador robusto recursivo proje-

tado no Capítulo 5 serão brevemente analisados. Como o comportamento, quando µ→ +∞,

do termo quadrático obtido após as etapas de maximização e minimização, além de, uma

análise preliminar sobre a existência do ganho de realimentação estabilizante de acordo

com a estrutura das matrizes de incerteza do sistema.

• Apêndice B: algumas definições básicas, notações e resultados da análise matricial que

foram utilizados neste texto serão apresentados.

1.3 Artigos Publicados

(a) - Cerri, J. P., Terra M. H., e Ishihara, J. Y. (2008) Nova Abordagem para sistemas de controle

ótimo linear. Anais do XVII Congresso Brasileiro de Automática, Juiz de Fora, Brasil.

(b) - Cerri, J. P., Terra M. H., e Ishihara, J. Y. (2009) Recursive Robust Regulator for Discrete-

time State-space Systems. In Proceedings of the American Control Conference - ACC2009,

St. Louis, Missouri, USA.
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CAPÍTULO 2

Minimização Restrita

Revisaremos neste capítulo alguns tópicos clássicos relacionados com problemas de minimi-

zação com restrições de igualdade. Um dos mais conceituados resultados da teoria de otimização

para esta classe de problemas está relacionado com multiplicadores de Lagrange. Um destaque

especial será dado aos resultados que tratam de problemas de minimização convexa com restrição

de igualdade linear. Apresentaremos alguns resultados fundamentais sobre as soluções ótimas

para esta categoria de problema. Outro procedimento clássico, para lidar com problemas de

minimização com restrições, que será descrito neste capítulo é o método de funções penalidade.

Ele é caracterizado principalmente pela sua simplicidade conceitual e pela sua eficiência prática

para determinados tipos de problemas restritos.

2.1 Conceitos Preliminares

Considere o problema de minimização

min
x∈Rn

{f(x)}
s.a ci(x) = 0, i = 1, ..., m

, (2.1)

sendo f : Rn → R a função objetivo e ci : Rn → R, ∀ i = 1, ...,m as funções de restrição.

Assuma que as funções f e ci, ∀ i = 1, ...,m são contínuas para todo x ∈ Rn.

Definição 2.1.1. [15] Se um ponto xf satisfaz todas as funções de restrição do problema de

minimização (2.1) então xf é denominado um ponto factível do problema de minimização.
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Definição 2.1.2. [15] Defina

Rf := {x ∈ Rn : ci(x) = 0, ∀ i = 1, ..., m}, (2.2)

ou seja, Rf é o conjunto de todos os ponto factíveis do problema de minimização. Denomina-se

o conjunto Rf como uma região factível do problema de minimização.

Definição 2.1.3. [15] Seja x∗ um ponto factível do problema de minimização (2.1). Se f(x∗) ≤
f(x) para todo x ∈ Rn satisfazendo a restrição do problema e suficientemente próximo de x∗,

então x∗ é dito um minimizador local restrito (solução ótima) do problema (2.1).

Baseado nos conceitos acima, o problema de minimização (2.1) pode ser reformulado como

min
x∈Rf

{f(x)} . (2.3)

Suponhamos que as funções objetivo e de restrições sejam suaves e que admitam deriva-

das contínuas de primeira e segunda ordem. Estabeleceremos também as seguintes notações

g := ∇xf e G := ∇2
xf para o vetor gradiente e para a matriz Hessiana da função f , respectiva-

mente. As notações ∇xci e ∇2
xci serão utilizadas para denotar a primeira e a segunda derivadas,

respectivamente, da função de restrição ci(x), ∀ i = 1, ...,m. O vetor ∇xci será denotado por ai

e corresponderá ao vetor normal da restrição ci. Os vetores ai, quando arranjados em colunas,

compõem o que chamamos de matriz Jacobiana A.

2.2 Multiplicadores de Lagrange

Dentre todos os resultados da teoria de minimização restrita, o conceito mais relevante para

o tipo de problema que iremos abordar é o de multiplicadores de Lagrange. A definição abaixo

estabelece um aspecto fundamental quando lidamos, porém, com o problema de minimização

irrestrita.

Definição 2.2.1. [15] Seja xe ∈ Rn tal que g(xe) = ∇xf(xe) = 0. Diz-se então que xe é um

ponto estacionário de f(x).

Já no problema de minimização restrita ocorre uma complicação adicional da região factível.

Dessa maneira, um minimizador local deve satisfazer, além da condição de ponto factível, outras
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condições necessárias. Os multiplicadores de Lagrange surgem quando condições necessárias

similares são solicitadas para a solução ótima x∗ do problema (2.1).

Condições Necessárias de Primeira Ordem

O método dos multiplicadores de Lagrange baseia-se em encontrar o par (x, λ) = (x∗, λ∗) que

satisfaça o sistema de equações





g(x) +
∑m

i=1 ai(x)λi = 0

ci(x) = 0, ∀ i = 1, ..., m
, (2.4)

onde x =




x1

...

xn


, λ =




λ1

...

λm


 e os termos λi na combinação linear são denominados multiplica-

dores de Lagrange. Se o problema admite m restrições de igualdade, então as condições acima

levam à obtenção de um sistema de equações com n+m equações e n+m incógnitas. Os detalhes

de como tais condições são obtidas podem ser encontradas em [15].

Costuma-se estabelecer o sistema de equações (2.4) introduzindo o que chamamos de Função

Lagrangiana

L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λici(x). (2.5)

As condições acima podem ser reescritas então através de uma expressão mais simples, ou

seja, encontrar a solução (x, λ) = (x∗, λ∗) de ∇L(x, λ) = 0 onde ∇ =


∇x

∇λ


. Então, uma

condição necessária para um minimizador local do problema (2.1) é que (x∗, λ∗) seja um ponto

estacionário da Função Lagrangiana L(x, λ).

Teorema 2.2.1. ([15], [26]) (Condições Necessárias de Primeira Ordem) Se x∗ é um minimi-

zador local do problema de minimização, então existe um multiplicador de Lagrange λ∗ tal que o

par (x∗, λ∗) satisfaz o seguinte sistema de equações




∇xL(x, λ) = 0

ci(x) = 0, ∀ i = 1, ..., m
. (2.6)

¤

Em alguns problemas, as condições necessárias para a otimalidade também são suficientes.
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Este é o caso, por exemplo, quando a função objetivo f é convexa diferenciável e as restrições

de igualdade ci são funções lineares.

Condições de Segunda Ordem

Suponha que exista uma solução local x∗ no qual os vetores a∗i = ai(x∗), ∀ i = 1, ...,m sejam

linearmente independentes e que exista um único vetor de multiplicadores λ∗ satisfazendo g∗ =

A∗λ∗. Dessa maneira, uma condição necessária para um minimizador local é que seja satisfeita

a seguinte relação sT W ∗s ≥ 0 para todo s satisfazendo (A∗)T s = 0, onde

W ∗ = ∇2
xL(x∗, λ∗) = ∇2

xf(x∗) +
m∑

i=1

λ∗i∇2
xci(x∗)

denota a matriz Hessiana com relação a x da função Lagrangiana. É possível estabelecer também

uma condição suficiente para que x∗ seja um minimizador local. Tal condição suficiente é dada

por: se x∗ um ponto factível satisfazendo a relação g∗ = A∗λ∗ e se W ∗ é uma matriz definida

positiva para todo s satisfazendo (A∗)T s = 0, então x∗ é um minimizador local isolado do

problema de minimização. Para maiores detalhes consulte [15].

2.3 Programação Convexa

O tópico de convexidade de conjuntos e funções é frequentemente abordado em textos que

tratam de teoria de otimização. É relevante destacar a possibilidade de se estabelecer alguns

resultados importantes para um problema de programação convexa no que diz respeito a na-

tureza global das soluções e, inclusive, sobre a suficiência das condições de primeira ordem já

vistas acima. Dessa forma, uma breve revisão de alguns conceitos chaves sobre convexidade é

apresentada preliminarmente na sequência objetivando principalmente o estabelecimento destes

resultados. Nenhuma demonstração será apresentada. No entanto, maiores detalhes poderão ser

encontrados em [15].

Definição 2.3.1. [15] Um conjunto K ⊂ Rn é dito convexo se para todo x0, x1 ∈ K, segue que

xθ ∈ K onde

xθ = (1− θ)x0 + θx1, ∀ θ ∈ [0, 1].

Lema 2.3.1. [15] Se Ki, i = 1, 2, ..., m são conjuntos convexos então a intersecção K =
m⋂

i=1

Ki

é também um conjunto convexo.
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Definição 2.3.2. [15] Seja f : K ⊂ Rn → R uma função contínua e K um conjunto convexo.

Uma função convexa é definida pela condição que para quaisquer x0, x1 ∈ K, segue que

fθ ≤ (1− θ)f0 + θf1, ∀ θ ∈ [0, 1], (2.7)

onde fθ := f(xθ), f0 := f(x0) e f1 := f(x1).

Definição 2.3.3. [15] Uma função f(x) é dita estritamente convexa quando a desigualdade em

(2.7) é estrita para todo x0, x1 com x0 6= x1 e para todo θ ∈ (0, 1).

Definição 2.3.4. [15] Uma função côncava f(x) é definida como uma função para a qual −f(x)

é convexa. Da mesma forma, uma função estritamente côncava f(x) é aquela tal que −f(x) é

estritamente convexa.

Exemplo 2.3.1. [15] São exemplos de conjuntos convexos: conjunto vazio, um ponto, Rn e uma

reta. São exemplos de funções convexas: função linear (côncava e convexa), função quadrática

é convexa quando a matriz Hessiana é semidefinida positiva e estritamente convexa quando a

Hessiana é definida positiva, ‖x‖ (para qualquer norma).

Feitas estas considerações iniciais, nós temos agora condições teóricas suficientes para a for-

mulação do problema de programação convexa. Considere então o seguinte problema de mini-

mização

min
x∈K

{f(x)} , (2.8)

sendo f : K → R uma função convexa, ci : Rn → R, i = 1, ..., m funções côncavas e o conjunto

K definido através de

K := {x ∈ Rn : ci(x) ≥ 0, i = 1, ...,m}.

É possível verificar que o conjunto K, na forma como foi construído, é convexo. Este fato é

uma consequência do lema que vem a seguir e do lema 2.3.1.

Lema 2.3.2. [15] Se c(x) é uma função côncava então o conjunto Sk = {x ∈ Rn : c(x) ≥ k}
é convexo para cada k ∈ R.

Definição 2.3.5. [15] O problema de minimização de uma função convexa f sobre um convexo

K é denominado problema de programação convexa.

Alguns aspectos a respeito da hipótese de convexidade da função objetivo e do conjunto

restrição devem ser destacados:
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(i) - a existência de soluções locais que não sejam globais são excluídas para este tipo de

problema de acordo com o Teorema 2.3.1. Uma hipótese adicional sobre a função f

permite ainda uma conclusão sobre a unicidade da solução global, como estabelece o

Corolário 2.3.1 e

(ii) - as condições necessárias de primeira ordem tornam-se também suficientes para uma solu-

ção global do problema (2.9), como estabelece o Teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.1. [15] Toda solução local x∗ para o problema (2.8) é uma solução global. Além

disso, o conjunto das soluções globais é convexo.

Corolário 2.3.1. [15] Se f(x) é uma função estritamente convexa então a solução global é única.

Observe que o problema de minimização (2.8) não permite restrições de igualdade gerais,

embora seja sempre possível incluir qualquer restrição de igualdade linear c(x) = 0 como a

intersecção de c(x) ≥ 0 e −c(x) ≥ 0. Este é o caso de maior interesse nesta seção. Consideremos

a partir de agora o seguinte problema de programação convexa um pouco mais particular que

(2.8) dado por

min
x∈Rn

{f(x)}
s.a ci(x) = 0, i = 1, ..., m

, (2.9)

sendo f : Rn → R uma função convexa diferenciável e ci : Rn → R, i = 1, ..., m funções lineares.

Para x∗ ser uma solução ótima do problema (2.9) as condições estabelecidas pelo resultado

a seguir são suficientes.

Teorema 2.3.2. [15] No problema de programação convexa (2.9), se as seguintes condições




∇xL(x, λ) = 0

ci(x) = 0, ∀i = 1, ..., m
(2.10)

valem em (x, λ) = (x∗, λ∗), então x∗ é uma solução global para (2.9).

Um exemplo do problema (2.9) é o problema de programação linear, ou seja, as funções

objetivo e de restrições de igualdade são lineares. Outro exemplo é o problema de programação

quadrática quando a função objetivo é quadrática com matriz Hessiana semidefinida positiva

(definida positiva) e as restrições de igualdade são funções lineares, ou seja, a função objetivo é

convexa (estritamente convexa).
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2.4 Programação Quadrática

Considere o problema de encontrar uma solução ótima x∗ para

min
x∈Rm

{f(x)}
s.a c(x) = 0

, (2.11)

sendo a função objetivo f : Rm → R uma função quadrática e a função restrição de igualdade

c : Rm → R uma função linear. Suponha que o problema (2.11) admita pelo menos uma solução

x∗. Se a matriz Hessiana da função objetivo é semidefinida positiva, então x∗ é uma solução

global. Caso a matriz Hessiana seja definida positiva, então a solução global x∗ é única.

Sejam V ∈ Rn×n definida positiva, H ∈ Rn×m posto coluna pleno (n ≥ m), G ∈ Rk×m posto

linha pleno, z ∈ Rn e u ∈ Rk e x ∈ Rm o vetor incógnita. No próximo capítulo trataremos,

particularmente, do problema de programação quadrática para a função objetivo

f(x) = (Hx − z)T V (Hx − z),

e para a restrição de igualdade linear

c(x) = Gx − u,

aplicando o método de funções penalidade.

Observe que, a função f(x) é estritamente convexa e a restrição de igualdade c(x) é uma

função linear e, portanto, a situação proposta é um típico problema de programação convexa.

Este problema será denominado, adiante, como um problema de MQP sujeito a uma restrição

de igualdade linear.

Por enquanto, abordaremos este problema sob o ponto de vista da técnica de multiplicadores

de Lagrange. Considere então

min
x∈Rm

{
(Hx − z)T V (Hx − z)

}

s.a Gx − u = 0
(2.12)

e a função Lagrangiana associada

L(x, λ) = f(x) + λT c(x).
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Por se tratar de um problema de programação convexa, as condições suficientes para otima-

lidade são 


∇xL(x, λ) = 0

c(x) = 0
. (2.13)

Ou seja, 



2(HT V H)x + GT λ = 2HT V z

Gx = u
, (2.14)

que na forma matricial tornam-se


2(HT V H) GT

G 0





x

λ


 =


2HT V z

u


 . (2.15)

De acordo com o Lema B.3.6, o sistema admite uma única solução (x∗, λ∗) dada por


 x∗

λ∗


 =


2(HT V H) GT

G 0



−1 

2HT V z

u


 . (2.16)

Ou ainda, a solução x∗ é dada explicitamente por

x∗ =


I

0




T 
2(HT V H) GT

G 0



−1 

2HT V z

u


 . (2.17)

Definindo a variável λ̄ := 1
2λ, a partir de (2.14) obtemos o sistema equivalente





HT V (Hx − z) + GT λ̄ = 0

Gx = u
. (2.18)

Definindo y := −V (Hx − z), então V −1y + Hx = z e o sistema (2.18) pode ser reescrito

como 



V −1y + 0λ̄ + Hx = z

0y + 0λ̄ + Gx = u

−HT y + GT λ̄ + 0x = 0

. (2.19)
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Definindo λ̃ := −λ̄ obtemos





V −1y + 0λ̃ + Hx = z

0y + 0λ̃ + Gx = u

HT y + GT λ̃ + 0x = 0

, (2.20)

que na forma matricial, torna-se




V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0







y

λ̃

x


 =




z

u

0


 . (2.21)

De acordo com o Lema B.3.7, o sistema admite uma única solução dada por




y∗

λ̃∗

x∗


 =




V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0




−1 


z

u

0


 , (2.22)

sendo λ∗ = −2λ̃∗. Ou melhor,

x∗ =




0

0

I




T 


V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0




︸ ︷︷ ︸
M

−1 


z

u

0




︸︷︷︸
w

. (2.23)

Concluímos então que o problema (2.12) admite uma única solução x∗ dada pelas expressões

(2.17) ou (2.23). Observe a forma simétrica como as matrizes V −1, H e G são dispostas no

bloco matricial M em (2.23), e para os vetores conhecidos z e u compondo o vetor aumentado

w. Além disso, cada uma das entradas do bloco matricial M é composta por uma única matriz,

diferentemente da estrutura de solução apresentada em (2.17). No próximo capítulo, este mesmo

problema será resolvido utilizando a técnica de funções penalidade.

Este arranjo matricial para a solução do problema (2.12) será de grande utilidade para a

apresentação das equações recursivas, sob uma estrutura alternativa, para o problema de controle

nominal que será abordado no Capítulo 4.
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2.5 Funções Penalidade

O método de funções penalidade é um procedimento para aproximação de problemas de

otimização restrita por problemas irrestritos. A aproximação é efetuada ao adicionar à função

objetivo um termo que impõe um alto custo pela violação das restrições do problema. Associado a

este método está um parâmetro µ que determina a severidade da penalidade e, consequentemente,

o grau pelo qual o problema irrestrito se aproxima do problema restrito original. À medida que

µ → +∞, a aproximação torna-se mais precisa. Este método gera uma sequência de pontos cujo

ponto limite é uma solução ótima para o problema original.

Detalhes do uso da técnica de funções penalidade são geralmente encontrados na literatura

que trata da teoria de programação não-linear. Em particular, na literatura que diz respeito

aos métodos de otimização restrita. Este trabalho baseou-se principalmente na teoria de funções

penalidade desenvolvida nas referências [1], [4], [15], [16], [26] e [44].

2.5.1 Método

Considere o problema de minimização restrita

min
x∈S

{f(x)} , (2.24)

sendo f : Rn → R uma função contínua e S ⊂ Rn um conjunto de restrição. A ideia fundamental

do método de funções penalidade é substituir o problema (2.24) por um problema irrestrito da

forma

min
x∈Rn

{f(x) + µP (x)}, (2.25)

sendo µ uma constante real positiva e P (x) satisfazendo:

(a) - P : Rn → R é uma função contínua;

(b) - P (x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn;

(c) - P (x) = 0 ⇔ x ∈ S.

O termo µP (x) em (2.25) é definido como função penalidade.

O procedimento para resolução do problema (2.24) pelo método de funções penalidade é

definido como segue:
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• seja {µk}+∞
k=1 uma seqüência de número reais satisfazendo:

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk = +∞; (2.26)

• defina para cada µk a função q(µk, x) = f(x) + µkP (x);

• para cada k resolva o problema minx{q(µk, x)}, obtendo uma solução xk.

Observação 2.5.1. Assuma para cada k que o problema minx{q(µk, x)} admita solução. ¤

Algoritmo [4]:

• Passo de Inicialização: Seja ε > 0 uma precisão pré-estabelecida. Escolha um ponto

inicial x1, um parâmetro de penalidade µ1 > 0 e um escalar β > 1. Faça k = 1 e vá para

o passo principal.

Passo Principal:

1. Começando com xk, resolva o seguinte problema

min
x∈Rn

{f(x) + µkP (x)}. (2.27)

Seja xk+1 uma solução ótima e vá para o Passo 2.

2. Se µkP (xk+1) < ε, então pare. Caso contrário, faça µk+1 = βµk, substitua k por

k + 1 e vá para o Passo 1.

2.5.2 Convergência

A convergência do método estabelecido acima será mostrada a seguir. Dois lemas serão

demonstrados antes de se estabelecer o resultado principal. As demonstrações destes resultados

podem ser encontradas em [26]. Porém, neste trabalho elas serão reproduzidas com maiores

detalhes.

Lema 2.5.1. [26] Sejam {µk}+∞
k=1 uma seqüência de números reais definida como em (2.26) e

q(µk, x) a função dada por q(µk, x) = f(x) + µkP (x). Então, são verdadeiras as seguintes

sentenças:

(i) - q(µk, xk) ≤ q(µk+1, xk+1);
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(ii) - P (xk) ≥ P (xk+1);

(iii) - f(xk) ≤ f(xk+1).

Demonstração. (i) - Observe que

q(µk+1, xk+1) = f(xk+1) + µk+1P (xk+1) ≥ f(xk+1) + µkP (xk+1),

pois µk+1 > µk e P (xk+1) ≥ 0. Lembrando que xk é solução do problema minx{q(µk, x)},
segue que f(xk+1) + µkP (xk+1) ≥ f(xk) + µkP (xk) = q(µk, xk).

Então, q(µk, xk) ≤ q(µk+1, xk+1).

(ii) - De acordo com a definição de xk, são válidas as seguintes desigualdades:

f(xk) + µkP (xk) ≤ f(xk+1) + µkP (xk+1);

f(xk+1) + µk+1P (xk+1) ≤ f(xk) + µk+1P (xk).

Somando membro a membro as desigualdades acima resulta

(µk+1 − µk)P (xk+1) ≤ (µk+1 − µk)P (xk).

Então, P (xk) ≥ P (xk+1) já que µk+1 > µk.

(iii) - Sabe-se que:

f(xk+1) + µkP (xk+1) ≥ f(xk) + µkP (xk) ⇒ f(xk+1)− f(xk) ≥ µk(P (xk)− P (xk+1)).

Do item (ii) temos que P (xk) ≥ P (xk+1). Logo, f(xk+1) ≥ f(xk) pois µk > 0.

Então, f(xk) ≤ f(xk+1).

Lema 2.5.2. [26] Seja x∗ uma solução para o problema (2.24). Então, para cada k = 1, ...,+∞
tem-se

f(x∗) ≥ q(µk, xk) ≥ f(xk).

Demonstração. Se x∗ é a solução para o problema (2.24), então x∗ ∈ S. Logo, P (x∗) = 0 e para
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cada k tem-se que

f(x∗) = f(x∗) + µkP (x∗) ≥ f(xk) + µkP (xk) ≥ f(xk).

Definição 2.5.1. [26] Um ponto a é um ponto limite da sequência {ak} se existe uma subsequên-

cia de {ak} que converge para a. Dessa maneira, a é uma ponto limite de {ak} se existe um

subconjunto K dos inteiros positivos tal que a sequência {ak}k∈K converge para a.

A verificação que qualquer ponto limite da sequência é uma solução para o problema de

minimização (2.24) é dada pelo teorema abaixo e segue dos lemas vistos acima.

Teorema 2.5.1. [26] Seja {xk} uma seqüência gerada pelo método de funções penalidade. Então,

qualquer ponto limite da seqüência é uma solução para (2.24).

Demonstração. Considere a sequência de soluções {xk}+∞
k=1 gerada pelo método de funções pe-

nalidade descrito acima. Suponha que {xk}k∈K seja uma subsequência convergente com limite

x̂ da sequência {xk}+∞
k=1, ou seja, x̂ = limk∈K xk.

Usando a hipótese de que a função objetivo f é contínua, resulta

lim
k∈K

f(xk) = f(x̂).

Suponha x∗ como sendo a solução ótima para o problema (2.24). Isto significa que

f(x∗) ≤ f(x); ∀x ∈ S.

De acordo com os lemas 2.5.1 e 2.5.2 a sequência {q(µk, xk)}+∞
k=1 é crescente e limitada supe-

riormente por f∗ = f(x∗), logo

lim
k∈K

q(µk, xk) = q∗ ≤ f∗.

Por definição, temos q(µk, xk) = f(xk) + µkP (xk). Observe então que

lim
k∈K

(q(µk, xk)− f(xk)) = q∗ − f(x̂)
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é finito. Como

lim
k∈K

(q(µk, xk)− f(xk)) = lim
k∈K

µkP (xk),

então limk∈K µkP (xk) existe e é finito.

Por hipótese {µk}+∞
k=1 é uma seqüência de número reais tal que para cada k tem-se

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk = +∞.

Além disso, pela definição de função penalidade, P (xk) ≥ 0. Como µk → +∞ e P (xk) ≥
0, a existência do limite finito tem como conseqüência limk∈K P (xk) = 0. Ao passo que, se

limk∈K P (xk) = P > 0 então limk∈K µkP (xk) = +∞, o que contradiz a justificativa da exis-

tência do limite finito.

Pela definição de função penalidade temos também que P é contínua, logo

lim
k∈K

P (xk) = 0 ⇒ P (x̂) = 0 ⇒ x̂ ∈ S.

Concluímos então que x̂ é um ponto factível para o problema (2.24).

Resta mostrar somente que x̂ trata-se de uma solução ótima. Do Lema 2.5.2 temos que

f(xk) ≤ f(x∗). Assim, f(x̂) = limk∈K f(xk) ≤ f(x∗). Sabemos ainda que f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ S.

Em particular, vale para x̂ ∈ S. Logo, f(x̂) ≤ f(x∗) ≤ f(x̂). Então,

f(x̂) = f(x∗).

Note ainda, de acordo com o Lema 2.5.2, que f(x∗) ≥ q(µk, xk) ≥ f(xk). Assim,

lim
k∈K

f(x∗) ≥ lim
k∈K

q(µk, xk) ≥ lim
k∈K

f(xk)

f(x∗) ≥ q∗ ≥ f(x∗) ⇒ q∗ = f(x∗).

Dessa maneira, limk∈K µkP (xk) = limk∈K(q(µk, xk)− f(xk)) = q∗ − f(x̂) = 0. Então,

lim
k∈K

µkP (xk) = 0.

Isto quer dizer que µkP (xk) → 0 quando k → +∞.
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Exemplo 2.5.1. [4] Considere o seguinte problema de minimização restrita

min
x1,x2

{
x2

1 + x2
2

}

s.a x1 + x2 − 1 = 0

Encontre a solução ótima e valor ótimo da função objetivo do problema.

Solução: Seja {µk}+∞
k=1 uma seqüência de número reais satisfazendo:

µk > 0; µk+1 > µk e lim
k→+∞

µk = +∞.

Considere P (x1, x2) = (x1 + x2 − 1)2 e o seguinte problema de minimização irrestrita

min
(x1,x2)∈R2

{
x2

1 + x2
2 + µk(x1 + x2 − 1)2

}
,

onde µk > 0 é o parâmetro de penalidade. Observe que a função objetivo do problema irrestrito

acima é uma função convexa para todo µk > 0. Logo, uma condição necessária e suficiente para

a otimalidade é que o gradiente de x2
1 + x2

2 + µk(x1 + x2 − 1)2 seja nulo. Isto resulta em:

∂
∂x1

(x2
1 + x2

2 + µk(x1 + x2 − 1)2) = x1 + µk(x1 + x2 − 1) = 0
∂

∂x2
(x1

1 + x2
2 + µk(x1 + x2 − 1)2) = x2 + µk(x1 + x2 − 1) = 0

. (2.28)

Resolvendo simultaneamente as equações em (2.28), encontramos xk
1 = xk

2 =
µk

(2µk + 1)
. Fa-

zendo k → +∞, obtemos x∗1 = x∗2 = 1
2 . Já o valor ótimo da função objetivo é 1

2 . ¤
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CAPÍTULO 3

Minimizações Quadráticas

Neste capítulo será estabelecido o problema de MQP sujeito a uma restrição de igualdade

linear. Este problema será resolvido através do uso do método de funções penalidade e solução

ótima do problema de MQP irrestrito. Isto é, um funcional quadrático estritamente convexo

será minimizado de forma iterativa sob uma restrição de igualdade linear. Embora o método de

funções penalidade dependa apenas da incógnita x, este método é particularmente atrativo para

lidar com problemas de programação quadrática com restrição de igualdade linear. Antes disso,

formas alternativas da estrutura da solução ótima dos problemas de MQP e MQRI, apresentados

na Seção 3.1, serão exibidas.

3.1 Problema de Mínimos Quadrados

3.1.1 Mínimos Quadrados Não-Regularizados

Seja J : Rm → R a função quadrática dada por

J(x) = ‖Ax − b‖2 = (Ax− b)T (Ax− b), (3.1)

sendo A ∈ Rn×m (n ≥ m) e b ∈ Rn assumidos conhecidos e x ∈ Rm o vetor incógnita. Considere

o problema de mínimos quadrados não-regularizados definido a partir do seguinte problema de

minimização irrestrita

min
x∈Rm

{J(x)}. (3.2)
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Definição 3.1.1. [21] Uma solução mínima quadrática, x̂, é uma solução com a seguinte pro-

priedade

‖Ax̂ − b‖2 ≤ ‖Ax − b‖2, (3.3)

para todo x ∈ Rm.

Lema 3.1.1. [21] Um vetor x̂ é um minimizador da função (3.1)-(3.2) se e somente se ele

satisfaz a chamada equação normal

AT Ax̂ = AT b. (3.4)

O valor mínimo assumido pela função J(x) é dado por

J(x̂) = ‖Ax̂ − b‖2 = ‖b‖2 − ‖Ax̂‖2. (3.5)

Lema 3.1.2. [21] Quando a matriz A tem posto completo m, existe um único x̂ satisfazendo

(3.3) dado por

x̂ = (AT A)−1AT b. (3.6)

Além disso, o valor mínimo assumido pela função J(x) é dado por

J(x̂) = ‖Ax̂ − b‖2 = bT
(
I −A(AT A)−1AT

)
b. (3.7)

3.1.2 Mínimos Quadrados Ponderados

Considere o problema de MQP definido por

min
x∈Rm

{J(x)}, (3.8)

com a função quadrática J(x) dada agora por

J(x) = ‖Ax − b‖2
W = (Ax− b)T W (Ax− b), (3.9)

sendo W ∈ Rn×n (matriz de ponderação) simétrica definida positiva, A ∈ Rn×m e b ∈ Rn

assumidos conhecidos e x ∈ Rm o vetor incógnita.

Definição 3.1.2. [21] Uma solução mínima quadrática ponderada, x̂W , é uma solução com a

seguinte propriedade

‖Ax̂ − b‖2
W ≤ ‖Ax − b‖2

W , (3.10)
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para todo x ∈ Rm.

Lema 3.1.3. [21] Um vetor x̂W é uma solução mínima quadrática ponderada da função quadrá-

tica (3.9) se e somente se ele satisfaz a chamada equação normal

AT WAx̂ = AT Wb. (3.11)

O valor mínimo assumido pela função J(x) é dado por

J(x̂) = ‖Ax̂ − b‖2
W = bT Wb − bT WAx̂. (3.12)

No caso em que A é uma matriz com posto coluna pleno, a única solução mínima quadrática

ponderada x̂ é dada por

x̂ =
(
AT WA

)−1
AT Wb, (3.13)

e o valor mínimo da função J(x) pode ser escrito como

J(x̂) = ‖Ax̂ − b‖2
W = bT (W −WA(AT WA)−1AT W )b. (3.14)

Uma estrutura alternativa equivalente para a solução do problema (3.8)-(3.9) será apresentada

pelo próximo resultado.

Lema 3.1.4. Considere o problema de MQP estabelecido em (3.8)-(3.9). Então, as expressões

(3.13)-(3.14) podem ser reescritas como

x̂ =
[
0 I

]

W−1 A

AT 0



−1 

b

0


 , (3.15)

J(x̂) =
[
bT 0

]

W−1 A

AT 0



−1 

b

0


 = −




[
0 0 I

]



W−1 A b

AT 0 0

bT 0 0




−1 


0

0

I







−1

, (3.16)

respectivamente.

Demonstração. Imediata. Basta combinar os lemas 3.1.3 e B.2.5.
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3.1.3 Mínimos Quadrados Regularizados

Considere o problema de minimização definido por

min
x∈Rm

{J(x)}, (3.17)

com a função J(x) dada agora por um funcional quadrático regularizado da forma

J(x) = ‖x‖2
Q + ‖Ax− b‖2

W = xT Qx + (Ax− b)T W (Ax− b), (3.18)

sendo Q ∈ Rm×m (matriz de regularização) simétrica definida positiva, W ∈ Rn×n simétrica

semidefinida positiva, A ∈ Rn×m e b ∈ Rn assumidos conhecidos e x ∈ Rm o vetor incógnita.

Definição 3.1.3. Uma solução mínima quadrática regularizada, x̂Q, é uma solução com a se-

guinte propriedade

‖x̂‖2
Q + ‖Ax̂ − b‖2

W ≤ ‖x‖2
Q + ‖Ax − b‖2

W (3.19)

para todo x ∈ Rm.

Lema 3.1.5. [36] A solução ótima do problema (3.17)-(3.18) é dada por

x̂ =
(
Q + AT WA

)−1
AT Wb. (3.20)

3.1.4 Mínimos Quadrados Regularizados com Incertezas

Considere o problema de MQR estabelecido em (3.17)-(3.18). Suponha agora que a matriz

A e o vetor b estejam sujeitos a distúrbios e ou incertezas δA e δb, respectivamente. O funcional

quadrático passa a ser escrito da seguinte forma

J(x, δA, δb) = ‖x‖2
Q + ‖(A + δA)x − (b + δb)‖2

W . (3.21)

Seja o problema de minimização - maximização definido por

min
x∈Rm

max
δA,δb

{J(x, δA, δb)}, (3.22)
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com a função J(x, δA, δb) dada por (3.21) e as incertezas δA e δb modeladas através de

[
δA δb

]
= H∆

[
EA Eb

]
, (3.23)

sendo Q ∈ Rm×m (matriz de regularização) simétrica definida positiva, W ∈ Rn×n simétrica

semidefinida positiva, A ∈ Rn×m, b ∈ Rn, {H, EA, Eb} matrizes de dimensões compatíveis, ∆

uma matriz de contração arbitrária (‖∆‖ ≤ 1) e x ∈ Rm o vetor incógnita. Assuma que sejam

conhecidos {Q, W, A, b, H, EA, Eb}.

A solução ótima do problema min-max estabelecido acima é apresentada no resultado a

seguir. Detalhes da demonstração podem ser encontrados em [37], onde um resultado mais geral

é provado.

Teorema 3.1.1. [36] O problema (3.22)-(3.23) admite uma única solução x̂ que é dada por

x̂ =
(
Q̂ + AT ŴA

)−1 (
AT Ŵ b + λ̂ET

AEb

)
, (3.24)

sendo que as matrizes modificadas {Q̂, Ŵ} são obtidas a partir de {Q,W} via

Q̂ := Q + λ̂ET
AEA (3.25)

Ŵ := W + WH(λ̂I − HT WH)†HT W (3.26)

e λ̂ é um parâmetro escalar não negativo determinado a partir do problema de otimização

λ̂ ∈ arg min
λ≥‖HT WH‖

{Γ(λ)} , (3.27)

sendo a função Γ(λ) definida como

Γ(λ) := ‖x(λ)‖2
Q + λ‖EAx(λ) − Eb‖2 + ‖Ax(λ) − b‖2

W (λ), (3.28)

com

Q(λ) := Q + λET
AEA (3.29)

W (λ) := W + WH(λI − HT WH)†HT W (3.30)

x(λ) :=
(
Q(λ) + AT W (λ)A

)−1 (
AT W (λ)b + λET

AEb

)
. (3.31)
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Note que todas as formas dos problemas de MQ (sem incertezas) apresentadas nesta seção

tratam-se essencialmente de problemas de minimização irrestrita. Na Seção 3.3, nós estabelece-

remos o problema de mínimos quadrados ponderados sujeito a uma restrição de igualdade linear.

Este problema de minimização restrita será tratado sob o enfoque de funções penalidade, o que

permitirá a aproximação por um problema de mínimos quadrados ponderados irrestrito cuja

solução já é bem conhecida.

3.2 Estrutura Alternativa para a Solução dos Problemas MQP e MQRI

3.2.1 Problema MQP

Considere novamente o problema de MQP

min
x∈Rm

{
(Ax− b)T W (Ax− b)

}
, (3.32)

sendo x ∈ Rm o vetor incógnita, A ∈ Rn×m, b ∈ Rn e W ∈ Rn×n com W Â 0. O objetivo é

mostrar que o problema de minimização (3.32) pode admitir uma representação mais confortável

com respeito a estrutura de sua solução ótima. Esta representação alternativa é apresentada no

lema que virá a seguir e será a estrutura da solução recursiva proposta neste trabalho para o

problema do regulador nominal.

Lema 3.2.1. Suponha que W = W T Â 0. Então, as seguintes sentenças são equivalentes:

(i) - x̂ ∈ arg minx∈Rm

{
(Ax− b)T W (Ax− b)

}
;

(ii) - x = x̂ é uma solução de AT WAx = AT Wb;

(iii) - (λ, x) = (λ̂, x̂) é uma solução de


 W−1 A

AT 0





 λ

x


 =


 b

0


 . (3.33)

Se A é posto coluna pleno, então x̂ dado por

x̂ = (AT WA)−1AT Wb =
[

0 I
]

 W−1 A

AT 0



−1 

 b

0


 (3.34)

é a única solução para a equação em (ii).
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Demonstração. (i) ⇒ (ii) Defina J : Rm → R como sendo o funcional quadrático

J(x) = (Ax− b)T W (Ax− b).

Considere J(x) reescrito na forma expandida

J(x) = xT (AT WA)x − xT AT Wb − bT WAx + bT Wb.

Derivando J(x) com relação a x, resulta

∂

∂x
J(x) = (AT WA)x + (AT WA)T x − AT Wb − (bT WA)T = 2

[
(AT WA)x − AT Wb

]
.

De acordo com (i), ou seja, se x̂ é um ponto de mínimo de J(x) então x̂ deve satisfazer

∂

∂x
J(x̂) = 0 ⇒ (AT WA)x̂ − AT Wb = 0 ⇒ (AT WA)x̂ = AT Wb.

Então, (AT WA)x̂ = AT Wb.

(ii) ⇒ (i) Observe que
∂2

∂x2
J(x) = (AT WA). Por hipótese W Â 0, assim

∂2

∂x2
J(x) º 0, ∀x.

Dessa maneira, se x̂ satisfaz (ii) e
∂2

∂x2
J(x̂) º 0, então x̂ é um ponto de mínimo.

Logo, x̂ ∈ arg minx{(Ax− b)T W (Ax− b)}.

(ii) ⇔ (iii) Defina a variável auxiliar λ := −W (Ax− b). Dessa forma,

AT WAx = AT Wb ⇒ AT W (Ax− b)︸ ︷︷ ︸
−λ

= 0 ⇒ AT λ = 0.

Como λ = −W (Ax− b) ⇒ W−1λ + Ax = b, temos então o seguinte sistema de equações





W−1λ + Ax = b

AT λ = 0
,



28

que na forma matricial torna-se


 W−1 A

AT 0





 λ

x


 =


 b

0


 .

Dado que W Â 0 e a matriz A é posto coluna pleno, então segue dos itens (ii) e (iii) que

x̂ = (AT WA)−1AT Wb =
[

0 I
]

 W−1 A

AT 0



−1 

 b

0


 .

A inversa do bloco matricial


 W−1 A

AT 0


 fica garantida pelo Lema B.3.6.

3.2.2 Problema MQRI

Da mesma forma como foi feito para o problema de MQP, o lema a seguir apresentará a

solução ótima do problema de otimização min-max (3.21)-(3.23) numa estrutura alternativa

àquela do Teorema 3.1.1.

Lema 3.2.2. [12] Suponha Q Â 0 e W Â 0. As seguintes sentenças são equivalentes:

(i) -

x̂ ∈ arg min
x∈Rm

max
δA , δb

{
‖x‖2

Q + ‖(A + δA) x− (b + δb)‖2
W

}

sendo as incertezas δA e δb modeladas como

[
δA δb

]
= H∆

[
EA Eb

]
, ‖∆‖ ≤ 1; (3.35)

(ii) -

x̂ ∈ arg min
x∈Rm

max
δA , δb





∥∥∥∥∥∥


 I

A + δA


x−


 0

b + δb




∥∥∥∥∥∥

2

Q
L

W





com as incertezas δA e δb definidas em (3.35);
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(iii) -

x̂ ∈ arg min
x∈Rm




‖x‖2

Q +

∥∥∥∥∥∥


 A

EA


x−


 b

Eb




∥∥∥∥∥∥

2

cW LbλI





;

(iv) -

x̂ ∈ arg min
x∈Rm





∥∥∥∥∥∥∥∥∥




I

A

EA


x−




0

b

Eb




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

Q
LcW LbλI





;

(v) - (α, β, γ, x) = (α̂, β̂, γ̂, x̂) é uma solução para




Q−1 0 0 I

0 Ŵ−1 0 A

0 0 λ̂−1I EA

I AT ET
A 0







α

β

γ

x




=




0

b

Eb

0




;

Para os itens (iii), (iv) e (v), nós temos que λ̂ é um parâmetro escalar não negativo obtido a

partir de (3.27). E mais, a única solução x̂ pode ser dada, alternativamente, por

x̂ =




0

0

0

I




T 


Q−1 0 0 I

0 Ŵ−1 0 A

0 0 λ̂−1I EA

I AT ET
A 0




−1 


0

b

Eb

0




.

Demonstração. (i) ⇔ (ii) Observe que

J(x) = ‖x‖2
Q + ‖(A + δA) x− (b + δb)‖2

W =

= xT Qx + ((A + δA) x− (b + δb))T W ((A + δA) x− (b + δb)) =

=





 I

(A + δA)


x −


 0

(b + δb)







T 
Q 0

0 W








 I

(A + δA)


x −


 0

(b + δb)





 =

=

∥∥∥∥∥∥


 I

A + δA


x−


 0

b + δb




∥∥∥∥∥∥

2

Q
L

W

.
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(i) ⇔ (iii) Do Teorema 3.1.1 temos que a solução ótima do problema de otimização min-max

é dada por

x̂ =
(
Q̂ + AT ŴA

)−1 (
AT Ŵ b + λ̂ET

AEb

)
,

sendo as matrizes modificadas {Q̂, Ŵ} obtidas a partir de {Q,W} via

Q̂ := Q + λ̂ET
AEA

Ŵ := W + WH(λ̂I − HT WH)†HT W

e λ̂ um parâmetro escalar não negativo determinado a partir do problema de minimização

λ̂ ∈ arg min
λ≥‖HT WH‖

{Γ(λ)}

com a função Γ(λ) definida por

Γ(λ) := ‖x(λ)‖2
Q + λ‖EAx(λ) − Eb‖2 + ‖Ax(λ) − b‖2

W (λ).

Equivalentemente, na forma de blocos matriciais, temos x̂ dado por

x̂ =


Q +

[
AT ET

A

]

Ŵ 0

0 λ̂I





 A

EA






−1 [

AT ET
A

]

Ŵ 0

0 λ̂I





 b

Eb


 .

Definindo Ã :=


 A

EA


; b̃ :=


 b

Eb


 e W̃ :=


Ŵ 0

0 λ̂I


 , reescrevemos

x̂ =
(
Q + ÃT W̃ Ã

)−1
ÃT W̃ b̃.

Ou também,

x̂ =




[
I ÃT

]

Q 0

0 W̃





I

Ã






−1 [

I Ã
]

Q 0

0 W̃





0

b̃


 .
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De acordo com o Lema 3.2.1, segue que

x̂ ∈ arg min
x∈Rm









I

Ã


x−


0

b̃







T 
Q 0

0 W̃








I

Ã


x−


0

b̃











,

ou ainda,

x̂ ∈ arg min
x∈Rm

{
xT Qx + (Ãx − b̃)T W̃ (Ãx − b̃)

}
.

(ii) ⇔ (iii) Imediato.

(iii) ⇔ (iv) Observe que

M(x) = ‖x‖2
Q +

∥∥∥∥∥∥


 A

EA


x−


 b

Eb




∥∥∥∥∥∥

2

cW LbλI

=

= xT Qx +





 A

EA


x −


 b

Eb







T 
Ŵ 0

0 λ̂I








 A

EA


x −


 b

Eb





 =

=







I

A

EA


x −




0

b

Eb







T 


Q 0 0

0 Ŵ 0

0 0 λ̂I










I

A

EA


x −




0

b

Eb





 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




I

A

EA


x−




0

b

Eb




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

Q
LcW LbλI

.

(iv) ⇔ (v) Considere o problema de MQP

min
x∈Rm





∥∥∥∥∥∥∥∥∥




I

A

EA


x−




0

b

Eb




∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

Q
LcW LbλI





. (3.36)

De acordo com o Lema 3.2.1, x̂ é uma solução ótima do problema (3.36) se e somente se
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(α, β, γ, x) = (α̂, β̂, γ̂, x̂) é uma solução para




Q−1 0 0 I

0 Ŵ−1 0 A

0 0 λ̂−1I EA

I AT ET
A 0







α

β

γ

x




=




0

b

Eb

0




.

Segue do item (v) que a solução ótima x̂ é dada por

x̂ =
[
0 0 0 I

]




Q−1 0 0 I

0 Ŵ−1 0 A

0 0 λ̂−1I EA

I AT ET
A 0




−1 


0

b

Eb

0




.

A representação alternativa, que acabou de ser apresentada no lema acima, para a solução x̂

do problema (3.22) será a estrutura da solução recursiva proposta neste trabalho para o problema

do regulador robusto a ser projetado no Capítulo 5.

3.3 Mínimos Quadrados Ponderados Restrito

A Proposição 3.3.1 a seguir é inspirada em um resultado apresentado em [1] e sua demonstra-

ção é uma aplicação do Teorema 2.5.1 da teoria de funções penalidade combinado com a solução

ótima do problema de MQP sob a forma do Lema 3.2.1.

Proposição 3.3.1. Sejam V ∈ Rn×n definida positiva, G ∈ Rk×m posto linha pleno e H ∈ Rn×m

posto coluna pleno. Considere o problema de minimização com restrição

min
x∈Rm

{
(Hx− z)T V (Hx− z)

}

s.a Gx = u
, (3.37)

sendo z ∈ Rn, x ∈ Rm e u ∈ Rk. Associado a (3.37) tem-se para cada µ > 0 o seguinte problema

de minimização sem restrição

min
x∈Rm

{
(Gx− B)T V (µ) (Gx− B)

}
, (3.38)
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sendo G =


 H

G


 , V (µ) =


 V 0

0 µI


 , B =


 z

u


 . Então:

(i) - para cada µ> 0, a solução ótima x̂(µ) do problema de minimização sem restrição (3.38)

é dada por

x̂ (µ) =


 0

I




T 
 V−1 (µ) G

GT 0



−1 

 B
0


 . (3.39)

(ii) - limµ→+∞ x̂ (µ) = xo, sendo xo a solução ótima do problema de minimização (3.37) dada

por

xo =




0

0

I




T 


V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0




−1 


z

u

0


 . (3.40)

Além disso,

lim
µ→+∞ (Gx̂ (µ)− B)T V (µ) (Gx̂ (µ)− B) = (Hxo − z)T V (Hxo − z). (3.41)

Demonstração. Considere o problema de minimização restrita

min
x∈S

{f(x)}, (3.42)

sendo f : Rm → R a função contínua definida por f(x) = (Hx − z)T V (Hx − z) e S ⊂ Rm o

conjunto restrição definido por S := {x ∈ Rm |Gx− u = 0}.

Seja {µk}+∞
k=1 uma seqüência de números reais satisfazendo para todo k ∈ N∗ as seguintes

condições: µk > 0; µk+1 > µk e limk→+∞ µk = +∞. Considere também P : Rm → R a função

definida por

P (x) := (Gx− u)T (Gx− u)

e observe que todas as condições da definição de função penalidade são satisfeitas para a escolha

de P (x), ou seja, P : Rm → R é uma função contínua; P (x) ≥ 0 para todo x ∈ Rm e

P (x) = 0 ⇔ x ∈ S.
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Defina para cada k ∈ N∗ a função auxiliar

q(µk, x) = f(x) + µkP (x) = (Hx− z)T V (Hx− z) + µk(Gx− u)T (Gx− u)

e considere o seguinte problema de minimização irrestrita minx∈Rm {q(µk, x)} .

Note que o problema minx∈Rm{q(µk, x)} pode ser reescrito na forma de MQP

min
x∈Rm









H

G


x−


z

u







T 
V 0

0 µkI








H

G


x−


z

u











. (3.43)

Além disso, para cada k ∈ N∗, este problema admite uma única solução x̂(µk), pois q(µk, x)

é uma função quadrática estritamente convexa em x. De acordo com o Lema 3.2.1, o problema

de MQP (3.43) admite uma única solução x̂k ≡ x̂(µk) dada por

x̂k =




0

0

I




T 


V −1 0 H

0 µ−1
k I G

HT GT 0




−1 


z

u

0


 .

Consideremos a sequência de soluções {x̂k}+∞
k=1. De acordo com o Teorema 2.5.1, qualquer

ponto limite da seqüência {x̂k}+∞
k=1 é uma solução para o problema de minimização sob restrição

de igualdade linear (3.37). Então, a solução ótima do problema (3.37) é dada por

xo =




0

0

I




T 


V −1 0 H

0 0 G

HT GT 0




−1 


z

u

0


 .

Observe que a invertibilidade do bloco matricial na expressão acima permanece garantida

pelo Lema B.3.7 à medida que µ−1
k I → 0 quando k → +∞. E ainda, pelo Teorema 2.5.1 segue

que µkP (xk) → 0 quando k → +∞. Logo,

lim
k→+∞





H

G


 x̂k −


z

u







T 
V 0

0 µkI








H

G


 x̂k −


z

u





 = (Hxo − z)T V (Hxo − z).
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Observação 3.3.1. O termo quadrático (Gx̂(µ)− u)T µI(Gx̂(µ)− u) tende a zero quando µ →
+∞. Isto é, o termo P (x̂(µ)) = (Gx̂(µ) − u)T (Gx̂(µ) − u) tende a zero muito mais rápido

do que os elementos da diagonal da matriz de ponderação µI tendem ao infinito, à medida que

µ→ +∞. Note também que, a solução ótima (3.40) é a mesma que foi encontrada em (2.23)

quando resolvemos o mesmo problema aplicando a técnica de multiplicadores de Lagrange. ¤

O resultado a seguir apresenta a estrutura da solução ótima para um problema de minimização

sujeito a uma restrição de igualdade que se enquadra nos moldes do problema abordado na

Proposição 3.3.1. À primeira vista, o resultado proposto abaixo pode parecer de aplicação

bastante restrita, mas será de extrema importância para o que virá mais adiante.

Corolário 3.3.1. Sejam P ∈ Rn×n, Q ∈ Rn×n e R ∈ Rm×m matrizes simétricas definidas

positivas conhecidas, F ∈ Rn×n e G ∈ Rn×m matrizes dadas. Assuma x ∈ Rn e y ∈ Rm vetores

incógnitas e z ∈ Rn um vetor dado. Defina a função objetivo V : Rn × Rm → R a partir da

seguinte expressão

V (x, y) = xT Px + zT Qz + yT Ry

e considere o problema de minimização com restrição

min
x,y

{V (x, y)}

s.a x = Fz + Gy
. (3.44)

Então, a solução ótima (xo, yo) do problema (3.44) é dada por


 xo

yo


 =


 Kx

Ky


 z, (3.45)

com


 Kx

Ky


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




. (3.46)
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Além disso, o valor mínimo de V (x, y) sujeito à restrição x = Fz + Gy é dado por

V (xo, yo) = zT Sz

sendo S := KT
x PKx + KT

y RKy + Q Â 0.

Demonstração. Considere o problema de minimização com restrição

min
x, y

{xT Px + zT Qz + yT Ry}

s.a. x = Fz + Gy
.

Note que esse problema pode ser reescrito na forma do problema de MQP sujeito a uma

restrição de igualdade linear

min
X
{(HX −Z)T V (HX −Z)}

s.a GX = U
(3.47)

quando são feitas as seguintes identificações:

H =




I 0

0 I

0 0


 ; Z =




0

0

−I


 z; V =




P 0 0

0 R 0

0 0 Q


 ; G =

[
I −G

]
; X =


x

y


 ; U = Fz .

De fato, é simples ver que:

• a função objetivo V (x, y) = xT Px + zT Qz + yT Ry pode ser reescrita como

V (x, y) =











I 0

0 I

0 0





x

y


−




0

0

−I


 z




T 


P 0 0

0 R 0

0 0 Q










I 0

0 I

0 0





x

y


−




0

0

−I


 z








.

• e a restrição x = Fz + Gy pode ser reescrita como
[
I −G

]

x

y


 = Fz.

De acordo com a Proposição 3.3.1, relacionado ao problema de minimização com restrição
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(3.47), temos para cada µ > 0 o problema de otimização sem restrição dado por

min
X









H
G


X −


Z
U







T 
V 0

0 µI








H
G


X −


Z
U











.

Como


H
G


 tem posto coluna pleno, então para cada µ > 0 a solução ótima X̂ (µ) é dada por

X̂ (µ) =




0

0

I




T 


V−1 0 H
0 µ−1I G
HT GT 0




−1 


Z
U
0


 ,

ou seja, para cada µ > 0 tem-se que


x̂(µ)

ŷ(µ)


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 µ−1I I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




z.

Já a solução ótima do problema (3.44) é obtida quando µ → +∞. Portanto,


xo

yo


 =


Kx

Ky


 z (3.48)

com


Kx

Ky


 :=




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




.

Perceba que a invertibilidade do bloco matricial na expressão acima fica garantida pelo Lema

B.3.7.
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Já o valor mínimo de V (x, y) sujeito à restrição x = Fz+Gy é obtido através da substituição

da solução ótima (xo, yo) na expressão

V (x, y) = xT Px + zT Qz + yT Ry

ou, equivalentemente, na expressão

V (x, y) =







I 0

0 I

0 0





x

y


−




0

0

−I


 z




T 


P 0 0

0 R 0

0 0 Q










I 0

0 I

0 0





x

y


−




0

0

−I


 z


 .

Substituindo a solução ótima


xo

yo


 na expressão acima, resulta

V (xo, yo) =







I 0

0 I

0 0





xo

yo


−




0

0

−I


 z




T 


P 0 0

0 R 0

0 0 Q










I 0

0 I

0 0





xo

yo


−




0

0

−I


 z


 =

= zT
[
KT

x KT
y I

]



P 0 0

0 R 0

0 0 Q







Kx

Ky

I


 z = zT

(
KT

x PKx + KT
y RKy + Q

)
z.

Defina S := KT
x PKx + KT

y RKy + Q, então o valor mínimo é dado por

V o(x, y) := V (xo, yo) = zT Sz.

Observe que S é uma matriz simétrica. Sendo Q Â 0, então para qualquer w ∈ Rn, w 6= 0

temos que wT Sw > 0 e wT Sw = 0 quando w = 0. Dessa forma, S Â 0.

Exemplo 3.3.1. Considere o seguinte problema de minimização

min
x,y

{
5x2 + 2y2 + 4

}

s.a x = 1 − y
. (3.49)

Encontre a solução ótima e o valor ótimo da função objetivo.
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Solução: Esse problema se assemelha ao problema do Corolário 3.3.1 quando fazemos as

seguintes identificações: P = 5, R = 2, Q = 4, F = 1, G = −1, z = 1. Então, a

solução ótima (xo, yo) é dada por


xo

yo


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1




T 


0.2 0 0 0 1 0

0 0.5 0 0 0 1

0 0 0.25 0 0 0

0 0 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0




−1 


0

0

−1

1

0

0




=


0.2857

0.7143




e valor ótimo da função objetivo é 5.4286.
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CAPÍTULO 4

Regulador Linear Quadrático

Este capítulo apresentará a solução recursiva em uma estrutura matricial alternativa para o

problema clássico do regulador linear quadrático (RLQ) de sistemas lineares nominais discretos

no tempo. A principal motivação é desenvolver expressões fundamentais que servirão como base

para a dedução de um regulador robusto recursivo, que será apresentado no próximo capítulo,

para uma determinada classe de sistemas lineares incertos. O problema do RLQ apresentado

neste trabalho é similar ao encontrado na literatura, porém, um pouco mais restrito devido a

imposição de positividade sobre as matrizes de ponderação PN+1, Qi e Ri. E mais, essa nova

formulação que estamos propondo baseia-se na minimização do índice de desempenho quadrático

nas variáveis de estado xi+1 e de controle ui ao mesmo tempo. Esta abordagem é baseada

no método de funções penalidade e no problema de MQP apresentados nos capítulos 2 e 3,

respectivamente. Destaque para o método de funções penalidades utilizado para incorporar a

restrição de igualdade do problema no funcional a ser minimizado. O resultado obtido com este

novo procedimento é um arranjo diferenciado das matrizes de parâmetro e de ponderação na

solução recursiva. Em consequência, o caso robusto resultará de uma extensão natural do caso

nominal.

4.1 Formulação Clássica

É diversificada a literatura que trata do problema clássico de controle ótimo quadrático para

sistemas lineares de tempo discreto no espaço de estado, veja por exemplo: [2], [9], [14], [23],
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[25], [30] e [34].

O problema de controle ótimo quadrático também conhecido como problema do regulador

linear quadrático (RLQ) pode ser estabelecido como segue. Considere o modelo linear no espaço

de estado

xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N, (4.1)

sendo xi ∈ Rn o vetor de estado, ui ∈ Rm o vetor de entrada (controle), Fi ∈ Rn×n e Gi ∈ Rn×m

matrizes de parâmetros nominais assumidas conhecidas, x0 o vetor do estado inicial e {ui}N
i=0

uma sequência de entradas de controle sem restrição. Assuma ainda que o sistema linear (4.1)

seja controlável.

No problema de controle ótimo quadrático o objetivo é determinar uma sequência de controle

ótimo {u∗i }N
i=0 que venha minimizar um funcional custo quadrático pré-estabelecido. Um exemplo

de índice de desempenho quadrático bem conhecido na literatura é dado pela seguinte expressão

J = xT
N+1PN+1xN+1 +

N∑

j=0

(
xT

j Qjxj + uT
j Rjuj

)
, (4.2)

com PN+1 º 0, Qj º 0 e Rj Â 0 assumidas conhecidas.

Note que o problema (4.2) pode ser estabelecido na forma de um problema de minimização

sujeito a uma restrição de igualdade

min
ui

{
xT

N+1PN+1xN+1 +
N∑

j=0

(
xT

j Qjxj + uT
j Rjuj

)}

s.a xi+1 = Fixi + Giui, i = 0, ..., N

. (4.3)

Perceba que o problema de minimização restrita (4.3) é dado apenas em termos da variável

de controle ui, além disso, a trajetória ótima {x∗i }N+1
i=0 fica totalmente determinada pelo conheci-

mento prévio da sequência de controle ótimo {u∗i }N
i=0. Perceba também, através da restrição de

igualdade (4.1) do problema, que a cada etapa de minimização i a variável de estado xi+1 é dada

explicitamente em função do estado xi e da variável de controle ui. Ou seja, de forma mais geral

xi+1 = f(xi, ui). E que, sendo xi assumido conhecido, o problema nesta etapa de minimização

passará a depender apenas de ui quando xi+1 for substituído pela restrição do problema. Dessa

maneira, a lei de controle ótimo a ser obtida neste passo será dada em função do estado assumido

conhecido xi.
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Além disso, a principal característica dessa lei de controle é que ela trata-se sempre de uma

função linear do vetor de estado, sendo indispensável que todas as variáveis de estado estejam

disponíveis para realimentação. Existem diferentes abordagens para a solução do problema de

controle ótimo quadrático. Em [34], por exemplo, a abordagem adotada é baseada na técnica de

minimização utilizando multiplicadores de Lagrange. Já em [9] e [25], este problema é resolvido

utilizando a técnica de programação dinâmica.

Independente da abordagem utilizada para a solução do problema RLQ, a solução recursiva

ótima (∗) bem conhecida da literatura é dada por

u∗i = Kixi; i = 0, ..., N, (4.4)

sendo o ganho Ki ∈ Rm×n calculado de acordo com a seguinte recursão

Ki = −(Ri + GT
i Pi+1Gi)−1GT

i Pi+1Fi, (4.5)

Pi = (Fi + GiKi)T Pi+1(Fi + GiKi) + KT
i RiKi + Qi, (4.6)

para i = N, ..., 0 e PN+1 assumido conhecido. O sistema em malha fechada com a realimentação

ótima (4.4) é dado por

x∗i+1 = (Fi + GiKi)xi; i = 0, ..., N. (4.7)

Já o custo ótimo para a sequência de controle ótimo {u∗i } no intervalo de interesse [i, N ] é

J∗i = xT
i Pixi. (4.8)

Consequentemente, o valor mínimo do índice de desempenho (4.2) é J∗ = J∗0 = xT
0 P0x0 e,

portanto, dado em função de P0 e do estado inicial x0. É possível verificar que (4.6) combinada

com (4.5) resulta na forma recursiva da equação de Riccati

Pi = F T
i (Pi+1 − Pi+1Gi(Ri + GT

i Pi+1Gi)−1GT
i Pi+1)Fi + Qi; (4.9)

i = N, ..., 0.

Na seção seguinte será apresentada uma formulação um pouco diferente desta usual, uma vez

que tanto a variável de estado xi+1 quanto a variável de controle ui serão consideradas ao mesmo

tempo como variáveis do problema de minimização restrita.
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4.1.1 Equação Recursiva de Riccati

Os conceitos e os resultados apresentados nesta seção são de grande relevância para o es-

tudo das equações de Riccati. Nenhuma demonstração será apresentada, porém, detalhes são

encontrados em referências clássicas que tratam da teoria de controle de sistemas.

Conceitos e Resultados Preliminares

Considere o seguinte sistema linear discreto invariante no tempo

xi+1 = Fxi + Gui; i = 0, 1, ..., N, (4.10)

sendo F ∈ Rn×n e G ∈ Rn×m.

Definição 4.1.1. [24] O par (F, G) é controlável se e somente se

posto
([

G FG F 2G ... Fn−1G
])

= n. (4.11)

Teorema 4.1.1. [24] O sistema (4.10) é denominado controlável se e somente se o par (F, G)

é controlável.

Teorema 4.1.2. [24] O par (C, F ) é observável se e somente se o par (F T , CT ) é controlável.

Definição 4.1.2. [24] Uma matriz M ∈ Rn×n, em um sistema discreto, é dita estável se todos

os seus autovalores pertencem ao disco unitário aberto.

Definição 4.1.3. [24] O par (F, G), em um sistema discreto, é dito estabilizável se existir uma

matriz (de realimentação) K ∈ Rm×n tal que (F + GK) é estável.

Teorema 4.1.3. [24] Seja (F, G) um par controlável. Então, o par (F,G) é estabilizável.

Definição 4.1.4. [24] Uma solução X da equação algébrica de Riccati discreta

X = F T XF + Q− F T XG(R + GT XG)−1GT XF (4.12)

é chamada de estabilizante (quase estabilizante) se todos os autovalores de

F −G(R + GT XG)−1GT XF (4.13)

pertencem ao disco unitário aberto (fechado).
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Comportamento Assintótico

A equação recursiva de Riccati de tempo discreto

Pk = F T
k (Pk+1 − Pk+1Gk(Rk + GT

k Pk+1Gk)−1GT
k Pk+1)Fk + Qk (4.14)

possui a seguinte propriedade: quando as matrizes Fk, Gk,Qk e Rk são constantes e iguais F ,

G, Q e R, respectivamente, então sob certas condições a solução Pk converge, quando k → −∞,

para uma solução em estado permanente satisfazendo a equação algébrica de Riccati

P = F T (P − PG(R + GT PG)−1GT P )F + Q. (4.15)

O próximo resultado tratará da convergência da sequência de matrizes {Pk} gerada a partir

da equação recursiva de Riccati (4.14).

Teorema 4.1.4. [9] Sejam F ∈ Rn×n, G ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×n uma matriz semidefinida positiva

e R ∈ Rm×m uma matriz definida positiva. Considere a equação recursiva de Riccati de tempo

discreto

Pk+1 = F T (Pk − PkG(R + GT PkG)−1GT Pk)F + Q, (4.16)

para k = 0, 1, ... onde a condição inicial P0 é uma matriz simétrica semidefinida positiva arbi-

trária. Assuma que o par (F, G) é controlável. Assuma também que a matriz Q é tal que possa

ser escrita como CT C, onde o par (F, C) é observável. Então:

(i) - existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que para toda matriz simétrica semi-

definida positiva inicial P0, temos

lim
k→+∞

Pk = P. (4.17)

E mais, P é a única solução da equação algébrica matricial

P = F T (P − PG(R + GT PG)−1GT P )F + Q,

dentro da classe de matrizes simétricas semidefinidas positivas.
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(ii) - o correspondente sistema em malha fechada é estável, isto é, os autovalores da matriz

L = F + GK, (4.18)

sendo K = −(R + GT PG)−1GT PF , pertencem ao disco unitário aberto.

O Teorema 4.1.4 mostra que para um sistema estacionário controlável com matrizes de pon-

deração Q e R constantes, a solução da equação recursiva de Riccati converge para uma solução

simétrica semidefinida positiva P , dada qualquer matriz inicial simétrica semidefinida positiva.

E mais, o sistema em malha fechada é estável.

Se impormos Q Â 0, então a hipótese de observabilidade sobre o par (F, C) fica sempre

garantida. No entanto, se as hipóteses de controlabilidade e observabilidade do Teorema 4.1.4

são relaxadas para as condições de estabilizabilidade e detectabilidade, então as conclusões ainda

permanecem válidas com exceção, porém, da positividade da matriz limite P , a qual pode agora

somente ser garantida como semidefinida positiva.

4.2 Nova Formulação

Considere novamente o modelo linear no espaço de estado dado por (4.1)

xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N.

Defina, a partir de agora, a expressão auxiliar

Lj(xj , uj) = xT
j Qjxj + uT

j Rjuj ; j = 0, ..., N (4.19)

e considere o funcional quadrático (4.2) reescrito como

J = xT
N+1PN+1xN+1 +

N∑

j=0

Lj(xj , uj) (4.20)

com as matrizes de ponderação assumidas conhecidas satisfazendo PN+1 Â 0, Qj Â 0 e Rj Â 0.

Perceba que, diferentemente de (4.2), passamos a exigir agora que as matrizes de ponderação

sejam todas definidas positivas. Considere então o seguinte problema de minimização sujeito a
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uma restrição de igualdade

min
xi+1,ui

{
xT

N+1PN+1xN+1 +
N∑

j=0

Lj(xj , uj)
}

s.a xi+1 = Fixi + Giui, i = 0, ..., N

. (4.21)

O objetivo é determinar uma sequência ótima {(x∗i+1, u
∗
i )}N

i=0 que minimize o funcional qua-

drático (4.20). Observe agora que a formulação do problema de controle ótimo proposta é um

pouco diferente da usual (4.3). A minimização não é feita apenas em função da entrada ui, mas

também em função de xi+1.

Levando em consideração que tanto a variável de estado xi+1 quanto a variável de controle ui

serão consideradas ao mesmo tempo como variáveis do problema de minimização restrita, então,

de forma similar como analisado na Seção 4.1, as variáveis xi+1 e ui serão dadas implicitamente

em função do estado xi através de (4.1). Dessa maneira, a cada etapa de minimização i a lei de

controle ótimo e a trajetória ótima a serem obtidas neste passo serão dadas em função do estado

assumido conhecido xi.

4.2.1 Solução do Problema

Princípio da Otimalidade

A abordagem para solução do problema de minimização restrita (4.21) torna-se bastante

simplificada se considerarmos que toda solução ótima deve satisfazer o princípio da otimalidade

de Bellman.

Princípio da Otimalidade ([6],[7]): “Uma política ótima tem a propriedade de

que qualquer que seja o estado inicial e decisão inicial, as decisões restantes devem

constituir uma política ótima com respeito ao estado resultante da primeira decisão.”

Maiores detalhes sobre este princípio podem ser encontrados nas referências clássicas [6] e

[7]. Para detalhes da demonstração do Princípio da Otimalidade veja [30].

Por meio deste princípio, o problema (4.21) pode ser resolvido recursivamente através da

minimização da forma enunciada no lema a seguir.
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Lema 4.2.1. O problema

min
xi+1,ui

{
xT

N+1PN+1xN+1 +
N∑

j=0

Lj(xj , uj)
}

s.a xi+1 = Fixi + Giui, i = 0, ..., N.

pode ser resolvido recursivamente através da minimização de

min
x1,u0

{
L0(x0, u0) + min

x2,u1

{
L1(x1, u1) + ... + min

xk,uk−1

{
Lk−1(xk−1, uk−1) + ... +

+ min
xN+1,uN

{
LN (xN , uN ) + xT

N+1PN+1xN+1

}}
...

}
(4.22)

sujeito a xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N .

Demonstração. Aplicaremos o Princípio da Otimalidade para selecionar a sequência ótima {(x∗i+1, u
∗
i )}N

i=0

que minimize (4.20). Considere para cada i = 0, ..., N o funcional custo no intervalo de interesse

[i,N + 1] dado por

Ji = xT
N+1PN+1xN+1 +

N∑

j=i

Lj(xj , uj). (4.23)

Procedemos por passos:

• (i = N + 1) Assuma que J∗N+1(xN+2, uN+1) = xT
N+1PN+1xN+1. Observe que é natural

considerar J∗N+1 como feito acima, pois de acordo com a expressão (4.23) temos

JN+1(xN+2, uN+1) = xT
N+1PN+1xN+1

e, dessa maneira,

J∗N+1(xN+2, uN+1) = min
xN+2, uN+1

{
xT

N+1PN+1xN+1

}
= xT

N+1PN+1xN+1

já que não há dependência das variáveis xN+2 e uN+1.

• (i = N) Segue de (4.23) que

JN = xT
N+1PN+1xN+1 + xT

NQNxN + uT
NRNuN .
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É preciso encontrar então (x∗N+1, u
∗
N ) através da minimização de JN . Assim,

(x∗N+1, u
∗
N ) ∈ arg min

xN+1,uN

{
J∗N+1 + LN (xN , uN )

}

s.a xN+1 = FNxN + GNuN

sendo o custo ótimo no instante N dado por

J∗N = min
xN+1,uN

{xT
N+1PN+1xN+1 + xT

NQNxN + uT
NRNuN}

s.a xN+1 = FNxN + GNuN

.

• (i = N − 1) Novamente por (4.23) temos que

JN−1 = JN + xT
N−1QN−1xN−1 + uT

N−1RN−1uN−1.

É preciso encontrar a sequência ótima {(x∗i+1, u
∗
i )}N

i=N−1 que minimize JN−1. De acordo

com o Princípio da Otimalidade, dado que no passo anterior (i = N) nós já encontramos

a sequência ótima para o intervalo [N, N + 1], então a sequência ótima para este passo

(i = N − 1) será formada pelo termo (x∗N+1, u
∗
N ) obtido no passo anterior juntamente com

o termo (x∗N , u∗N−1) que será obtido neste passo através da minimização de

JN−1 = J∗N + xT
N−1QN−1xN−1 + uT

N−1RN−1uN−1.

Assim,

(x∗N , u∗N−1) ∈ arg min
xN ,uN−1

{J∗N + LN−1(xN−1, uN−1)}

s.a xN = FN−1xN−1 + GN−1uN−1

,

sendo o custo ótimo no instante N − 1 dado por

J∗N−1 = min
xN ,uN−1

{J∗N + xT
N−1QN−1xN−1 + uT

N−1RN−1uN−1}

s.a xN = FN−1xN−1 + GN−1uN−1

.

• (i = k − 1) Assuma agora que o custo ótimo calculado a partir de um instante de tempo

k qualquer até o instante de tempo terminal N + 1, considerando todas as possibilidades
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para (x∗i+1, u
∗
i ), seja dado por J∗k . Ou seja, de acordo com os passos anteriores

J∗k = min
xk+1,uk

{J∗k+1 + Lk(xk, uk)}

s.a xk+1 = Fkxk + Gkuk

. (4.24)

Admita agora que encontramos a sequência ótima que vai do instante k até o instante N +1

para todo (xi+1, ui). Seja então essa sequência ótima dada por

(x∗k+1, u
∗
k), (x∗k+2, u

∗
k+1), ... , (x∗N+1, u

∗
N ). (4.25)

Suponha agora que apliquemos um par arbitrário (xk, uk−1) no instante (k − 1) e a partir

do instante k consideremos a sequência ótima obtida anteriormente. Temos então que o

custo resultante para ir do instante (k − 1) até ao instante terminal N + 1 é dado por

Jk−1 = J∗k + Lk−1(xk−1, uk−1).

De acordo com o Princípio da Otimalidade o custo ótimo no instante k − 1 será então

J∗k−1 = min
xk; uk−1

{J∗k + Lk−1(xk−1, uk−1)}

s.a xk = Fk−1xk−1 + Gk−1uk−1

e o par ótimo (x∗k, u
∗
k−1) no instante (k − 1) é o par sujeito a restrição xk = Fk−1xk−1 +

Gk−1uk−1 que minimiza o funcional Jk−1 = J∗k + Lk−1(xk−1, uk−1).

Procedendo analogamente para os passos restantes i = k − 2, k − 3, ... , 1, 0, concluímos que o

problema (4.21) pode ser resolvido recursivamente através da minimização da forma (4.22).

Solução Recursiva

Com base nos resultados vistos anteriormente e com o auxílio da técnica clássica da progra-

mação dinâmica obtém-se a solução recursiva ótima do RLQ enunciada no teorema a seguir.

Teorema 4.2.1. Considere o seguinte funcional quadrático

J = xT
N+1PN+1xN+1 +

N∑

j=0

Lj(xj , uj)
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e o seguinte modelo linear no espaço de estado

xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N com x0 = cte.

Defina o seguinte problema de minimização com restrição

min
xi+1,ui

{xT
N+1PN+1xN+1 +

N∑

j=0

Lj(xj , uj)}

s.a xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N

.

Então, a solução recursiva ótima para tal problema é dada por


x∗i+1

u∗i


 =


Li

Ki


xi; i = 0, ..., N, (4.26)

sendo Li e Ki obtidos de acordo com a seguinte recursão


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




, (4.27)

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi; i = N, ..., 0. (4.28)

Demonstração. De acordo com o Lema 4.2.1, este problema pode ser resolvido recursivamente

através de

min
x1;u0

{
xT

0 Q0x0 + uT
0 R0u0 + min

x2;u1

{
xT

1 Q1x1 + uT
1 R1u1 + ... +

+ min
xN ;uN−1

{
xT

N−1QN−1xN−1 + uT
N−1RN−1uN−1 +

+ min
xN+1;uN

{
xT

NQNxN + uT
NRNuN + xT

N+1PN+1xN+1

}}
...

}}

s.a xi+1 = Fixi + Giui; i = 0, ..., N

procedendo de trás pra frente no horizonte finito. Dessa maneira:
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• Passo N

min
xN+1,uN

{xT
NQNxN + uT

NRNuN + xT
N+1PN+1xN+1}

s.a xN+1 = FNxN + GNuN

.

Por hipótese QN Â 0, RN Â 0 e PN+1 Â 0. Considere agora as seguintes identificações:

x ← xN+1; y ← uN ; z ← xN ; P ← PN+1; R ← RN ; Q ← QN ; F ← FN e G ← GN .

Note que o problema de minimização acima assume a forma

min
x,y
{zT Qz + yT Ry + xT Px}

s.a x = Fz + Gy
.

E que, de acordo com o Corolário 3.3.1, admite a solução ótima


 x∗N+1

u∗N


 =


 LN

KN


xN

com


 LN

KN


 :=




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
N 0 0 0 I 0

0 R−1
N 0 0 0 I

0 0 Q−1
N 0 0 0

0 0 0 0 I −GN

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
N 0 0




−1 


0

0

−I

FN

0

0




.

E também,

min
xN+1,uN

{xT
N+1PN+1xN+1 + xT

NQNxN + uT
NRNuN}

s.a xN+1 = FNxN + GNuN

é igual a xT
NSNxN , sendo

SN := LT
NPN+1LN + KT

NRNKN + QN Â 0.

Considere neste passo PN = SN .

• Passo N − 1
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De acordo com o Lema 4.2.1, o problema neste passo deve considerar

min
xN ,uN−1

{LN−1(xN−1, uN−1) + xT
NSNxN}

s.a xN = FN−1xN−1 + GN−1uN−1

,

sendo o termo xT
NSNxN proveniente da minimização efetuada no passo anterior. Ou seja,

min
xN ,uN−1

{xT
N−1QN−1xN−1 + uT

N−1RN−1uN−1 + xT
NPNxN}

s.a xN = FN−1xN−1 + GN−1uN−1

.

Observe que o problema de minimização nesta etapa é idêntico ao da etapa anterior e,

portanto, deve-se proceder de maneira análoga aplicando o Corolário 3.3.1. Logo,


 x∗N

u∗N−1


 =


LN−1

KN−1


xN−1


LN−1

KN−1


 :=




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
N 0 0 0 I 0

0 R−1
N−1 0 0 0 I

0 0 Q−1
N−1 0 0 0

0 0 0 0 I −GN−1

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
N−1 0 0




−1 


0

0

−I

FN−1

0

0




,

e
min

xN , uN−1

{xT
N−1QN−1xN−1 + uT

N−1RN−1uN−1 + xT
NPNxN}

s.a. xN = FN−1xN−1 + GN−1uN−1

é igual a xT
N−1SN−1xN−1, sendo

SN−1 := LT
N−1PNLN−1 + KT

N−1RN−1KN−1 + QN−1 Â 0.

Considere então PN−1 = SN−1.

• Passo N − 2

min
xN−1, uN−2

{xT
N−2QN−2xN−2 + uT

N−2RN−2uN−2 + xT
N−1PN−1xN−1}

s.a. xN−1 = FN−2xN−2 + GN−2uN−2

.
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Aplicando novamente o Corolário 3.3.1, temos


x∗N−1

u∗N−2


 =


LN−2

KN−2


xN−2

com


LN−2

KN−2


 :=




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
N−1 0 0 0 I 0

0 R−1
N−2 0 0 0 I

0 0 Q−1
N−2 0 0 0

0 0 0 0 I −GN−2

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
N−2 0 0




−1 


0

0

−I

FN−2

0

0




,

e
min

xN−1, uN−2

{xT
N−1PN−1xN−1 + xT

N−2QN−2xN−2 + uT
N−2RN−2uN−2}

s.a. xN−1 = FN−2xN−2 + GN−2uN−2

é igual a xT
N−2SN−2xN−2 sendo

SN−2 := LT
N−2PN−1LN−2 + KT

N−2RN−2KN−2 + QN−2 Â 0.

Considere então PN−2 = SN−2.

• Passo k

Se continuarmos o decrescimento de j, sempre aplicando o mesmo princípio, então o resul-

tado obtido para cada k = (N − 3), ..., 0 será


 x∗k+1

u∗k


 =


 Lk

Kk


xk,


 Lk

Kk


 :=




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
k+1 0 0 0 I 0

0 R−1
k 0 0 0 I

0 0 Q−1
k 0 0 0

0 0 0 0 I −Gk

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
k 0 0




−1 


0

0

−I

Fk

0

0




,
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Pk = Lk
T Pk+1Lk + Kk

T RkKk + Qk.

Segue então o resultado.

Observação 4.2.1. Considerando a demonstração do Teorema 4.2.1, note que o problema de

controle nominal pôde ser estabelecido através do seguinte problema de minimização restrita de

um funcional quadrático de um passo no intervalo de interesse [i, N + 1]

min
xi+1,ui

{xT
i+1Pi+1xi+1 + xT

i Qixi + uT
i Riui}

s.a xi+1 = Fixi + Giui

,

sendo que xT
i+1Pi+1xi+1 corresponde ao custo acumulado no intervalo [i+1, N +1]. Ou, de forma

equivalente, estabelecido através do problema de minimização irrestrita do funcional quadrático

Ji(xi+1, ui) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (4.29)

+





0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi




T 
Qi 0

0 µI








0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi




nas variáveis (xi+1, ui) para cada valor fixado de µ. Onde a solução ótima é alcançada à medida

que µ → +∞, de acordo com a Proposição 3.3.1. Este aspecto será de grande importância para o

tratamento do problema de controle robusto recursivo. A formulação será baseada numa extensão

do funcional quadrático (4.29). ¤

Dando prosseguimento no raciocínio da Observação 4.2.1, já vimos que a solução ótima do

funcional (4.29), para cada µ > 0, é dada por


x̂i+1(µ)

ûi(µ)


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 µ−1I I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




xi.
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Enquanto que, o custo ótimo para cada µ > 0 , segundo o Lema 3.1.4, é dado por

Ĵi = Ji(x̂i+1(µ), ûi(µ)) =

= xT
i




0

0

−I

Fi

0

0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 µ−1I I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




xi.

(4.30)

Fazendo µ → +∞ segue que (x̂i+1(µ), ûi(µ)) → (x∗i+1, u
∗
i ) e, consequentemente, Ji(x̂i+1(µ), ûi(µ)) →

Ji(x∗i+1, u
∗
i ) = J∗i . Assim,

J∗i = Ji(x∗i+1, u
∗
i ) = xT

i Pixi =

= xT
i




0

0

−I

Fi

0

0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




xi. (4.31)

Combinando as expressões (4.27) e (4.31), resulta




Li

Ki

Pi


 =




0 0 0

0 0 0

0 0 −I

0 0 Fi

I 0 0

0 I 0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




. (4.32)

Observe que as matrizes Li, Ki e Pi podem ser calculadas a partir da mesma inversa de um

bloco matricial principal. E que, tal estrutura reúne de forma simétrica todas as matrizes de

parâmetros e de ponderação do sistema para o cálculo da matriz Pi.
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4.2.2 Equivalência das Expressões e Comportamento Assintótico

O resultado a seguir mostrará que a estrutura das equações na solução recursiva proposta é

equivalente àquelas da solução clássica bem conhecida na literatura.

Lema 4.2.2. A solução recursiva (4.26)-(4.28) proposta no Teorema 4.2.1 pode ser reescrita na

seguinte forma

x∗i+1 = (Fi − Gi

(
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1Fi)︸ ︷︷ ︸
Li

xi, (4.33)

u∗i = − (
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1Fi︸ ︷︷ ︸
Ki

xi, (4.34)

para todo i = 0, ..., N , sendo

Pi = F T
i (Pi+1 − Pi+1Gi

(
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1)Fi + Qi, (4.35)

para todo i = N, ..., 0.

Demonstração. Sabemos que a solução recursiva ótima para cada i = 0, ..., N é dada por


x∗i+1

u∗i


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




xi.

Equivalentemente, a solução ótima


x∗i+1

u∗i


 para cada instante i = 0, ..., N deve compor o

vetor solução do seguinte sistema linear




P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0







λ1

λ2

λ3

λ4

x∗i+1

u∗i




=




0

0

−I

Fi

0

0




xi.
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Temos então o seguinte sistema de equações nas variáveis λ1, λ2, λ3, λ4, x∗i+1 e u∗i

P−1
i+1λ1 + Ix∗i+1 = 0 (4.36)

R−1
i λ2 + Iu∗i = 0 (4.37)

Q−1
i λ3 = −Ixi (4.38)

Ix∗i+1 − Giu
∗
i = Fixi (4.39)

Iλ1 + Iλ4 = 0 (4.40)

Iλ2 − GT
i λ4 = 0 (4.41)

(i) - Demonstração da Equivalência da Expressão do Controle:

Combinando as equações (4.36), (4.39) e (4.40) preservando a variável ui obtemos

P−1
i+1λ4 − Giui = Fixi. (4.42)

A equação (4.42) juntamente com as equações (4.37), (4.38) e (4.41) formam o seguinte

sistemade equações reduzido nas variáveis λ2, λ3, λ4 e ui

P−1
i+1λ4 − Giui = Fixi (4.43)

R−1
i λ2 + Iui = 0 (4.44)

Q−1
i λ3 = −Ixi (4.45)

Iλ2 − GT
i λ4 = 0 (4.46)

Combinando as equações (4.43), (4.44) e (4.46) obtemos

(P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i )λ4 = Fixi, (4.47)

enquanto que, (4.44) e (4.46) juntas fornecem

u∗i = −R−1
i GT

i λ4. (4.48)

Como (P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i ) Â 0, logo

u∗i = −R−1
i GT

i (P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i )−1Fixi, (4.49)
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que acordo com o Lema B.1.2 é igual a

u∗i = − (
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1Fi︸ ︷︷ ︸
Ki

xi. (4.50)

(ii) - Demonstração da Equivalência da Expressão do Estado Realimentado:

De (4.39) e (4.50) tiramos que

x∗i+1 =
(
Fi −Gi

(
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1Fi

)

︸ ︷︷ ︸
Li

xi. (4.51)

(iii) - Equivalência com a Equação Recursiva de Riccati.

Lembrando que

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi,

é imediato a partir de (4.50) e (4.51) que

Pi = F T
i (Pi+1 − Pi+1Gi

(
Ri + GT

i Pi+1Gi

)−1
GT

i Pi+1)Fi + Qi.

As equivalências demonstradas no Lema 4.2.2 permitem-nos formular um resultado análogo

ao Teorema 4.1.4, para a nova estrutura das equações do RLQ nominal recursivo apresentada no

Teorema 4.2.1.

Proposição 4.2.1. Sejam F ∈ Rn×n, G ∈ Rn×m, Q ∈ Rn×n uma matriz definida positiva e

R ∈ Rm×m uma matriz definida positiva. Considere a equação recursiva

Pk+1 =




0

0

−I

F

0

0




T 


P−1
k 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




, (4.52)

para k = 0, 1, ... onde a condição inicial P0 é uma matriz simétrica definida positiva arbitrária.
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Assuma o par (F, G) controlável. Então:

(i) - existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que para toda matriz simétrica definida

positiva inicial P0, temos

lim
k→+∞

Pk = P. (4.53)

E mais, P é a única solução da equação algébrica matricial

P =




0

0

−I

F

0

0




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




. (4.54)

(ii) - o correspondente sistema em malha fechada é estável, isto é, os autovalores da matriz

L = F + GK pertencem ao disco unitário aberto, sendo


L

K


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 I −G

I 0 0 I 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F

0

0




. (4.55)

¤

Perceba no teorema acima a ausência da hipótese de observabilidade sobre o par (F, C), já

que tal condição fica sempre garantida com a imposição de Q Â 0.
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CAPÍTULO 5

Regulador Robusto

Neste capítulo será deduzido um regulador robusto recursivo para sistemas lineares de tempo

discreto sujeitos a incertezas paramétricas. A abordagem utilizada será baseada na extensão do

funcional quadrático utilizado para a dedução do regulador nominal recursivo no Capítulo 4.

O funcional obtido a partir desta extensão é a combinação de uma função penalidade e de um

funcional com custo ponderado definido na teoria dos jogos.

5.1 Formulação do Problema

Considere o seguinte sistema linear de tempo discreto sujeito a incertezas paramétricas

xi+1 = (Fi + δFi)xi + (Gi + δGi)ui; i = 0, ..., N, (5.1)

sendo Fi ∈ Rn×n e Gi ∈ Rn×m as matrizes de parâmetros nominais, xi ∈ Rn o vetor de estado,

ui ∈ Rm a entrada de controle e o estado inicial x0 assumido conhecido. Sejam δFi ∈ Rn×n e

δGi ∈ Rn×m as matrizes de incertezas desconhecidas modeladas como

[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
; i = 0, ..., N, (5.2)

sendo Hi ∈ Rn×k, EFi ∈ Rl×n, EGi ∈ Rl×m matrizes conhecidas e ∆i ∈ Rk×l uma matriz

arbitrária com ‖∆i‖ ≤ 1.
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O problema de minimização irrestrita

min
xi+1,ui

{
Ji(xi+1, ui)

}

sendo

Ji(xi+1, ui) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+

+





0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi




T 
Qi 0

0 µI








0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi


 ,

já estabelecido para o problema de controle nominal será redefinido a fim de deduzir o controlador

robusto que irá regular o sistema (5.1)-(5.2). Assuma então as seguintes identificações

Fi → Fi + δFi e Gi → Gi + δGi. (5.3)

Nós consideraremos o problema de obter uma solução ótima (x∗i+1(µ), u∗i (µ)) que resolve o

seguinte problema de otimização

min
xi+1,ui

max
δFi,δGi

{Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi)} (5.4)

[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
,

sendo Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) o funcional custo quadrático dado pela seguinte expressão

Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (5.5)

+









0 0

I −Gi


 +


0 0

0 −δGi








xi+1

ui


−





−I

Fi


xi +


 0

δFi


xi








T 
Qi 0

0 µI




{
•
}

,

com µ > 0 fixado.

A formulação através do estabelecimento do funcional quadrático (5.5) estende a formulação

proposta para o caso do controle nominal tratado no Capítulo 4. Ou seja, na ausência de

incertezas o problema recai na formulação que permite a dedução do RLQ para o sistema nominal.

Observação 5.1.1. O problema de otimização (5.4)-(5.5) trata-se de um caso particular do
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problema de otimização (3.22) quando são feitas as seguintes identificações

Q ←

Pi+1 0

0 Ri


, x ←


xi+1

ui


, W ←


Qi 0

0 µI


,

A ←

0 0

I −Gi


, δA ←


0 0

0 −δGi


,

b ←

−I

Fi


xi, δb ←


 0

δFi


xi,

H ←

 0

Hi


, ∆ ← ∆i, EA ←

[
0 −EGi

]
, Eb ← EFixi.

¤

Segue da Observação 5.1.1 que a solução para problema de otimização (5.4)-(5.5) pode ser

obtida de acordo com a estrutura de solução estabelecida pelo Lema 3.2.2.

5.2 Regulador Robusto Recursivo

Os lemas que virão a seguir serão úteis para obtenção da solução recursiva para regular o

sistema linear sujeito a incertezas (5.1)-(5.2). Assuma a partir de agora que a matriz Hi seja não

nula para todo i = 0, ..., N .

Lema 5.2.1. Seja µ > 0 fixado e considere o problema de otimização para um passo i qualquer

min
xi+1,ui

max
δFi,δGi

{Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi)} (5.6)

[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
,

sendo

Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (5.7)

+









0 0

I −Gi


 +


0 0

0 −δGi








xi+1

ui


−





−I

Fi


xi +


 0

δFi


xi








T 
Qi 0

0 µI




{
•
}

.



64

São equivalentes as seguintes sentenças:

(i) - (xi+1, ui) = (x∗i+1(µ), u∗i (µ)) é uma solução ótima do problema de otimização (5.6)-(5.7);

(ii) - (x∗i+1(µ), u∗i (µ)) ∈ arg minxi+1,ui

{
(AiXi − Bi)TWi(AiXi − Bi)

}
sendo

Ai =




I 0

0 I

0 0

I −Gi




, Xi =


xi+1

ui


 , Bi =




0

0

−I

Fi




xi, Wi =




Pi+1 0 0 0

0 Ri 0 0

0 0 Ŵi 0

0 0 0 λ̂iI




,

Gi =


 Gi

EGi


 , I =


I

0


 , Fi =


 Fi

EFi


 , Ŵi =


Qi 0

0 (µ−1I − λ̂−1
i HiH

T
i )−1


 ;

(iii) - (α1, α2, α3, α4, xi+1, ui) = (α∗1, α
∗
2, α

∗
3, α

∗
4, x

∗
i+1(µ), u∗i (µ)) é uma solução para o seguinte

sistema linear




P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 Σi(µ, λ̂i) I −Gi

I 0 0 IT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0







α1

α2

α3

α4

xi+1

ui




=




0

0

−I

Fi

0

0




xi, (5.8)

sendo

Σi ≡ Σi(µ, λ̂i) :=


µ−1I − λ̂−1

i HiH
T
i 0

0 λ̂−1
i I


 .

Para os itens (ii)-(iii), λ̂i é um parâmetro escalar não negativo obtido através do seguinte

problema de minimização

λ̂i ∈ arg min
λi≥‖µHT

i Hi‖
Γi (λi) ,

com Γi (λi) dado por (3.28).

Demonstração. Considere o problema de otimização min-max (3.21)-(3.23) com as identificações

feitas na Observação 5.1.1.
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(i) ⇔ (ii) - Segue da equivalência (i) ⇔ (iv) do Lema 3.2.2.

(ii) ⇔ (iii) - Basta aplicar a equivalência (iv) ⇔ (v) do Lema 3.2.2.

Observação 5.2.1. O sistema linear (5.8) na forma expandida torna-se




P−1
i+1 0 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0 0

0 0 0 µ−1I − λ̂−1
i HiH

T
i 0 I −Gi

0 0 0 0 λ̂−1
i I 0 −EGi

I 0 0 I 0 0 0

0 I 0 −GT
i −ET

Gi
0 0







α1

α2

α3

α4,1

α4,2

xi+1

ui




=




0

0

−I

Fi

EFi

0

0




xi.

O bloco matricial à esquerda da igualdade acima é invertível e o sistema (5.8) admite uma única

solução (x∗i+1(µ), u∗i (µ)) para cada µ > 0. ¤

O próximo resultado reúne as conclusões obtidas até agora a respeito do problema de otimi-

zação min-max (5.4)-(5.5) para cada instante i.

Lema 5.2.2. Considere o seguinte problema de otimização

min
xi+1,ui

max
δFi, δGi

{Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi)} (5.9)

[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
,

sendo Jµ
i o funcional custo quadrático definido por

Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (5.10)

+









0 0

I −Gi


 +


0 0

0 −δGi








xi+1

ui


−





−I

Fi


xi +


 0

δFi


xi








T 
Qi 0

0 µI




{
•
}

,

com µ > 0 fixado, Pi+1 Â 0, Qi Â 0 e Ri Â 0.
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Então, a solução ótima do problema (5.9)-(5.10) para cada µ > 0 é dada por


x∗i+1(µ)

u∗i (µ)


 =


Lµ

i

Kµ
i


xi, (5.11)


Lµ

i

Kµ
i


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I







P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 Σi(µ, λ̂i) I −Gi

I 0 0 IT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




, (5.12)

sendo

Σi =


µ−1I − λ̂−1

i HiH
T
i 0

0 λ̂−1
i I


 , I =


I

0


 , Gi =


 Gi

EGi


 , Fi =


 Fi

EFi




e λ̂i obtido através da minimização de Γi(λi) sobre o intervalo [‖µHT
i Hi‖, +∞).

Além disso, o custo ótimo J∗i (µ) é dado por

J∗i (µ) := Jµ
i (x∗i+1, u

∗
i , δFi, δGi) = xT

i

(
Lµ T

i Pi+1L
µ
i + Kµ T

i RiK
µ
i + Qi +

+ (ILµ
i − GiK

µ
i − Fi)T Σ−1

i (µ, λ̂i)(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi)

)
xi. (5.13)

Demonstração. A obtenção das expressões (5.11)-(5.12) segue imediatamente do Lema 5.2.1 e da

Observação 5.2.1. Já o custo ótimo J∗i (µ) é obtido quando substituímos a expressão da solução

ótima (5.11) no funcional quadrático ponderado do item (ii) do Lema 5.2.1.

Vale destacar que o Lema 5.2.2 fornece a solução ótima do problema de otimização (5.9)-

(5.10) para cada µ > 0 fixado. Note que, tal lema não trata-se ainda da solução robusta recursiva

para o problema de regulação do sistema (5.1)-(5.2). A solução recursiva será apresentada após

as observações que virão a seguir.

Observação 5.2.2. Considere as hipóteses do Lema 5.2.2. Por enquanto, o parâmetro µ foi

mantido como um escalar não-negativo fixado. Note que, como λ̂i ∈
[‖µHT

i Hi‖, +∞
)
para cada



67

µ ∈ (0, +∞), à medida que µ → +∞ então λ̂i → +∞ e, portanto, Σi(µ, λ̂i) → 0. Ou seja,

lim
µ→+∞Σi(µ, λ̂i) = 0.

E ainda, de acordo com o argumento do método de funções penalidade, o termo

(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi)T Σ−1

i (µ, λ̂i)(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi) → 0

à medida que µ → +∞ (veja Seção A.1). Isto é, o termo (ILµ
i − GiK

µ
i − Fi) tende a zero muito

mais rápido do que certas entradas da matriz Σ−1
i (µ, λ̂i) crescem indefinidamente.

Logo,

(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi) → 0 ⇒





L∞i = Fi + GiK
∞
i

EFi + EGiK
∞
i = 0

.

Defina Li := L∞i e Ki := K∞
i . Então, a solução do problema de otimização min-max (5.9)

é dada por: 
x∗i+1

u∗i


 =


Li

Ki


xi, (5.14)

sendo


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 I

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I −Gi

0 0 0 0 0 0 −EGi

I 0 0 I 0 0 0

0 I 0 −GT
i −ET

Gi
0 0




︸ ︷︷ ︸
Mi

−1


0

0

−I

Fi

EFi

0

0




, (5.15)

J∗i = xT
i

(
LT

i Pi+1Li + KT
i RiKi + Qi

)
xi. (5.16)

¤

Note que algumas restrições sobre a dimensão da matriz de incerteza EGi passarão a ser

exigidas a partir de agora. Dentre elas, neste caso, para a garantia da invertibilidade do bloco

matricial Mi em (5.15). Outras condições, motivadas pela Observação 5.2.5, serão averiguadas
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como veremos adiante no Apêndice A.

Já vimos que o problema de controle nominal, através da formulação alternativa proposta,

pôde ser estabelecido através do seguinte problema de minimização restrita de um funcional

quadrático de um passo no intervalo de interesse [i,N + 1]

minxi+1,ui{xT
i+1Pi+1xi+1 + xT

i Qixi + uT
i Riui}

s.a xi+1 = Fixi + Giui

,

sendo xT
i+1Pi+1xi+1 correspondente ao custo acumulado do intervalo [i + 1, N + 1]. Ou ainda,

baseado no argumento do método de funções penalidade, estabelecido pelo problema de minimi-

zação irrestrita do funcional quadrático

Jµ
i (xi+1, ui) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (5.17)

+





0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi




T 
Qi 0

0 µI








0 0

I −Gi





xi+1

ui


−


−I

Fi


xi




nas variáveis (xi+1, ui) para cada valor fixado de µ, cuja solução ótima é alcançada à medida que

µ → +∞.

Relembrando que o problema de controle robusto foi formulado baseado na extensão do

funcional quadrático (5.17), através das identificações de (5.3), então aspectos análogos serão

levados em consideração para a dedução do regulador robusto recursivo. Estamos prontos para

estabelecer o resultado principal deste capítulo.

Teorema 5.2.1. Considere o sistema linear sujeito a incertezas paramétricas

xi+1 = (Fi + δFi)xi + (Gi + δGi)ui; i = 0, ..., N ; x0 = cte.

[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
.

Suponha que EGi , i = 0, ..., N seja uma matriz retangular posto linha pleno. Então, o con-

trolador robusto recursivo para o sistema linear sujeito a incertezas acima é dado por


x∗i+1

u∗i


 =


Li

Ki


xi; i = 0, ..., N, (5.18)
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sendo Li e Ki obtidos de acordo com a seguinte recursão


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0 0

0 0 0 0 0 I −Gi

0 0 0 0 0 0 −EGi

I 0 0 I 0 0 0

0 I 0 −GT
i −ET

Gi
0 0




−1 


0

0

−I

Fi

EFi

0

0




, (5.19)

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi; i = N, ..., 0. (5.20)

Demonstração. Considere o problema de otimização min-max (5.4)-(5.5) formulado a partir da

extensão do problema minimização irrestrita do problema de controle nominal sobre o intervalo

de interesse [i,N +1], com i = 0, ..., N qualquer. Assuma xT
i+1Pi+1xi+1 sendo o custo acumulado

sobre o intervalo [i + 1, N + 1]. De acordo com o Lema 5.9, as expressões da solução e do

respectivo custo para tal problema, para cada µ > 0 fixado, são dadas por (5.11)-(5.13). Pela

Observação 5.2.2 a solução neste passo, obtida quando fazemos µ → +∞, é dada pelas expressões

(5.14)-(5.16). Defina então

Pi := LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi,

sendo xT
i Pixi o custo acumulado no intervalo [i,N + 1]. Procedendo da mesma forma para os

intervalos [j, N + 1] com j = i− 1, ..., 0, segue o resultado proposto.

Veja que a recursividade (5.19)-(5.20) é dada apenas em termos das matrizes de ponderação

e de parâmetros do sistema. Demonstraremos no próximo capítulo que esta recursividade estará

vinculada a uma equação recursiva de Riccati quando identificações adequadas forem feitas.

Observação 5.2.3. Note que (5.18)-(5.20) não depende de Hi. Neste caso, toda informação

sobre as incertezas do sistema pode ser agregada nas matrizes EFi e EGi. ¤

Observação 5.2.4. Na solução recursiva proposta pelo Teorema 5.2.1, para cada i = 0, ..., N não

há necessidade da atualização dos parâmetros do sistema. A forma recursiva encontrada depende

somente das matrizes de parâmetros e de ponderação já conhecidas do sistema. Enquanto que,

na solução recursiva proposta em [37] há a necessidade do cálculo do parâmetro λ̂i que deve ser
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determinado a cada novo passo sobre um intervalo (a, +∞), onde o limitante inferior a depende

da solução da equação de Riccati. Esta dependência compromete a eficiência deste procedimento,

principalmente, em aplicações online. ¤

Observação 5.2.5. Já vimos na Observação 5.2.2 que o termo quadrático

(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi)T Σ−1

i (µ, λ̂i)(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi) → 0

quando µ → +∞. Uma análise preliminar, apoiada neste fato, será feita na Seção A.2 visando

obter condições sobre as dimensões das matrizes do sistema (5.1), mais especificamente sobre EGi,

que garantam a aplicabilidade do regulador proposto. Ou seja, obter condições que estabeleçam

a existência de um ganho de realimentação de estado Ki de tal forma que os autovalores de

Li = Fi + GiKi sejam alocados no interior do disco unitário e que EFi + EGiKi = 0. ¤

Observação 5.2.6. Suponha que Ki satisfaça EFi + EGiKi = 0 (δFi + δGiKi = 0). Então, o

sistema linear incerto (5.1) realimentado pela lei de controle ui = Kixi dada em (5.19) torna-se

xi+1 = [(Fi + δFi) + (Gi + δGi)Ki]xi = (Fi + GiKi)xi = Lixi, i = 0, ..., N. (5.21)

Além disso, o custo total J no horizonte N é calculado como

J(N,xi+1, ui, δFi, δGi) = xT
0 P0x0,

para todas as incertezas admissíveis {δFi, δGi} modeladas de acordo com (5.2). ¤

Podemos estabelecer, analogamente ao que foi feito para o problema de controle nominal em

(4.32), uma identidade semelhante para o problema de controle robusto dada por




Li

Ki

Pi


 =




0 0 0

0 0 0

0 0 −I

0 0 Fi

I 0 0

0 I 0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 I −Gi

I 0 0 IT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




, (5.22)

sendo I =


I

0


, Gi =


 Gi

EGi


 e Fi =


 Fi

EFi


 .
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5.3 Exemplo Numérico

Exemplo 5.3.1. Considere o sistema linear (5.1) com as seguintes matrizes de parâmetros

Fi = F =




1.1 0 0

0 0 1.2

−1.0 1.0 0


 , Gi = G =




0 1.0

1.0 1.0

−1.0 0


 , Hi = H =




0.4454

0.29

−0.2552


 ,

EFi = EF =
[

0.04 0.06 −0.056
]
, EGi = EG =

[
0.84 −0.96

]
, −1 ≤ ∆i ≤ 1

e as seguintes matrizes de ponderação

PN+1 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , Qi = Q =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , Ri = R =


 1 0

0 1


 .

Três simulações foram executadas para exemplificar a vantagem do regulador robusto proposto

neste trabalho através do Teorema 5.2.1. Na primeira simulação, o sistema sujeito a incertezas

foi controlado através do regulador padrão (RP) para sistemas nominais. Na segunda, o sistema

foi controlado pelo regulador robusto (RR) e, na terceira, o sistema sem incertezas foi controlado

via regulador padrão (RP).

Para cada instante i, cada uma das curvas das figuras 5.1 e 5.2 corresponde à média das

normas euclidianas dos estados e dos custos calculados sobre T experimentos para N instan-

tes (T = 1000, N = 70). Para cada experimento j, a matriz ∆i (‖∆i‖ ≤ 1) foi selecionada

aleatoriamente e fixada para cada instante i.
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RP sem incertezas

Figura 5.1: Regulador robusto (RR) proposto para o sistema com incertezas (− ), regulador padrão (RP)
aplicado ao sistema sem incertezas (−·−·− ) e regulador padrão (RP) aplicado ao sistema com incertezas
(−−− ).
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Figura 5.2: Custos calculados para o RR (sistema com incertezas) (− ), para o RP (sistema sem incer-
tezas) (− · − · − ) e para o RP (sistema com incertezas) (−−− ).
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CAPÍTULO 6

Convergência e Estabilidade

Neste capítulo será feita a demonstração da convergência e da estabilidade do controlador

robusto recursivo deduzido no Capítulo 5. Um aspecto interessante do resultado a ser apresentado

é a garantia de estabilidade e robustez do regulador sem a necessidade do ajuste de parâmetros

auxiliares. A linha de demonstração seguirá o raciocínio dos resultados desenvolvidos em [24] e

que foram originalmente provados em [10] e [11].

6.1 Resultados Preliminares

Nesta seção serão apresentadas as demonstrações de alguns fatos e algumas identidades ma-

triciais particulares. Embora algumas expressões matriciais sejam introduzidas aqui sem prévia

justificativa, tais expressões aparecerão durante o desenvolvimento do capítulo. Assuma, para

tudo o que for feito a partir daqui, que EGi trata-se sempre de uma matriz retangular.

Lema 6.1.1. Suponha Pi+1 Â 0, Ri Â 0 e EGi posto linha pleno. Sejam A =


I

0


, Gi =


 Gi

EGi




e Fi =


 Fi

EFi


. Então, a matriz (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i ) é simétrica definida positiva.

Demonstração. Considere

M = (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i ) =


I

0


P−1

i+1


I

0




T

+


 Gi

EGi


R−1

i


 Gi

EGi




T

=
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=


P−1

i+1 + GiR
−1
i GT

i GiR
−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i GT

i EGiR
−1
i ET

Gi


 .

A simetria de M é imediata. Mostremos que M é definida positiva.

Para qualquer x 6= 0; x :=


y

z


 temos

xT Mx =
[
yT zT

]

P−1

i+1 + GiR
−1
i GT

i GiR
−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i GT

i EGiR
−1
i ET

Gi





y

z


 =

= yT (P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i )y + zT (EGiR
−1
i GT

i )y + yT (GiR
−1
i ET

Gi
)z + zT (EGiR

−1
i ET

Gi
)z.

Os seguinte casos devem ser considerados:

• y 6= 0 e z = 0,

xT Mx = yT (P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i )y > 0.

• y = 0 e z 6= 0,

xT Mx = zT (EGiR
−1
i ET

Gi
)z > 0.

• y 6= 0 e z 6= 0,

xT Mx =
[
yT zT

]

I

0


P−1

i+1


I

0




T 
y

z


 +

[
yT zT

]

 Gi

EGi


R−1

i


 Gi

EGi




T 
y

z


 =

= yT P−1
i+1y + uT R−1

i u > 0; sendou :=


 Gi

EGi




T 
y

z


 .

Portanto, M é simétrica definida positiva.

Lema 6.1.2. Suponha Ri Â 0 e EGi posto linha pleno. Então a matriz

R̂i := R−1
i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i

é simétrica semidefinida positiva. Consequentemente, (P−1
i+1 + GiR̂iG

T
i ) Â 0 se Pi+1 Â 0.
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Demonstração. Dado que Ri Â 0, para mostrar que R̂i é semidefinida positiva considere:

M =


 R

− 1
2

i

EGiR
− 1

2
i




[
R
−T

2
i R

−T
2

i ET
Gi

]
=


 R

− 1
2

i R
−T

2
i R

− 1
2

i R
−T

2
i ET

Gi

EGiR
− 1

2
i R

−T
2

i EGiR
− 1

2
i R

−T
2

i ET
Gi


 =

=


 R−1

i R−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i EGiR

−1
i ET

Gi


 º 0.

De acordo com o Lema B.3.3, como M º 0 e (EGiR
−1
i ET

Gi
) Â 0, então

(M/(EGiR
−1
i ET

Gi
)) = R−1

i −R−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i º 0,

onde, conforme a Definição B.2.1, M/(EGiR
−1
i ET

Gi
) corresponde ao complemento de Schur da

matriz (EGiR
−1
i ET

Gi
) em M .

Portanto, R̂i é simétrica semidefinida positiva. A última conclusão é imediata a partir do

fato que Pi+1 Â 0 e R̂i º 0.

Lema 6.1.3. Suponha Ri Â 0 e EGi posto linha pleno. Considere

Ki = K̃i + K̄i,

sendo

K̃i = −R̂iG
T
i

(
P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i

)−1 (
Fi −GiR

−1
i ET

Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi

)
,

K̄i = −R−1
i ET

Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi .

Então, são válidas as seguintes identidades:

(i) - EGiR̂i = 0;

(ii) - EGiK̃i = 0;

(iii) - EFi + EGiK̄i = 0;

(iv) - EFi + EGiKi = 0.
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Demonstração. (i) - Como R̂i = R−1
i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i então

EGiR̂i = EGiR
−1
i − EGiR

−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i = EGiR

−1
i −EGiR

−1
i = 0.

(ii) - É imediata a partir de (i).

(iii) - Simplesmente

EFi + EGiK̄i = EFi − EGiR
−1
i ET

Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi = EFi − EFi = 0.

(iv) - A verificação é imediata e segue de (ii) e (iii), veja

EFi + EGiKi = EFi + EGiK̃i + EGiK̄i = 0.

6.2 Resultados Auxiliares

Os resultados apresentados nesta seção tem por objetivo reduzir a expressão do controlador

robusto, proposto no Capítulo 5, para uma expressão estruturalmente mais confortável para a

demonstração da convergência e estabilidade.

Lema 6.2.1. Considere para cada i = N, ..., 0 a expressão para o cálculo de


Li

Ki


 e Pi dada por


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 A −Gi

I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




, (6.1)

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi, (6.2)

sendo A =


I

0


, Gi =


 Gi

EGi


 e Fi =


 Fi

EFi


 e Pi+1 assumido conhecido neste passo. Então, a



77

recursividade (6.1)-(6.2) pode ser reescrita como

Ki = −R−1
i GT

i (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1Fi, (6.3)

Li = P−1
i+1AT (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi, (6.4)

Pi = FT
i (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi + Qi. (6.5)

Demonstração. Note que, a expressão


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 A −Gi

I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




(6.6)

é válida se e somente se a equação matricial nas incógnitas (a, b, c, d, Li,Ki)




P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 A −Gi

I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0







a

b

c

d

Li

Ki




=




0

0

−I

Fi

0

0




(6.7)

admite uma única solução. Associado à equação matricial (6.7) temos o seguinte sistema de

equações

P−1
i+1a + Li = 0 (6.8)

R−1
i b + Ki = 0 (6.9)

Q−1
i c = 0 (6.10)

ALi − GiKi = Fi (6.11)

Ia +AT d = 0 (6.12)

Ib− GT
i d = 0 (6.13)
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De (6.9) e (6.13) obtemos que





Ib = GT
i d

Ki = −R−1
i b

⇒ Ki = −R−1
i GT

i d, (6.14)

enquanto que, (6.8) e (6.12) resultam em





Li = −P−1
i+1a

Ia = −AT d

⇒ Li = P−1
i+1AT d. (6.15)

De (6.11), (6.14) e (6.15) tiramos

ALi − GiKi = Fi ⇒ (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )d = Fi

d = (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1Fi

(6.16)

Substituindo (6.16) em (6.14) obtemos

Ki = −R−1
i GT

i (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1Fi. (6.17)

Já (6.15) e (6.16) resultam em

Li = P−1
i+1AT (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi. (6.18)

Substituindo as expressões de (6.17) e (6.18) em (6.2) obtemos

Pi = FT
i (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi + Qi. (6.19)

Portanto,

Ki = −R−1
i GT

i (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1Fi,

Li = P−1
i+1AT (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi,

Pi = FT
i (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi + Qi.
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As expressões equivalentes apresentadas no próximo lema redefinem a equação de Riccati que

estamos propondo em termos de um arranjo de matrizes.

Lema 6.2.2. Para todo i = N, ..., 0, são equivalentes as seguintes expressões recursivas:

(i) -


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 A −Gi

I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




, (6.20)

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi, (6.21)

sendo Gi =


 Gi

EGi


, Fi =


 Fi

EFi


 e A =


I

0


 ;

(ii) -

Pi = FT
i (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi + Qi; (6.22)

(iii) -

Pi = F̂ T
i (P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i )−1F̂i + Q̂i, (6.23)

sendo
F̂i := Fi −GiR

−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi ,

R̂i := R−1
i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i ,

Q̂i := Qi + ET
Fi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EFi ;

(6.24)

(iv) -

Pi = F̂ T
i (Pi+1 − Pi+1Ĝi(I + ĜT

i Pi+1Ĝi)−1ĜT
i Pi+1)F̂i + Q̂i, (6.25)

sendo Ĝi := GiR̂
1
2
i .

Demonstração. (i) ⇔ (ii) - Segue do Lema 6.2.1.
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(ii) ⇔ (iii) - Já vimos que

(AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i

)
=


P−1

i+1 + GiR
−1
i GT

i GiR
−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i GT

i EGiR
−1
i ET

Gi


 .

Como a matriz acima é invertível, aplicando o Lema B.2.3, então temos


P−1

i+1 + GiR
−1
i GT

i GiR
−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i GT

i EGiR
−1
i ET

Gi



−1

=

=


 I 0

−A−1
22 AT

12 I





(A11 −A12A

−1
22 AT

12)
−1 0

0 A−1
22





I −A12A

−1
22

0 I


 ,

sendo

A11 = P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i , A12 = GiR
−1
i ET

Gi
, A22 = EGiR

−1
i ET

Gi
. (6.26)

Assim,

Pi =


 Fi

EFi




T

(AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1


 Fi

EFi


 + Qi =

=


 Fi

EFi




T 
 I 0

−A−1
22 AT

12 I





(A11 −A12A

−1
22 AT

12)
−1 0

0 A−1
22





I −A12A

−1
22

0 I





 Fi

EFi


 + Qi =

= (Fi −A12A
−1
22 EFi)

T (A11 −A12A
−1
22 AT

12)
−1(Fi −A12A

−1
22 EFi) + ET

Fi
A−1

22 EFi + Qi.

Utilizando as identidades de (6.26), obtemos:

F̂i := (Fi −A12A
−1
22 EFi) = (Fi −GiR

−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi),

Q̂i := ET
Fi

A−1
22 EFi + Qi = ET

Fi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi + Qi,

(A11 −A12A
−1
22 AT

12) = (P−1
i+1 + GiR̂iG

T
i ),

sendo

R̂i := R−1
i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i .
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Então,

Pi = F̂ T
i (P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i )−1F̂i + Q̂i.

(iii) ⇔ (iv) - Como R̂i é uma matriz semidefinida positiva, então R̂i pode ser fatorada como

R̂i = R̂
1
2
i R̂

T
2
i . Substituindo R̂i = R̂

1
2
i R̂

T
2
i na equação (6.23), obtemos

Pi = F̂ T
i (P−1

i+1 + GiR̂
1
2
i IR̂

T
2
i GT

i )−1F̂i + Q̂i.

Definindo Ĝi := GiR̂
1
2
i , encontramos

Pi = F̂ T
i (P−1

i+1 + ĜiIĜT
i )−1F̂i + Q̂i.

Aplicando o Lema B.1.1 na expressão anterior, resulta

Pi = F̂ T
i (Pi+1 − Pi+1Ĝi(I + ĜT

i Pi+1Ĝi)−1ĜT
i Pi+1)F̂i + Q̂i.

A sequência de equivalências estabelecidas no Lema 6.2.2 possibilitou uma redução da equação

recursiva para atualização da matriz Pi, para o problema de controle robusto proposto, a uma

particular equação recursiva de Riccati nos moldes do problema do RLQ para sistemas lineares

nominais.

Lema 6.2.3. Considere para todo i = N, ..., 0 a equação recursiva para o cálculo de Pi dada por

Pi = F̂ T
i (Pi+1 − Pi+1Ĝi(I + ĜT

i Pi+1Ĝi)−1ĜT
i Pi+1)F̂i + Q̂i, (6.27)

onde

F̂i = Fi −GiR
−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi ,

Ĝi = GiR̂
1
2
i , R̂i = R−1

i −R−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i ,

Q̂i = Qi + ET
Fi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EFi .

A recursividade (6.27) é um caso particular da equação recursiva de Riccati para o problema

do RLQ de horizonte finito para sistemas nominais.
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Demonstração. Imediata a partir da equação recursiva de Riccati para sistemas nominais

Pi = F T
i (Pi+1 − Pi+1Gi(Ri + GT

i Pi+1Gi)−1GT
i Pi+1)Fi + Qi,

ao fazermos as seguintes identificações Fi ← F̂i; Gi ← Ĝi; Ri ← I; Qi ← Q̂i.

Levando ainda em conta as identificações feitas no Lema 6.2.3, o ganho ótimo de realimentação

e a matriz do sistema em malha fechada são dados respectivamente por

K̂i = −(I + ĜT
i Pi+1Ĝi)−1ĜT

i Pi+1F̂i,

L̂i = F̂i + ĜiK̂i.

Um resultado mais adiante estabelecerá a seguinte implicação

(F̂i + ĜiK̂i) estável ⇒ (Fi + GiKi) estável.

O próximo lema apresentará, assim como foi feito para as expressões recursivas de Pi, algumas

expressões equivalentes para as matrizes Ki e Li.

Lema 6.2.4. Considere para todo i = N, ..., 0 a equação recursiva para o cálculo de Pi dada por

Pi = LT
i Pi+1Li + KT

i RiKi + Qi.

São equivalentes as seguintes expressões para Ki e Li:

(i) -


Li

Ki


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1
i 0 0 0 I

0 0 Q−1
i 0 0 0

0 0 0 0 A −Gi

I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT
i 0 0




−1 


0

0

−I

Fi

0

0




; (6.28)

(ii) -

Ki = −R−1
i GT

i (AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1Fi, (6.29)
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Li = P−1
i+1AT (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi, (6.30)

sendo Gi =


 Gi

EGi


 , Fi =


 Fi

EFi


 , A =


I

0


;

(iii) -

Ki = −R̂iG
T
i

(
P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i

)−1
F̂i −R−1

i ET
Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi , (6.31)

Li = P−1
i+1(P

−1
i+1 + GiR̂iG

T
i )−1F̂i, (6.32)

sendo

R̂i = R−1
i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i ,

F̂i = Fi −GiR
−1
i ET

Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi ;

(iv) -

Ki = −R̂iG
T
i

(
P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i

)−1
F̂i −R−1

i ET
Gi

(
EGiR

−1
i ET

Gi

)−1
EFi , (6.33)

Li = Fi + GiKi. (6.34)

Demonstração. (i) ⇔ (ii) - Segue do Lema 6.2.1.

(ii) ⇔ (iii) - Já vimos que

(AP−1
i+1AT + GiR

−1
i GT

i )−1 =


P−1

i+1 + GiR
−1
i GT

i GiR
−1
i ET

Gi

EGiR
−1
i GT

i EGiR
−1
i ET

Gi



−1

=

=


 I 0

−A−1
22 AT

12 I





(A11 −A12A

−1
22 AT

12)
−1 0

0 A−1
22





I −A12A

−1
22

0 I


 ,

com

A11 = P−1
i+1 + GiR

−1
i GT

i , A12 = GiR
−1
i ET

Gi
e A22 = EGiR

−1
i ET

Gi
. (6.35)

Considerando a expressão do ganho Ki, resulta

Ki = −R−1
i (GT

i −ET
Gi

A−1
22 AT

12)(A11 −A12A
−1
22 AT

12)
−1(Fi −A12A

−1
22 EFi)−R−1

i ET
Gi

A−1
22 EFi .

Substituindo os termos A11, A12 e A22 de (6.35) na expressão anterior, obtemos:

(GT
i −ET

Gi
A−1

22 AT
12) = (GT

i − ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EGiR

−1
i GT

i ),
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(Fi −A12A
−1
22 EFi) = (Fi −GiR

−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi),

(A11 −A12A
−1
22 AT

12)
−1 = (P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i )−1.

Então,

Ki = −R̂iG
T
i (P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i )−1F̂i −R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EFi .

Considerando agora a expressão da matriz Li e as substituições das matrizes identificadas

em (6.35), resulta

Li = P−1
i+1AT (AP−1

i+1AT + GiR
−1
i GT

i )−1Fi =

= P−1
i+1


I

0




T 
 I 0

−A−1
22 AT

12 I





(A11 −A12A

−1
22 AT

12)
−1 0

0 A−1
22





I −A12A

−1
22

0 I





 Fi

EFi


 .

Então,

Li = P−1
i+1(P

−1
i+1 + GiR̂iG

T
i )−1F̂i.

(iii) ⇔ (iv) - Como R̂i º 0, então R̂i = R̂
1
2
i R̂

T
2
i . Substituindo esta fatoração em (6.32), temos

Li = P−1
i+1(P

−1
i+1 + (GiR̂

1
2
i )I(R̂

T
2
i GT

i ))−1(Fi −GiR
−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi).

Definindo Ĝi := GiR̂
1
2
i , temos

Li = P−1
i+1(P

−1
i+1 + ĜiIĜT

i )−1(Fi −GiR
−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi).

Manipulando a expressão acima obtemos

Li = (I − ĜiIĜT
i (P−1

i+1 + ĜiIĜT
i )−1)(Fi −GiR

−1
i ET

Gi
(EGiR

−1
i ET

Gi
)−1EFi).

Substituindo Ĝi = GiR̂
1
2
i , resulta

Li = Fi −Gi

(
R̂iG

T
i (P−1

i+1 + GiR̂iG
T
i )−1F̂i + R−1

i ET
Gi

(EGiR
−1
i ET

Gi
)−1EFi

)
.

Então, Li = Fi + GiKi.
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Nosso principal objetivo aqui é demonstrar a convergência e a estabilidade do regulador

robusto proposto no Capítulo 5. Os lemas 6.2.2 e 6.2.4 provados anteriormente serão de grande

importância para tal propósito, já que, através das equivalências estabelecidas entre as expressões,

nosso problema reduziu-se a uma avaliação das condições de convergência, existência e unicidade

de solução e estabilidade de um caso particular do problema de controle RLQ nominal.

Consideraremos a partir daqui o sistema linear incerto dado por

xi+1 = (F + δF )xi + (G + δG)ui[
δF δG

]
= H∆

[
EF EG

]
, ‖∆‖ ≤ 1

, (6.36)

sendo F ∈ Rn×n, G ∈ Rn×m, H ∈ Rn×k, EF ∈ Rl×n e EG ∈ Rl×m assumidas conhecidas e

invariantes no tempo. Com exceção, é claro, das matrizes δF ∈ Rn×n e δG ∈ Rn×m que variam

com o tempo devido a matriz ∆ ∈ Rk×l que é assumida aleatória para cada i.

Embora as matrizes de parâmetros e de ponderação do sistema sejam assumidas invariantes

no tempo a partir de agora, as equivalências obtidas nos lemas nas duas subseções precedentes

permanecem válidas.

6.3 Convergência e Estabilidade

Primeiramente, nós abordaremos o problema de convergência da sequência de matrizes simé-

tricas definidas positivas {Pi}, quando i → −∞, gerada a partir da equação recursiva (de trás

para frente no tempo)

Pi =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




, (6.37)

com condição inicial 0 ≺ PN+1 ¹ Q e sendo R Â 0, Q Â 0, A =


I

0


, G =


 G

EG


, F =


 F

EF


 .

Em seguida, mostraremos que o limite da sequência {Pi} é uma matriz simétrica definida positiva
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e trata-se da solução da equação

P =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




. (6.38)

Além disso, as matrizes L e K associadas a esta solução e dadas por


L

K


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




, (6.39)

são tais que L = F + GK e L é estável.

Com a finalidade de simplificar o raciocínio nas deduções que virão, o índice de tempo na

equação recursiva (6.37) será revertido, ou melhor, i será trocado por i + 1 e vice-versa. Além

da simplicidade do raciocínio, destacamos o caráter da implementação computacional que tal

modificação permite quando tais resultados são aplicados no controle online de sistemas. Baseado

nisso, a convergência da sequência {Pi}, agora com condição inicial 0 ≺ P0 ¹ Q

Pi+1 =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1
i 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




, (6.40)

passará a ser analisada quando i → +∞.

Suponha R Â 0 e Q Â 0. Seja {Pi}+∞
i=0 a sequência de matrizes simétricas definidas positivas

gerada a partir da equação (6.40). Já sabemos do Lema 6.2.2 que a expressão (6.40) admite uma
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estrutura recursiva equivalente dada por

Pi+1 = F̂ T (Pi − PiĜ(I + ĜT PiĜ)−1ĜT Pi)F̂ + Q̂, (6.41)

sendo
F̂ := F −GR−1ET

G(EGR−1ET
G)−1EF ,

R̂ := R−1 −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1,

Ĝ := GR̂
1
2 ,

Q̂ := Q + ET
F (EGR−1ET

G)−1EF ,

(6.42)

e a condição inicial P0 é assumida a satisfazer 0 ≺ P0 ¹ Q. Tal equivalência será extremamente

útil para nosso propósito.

Embora a expressão (6.41) não dependa da inversa de Pi e, consequentemente, da imposição

de que Pi seja definida positiva, não devemos perder de vista que tal exigência deve ser mantida

em virtude da estrutura original (6.37) através da qual a sequência de matrizes {Pi} é gerada.

O resultado a seguir mostrará que a sequência de matrizes {Pi}+∞
i=0 gerada a partir de (6.40)

é monótona crescente. Tal conclusão não é imediata a partir da estrutura (6.40), para isso uma

das equivalências do Lema 6.2.2 será utilizada.

Lema 6.3.1. A sequência {Pi}+∞
i=0 é monótona crescente.

Demonstração. Lembremos que a equação (6.40) admite uma estrutura equivalente dada pelo

Lema 6.2.2:

Pi+1 = FT (AP−1
i AT + GR−1GT )−1F + Q,

sendo G =


 G

EG


 ,F =


 F

EF


 e A =


I

0


. E que, cada elemento da sequência {Pi}+∞

i=0 é uma

matriz simétrica definida positiva.

A prova será feita por indução. Suponha 0 ≺ P0 ¹ Q e observe que:

P1 = FT (AP−1
0 AT + GR−1GT )−1F + Q º FT (AP−1

0 AT + GR−1GT )−1F + P0 º P0.

Logo, P1 º P0 Â 0.
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Mostremos agora que P1 º P0 ⇒ P2 º P1 Â 0. Como P1 º P0 e ambas são definidas

positivas então, pelo Corolário B.4.1, P−1
1 ¹ P−1

0 . Assim,

P1 º P0 ⇒ P−1
1 ¹ P−1

0 ⇒ AP−1
1 AT + GR−1GT ¹ AP−1

0 AT + GR−1GT ⇒

⇒ (AP−1
1 AT + GR−1GT )−1 º (AP−1

0 AT + GR−1GT )−1 ⇒

⇒ FT (AP−1
1 AT + GR−1GT )−1F + Q º FT (AP−1

0 AT + GR−1GT )−1F + Q ⇒ P2 º P1.

Hipótese de Indução : Pi º Pi−1 Â 0. Mostremos que Pi+1 º Pi para todo i = 0, 1, ... . O

raciocínio é idêntico ao que foi feito acima

Pi º Pi−1 ⇒ P−1
i ¹ P−1

i−1 ⇒ AP−1
i AT + GR−1GT ¹ AP−1

i−1AT + GR−1GT ⇒

⇒ (AP−1
i AT + GR−1GT )−1 º (AP−1

i−1AT + GR−1GT )−1 ⇒

⇒ FT (AP−1
i AT + GR−1GT )−1F + Q º FT (AP−1

i−1AT + GR−1GT )−1F + Q ⇒ Pi+1 º Pi.

Assim,

0 ≺ P0 ¹ P1 ¹ P2 ¹ ... ¹ Pi−1 ¹ Pi ¹ Pi+1... .

Portanto, a sequência {Pi}+∞
i=0 é monótona crescente.

Associado à equação (6.41) considere também a sequência de ganhos {K̂i}+∞
i=0 obtida através

de

K̂i = −(I + ĜT PiĜ)−1ĜT PiF̂ . (6.43)

Algumas manipulações algébricas de imediata verificação permitem reescrever a expressão

(6.41) como

Pi+1 = (F̂ + ĜK̂i)T Pi(F̂ + ĜK̂i) + K̂T
i K̂i + Q̂. (6.44)

Considere agora, para uma sequência arbitrária de ganhos {Karb,i}+∞
i=0 e condição inicial

0 ≺ Y0 ¹ Q, a sequência de matrizes simétricas definidas positivas {Yi}+∞
i=0 gerada a partir da

seguinte equação recursiva

Yi+1 = (F̂ + ĜKarb,i)T Yi+1(F̂ + ĜKarb,i) + KT
arb,iKarb,i + Q̂. (6.45)
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Nosso objetivo é realizar uma comparação entre as sequências {Pi}+∞
i=0 gerada a partir de

(6.43)-(6.44) e {Yi}+∞
i=0 . Mais especificamente, mostrar que para qualquer sequência arbitrária

de ganhos {Karb,i}+∞
i=0 , se 0 ≺ P0 ¹ Y0 então Pi ¹ Yi, para todo i = 0, 1, ... .

Lema 6.3.2. Sejam {Karb,i}+∞
i=0 uma sequência de ganhos arbitrários e {Yi}+∞

i=0 a sequência

gerada a partir de

Yi+1 = (F̂ + ĜKarb,i)T Yi(F̂ + ĜKarb,i) + KT
arb,iKarb,i + Q̂,

com condição inicial Y0 Â 0. Considere R Â 0, Q Â 0, P0 uma matriz satisfazendo 0 ≺ P0 ¹ Y0

e {Pi}+∞
i=0 a sequência gerada através de

Pi+1 = (F̂ + ĜK̂i)T Pi(F̂ + ĜK̂i) + K̂T
i K̂i + Q̂,

com

K̂i = −(I + ĜT PiĜ)−1ĜT PiF̂ ,

F̂ = F −GR−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF ,

R̂ = R−1 −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1,

Ĝ = GR̂
1
2 ,

Q̂ = Q + ET
F (EGR−1ET

G)−1EF .

Então 0 ≺ Pi ¹ Yi para todo i = 0, 1, ... .

Demonstração. Consideremos as seguintes definições

Yi+1 := f(Yi,Karb,i) = (F̂ + ĜKarb,i)T Yi(F̂ + ĜKarb,i) + KT
arb,iKarb,i + Q̂, (6.46)

Pi+1 := f(Pi, K̂i) = (F̂ + ĜK̂i)T Yi(F̂ + ĜK̂i) + K̂T
i K̂i + Q̂, (6.47)

Zi+1 := f(Yi,Ki(Yi)) = (F̂ + ĜKi(Yi))T Yi(F̂ + ĜKi(Yi)) + KT
i (Yi)Ki(Yi) + Q̂, (6.48)

Wi+1 := f(Pi,Ki(Yi)) = (F̂ + ĜKi(Yi))T Pi(F̂ + ĜKi(Yi)) + KT
i (Yi)Ki(Yi) + Q̂, (6.49)

sendo K̂i = −(I + ĜT PiĜ)−1GT PiF̂ e Ki(Yi) = −(I + ĜT YiĜ)−1GT YiF̂ .

Suponhamos 0 ≺ P0 ¹ Y0 e mostremos que 0 ≺ P1 ¹ Y1. O raciocínio a ser desenvolvido



90

para mostrar que 0 ≺ P0 ¹ Y0 implica em 0 ≺ P1 ¹ Y1 é o mesmo que será utilizado a seguir

para o passo geral i + 1. Partiremos direto, portanto, para a demonstração do passo geral.

A prova será feita por indução. Hipótese de Indução : 0 ≺ Pi ¹ Yi.

Algumas desigualdades auxiliares relacionando os elementos Yi+1, Pi+1, Zi+1 e Wi+1 serão

obtidas.

(i) - Zi+1 ¹ Yi+1.

Considerando Karb,i = Ki(Yi) + (Karb,i −Ki(Yi)) e substituindo em (6.46) obtemos

Yi+1 = f(Yi,Karb,i) = (F̂ + ĜKarb,i)T Yi(F̂ + ĜKarb,i) + KT
arb,iKarb,i + Q̂ =

= (F̂ + ĜKi(Yi))T Yi(F̂ + ĜKi(Yi)) + KT
i (Yi)Ki(Yi) + Q̂+

+(Karb,i −Ki(Yi))T (I + ĜT YiĜ)(Karb,i −Ki(Yi))+

+(Karb,i −Ki(Yi))T (Ki(Yi) + ĜT Yi(F̂ + ĜKi(Yi)))+

+(KT
i (Yi) + (F̂ + ĜKi(Yi))T YiĜ)(Karb,i −Ki(Yi)).

De Ki(Yi) = −(I + ĜT YiĜ)−1GT YiF̂ tiramos que

Ki(Yi) = −ĜT Yi(F̂ + ĜKi(Yi)).

Então,

Yi+1 = f(Yi,Karb,i) = f(Yi,Ki(Yi)) + (Karb,i −Ki(Yi))T (I + ĜT YiĜ)(Karb,i −Ki(Yi)).

Como (Karb,i −Ki(Yi))T (I + ĜT YiĜ)(Karb,i −Ki(Yi)) º 0, resulta que

Zi+1 = f(Yi,Ki(Yi)) ¹ f(Yi,Karb,i) = Yi+1. (6.50)

(ii) - Pi+1 ¹ Wi+1.

Ao considerarmos Ki(Yi) = K̂i + (Ki(Yi)− K̂i) e substituirmos em (6.49) obtemos analo-

gamente ao que foi feito acima

Wi+1 = (F̂ + ĜK̂i)T Pi(F̂ + ĜK̂i) + K̂T
i K̂i + Q̂+
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+(Ki(Yi)− K̂i)T (I + ĜT PiĜ)(Ki(Yi)− K̂i)+

+(Ki(Yi)− K̂i)T (K̂i + ĜT Pi(F̂ + ĜK̂i)) + (K̂T
i + (F̂ + ĜK̂i)T PiĜ)(Ki(Yi)− K̂i) =

De K̂i = −(I + ĜT PiĜ)−1GT PiF̂ tiramos que

K̂i = −ĜT Pi(F̂ + ĜK̂i).

Então,

Wi+1 = f(Pi,Ki(Yi)) = f(Pi, K̂i) + (Ki(Yi)− K̂i)T (I + ĜT PiĜ)(Ki(Yi)− K̂i).

Como (Ki(Yi)− K̂i)T (I + ĜPiĜ)(Ki(Yi)− K̂i) º 0, resulta que

Pi+1 = f(Pi, K̂i) ¹ f(Pi,Ki(Yi)) = Wi+1. (6.51)

(iii) - Wi+1 ¹ Zi+1.

Pela hipótese de indução Pi ¹ Yi temos

Wi+1 = f(Pi,Ki(Yi)) = (F̂ + ĜKi(Yi))T Pi(F̂ + ĜKi(Yi)) + KT
i (Yi)Ki(Yi) + Q̂ ¹

¹ (F̂ + ĜKi(Yi))T Yi(F̂ + ĜKi(Yi)) + KT
i (Yi)Ki(Yi) + Q = f(Yi,Ki(Yi)) = Zi+1.

Logo,

Wi+1 = f(Pi,Ki(Yi)) ¹ f(Yi,Ki(Yi)) = Zi+1. (6.52)

Combinando as desigualdades (6.50), (6.51) e (6.52) concluímos

Pi+1 = f(Pi, K̂i) ¹ f(Pi,Ki(Yi)) ¹ f(Yi,Ki(Yi)) ¹ f(Yi,Karb,i) = Yi+1.

Portanto, 0 ¹ Pi+1 ¹ Yi+1.

O Lema 6.3.2 mostrou que a escolha de uma sequência arbitrária {Karb,i}+∞
i=0 produziu uma

sequência de matrizes {Yi}+∞
i=0 , onde cada elemento Yi superou o respectivo elemento Pi da

sequência {Pi}+∞
i=0 gerada a partir da sequência de ganhos {K̂i}+∞

i=0 . A arbitrariedade na escolha



92

da sequência de ganhos {Karb,i}+∞
i=0 permite concluir que a escolha ótima para a sequência de

ganhos é, portanto, sempre aquela gerada através de (6.43).

Supondo que o par (F̂ , Ĝ) seja estabilizável, veja definição 4.1.3, é possível construirmos um

limitante superior para sequência {Pi}+∞
i=0 gerada por (6.44). É isso o que enuncia o próximo

resultado.

Proposição 6.3.1. Seja {Pi}+∞
i=0 a sequência definida no Lema 6.3.2. Se o par (F̂ , Ĝ) é estabi-

lizável, então existe uma matriz Y Â 0 tal que 0 ≺ Pi ¹ Y para todo i = 0, 1, ... .

Demonstração. Suponhamos que o par (F̂ , Ĝ) seja estabilizável. Então, por definição, existe

uma matriz de ganho T tal que (F̂ + ĜT ) é estável. Consideremos, por construção, a sequência

de matrizes {Yi}+∞
i=0 gerada a partir da expressão recursiva

Yi+1 = (F̂ + ĜKarb,i)T Yi(F̂ + ĜKarb,i) + KT
arb,iKarb,i + Q̂,

com condição inicial 0 ≺ P0 ¹ Y0 e a sequência de ganhos {Karb,i}+∞
i=0 é tal que Karb,i = T para

todo i = 0, 1, ... . Ou seja, acabamos de gerar uma sequência de matrizes {Yi}+∞
i=0 através de

Yi+1 = f(Yi, T ) = (F̂ + ĜT )T Yi(F̂ + ĜT ) + T T T + Q̂,

com 0 ≺ P0 ¹ Y0.

Nestas circunstâncias, o Lema 6.3.2 garante que

0 ≺ Pi ¹ Yi ∀i = 0, 1, ... .

Para qualquer j = 0, 1, ..., observe que

Yj+1 − Yj = f(Yj+1, T )− f(Yj , T ) = (F̂ + ĜT )T (Yj − Yj−1)(F̂ + ĜT ), (6.53)

Yj − Yj−1 = (F̂ + ĜT )T (Yj−1 − Yj−2)(F̂ + ĜT ), (6.54)

Yj−1 − Yj−2 = (F̂ + ĜT )T (Yj−2 − Yj−3)(F̂ + ĜT ), (6.55)

...

Y2 − Y1 = (F̂ + ĜT )T (Y1 − Y0)(F̂ + ĜT ), (6.56)
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logo,

Yj+1 − Yj = ((F̂ + ĜT )T )j(Y1 − Y0)(F̂ + ĜT )j . (6.57)

Note ainda que para qualquer j = 0, 1, ... a matriz Yj pode ser escrita como

Yj = (Yj − Yj−1) + (Yj−1 − Yj−2) + (Yj−2 − Yj−3) + ... + (Y2 − Y1) + (Y1 − Y0) + Y0,

e que, através de (6.57) podemos escrever

Yj = Y0 +
j∑

k=1

(Yj − Yj−1) = Y0 +
j∑

k=1

((F̂ + ĜT )T )k−1(Y1 − Y0)(F̂ + ĜT )k−1.

Considerando que (F̂ + ĜT ) é estável, temos ρ(F̂ + ĜT ) < 1. Então, de acordo com a

Observação B.5.1, existe uma norma matricial ‖ • ‖ tal que ‖F̂ + ĜT‖ < 1.Definindo α :=

‖F̂ + ĜT‖ < 1, temos

‖Yj‖ ≤ ‖Y0‖+
j∑

k=1

‖(F̂ + ĜT )T ‖k−1‖Y1 − Y0‖‖F̂ + ĜT‖k−1 ≤

≤ ‖Y0‖+ ‖Y1 − Y0‖
j∑

k=1

α2(k−1) ≤ ‖Y0‖+ ‖Y1 − Y0‖
+∞∑

k=1

α2(k−1).

Como a série
∑+∞

k=1 α2(k−1) converge para um número positivo β, visto que α < 1, então

‖Yj‖ ≤ γ,

onde γ = ‖Y0‖+ ‖Y1 − Y0‖β para todo j = 0, 1, ... .

Perceba que γ independe de j, logo, tomando Y = γI concluímos que

Pi ¹ Yi ¹ ‖Yi‖I ¹ Y.

Portanto, existe Y Â 0 tal que 0 ≺ Pi ¹ Y para todo i = 0, 1, ... .

Lema 6.3.3. Suponha R Â 0 e Q Â 0. Considere P0 uma matriz satisfazendo 0 ≺ P0 ¹ Q e

{Pi}+∞
i=0 a sequência de matrizes definidas positivas gerada através de

Pi+1 = (F̂ + ĜK̂i)T Pi(F̂ + ĜK̂i) + K̂T
i K̂i + Q̂,
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sendo

K̂i = −(I + ĜT PiĜ)−1ĜT PiF̂ ,

F̂ = F −GR−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF ,

R̂ = R−1 −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1,

Ĝ = GR̂
1
2 ,

Q̂ = Q + ET
F (EGR−1ET

G)−1EF .

Se o par (F̂ , Ĝ) é estabilizável, então a sequência {Pi}+∞
i=0 é convergente. Além disso, o limite

é uma matriz simétrica definida positiva.

Demonstração. A demonstração da convergência é fundamentada no fato que {Pi}+∞
i=0 trata-se

de uma sequência monótona crescente limitada superiormente, veja [5]. A monotonicidade da

sequência {Pi}+∞
i=0 foi provada no Lema 6.3.1, enquanto que, a sequência {Pi}+∞

i=0 ser limitada

superiormente ficou garantida pela Proposição 6.3.1 dado que o par (F̂ , Ĝ) é estabilizável.

Segue então que a sequência {Pi}+∞
i=0 formada por matrizes simétricas é convergente. Além

disso, o limite é único. De fato, suponha que a sequência {Pi}+∞
i=0 converge para dois limites Pa

e Pb. Para qualquer i temos

(Pa − Pb) = (Pa − Pi + Pi − Pb) = (Pa − Pi) + (Pi − Pb),

logo

(Pa − Pb) = lim
i→+∞

(Pa − Pb) = lim
i→+∞

(Pa − Pi)− lim
i→+∞

(Pb − Pi) = 0 ⇒ Pa = Pb.

Considere P como sendo o único limite da sequência {Pi}+∞
i=0 . Basta notar que

0 ≺ P1 ¹ P2 ¹ P3 ¹ ... ¹ Pi ¹ ... ¹ P,

para concluir que P Â 0.

Portanto, limi→+∞ Pi = P Â 0.

Lema 6.3.4. Considere as mesmas hipóteses do Lema 6.3.3. Então, o limite P Â 0 da sequência
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{Pi}+∞
i=0 é uma solução, em X, para a seguinte equação algébrica de Riccati

X = F̂ T (X −XĜ(I + ĜT XĜ)−1ĜT X)F̂ + Q̂. (6.58)

Demonstração. Considere {Pi}+∞
i=0 a sequência de matrizes gerada a partir da seguinte equação

recursiva de Riccati

Pi+1 = F̂ T (Pi − PiĜ(I + ĜT PiĜ)−1ĜT Pi)F̂ + Q̂.

Aplicando o limite na expressão acima, de acordo com o Lema 6.3.3, concluímos que P Â 0

satisfaz

P = F̂ T (P − PĜ(I + ĜT PĜ)−1ĜT P )F̂ + Q̂.

Considerando que a equação (6.58) admite uma solução simétrica definida positiva X = P ,

observe então que o ganho K̂ ≡ K̂∞, em (6.43), associado à matriz P é dado por

K̂ = −(I + ĜT PĜ)−1ĜT PF̂ . (6.59)

Lema 6.3.5. Considere as mesmas hipóteses do Lema 6.3.4. Seja X = P uma solução para a

seguinte equação algébrica de Riccati

X = F̂ T (X −XĜ(I + ĜT XĜ)−1ĜT X)F̂ + Q̂.

Se P Â 0, então todos os autovalores da matriz

L̂ = (F̂ + ĜK̂) = F̂ − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1GT PF̂ ,

pertencem ao disco unitário aberto, ou seja, L̂ é estável.

Demonstração. A demonstração de que L̂ é estável será feita por redução ao absurdo. Suponha-

mos que L̂ não seja estável. Logo, existe um autovalor λ da matriz L̂ tal que |λ| ≥ 1, e mais,

L̂x = λx para algum x 6= 0.

Lembremos que

P = F̂ T (P − PĜ(I + ĜT PĜ)−1ĜT P )F̂ + Q̂
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pode ser reescrita como

P = L̂T PL̂ + K̂T IK̂ + Q̂, (6.60)

sendo

L̂ = (F̂ + ĜK̂) = F̂ − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1ĜT PF̂ .

Pré-multiplicando e pós-multiplicando a expressão (6.60) por xT e x respectivamente, obte-

mos

xT Px = xT L̂T PL̂x + xT K̂T IK̂x + xT Q̂x

xT Px = |λ|2xT Px + xT K̂T IK̂x + xT Q̂x

(1− |λ|2)xT Px = xT (K̂T IK̂ + Q̂)x.

Como |λ| ≥ 1, P Â 0 e x 6= 0, então (1− |λ|2)xT Px ≤ 0. Porém, dado que (K̂T IK̂ + Q̂) Â 0

e x 6= 0, então xT (K̂T IK̂ + Q̂)x > 0. Logo, supor que L̂ não seja estável leva ao absurdo

(1− |λ|2)xT Px = xT (K̂T IK̂ + Q̂)x.

Portanto, L̂ é estável.

Definição 6.3.1. Seja P uma solução da equação algébrica de Riccati

P = F̂ T (P − PĜ(I + ĜT PĜ)−1ĜT P )F̂ + Q̂. (6.61)

Dizemos que P é uma solução estabilizante da equação (6.61) se L̂ é estável.

Vimos até agora, sob certas condições, que a sequência {Pi}+∞
i=0 converge para uma matriz

simétrica definida positiva solução da equação algébrica de Riccati e tal que L̂ é estável. Mos-

traremos agora que tal solução satisfazendo esta propriedade é única.

Lema 6.3.6. Considere a equação algébrica de Riccati

P = F̂ T (P − PĜ(I + ĜT PĜ)−1ĜT P )F̂ + Q̂.

Se P é uma solução estabilizante, então P é única.

Demonstração. Suponhamos que existam duas soluções estabilizantes X = P1 e X = P2 para a
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equação algébrica de Riccati

X = F̂ T (X −XĜ(I + ĜT XĜ)−1ĜT X)F̂ + Q̂.

Considere para j = 1, 2 os ganhos associados as soluções P1 eP2

K̂j = −(I + ĜT PjĜ)−1ĜT PjF̂ .

Utilizando os ganhos K̂j , j = 1, 2 podemos reescrever P1 e P2 como

P1 = F̂ T P1F̂ + F̂ T P1ĜK̂1 + Q̂ e P2 = F̂ T P2F̂ + K̂T
2 GT P2F̂ + Q̂,

e cuja diferença fornece

(P1 − P2) = F̂ T (P1 − P2)F̂ + F̂ T P1ĜK̂1 − K̂T
2 GT P2F̂ . (6.62)

Note também que

(I + ĜT P1Ĝ)−1 − (I + ĜT P2Ĝ)−1 = (I + ĜT P2Ĝ)−1ĜT (P2 − P1)Ĝ(I + ĜT P1Ĝ)−1.

Pré-multiplicando a expressão acima por F̂ T P2Ĝ e pós-multiplicando por ĜT P1F̂ , obtemos

−F̂ T P2ĜK̂1 + K̂T
2 ĜT P1F̂ = K̂T

2 ĜT (P2 − P1)ĜK̂1.

Somando (F̂ T P1F̂ + F̂ T P2F̂ ) em ambos os lados, obtemos

F̂ T (P1 − P2)F̂ + K̂T
2 ĜT (P1 − P2)ĜK̂1 − F̂ T P2ĜK̂1 + K̂T

2 ĜT P1F̂ = F̂ T (P1 − P2)F̂ .

Completando quadrado dos dois primeiros termos do lado esquerdo da equação anterior,

resulta

(F̂ T + K̂T
2 ĜT )(P1 − P2)(F̂ + ĜK̂1)− F̂ T (P1 − P2)ĜK̂1 − K̂T

2 ĜT (P1 − P2)F̂−

−F̂ T P2ĜK̂1 + K̂T
2 ĜT P1F̂ = F̂ T (P1 − P2)F̂ .
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Algumas manipulações algébricas adequadas na última expressão fornecem

(F̂ T + K̂T
2 ĜT )(P1 − P2)(F̂ + ĜK̂1) = F̂ T (P1 − P2)F̂ + F̂ T P1ĜK̂1 − K̂T

2 ĜT P2F̂ .

Utilizando (6.62), obtemos

(F̂ T + K̂T
2 ĜT )(P1 − P2)(F̂ + ĜK̂1) = (P1 − P2).

Ou melhor,

(P1 − P2)− (F̂ + ĜK̂2)T (P1 − P2)(F̂ + ĜK̂1) = 0

Observe que a última expressão pode ser imediatamente identificada com a equação de Stein

S − BSA = Γ, (6.63)

através de S = (P1 − P2), B = (F̂ + ĜK̂2)T , A = (F̂ + ĜK̂1) e Γ = 0.

Sendo P1 eP2 soluções estabilizantes, por definição, as matrizes L̂j = (F̂ +ĜK̂j) para j = 1, 2

são estáveis. Como todos os autovalores de (F̂ + ĜK̂2) e (F̂ + ĜK̂1) pertencem disco unitário

aberto, então de acordo com Teorema B.7.1 a equação de Stein (6.63) admite uma única solução.

É imediato que tal solução é dada pela solução trivial (P1 − P2) = 0. Logo, P1 = P2.

Portanto, a solução estabilizante P é única.

Após tudo o que foi feito até agora, nós estamos prontos para reunir as conclusões obtidas

anteriormente à respeito da sequência {Pi}+∞
i=0 num único resultado.

Teorema 6.3.1. Sejam (F̂ , Ĝ) um par estabilizável, R Â 0 e Q Â 0. Considere a seguinte

sequência de matrizes simétricas definidas positivas {Pi}+∞
i=0 gerada pela equação recursiva

Pi+1 = F̂ T (Pi − PiĜ(I + ĜT PiĜ)−1ĜT Pi)F̂ + Q̂,

sendo

F̂ = F −GR−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF ,

R̂ = R−1 −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1,

Ĝ = GR̂
1
2 ,
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Q̂ = Q + ET
F (EGR−1ET

G)−1EF ,

e condição inicial arbitrária satisfazendo 0 ≺ P0 ¹ Q. Então, existe uma única matriz P Â 0 tal

que Pi → P quando i → +∞. Além disso, o limite P Â 0 é a única solução estabilizante para a

equação algébrica de Riccati

X = F̂ T (X −XĜ(I + ĜT XĜ)−1ĜT X)F̂ + Q̂, (6.64)

ou seja, a matriz L̂ = (F̂ + ĜK̂) = (F̂ − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1ĜT PF̂ ) é estável.

Demonstração. A convergência da sequência {Pi}+∞
i=0 para a solução definida positiva P da equa-

ção (6.64) segue dos lemas 6.3.3 e 6.3.4. A existência e unicidade da solução estabilizante P é

garantida pelos lemas 6.3.5 e 6.3.6.

O Teorema 6.3.1 garante que a matriz L̂ é estável, ou seja, o ganho K̂ estabiliza o par (F̂ , Ĝ).

Resta garantir, no entanto, que o ganho

Kr = −R̂GT (P−1 + GR̂GT )−1F̂ −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF

estabiliza o par (F + δF, G + δG) para toda incerteza admissível δF e δG. O próximo corolário

assegura esse resultado.

Corolário 6.3.1. Considere as mesmas hipóteses do Teorema 6.3.1. Defina

Kr = −R̂GT (P−1 + GR̂GT )−1F̂ −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF .

Então, a matriz Lr = (F + GKr) é estável.

Demonstração. Sabe-se, de acordo com o Teorema 6.3.1, que a matriz

L̂ = (F̂ − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1ĜT PF̂ )

é estável. Observe que

L̂ = (F̂ − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1ĜT PF̂ ) = (I − Ĝ(I + ĜT PĜ)−1ĜT P )F̂ =

= (I − ĜIĜT (P−1 + ĜIĜT )−1)F̂ .
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Lembrando que Ĝ = GR̂
1
2 , temos

L̂ = (I −GR̂
1
2 IR̂

T
2 ĜT (P−1 + GR̂

1
2 IR̂

T
2 ĜT )−1)F̂ = (I −GR̂GT (P−1 + GR̂GT )−1)F̂ .

Usando a definição de F̂ , resulta

L̂ = (I −GR̂GT (P−1 + GR̂GT )−1)(F −GR−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF ) =

= F−G
(
R̂GT (P−1 + GR̂GT )−1(F −GR−1ET

G(EGR−1ET
G)−1EF ) + R−1ET

G(EGR−1ET
G)−1EF

)
.

Definindo

Kr = −R̂GT (P−1 + GR̂GT )−1F̂ −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF ,

temos

L̂ = (F̂ + ĜK̂) = (F + GKr).

Portanto, a matriz Lr := (F + GKr) é estável.

Nós temos agora, portanto, condições de estabelecer o principal resultado deste capítulo a

respeito da estabilidade e convergência do regulador robusto recursivo.

Teorema 6.3.2. Sejam R Â 0 e Q Â 0. Considere a seguinte sequência de matrizes simétricas

definidas positivas {Pi}+∞
i=0 gerada pela equação recursiva

Pi+1 =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1
i 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




,

sendo A =


I

0


, G =


 G

EG


 e F =


 F

EF


 e condição inicial arbitrária satisfazendo 0 ≺ P0 ¹ Q.

Defina

R̂ = R−1 −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1.
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Se (F − GR−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF , GR̂
1
2 ) é um par estabilizável, então existe uma única

matriz P Â 0 tal que Pi → P quando i → +∞. Além disso, P Â 0 é a única solução estabilizante

para a equação algébrica

P =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




. (6.65)

E mais, as matrizes Lr e Kr dadas por


Lr

Kr


 =




0 0

0 0

0 0

0 0

I 0

0 I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




são tais que Lr = (F + GKr) é estável.

Demonstração. Segue do Teorema 6.3.1 e Corolário 6.3.1 quando aplicamos as equivalências das

expressões estabelecidas pelos lemas auxiliares.

6.3.1 Sistema em Malha Fechada - Estado Permanente

Considere o sistema linear discreto incerto

xi+1 = (F + δF )xi + (G + δG)ui[
δF δG

]
= H∆

[
EF EG

]
, ‖∆‖ ≤ 1

. (6.66)

Vimos que a solução do problema de controle robusto proposto para o sistema (6.66) é uma
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realimentação de estado da forma

ui = Kixi =




0

0

0

0

0

I




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




xi, (6.67)

com a sequência de ganhos Ki dada em termos de

Pi =




0

0

−I

F
0

0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




, (6.68)

sendo A =


I

0


, G =


 G

EG


 e F =


 F

EF


 .

Perceba, nesta situação, que o sistema em malha fechada

xi+1 = [(F + δF ) + (G + δG)Ki]xi[
δF δG

]
= H∆

[
EF EG

] , (6.69)

é variante no tempo, já que os ganhos de realimentação Ki são variantes no tempo devido à

dependência de Pi+1. Além disso, de acordo com o Lema 6.1.1, o Sistema (6.69) torna-se

xi+1 = (F + GKi)xi, (6.70)

para toda incerteza paramétrica admissível δF e δG. Note ainda que a expressão do Sistema
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(6.70) é justamente aquela fornecida por

xi+1 = Lixi =




0

0

0

0

I

0




T 


P−1
i+1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




xi. (6.71)

Considerando o limite quando i → −∞ em Ki, nós já sabemos que tal limite existe e resulta

em uma matriz de realimentação Kr ≡ K∞ constante dada por

Kr =




0

0

0

0

0

I




T 


P−1 0 0 0 I 0

0 R−1 0 0 0 I

0 0 Q−1 0 0 0

0 0 0 0 A −G
I 0 0 AT 0 0

0 I 0 −GT 0 0




−1 


0

0

−I

F
0

0




tal que Lr = (F + GKr) é estável.

Portanto, o sistema em malha fechada (6.69) é estável para toda incerteza paramétrica ad-

missível.
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Conclusões

Esta dissertação propôs um regulador robusto recursivo para uma determinada classe de

sistemas lineares incertos. Primeiramente, uma nova abordagem foi considerada para resolver

o problema do regulador linear quadrático ótimo. Tal abordagem foi baseada nas técnicas de

mínimos quadrados ponderados e funções penalidade. A lei de controle ótimo junto com as

expressões do ganho de realimentação e da equação recursiva de Riccati foram apresentadas.

Além disso, tais expressões mostraram-se equivalentes as já existentes na literatura.

A eficiência desta abordagem na solução do problema RLQ permitiu que tal formulação fosse

estendida para o tratamento do problema do regulador robusto recursivo para sistemas lineares de

tempo discreto sujeitos a incertezas paramétricas. Um dos aspectos mais interessantes da solução

recursiva proposta foi o arranjo simétrico com que as matrizes de ponderação e de parâmetros

do sistema foram agrupadas, de maneira independente, em um bloco matricial de dimensão seis.

É válido destacar também que, para cada passo, a forma recursiva é dependente somente das

matrizes de parâmetros e de ponderação conhecidas do sistema e está associada a uma equação

de Riccati. E mais, ficou garantida também a convergência e a estabilidade do regulador robusto

proposto quando consideramos as matrizes de parâmetros e ponderações do sistema linear incerto

como sendo invariantes no tempo.
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APÊNDICE A

Regulador Robusto Recursivo - Aspectos Complementares

A.1 Comportamento (µ→ +∞)

Dado o sistema linear discreto sujeito a incertezas paramétricas

xi+1 = (Fi + δFi)xi + (Gi + δGi)ui[
δFi δGi

]
= Hi∆i

[
EFi EGi

]
; i = 0, ..., N

, (A.1)

considere o seguinte problema de otimização min-max

min
xi+1,ui

max
δFi,δGi

{Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi)} (A.2)

sendo Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) o funcional custo quadrático dado pela seguinte expressão

Jµ
i (xi+1, ui, δFi, δGi) =


xi+1

ui




T 
Pi+1 0

0 Ri





xi+1

ui


+ (A.3)

+









0 0

I −Gi


 +


0 0

0 −δGi








xi+1

ui


−





−I

Fi


xi +


 0

δFi


xi








T 
Qi 0

0 µI




{
•
}

,

com µ > 0 fixado. Vimos no Capítulo 5, através do Lema 5.2.1, que após a etapa de maximização

este problema foi reduzido a um problema de MQP dado por

min
xi+1,ui

{
(AiXi − Bi)TWi(AiXi − Bi)

}
(A.4)
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com as seguintes identificações

Ai =




I 0

0 I

0 0

I −Gi




, Xi =


xi+1

ui


 , Bi =




0

0

−I

Fi




xi, Wi =




Pi+1 0 0 0

0 Ri 0 0

0 0 Ŵi 0

0 0 0 λ̂iI




,

Gi =


 Gi

EGi


 , I =


I

0


 , Fi =


 Fi

EFi


 , Ŵi =


Qi 0

0 (µ−1I − λ̂−1
i HiH

T
i )−1


 ,

sendo λ̂i um parâmetro escalar não negativo obtido através do problema de minimização

λ̂i ∈ arg min
λi≥‖µHT

i Hi‖
Γi (λi) ,

com Γi (λi) dado por (3.28). E que, neste passo passamos a considerar o problema de encontrar,

para cada µ > 0, a respectiva solução ótima (x∗i+1(µ), u∗i (µ)) para (A.4).

É bastante simples verificar que o problema de MQP (A.4) pode ser reescrito, de maneira

conveniente, como

min
xi+1,ui











I 0

0 I

0 0

I −Gi





xi+1

ui


−




0

0

−I

Fi




xi




T 


Pi+1 0 0 0

0 Ri 0 0

0 0 Qi 0

0 0 0 Πi




(
•
)





, (A.5)

quando definimos

Πi := Σ−1
i (µ, λ̂i) =


(µ−1I − λ̂−1

i HiH
T
i )−1 0

0 λ̂iI


 =


Π1,i 0

0 Π2,i


 ,

para cada µ > 0 fixado.

Considere Π1,i := (µ−1I − λ̂−1
i HiH

T
i )−1 e Π2,i := λ̂iI. Conforme µ→ +∞, as entradas da

matriz Π1,i e os elementos da diagonal da matriz Π2,i crescem indefinidamente. Logo, certos

elementos πkj (entradas da matriz de ponderação Πi) crescem indefinidamente quando µ→ +∞.

Isto é equivalente a considerarmos, em substituição de Πi em (A.5), a matriz de ponderação

Ξ := α Υ quando fazemos α→ +∞ para alguma matriz simétrica definida positiva assumida
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conhecida Υ de dimensão compatível. Dessa maneira, o problema de MQP irrestrito torna-se

min
xi+1,ui











I 0

0 I

0 0

I −Gi





xi+1

ui


−




0

0

−I

Fi




xi




T 


Pi+1 0 0 0

0 Ri 0 0

0 0 Qi 0

0 0 0 Ξ




(
•
)





, (A.6)

para cada α > 0 fixado. Perceba então que o problema de MQP irrestrito (A.6) pode ser

interpretado como um problema de MQP sujeito a uma restrição de igualdade linear dado por

minxi+1,ui











I 0

0 I

0 0





xi+1

ui


−




0

0

−I


xi




T 


Pi+1 0

0 Ri 0

0 0 Qi










I 0

0 I

0 0





xi+1

ui


−




0

0

−I


xi








s.a
[
I −Gi

]

xi+1

ui


 − Fixi = 0

,

(A.7)

onde a restrição foi incorporada à função objetivo através da função penalidade definida por

Θ(Xi) := H(Xi)T ΞH(Xi) = αP (Xi),

sendo H(Xi) :=




[
I −Gi

]

xi+1

ui


 − Fixi


 e α > 0. Observe agora que a função

P (Xi) = H(Xi)T ΥH(Xi), Υ Â 0

satisfaz todas as condições da função P exigidas na Seção 2.5 e, de acordo com o método de

penalidades, o termo αP (X ∗
i (α)) → 0 quando o parâmetro de penalidade α → +∞. Ou seja,

o termo P (X ∗
i (α)) vai a zero muito mais rápido do que o parâmetro de penalidade α tende ao

infinito.

De forma equivalente à análise feita acima, a solução

X ∗
i (µ) =


x∗i+1(µ)

u∗i (µ)


 =


Lµ

i

Kµ
i


xi

encontrada para cada µ > 0 é tal que H(X ∗
i (µ))T ΠiH(X ∗

i (µ)) → 0 quando µ → +∞. Isto é,

H(X ∗
i (µ)) → 0 mais rápido do que as entradas da matriz Πi crescem indefinidamente.
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Logo,

(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi)T Πi(ILµ

i − GiK
µ
i − Fi) → 0

à medida que µ → +∞. Dessa forma, obtemos que

(ILµ
i − GiK

µ
i − Fi) → 0 ⇒





L∞i = Fi + GiK
∞
i

EFi + EGiK
∞
i = 0

.

Portanto, o ganho de realimentação Ki obtido é tal que





Li = Fi + GiKi

EFi + EGiKi = 0
(A.8)

ao definirmos Li := L∞i e Ki := K∞
i .

A.2 Análise da dimensão das matrizes de incertezas do sistema

Considere o sistema linear incerto previamente introduzido no Capítulo 6

xi+1 = (F + δF )xi + (G + δG)ui[
δF δG

]
= H∆

[
EF EG

] , (A.9)

sendo F ∈ Rn×n, G ∈ Rn×m, δF ∈ Rn×n, δG ∈ Rn×m, H ∈ Rn×k, ∆ ∈ Rk×l, EF ∈ Rl×n e

EG ∈ Rl×m. Assuma que o sistema acima seja instável para toda incerteza admissível δF e δG.

O objetivo desta seção é levantar hipóteses preliminares, para estudos futuros, sobre as di-

mensões das matrizes do sistema que possam garantir a existência de um ganho de realimentação

K, isto é, ui = Kxi, satisfazendo

(i) - (F + GK) estável,

(ii) - EF + EGK = 0,

em xi+1 = (F + GK) xi + H∆(EF + EGK)xi, para toda incerteza admissível δF e δG.

Já vimos no Capítulo 6 que, sob certas condições, o regulador robusto recursivo proposto

no Capítulo 5 ajusta um ganho K, quando i → −∞, que estabiliza o Sistema (A.9). Porém, a

existência de tal ganho que satisfaça as condições (i) e (ii) não fica garantida quando consideramos
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escolhas arbitrárias para as dimensões das matrizes de incertezas do sistema (A.9). De fato, basta

notar que a expressão

Kr = −R̂GT (P−1 + GR̂GT )−1F̂ −R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EF

sendo R̂ = R−1−R−1ET
G(EGR−1ET

G)−1EGR−1, reduz-se a Kr = −(EG)−1EF se considerarmos

EG uma matriz quadrada invertível. Apesar de (EF + EGKr = 0), exemplos numéricos mostram

que Lr = (F + GKr) não é estável. No entanto, há a ocorrência de (i) e (ii) quando supomos

EG sendo uma matriz retangular posto linha pleno, conforme o que vimos no Capítulo 6.

Suponhamos que, dadas as informações sobre o Sistema (A.9), tentássemos encontrar um

ganho K compatível com as condições (i) e (ii). Para isso seria razoável então resolver um

sistema de equações, como veremos na sequência, cujas incógnitas correspondem às entradas da

matriz de ganho K. Sejam então

F =




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n

...
...

. . .
...

fn1 fn2 · · · fnn




, G =




g11 g12 · · · g1m

g21 g22 · · · g2m

...
...

. . .
...

gn1 gn2 · · · gnm




, K =




k11 k12 · · · k1n

k21 k22 · · · k2n

...
...

. . .
...

km1 km2 · · · kmn




,

EF =




Ef11 Ef12 · · · Ef1n

...
...

. . .
...

Efl1
Efl1

· · · Efln


 , EG =




Eg11 Eg12 · · · Eg1m

...
...

. . .
...

Egl1
Egl1

· · · Eglm


 ,

e considere

F + GK =

=




f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n

...
...

. . .
...

fn1 fn2 · · · fnn




+




g11 g12 · · · g1m

g21 g22 · · · g2m

...
...

. . .
...

gn1 gn2 · · · gnm







k11 k12 · · · k1n

k21 k22 · · · k2n

...
...

. . .
...

km1 km2 · · · kmn




,

EF + EGK = 0
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Ef11 Ef12 · · · Ef1n

...
...

. . .
...

Efl1
Efl1

· · · Efln


+




Eg11 Eg12 · · · Eg1m

...
...

. . .
...

Egl1
Egl1

· · · Eglm







k11 k12 · · · k1n

k21 k22 · · · k2n

...
...

. . .
...

km1 km2 · · · kmn




=




0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0


 .

Primeiro, para que a matriz (F + GK) seja estável é preciso que seus autovalores estejam

dentro do disco unitário. O polinômio característico, em s, de F + GK é dado por

Pr (s) = sn + a1s
n−1 + a2s

n−2 + · · ·+ an−1s
1 + ans0, (A.10)

onde a1 = a1(k11, . . . , kmn); a2 = a2(k11, . . . , kmn); . . .; an = an(k11, . . . , kmn). Suponha agora

que as raízes do polinômio Pr (s) ou, equivalentemente, os autovalores de F + GK sejam rea-

locados em s1, s2, · · · , sn onde |si| < 1, i = 0, . . . , n. Então, o polinômio característico desejado

com as escolhas de s1, s2, · · · , sn é dado por

Pr (s) = (s− s1) (s− s2) · · · (s− sn−1) (s− sn) =

= sn + b1s
n−1 + b2s

n−2 + · · ·+ bn−1s
1 + bns0,

(A.11)

onde b1 = b1(s1, . . . , sn); b2 = b2(s1, . . . , sn); . . . ; bn = bn(s1, . . . , sn). Note que todos os bi, i =

0, . . . , n são valores constantes obtidos a partir dos valores conhecidos si, i = 0, . . . , n. Obtemos

então o seguinte sistema 



a1(k11, . . . , kmn) = b1

a2(k11, . . . , kmn) = b2

...

an(k11, . . . , kmn) = bn

(A.12)

com n equações e m · n incógnitas k11, . . . , kmn.

Segundo, para que EF + EGK = 0 seja satisfeita precisamos também encontrar a solução
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para a seguinte sistema





Ef11 + Eg11k11 + Eg12k21 + . . . + Eg1mkm1 = 0
...

...
...

Ef1n + Eg11k1n + Eg12k2n + . . . + Eg1mkmn = 0

Ef21 + Eg21k11 + Eg22k21 + . . . + Eg2mkm1 = 0
...

...
...

Ef2n + Eg21k1n + Eg22k2n + . . . + Eg2mkmn = 0
...

...
...

Efl1
+ Egl1

k11 + Egl2
k21 + . . . + Eglm

km1 = 0
...

...
...

Efln
+ Egl1

k1n + Egl2
k2n + . . . + Eglm

kmn = 0

(A.13)

composto por n · l equações e m · n incógnitas.

Considerando que as incógnitas (k11, . . . , kmn) devem satisfazer ao mesmo tempo as exigências

(A.12) e (A.13), temos o sistema





a1(k11, . . . , kmn) = b1

...
...

...

an(k11, . . . , kmn) = bn

Ef11 + Eg11k11 + Eg12k21 + . . . + Eg1mkm1 = 0
...

...
...

Ef1n + Eg11k1n + Eg12k2n + . . . + Eg1mkmn = 0

Ef21 + Eg21k11 + Eg22k21 + . . . + Eg2mkm1 = 0
...

...
...

Ef2n + Eg21k1n + Eg22k2n + . . . + Eg2mkmn = 0
...

...
...

Efl1
+ Egl1

k11 + Egl2
k21 + . . . + Eglm

km1 = 0
...

...
...

Efln
+ Egl1

k1n + Egl2
k2n + . . . + Eglm

kmn = 0

(A.14)

com n · (l + 1) equações e m · n incógnitas.

Suponha que as matrizes do Sistema (A.9) sejam tais que suas dimensões satisfaçam m ≥
(l + 1), isto é, 0 < l ≤ (m − 1) ≤ n. Dessa maneira, o sistema de equações (A.14) é composto
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por um número de incógnitas maior que o de equações. É mais razoável esperar, apesar de não

ser garantido, que o sistema (A.14) venha admitir, nestas condições, uma solução satisfazendo

(i) e (ii) devido a quantidade de graus de liberdade.

Esperamos em um estudo posterior explorar profundamente estes aspectos e formular um

resultado que forneça condições suficientes, associadas à dimensão das matrizes de incertezas,

para a aplicabilidade do regulador robusto recursivo projetado neste trabalho.
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APÊNDICE B

Análise Matricial - Alguns Resultados

Este apêndice tem o propósito de apresentar, sem demonstrações, alguns conceitos e resulta-

dos da análise matricial que foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Dada a forma

de apresentação do conteúdo, assumimos que o leitor tenha familiaridade com conceitos básicos

de álgebra linear. Dessa maneira, este apêndice será útil ao leitor somente como uma consulta

rápida durante a leitura do trabalho. As demonstrações dos resultados mencionados podem ser

encontradas, quase que na totalidade, nas referências citadas.

B.1 Inversão de Matrizes

Lema B.1.1. [34] Sejam A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×m e D ∈ Rm×n. Suponha que A, C,

(A + BCD) e (C−1 + DA−1B) sejam não-singulares. Então

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1. (B.1)

Lema B.1.2. [12] Suponha A, C, (A + BC−1D) e (C + DA−1B)−1 invertíveis. Então é válida

a seguinte relação

(A + BC−1D)−1BC−1 = A−1B(C + DA−1B)−1. (B.2)
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B.2 Matrizes Particionadas e Complemento de Schur

Definição B.2.1. [45] Sejam A ∈ Rn×n uma matriz não-singular,B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n, D ∈
Rm×m e M ∈ R(n+m)×(n+m) a matriz particionada definida por

M :=


A B

C D


 . (B.3)

A matriz D − CA−1B denotada por (M/A) é chamada de complemento de Schur de A em

M . Similarmente, se D é não-singular, o complemento de Schur de D em M é definido por

(M/D)= A−BD−1C.

Lema B.2.1. [45] (Fórmula da diagonalização de Aitken) Seja M uma matriz particionada dada

por

M :=


A B

C D


 (B.4)

e suponha A não-singular. Então,


 I 0

−CA−1 I





A B

C D





I −A−1B

0 I


 =


A 0

0 (M/A)


 . (B.5)

Lema B.2.2. [45] (Fórmula da aditividade do posto de Guttman) Seja M uma matriz particio-

nada dada por

M :=


A B

C D


 . (B.6)

Então, posto(M) = posto(A) + posto(M/A).

Lema B.2.3. [45] Seja M uma matriz particionada dada por

M :=


A B

C D


 . (B.7)

(i) - Suponha que A e M sejam não-singulares. Então (M/A) é não-singular e

M−1 =


I −A−1B

0 I





A−1 0

0 (M/A)−1





 I 0

−CA−1 I


 . (B.8)
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(ii) - Suponha que D e M sejam não-singulares. Então (M/D) é não singular e

M−1 =


 I 0

−D−1C I





(M/D)−1 0

0 D−1





I −BD−1

0 I


 . (B.9)

Lema B.2.4. [45] (Fórmula da Inversão de Banachiewicz) Seja M uma matriz particionada

dada por

M :=


A B

C D


 . (B.10)

(i) - Suponha que A e M sejam não-singulares. Então (M/A) é não-singular e

M−1 =


A−1 + A−1B(M/A)−1CA−1 −A−1B(M/A)−1

−(M/A)−1CA−1 (M/A)−1


 . (B.11)

(ii) - Suponha que D e M sejam não-singulares. Então (M/D) é não singular e

M−1 =


 (M/D)−1 −(M/D)−1BD−1

−D−1C(M/D)−1 D−1 + D−1C(M/D)−1BD−1


 . (B.12)

Lema B.2.5. [12] Sejam R ∈ Rn×n uma matriz não singular e A ∈ Rn×m uma matriz posto

coluna pleno. Então:

(i) - a matriz (AT R−1A) é invertível.

(ii) - a matriz


 R A

AT 0


 é invertível.

Além disso, são válidas as seguintes identidades:

(AT R−1A)−1 = −
[
0 Im

]

 R A

AT 0



−1 

 0

Im


 (B.13)

(AT R−1A)−1AT R−1 =
[
0 Im

]

 R A

AT 0



−1 

In

0


 (B.14)

R−1A(AT R−1A)−1 =
[
In 0

]

 R A

AT 0



−1 

 0

Im


 . (B.15)
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B.3 Matrizes Semidefinidas e Definidas Positivas

Definição B.3.1. [19] Uma matriz simétrica A ∈ Rn×n é dita definida positiva (A Â 0) se

xT Ax > 0, ∀x ∈ Rn. Se xT Ax ≥ 0, ∀x ∈ Rn então A é dita semidefinida positiva (A º 0).

Similarmente, os termos definida negativa e semidefinida negativa podem ser estabelecidos a

partir da reversão das desigualdades nas definições de definida positiva e semidefinida positiva.

Caso a matriz simétrica A não se encaixe em nenhuma das definições acima, então ela é dita

indefinida.

Lema B.3.1. [19] Seja A ∈ Rn×n definida positiva. Se C ∈ Rn×m, então CT AC é semidefinida

positiva. E mais, posto(CT AC) = posto(C), de modo que CT AC é definida positiva se e somente

se posto(C) = m.

Lema B.3.2. [19] Seja A ∈ Rn×n simétrica não-singular. A matriz A é definida positiva se e

somente se A−1 é definida positiva.

Teorema B.3.1. [13] Uma matriz A ∈ Rn×n simétrica é definida positiva (semidefinida positiva)

se e somente se qualquer uma das seguintes condições valem:

(i) - todo autovalor de A é positivo (positivo ou zero).

(ii) - existe uma matriz N ∈ Rn×n não-singular (uma matriz N ∈ Rn×n singular ou uma matriz

N ∈ Rm×n com m < n) tal que M = NT N .

Lema B.3.3. [45] Sejam A ∈ Rn×n uma matriz não-singular, B ∈ Rn×m, D ∈ Rm×m e M ∈
R(n+m)×(n+m) a matriz particionada simétrica dada por

M :=


 A B

BT D


 . (B.16)

Então:

(i) - M Â 0 se e somente se A Â 0 e (M/A) Â 0.

(ii) - M º 0 se e somente se A Â 0 e (M/A) º 0.

Analogamente, podemos enunciar também
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Lema B.3.4. [45] Sejam D ∈ Rn×n uma matriz não-singular, B ∈ Rn×m, D ∈ Rm×m e

M ∈ R(n+m)×(n+m) a matriz particionada simétrica dada por

M :=


 A B

BT D


 . (B.17)

Então:

(i) - M Â 0 se e somente se D Â 0 e (M/D) Â 0.

(ii) - M º 0 se e somente se D Â 0 e (M/D) º 0.

Lema B.3.5. [45] Sejam A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, D ∈ Rm×m e M ∈ R(n+m)×(n+m) a matriz

particionada simétrica dada por

M :=


 A B

BT D


 . (B.18)

Considere C(A) e C(B) os espaços gerados pelas colunas das matrizes A e B, respectivamente.

Dessa forma, M º 0 se e somente se A º 0, C(B) ⊆ C(A) e (M/A) º 0.

Lema B.3.6. [26] Seja A ∈ Rn×n definida positiva e B ∈ Rn×m uma matriz posto coluna pleno.

Então, a matriz 
 A B

BT 0


 (B.19)

é invertível.

Lema B.3.7. [33] Seja A ∈ Rn×n semidefinida positiva e B ∈ Rn×m uma matriz posto coluna

pleno. Então, se
[
A B

]
é posto linha pleno, a matriz


 A B

BT 0


 (B.20)

é invertível.

Definição B.3.2. [19] Uma matriz A ∈ Rn×n é uma raiz quadrada de B se A2 = B.

Teorema B.3.2. [19] Sejam A ∈ Rn×n semidefinida positiva e k ≥ 1 um número inteiro dado.

Então existe uma única matriz simétrica semidefinida positiva B tal que Bk = A.

Observação B.3.1. [19] A maior utilidade do teorema anterior é para k = 2. A única raiz
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quadrada (semi)definida positiva da matriz (semi)definida positiva A é geralmente denotada por

A
1
2 .

B.4 Ordem Parcial de Matrizes Simétricas

Definição B.4.1. [19] Sejam A,B ∈ Rn×n matrizes simétricas. Dizemos que A º B se a matriz

(A−B) é semidefinida positiva. Similarmente, A Â B significa que (A−B) é definida positiva.

Proposição B.4.1. [19] Sejam A,B ∈ Rn×n matrizes simétricas.

(i) - Se A º B, então T T AT º T T BT para toda T ∈ Rn×m.

(ii) - Se T ∈ Rn×m com m ≤ n, temos que A Â B implica T T AT Â T T BT quando posto(T ) =

m.

Definição B.4.2. [19] Seja A ∈ Rn×n. Defina

ρ(A) := max {|λ| : λ é um autovalor deA} .

Denominamos ρ(A) como o raio espectral da matriz A.

Teorema B.4.1. [19] Sejam A,B ∈ Rn×n matrizes simétricas, e suponha que A Â 0 e B º 0.

Então:

(i) - A º B se e somente se ρ(BA−1) ≤ 1,

(ii) - A Â B se e somente se ρ(BA−1) < 1.

Corolário B.4.1. [19] Sejam A, B ∈ Rn×n matrizes simétricas definidas positivas. Então A º B

se e somente se B−1 º A−1.

B.5 Normas, Sequências e Séries de Matrizes

Definição B.5.1. [19] Uma função ‖ • ‖ : Rn×n → R é definida como norma matricial se para

todas as matrizes A,B ∈ Rn×n ela satisfaz os seguintes axiomas:

(i) - ‖A‖ ≥ 0;

(ii) - ‖A‖ ≥ 0 ⇔ A = 0;
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(iii) - ‖cA‖ = |c |‖A‖, para todo c ∈ C;

(iv) - ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;

(v) - ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Definição B.5.2. [19] A norma espectral ‖ • ‖2 : Rn×n → R é definida como

‖A‖2 := {
√

λ : λ é um autovalor deAT A}. (B.21)

Teorema B.5.1. [19] Seja ‖ • ‖ qualquer norma matricial. Se A ∈ Rn×n, então ρ(A) ≤ ‖A‖.

Lema B.5.1. [19] Sejam A ∈ Rn×n e ε > 0 dados. Então existe uma norma matricial ‖ • ‖ tal

que ρ(A) ≤ ‖A‖ ≤ ρ(A) + ε.

Observação B.5.1. [19] Note que se ρ(A) < 1 então pelo Lema B.5.1 existe uma norma ma-

tricial ‖ • ‖ tal que ‖A‖ < 1.

Lema B.5.2. [19] Seja A ∈ Rn×n uma matriz dada. Se existe uma norma matricial ‖ • ‖ tal

que ‖A‖ < 1, então limk→+∞Ak = 0, isto é, todas as entradas de Ak tendem a zero quando

k → +∞.

Definição B.5.3. [19] Dada A ∈ Rn×n, a sequência de matrizes {Ak}+∞
k=0 tais que limk→+∞Ak =

0 é chamada de convergente.

Teorema B.5.2. [19] Seja A ∈ Rn×n. A sequência {Ak}+∞
k=0 é convergente se e somente se

ρ(A) < 1.

B.6 Derivadas Fundamentais

Lema B.6.1. [34] Sejam A ∈ Rn×n qualquer e x, y ∈ Rn quaisquer. Então:

(i) -
∂

∂x
(yT x) = y;

(ii) -
∂

∂x
(xT Ax) = Ax + AT x.

Se A é simétrica então ∂
∂x(xT Ax) = 2Ax.

Lema B.6.2. [34] Sejam A ∈ Rn×m, x ∈ Rn e y ∈ Rm quaisquer. Então:

(i) -
∂

∂x
(xT Ay) = Ay;
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(ii) -
∂

∂y
(xT Ay) = AT x.

B.7 Equação de Stein

Teorema B.7.1. [24] Sejam A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n e Γ ∈ Rn×m. A equação de Stein

S − BSA = Γ (B.22)

admite uma única solução se e somente se λaλb 6= 1 para todo λa e λb autovalores de A e B,

respectivamente.
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