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l Resumo

CERRI, J. P. Regulador Robusto Recursivo para Sistemas Lineares de Tempo Discreto no Espaco
de Estado. Sao Carlos, 2009, Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo.

Esta dissertacao de mestrado aborda o problema de regulagao robusta recursiva para sistemas
lineares discretos sujeitos a incertezas paramétricas. Um novo funcional quadratico, baseado na
combinacao de fungdo penalidade e funcao custo do tipo jogos, é projetado para lidar com este
problema. Uma caracteristica interessante desta abordagem é que a recursividade pode ser reali-
zada sem a necessidade do ajuste de pardmetros auxiliares. Bastante tutil para aplica¢ées online.
A solucao proposta é baseada numa equacgao recursiva de Riccati. Também, a convergéncia e a

estabilidade do regulador para o sistema linear incerto invariante no tempo sao garantidas.

Palavras—Chave: Equacao de Riccati, fungoes penalidade, minimos quadrados, regulador ro-

busto, sistemas discretos, problema min-max.
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1 Abstract

CERRI, J. P. Recursive Robust Regulator for Discrete-time State-Space Systems. Sao Carlos,
2009, Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

This dissertation deals with robust recursive requlators for discrete-time systems subject to
parametric uncertainties. A new quadratic functional based on the combination of penalty func-
tions and game theory is proposed to solve this class of problems. An important issue of this
approach is that the recursiveness can be performed without the need of adjusting auxiliary para-
meters. It is useful for online applications. The solution proposed is based on Riccati equation

which guarantees the convergence and stability of the time-invariant system.

Keywords: Riccati Equation, penalty function, least squares, robust regulator, discrete-time

systems, min-maz problem.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Motivacao

Neste trabalho sera abordado o problema de controle robusto recursivo para sistemas lineares
de tempo discreto sujeitos a incertezas paramétricas. Um grande nimero de resultados sobre
este topico de pesquisa tem aparecido na literatura nas tltimas décadas para as mais variadas
estruturas de incertezas, veja [3|, [18], [20], [22], [29], [31], [32], [35], [37], [41] e as referéncias

contidas nelas.

Em especial, o estudo de controladores robustos para sistemas sujeitos a incertezas nas ma-
trizes de pardmetros das varidveis de estado e de controle tem despertado grande interesse da

comunidade de controle, veja por exemplo: [3], [8], [20], [27], [28], [39], [38], [40], [41], [42] e [43].

Uma técnica que tem sido amplamente utilizada para resolver esta classe de problema é
baseada em Desigualdades Matriciais Lineares (DMLs), como por exemplo nos trabalhos desen-
volvidos em [20], [40] e [42]. No entanto, o uso de tal ferramenta apresenta algumas limitagoes.
Dentre as quais destacamos, principalmente, as limitacoes em aplicagoes online. As DMLs de-
vem ser resolvidas offline pois em geral nao ha garantia de soluctes factiveis para os reguladores

robustos.

Uma outra abordagem para o tratamento deste problema é a extensao das técnicas de projeto
de controle nominal recursivo baseadas em equacoes de Riccati, veja por exemplo os trabalhos
de [17], [32], [37] e [39]. Tal abordagem apresenta vantagens, se comparada & técnica de DMLs,

j4 que a existéncia de solugao e a recursividade sao algumas das principais caracteristicas das



equagoes de Riccati. Além disso, na auséncia de incertezas no modelo, a solugdo se reduz ao

regulador 6timo nominal classico.

Em [37], os autores propuseram um procedimento de projeto que possibilita ajustar regulado-
res robustos para sistemas incertos baseado nas caracteristicas estruturais dos projetos de custos
quadraticos classicos. O procedimento foi desenvolvido com base em um problema de otimizagao
do tipo min-max. Entretanto, a solugao recursiva proposta nessa referéncia é dependente de
um parametro de otimizacao que precisa ser atualizado a cada novo passo, o que torna dificil a

implementacao em situagoes praticas.

Este trabalho tem por objetivo apresentar um novo projeto de controle robusto recursivo
baseado em fungoes penalidade e teoria de jogos. Com uma definicdo apropriada das matrizes
que definem os limites das incertezas dos pardmetros envolvidos e havendo um niimero suficiente
de entradas de controle, o regulador proposto garante estabilidade e robustez do sistema sem a

necessidade de ajuste de nenhum paradmetro auxiliar.

1.2 Organizacao do Texto

Este texto esta organizado, a partir daqui, da seguinte maneira:

e Capitulo 2k serao apresentados, sem demonstracgao, alguns resultados bésicos sobre a
teoria de minimizacao restrita. Em especial, os resultados relacionados com a técnica de
multiplicadores de Lagrange, programacao convexa e quadratica. Sera apresentado ainda
um estudo introdutoério sobre a aplicagao do método de fungdes penalidade na solugao de

problemas de minimizacao restrita.

e Capitulo B serdo apresentados alguns problemas de Minimos Quadrados (MQ). Estrutu-
ras alternativas para a solugao dos problemas de Minimos Quadrados Ponderados (MQP)
e Minimos Quadrados Regularizados com Incertezas (MQRI) serao deduzidas. O problema
de MQP sujeito a uma restricao de igualdade linear sera resolvido combinando as técnicas

de funcoes penalidade e solucao 6tima do problema de MQP irrestrito.

e Capitulo @k sera apresentada uma formulacdo alternativa do problema do Regulador
Linear Quadratico e, também, a respectiva solucao recursiva proposta sob uma estrutura
matricial diferenciada. A equivaléncia com a estrutura da solucdo classica também seré

demonstrada.



e Capitulo B um funcional quadratico sera projetado e o regulador robusto recursivo seré

deduzido para uma determinada categoria de sistemas lineares incertos. O projeto do
funcional quadratico seré baseado numa extensao direta do funcional quadrético utilizado
para a deducao do regulador nominal no Capitulo @l Uma caracteristica importante deste
funcional é que na auséncia de incertezas no modelo, a solugao reduz-se ao regulador 6timo

nominal classico.

Capitulo [6t inicialmente, serd mostrado que a solucao proposta é dada em termos uma
equagao recursiva de Riccati quando identificagbes adequadas sao realizadas. Na sequén-
cia, a convergéncia e a estabilidade do regulador robusto recursivo serao demonstradas
para o caso em que as matrizes de ponderacao e de pardmetros do sistema sao assumidas

invariantes no tempo.

Apéndice [A} alguns aspectos complementares sobre o regulador robusto recursivo proje-
tado no Capitulo[Qlserao brevemente analisados. Como o comportamento, quando p— +00,
do termo quadratico obtido apés as etapas de maximizacao e minimizacao, além de, uma
analise preliminar sobre a existéncia do ganho de realimentacao estabilizante de acordo

com a estrutura das matrizes de incerteza do sistema.

Apéndice [Bt algumas definicoes béasicas, notacoes e resultados da anélise matricial que

foram utilizados neste texto serdo apresentados.

Artigos Publicados

Cerri, J. P., Terra M. H., e Ishihara, J. Y. (2008) Nova Abordagem para sistemas de controle

otimo linear. Anais do XVII Congresso Brasileiro de Automdtica, Juiz de Fora, Brasil.

Cerri, J. P., Terra M. H., e Ishihara, J. Y. (2009) Recursive Robust Regulator for Discrete-
time State-space Systems. In Proceedings of the American Control Conference - ACC2009,
St. Louis, Missouri, USA.






CAPITULO 2

Minimizacao Restrita

Revisaremos neste capitulo alguns topicos cléssicos relacionados com problemas de minimi-
zagao com restrigoes de igualdade. Um dos mais conceituados resultados da teoria de otimizagao
para esta classe de problemas esta relacionado com multiplicadores de Lagrange. Um destaque
especial sera dado aos resultados que tratam de problemas de minimizagao convexa com restricao
de igualdade linear. Apresentaremos alguns resultados fundamentais sobre as solugoes Otimas
para esta categoria de problema. Outro procedimento classico, para lidar com problemas de
minimizacao com restrigoes, que seré descrito neste capitulo é o método de fungoes penalidade.
Ele é caracterizado principalmente pela sua simplicidade conceitual e pela sua eficiéncia pratica

para determinados tipos de problemas restritos.

2.1 Conceitos Preliminares

Considere o problema de minimizagao

min {f(x)} | @)

s.a ci(zr) =0, i=1,...m

sendo f : R® — R a funcao objetivo e ¢; : R* — R, Vi = 1,...,m as fungoes de restrigao.

Assuma que as fungoes f e ¢;, Vi = 1,...,m s@o continuas para todo x € R™.

Definigao 2.1.1. [15] Se um ponto xf satisfaz todas as funcées de restricao do problema de

minimizagao (Z1) entao z! € denominado um ponto factivel do problema de minimizacdo.



Definigao 2.1.2. [75] Defina
R ={zeR": ¢(z)=0,Yi=1,..,m}, (2.2)

ou seja, RY é o conjunto de todos os ponto factiveis do problema de minimiza¢io. Denomina-se

o conjunto RY como uma regiio factivel do problema de minimizagao.

Definigao 2.1.3. [1]] Seja x* um ponto factivel do problema de minimizacao (21). Se f(x*) <
f(z) para todo x € R™ satisfazendo a restricao do problema e suficientemente proximo de x*,

entao x* é dito um minimizador local restrito (solugao dtima) do problema (21)).

Baseado nos conceitos acima, o problema de minimizacao (2]) pode ser reformulado como

min {f(z)} . (2.3)

zeRS
Suponhamos que as fungoes objetivo e de restrigoes sejam suaves e que admitam deriva-
das continuas de primeira e segunda ordem. FKEstabeleceremos também as seguintes notagoes
g = V.f e G := V2f para o vetor gradiente e para a matriz Hessiana da funcio f, respectiva-
mente. As notacdes V,¢; e V2¢; serdo utilizadas para denotar a primeira e a segunda derivadas,
respectivamente, da funcao de restrigao ¢;(x), Vi = 1,...,m. O vetor V,¢; sera denotado por a;
e correspondera ao vetor normal da restrigdo ¢;. Os vetores a;, quando arranjados em colunas,

compoem o que chamamos de matriz Jacobiana A.

2.2 Multiplicadores de Lagrange

Dentre todos os resultados da teoria de minimizagao restrita, o conceito mais relevante para
o tipo de problema que iremos abordar é o de multiplicadores de Lagrange. A defini¢do abaixo
estabelece um aspecto fundamental quando lidamos, porém, com o problema de minimizagao

irrestrita.

Definicao 2.2.1. [1)] Seja x. € R™ tal que g(xz.) = Vyf(ze) = 0. Diz-se entao que x. é um

ponto estaciondrio de f(x).

Ja no problema de minimizagao restrita ocorre uma complicacao adicional da regiao factivel.

Dessa maneira, um minimizador local deve satisfazer, além da condigao de ponto factivel, outras



condigoes necesséarias. Os multiplicadores de Lagrange surgem quando condigoes necessérias
similares sao solicitadas para a solugao 6tima x* do problema (2.1]).

Condicdes Necessarias de Primeira Ordem

O método dos multiplicadores de Lagrange baseia-se em encontrar o par (z, ) = (z*, \*) que

satisfaca o sistema de equagoes

g(x) + Y ai(x)h = 0
ci(x)=0,Vi=1,...m

, (2.4)

ondex = | ' |, = ‘| e os termos \; na combinacao linear sao denominados multiplica-

Tn, Am
dores de Lagrange. Se o problema admite m restrigdes de igualdade, entdo as condig¢oes acima

levam & obtengao de um sistema de equagdes com n+m equagoes e n+m incognitas. Os detalhes

de como tais condigoes sao obtidas podem ser encontradas em [I5].

Costuma-se estabelecer o sistema de equagdes (2.4) introduzindo o que chamamos de Fung¢ao

Lagrangiana .
Lz, ) = f(z)+ ) Nici(). (2.5)
i=1
As condigOes acima podem ser reescritas entao através de uma expressdo mais simples, ou
seja, encontrar a solugao (z,A) = (z*,A*) de VL(z,\) = 0 onde V = Vz . Entao, uma
A

condigao necessaria para um minimizador local do problema (2] é que (z*, A*) seja um ponto

estacionario da Funcdo Lagrangiana L(z, ).

Teorema 2.2.1. ([15], [26]) (Condi¢oes Necessdrias de Primeira Ordem) Se x* é um minimi-
zador local do problema de minimizagdo, entdo existe um multiplicador de Lagrange X* tal que o

par (x*, \*) satisfaz o sequinte sistema de equagoes

VoL(z,\) =0
ci(r)=0,Vi=1,...m

Em alguns problemas, as condi¢bes necessarias para a otimalidade também sao suficientes.



Este é o caso, por exemplo, quando a funcao objetivo f é convexa diferenciével e as restri¢oes

de igualdade ¢; sao fungoes lineares.

Condicoes de Segunda Ordem

Suponha que exista uma solucao local 2* no qual os vetores a) = a;(z*), Vi = 1,...,m sejam
linearmente independentes e que exista um tnico vetor de multiplicadores A* satisfazendo ¢* =
A*X*. Dessa maneira, uma condi¢io necessaria para um minimizador local é que seja satisfeita

a seguinte relacio s W*s > 0 para todo s satisfazendo (A*)Ts = 0, onde
W* = ViL(a*, X) = V2f(2*) + ) N Viei(a")
i=1

denota a matriz Hessiana com relacdo a x da funcao Lagrangiana. E possivel estabelecer também
uma condicao suficiente para que z* seja um minimizador local. Tal condicao suficiente é dada
por: se z* um ponto factivel satisfazendo a relacao g* = A*A* e se W* é uma matriz definida
positiva para todo s satisfazendo (A*)7s = 0, entdo 2* ¢ um minimizador local isolado do

problema de minimizacdo. Para maiores detalhes consulte [15].

2.3 Programacao Convexa

O topico de convexidade de conjuntos e fungoes é frequentemente abordado em textos que
tratam de teoria de otimizacdo. E relevante destacar a possibilidade de se estabelecer alguns
resultados importantes para um problema de programacao convexa no que diz respeito a na-
tureza global das solugoes e, inclusive, sobre a suficiéncia das condigoes de primeira ordem ja
vistas acima. Dessa forma, uma breve revisao de alguns conceitos chaves sobre convexidade é
apresentada preliminarmente na sequéncia objetivando principalmente o estabelecimento destes
resultados. Nenhuma demonstragao seré apresentada. No entanto, maiores detalhes poderao ser

encontrados em [15].

Definigao 2.3.1. [15] Um conjunto K C R™ ¢é dito convexo se para todo xg,x1 € K, seque que
xg € K onde
xg = (1—=0)xg + Ox1, V6O €]0,1].

m
Lema 2.3.1. [T)] Se K;, i =1,2,...,m sao conjuntos converos entao a intersec¢ao K = ﬂ K;
i=1
€ também um conjunto convezo.



Definigao 2.3.2. [15] Seja f : K C R"™ — R wma fun¢ao continua e K um conjunto convezo.

Uma funcao convexa € definida pela condi¢do que para quaisquer xg,x1 € K, seque que

fo < (1=0)fo +0f, VOe[0,1], (2.7)

onde fo = f(xg), fo:= f(zo) e f1:= f(x1).

Definicao 2.3.3. [1J] Uma funcao f(z) € dita estritamente conveza quando a desigualdade em

(272) ¢ estrita para todo xg,x1 com xg # x1 e para todo 0 € (0,1).

Definigao 2.3.4. [15] Uma fungao concava f(z) € definida como uma fungao para a qual — f(x)
é convera. Da mesma forma, uma funcgao estritamente concava f(z) € aquela tal que —f(z) €

estritamente conveza.

Exemplo 2.3.1. [1)] Sao exemplos de conjuntos converos: conjunto vazio, um ponto, R™ e uma
reta. Sao exemplos de fungoes convexas: fung¢ao linear (concava e convexa), fun¢ao quadrdtica
€ convexa quando a matriz Hessiana é semidefinida positiva e estritamente convexa quando a

Hessiana é definida positiva, ||x|| (para qualquer norma).

Feitas estas consideracOes iniciais, nés temos agora condicOes tedricas suficientes para a for-
mulagao do problema de programagao convexa. Considere entao o seguinte problema de mini-
mizagao

min{f(z)} , (2.8)

el
sendo f : K — R uma fung¢édo convexa, ¢; : R" — R, i = 1,...,m fungbes concavas e o conjunto
K definido através de
K:={zeR":¢(x) >0, i=1,...,m}.

E possivel verificar que o conjunto K, na forma como foi construido, é convexo. Este fato é
uma consequéncia do lema que vem a seguir e do lema 23]

Lema 2.3.2. [15] Se ¢(x) € uma fungao concava entao o conjunto Sy, = {x € R"™ : ¢(x) > k}

é convexo para cada k € R.

Definigao 2.3.5. [15] O problema de minimizagao de uma fun¢ao conveza f sobre um convexo

K € denominado problema de programagdo convexa.

Alguns aspectos a respeito da hipotese de convexidade da funcado objetivo e do conjunto

restricao devem ser destacados:
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(i) - a existéncia de solugoes locais que nao sejam globais sdo excluidas para este tipo de
problema de acordo com o Teorema [2.3.11 Uma hipotese adicional sobre a fungao f

permite ainda uma conclusao sobre a unicidade da solugao global, como estabelece o

Corolario 23Tl e

(ii) - as condigOes necessarias de primeira ordem tornam-se também suficientes para uma solu-

¢ao global do problema (29]), como estabelece o Teorema [2.3.2)

Teorema 2.3.1. [1J] Toda solugao local z* para o problema (Z:8) € uma solugao global. Além

disso, o conjunto das solucoes globais € convexo.

Corolario 2.3.1. [15] Se f(x) é uma fungao estritamente convexa entao a solugao global é inica.

Observe que o problema de minimizacao (2.8) nao permite restri¢goes de igualdade gerais,
embora seja sempre possivel incluir qualquer restrigdo de igualdade linear ¢(x) = 0 como a
intersecgao de c¢(x) > 0 e —c(x) > 0. Este é o caso de maior interesse nesta se¢ao. Consideremos

a partir de agora o seguinte problema de programacao convexa um pouco mais particular que

(28) dado por
min {f(z)}
zeR™ : (2.9)
s.a ci(x) =0, i=1,....,m

sendo f : R™ — R uma funcgao convexa diferenciavel e ¢; : R — R, i = 1, ..., m fungoes lineares.

Para z* ser uma solugao 6tima do problema (2Z3)) as condigoes estabelecidas pelo resultado

a seguir sao suficientes.

Teorema 2.3.2. [15] No problema de programagao convera ([2.9), se as sequintes condigoes

VieL(z,A) =0
ci(z)=0,Vi=1,....,m

(2.10)

valem em (xz,\) = (2%, \*), entdo x* € uma solucao global para (2.9).

Um exemplo do problema (Z9) é o problema de programagao linear, ou seja, as fungoes
objetivo e de restri¢oes de igualdade sao lineares. Outro exemplo é o problema de programagcao
quadratica quando a funcao objetivo é quadratica com matriz Hessiana semidefinida positiva
(definida positiva) e as restrigdes de igualdade sao fungoes lineares, ou seja, a fungao objetivo é

convexa (estritamente convexa).
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2.4 Programacao Quadratica

Considere o problema de encontrar uma solugao 6tima z* para

Jmin {f()} 2.11)

s.a c(x) =0
sendo a funcao objetivo f : R™ — R uma funcao quadratica e a funcao restricao de igualdade
¢: R™ — R uma fungao linear. Suponha que o problema (ZI1I]) admita pelo menos uma solugao
*

z*. Se a matriz Hessiana da funcao objetivo é semidefinida positiva, entdo x* é uma solucao

global. Caso a matriz Hessiana seja definida positiva, entao a solugao global z* é tnica.

Sejam V € R™*" definida positiva, H € R™ ™ posto coluna pleno (n > m), G € R¥*™ posto
linha pleno, z € R” e u € RF e & € R™ o vetor incognita. No proximo capitulo trataremos,

particularmente, do problema de programacao quadratica para a fungao objetivo
fle) = (Hz — 2)'V(Hz — 2),
e para a restrigdo de igualdade linear
c(x) = Gr — u,

aplicando o método de fungoes penalidade.

Observe que, a fungao f(x) é estritamente convexa e a restri¢ao de igualdade c¢(z) é uma
funcédo linear e, portanto, a situagdo proposta é um tipico problema de programacao convexa.
Este problema seréd denominado, adiante, como um problema de MQP sujeito a uma restrigao

de igualdade linear.

Por enquanto, abordaremos este problema sob o ponto de vista da técnica de multiplicadores

de Lagrange. Considere entao

min {(Hz — 2)TV(Hz — 2
zER™ {( g )} (2.12)
s.a Gx —u =0

e a fungdo Lagrangiana associada

L(x,\) = f(z) + Me(z).
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Por se tratar de um problema de programacao convexa, as condi¢oes suficientes para otima-

lidade sao
Vo L(x,A\) = 0
=L@, A) . (2.13)
clx) = 0
Ou seja,
20HT'VH)x + G'N = 2HTV:
, (2.14)
Gz = u
que na forma matricial tornam-se
20HTVH) GT| |z 2HTV 2
= . (2.15)
G 0 A u
De acordo com o Lema [B.3.6] o sistema admite uma tnica solugao (z*, \*) dada por
-1
x* 2(HT'VH) GT 2HTV 2
= . (2.16)
A* G 0 U
Ou ainda, a solugdo z* é dada explicitamente por
T -1
1 20HT"VH) GT 2HTV 2
= . (2.17)
0 G 0 U
Definindo a variavel A := %)\, a partir de (ZI4) obtemos o sistema equivalente
HT'V(Hxr —2) + G'A = 0
. (2.18)
Gz = u
Definindo y := —V(Hz — 2), entdo V~ly + Hxr = z e o sistema (ZI8) pode ser reescrito

Ccomo
Vly + 0N + Hzx = =z

Oy + 0\ + Gz = u - (2.19)
-H'y + GTA\ + 0x = 0
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Definindo \ := —\ obtemos

Viy + 0N + Hz = =z
0y + oA + Gz = u , (2.20)
HTy + GTX + 0z = 0

que na forma matricial, torna-se

vl 0o H| |y z
0 0 G| I[X = |ul- (2.21)
HT GT o |z

@)

De acordo com o Lema [B.3.7], o sistema admite uma tnica solucao dada por

-1

* vl 0 H z
Mo=1o0 o G| |ul, (2.22)
x* HT GT 0 0
sendo \* = —2X*. Ou melhor,
T -1
0 vt 0 H z
5 = |0 0 0 G U (2.23)
I HT GT 0 0
~ —~
M w

Concluimos entao que o problema (212 admite uma tunica solugao z* dada pelas expressoes
@I7) ou [Z2Z3). Observe a forma simétrica como as matrizes V!, H e G sdo dispostas no
bloco matricial M em (2.:23)), e para os vetores conhecidos z e u compondo o vetor aumentado
w. Além disso, cada uma das entradas do bloco matricial M é composta por uma tnica matriz,
diferentemente da estrutura de solugao apresentada em (ZI7). No proximo capitulo, este mesmo

problema sera resolvido utilizando a técnica de fungbes penalidade.

Este arranjo matricial para a solugdo do problema (Z.I2) sera de grande utilidade para a
apresentagao das equagoes recursivas, sob uma estrutura alternativa, para o problema de controle

nominal que sera abordado no Capitulo [
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2.5 Funcoes Penalidade

O método de fungoes penalidade é um procedimento para aproximacao de problemas de
otimizagao restrita por problemas irrestritos. A aproximacio é efetuada ao adicionar & funcao
objetivo um termo que impoe um alto custo pela violacao das restrigdes do problema. Associado a
este método estd um parametro u que determina a severidade da penalidade e, consequentemente,
o grau pelo qual o problema irrestrito se aproxima do problema restrito original. A medida que
1 — 400, a aproximagao torna-se mais precisa. Este método gera uma sequéncia de pontos cujo

ponto limite é uma solugao 6tima para o problema original.

Detalhes do uso da técnica de fungoes penalidade sao geralmente encontrados na literatura
que trata da teoria de programagao nao-linear. Em particular, na literatura que diz respeito
aos métodos de otimizacao restrita. Este trabalho baseou-se principalmente na teoria de funcgoes

penalidade desenvolvida nas referéncias [1], [4], [15], [16], [26] e [44].

2.5.1 Meétodo

Considere o problema de minimizacao restrita

min{ f(x)} , (2.24)

€S

sendo f : R™ — R uma fungdo continua e S C R™ um conjunto de restrigdo. A ideia fundamental
do método de fungoes penalidade é substituir o problema (2.24]) por um problema irrestrito da

forma

min{(z) + uP(@)}, (2.25)

sendo 1 uma constante real positiva e P(x) satisfazendo:

(a) - P : R™ — R é uma fungao continua;
(b) - P(x) > 0 para todo x € R";
(c)- Plx)=0 <xzeb.

O termo pP(z) em (2.20) é definido como fungao penalidade.

O procedimento para resolugdo do problema ([2.24) pelo método de fungdes penalidade é

definido como segue:
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e seja {ux};>] uma seqiiéncia de nimero reais satisfazendo:
pe > 05 gy > poe lim gy = +o0; (2.26)
k—4o00

e defina para cada py a fungao q(uk, ) = f(x) + upP(x);
e para cada k resolva o problema min,{q(ux, z)}, obtendo uma solucao z.

Observagao 2.5.1. Assuma para cada k que o problema ming{q(ug,z)} admita solugao. O
Algoritmo [4]:

e Passo de Inicializagao: Seja ¢ > 0 uma precisao pré-estabelecida. Escolha um ponto
inicial 1, um parametro de penalidade p1 > 0 e um escalar 8 > 1. Faga k = 1 e va para

0 passo principal.

Passo Principal:

1. Comegando com xg, resolva o seguinte problema

min{f(2) + P ()} (2.27)

Seja xpy1 uma solugdo 6tima e va para o Passo 2.

2. Se pupP(xK11) < €, entao pare. Caso contrario, faca pri1 = [ug, substitua k por

k + 1 e va para o Passo 1.

2.5.2 Convergéncia

A convergéncia do método estabelecido acima serd mostrada a seguir. Dois lemas serao
demonstrados antes de se estabelecer o resultado principal. As demonstragoes destes resultados
podem ser encontradas em [26]. Porém, neste trabalho elas serao reproduzidas com maiores

detalhes.

Lema 2.5.1. [26] Sejam {uu}}25 uma seqiiéncia de mimeros reais definida como em (2.20) e
q(pug, z) a funcao dada por q(ux,z) = f(x) + pwpP(z). Entdo, sio verdadeiras as seguintes

sentencas:

(1) - q(pr, k) < q(fkt1, Tht1);
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(i) -
(iii) -

P(xy) > P(zg41);

flar) < f@rs)

Demonstragao. (i) - Observe que

(iii) -

(g1, Thr1) = f(@pg1) + prrrP(Trg1) > f(@re1) + peP(wpg1),

pois pig+1 > pg e P(xpy1) > 0. Lembrando que zy, é solugao do problema ming, {q(pug, x)},

segue que f(zgy1) + P (xrg1) > flor) + P (k) = q(pn, i)

Entéo) Q(:ukhxk) S Q(Nk+17«77k+1)-

De acordo com a definicao de xp, sao validas as seguintes desigualdades:

f(xr) + e P(oy) < f(Tpg1) + P (Tpg1);

f(@ry1) + perr P(@kg) < f(on) + g1 Pag)-

Somando membro a membro as desigualdades acima resulta

(k1 = pe) P(@41) < (k1 — p) Pk

Entéo, P(zg) > P(z41) ja& que pg1 > .

Sabe-se que:

f(@pg1) + peP(@p1) = fa) + P (ze) = flaea) — f(or) 2 w(Plag) — P(zge).

Do item (iz) temos que P(zy) > P(xg+1). Logo, f(xky1) > f(xg) pois ug > 0.

Entao, f(zk) < f(@k41)-

O

Lema 2.5.2. [26]] Seja x* uma solug¢io para o problema (2.24). Entdo, para cada k =1, ..., 400

tem-se

f(@) = q(pr, o) > fxp).

Demonstragao. Se x* é a solugao para o problema (2.24]), entao z* € S. Logo, P(z*) = 0 e para
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cada k tem-se que

f(@®) = f(&) + wP(*) > f(ar) + P (zg) > f(g).

Definicao 2.5.1. [26] Um ponto a é um ponto limite da sequéncia {ay} se existe uma subsequén-
cia de {ar} que converge para a. Dessa maneira, a é uma ponto limite de {ar} se existe um

subcongunto K dos inteiros positivos tal que a sequéncia {ay}rex converge para a.

A verificagdo que qualquer ponto limite da sequéncia é uma solugdo para o problema de

minimizagao ([2.24]) é dada pelo teorema abaixo e segue dos lemas vistos acima.

Teorema 2.5.1. [20] Seja {x)} uma seqiiéncia gerada pelo método de fungoes penalidade. Entao,

qualquer ponto limite da seqiéncia € uma solugao para (2.27]).

Demonstragao. Considere a sequéncia de solugoes {xk}z;"i gerada pelo método de funcoes pe-
nalidade descrito acima. Suponha que {zy}rex seja uma subsequéncia convergente com limite

7 da sequéncia {xk};;'ol, ou seja, T = limgeg Tk.

Usando a hipétese de que a fungao objetivo f é continua, resulta

lim f(zx) = f ().

keK

Suponha z* como sendo a solugdo 6tima para o problema (2.24]). Isto significa que

f(a*) < f(z); Yz €S

De acordo com os lemas Z5.1] e 252 a sequéncia {q(uk, zx) }{2] é crescente e limitada supe-
riormente por f* = f(z*), logo

li =q" < f*
lim g(px, ) = ¢" < f
Por defini¢ao, temos q(ux, vx) = f(xx) + urP(zy). Observe entao que

Jim (q(p, o) = flax)) = ¢" = f(2)
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¢é finito. Como

lim L - X = lim 9 P
kleK(q( k7$k) f( k)) kleK k (wk)v
entao limkeK ,U,kP($k) existe e ¢ finito.

Por hipétese {,uk}]jiol é uma seqiiéncia de niumero reais tal que para cada k tem-se
pr > 0; pgyr > pp e lim g = +oo.
k—-+o00

Além disso, pela definigdo de fungao penalidade, P(zx) > 0. Como ur — +oo e P(xg) >
0, a existéncia do limite finito tem como conseqiiéncia limgex P(zr) = 0. Ao passo que, se
limger P(zx) = P > 0 entdo limgex pupP(xx) = 400, 0 que contradiz a justificativa da exis-

téncia do limite finito.

Pela definicao de fun¢do penalidade temos também que P é continua, logo

lim P(zy) = 0= P(z)=0=7€S.
keK

Concluimos entao que = é um ponto factivel para o problema (2.24]).

Resta mostrar somente que T trata-se de uma solucao 6tima. Do Lema [2.5.2] temos que
flzg) < f(2z*). Assim, f(T) = limgex f(xr) < f(z*). Sabemos ainda que f(z*) < f(x), Vx € S.

Em particular, vale para = € S. Logo, f(Z) < f(z*) < f(Z). Entao,

Note ainda, de acordo com o Lema 252 que f(z*) > q(uk, xx) > f(zg). Assim,

i > i > i
klenll(f(x )= kleI%Q(Mk’xk) - kler%f(xk)

Dessa maneira, limge g pi P(xr) = limge g (q(px, vx) — f(zr)) = ¢ — f(Z) = 0. Entao,
li P = 0.
Lim pu (1)

Isto quer dizer que puiP(zx) — 0 quando k — +o0. O
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Exemplo 2.5.1. [j] Considere o sequinte problema de minimiza¢ao restrita

: 2 2
;?III; {fL‘l + 332}

s.axri+x2o—1=0

Encontre a solugdo dtima e valor dtimo da funcao objetivo do problema.

Solucao: Seja {,uk},':fl’ uma seqliéncia de numero reais satisfazendo:

pe > 05 pryr > pp e lim opy = +oo.
k——+o0
Considere P(x1,12) = (z1 + 22 — 1)? e o sequinte problema de minimizagdo irrestrita

. 2 2 2
min x7 + x5 + xr1+x9—1
($1,$2)€R2{ ! 2 e 2 ) } ’

onde pg > 0 € o pardmetro de penalidade. Observe que a fungio objetivo do problema irrestrito
acima € uma funcgdo convexa para todo pi > 0. Logo, uma condi¢io necessdria e suficiente para

a otimalidade é que o gradiente de 3 + 23 + p(x1 + 2 — 1)? seja nulo. Isto resulta em:

oy (@t + a3 + (e + a2 = 1)%) = o1 + pp(er + 22 — 1) = 0

(2.28)
8%:2(‘%% + x% + () + o — 1)2) =x9 + pp(z1 + 22 — 1) =0
Resolvendo simultaneamente as equacoes em (Z28), encontramos ¥ = z& = ﬁ Fa-
ik
zendo k — +00, obtemos 2} = x5 = 3. Jd o valor 6timo da fungdo objetivo € L. O
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CAPITULO 3

Minimizacoes Quadraticas

Neste capitulo seré estabelecido o problema de MQP sujeito a uma restricao de igualdade
linear. Este problema sera resolvido através do uso do método de fungoes penalidade e solugao
6tima do problema de MQP irrestrito. Isto é, um funcional quadratico estritamente convexo
serd minimizado de forma iterativa sob uma restricao de igualdade linear. Embora o método de
funcoes penalidade dependa apenas da incégnita x, este método é particularmente atrativo para
lidar com problemas de programacao quadrética com restricao de igualdade linear. Antes disso,
formas alternativas da estrutura da solugao 6tima dos problemas de MQP e MQRI, apresentados

na Se¢ao 3], serao exibidas.

3.1 Problema de Minimos Quadrados

3.1.1 Minimos Quadrados Nao-Regularizados

Seja J : R™ — R a funcao quadratica dada por
J(z) = ||Az — b||* = (Az — b)T(Az —b), (3.1)

sendo A € R™ "™ (n > m) e b € R™ assumidos conhecidos e x € R™ o vetor incognita. Considere
o problema de minimos quadrados nao-regularizados definido a partir do seguinte problema de
minimizacao irrestrita

min {J(x)}. (3.2)

zeR™
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Definigao 3.1.1. [Z1] Uma solu¢ao minima quadrdtica, T, é uma solu¢ao com a segquinte pro-
priedade
14z — bl|* < Az — o], (3.3)

para todo x € R™.

Lema 3.1.1. [21] Um vetor T é um minimizador da fungio (31)-(32) se e somente se ele

satisfaz a chamada equacdo normal

AT Az = ATb. (3.4)

O wvalor minimo assumido pela fungao J(x) € dado por
J(@) = [|AZ — b]* = [|o]* — [ AZ[. (3.5)

Lema 3.1.2. [2]] Quando a matriz A tem posto completo m, existe um unico T satisfazendo

(3-3) dado por
T = (ATA)tATp. (3.6)

Além disso, o valor minimo assumido pela funcao J(z) é dado por

J(&) = ||AZ — b])> = b7 (I — A(ATA) AT, (3.7)

3.1.2 Minimos Quadrados Ponderados

Considere o problema de MQP definido por

min {J(z)}, (3.8)

zeR™

com a fungao quadratica J(x) dada agora por
J(z) = ||Az — b|% = (Az —b)TW(Az —b), (3.9)
sendo W € R™ " (matriz de ponderagao) simétrica definida positiva, A € R™*™ ¢ b € R"”

assumidos conhecidos e x € R™ o vetor incognita.

Definigao 3.1.2. [2]1] Uma solugao minima quadrdtica ponderada, Ty, é uma solu¢ao com a
sequinte propriedade

147 — blify < [[Az — iy, (3.10)
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para todo x € R™.

Lema 3.1.3. [21] Um vetor Ty € uma solu¢dao minima quadrdtica ponderada da func¢ao quadrd-

tica (39) se e somente se ele satisfaz a chamada equagao normal
ATW Az = ATWb. (3.11)
O wvalor minimo assumido pela fungao J(x) € dado por
J(Z) = |AZ — b||}, = TWb — bTWAZ. (3.12)

No caso em que A é uma matriz com posto coluna pleno, a dnica solucdo minima quadrdtica

ponderada T € dada por

7= (ATWA) " ATW, (3.13)

e o valor minimo da func¢ao J(x) pode ser escrito como

J(@) = |AZ — |3, = bT (W — WAATWA) = ATW)b. (3.14)

Uma estrutura alternativa equivalente para a solu¢ao do problema (3.8)-(3.9)) sera apresentada

pelo proximo resultado.

Lema 3.1.4. Considere o problema de MQP estabelecido em ([3.8)-(39). Entao, as expressoes
(313)- (3-14) podem ser reescritas como

7 = [0 1} NN E (3.15)
1 -1
—_— ~1 , w—t A4 b 0
J(@) = [bT o] e N [0 0 I} AT 0 0 0 , (3.16)

respectivamente.

Demonstracio. Imediata. Basta combinar os lemas B.1.3] e [B.2.5 O
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3.1.3 Minimos Quadrados Regularizados

Considere o problema de minimizac¢ao definido por

min {J(@)}, (3.17)

com a fun¢ao J(z) dada agora por um funcional quadratico regularizado da forma
J(x) = ||$||22 + || Az — b||%v = 27Qx + (Az —b)TW (Az —b), (3.18)
sendo @ € R™ ™ (matriz de regulariza¢do) simétrica definida positiva, W € R™ ™ simétrica

semidefinida positiva, A € R"*™ e b € R™ assumidos conhecidos e x € R™ o vetor incégnita.

Definicao 3.1.3. Uma solugdo minima quadrdtica reqularizada, Zg, € uma solugio com a se-
guinte propriedade

IZ1% + 1147 — bllfy < ll2lIg + [ Az — bl (3.19)

para todo x € R™.

Lema 3.1.5. [36] A soluc¢ao dtima do problema (317)-(318) é dada por

7= (Q+ ATWA) T AW, (3.20)
3.1.4 Minimos Quadrados Regularizados com Incertezas

Considere o problema de MQR estabelecido em (B.I7)-(3I8). Suponha agora que a matriz
A e o vetor b estejam sujeitos a distirbios e ou incertezas § A e db, respectivamente. O funcional

quadratico passa a ser escrito da seguinte forma
J(x,0A,0b) = HxHZQ + [[(A+6A)x — (b+5b)H%,V. (3.21)

Seja o problema de minimizacao - maximizagao definido por

nin (ISIA%}I(){J(SU, 0A,b)}, (3.22)
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com a funcdo J(x,dA,db) dada por (B:2I) e as incertezas 0A e §b modeladas através de
[M 5b} = HA[EA Eb], (3.23)

sendo @ € R"™*™ (matriz de regularizagdo) simétrica definida positiva, W € R™*" simétrica
semidefinida positiva, A € R"™*™ b € R", {H, E4, Ey} matrizes de dimensées compativeis, A
uma matriz de contragao arbitraria (||A]] < 1) e x € R™ o vetor incognita. Assuma que sejam

conhecidos {Q, W, A, b, H, E4, E}.

A soluc@o o6tima do problema min-max estabelecido acima é apresentada no resultado a
seguir. Detalhes da demonstragao podem ser encontrados em [37], onde um resultado mais geral

é provado.

Teorema 3.1.1. [36] O problema (322)-(3.23) admite uma tinica solu¢ao T que € dada por
~ —~ -1 — ~
7= (Q+ATWaA)  (ATWb + AELE,), (3.24)
sendo que as matrizes modificadas {Q, /W} sao obtidas a partir de {Q, W'} via

Q = Q+ \EYE, (3.25)

—

W = W+ WHM — H'WH) H"W (3.26)

e éum pardmetro escalar ndo negativo determinado a partir do problema de otimizac¢do

N €Ea i (M)}, 3.27
s min (DY) (3.21)

sendo a fungao T'(X\) definida como

T(A) =[2G + MEaz(A) — El” + [|[Az(A) = bllF s (3.28)
com

Q) = Q-+ \EYE, (3.29)

W) = W+ WHWM — H'WH)'HTW (3.30)

() = QW) + ATW(NA) T (ATW(\)b + \ELE) . (3.31)
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Note que todas as formas dos problemas de M@ (sem incertezas) apresentadas nesta segao
tratam-se essencialmente de problemas de minimizacao irrestrita. Na Secao B3l nos estabelece-
remos o problema de minimos quadrados ponderados sujeito a uma restricao de igualdade linear.
Este problema de minimizacao restrita sera tratado sob o enfoque de fungoes penalidade, o que
permitird a aproximagao por um problema de minimos quadrados ponderados irrestrito cuja

solucao ja é bem conhecida.

3.2 Estrutura Alternativa para a Solucdo dos Problemas MQP e MQRI

3.2.1 Problema MQP

Considere novamente o problema de MQP

min {(Az —b)" W (Az —b)}, (3.32)

TER™

sendo z € R™ o vetor incognita, A € R™™ b€ R" e W € R com W > 0. O objetivo é
mostrar que o problema de minimizacao ([3.32)) pode admitir uma representac¢ao mais confortével
com respeito a estrutura de sua solucao 6tima. Esta representagao alternativa é apresentada no
lema que vird a seguir e serd a estrutura da solugao recursiva proposta neste trabalho para o

problema do regulador nominal.

Lema 3.2.1. Suponha que W = WT — 0. Entao, as sequintes sentencas sao equivalentes:
(i) - T € arg mingerm {(Az — b)T W (Az —b)};
(i) - * =T ¢ uma solugio de ATW Az = ATWb;

(iii) - (N, z) = (X, x) € uma solugao de

w-t A A b
= . (3.33)
AT 0 x 0
Se A € posto coluna pleno, entio T dado por
. -1
w— A b
o= (ATWA)ATWH = [ 0 I ] (3.34)
AT 0 0

é a unica solugdo para a equacao em (ii).
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Demonstragao. (i) = (i) Defina J : R™ — R como sendo o funcional quadratico

J(z) = (Az — b)TW (Az — b).

Considere J(z) reescrito na forma expandida

J(z) = 2T (ATW Az — 2T ATWH — T WAz + bTWb.

Derivando J(z) com relacdo a x, resulta

%J(w) = (ATWA)z + (ATWA 2 — ATWb — "WA)T =2[(ATWA)z — ATW].

De acordo com (i), ou seja, se ¥ ¢ um ponto de minimo de J(x) entdo T deve satisfazer

%J@) =0= (ATWA)Z — ATWb = 0= (ATWA)z = ATWh.

Entdo, (ATWA)z = ATWb.
2 2

J(z) = (ATWA). Por hipotese W > 0, assim %J(w) =0, V.

(74) = (i) Observe que 57

2
e 2
0z2

Logo, 7 € argmin,{(Az — b)"W (Az — b)}.

Dessa maneira, se T satisfaz (ii) J(Z) = 0, entdo T é um ponto de minimo.

(7i) < (i7i) Defina a variavel auxiliar A := —W (Az — b). Dessa forma,

ATW Az = ATWbh = ATW(Az—-b)=0 = ATX =0.
A

Como A\ = —W(Az —b) = W=\ + Az = b, temos entdo o seguinte sistema de equacdes

W-IN+ Az = b
AT\ = 0
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que na forma matricial torna-se

w-l A A b
AT 0 x 0

Dado que W = 0 e a matriz A é posto coluna pleno, entao segue dos itens (ii) e (iii) que

-1

w—1 A b
7= (ATWA) T ATW = [ 0 1}
AT 0 0
A inversa do bloco matricial fica garantida pelo Lema [B.3.61

AT 0

3.2.2 Problema MQRI

Da mesma forma como foi feito para o problema de MQP, o lema a seguir apresentara a
solugdo 6tima do problema de otimizagao min-max (B2I)-(B23) numa estrutura alternativa

aquela do Teorema 3111
Lema 3.2.2. [12] Suponha Q = 0 e W = 0. As sequintes sentengas sao equivalentes:
(1) -
7 € arg min &%{qug A+ 54y 2 — (b+ 5b)|ygv}

sendo as incertezas 0A e 6b modeladas como

54 6| = HA By B, 1Al <1 (3.35)
(it) -
2
~ : I 0
T € arg min max Tr —
veRT oAb A+ 5A b+ 6b
Qew

com as incertezas 0A e §b definidas em (3.30);
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(iii) -
2
~ . 2 A b
T € arg min ¢ [lz[|g + T — ;
TER™ Ea E, DR
WA
(i) -
2
I 0
I € arg min Alxz—1|b ;
zeR™
Ea Ey QBTG
() - (& 8,7, 7) = @ B, ) ¢ uma solugdo paru
Q! 0 0 I « 0
o W' o AllB b
0 0 AU Eal |~y E|
1 AT EY 0] |z |O]

Para os itens (i), (iv) e (v), nds temos que A € um pardmetro escalar nao negativo obtido a

partir de (327). E mais, a inica solugdo T pode ser dada, alternativamente, por

- 21T ~ - =1 ~ -

0 Q' 0 0 I 0
o o W1l o0 A b
ol o 0 xu Bl B

|1 A" EY 0] |0}

Demonstragao. (i) < (ii) Observe que
J(z) = ol + (A + 64 2 — (b+ 8b)|, =

= 27Qu + (A+0A)z — (b+ 6b)) W ((A+5A)z — (b+ 6b)) =

o) 1] (laoa) = o))

0
7 —
b+ 6b

I
(A+64)

I
(A+6A)

|

2

[ I
A+ A
- QW
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(i) < (7i7) Do TeoremaB.I.Iltemos que a solugao 6tima do problema de otimizagao min-max
é dada por
,\ ~ -1 /\ ~
f::(@4-AﬁWA) (AﬁVb+AE§EQ,

sendo as matrizes modificadas {@, W} obtidas a partir de {Q, W} via

Q = Q-+ AEYE,

W = W+ WH\ — H'WH)HTW
e\ um pardmetro escalar nao negativo determinado a partir do problema de minimizacao
X € ar min (A

gAZHHTWH”{ (M)}

com a fungao I'(\) definida por

PA) = [leNIG + MEaz(A) = Epl® + [Az(A) — bllfy -

Equivalentemente, na forma de blocos matriciais, temos Z dado por

-1

R W 0 A W 0 b
T=(Q+ [AT Eﬂ - [AT Eﬂ -
0 M| |Ea 0 M| |Ep
- Al - b ~ W 0
Definindo A := ;b= e W = | , reescrevemos
Ey Ey 0 A

z

(@+ ATWA>_1 AT,

Ou também,

)
Il
~
N
il
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1

De acordo com o Lema 321l segue que
0
r—|. )
A b

I

~ . T 7 INTYT T
T e arg min {az Qr + (Az — b)" W(Ax — b)}

T € arg min
T€R™

ou ainda,

(74) < (i77) Imediato.

(791) < (iv) Observe que

) A b
M(z) = =[G + 215, =
4 "Ilwear
AN T
T A b W 0 A b
=z Qr + T — T — =
E4 B, 0 M| \|E4 E,
T
I 0 Q@ 0 0 I 0
= Alx—|b oW o0 Alr—|b =
E4 o 0 0 M Eq4 E,
2
I 0
= Alxz—1|b
Ea By CRTWHN
(iv) < (v) Considere o problema de MQP
2
1 0

min Alxz—1|0b . (3.36)
TER™

Ea By QDT PN

De acordo com o Lema B2 ¥ é uma solugao 6tima do problema (3.36]) se e somente se
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(a, B, 7, x) = (a, B, v, T) é€ uma solugao para

Q' o0 0 I| | 0
o Wt o Al||B b
0 0 X' Ex| |y E,
AT B} 0] (x| [0O]
Segue do item (v) que a solugdo 6tima z é dada por
— - -1 ~ -
Q' o0 0 I 0
R o W1 o A b
r = [0 00 I}
0 0 XN Eu E,
I AT ET 0 | | 0]

O

A representacao alternativa, que acabou de ser apresentada no lema acima, para a solucao 7
do problema (3:22]) sera a estrutura da solugao recursiva proposta neste trabalho para o problema

do regulador robusto a ser projetado no Capitulo [l

3.3 Minimos Quadrados Ponderados Restrito

A Proposicao B3] a seguir é inspirada em um resultado apresentado em [I] e sua demonstra-
¢ao é uma aplicacdo do Teorema [2.5.1] da teoria de fun¢des penalidade combinado com a solucao

6tima do problema de MQP sob a forma do Lema [3.2.11

Proposicao 3.3.1. Sejam V € R™" definida positiva, G € RF*™ posto linha pleno e H € R™™
posto coluna pleno. Considere o problema de minimizag¢ao com restri¢ao

min {(Hz — 2)TV(Hz — 2)

fEGRm{ } , (3.37)

s.a Gx = u

sendo z € R, x € R™ e € R*. Associado a (337) tem-se para cada p > 0 o seguinte problema

de mimimizacao sem restri¢ao

min {(g:c ~ BTV (1) (Gz — B)} , (3.38)

zeR™
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G 0 ul u

(i) - para cada p> 0, a solugao dtima T(u) do problema de minimizagao sem restri¢ao [3.38)

€ dada por

0 y-1 B
F(p) = W) g . (3.39)
I gt o0 0

(i) - lim, o @ (p) = x°, sendo x° a solugdo otima do problema de minimizacao (3.37) dada

por
T —1
0 vl 0 H P
I HT GT 0 0
Além disso,
lim (GZ (u) —B)" V(p) (GF(u) — B) = (Hz® — 2)TV(Hz° — 2). (3.41)

pH——+00

Demonstracao. Considere o problema de minimizagao restrita

min{ f(x)}, (3.42)

€S

sendo f : R™ — R a fungdo continua definida por f(x) = (Hz — 2)TV(Hz —2) e S CR™ o

conjunto restrigdo definido por S := {z € R™ |Gz —u = 0}.

Seja {,uk}z;'? uma seqiiéncia de ntimeros reais satisfazendo para todo k € N* as seguintes
condicoes: pg > 0; g1 > i € limg 4 oo i = +00. Considere também P : R™ — R a funcao

definida por

e observe que todas as condigoes da defini¢ao de func¢ao penalidade sdo satisfeitas para a escolha
de P(x), ou seja, P : R™ — R é uma fungao continua; P(x) > 0 para todo x € R™ e

Plz) =0<zelbf.
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Defina para cada k € N* a fungao auxiliar
Quxsw) = F(@) + uP(a) = (Ha — 2)TV(He - 2) + uy(Gz — u)" (G — )

e considere o seguinte problema de minimizagao irrestrita mingerm {q(ux, )} .
Note que o problema mingerm {q(ug, )} pode ser reescrito na forma de MQP

T

H z vV 0 H z
min x— T — . (3.43)
zeR™ G u 0 el G u

Além disso, para cada k € N*| este problema admite uma tnica solu¢ao z(uyg), pois q(pig, x)
¢ uma funcao quadratica estritamente convexa em z. De acordo com o Lema [3.2.1] o problema

de MQP (B43) admite uma tunica solug¢ao Ty = Z(ug) dada por

T —1
ol ([vv! o H z

T = |0 0 wp'l G u
€T GT 0 0

~

Consideremos a sequéncia de solugdes {7y }>]. De acordo com o Teorema 251l qualquer
ponto limite da seqiiéncia {fk}z'g ¢ uma solucao para o problema de minimizacao sob restricao

de igualdade linear (3.37). Entao, a solu¢ao 6tima do problema ([3.37) é dada por

T -1

0 vt 0o H 2
% = |0 0 0 G u
I HT GT 0 0

Observe que a invertibilidade do bloco matricial na expressao acima permanece garantida
pelo Lema [B.3.7] & medida que u;ll — 0 quando k — 4o0. E ainda, pelo Teorema 2511 segue

que ppP(xg) — 0 quando k — +o00. Logo,

T
z vV 0 H z

k=too \ | @ U 0 ppl G U
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Observagao 3.3.1. O termo quadrdtico (GZ(u) — u)T ul (GZ(u) — u) tende a zero quando p —
+o00. Isto €, o termo P(z(n)) = (GZ(u) — uw)T(GZ(u) — u) tende a zero muito mais rdpido
do que os elementos da diagonal da matriz de ponderag¢ao ul tendem ao infinito, a medida que
p— +o0o. Note também que, a solu¢do dtima ([3.40) € a mesma que foi encontrada em (Z.23)

quando resolvemos o mesmo problema aplicando a técnica de multiplicadores de Lagrange. O

O resultado a seguir apresenta a estrutura da solugao 6tima para um problema de minimizagao
sujeito a uma restricao de igualdade que se enquadra nos moldes do problema abordado na
Proposicdo B3l A primeira vista, o resultado proposto abaixo pode parecer de aplicacio

bastante restrita, mas serd de extrema importancia para o que virad mais adiante.

Corolario 3.3.1. Sejam P € R™", ) € R""™ ¢ R € R™*™ matrizes simétricas definidas
positivas conhecidas, F € R™" e G € R™™ matrizes dadas. Assuma x € R™ ey € R™ vetores
incognitas e z € R™ um vetor dado. Defina a func¢do objetivo V. : R x R™ — R a partir da
sequinte erpressao

V(z,y) = TPz + 27Qz + y' Ry

e considere o problema de minimizaciao com restri¢do

min {V(z,y)}
T,y

. (3.44)
s.ax=Fz+4+ Gy
Entao, a solugao dtima (x°,y°) do problema ({344)) é dada por
z° K,
= z, (3.45)
y° Ky
com
_ T - o1 -
0 0 Pt 0 0 0o I 0 0
00 0 R' 0 0o 0 I 0
K, 0 0 0 0o Q' 0 0 0 —I
— : (3.46)
K, 0 0 0 0 0 0o I -G F
I 0 I 0 0 1 0 0 0
lory [ o 1 0o -G"o o0 | | O]
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Além disso, o valor minimo de V(x,y) sujeito a restricio v = Fz + Gy é dado por
V(z%y°) = 2182

sendo S := Kl PK, + K RK, + Q > 0.

Demonstracao. Considere o problema de minimizagao com restrigao

min{z? Pz + 21 Qz + yT Ry}
1’7y .

s.a. v = Fz 4+ Gy

Note que esse problema pode ser reescrito na forma do problema de MQP sujeito a uma

restrigdo de igualdade linear

min{(HA — 2Ty (Hx - 2)}

s.a GX =U
quando sao feitas as seguintes identificagoes:
I 0 0 P 0 O
x
HzOI,Zz0z7V=0Ro,Q=[I—G}7X= ; U=Fz
Y
0 0 -1 0 0 @

De fato, é simples ver que:

e a funcdo objetivo V(z,y) = 2T Pz + 27'Qz + 3T Ry pode ser reescrita como

T
I 0 0 P 0 O I 0 0
x T
V(z,y) = 0 I —10]= 0 R O 0 I —10]=
Y Y
00 —1I 0 0 @ 0 0 -1
x
e ¢ a restricdo x = Fz + Gy pode ser reescrita como [I fG} = Fz.
Y

(3.47)

De acordo com a Proposigao B3], relacionado ao problema de minimiza¢ao com restrigao
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B41), temos para cada p > 0 o problema de otimizacao sem restri¢ao dado por

T
. H Z YV 0 H Z
min X — X —
X g u 0 pl G U
Como tem posto coluna pleno, entao para cada p > 0 a solugao 6tima X (1) é dada por
g
T -1
of |yt o Z
Xw=lo| [0 w1 ¢| |ul.
Il [HEY 6T o 0
ou seja, para cada u > 0 tem-se que
_ - T - S-1 -
0 0| [Pt o0 0 0 I 0 0
0 0 0 R' 0 0 0 I 0
z(u) 0 0 0 0O Q' 0 0 0 —I
= z
) 0 0 0 0 0 up'I I -G F
10 1 0 0 I 0 O 0
or7f Lo 1 0o -G" o o] |[o0]

xz° K,
= z (3.48)
y° Ky
com

_ - T - -5 -1 - .
00 Pt 0 0 0 I 0 0
0 0 0 R' 0 0 0 I 0
K, 0 0 0 0 @' 0 o0 0 —I
K, 00 0 0 0 0o I -G F
I 0 I 0 0 I 0 0 0
or7l o 1 0o -G" o o] |[o0]

Perceba que a invertibilidade do bloco matricial na expressao acima fica garantida pelo Lema

B.3.1
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Ja o valor minimo de V' (z,y) sujeito a restrigdo © = Fz+ Gy é obtido através da substituigao

da solugao 6tima (22, y°) na expressao
V(z,y) = 27 Pz + 27Qz + y' Ry

ou, equivalentemente, na expressao

T
10 0 P 0 O 1 0 0
x x
Vizy) =10 I —10|= 0 R O 0 I —10|=
Y Y
0 0 -1 0 0 @ 00 -1
a:,O
Substituindo a solu¢ao 6tima na expressao acima, resulta
yO
T
10 0 P 0 O 1 0 0
o o xO a;,O
y° y°
0 0 -1 0 0 @ 0 0 -1
P 0 0| |K,
zzT[Kf KI 11|00 R 0] |K,|z= 72" (K; PK;+ K REK, +Q)z.
0 0 @ I

Defina S := KI'PK, + KgRKy + @, entdo o valor minimo é dado por

Vo(x,y) = V(z°y°) = 218z

Observe que S é uma matriz simétrica. Sendo Q > 0, entdo para qualquer w € R™, w # 0

temos que w! Sw > 0 e w!' Sw = 0 quando w = 0. Dessa forma, S > 0. O

Exemplo 3.3.1. Considere o sequinte problema de minimizagdo

min {52% + 2% + 4
Y { J . (3.49)
sax=1—-y

Encontre a solucdo dtima e o valor dtimo da fungdo objetivo.
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Solucao: Esse problema se assemelha ao problema do Coroldrio [3.31l quando fazemos as
sequintes identificagées: P = 5, R =2, Q =4, F =1, G = -1, z = 1. Entao, a

solugao dtima (z°,y°) € dada por

- AT - .
0 0 0.2 0 0 010 0
00 0 05 0 0 01 0
x° |00 0 0 025 0 0 O —1f  10.2857
y° N 0 0 0 0 0 011 1 - 0.7143
10 1 0 0 100 0
0o 1 [0 1 0 1 0 0] | 0 |

e valor dtimo da fungdo objetivo € 5.4286.
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CAPITULO 4

Regulador Linear Quadratico

Este capitulo apresentara a solucao recursiva em uma estrutura matricial alternativa para o
problema cléassico do regulador linear quadratico (RLQ) de sistemas lineares nominais discretos
no tempo. A principal motivagdo é desenvolver expressoes fundamentais que servirdo como base
para a deducgéo de um regulador robusto recursivo, que seré apresentado no préximo capitulo,
para uma determinada classe de sistemas lineares incertos. O problema do RLQ apresentado
neste trabalho é similar ao encontrado na literatura, porém, um pouco mais restrito devido a
imposigao de positividade sobre as matrizes de ponderagao Pyi1, @; ¢ R;. E mais, essa nova
formulagao que estamos propondo baseia-se na minimizacao do indice de desempenho quadratico
nas variaveis de estado x;41 e de controle u; ao mesmo tempo. Esta abordagem é baseada
no método de fungoes penalidade e no problema de MQP apresentados nos capitulos Bl e [3],
respectivamente. Destaque para o método de fungoes penalidades utilizado para incorporar a
restri¢ao de igualdade do problema no funcional a ser minimizado. O resultado obtido com este
novo procedimento ¢ um arranjo diferenciado das matrizes de parametro e de ponderacao na
solugao recursiva. Em consequéncia, o caso robusto resultard de uma extensao natural do caso

nominal.

4.1 Formulacao Classica

E diversificada a literatura que trata do problema cléssico de controle 6timo quadratico para

sistemas lineares de tempo discreto no espago de estado, veja por exemplo: [2], [9], [14], [23],
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125, [30] e [34].

O problema de controle 6timo quadratico também conhecido como problema do regulador
linear quadratico (RLQ) pode ser estabelecido como segue. Considere o modelo linear no espago
de estado

Tiy1 = Fix; + Giug; 1=0,.., N, (4.1)

sendo z; € R™ o vetor de estado, u; € R™ o vetor de entrada (controle), F; € R"*™ e G; € R™*™
matrizes de pardmetros nominais assumidas conhecidas, xg o vetor do estado inicial e {ui}i]\io
uma sequéncia de entradas de controle sem restri¢do. Assuma ainda que o sistema linear (.T])

seja controlavel.

No problema de controle 6timo quadrético o objetivo é determinar uma sequéncia de controle
otimo {u iZ\LO que venha minimizar um funcional custo quadratico pré-estabelecido. Um exemplo

de indice de desempenho quadratico bem conhecido na literatura ¢ dado pela seguinte expressao

N

J = ay g Pypava + Y (2] Qi + ul Rjuy), (4.2)
=0

com Pyy1 = 0,Q; =0e R; > 0 assumidas conhecidas.

Note que o problema (£.2) pode ser estabelecido na forma de um problema de minimizagao

sujeito a uma restricao de igualdade

N
: T T T
%ln{$w+1PN+1$N+1 + > (2 Qs + uj Rjuj)}
7 .
J=0 :

s.a iy = Fry + Giug, 1=0,...,N

Perceba que o problema de minimizagao restrita (43]) ¢ dado apenas em termos da variavel
de controle u;, além disso, a trajetoria 6tima {x} fi ng fica totalmente determinada pelo conheci-
mento prévio da sequéncia de controle 6timo {u} i]\io. Perceba também, através da restricao de
igualdade (1)) do problema, que a cada etapa de minimizacao ¢ a variavel de estado z;41 ¢ dada
explicitamente em funcao do estado z; e da variavel de controle u;. Ou seja, de forma mais geral
xiy1 = f(xi,u;). E que, sendo z; assumido conhecido, o problema nesta etapa de minimizagao
passara a depender apenas de u; quando x;41 for substituido pela restrigao do problema. Dessa

maneira, a lei de controle 6timo a ser obtida neste passo sera dada em fungao do estado assumido

conhecido z;.
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Além disso, a principal caracteristica dessa lei de controle é que ela trata-se sempre de uma
funcao linear do vetor de estado, sendo indispensavel que todas as variaveis de estado estejam
disponiveis para realimentagao. Existem diferentes abordagens para a solugdo do problema de
controle 6timo quadratico. Em [34], por exemplo, a abordagem adotada é baseada na técnica de
minimizagao utilizando multiplicadores de Lagrange. Ja em [9] e [25], este problema é resolvido

utilizando a técnica de programacao dinamica.

Independente da abordagem utilizada para a solucao do problema RLQ, a solugdo recursiva

6tima (%) bem conhecida da literatura é dada por
u; = Kjz;; 1 = 0,...,N, (4.4)
sendo o ganho K; € R"™*™ calculado de acordo com a seguinte recursao
K; = —(R, + GI'P1G)'\GT Py F, (4.5)

P, = (F, + GiKy)" P (F; + GiK;) + K] RiK; + Qi (4.6)

parai = N,...,0 e Py4+1 assumido conhecido. O sistema em malha fechada com a realimentacao
otima ([44) é dado por
errl = (F; + GZKz)x“ i =20,..,N. (4.7)

Ja o custo 6timo para a sequéncia de controle 6timo {u!} no intervalo de interesse [i, N| &

JF = :JJZTPZLI:Z (4.8)

Consequentemente, o valor minimo do indice de desempenho [@.2) ¢ J* = J§ = ngowo e,
portanto, dado em funcio de Py e do estado inicial 9. E possivel verificar que ([@6) combinada
com (£.0)) resulta na forma recursiva da equagao de Riccati

P, = FI'(Pyy — Py1Gi(R; + GTP1Gy) 'GT P, Fy + Qi (4.9)

(2

Na secao seguinte seré apresentada uma formulacao um pouco diferente desta usual, uma vez
que tanto a variavel de estado x;11 quanto a variavel de controle u; serao consideradas ao mesmo

tempo como variaveis do problema de minimizacao restrita.
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4.1.1 Equacao Recursiva de Riccati

Os conceitos e os resultados apresentados nesta secdo sdo de grande relevancia para o es-
tudo das equacoes de Riccati. Nenhuma demonstragao serd apresentada, porém, detalhes sao

encontrados em referéncias classicas que tratam da teoria de controle de sistemas.

Conceitos e Resultados Preliminares

Considere o seguinte sistema linear discreto invariante no tempo
Tiv1 = Fx; + Guy; i =0,1,..., N, (4.10)

sendo F' € R"*"™ ¢ G € R,

Definigao 4.1.1. [2]] O par (F,G) € controldvel se e somente se

posto (|G FG F2G .. Fig])=n. (4.11)

Teorema 4.1.1. [2])] O sistema ({{.10) é denominado controldvel se e somente se o par (F,G)

€ controldvel.
Teorema 4.1.2. [2]] O par (C, F) ¢é observdvel se e somente se o par (FT,CT) é controldvel.

Definigao 4.1.2. [2]]] Uma matriz M € R™ "™, em um sistema discreto, é dita estdvel se todos

0s seus autovalores pertencem ao disco unitdrio aberto.

Definicao 4.1.3. [2]|] O par (F,G), em um sistema discreto, € dito estabilizdvel se existir uma

matriz (de realimentagao) K € R™ ™ tal que (F 4+ GK) € estdvel.
Teorema 4.1.3. [2]] Seja (F,G) um par controldvel. Entao, o par (F,G) € estabilizdvel.

Definigao 4.1.4. [2]] Uma solugao X da equagao algébrica de Riccati discreta
X=FI'XF+Q-F'XGR+G"XG)'GTXF (4.12)
é chamada de estabilizante (quase estabilizante) se todos os autovalores de
F-GR+G'XG)'GTXF (4.13)

pertencem ao disco unitdrio aberto (fechado).
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Comportamento Assintético

A equagao recursiva de Riccati de tempo discreto
Py, = F (Puy1 — PoytGi(Ri + Gf PeaGr) "G Piy1) Fi, + Qi (4.14)

possui a seguinte propriedade: quando as matrizes Fy, Gy, Qr e Ry sao constantes e iguais F,
G, Q e R, respectivamente, entio sob certas condi¢oes a solucdo Py converge, quando k — —oo,

para uma solucdo em estado permanente satisfazendo a equacao algébrica de Riccati

P=F"(P—-PGR+G"PG)'GTP)F + Q. (4.15)

O proximo resultado tratara da convergéncia da sequéncia de matrizes { Py} gerada a partir

da equagdo recursiva de Riccati (d.14]).

Teorema 4.1.4. [J] Sejam F € R™*", G € R™™ @Q € R™™ uma matriz semidefinida positiva
e R € R™™ yma matriz definida positiva. Considere a equagao recursiva de Riccati de tempo
discreto

P = FT(P, — P,.G(R+GTP.G)'GTP,)F + Q, (4.16)

para k = 0,1,... onde a condi¢do inicial Py € uma matriz simétrica semidefinida positiva arbi-
traria. Assuma que o par (F,G) € controldvel. Assuma também que a matriz Q € tal que possa

ser escrita como CTC, onde o par (F,C) € observdvel. Entdo:

(i) - existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que para toda matriz simétrica semi-
definida positiva inicial Py, temos
lim P, =P. 4.17
k——+o0 K ( )
E mais, P € a unica solucao da equagao algébrica matricial

P=F'(P-PGR+G"PG)'GT"P)F+Q

dentro da classe de matrizes simétricas semidefinidas positivas.



46

(ii) - o correspondente sistema em malha fechada € estdvel, isto €, os autovalores da matriz
L=F+CGK, (4.18)

sendo K = —(R + GTPG)~'GT PF, pertencem ao disco unitdrio aberto. O

O Teorema [£.1.4] mostra que para um sistema estacionario controlavel com matrizes de pon-
deracao @ e R constantes, a solugdao da equagao recursiva de Riccati converge para uma solugao
simétrica semidefinida positiva P, dada qualquer matriz inicial simétrica semidefinida positiva.

E mais, o sistema em malha fechada é estéavel.

Se impormos @ > 0, entao a hipdtese de observabilidade sobre o par (F,C') fica sempre
garantida. No entanto, se as hipéteses de controlabilidade e observabilidade do Teorema A.1.4]
sao relaxadas para as condigoes de estabilizabilidade e detectabilidade, entao as conclusées ainda
permanecem validas com excecao, porém, da positividade da matriz limite P, a qual pode agora

somente ser garantida como semidefinida positiva.

4.2 Nova Formulacao

Considere novamente o modelo linear no espago de estado dado por (A1)

Tiv1 = Fyx; + Giug; i =0, ..., N.

Defina, a partir de agora, a expressao auxiliar
Li(xj,u) = x] Qjxj + ul Rjuj; j=0,...,N (4.19)

e considere o funcional quadratico ({2]) reescrito como

N
J = zhpPrpang + Y Li(wg,u)) (4.20)
§=0
com as matrizes de ponderacao assumidas conhecidas satisfazendo Pyy1 > 0, Q; = 0 e R; > 0.

Perceba que, diferentemente de (£2]), passamos a exigir agora que as matrizes de ponderagao

sejam todas definidas positivas. Considere entao o seguinte problema de minimizagao sujeito a
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uma restricao de igualdade

N
: T
min ¢ 2y Pvpingr + E Lj(xj,u;)
Ti41,Uq j—O .

(4.21)
s.a i1 = Fx; + Giu;, 1=0,...,N

O objetivo é determinar uma sequéncia 6tima {(x}_, u?) Y que minimize o funcional qua-
dratico (£.20). Observe agora que a formula¢ao do problema de controle 6timo proposta ¢ um
pouco diferente da usual (£3). A minimizagao nao é feita apenas em funcao da entrada u;, mas

também em funcao de x;41.

Levando em consideracao que tanto a variavel de estado z; 1 quanto a variavel de controle w;
serao consideradas ao mesmo tempo como variaveis do problema de minimizacao restrita, entao,
de forma similar como analisado na Secao [l as variaveis x;y1 e u; serdao dadas implicitamente
em fungao do estado x; através de (£1)). Dessa maneira, a cada etapa de minimizagao i a lei de
controle 6timo e a trajetoria 6tima a serem obtidas neste passo serdo dadas em fung¢ao do estado

assumido conhecido z;.

4.2.1 Solucdo do Problema
Principio da Otimalidade

A abordagem para solu¢ao do problema de minimizagao restrita ([£L2I) torna-se bastante
simplificada se considerarmos que toda solugao 6tima deve satisfazer o principio da otimalidade

de Bellman.

Principio da Otimalidade ([6].[7]): “Uma politica étima tem a propriedade de
que qualquer que seja o estado inicial e decisdo inicial, as decisées restantes devem

constituir uma politica dtima com respeito ao estado resultante da primeira decisdo.”

Maiores detalhes sobre este principio podem ser encontrados nas referéncias classicas [6] e

[7]. Para detalhes da demonstragao do Principio da Otimalidade veja [30].

Por meio deste principio, o problema (€2 pode ser resolvido recursivamente através da

minimizagao da forma enunciada no lema a seguir.
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Lema 4.2.1. O problema
N
. T (s g
xglﬁi{xNHPNHfUNH + jgoﬁy(%vuy)}

s.a i1 = Fx; + Giu;, 1=0,...,N.

pode ser resolvido recursivamente através da minimizacao de

min{ﬁg(xo,uo) + min{ﬁl(azl,ul) + ...+ min {Ek_l(a:k_l,uk_l) + .+

Z1,u0 T2,u1 Th,Uk—1

4+ min {ﬁN(xNauN)+$7];]+1PN+1-$N+1}}~--} (422)

TN4+1,UN

sugeito a w41 = Fyxy + Giuy; i=0,...,N.

~ . . L. . . . N .. * s\1N
Demonstragdo. Aplicaremos o Principio da Otimalidade para selecionar a sequéncia 6tima {(x}, 1, u;) }il,
que minimize (£20). Considere para cada i = 0, ..., N o funcional custo no intervalo de interesse

[i, N + 1] dado por
N

Ji = sy Py + Y Lylag,ug). (4.23)

J=t

Procedemos por passos:

e (i = N+ 1) Assuma que Jy  (zni2,uny1) = x%+1PN+1$N+1- Observe que é natural

considerar J3 ; como feito acima, pois de acordo com a expressao (£23) temos
J = 2N 1P
N+1(ZN42, uN+1) = TN Pniong
e, dessa maneira,

* : T T
Jnii@ngo,uny1) =  min {ay Pyvpizyg} = 2y Pyosna
TN42, UN+1

j& que nao ha dependéncia das variaveis Ty42 € UN41-

e (i = N) Segue de (£23) que

T T T
Jy = $N+1PN+1«TN+1 + zy@nzN + uyRyun.
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2. s ~ * * . .. . ~ ol
E preciso encontrar entao (x}y ., u}) através da minimizacao de Jy. Assim,

(41, uy) €arg min {Jy, + Ly(en,un)}
TN+1,UN

s.a rny1 = Fyry + Gyuy

sendo o custo 6timo no instante N dado por

: T T T
Iy = L n {zny 1 PNi1znt1 + 2yQnan + uyRyun}
N+1,UN

s.a xny1 = Fyzn + Gyun

e (i = N — 1) Novamente por ({23)) temos que

T T
IN-1 = IN + 2y 1@N—1ZN—1 + uy_Ry_1un—1.

3 fa ., At s * s\1N e
E preciso encontrar a sequéncia otima {(z},{,u;)};Zy_; que minimize Jy_1. De acordo
com o Principio da Otimalidade, dado que no passo anterior (i = N) nos ja encontramos
a sequéncia 6tima para o intervalo [V, N + 1], entdo a sequéncia 6tima para este passo
(i = N —1) serd formada pelo termo (7 ;,u}) obtido no passo anterior juntamente com

o termo (zy, w}_;) que sera obtido neste passo através da minimizacao de

* T T
IN-1 = Iy + N 1QN-1ZN-1 + uy_1RN_1un—1.

Assim,

(xN,uy_1) € arg o, in {Jv + Ly-1(zn-1,un-1)}

s.aa zy = Fno1zn_1 + Gy_1un—1

sendo o custo 6timo no instante N — 1 dado por

. * T T
J]t/vfl = = H%LIH {']N + xN—lQN—lxN—l + UN,lRN_luN_l}
NSUN—1

s.a vy = Fn_1oy-1 + Gy_1uny_1

e (i = k—1) Assuma agora que o custo 6timo calculado a partir de um instante de tempo

k qualquer até o instante de tempo terminal N + 1, considerando todas as possibilidades
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para (zj,q,u;), seja dado por J;/. Ou seja, de acordo com os passos anteriores

e = i Vin Lo ) (4.24)

s.a Tpr1 = Frop + Gruy

Admita agora que encontramos a sequéncia o6tima que vai do instante k até o instante N +1

para todo (x;41,u;). Seja entdo essa sequéncia 6tima dada por
($Z+17UZ)7 ($Z+2au}i+1), HAR] (])7\[+1,U7V). (4'25)

Suponha agora que apliquemos um par arbitrario (xg,ur—1) no instante (k — 1) e a partir
do instante k consideremos a sequéncia 6tima obtida anteriormente. Temos entao que o

custo resultante para ir do instante (k — 1) até ao instante terminal N 4 1 é dado por

Jim1 = Jp + Ly—1(@p—1,up—1).

De acordo com o Principio da Otimalidade o custo 6timo no instante £ — 1 sera entao

Ji1 = min {Jr + Li—1(zp—1,up—1)}
T Uk —1

sa xp = Fp_1xp1 + Gr_1up—1
e o par 6timo (7, uj_,) no instante (k — 1) é o par sujeito a restricdo x, = Fyp_1xp—1 +

Gr—1uk—1 que minimiza o funcional J,_; = J}} + Lp_1(Tp—1, up—1).

Procedendo analogamente para os passos restantes ¢ = k— 2, k — 3, ..., 1, 0, concluimos que o

problema (£.21]) pode ser resolvido recursivamente através da minimizacao da forma (£22)). O

Solucao Recursiva

Com base nos resultados vistos anteriormente e com o auxilio da técnica classica da progra-

magao dindmica obtém-se a solugao recursiva 6étima do RLQ enunciada no teorema a seguir.
Teorema 4.2.1. Considere o sequinte funcional quadrdtico
N

J = $%+1PN+15L‘N+1 + Zﬁj(xj,uj)
=0



51

e o sequinte modelo linear no espaco de estado

Tiv1 = Fxy + Giug; 1=0,...,N com xg = cte.

Defina o sequinte problema de minimizacao com restri¢ao

N
xmin ‘{x%HPNHfﬂNH + Z Lj(xj,u;)}
i+1,Us §=0 .

s.a w41 = Fia; + Giui; i=0,...,.N

Entao, a solucao recursiva dtima para tal problema é dada por

— | & i=o0,..N, (4.26)

- - T - - —1 - -
00| |PY 0 0 0 I 0 0
00 0 R' 0 0 0 I 0
Li 00 0 0 L0 0 0 ~I
‘= @ , (4.27)
K; 00 0 0 0 0 I -G, F;
I0 I 0 0 I 0 0 0
or7f Lo 1 0 -GFo o] |0
P, = L'PL; + KI'RK; + Q;; i=N,...,0. (4.28)

Demonstracao. De acordo com o Lema 2.7], este problema pode ser resolvido recursivamente

através de

min{x%@oxo + uOTRouo + min{m{@lxl + U{Rlul + o+
1

T1;U0 Z2;u

- T T
+ min {xN—lQleENl + uy_Ry—1un—1 +
TNUN-—1

4+ min {x%QNxN + U%RNUN + $%+1PN+1JJN+1}}...}}

TN+1UN

s.a xiy1 = Fr; + Giug; i =0, .., N

procedendo de tras pra frente no horizonte finito. Dessa maneira:



e Passo N

: T T T
xmlrb {xNQNfUN+UNRNUN+$N+1PN+1$N+1}
N+1,UN

s.a TN41 = Fyzy + Gyuny

Por hipdtese Qn > 0, Ry = 0 e Py4+1 > 0. Considere agora as seguintes identificacoes:
T TNyl Y un; 2 2Ny P Pyy; R Ry; Q < Qn; F— Fye G« Gy.

Note que o problema de minimizagao acima assume a forma

min{z7'Qz + y' Ry + 2T Pz}
w?y .

sa = Fz+ Gy

E que, de acordo com o Corolario B3l admite a solugao 6tima

TN 41 _ Ly -
Uy Ky
com
- -T - - —1 - -
00 Py' 0 0 0 I 0 0
0 0 0 Ry 0 0 0 I 0
Ly | |00 0 0 Q¥ 0 0 0 ~I
Kx | |0 o 0 0 o0 0 I -Gy Fy
I0 I 0 0 I 0 0 0
o7 | o 1 o -GEo o | [ 0]
E também,

: T T T
N mlrb {:nN+1PN+1xN+1 —i—:UNQNxN—i—uNRNuN}
N+1,UN

s.a TN+l = Fyzy + Gyun

é igual a :c%SNxN, sendo
Sy = L%PN+1LN + KJJ\}RNKN + Qn = 0.

Considere neste passo Py = Sy.

e Passo N —1
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De acordo com o Lema [£.2.1] o problema neste passo deve considerar

min {ﬁN—1($N—17UN—1) + $£SN37N}
TN UN -1

sa rny = Fy_1zny-1 + GN_1un—1

sendo o termo x%S NN proveniente da minimizagao efetuada no passo anterior. Ou seja,

: T T T
_ Iin {zn_1QN-12N-1 + uny_1RN—1un—1 + 2 Pnzy}
NyUN—-1

s.a xy = Fy_i1zy_1 + GN_jun—1

Observe que o problema de minimizagao nesta etapa é idéntico ao da etapa anterior e,

portanto, deve-se proceder de maneira analoga aplicando o Corolario B3Il Logo,

iL'N LN_1
= IN-1
uh 1 KN_1
_ - T - - —1 - .
0 0| |Pyt 0 0 o I 0 0
00 0 Ry, 0 o o0 I 0
Ln-1 00 0 0 N, 0 0 0 ~I
Ky_1 oo o o 0 0 I —Gn.1| |Fxal|
I 0 I 0 0 I 0 0 0
0o I] [0 I 0o -Gk, 0 o0 | | 0 |

. T T T
o {en_1QN-12N-1 +uny_;RN_1un—_1 +2yPyan}
NyUN-1

s.a. xy = Fy_1xy_1 +Gy_1un_1

é igual a x%_ISN,la:N,l, sendo
Sny_1 = L%_leLN,1 + K%_IRNflKNfl + @Qn-1 > 0.

Considere entao Py_1 = Sy_1.

e Passo N — 2

. T T T
L n {zy_2QN—2xN_2+uy_oRN_2un_2+ 2N _1Pv_1TN_1}
N—-1,UN—-2

s5.a. tN—1 = Fn_2xNn_2 + GN_2un_2
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Aplicando novamente o Coroléario B3] temos

TN L2
= TN-2
UN_o Kn-—2
com
- - T - - —1 - -
0 0| [Py, O 0 o I 0 0
0 0 0 Ry, 0 o 0 I 0
Ln—2 0 0 0 0 Ne 0 0 0 ~I
Ky_s 0 0 0 0 0 0 I —Gn_a| |Fvoa|
I0 I 0 0 I 0 0 0
0 1] | 0 I o -GLk, o0 o | | 0 |
(§]

: T T T
min  {zy_1Pyo1Zn-1 + Ty_o@N-2TN—2 + Uy _sRN-_2un—_2}
TN—-1,UN—-2
s.a. tN—1 = Fn_oxn_2 + GNy_2un_2

é igual a x]:C,_QSN_QaJN_Q sendo

Sy =LY 9Py 1Ln_o + Kk _sRn 2KN_2 + Qn_o >~ 0.

Considere entdao Py_9 = Sy_o.

e Passo k

Se continuarmos o decrescimento de j, sempre aplicando o mesmo principio, entdo o resul-

tado obtido para cada k = (N — 3),...,0 sera

Tht1 _ Ly, -
uy, K.
- -T - 4 -1 - -
00 P 0 0 0 I 0 0
00 0 R' 0 0 0 I 0
Lp | |00 0 0 Q' 0 0 0 ~I
K| oo 0 0 0 0 I -G F |
I 0 I 0 0 I 0 0 0
o7 | o 1 o -GEo o | [O0]
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Py = L' P Ly + K R Ky + Q.

Segue entao o resultado. O

Observacao 4.2.1. Considerando a demonstragao do Teorema [{.2.1], note que o problema de
controle nominal péde ser estabelecido através do sequinte problema de minimizacao restrita de
um funcional quadrdtico de um passo no intervalo de interesse [i, N + 1]

T T T
in {zip Pz + o7 Qiwy + uj Ry}
i+1,Us

s.a xi1 = Fixg + Gy

sendo que m;fFJrlPiH:UiH corresponde ao custo acumulado no intervalo [i+1, N+1]. Ou, de forma

equivalente, estabelecido através do problema de minimizacao irrestrita do funcional quadrdtico

T
x; P 0 T;
Ji(f/ci-l,-]_, UZ) _ i+1 1+1 i+1 + (4.29)
T
0 0 Tit1 —I Q; O 0 0 Tit1 —TI
+ - Zi - T
I _Gz' Us FZ' 0 MI I —Gi Us E

nas varidveis (i1, ;) para cada valor fixado de p. Onde a solugio étima € alcangada & medida
que p — +o00, de acordo com a Proposi¢aol3.3 1. Este aspecto serd de grande importincia para o

tratamento do problema de controle robusto recursivo. A formulacdo serd baseada numa extensdo

do funcional quadrdtico {{-29). O

Dando prosseguimento no raciocinio da Observacao 211 ja vimos que a solu¢ao 6tima do

funcional (£.29), para cada p > 0, é dada por

_ - T - -1 - -
00| [PY 0 0 0 I 0 0
00 0 R 0 0 0 I 0
Zipr(w)| _ [0 0 0 0 Q' 0 0 0 —I .
i (1) 00 0 0 0 u'I I -G, F;
I0 I 0 0 I 0 0 0
or7f Lo 1 0 -GFo o] |0
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Enquanto que, o custo 6timo para cada pu > 0, segundo o Lema B.1.4] é dado por

Ji = Ji(Tiv1 (), ui(p)) =

- - T - - —1 - -
0 Pl 0 0 0 I 0 0
0 0 R 0 0 0 I 0
(4.30)
-1
_ |t 0o 0 Q; 0 0 0 I
= o] ..
F; 0 0 0 wu'I I -G, F;
0 I 0 0 I 0 0 0
o] [0 I 0 —-GI' o 0] |[O0O]

Fazendo p — +o00 segue que (Zit1(p), ui(p)) — (2741, u) e, consequentemente, J; (Zit1 (1), Ui (1)) —
Ji(xf g, up) = J;. Assim,

* * * T
Ji = Ji(xiy,u7) = x; P =

- - T - - —1 - -
0 PL 0 0 0 I 0 0
0 0 R 0 0 0 I 0
~I 0 0 L0 0 0 ~I
= @ ;. (4.31)
F; 0 0 0 0o I -G F;
0 I 0 0 I 0 0 0
o] Lo 1 o -GFo o] |[o]
Combinando as expressoes (£.27)) e (A31]), resulta
- T - - —1 - -
00 0 PL 0 0 0 I 0 0
00 0 0 R*' o 0 0 I 0
L,
' 00 —I 0 0 Q' 0 0 o0 -1
K| = (4.32)
00 F 0 0 0 0o I -G F;
P.
' 10 0 I 0 0 I 0 0 0
or of o 1 0o -GFo 0] [0

Observe que as matrizes L;, K; e P; podem ser calculadas a partir da mesma inversa de um
bloco matricial principal. E que, tal estrutura retine de forma simétrica todas as matrizes de

parametros e de ponderagao do sistema para o calculo da matriz F;.
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4.2.2 Equivaléncia das Expressoes e Comportamento Assintético
O resultado a seguir mostrara que a estrutura das equagoes na solucao recursiva proposta é
equivalente aquelas da solugao classica bem conhecida na literatura.

Lema 4.2.2. A solugao recursiva (4.20)-([4-28) proposta no Teoremal[].2.1| pode ser reescrita na

sequinte forma

ri = (Fi — Gi (Ri + G;’FR‘HGi)_l GI P F) x;, (4.33)
L;

u;k = — (RZ + GzTPi+1Gi)71 G?P1+1Fl x;, (4.34)
K;

para todo i = 0,..., N, sendo

-1
P, = F(Piy1 — PG (R + Gl PiGi) Gl P Fi + Qi (4.35)

para todo v = N, ..., 0.

Demonstracdo. Sabemos que a solugao recursiva 6tima para cada ¢ = 0,..., N é dada por

- oT - 4-1 - -
00| |P;Y 0 0 0 I 0 0
0 0 0 R*' 0 0o 0 I 0
ziga| (00 0o 0 @' o0 0 o0 —I
el ool o o o o 1 -al |m|l
I 0 I 0 0 I 0 0 0
or7f Lo 1 0 -GFo o] |o0]
Equivalentemente, a solucao 6tima Tin para cada instante ¢ = 0,..., N deve compor o
u*
vetor solucao do seguinte sistema linear Z
rlo0o 0o o 1 ol][a] [o]
0 R* 0 0 0 I A2 0
0 0 ' 0 0 o0 M| =T
o 0 0o o0 1 -a||nl BT
1 0 0 I 0 0 i 0
0 I 0 -G o0 0| [wu] |[O0]
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. o . - o . .
Temos entao o seguinte sistema de equagoes nas variaveis A1, A2, A3, A4, T7, 1 € u;

PN+ Izf, = 0 (4.36)
RN+ Iuf = 0 (4.37)
Q' = —Iu (4.38)
Ix:—i—l — GZ'LL:( = Fia:i (4.39)
INMM +1IXy = O (4.40)
o — Gy = 0 (4.41)
(i) - Demonstracao da Equivaléncia da Expressao do Controle:
Combinando as equagoes ([A36]), (£39) e (£40) preservando a variavel u; obtemos
PN\ — Giuy = Fiay. (4.42)

A equagao (£42) juntamente com as equagoes ({37, (A3]) e (L4) formam o seguinte

sistema de equagoes reduzido nas variaveis Ao, A3, Ay € u;

P\ — Giug = Fa (4.43)
RN+ Tu; = 0 (4.44)

Q' = —Iu (4.45)
Do —GFNy = 0 (4.46)

Combinando as equagoes ([A.43)), (£44) e (£.46) obtemos

(Pii + GiR'GD)M = Fuy, (4.47)
enquanto que, (£44) e (£40) juntas fornecem
uf = —R;'GT ). (4.48)

)

Como (P} + GiR;'GT) 0, logo

)

wi = —R7GI(Pyy + GiRGY) R, (449)

)
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que acordo com o Lema [B.1.2] é igual a

* —1
u; = — (RZ + GZTPprlGl) GZTPlJrlFl X;.

K;

(ii) - Demonstragao da Equivaléncia da Expressao do Estado Realimentado:

De (£39) e (£50) tiramos que

* —1
Ty = (Fz - G; (RZ + G;FPH-IGZ) G;FPH_IFZ) X;.

L;

(iii) - Equivaléncia com a Equagao Recursiva de Riccati.

Lembrando que

P, = L{ PinLi + K{ RiK; + Qi,
¢ imediato a partir de (£50) e (@51 que

P, =F"

(2

(Pis1 — PiaGi (Ri + GiTPiHGi)il Gl Piy1)F; + Q.

(4.50)

(4.51)

O]

As equivaléncias demonstradas no Lema [£.2.2] permitem-nos formular um resultado anéalogo

ao Teorema .14l para a nova estrutura das equagoes do RLQ nominal recursivo apresentada no

Teorema [£L.2.1]

Proposigao 4.2.1. Sejam F € R™", G € R™™™, Q € R™" wma matriz definida positiva e

R € R™*™ yma matriz definida positiva. Considere a equa¢ao recursiva

— T - - —1 - .
0 Pt 0 0o 0 I 0 0
0 0 R1' 0 0 0 I 0
—I 0 0o Q@' 0 0 0 —I
Py =

F 0 0 0 0o I -G F
0 I 0 0 I 0 0 0
o] [0 I 0o -G" o0 0] [O]

(4.52)

para k = 0,1,... onde a condicdo inicial Py € wma matriz simétrica definida positiva arbitrdria.
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Assuma o par (F,G) controldvel. Entao:

(i) - existe uma matriz simétrica definida positiva P tal que para toda matriz simétrica definida
positiva inicial Py, temos

lim P, =P. (4.53)

k—-+o00

E mais, P € a inica solucdo da equagao algébrica matricial

_ - T - - —1 - -
0 P10 0 0 I 0 0
0 0 R1!' 0 0o 0 I 0

—1 0 0O Q@' 0 0 0 —I

p— (4.54)

F 0 0 0 0o I -G F
0 I 0 0 I 0 0 0

o] [0 I 0 -G" o0 0] [O]

(ii) - o correspondente sistema em malha fechada é estdvel, isto €, os autovalores da matriz

L =F 4+ GK pertencem ao disco unitdrio aberto, sendo

_ T - - -1 -~ _
00 Pt 0 0 0 I 0 0
0 0 0 R' o0 0 0 I 0
L 0 0 0 0 Q' 0 0 0 —I
_ (4.55)
K 00 0 0 0 0o I -G F
I 0 I 0 0 I 0 0 0
or7f o 1 0 -G"o0o 0] |0
O

Perceba no teorema acima a auséncia da hipotese de observabilidade sobre o par (F, (), ja

que tal condicao fica sempre garantida com a imposicao de Q = 0.
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CAPITULO H

Regulador Robusto

Neste capitulo sera deduzido um regulador robusto recursivo para sistemas lineares de tempo
discreto sujeitos a incertezas paramétricas. A abordagem utilizada sera baseada na extensao do
funcional quadratico utilizado para a deducao do regulador nominal recursivo no Capitulo [l
O funcional obtido a partir desta extensdo é a combinagao de uma fungdo penalidade e de um

funcional com custo ponderado definido na teoria dos jogos.

5.1 Formulacdo do Problema

Considere o seguinte sistema linear de tempo discreto sujeito a incertezas paramétricas
Tit1 = (E + 5FZ)IL‘1 + (Gz + 5G1)uz, 1=0,...,N, (5.1)

sendo F; € R™*" ¢ G; € R™™ as matrizes de parAmetros nominais, x; € R™ o vetor de estado,
u; € R™ a entrada de controle e o estado inicial xy assumido conhecido. Sejam §F; € R™ " e

0G; € R™ ™ ag matrizes de incertezas desconhecidas modeladas como
67 06, = Hiti [Br, B | i=0,..N, (5.2)

sendo H; € R"¥k Er, € RIx7, Eqg, € R>X™ matrizes conhecidas e A; € R¥*! uma matriz

arbitraria com ||4;]| < 1.
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O problema de minimizagao irrestrita

min { Jz (.TiJrl, ul) }

Ti+1,Usg

sendo
T
Tit1 Py 0| |zita
Ji(xigp1,u;) = ’ ’ '
T
0 0 Ti+1 —1I Ql 0 0 0 Ti+1 —1I
+ — X; — z; |,
I —Gz’ U; Fl‘ 0 ,uI I _Gz’ Uq Fi

jé estabelecido para o problema de controle nominal sera redefinido a fim de deduzir o controlador

robusto que ira regular o sistema (5.I)-(5.2). Assuma entao as seguintes identificagdes

F; — F,+6F; e G; — G; + 6Gi. (5.3)

Nos consideraremos o problema de obter uma solugao otima (27, (1), u; (1)) que resolve o

seguinte problema de otimizagao

i B ) : )
O, e Ui (@in, i, 0F3, 0G0} (5-4)

[6Fi 6Gl} = H;A; {EFZ. EG,} ,

sendo J!' (41, ui, 6F;, 6G;) o funcional custo quadratico dado pela seguinte expressao

T
Tit1 Piyr 0 |zina
Jf(wi+1,ui,(5ﬂ,5Gi) = * * * (5.5)
U; 0 RZ' Us
T
0 0 0 0 Ti+1 -1 0 Ql 0
+ + - x7,+ Xy {.}7

com p > 0 fixado.

A formulagao através do estabelecimento do funcional quadratico (5.5]) estende a formulagao
proposta para o caso do controle nominal tratado no Capitulo @l Ou seja, na auséncia de

incertezas o problema recai na formulagao que permite a dedugao do RLQ para o sistema nominal.

Observagao 5.1.1. O problema de otimiza¢ao (5.4)-([Z3) trata-se de um caso particular do
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problema de otimizagao (3.23) quando sao feitas as sequintes identificagoes

P; 0 i i 0
0 +1 e Tit1 oW Q 7
0 Rl‘ U; 0 ,U,I
0 0 0 0
A . SA— :
I —G; 0 —0G;
—1I 0
b — X5, 0b — Zi,
F; OF;
0
H — s A<—Az, EAH [0 _EGi], EbHEFixi.
H;

O

Segue da Observagao [B.1.1] que a solugdo para problema de otimizacao (5.4)-(5.5]) pode ser

obtida de acordo com a estrutura de solucao estabelecida pelo Lema [3.2.7]

5.2 Regulador Robusto Recursivo

Os lemas que virao a seguir serao uteis para obten¢ao da solugao recursiva para regular o
sistema linear sujeito a incertezas (B.1)-(5.2]). Assuma a partir de agora que a matriz H; seja nao

nula para todo ¢ =0, ..., N.

Lema 5.2.1. Seja p > 0 fizado e considere o problema de otimizagdo para um passo i qualquer

min max {J"(zi41,u;, 0F;, 6G;)} (5.6)

Tit1,u; OF;,0G;

65, 6G)| = Hidi |EBp, Eo,|

sendo .
T; P, 0 T;
Jf(le,ui,éE,éGi) = i o s + (57)
U; 0 Ri Uq
- T
0 0 0 0 Tiy1 —I 0 Q; 0
+ + - T; + T ® .
I —Gi 0 —5G1 U; E 5FZ 0 ,LLI
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Sao equivalentes as sequintes sentencas:

(i) - (it1,ui) = (27, (n),u; (1)) € uma solugdo 6tima do problema de otimizagao (2.4)-([27);

(M) - (x?—i-l(u)v u:(:u’)) € arg minmi+1,ui {('AzXz - Bz)TWz(AzXz - Bz)} sendo

1 0 [0 ] (P 0 0 0]
0 I Ti+1 0 0 Rz 0 0
-Ai = 5 Xz = s Bz = Ty, Wl = _— ,
0 0 u; I 0 0 W, 0
T G |7 | [0 0 0 NI
G I F; — Qi 0
gi - ) 1= ) f:L = ) WZ = ~ 5
Eg, 0 Ep, 0 (p ' —X\tH,HN™

(iii) - (a1, 02,03, a4, Tir1,u;) = (of, a3, a8, o, 7 (1), ui (@) € uma solugio para o seguinte

sistema linear

P 0 0 0 I 0 || o 0
0 R 0 0 0 I s 0
0 0 —1 0 0 0 a I

@i ~ Sl = 24, (5.8)

0 0 0 Zilwh) T —Gi| | ou Fi

I 0 0 7 0 0 | |zt 0
0 I 0 -G 0 0 || u| | 0

sendo
. -1 XN'H,HT 0
i = Xilp,N) = a ! e R
0 AT

Para os itens (ii)-(iii), \; é um pardmetro escalar nao negativo obtido através do sequinte

problema de minimizacao

~

Ai € arg min T (\),
N

com T'; (N\;) dado por [328).

Demonstragao. Considere o problema de otimizac¢ao min-max (3.21)-(3:23)) com as identifica¢oes

feitas na Observacao B.1.11
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(i) & (ii) - Segue da equivaléncia (i) < (iv) do Lema 322

(79) < (i1i) - Basta aplicar a equivaléncia (iv) < (v) do Lema B.2.2 O

Observagao 5.2.1. O sistema linear (5.8) na forma expandida torna-se

PL 0 0 0 0o I 0 o 0
0 R 0 0 0 0 I s 0
0 0 Q! 0 0 0 0 as I
0 0 0 ' I=XN'HH' 0 I —Gi||aw|=|F |
0 0 0 0 X0 —Eg,| | ass Ep,
I 0 0 I 0 0 0 Tit1 0
0 I 0 ~GT -EL 0 0 | [w | [0

O bloco matricial a esquerda da igualdade acima € invertivel e o sistema (2.8) admite uma inica

solugao (x7 (1), u; (1)) para cada pn > 0. O

O proximo resultado retine as conclusoes obtidas até agora a respeito do problema de otimi-

zac¢ao min-max (0.4)-(.5) para cada instante 3.

Lema 5.2.2. Considere o sequinte problema de otimizagdo

min max {J!(wit1,u;,0F;, 0G;)} (5.9)

Tit1,U; OF;, 0G;

[5E 5Gl} = H;A; [EFZ EG,} ,

sendo J!' o funcional custo quadrdtico definido por

1T
x; b 0 x;
JZ‘-LL(ZL‘iJrl,ui,(SFZ',(SGi) = o o o + (5.10)
Uy 0 RZ' Uq
r T
0 0 0 0 Ti+1 -1 0 Ql 0
+ + - T+ Z; {O},
I —Gi 0 _5Gz U; E 5Fl 0 ,U,I

com i > 0 fizado, Piy1 >0, Q; = 0 e R; > 0.
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Entao, a solugao détima do problema (2.9)-(210) para cada p > 0 € dada por

x* L*
) i, (5.11)
ug (1) K
- o S
0 0[Pt 0 0 0 I 0 0
00/ 0 R*'™ 0 0 0 I 0
-1
gl _joofjo o 0 0 0 -1 65.12)
K 00|00 0o 0 ZiwxN I -G Fi
o1 o0 0 0 0 0
or7ffo 1 o -G 0 0] |0]
sendo
- NHHT 0 I Gi F,
> = . e . I= . G = N, m=
0 AT 0 Eg, Ep,
e N obtido através da minimizacdo de Li(X\;) sobre o intervalo [||pHT H;||, +o0).
Além disso, o custo étimo J¥(u) € dado por
T - GKY — F)TST (M) (TLE — GR - m)%. (5.13)

Demonstragao. A obtengao das expressoes (0.11))-(5.12]) segue imediatamente do Lema[5.2.Tle da
Observacao 0.2l Ja o custo 6timo J (i) é obtido quando substituimos a expressao da solucao

otima (5.I1]) no funcional quadratico ponderado do item (ii) do Lema [5.2.11 O

Vale destacar que o Lema [5.2.2] fornece a solugao 6tima do problema de otimizagao (5.9])-
(510) para cada o > 0 fixado. Note que, tal lema nao trata-se ainda da solugao robusta recursiva
para o problema de regulacao do sistema (G.I)-(5.2). A solugao recursiva sera apresentada apos

as observacoes que virdao a seguir.

Observagao 5.2.2. Considere as hipéteses do Lema [L.2.3. Por enquanto, o pardmetro p foi

mantido como um escalar nio-negativo fizado. Note que, como A; € [|wH Hi||, +00) para cada
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w € (0,400), a medida que p — 400 entao XZ — +00 e, portanto, Ei(u,xi) — 0. Ou seja,

p—+00

E ainda, de acordo com o argumento do método de funcgées penalidade, o termo
(T — GK" — F)TS7 (M) (TLY — GKY — Fi) =0

a medida que p — +o00o (veja Se¢io[Ad). Isto €, o termo (ZLY — G;K! — F;) tende a zero muito
mais rapido do que certas entradas da matriz E;l(u,xi) crescem indefinidamente.

Logo,
L¥ = F; + G, K

(TL' —GK'— Fi) =0 = .
Ep, + Eg,K® = 0

Defina L; := L° e K; := K. Entao, a solu¢io do problema de otimizag¢ao min-maz (5.9)

€ dada por:
o L;
AN I (5.14)
sendo
_ T - —1_ -
00| |PY 0 0 0 0o I 0 0
00 0 R* 0 0 0o 0 I 0
0 I 0 0 Q' o 0 0 0 I
L,
% — o o 0 0 0 0 0 I _Gz Fz s (515)
K‘
' 00 O 0 0 0 0 0 —FEg| |EnR
I 0 I 0 0 I 0 0 0 0
0 1] [0 I 0o -GI' -gL o o | [0
M
Ji =] (LzTPi+1Li + K/ RiK; + Ql>xl (5.16)
O

Note que algumas restri¢oes sobre a dimensao da matriz de incerteza FEg, passarao a ser
exigidas a partir de agora. Dentre elas, neste caso, para a garantia da invertibilidade do bloco

matricial M; em (5I5). Outras condigdes, motivadas pela Observagao 525 serdo averiguadas
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como veremos adiante no Apéndice [Al

Ja vimos que o problema de controle nominal, através da formulagdo alternativa proposta,
pode ser estabelecido através do seguinte problema de minimizagao restrita de um funcional

quadrético de um passo no intervalo de interesse [i, N + 1]

: T T T
Ming, , w, {7y Pir1®iv1 + 27 Qiwi + uj Ry}
M
s.a x4 = Fx; + Giu;
sendo x;fFHPZ-H:cHl correspondente ao custo acumulado do intervalo [i + 1, N + 1]. Ou ainda,

baseado no argumento do método de fungoes penalidade, estabelecido pelo problema de minimi-

zagao irrestrita do funcional quadratico

T
Tit+1 P, 1 0 Tig1
T i) = | o A (5.17)
U; 0 Ri (7
T
0 0 Ti+1 I Qz 0 0 0 Ti4+1 -1
+ - €Ty — xT;

nas variaveis (z;41, u;) para cada valor fixado de p, cuja solugao 6tima é alcangada a medida que

u — +00.

Relembrando que o problema de controle robusto foi formulado baseado na extensao do
funcional quadratico (B.I7T), através das identificagdes de (B.3]), entdo aspectos anélogos serao
levados em consideragao para a dedugao do regulador robusto recursivo. Estamos prontos para

estabelecer o resultado principal deste capitulo.

Teorema 5.2.1. Considere o sistema linear sujeito a incertezas paramétricas
Tit1 = (Fl + (SFl)l‘Z + (Gl + 5Gl)u1, 1=0,....,N; x9 = cte.

Suponha que Eg,, 1 = 0,...,N seja uma matriz retangular posto linha pleno. Entao, o con-

trolador robusto recursivo para o sistema linear sujeito a incertezas acima é dado por

¥ L;
= T 2 i=0,.., N, (5.18)
uy Kz

(2



69

sendo L; e K; obtidos de acordo com a sequinte recursao

[0 O'T'P;l1 0 0 0 o 1 0] o]
00 0 R 0 0 0o 0 I 0
00 o 0 Q' o 0 0 0 ~I

bl 00 0o 0 0 0 0o I -G F |, (5.19)
i 00 0 0 0 0 0 0 —Eg, Er,
I0 I 0 0 I 0 0 0 0
oI Lo 1 0 -Gf -Ef 0 0 | |0]

P = L'P L + KI'RiK; + Qq; i=N,...,0. (5.20)

Demonstragao. Considere o problema de otimizagdo min-max (0.4)-(5.5) formulado a partir da
extensao do problema minimizacao irrestrita do problema de controle nominal sobre o intervalo
de interesse [i, N 4+ 1], com i = 0, ..., N qualquer. Assuma HCZ-T+1B+1IL’z'+1 sendo o custo acumulado
sobre o intervalo [i + 1, N + 1]. De acordo com o Lema [5.9) as expressoes da solugao e do
respectivo custo para tal problema, para cada p > 0 fixado, sdo dadas por (B.I1)-(EI3). Pela

ObservagaoBh.2.21a solugao neste passo, obtida quando fazemos u — +00, é dada pelas expressoes

(5:14)-(5.10). Defina entao

sendo x?RxZ o custo acumulado no intervalo [i, N 4+ 1]. Procedendo da mesma forma para os

intervalos [j, N + 1] com j = i —1,...,0, segue o resultado proposto. O

Veja que a recursividade (5.19)-(5.20) ¢ dada apenas em termos das matrizes de ponderagao
e de pardmetros do sistema. Demonstraremos no proximo capitulo que esta recursividade estara

vinculada a uma equacao recursiva de Riccati quando identificacoes adequadas forem feitas.

Observagao 5.2.3. Note que (5.18)-(220) nao depende de H;. Neste caso, toda informagao

sobre as incertezas do sistema pode ser agregada nas matrizes Er, e Eg,. O

Observagao 5.2.4. Na solucdo recursiva proposta pelo TeoremalZ 21l para cadai =0, ..., N nao
hd necessidade da atualizacao dos pardmetros do sistema. A forma recursiva encontrada depende
somente das matrizes de pardmetros e de ponderacdo jd conhecidas do sistema. Enquanto que,

na solugdo recursiva proposta em [37] hd a necessidade do cdlculo do pardmetro X, que deve ser
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determinado a cada novo passo sobre um intervalo (a, +00), onde o limitante inferior a depende
da solugdo da equacao de Riccati. Esta dependéncia compromete a eficiéncia deste procedimento,

principalmente, em aplicacoes online. ]

Observagao 5.2.5. Jd vimos na Observagao 2.2 que o termo quadrdtico
(ZLY — GiK! — F)TS7 (M) (ILE — GKY — F) — 0

quando p — +o0o. Uma andlise preliminar, apoiada neste fato, serd feita na Segao [A.3 visando
obter condi¢oes sobre as dimensoes das matrizes do sistema (2.1]), mais especificamente sobre Eg,,
que garantam a aplicabilidade do regulador proposto. Ou seja, obter condigcdes que estabelecam
a existéncia de um ganho de realimentacdo de estado K; de tal forma que os autovalores de

L; = F; 4+ G;K; sejam alocados no interior do disco unitdrio e que Er, + Eq,K; = 0. O

Observagao 5.2.6. Suponha que K; satisfaca Ep, + Eq,K; = 0 (0F; + 6G;K; = 0). Entao, o

sistema linear incerto (2.1) realimentado pela lei de controle u; = K;x; dada em (219) torna-se
Tiy1 = [(F; +0F;) + (Gi + 0Gi) K| z; = (F; + G;K;)x; = Lixz;, i=0,...,N. (5.21)
Além disso, o custo total J no horizonte N € calculado como
J(N,zit1,u;, 0F;, 6G;) = ngoxo,

para todas as incertezas admissiveis {0F;,0G;} modeladas de acordo com (2.2). O

Podemos estabelecer, analogamente ao que foi feito para o problema de controle nominal em

(£32)), uma identidade semelhante para o problema de controle robusto dada por

_ - T - - —1 - -
00 0 PL 0 o0 0 I 0 0
00 0 0 R*' 0 0 0 I 0
L;
00 —I 0 0 @' 0 0 o0 I
K| = : (5.22)
P 00 F 0 0 0 0 I —G; Fi
' I 0 0 I 0 o I 0 0 0
o7 of o 1 0o -gFo o] |o0]
G F;
sendo 7 = , Gi = e Fi =
0 Eg, Er,
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5.3 Exemplo Numérico

Exemplo 5.3.1. Considere o sistema linear (3.1) com as sequintes matrizes de pardmetros

.1 0 0 0 1.0 0.4454
Fi=F= 0 0 12|, G =G=1| 10 10|, Hi=H= 0.29 ,

—-1.0 1.0 0 -1.0 0 —0.2552
Er,=Er =1 004 006 —0.056 |, Fg,=Ec=1]084 —096 |, —1<A; <1

e as sequintes matrizes de ponderacao

1 0 0 1 0 0
1 0
Pvii=10101|,Q=Q=]010], Ri=R=
01
0 0 1 0 0 1

Trés simulagoes foram executadas para exemplificar a vantagem do requlador robusto proposto
neste trabalho através do Teorema 22 Na primeira simulacdo, o sistema sujeito a incertezas
foi controlado através do requlador padrao (RP) para sistemas nominais. Na seqgunda, o sistema
foi controlado pelo regulador robusto (RR) e, na terceira, o sistema sem incertezas foi controlado

via regulador padrao (RP).

Para cada instante i, cada uma das curvas das figuras [2.1 e [2.2 corresponde a média das
normas euclidianas dos estados e dos custos calculados sobre T experimentos para N instan-
tes (' = 1000, N = 70). Para cada experimento j, a matriz A; (||Ail| < 1) foi selecionada

aleatoriamente e fizada para cada instante 1.
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Comparacao dos Estados

T T T

RP sem incertezas b

RP com incertezas

_ Sl NN N S —
40 50 60 70

Figura 5.1: Regulador robusto (RR) proposto para o sistema com incertezas (— ), requlador padrao (RP)
aplicado ao sistema sem incertezas (—-—-— ) e regulador padrao (RP) aplicado ao sistema com incertezas

(===

Comparacao dos Custos

45 T . : . . X
401 |
-—-__--------------
35’ "'— B
L4 RP com incertezas
301 " |
L —
25 |
; / \
[ RR
201 f4 |
]
151 |
P I LR N R T R L L L AL L DN I R
10 |
5 RP sem incertezas
0 ! L L . . )

10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.2: Custos calculados para o RR (sistema com incertezas) (— ), para o RP (sistema sem incer-
tezas) (— - — - — ) e para o RP (sistema com incertezas) (— — —).
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CAPITULO O

Convergéncia e Estabilidade

Neste capitulo seré feita a demonstracao da convergéncia e da estabilidade do controlador
robusto recursivo deduzido no Capitulofl Um aspecto interessante do resultado a ser apresentado
¢é a garantia de estabilidade e robustez do regulador sem a necessidade do ajuste de pardmetros
auxiliares. A linha de demonstracao seguiré o raciocinio dos resultados desenvolvidos em [24] e

que foram originalmente provados em [10] e [11].

6.1 Resultados Preliminares

Nesta secao serao apresentadas as demonstracoes de alguns fatos e algumas identidades ma-
triciais particulares. Embora algumas expressoes matriciais sejam introduzidas aqui sem prévia
justificativa, tais expressoes aparecerao durante o desenvolvimento do capitulo. Assuma, para

tudo o que for feito a partir daqui, que Eg, trata-se sempre de uma matriz retangular.

I G;
Lema 6.1.1. Suponha Piy1 = 0, R; = 0 e Eg, posto linha pleno. Sejam A = , G = '
0 Eg,
e F; = ' . Entao, a matriz (.APZ«:_ll.AT + giR;lgiT) € simétrica definida positiva.
Er,

Demonstracao. Considere

I
M = (APLAT +GRT'GH) = | | Py + R —
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P\ +GiR'GI GiR'EL,
EGZR;IGlT EGiR;lEgi

A simetria de M é imediata. Mostremos que M é definida positiva.

Yy
Para qualquer x # 0; x := temos

-1 p—1T 1T
e Mz = [yT ZT} Fiat Gl G GiltyEe, | )
EG,R;leT EGsz_lEgz z

=y (P + GiR'Ghy + 2" (BEa, R Gy + y" (Gi RV EE )z + 2" (Eg RV E, )=,

Os seguinte casos devem ser considerados:

e y#0ez=0,
"Mz = y" (P} + GiR;'G)y > 0.
e y=0ez#0,
o' Mz = zT(EGiRi_lEgi)z > 0.
e y#0ez#0,
T T
I 1 Yy G; G; Y
wTM.I‘ — [yT ZT:| ‘Dz_+11 + |:yT ZT} ? Ri_l i _
0 o] |z Eg, Ea| |z
T
G
= yTPerlly +ul' R u > 0; sendou = ‘ Y
Eg, z

Portanto, M é simétrica definida positiva.
Lema 6.1.2. Suponha R; >~ 0 e Eg, posto linha pleno. Entao a matriz
R; = R;' - R;'E¢ (Bq,R;'ES,) "Eg, R}

€ simétrica semidefinida positiva. Consequentemente, (szrl1 + GZEG;‘F) =0 se Py = 0.
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Demonstracao. Dado que R; > 0, para mostrar que ﬁl é semidefinida positiva considere:

1 _1 _T S R
R;* z z T}_ R *R; * R, *R,; * Eg, _
EG,| = 1 o | T

Ec, R, 2Ri Eq;R; 2Ri QEGi

!

R;! R7'EL
Eg,R7' Eq,R7'EL |
De acordo com o Lema [B3.3] como M > 0 e (EGiRi_lEgi) > 0, entao

(M/(Eq,R;'EL,)) = R' — R'EG (Ba, R EG) " Eq, Ry = 0,

onde, conforme a Definicao B.2.1l M/(Eq,R; 1Egl) corresponde ao complemento de Schur da
matriz (Eg, R; 1Ea) em M.

Portanto, él é simétrica semidefinida positiva. A tltima conclusao é imediata a partir do

fato que P41 >~ 0 e ﬁz = 0. [l

Lema 6.1.3. Suponha R; = 0 e Eg, posto linha pleno. Considere

K; =

_l’_

sendo

K = —R,GT (P.;l1 + GiﬁiGiT)_l (F — GiR;'EL, (Eg,R;'EL) ™ EF) ,

i
Ki = —R;'EL (Be,R;'EL) ™ Ep,.
Entao, sdo vdlidas as sequintes identidades:
(i) - Eq,R; = 0;
(it) - Eq,K; = 0;
(iii) - Ep, + Eg,K; = 0;

(iv) - Er, + Eg,K; = 0.
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Demonstragio. (i) - Como R; = R - R;lEgi (EGinlEgi)_lEGiRgl entao
Eg.R; = Eg,R;" — Eq,R;"E&, (Eq, R, ES,) 'Eq, Ry = Eq,R;' — Eq, R, = 0.
(ii) - E imediata a partir de (i).
(iii) - Simplesmente

Ep, + Eq,K; = Ep, — Bq,R;'EL (Eq,Ry'EL) ™ Ep, = Ep, — Ep, = 0.

(iv) - A verificacdo ¢ imediata e segue de (ii) e (iii), veja

Er, + Eg,K; = Ep, + Eg,K; + Eg,K; = 0.

6.2 Resultados Auxiliares

Os resultados apresentados nesta se¢gao tem por objetivo reduzir a expressao do controlador
robusto, proposto no Capitulo [ para uma expressao estruturalmente mais confortavel para a

demonstracao da convergéncia e estabilidade.

LA
Lema 6.2.1. Considere para cadai = N, ...,0 a expressao para o cdlculo de ‘e P; dada por

K;
_ o7 S-1 . -
oo |PY 0 0o 0 I 0 0
00 0o R;* 0 0 0 I 0
L; 0 0 0 0 L0 0 0 —I
= < : (6.1)
K; 0 0 0 0 0 0 A —G; Fi
I 0 I 0 o AT 0 0 0
o7 Lo 1 0o -gFo o) |o0]
P, = LI'PiLi + K RiK; + Qi (6.2)
G; F; , ‘ .
sendo A = , G = e F; = e Piy1 assumido conhecido neste passo. Entao, a
0 Eg, Ep,
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recurswidade (6.1)-(62) pode ser reescrita como

K; = —R7'GI (AP AT + GR7'G) 1, (6.3)
Li = PR AT(APLLAT + GR 6T 1 F, (6.4)
P, = FRAP AT + GRT'GH) ' F + Q. (6.5)

Demonstracdo. Note que, a expressao

- T - - —1 - -
ool [Py 0 o0 0 I 0 0
0 0 0 R* 0 0 0 I 0
L; 0 0 0 0 Q' o0 0 0 I
= (6.6)
K; 00 0 0 0 0 A -G Fi
I0 I 0 0o AT 0 o0 0
or7f Lo 1 0 -¢gF o o] [0]
é valida se e somente se a equagao matricial nas incognitas (a, b, ¢, d, L;, K;)
Pt 0 o o 1 o|fa]l Jo]
o R* 0 0 o0 I b 0
0 0 Lo 0 0 c I
< = (6.7)
0 0 0 0 A —G||d Fi
I 0 o A" 0 o0 L; 0
0 I 0 -G 0 0] |Ki] 0]

admite uma tunica solugdo. Associado & equagao matricial (6.7)) temos o seguinte sistema de

equagoes

Pla+L; = 0 (6.8)
R+ K = 0 (6.9)
Qe =0 (6.10)
AL, — GK; = F (6.11)
Ia+A"d = 0 (6.12)
Ib—¢Glda = o (6.13)
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De ([69) e (€I3) obtemos que
Ib=Gld
= K;=-R;'Gld, (6.14)
K;=—-R;'b
enquanto que, (6.8)) e (6.I2) resultam em
Li=—-Pta
¢ i+1 _
= L;j=P A"d. (6.15)
Ta=—A"d

De (61100, (€14) e (GI5) tiramos

AL; — GiK; = F; = (APilelAT +G;R; ') d = F;

(6.16)
d= (AP L AT + G;R'G]) ' F;
Substituindo ([6.16) em (6.14]) obtemos
K; = —R;'GH (AP L AT + GR'GH ' F. (6.17)
Ja (610) e (GI0) resultam em
L= P AT(AP AT + GiR'GT) . (6.18)
Substituindo as expressoes de (617) e (6.18) em (6.2)) obtemos
P, = FL (AP AT + GR'GH ' + Qi (6.19)

Portanto,

K; = —R;'GT (AP N AT + GR'GT) ' R,
L; = P AT(APL AT + GiR'GT) T R,

P, = FIAPLAT + GR7'G) ' F + Q.

)
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As expressdes equivalentes apresentadas no proximo lema redefinem a equagao de Riccati que

estamos propondo em termos de um arranjo de matrizes.

Lema 6.2.2. Para todo i = N, ...,0, sdo equivalentes as sequintes expressoes recursivas:

(i) -
~ T - —1 -
0 o [P} 0 0 0 I 0 0
0 0 0 R7' 0 0 0 I 0
L; 0 0 0 0 Q' o0 0 0 I
K; 0 0 0 0 0 0 A -G Fi
I 0 I 0 0o A" 0 o0 0
o7l Lo 1 o -¢gFo o] [o
P = LYP L + KT RK; + Q,
Gi F; I
sendo G; = , Fi = e A= ;
(ii) -
P = FH(APLNAT + GRT'GH) T i + Qi
(iii) -
P, = ﬁlT(Pzz_ll + GzﬁzGlT)ilﬁz + @’ia
sendo
F, = F, — GiRi_lEgi(EGiRi_lEgi)_lEFia
R; = R;' — Ry '\EL (Eq,R;'EL ) ' Eq,R; ™,
Qi = Qi+ E}.(Ec, R EL) ' Er;
(iv) -
Py = F]'(Piyy — P Gi(I + G P Go) 'GP ) Fy + Qi

~ 1
sendo G; .= G;R?.

Demonstragao. (i) < (ii) - Segue do Lema [6.2.1]

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)
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(71) < (i19) - Ja vimos que

P+ GiR'GT  GR'EL
(APLLAT 4 GRrIGT) = |t T s e G
Eq. RG] EgREg,

Como a matriz acima é invertivel, aplicando o Lema [B.2.3] entao temos

—1
P\ +GiR'GT GiR'E[,

Eg,R7'GT EqR'EL,

I 0 (AH — A12A2721A¥12)_1 0 I *A12A2721

= s

sendo
A = szrll + GZRZ_IGlT, Ap = GlRl_lEgz, Agg = EGinlEa~ (6.26)
Assim,
T
B —1 4T —1,T\-1 i
P = (AP A" +GiR; G )™ + Qi =
EFZ‘ EF'L'
T
F; I 0 (AH — A12A2_21A{2)71 0 I —A12A2_21 F; n Q
Ep | |-AyAL T 0 Ayl |0 I Epr,

= (F; — A12A% Ep)T (A1 — A Ay ATY)"H(Fi — A12A3) Er,) + EL AL Er, + Q.
Utilizando as identidades de (6.20]), obtemos:
Fi = (F; — A1p A3 ER) = (F; — G;R\EL (Eq, R 'EE ) ' ER),
Qi == B, Ay Er, + Qi = EL,(Eg, R ES) ™ Ep, + Qi
(A1 — Ao Ay AT = (P34 + GiR,GT),

sendo

Ri:= R — R 'E (Eg R, BE )™ Eg, R

7
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Entao,

P, = FT(P3 + GiRiGT) ' Fy + 0.

(iii) < (iv) - Como R; é uma matriz semidefinida positiva, entdo R; pode ser fatorada como

~ ol ~ Al T
R; = R? R} . Substituindo R; = R? R? na equagao (6.23)), obtemos

)
Sl

r ~ ~
2

~ ~1 <
P, = F'(P;Y + GiR?IR? GT)™'Fi + Q.

)

NI

Definindo G; := G;R?, encontramos

Py = FI(P7} + GiIIGT)'E, + Q.
Aplicando o Lema [B.1.1l na expressao anterior, resulta

P = ﬁz‘T(PiH — P Gi(I + @TB'HQ)_IGZ'TR;H)E + Qi

A sequéncia de equivaléncias estabelecidas no Lemal6.2.2 possibilitou uma reducgao da equacgao
recursiva para atualizagdo da matriz P;, para o problema de controle robusto proposto, a uma

particular equagao recursiva de Riccati nos moldes do problema do RLQ para sistemas lineares

nominais.

Lema 6.2.3. Considere para todo i = N, ...,0 a equagdo recursiva para o cdlculo de P; dada por
Py = F'(Piy1 = PiaGi(I + GT P Gi) 7' G Py ) F + Qi (6.27)
onde
ﬁi =F - GiR{lEgi(EGiR;lEgi)_lEFw
N ~l
Gi= GiR}, Ri=R7'—R'B( (Eq,R;'EL) ™ Be, Ry,

@i =Q;+ Egi(EGiRi_lEgi)_lEFi'

A recursividade (6.27) € um caso particular da equagao recursiva de Riccati para o problema

do RLQ de horizonte finito para sistemas nominais.
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Demonstracao. Imediata a partir da equagao recursiva de Riccati para sistemas nominais

P =F!

7

(Piy1 — P1Gi(R; + GT PGy '\GT Py ) + Qy,
ao fazermos as seguintes identificagoes F; E; G; — @i; R, — I, Q; @Z O

Levando ainda em conta as identificagoes feitas no Lemal6.2.3] o ganho 6timo de realimentacao

e a matriz do sistema em malha fechada sao dados respectivamente por

]?Z- = —(I + @?Pi+1ai)_1@?3+lﬁia

)

L;=F;+ GiK,.
Um resultado mais adiante estabelecera a seguinte implicagao

(E + GZIAQ) estavel = (F; + G, K;) estavel.

O proximo lema apresentara, assim como foi feito para as expressoes recursivas de P;, algumas

expressoes equivalentes para as matrizes K; e Lj;.

Lema 6.2.4. Considere para todo i = N, ...,0 a equagdo recursiva para o cdlculo de P; dada por

P, = L;TFPiHLi + KZTRsz + Q.

Sao equivalentes as sequintes expressoes para K; e L;:

(i) -

- - T - - —1 - -
oo/ |P;Y o o 0 I 0 0
0 0 0 R* 0 0 0 I 0
Li 0 0 0 0 @' 0 o0 0 ~I
K; 0 0 o 0 0 0 A -G F;
I0 I 0o o0 AT 0 o0 0
or7f o 1 0o g o o] |[O0]

(ii) -
K; = —R7'GT (AP L AT + GRTIGE) L, (6.29)
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L= P AT (AP AT + GR7'GI R, (6.30)
G; F; I
sendo G; = , Fi = A= ;
Eg Er, 0
(iii) -
K; = —-R,G} <Pz+11 + GiRiGiT> F; — R7'EG, (Eq,R;E¢,)  Er, (6.31)
L = PLA(PLY + GiRiGT) ' E, (6.32)
sendo
R; = R — R "B, (Ec,R;'ES,) ' Eg R},
E = F; — GiR;lEgi (EGiR;lEgi)il EF;
(iv) -
~ ~ -1 . _
K, = —RIG;F <P2_+11 + GszGZT> F; — Rz_lEgz (EGsz_lEgz) ' EFi’ (6'33)

L, = F, + G;K;. (6.34)

Demonstragao. (i) < (it) - Segue do Lema [6.2.1]
(7i) < (i17) - Ja vimos que

-1
-1 —1~T —1pT
(APLNAT + GR7'G) ! = P+ GRGE Gl Eg |
o ' Eq,R;'GY  EqR;'EL

I 0 (A11 — A12A2_21A{2)_1 0 I —A12A2_21

—AGAL T 0 Ayl |0 I
com
A= Pz:}l + GiRi_lGlT, Ap = GZ‘R;IEgi e Agg = EGiRi_lEgi. (6.35)

Considerando a expressao do ganho K;, resulta

K; = —R;7 NG} — B, AZ Al (A1 — A1pAsy) A)H(F, — AwAy Er) — R EL A3 Er,.

Substituindo os termos A1, A12 e Ago de (630) na expressao anterior, obtemos:

(GI — B, Ap Al) = (G — B, (Eg, Ry EG,) ™ Eq Ry GY),
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(F; — A12Ay, Br,) = (F; — GiR; ' E¢ (BEg, R, EE,) T Er,),
(A1 — Ao Ay AT) ™ = (PLL + GiR,GT)

Entao,

K; = —RGT (P} + GiR,GT)™'F, — RTEL (Eg,R\EL) ' Ep,.

Considerando agora a expressao da matriz L; e as substitui¢oes das matrizes identificadas

em ([6.35]), resulta
Li = PAAT (AP AAT + GiRNGH) T i =

T
—Pil I I 0 (All—AlgAQ_QIA%é)*l 0 I —A12A2_21 F;
=P
ol |—Aplan, 1 0 Al o 1 Ep,
Entao,

Li = PJN(P3h + GiRiGl) 7' F

2 R? . Substituindo esta fatoragao em ([6.32), temos

~ ~1
Definindo G; := G;R?, temos

L = P2A(PSY + GG ™ (F — GiRYEL (Eq, R EL )L ER,).
Manipulando a expressao acima obtemos

Li = (I - GJIGT (P + GiIGT) ™) (F — GiR7'EL (Be, Ry 'EE ) Ex).
~ ~1

Substituindo G; = G;R?, resulta

L; = F;,—G; (EG@T(PA% +GR,GTTIF; + RflEgi(EGinlEgi)lEFZv)‘

Entao, L; = F; + G; K;.
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Nosso principal objetivo aqui é demonstrar a convergéncia e a estabilidade do regulador
robusto proposto no Capitulo Bl Os lemas e provados anteriormente serao de grande
importancia para tal proposito, ja que, através das equivaléncias estabelecidas entre as expressoes,
nosso problema reduziu-se a uma avaliacao das condi¢es de convergéncia, existéncia e unicidade

de solucao e estabilidade de um caso particular do problema de controle RLQ nominal.

Consideraremos a partir daqui o sistema linear incerto dado por

Tiv1 = (F+0F)z; + (G+0G)u;

57 G| = HA[Br Eo|. IAI<1 .

sendo F' € R™" G € R™™ H € R™* Ep € R*" e Eg € R™™ assumidas conhecidas e
invariantes no tempo. Com excec¢ao, é claro, das matrizes 6F € R™"*" ¢ §G € R™™*™ que variam

com o tempo devido a matriz A € R¥*! que ¢ assumida aleatéria para cada i.

Embora as matrizes de pardmetros e de ponderagao do sistema sejam assumidas invariantes
no tempo a partir de agora, as equivaléncias obtidas nos lemas nas duas subsegoes precedentes

permanecem validas.

6.3 Convergéncia e Estabilidade

Primeiramente, nés abordaremos o problema de convergéncia da sequéncia de matrizes simé-
tricas definidas positivas {P;}, quando i — —oo, gerada a partir da equagao recursiva (de tras

para frente no tempo)

— T - - —1 - .
0 P 0 0o 0 I 0 0
0 0 R 0 0o 0 I 0
-1 0 0o Q' 0 0 o0 -1
P = : (6.37)
F 0 0 0 0 A -G F
0 I 0 o AT 0 o0 0
o] Lo I o -g" o o |oO]
I G F
com condi¢ao inicial 0 < Pyy1 < Q esendo R >0, Q >~ 0, A= , G = , F =
0 Eg Ep

Em seguida, mostraremos que o limite da sequéncia { P;} é uma matriz simétrica definida positiva
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e trata-se da solucao da equacao

_ - T - - —1 - .
0 Pt 0 0 0o I 0 0
0 0 R*' o0 0 0 I 0
—1 0 0o Q@' 0 0 o0 —1
P= (6.38)
F 0 0 0 0 A -G F
0 I 0 0o AT 0 o0 0
o) o I o -¢g" o o] [0
Além disso, as matrizes L e K associadas a esta solucdo e dadas por
~ - T - - —1 - -
0 0 Pt 0 0 0o I 0 0
00 0 R' 0 0 0 I 0
L 0 0 0 0 Q' 0 0 0 I
= , (6.39)
K 0 0 0 0 0 0 A -G F
I 0 I 0 0o AT 0 o0 0
o7 o 1 o -¢g" 0 o] |O]

sao tais que L = F + GK e L é estavel.

Com a finalidade de simplificar o raciocinio nas dedugoes que virdo, o indice de tempo na
equacao recursiva ([6.37) sera revertido, ou melhor, i sera trocado por i 4+ 1 e vice-versa. Além
da simplicidade do raciocinio, destacamos o carater da implementacdao computacional que tal
modificagdo permite quando tais resultados sao aplicados no controle online de sistemas. Baseado

nisso, a convergéncia da sequéncia {P;}, agora com condigao inicial 0 < Py < Q

- -1 - 4 -1~ S
0 Pt 0 0o 0 I 0 0
0 0 R 0 0o 0 I 0
—I 0 o Q' 0 0 o0 —I
Pz'+1 - 5 (640)
F 0o 0 0 0 A —¢G F
0 I 0 0 A" 0 0 0
o] o I 0o -g" o0 0] |0

passaré a ser analisada quando 7 — 4o00.

Suponha R > 0e @ > 0. Seja {Pz}j:og a sequéncia de matrizes simétricas definidas positivas

gerada a partir da equacao (6.40). Ja sabemos do Lema[6.2.2] que a expressao (6.40) admite uma
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estrutura recursiva equivalente dada por
P =F' (P - PGUI+G"PG)'G"P)F +Q, (6.41)

sendo
F:=F - GR'EL(EGRE}L)'Ep,

R:=R'— R 'EL(EGR'EL)'EqR™,
(6.42)

[V

a::Gﬁ,

Q:=Q+ EL(EcR'EL)'Ep,
e a condigao inicial Py é assumida a satisfazer 0 < Py < ). Tal equivaléncia serd extremamente

util para nosso proposito.

Embora a expressao (6.41]) nao dependa da inversa de P; e, consequentemente, da imposigao
de que P; seja definida positiva, ndao devemos perder de vista que tal exigéncia deve ser mantida

em virtude da estrutura original (6.37)) através da qual a sequéncia de matrizes {P;} é gerada.

. . ’ A . . . +OO .
O resultado a seguir mostrara que a sequéncia de matrizes {P;},"5 gerada a partir de (6.40)
é monotona crescente. Tal conclusdao nao é imediata a partir da estrutura ([6.40), para isso uma

das equivaléncias do Lema [6.2.2] sera utilizada.

Lema 6.3.1. A sequéncia {P;}} 55 ¢ mondtona crescente.

Demonstragao. Lembremos que a equagao (6.40) admite uma estrutura equivalente dada pelo

Lema [6.2.2}
Py = FH (AP AT + GRTIGN) T F 1+ Q,
F
sendo G = ,F = e A= . E que, cada elemento da sequéncia {Pz}f:og é uma
Ec Er 0

matriz simétrica definida positiva.

A prova sera feita por indugdo. Suponha 0 < Py =< @) e observe que:

P =FT(APTTAT + GRTIGN) T F + Q = FT(APT' AT + GRTIGT) T\ F+ By = .

Logo, P, = Py » 0.
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Mostremos agora que P, = Py = P, = P, = 0. Como P, = Fy e ambas sao definidas

positivas entao, pelo Coroléario [B.4.1], Pl_1 =Py 1 Assim,
P »=Py= P ' <Pyt = AP ' AT + GRTIGT < AP AT + GRTIGT =
= (AP7'AT + GRTIGT) ! = (AP AT + GRTIGT) ! =
= FHAPTTAT + GRTIGN) T F+ Q= FH (AR AT+ GRTIGT) ' F+Q = Py - Py

Hipotese de Indugao : P; = P;_1 > 0. Mostremos que FP;;; = P; para todo i =0,1,.... O

raciocinio é idéntico ao que foi feito acima
Pz Piy= P 2Py = APTTAT + GRTIGT S APTIAT + GRTIGE =

= (AP AT + GR'GT) T = (AP AT + GRTIGT) ! =
= FIAPTTAT + GRIGN T F+Q = FI (AP AT + GRT'GN) '\ F+Q = Py = P

Assim,

0<P2XPAZP=2. 2P 1 2P =2Py.. .

Portanto, a sequéncia {P,};H’S ¢ monoétona crescente. U

Associado a equagao ([6.47)) considere também a sequéncia de ganhos {I?Z 1% obtida através
de
K;=-(I+G"PG)"'G"PF. (6.43)

Algumas manipulagoes algébricas de imediata verificacdo permitem reescrever a expressao

(641) como

~

Py = (F+GK)"P(F + GK;) + KT'K; + Q. (6.44)

Considere agora, para uma sequéncia arbitraria de ganhos {Karbvi};;ooo e condicao inicial
0 < Yy < Q, a sequéncia de matrizes simétricas definidas positivas {Y;}15 gerada a partir da

seguinte equacao recursiva

Yirr = (F 4+ GKupi) TYisrd (F + GRom) + KLy i Karni + Q. (6.45)
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Nosso objetivo é realizar uma comparagio entre as sequéncias { P} gerada a partir de
+m . . A . . ’ .
(6.43)-[6.44) e {Y;},5- Mais especificamente, mostrar que para qualquer sequéncia arbitréria

de ganhos {Karb,i};;og’, se 0 < Py =Yy entdo P, =Y, para todoi¢=0,1,....

Lema 6.3.2. Sejam {Kmb’i}j:og uma sequéncia de ganhos arbitrdrios e {Yz}j':o(? a sequéncia

gerada a partir de
K—l—l - (ﬁ + G\Karb,i)TY;(ﬁ + éKarb,i) + Kg;b,iKarb,i + Q\a

com condicao inicial Yy > 0. Considere R = 0, @ >= 0, Py uma matriz satisfazendo 0 < Py <Y)

e {P}SS a sequéncia gerada através de

~

Py = (F+ GK)"P(F + GK;) + K['K; + Q,
com
K;=—(1+G"PG)"'G"PF,
F=F —GR'EL(EGR'EL)Ep,

R=R'— R 'EL(EGR'EL) 'EqR,

N|=

G = GR?,
Q=Q+ EL(EGR'EL)Ep.

Entao 0 < P; *Y; para todo i = 0,1, ....

Demonstracdo. Consideremos as seguintes definigoes

Yit1 = f(Vi, Karpi) = (F + GKappi) "Yi(F + GKapp) + Ky i Karvi + Q, (6.46)
Pi1 = f(P, K;) = (F + GE)TYi(F + GK) + KTK; + Q, (6.47)

~

Zis1 = [(Yi, Ki(Y))) = (F + GE;(Y)TYi(F + GK; (Vi) + KX (V) Ki(Y) +Q,  (6.48)
Wig1 = f(P, Ki(Y3)) = (F + GK:(Y) ' Pi(F + GK; (Vi) + KF (V) Ki(Y)) +Q,  (6.49)
sendo K; = —(I+ (A;TPZ-CA?)*IGTP,;F\ e K;(Y;,)=—-(I+ @T}Q@)*lGTY}ﬁ.

Suponhamos 0 < Py < Yy e mostremos que 0 < P; < Y7. O raciocinio a ser desenvolvido



90

para mostrar que 0 < Py <X Yy implica em 0 < P; X Y] é o mesmo que serd utilizado a seguir

para o passo geral ¢ 4+ 1. Partiremos direto, portanto, para a demonstracao do passo geral.
A prova sera feita por inducado. Hipotese de Inducéo : 0 < P; < Y;.

Algumas desigualdades auxiliares relacionando os elementos Y;y1, Piy1, Zi+1 € Wit serao

obtidas.

(i) - Ziy1 2 Yiq.

Considerando Ky ; = K;(Y;) + (Kqppi — K (Y;)) e substituindo em (€.46) obtemos

Y;+1 = f(Y;, Karb,i) = (ﬁ + @Karb,i)TYvi(ﬁ + éI(arb,i) + Kg byiKarb,i + @ =

r

~

= (F + GK;(Y)TYy(F + GK(Y;)) + K () Ky(Y;) + Q+
F(Karbi — Ki(Y)) (I + GTYiG) (K appi — Ki(Yi))+
(K — Ki(Y) T (Ki(Y:) + GTYi(F + GE(Y:)))+
HKE (V) + (F + GKi(Y)TYiG) (Karpi — Ki(Y2)).
De K;(Y;) = —(I + @T}’{@)*lGTY;}? tiramos que
K;(Y;) = —GTY(F + GKi(Yy)).
Entao,

Yig1 = f(Vi, Karpi) = [(Yi, Ki(Y2)) + (Karni — Ki(Y2) (1 + @TYi@)(Karb,i - K;(Y3)).

Como (Kgppi — K (Y)T(I+ éTYiCA;)(KmM — K;(Y;)) = 0, resulta que

Zit1 = f(Yi, Ki(Y3)) 2 f(Yi, Karbi) = Yig1. (6.50)

(ii) - Pip1 = Wigr.
Ao considerarmos K;(Y;) = Ki+ (Ki(Y;) — K;) e substituirmos em (6.49) obtemos analo-

gamente ao que foi feito acima

~

Wit1 = (F\ + GKZ)TPZ(F\ + éf?,) + f?le?Z + @+
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De K; = —(I + GTP,G)"'GT P,;F tiramos que
K; = -G"P(F + GK;).
Entao,
Wipr = (P Ki(Y) = f(Pr ) + (K3(Y:) = Ki)T(I+ GTRG)(Ki(Yi) - ).

~

Como (Ki(Y;) — Ki)T(I + GP,G)(K;(Y;) — K;) = 0, resulta que
Pt = (P, K;) = f(P Ki(Y;)) = Wiga. (6.51)

(iii) - Wi—l—l = Zi+1~

Pela hipotese de inducao P; < 'Y; temos

Wit = (P, Ki(Y3)) = (F + GK;(Y) T P(F + GK,(Y)) + KT () Ki(Yi) + Q =<

~

(F + GE;(Y)TYi(F + GKi(Y)) + KT (V) K (V) + Q = f(Vi, Ki(Y)) = Ziga.

(2

IA

Logo,
Wip1 = f(P, Ki(Y2)) 2 f(Yi, Ki(Yi)) = Zisa. (6.52)

Combinando as desigualdades (6.50), (G.51) e ([6.52]) concluimos

Piv1 = f(Py, Ki) = f(P, Ki(YD)) = f(Yi, Ki(Yi)) = f(Yis Kapp) = Yi.
Portanto, 0 < P41 X Y41, ]
O Lema mostrou que a escolha de uma sequéncia arbitraria {Karb’i}f:"g produziu uma

sequéncia de matrizes {K}:;Og, onde cada elemento Y; superou o respectivo elemento P; da

sequéncia {P;} 17 gerada a partir da sequéncia de ganhos {IA(Z}:;O(? A arbitrariedade na escolha
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da sequéncia de ganhos {Kgp;};-% permite concluir que a escolha 6tima para a sequéncia de

ganhos é, portanto, sempre aquela gerada através de (6.43)).

Supondo que o par (F, Q) seja estabilizéavel, veja defini¢ao AI.3] é possivel construirmos um
limitante superior para sequéncia {F; j:og’ gerada por (6.44). E isso o que enuncia o proximo

resultado.
Proposigao 6.3.1. Seja {P};.5 a sequéncia definida no Lema 632 Se o par (ﬁ, CAJ) é estabi-

lizdvel, entao existe uma matriz’Y > 0 tal que 0 < P; Y para todo i = 0,1, ....

Demonstracdo. Suponhamos que o par (ﬁ , é) seja estabilizavel. Entao, por definicao, existe
uma matriz de ganho T tal que (ﬁ + (A}T) ¢é estavel. Consideremos, por construgao, a sequéncia

de matrizes {Y;}% gerada a partir da expressdo recursiva

}/i+1 = (F\ + aKaT’b,i)TYvi(ﬁ + @Karb,i) + Kg byiKarb,i + @7

T

com condi¢ao inicial 0 < Py < Yj e a sequéncia de ganhos {Karb’i};;og ¢ tal que K4pp; = T para

todo i =0,1,.... Ou seja, acabamos de gerar uma sequéncia de matrizes {Yl}:r:og através de
Yigr = f(Yi, 1) = (F + GT)'Yi(F + GT) + T7T + Q,

com 0 < Py =2 Yp.

Nestas circunstancias, o Lema [6.3.2] garante que

0<P,<Y; Vi=0,1,....

Para qualquer j = 0,1, ..., observe que
Vi — Y = f(YVj41,T) = f(¥;,T) = (F + GT)"(Y; = Y;_1)(F + GT), (6.53)
Y = Y1 = (F +GT)" (Y1 = Yjo)(F + GT), (6.54)
Yj1 = Yjo=(F+GT) (Y - Yj_s)(F + GT), (6.55)

Yo — Yy = (F +GD) (Y1 — Yo)(F + GT), (6.56)



93

logo,
Yji1 =Y = ((F+GD)T) (v — Yo)(F + GT). (6.57)

Note ainda que para qualquer j = 0,1,... a matriz Y; pode ser escrita como
¥ = (Y = ¥j1) + (Vi1 = Yja) + (Vo = Yig) o+ (Yo = Yi) + (i — ¥o) + Y,

e que, através de ([6.57) podemos escrever

J J
Y =Yo+ Y (V=Y 1) =Yg+ > (F+GD)") (v - Yo)(F + GT)" .
k=1 k=1

Considerando que (F + GT) ¢ estavel, temos p(F + GT) < 1. Entdo, de acordo com a
Observacao [B5.1l existe uma norma matricial || e || tal que ||F + GT|| < 1.Definindo o :=
|F + GT|| < 1, temos

j
Y51 < 1Yol + D ICE + )T YY) = Yol | F + GT|*" <
k=1

J —+00
< Yol + v = ¥l Y- a®®0 < %]l + Y1 = Yol Y- a** Y,
k=1 k=1

Como a série ZZ‘S o?(k=1) converge para um ndmero positivo 3, visto que a < 1, entao
1Y <,

onde v = [|Yp|| + ||Y1 — Yo||B para todo j = 0,1, ....

Perceba que v independe de j, logo, tomando Y = ~I concluimos que

P, 2Y; X |YiI 2 Y.

Portanto, existe Y > 0 tal que 0 < P, 2 Y para todo:=0,1,.... O

Lema 6.3.3. Suponha R > 0 e Q = 0. Considere Py uma matriz satisfazendo 0 < Py 2 Q e

{Pi};og a sequéncia de matrizes definidas positivas gerada através de

~

Py = (ﬁ + CA}KZ)TPZ(}*A” + éf?l) + f?le?Z + @,
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sendo

Ki = —(I+G"PG)'G"PF,

F = F—GR 'EL(EGR'EL) 'Ep,

=)

= R' = R'EL(EGRES) "EgR™,
G = GR2,
Q = Q+ EL(EGR'EL)'Ep.

Se o par (F,G) € estabilizdvel, entio a sequéncia {P}L ¢ convergente. Além disso, o limite

€ uma matriz simétrica definida positiva.

Demonstracdo. A demonstracao da convergéncia é fundamentada no fato que {PZ-};-F:OS trata-se

de uma sequéncia mondétona crescente limitada superiormente, veja [5]. A monotonicidade da

sequéncia {P;};15 foi provada no Lema 630 enquanto que, a sequéncia {P;};.5 ser limitada

superiormente ficou garantida pela Proposicao [6.3.11 dado que o par (ﬁ , é) é estabilizdvel.

Segue entao que a sequéncia {B};og formada por matrizes simétricas é convergente. Além
disso, o limite é tinico. De fato, suponha que a sequéncia {PZ}:;OS’ converge para dois limites P,

e P,. Para qualquer ¢ temos
(Po—PFy)=(P.—P+P—P)=(P,—P)+ (P —-F),
logo

(P,—P)= lim (P,—PB) = lim (P,—P)— lim (P,—P)=0= P, =P,

i—4-00 i—4-00 i—+400
Considere P como sendo o tinico limite da sequéncia {P;}; 5. Basta notar que
0<PA=PBIP3..2F=2.XP

para concluir que P > 0.

Portanto, lim; - P, = P > 0. [l

Lema 6.3.4. Considere as mesmas hipéteses do Lemalt.3.3. Entdo, o limite P = 0 da sequéncia
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{P}LY € uma solugio, em X, para a sequinte equagio algébrica de Riccati
X=F'(X-XGUI+G"XG)'G"X)F+Q
— FT( (I+GTXG)GTX)F + Q. (6.58)

Demonstracao. Considere {Pz}j:og a sequéncia de matrizes gerada a partir da seguinte equacao

recursiva de Riccati
P =F' (P, - P,GU+G"PG)"'\G"P)F + Q.

Aplicando o limite na expressao acima, de acordo com o Lema [6.3.3] concluimos que P >~ 0
satisfaz

P=F"(P—-PG(I+G"PG)"'G"P)F + Q.

O]

Considerando que a equagao (6.58) admite uma solugao simétrica definida positiva X = P,

observe entao que o ganho K= I?OO, em (6.43), associado & matriz P é dado por
K =—(I+G"PG)"'G"PF. (6.59)

Lema 6.3.5. Considere as mesmas hipoteses do Lema[6.3.7) Seja X = P uma solu¢do para a

segquinte equagdao algébrica de Riccati
X=F'(X-XGUI+G"XG)"'G"X)F + Q.

Se P > 0, entdo todos os autovalores da matriz

~ ~

L=(F+GK)=F -G+ G"'PG)"'G"PF,
pertencem ao disco unitdrio aberto, ou seja, L ¢ estdvel.

Demonstracao. A demonstracao de que L ¢ estavel sera feita por reducao ao absurdo. Suponha-
mos que L ndo seja estéavel. Logo, existe um autovalor A da matriz L tal que || > 1, e mais,

Lz = Az para algum x # 0.

Lembremos que

P=FT(P- PG +G"PG)'GT"P)F +Q



96

pode ser reescrita como

P=1TPL+KTIK + Q, (6.60)

sendo

~ ~

L=(F+GK)=F-GU+G"PG)"'G" PF.

T

Pré-multiplicando e pés-multiplicando a expressao (6.60) por z* e = respectivamente, obte-

1mos

TPy =2 TL"PLy + 2" KT I Kz + xT@x
T Pr = \\aTPr+ 2T KT 1Kz + 27 Qu
(1= M)a" Pz = 2T (KTIK + Q).

Como [A| > 1, P = 0ez #0, entdo (1 — [A[2)zT Pz < 0. Porém, dado que (KTTK + Q) = 0

e x # 0, entao a:T(I?TII? + @)a: > (0. Logo, supor que L nao seja estavel leva ao absurdo
(1= [A\?)2T Pz = 2T(KTIK + Q).

Portanto, L & estavel. O

Definigao 6.3.1. Seja P uma solugao da equacao algébrica de Riccati

P=FT(P—-PGUI+G"PG)"'G"P)F + Q. (6.61)

Dizemos que P é uma solugao estabilizante da equagao (G.61]) se L 6 estdvel.

Vimos até agora, sob certas condigoes, que a sequéncia {P;}15 converge para uma matriz
simétrica definida positiva solugdo da equagao algébrica de Riccati e tal que L é estavel. Mos-

traremos agora que tal solugdo satisfazendo esta propriedade é tnica.

Lema 6.3.6. Considere a equagao algébrica de Riccati
P=F'(P-PGUI+G"PG) 'G"P)F +Q.
Se P € uma solucao estabilizante, entdo P € unica.

Demonstragao. Suponhamos que existam duas solugoes estabilizantes X = P; e X = P, para a
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equagao algébrica de Riccati
X=F'(X-XGU+G"XG)"'G"X)F + Q.
Considere para j = 1,2 os ganhos associados as solugoes P e Py
K;=—(I+G'P,G)"'GT P;F.
Utilizando os ganhos K j»J = 1,2 podemos reescrever P e P como
P =F'PF+F'PGEK1+Q e P,=F'P,F + KIG"P,F + Q,
e cuja diferenga fornece

(P, — P,) = FT'(P, — P,)F + FTP,GK, — KYG"P,F. (6.62)
Note também que
I+G"PG) ' —(I+G"RG) " = (I+G"RG)'G"(P,— P)G(I+G"PG).
Pré-multiplicando a expressao acima por ﬁTPgé e poés-multiplicando por (A;TPlﬁ , obtemos
~FTP,GK, + KIG"P,F = KI'G"(P, — P)GK,.
Somando (ﬁTPlﬁ + ﬁTPgﬁ) em ambos os lados, obtemos
FT(P, — P)F + KI'G"(P, — P,)GK, — FTP,GK, + KYG'P,F = F'(P, — P,)F.

Completando quadrado dos dois primeiros termos do lado esquerdo da equacao anterior,

resulta
(ﬁT + I?QT@T)(Pl — PQ)(ﬁ + ékl) — ﬁT(Pl — Pg)éf/(\’l — f?géT(Pl — PQ)F\—

—ﬁTpgéf?l + I?QT@Tplﬁ = F\T(Pl — Pg)ﬁ
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Algumas manipulagoes algébricas adequadas na ultima expressao fornecem
(F\T + [?géT)(Pl — PQ)(ﬁ + @I?l) = F\T(Pl — Pg)ﬁ + F\Tpléf?l — I?g@TPQﬁ
Utilizando ([6.62)), obtemos

(FT + KIGT)(P, — P)(F + GKy) = (P, — Py).

Ou melhor,

(Py—Py) = (F+ GEK)" (P = Po)(F + GK1) = 0
Observe que a ultima expressao pode ser imediatamente identificada com a equacao de Stein
S — BSA =T, (6.63)

através de S = (P — Py), B= (F 4+ GKy)T, A= (F +GK,) e T = 0.

Sendo P e P solugoes estabilizantes, por defini¢cao, as matrizes Ej = (ﬁ +GK j) paraj =1,2
sdo estéveis. Como todos os autovalores de (F + GK>) e (F + GK1) pertencem disco unitério
aberto, entao de acordo com Teorema [B.7.1] a equagao de Stein (6.63]) admite uma tnica solugao.

E imediato que tal solucao é dada pela solucdo trivial (P, — P,) =0. Logo, P, = P».

Portanto, a solucao estabilizante P é tnica. O

Apos tudo o que foi feito até agora, nés estamos prontos para reunir as concluses obtidas

anteriormente & respeito da sequéncia {P;};£% num tnico resultado.

Teorema 6.3.1. Sejam (ﬁ, CA}) um par estabilizdvel, R = 0 e QQ = 0. Considere a sequinte

sequéncia de matrizes simétricas definidas positivas {Pz};;oé’ gerada pela equagao recursiva
Py =FI'(P,— P,GU+G'P,G)'\G"P)F + Q,

sendo
F=F —GR 'EL(EGR'EL) 'Ep,
R=R'—R'EL(EGR'EL) 'EqR",

G = GR3,
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Q=Q+ EL(EcREL) ™ Ep,

e condi¢ao inicial arbitrdria satisfazendo 0 < Py = Q. Entdo, existe uma unica matriz P >~ 0 tal
que P, — P quando i — +oo. Além disso, o limite P = 0 € a unica solugcdo estabilizante para a

equagao algébrica de Riccati
X =F'(X -XGU+G"XG)'G"X)F +Q, (6.64)
ou seja, a matriz L = (F + GK) = (F — G(I + GTPG) " GTPF) ¢ estdvel.

Demonstracao. A convergéncia da sequéncia {B}j:oa’ para a solucdo definida positiva P da equa-
¢ao (6.64) segue dos lemas [6.3:3 e [634. A existéncia e unicidade da solugao estabilizante P ¢
garantida pelos lemas [6.3.5] e [6.3.6 O

O Teorema [6.3.1] garante que a matriz Lé estavel, ou seja, o ganho K estabiliza o par (ﬁ, @)

Resta garantir, no entanto, que o ganho
K" = —RG"(P™' + GRG")'F — R"'EL(EGR'EL) 'Ep

estabiliza o par (F' + 0F, G 4+ 6G) para toda incerteza admissivel 0F e §G. O proximo corolario

assegura esse resultado.

Corolario 6.3.1. Considere as mesmas hipdteses do Teorema 6 31l Defina
K" = —RGT(P~'+ GRG")"'F — R"'EL(EqR'EL) 'Ep.

Entao, a matriz L" = (F + GK") é estdvel.

Demonstragao. Sabe-se, de acordo com o Teorema [6.3.1] que a matriz

= (F -G +G"PG)~'G" PF)

&

é estavel. Observe que

= (F-G(I+G"PG)"'\G"PF)=(I-G(I +G"PG)"'G'P)F =

)

— (I-GIG"(P~' +GIG") ")F.
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Lembrando que G= Gﬁb%, temos

~

L=(-GR2IR*GT(P' + GR2IR2GT) ) \F = (I - GRGT(P* + GRGT)™})F.

Usando a definigao de ﬁ, resulta

L=(I-GRG"(P'+GRGT) ") (F - GR 'EL(EGR'EL) 'Ep) =

F-G (EGT(P—l + GRGT)Y"Y(F — GR\EL(EGREL) ' Ep) + R—lEg(EGR—lEg)—lEF) .
Definindo
K" = —RGT(P~' + GRG")"'F - R"'EL(EqREL) 'Ep,
temos
L=(F+GK)=(F+GK").

Portanto, a matriz L" := (F' + GK") é estavel.

Nos temos agora, portanto, condigoes de estabelecer o principal resultado deste capitulo a

respeito da estabilidade e convergéncia do regulador robusto recursivo.

Teorema 6.3.2. Sejam R > 0 e Q > 0. Considere a sequinte sequéncia de matrizes simétricas

definidas positivas {P;} 1% gerada pela equagio recursiva

_ - T - - -1 - _
0 P 0 0 0 I 0 0
0 0 R' o0 0o 0 I 0
—I 0 o Q' 0 0 o0 —I
Py = ,
F 0 0 0 0 A -G F
0 I 0 o AT 0 o0 0
o] Lo I o -g" o of |oO]
I G F
sendo A = , G = e F= e condi¢ao inicial arbitrdaria satisfazendo0 < Py < Q.
0 Eq Er

Defina

R=R'— R 'EL(EGR'EL) 'EqR™".
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Se (F — GR_IEg(EgR_lEg)_lEF,GE%) € um par estabilizdvel, entao existe uma tnica
matriz P = 0 tal que P; — P quando i — +00. Além disso, P = 0 € a inica solucdo estabilizante

para a equacdo algébrica

_ - T - - -1 - -
0 P10 0 0 I 0 0
0 0 R1!' 0 0o o0 I 0

—I 0 0o Q@' 0 0 o0 -1

p— (6.65)

F 0 0 0 0 A -G F
0 I 0 o AT 0 o0 0

o] Lo I o -g" o of O]

E mais, as matrizes L" e K" dadas por

- - T - - —1 - -
00 Pt 0 0 0 I 0 0
00 0 R%' 0 0 0 I 0
L |00 0 0 Q' 0 0 0 ~I
k| oo 0 0 0 0 A -G F
I0 I 0 0 AT 0 o0 0
o7 o 1 0o -g" o o] |0]

sao tais que L = (F + GK") € estdvel.

Demonstracao. Segue do Teorema[6.3.1]e Corolério quando aplicamos as equivaléncias das

expressoes estabelecidas pelos lemas auxiliares. O

6.3.1 Sistema em Malha Fechada - Estado Permanente

Considere o sistema linear discreto incerto

Ti41 = (F + (5F)$Z + (G + 5G)uz

5P sG| = HA|Bp Bo| IAI<1 .

Vimos que a solu¢ao do problema de controle robusto proposto para o sistema (6.66) ¢ uma
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realimentacao de estado da forma

I A 4-1 -
of (P75 o 0o 0 I 0 0
0 0 R' 0 0 0 I 0
0 0 0 Q@' 0 0 0 —I
U; = Ki$i = T, (6.67)
0 0 0 0 0o A -G F
0 1 0 0 AT 0 0 0
7 o 1 0o -¢" o0 o |O]
com a sequéncia de ganhos K; dada em termos de
I 4-1 -
0 P 0 0 0 I 0 0
0 0 R' 0 0 0 I 0
—I 0 0 Q@' 0 0 0 —I
P = , (6.68)
F 0 0 0 0o A -G F
0 1 0 0 AT 0 0 0
o] [0 I o -¢g" o0 0] |0
I G F
sendo A = , G = e F=
0 Eq Ep
Perceba, nesta situagao, que o sistema em malha fechada
+1 = [( )+ ( )Ki | (6.69)

57 G| = HA[Br Ed]

é variante no tempo, jA que os ganhos de realimentacdao K; sao variantes no tempo devido a

dependéncia de P;;1. Além disso, de acordo com o Lema [6.1.1] o Sistema (6.69) torna-se
Tit1 = (F + G’Kz)xl, (6.70)

para toda incerteza paramétrica admissivel 6F e dG. Note ainda que a expressao do Sistema
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é justamente aquela fornecida por
J q

- T _ - -1 - _
of [Pz o o0 0 I 0 0
0 0 Rt 0 0o o0 I 0
0 0 0o Q' 0 0 0 —I
0 0 0 0 0 A -G F
I I 0 0o AT 0 o0 0
oj Lo 1 0o -¢g" o0 0| [0

Considerando o limite quando i — —oo em K, nés ja sabemos que tal limite existe e resulta

em uma matriz de realimentacao K" = K, constante dada por

- - T - - —1 - -
0 Pt 0 0 0 I 0 0
0 0 R1' o0 0o 0 I 0
0 0 0 L0 0 o0 —I
K™ = @
0 0 0 0 0 A -G F
0 I 0 o AT 0 o0 0
Ip o 1 0o —¢" o0 o] |[0]

tal que L™ = (F + GKT") é estavel.
q

Portanto, o sistema em malha fechada (6.69) é estavel para toda incerteza paramétrica ad-

missivel.
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Conclusoes

Esta dissertagao propds um regulador robusto recursivo para uma determinada classe de
sistemas lineares incertos. Primeiramente, uma nova abordagem foi considerada para resolver
o problema do regulador linear quadratico 6timo. Tal abordagem foi baseada nas técnicas de
minimos quadrados ponderados e func¢bes penalidade. A lei de controle 6timo junto com as
expressoes do ganho de realimentacao e da equagado recursiva de Riccati foram apresentadas.

Além disso, tais expressoes mostraram-se equivalentes as ja existentes na literatura.

A eficiéncia desta abordagem na solugao do problema RLQ permitiu que tal formulagao fosse
estendida para o tratamento do problema do regulador robusto recursivo para sistemas lineares de
tempo discreto sujeitos a incertezas paramétricas. Um dos aspectos mais interessantes da solucao
recursiva proposta foi o arranjo simétrico com que as matrizes de ponderagao e de parametros
do sistema foram agrupadas, de maneira independente, em um bloco matricial de dimensao seis.
E valido destacar também que, para cada passo, a forma recursiva é dependente somente das
matrizes de pardmetros e de ponderagao conhecidas do sistema e esti associada a uma equagao
de Riccati. E mais, ficou garantida também a convergéncia e a estabilidade do regulador robusto
proposto quando consideramos as matrizes de pardmetros e ponderagoes do sistema linear incerto

como sendo invariantes no tempo.
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APENDICE A

Regulador Robusto Recursivo - Aspectos Complementares

A.1 Comportamento (y— +00)

Dado o sistema linear discreto sujeito a incertezas paramétricas

riy1 = (Fi+0F)z; + (Gi + 0Gi)u;

, (A1)
|:5Fi 5Gz} = H;A; [EFi EG’J ; 1=0,..,N
considere o seguinte problema de otimizagao min-max
3 Kol . ) .
xfﬂ%l 5%-1%)& {JH (ig1, wi, 0F;, 0G;)} (A.2)
sendo J;‘ (Tit1,u, 0F;, 0G;) o funcional custo quadratico dado pela seguinte expressao
1T
T; P; 0 x;
JZ'»U'(xi_H, g, 5Fi, (5Gz) = o o o + (A3)
U; 0 R; Uy
- T
0 0 0 0 Ti+1 -1 0 Qz 0
+ + - T; + Xy e,

com > 0 fixado. Vimos no Capitulofl através do Lema[5.2.], que ap6s a etapa de maximizagao

este problema foi reduzido a um problema de MQP dado por

min {(A;X; — B)TWi(A4:X; — B;)} (A.4)

Ti+1,Usg
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com as seguintes identificagoes

I 0 0 Py 0 0 0O
0 I Ti+1 0 0 RZ' 0 0
./41' = s Xi = s Bl = i, W@ = - 5
0 0 U; -1 0 o W; 0
7 G |7 | [0 0 0 NI
Gi I F; — Qi 0
gi - ) 1= ) fl - ) WZ - ~ )
Eg, 0 Er, 0 (p ' —\t'H,HN™

sendo \; um parametro escalar nao negativo obtido através do problema de minimizagao

}\\Z‘ min I ()\Z) s

€ arg i
sl |

com T'; (\;) dado por (B.28). E que, neste passo passamos a considerar o problema de encontrar,

para cada p > 0, a respectiva solugao 6tima (xj (), u; (1)) para (Ad).

E bastante simples verificar que o problema de MQP pode ser reescrito, de maneira

conveniente, como

~ - ~ - T ~ -
I 0 0 Py 0 0 O
0 I x; 0 0O R, 0 O
min o X ’ (o) (A.5)
Lit1,ti 0 0 U; —TI 0 0 Qz 0
I -G Fi 0 0 0 ITII
\ - - - - - - Vs
quando definimos
- - NTHHDT 0 My; 0
Hi = E;l(u’)\l) = (lu ! 7') N e 1’2 s
0 il 0 Il

para cada p > 0 fixado.

Considere Il ; := (p=tr — X;lHiHiT)_l elly; := Xil. Conforme u— +o00, as entradas da
matriz II; ; e os elementos da diagonal da matriz IIy; crescem indefinidamente. Logo, certos
elementos 7; (entradas da matriz de ponderagao II;) crescem indefinidamente quando p— +o0.

Isto ¢ equivalente a considerarmos, em substituigao de II; em (AZD), a matriz de ponderacao

—
— e—
—_—

aY quando fazemos a— 400 para alguma matriz simétrica definida positiva assumida
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conhecida T de dimensao compativel. Dessa maneira, o problema de MQP irrestrito torna-se

- - - - T ~ - )
I 0 0 Pei 0 0 0
. 0 I Ti+1 0 0 RZ’ 0 0
min - x; o) ;. (A.6)
Pit1,e 0 O U; -1 0 0 @ O
_I —gi_ i Fi ] | 0 0 O E_

para cada o > 0 fixado. Perceba entdo que o problema de MQP irrestrito (A.6) pode ser

interpretado como um problema de MQP sujeito a uma restrigao de igualdade linear dado por

T

I 0 0 Py O I 0 0
. Ti41 Ti41
mlnzi+1,ui 0 I - 0 Ty 0 RZ 0 0 - X
Uj U
0 0 —I 0 0 Q; 0 0 —TI )
T
s.a [I _gz} A Fxi =0

Uj

(A7)

onde a restri¢ao foi incorporada & funcéo objetivo através da funcao penalidade definida por

T
sendo H(&;) = [I _gz} (AR Fizi | e a > 0. Observe agora que a fungao

P(X) = HX)TTH(X), T>0

satisfaz todas as condigbes da funcao P exigidas na Secao e, de acordo com o método de
penalidades, o termo aP (X («)) — 0 quando o parametro de penalidade & — +o00. Ou seja,
o termo P(X(«)) vai a zero muito mais rapido do que o pardmetro de penalidade a tende ao

infinito.

De forma equivalente & anélise feita acima, a solugao

. w7y (1) Ly
X (p) = i: = i T
i (p) K}

(2

encontrada para cada p > 0 é tal que H (X (u))TTLH (X (1)) — 0 quando g — +o00. Isto ¢,

H(X} (1)) — 0 mais rapido do que as entradas da matriz II; crescem indefinidamente.
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Logo,
(LY - GK!'— F)' IL(ZLY — GK!'— F) — 0

a medida que pu — —+o00. Dessa forma, obtemos que

(ZL' — GK' — F) =0 = .
Er + EGinO =0

Portanto, o ganho de realimentacao K; obtido é tal que

L = F, + GiK;

(A.8)
EFi + EGiKi =0
ao definirmos L; := L e K; := K°.
A.2 Analise da dimensao das matrizes de incertezas do sistema
Considere o sistema linear incerto previamente introduzido no Capitulo
Tiv1 = (F+0F)z; + (G4 0G)u;
i1 = ( )i + ( Jui 7 (4.9)

or o] = HA[Br B
sendo F € R™" G € R™™ §F € R™", §G € R™™, H € R™F A € RF¥! Ep € R>" e
Eq € RX™ . Assuma que o sistema acima seja instavel para toda incerteza admissivel 6F e 6G.

O objetivo desta secao é levantar hipdteses preliminares, para estudos futuros, sobre as di-
mensoes das matrizes do sistema que possam garantir a existéncia de um ganho de realimentagao

K, isto é, u; = Ku;, satisfazendo

(i) - (F + GK) estavel,

(i) - Ep + EcK =0,

em z;41 = (F+ GK)z; + HA(Ep + EgK)x;, para toda incerteza admissivel §F e 0G.

Ja vimos no Capitulo [0l que, sob certas condigoes, o regulador robusto recursivo proposto
no Capitulo Bl ajusta um ganho K, quando i — —oo, que estabiliza o Sistema ([A.9). Porém, a

existéncia de tal ganho que satisfaga as condigoes (i) e (ii) ndo fica garantida quando consideramos
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escolhas arbitrarias para as dimensoes das matrizes de incertezas do sistema (A.9). De fato, basta

notar que a expressao
K" = —RGT(P~' + GRG")"'F - R EL(EGREL)'Ep

sendo R = R~! — RI'EL(EGRTEL)'EGR™, reduz-se a K" = —(Eg) ' EF se considerarmos
E¢ uma matriz quadrada invertivel. Apesar de (Er + EqK"™ = 0), exemplos numéricos mostram
que L" = (F + GK") nao ¢ estavel. No entanto, ha a ocorréncia de (i) e (ii) quando supomos

E¢ sendo uma matriz retangular posto linha pleno, conforme o que vimos no Capitulo [6l

Suponhamos que, dadas as informagoes sobre o Sistema (A.J), tentdssemos encontrar um
ganho K compativel com as condi¢oes (i) e (ii). Para isso seria razoavel entdo resolver um
sistema de equagbes, como veremos na sequéncia, cujas incoégnitas correspondem as entradas da

matriz de ganho K. Sejam entao

fir fiz o fin g1 912 Yim ki ki -0 kg
o for fo2 o0 fon G- 921 922 -+ Gom K- ko1 ko oo kop ’
_fnl fn? e fnn_ _gnl gn2 - gnm_ _kml km2 e kmn_
Ef11 Ef12 T Efln Egn E912 T Eg1m
Erp=1| : : s Ea=| : : ,
Efu Efu T Efln Egu Egu Tt Eglm

e considere

F+GK =
fi fizo fin gin 912 -+ gim kit ki - kin
. far fa2 0 fom n 921 922 - Gom | | K21 koo oo kop
_fnl fn2 - fnn_ [gn1 Gn2 * Gnm | _kml kma - kmn_

Er+ EqcK =0
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ki1 ki - ki
Efn Ef12 T Efln Egn E912 T Eg1m 0O 0 --- 0
. . . . . ko1 koo - Koy
+ =
Efu Efu T Efln Eq, Eg, -+ Eg, 0 0 0
_kml ka o k;mn_

Primeiro, para que a matriz (F'+ GK) seja estavel é preciso que seus autovalores estejam

dentro do disco unitario. O polinémio caracteristico, em s, de F'4+ GK é dado por
Po(s)=s"+a1s" ' +ags" 2+ -+ an_15' + ans’, (A.10)

onde a; = ai(ki1,.. ., kmn); a2 = a2(k11,-. ., kmn);-.;an = an(kil, ..., kmn). Suponha agora

que as raizes do polinomio P, (s) ou, equivalentemente, os autovalores de F' + GK sejam rea-

locados em s1,89,-+-,s, onde |s;| < 1,7 =0,...,n. Entdo, o polindémio caracteristico desejado
) ) 9y ) ) 9 Y p J

com as escolhas de s1, s9, -, s, é dado por

P.(s)=(s—s1)(s—s2) (s —Sn-1) (s —8p) =

(A.11)
=" 4+ 018" 4 bes" 2+ -+ byt + bys?,
onde by = by(s1,...,8n); ba = ba(S1,...,8n); -..; by = bup(s1,...,5,). Note que todos os b;,i =
0,...,n sdo valores constantes obtidos a partir dos valores conhecidos s;, ¢ = 0,...,n. Obtemos
entao o seguinte sistema
ar(kit, - kmn) = b1
az(ki1, ..., k = by
( ) i

L an(klh ceey kmn) - bn
com n equagdes e m - n incognitas ki1, .. ., kmn.

Segundo, para que Er + EgK = 0 seja satisfeita precisamos também encontrar a solugao
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para a seguinte sistema

Efll + Egnkll + Eg12k21 4+ ...+ Eglmkml =0

Ef, + Eg kin + Egykon + ...+ Egy kpn = 0

Ef21 + E921k11 + E922k321 + ...+ EQka’ml = 0
(A.13)
Efzn + E921 kin + Eg22k:2n + ...+ Eggmkmn =0
Ep, + Eg ki1 + Eg ko1 + ...+ Eg by = 0
Efln + Egukln + Egm kop + ...+ Eglmkmn =0
composto por n -l equagoes e m - n incognitas.
Considerando que as incognitas (k11, . . ., kmn) devem satisfazer ao mesmo tempo as exigéncias
(A12) e (A13), temos o sistema
al(klla cee 7kmn) = b
an(klb teey kmn) - bn
Efn + Egukll + Egmkigl + ...+ Eglmk;ml = 0
Efln + Egukln + Egmkgn + ...+ Eglm kmn = 0
Efy + Egy k11 + Egyoko1 4+ ...+ Egy k1 = 0 (A.14)
Efzn + Egzl kin + E922 kon + ...+ Eg2m kmn = 0
Eyp, + Eg ki + Egokn + ...+ Eg by = 0
Efzn + Egllkln + E912k2n +..t Egzmkmn = 0

com n - (I + 1) equagdes e m - n incognitas.

Suponha que as matrizes do Sistema (A.9) sejam tais que suas dimensoes satisfagam m >

(I4+1),isto &, 0 <1 < (m—1) < n. Dessa maneira, o sistema de equagoes (A.14]) é composto
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por um nimero de incégnitas maior que o de equacoes. E mais razoavel esperar, apesar de nao
ser garantido, que o sistema (A.I4)) venha admitir, nestas condigdes, uma solugao satisfazendo

(i) e (ii) devido a quantidade de graus de liberdade.

Esperamos em um estudo posterior explorar profundamente estes aspectos e formular um
resultado que fornega condigoes suficientes, associadas & dimensao das matrizes de incertezas,

para a aplicabilidade do regulador robusto recursivo projetado neste trabalho.
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APENDICE B

Analise Matricial - Alguns Resultados

Este apéndice tem o proposito de apresentar, sem demonstragoes, alguns conceitos e resulta-
dos da anélise matricial que foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Dada a forma
de apresentacao do contetdo, assumimos que o leitor tenha familiaridade com conceitos bésicos
de &lgebra linear. Dessa maneira, este apéndice sera tutil ao leitor somente como uma consulta
rapida durante a leitura do trabalho. As demonstragoes dos resultados mencionados podem ser

encontradas, quase que na totalidade, nas referéncias citadas.

B.1 Inversao de Matrizes

Lema B.1.1. [3]] Sejam A € R™*™, B € R"™™ (C € R™*™ ¢ D € R™*™. Suponha que A, C,
(A+ BCD) e (C~' 4+ DA™B) sejam ndo-singulares. Entdo

(A+ BCD)™ = A7 — A7'B(C™!' + DA™'B)"'DA™L. (B.1)

Lema B.1.2. [12] Suponha A, C, (A+ BC™1D) e (C+ DA™'B)~! invertiveis. Entdao ¢ vdlida

a sequinte relag¢ao

(A + BC'D)'BC™! = A7'B(C + DA™'B)™%. (B.2)
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B.2 Matrizes Particionadas e Complemento de Schur

Definigao B.2.1. [/5] Sejam A € R™ ™ wma matriz nao-singular, B € R"™*™ C € R™*" D €
R™*™ ¢ M e ROFm)x(tm) o matriz particionada definida por
A B
M = . (B.3)
C D
A matriz D — CA™'B denotada por (M/A) é chamada de complemento de Schur de A em

M. Similarmente, se D € nao-singular, o complemento de Schur de D em M € definido por

(M/D)= A— BD~'C.

Lema B.2.1. [}J] (Formula da diagonalizagao de Aitken) Seja M uma matriz particionada dada

por

A B
M = (B.4)
C D

e suponha A nao-singular. Entao,

I ol |A B||I —-A7'B A 0
= : (B.5)
—~CA~Y I| |C DJ| |0 I 0 (M/A)

Lema B.2.2. [/5] (Formula da aditividade do posto de Guttman) Seja M uma matriz particio-

nada dada por

A B
M = . (B.6)
C D

Entao, posto(M) = posto(A) + posto(M/A).

Lema B.2.3. [[J] Seja M uwma matriz particionada dada por

A B
= (B.7)
C D
(1) - Suponha que A e M sejam nao-singulares. Entao (M/A) € nao-singular e
. I —A7'B| |A7! 0 1 0
M~ = : (B.8)

0 I 0 (MJ/A)| |-CcAt T
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(ii) - Suponha que D e M sejam nao-singulares. Entao (M/D) é nao singular e

L I ol |{mp)yt o | {1 —BD? ©9)
_p-lc 1 0 p-illo 1 | '

Lema B.2.4. [/5] (Formula da Inversao de Banachiewicz) Seja M uma matriz particionada

dada por

A B
M = . (B.10)
C D

(i) - Suponha que A e M sejam nao-singulares. Entao (M/A) € nao-singular e

el AP+ ATIB(M/A)TICATY —ATIB(M/A)T! ‘ (B.11)
—(M/A)~tCAT! (M/A)~

(ii) - Suponha que D e M sejam nao-singulares. Entao (M/D) é nao singular e

3 (M/D)~ —(M/D)"'BD™!
M= . (B.12)
—D-'C(M/D)"* D~'+ D-'C(M/D)"'BD"!

Lema B.2.5. [12] Sejam R € R™"™ uma matriz nao singular e A € R™ "™ wma matriz posto

coluna pleno. Entdo:
(i) - a matriz (ATR™A) € invertivel.

(ii) - a matriz é invertivel.

AT 0

Além disso, sao vdlidas as sequintes identidades:

—1 -

R A 0
(ATR™1A) ™ = — [0 Im} (B.13)
AT 0 L,
-1 -
R Al |I
(ATR™1A)TATR! = [0 [m} (B.14)
AT 0 0
1 -
R A 0
RTAATRA)! = [In o] . (B.15)

AT 0 I,
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B.3 Matrizes Semidefinidas e Definidas Positivas

Definicao B.3.1. [19] Uma matriz simétrica A € R"™"™ ¢é dita definida positiva (A > 0) se
vTAz > 0,Vz € R*. Se 2T Az > 0,Vx € R entdo A é dita semidefinida positiva (A = 0).
Stmilarmente, os termos definida negativa e semidefinida negativa podem ser estabelecidos a
partir da reversao das desigualdades nas definicoes de definida positiva e semidefinida positiva.
Caso a matriz simétrica A nao se encaize em nenhuma das defini¢ées acima, entdo ela € dita

indefinida.

Lema B.3.1. [19] Seja A € R™™ definida positiva. Se C € R™™  entio CTAC é semidefinida
positiva. E mais, posto(CT AC) = posto(C), de modo que CT AC ¢ definida positiva se e somente

se posto(C') = m.

Lema B.3.2. [19/ Seja A € R™ " simétrica nao-singular. A matriz A € definida positiva se e

somente se A~ € definida positiva.

Teorema B.3.1. [13/ Uma matriz A € R™*™ simétrica é definida positiva (semidefinida positiva)

se e somente se qualquer uma das sequintes condicoes valem:

(i) - todo autovalor de A € positivo (positivo ou zero).

(ii) - existe uma matriz N € R™*™ nao-singular (uma matriz N € R™ " singular ou uma matriz

N € R™" com m < n) tal que M = NTN.

Lema B.3.3. [/)] Sejam A € R™"™ uma matriz nao-singular, B € R™*™ D € R™*™ ¢ M €

R(+m)*(n+m) g matriz particionada simétrica dada por

A B
M = . (B.16)
BT D

FEntao:

(i) - M = 0 se e somente se A= 0 e (M/A) > 0.

(i) - M > 0 se e somente se A >0 e (M/A) > 0.

Analogamente, podemos enunciar também
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Lema B.3.4. [/5] Sejam D € R™ "™ wma matriz nao-singular, B € R™™ D € R™™ ¢

M e Rvtm)X(ntm) o matriz particionada simétrica dada por

A B
M = ) (B.17)
BT D

FEntao:

(i) - M =0 se e somente se D =0 e (M/D) > 0.
(ii) - M = 0 se e somente se D =0 e (M/D) = 0.

Lema B.3.5. [/5] Sejam A € R™", B € R™™ D e R™*™ ¢ M € ROmxX(4m) o matriz

particionada simétrica dada por

A B
M = . (B.18)
BT D
Considere C(A) e C(B) os espagos gerados pelas colunas das matrizes A e B, respectivamente.

Dessa forma, M = 0 se e somente se A >0, C(B) CC(A) e (M/A) = 0.

Lema B.3.6. [20] Seja A € R™*" definida positiva e B € R™ ™ uma matriz posto coluna pleno.

Entao, a matriz

A B
(B.19)
BT 0
€ invertivel.
Lema B.3.7. [33] Seja A € R™" semidefinida positiva e B € R™™ uma matriz posto coluna

pleno. Entao, se [A B} € posto linha pleno, a matriz

A B
(B.20)
BT 0
€ invertivel.

Defini¢ao B.3.2. [19/ Uma matriz A € R™" ¢é uma raiz quadrada de B se A*> = B.

Teorema B.3.2. [19] Sejam A € R™™" semidefinida positiva e k > 1 um nidmero inteiro dado.

Entao existe wma unica matriz simétrica semidefinida positiva B tal que B¥ = A.

Observacao B.3.1. [19] A maior utilidade do teorema anterior é para k = 2. A dnica raiz
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quadrada (semi)definida positiva da matriz (semi)definida positiva A € geralmente denotada por
1

Az,

B.4 Ordem Parcial de Matrizes Simétricas
Definigao B.4.1. [19] Sejam A, B € R™*™ matrizes simétricas. Dizemos que A = B se a matriz
(A — B) € semidefinida positiva. Similarmente, A = B significa que (A — B) € definida positiva.
Proposicao B.4.1. [19] Sejam A, B € R™*™ matrizes simétricas.

(i) - Se A= B, entio TT AT = TT BT para toda T € R™™.

(ii) - Se T € R™™ com m < n, temos que A = B implica TT AT = TT BT quando posto(T) =

m.

Definicao B.4.2. [19] Seja A € R™*™. Defina
p(A) :=max {|\| : X € um autovalor de A} .

Denominamos p(A) como o raio espectral da matriz A.

Teorema B.4.1. [19] Sejam A, B € R"*"™ matrizes simétricas, e suponha que A = 0 e B = 0.

Entao:

(i) - A= B se e somente se p(BA™1) <1,
(ii) - A = B se e somente se p(BA™!) < 1.

Corolario B.4.1. [19] Sejam A, B € R™ "™ matrizes simétricas definidas positivas. Entio A = B

se e somente se B~1 = A~1.

B.5 Normas, Sequéncias e Séries de Matrizes

Definicao B.5.1. [19] Uma fungao ||e || : R™*™ — R ¢é definida como norma matricial se para

todas as matrizes A, B € R™*" ela satisfaz 0s sequintes axiomas:

(1) - 1Al = 0;

fii) - | A 20 & A=0;
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(iii) - ||cAl| = |c]|||A]], para todo ¢ € C;
(w) - [A+ Bl < [[Al +[|BI;
(v) - [[AB|| < [|A[l[|B]-

Definicao B.5.2. [19]/ A norma espectral || o || : R™™™ — R € definida como
|All2 :== {VX : X é um autovalor de AT A}. (B.21)

Teorema B.5.1. [19/ Seja || o || qualquer norma matricial. Se A € R™*™, entao p(A) < ||4].

Lema B.5.1. [19] Sejam A € R™™" e € > 0 dados. Entao existe uma norma matricial || e || tal

que p(A) < [[A] < p(A) + e

Observagao B.5.1. [19] Note que se p(A) < 1 entao pelo Lema[B.5. 1 existe uma norma ma-
tricial || o || tal que || Al < 1.

Lema B.5.2. [19] Seja A € R™"™ uma matriz dada. Se existe uma norma matricial || || tal
que ||A| < 1, entdo limg_, 1o A*¥ = 0, isto €, todas as entradas de A¥ tendem a zero quando

k — +oo.

Definicao B.5.3. [19] Dada A € R™*", a sequéncia de matrizes { A*}25 tais que limy,_, 4o AF =

0 € chamada de convergente.

Teorema B.5.2. [19] Seja A € R"™". A sequéncia {A¥};2) ¢ convergente se e somente se

p(A) < 1.

B.6 Derivadas Fundamentais

Lema B.6.1. [3]|] Sejam A € R™"™ qualquer e z,y € R™ quaisquer. Entao:

(v z) =y

L0
(Z) - ox
(i) - 2(a:TAm) = Az + ATg

Ox ’
Se A € simétrica entdo 8%(:1:TA:C) = 2Ax.

Lema B.6.2. [7]] Sejam A € R™*™ 1z € R" ey € R™ quaisquer. Entao:

(i)~ L aTay) = Ay
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(ii) - ;y (T Ay) = ATz

B.7 Equacao de Stein
Teorema B.7.1. [2]] Sejam A € R™*™ B € R™™ eI’ € R"™™. A equagao de Stein
S — BSA=T (B.22)

admite uma dnica solugcdo se e somente se \gAp 7 1 para todo Ny e Ay autovalores de A e B,

respectivamente.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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