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Resumo
Esta dissertacédo € baseada no artigo:

M. Brown, W. D. Neumann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixgdint theorem,
Michigan Math. J24(1977), 21-31.

O teorema de Poincaré-Birkhoff, também conhecido comanidlteorema ge-
omeétrico de Poincaré”, assegura a existéncia de pelo me@mpahtos fixos a
todo homeomorfismo de tor¢éo do anel fechado, que preseraa ar

Esse resultado foi conjecturado e provado em casos espeoiaPoincaré em
1912 (cf. [4]).

Segundo Brown e Neumann, a prova apresentada por eles, é atifecatéo da
prova apresentada por Birkhoff em 1913 (cf. [2]), ha sua eniatentativa de
demonstrar este resultado. Modificacédo esta que, segueslodetssencialmente
a mesma apresentada por Birkhoff em 1925 (cf. [3]), na suanskzgtentativa.



Resumo
This dissertation is based on the article:

M. Brown, W. D. Neumann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixgdint theorem,
Michigan Math. J24(1977), 21-31.

The theorem of Poincaré-Birkhoff, also called Poincargés jeometric theorem,
asserts the existence of at least two fixed points for alltta@sneomorphism of
closed ring, that preserve area.

This theorem was conjectured and proved in special case®imgd?é in 1912

(cf. [4]).

According to Brown and Neumann, the proof presented by tieansimple mod-

ification of a proof presented by Birkhoff in 1913 (cf. [2]h his first attempt to

prove this result. This modification, according to them, ssemntially the same
presented by Birkhoff in 1925 (cf. [3]), in his second attemp
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Apresentacao

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff, também chanased"Ul-
timo Teorema Geométrico de Poincaré" assegura a existéagialo menos dois
pontos fixos a todo homeomorfismo de tor¢éo do anel fechadqrgserva area.

Ele foi formulado como uma conjectura e provado em casosceEspgor
Poincaré [4] pouco antes de sua morte. Em 1913 Geoge BirkRoffublicou
uma prova que estava correta para um ponto fixo, mas na dedagdasténcia
de um segundo ponto fixo, Birkhoff ndo considerou a posddnile do mesmo
possuir indice nulo. Este erro foi corrigido em [3] publioaam 1925.

Esta dissertacdo apresenta a demonstracdo dada por BroeungaNn em
[1] para este teorema, que segundo eles, é uma modificacama qriginal
de Birkhoff para um ponto fixo. Modificacdo esta que, segurslmesmos, é
essencialmente a mesma modificagédo que Birkhoff esbocoBlem |



Capitulo 1

Preparacao para o Teorema

Sejad = {p € R* 1 < ||p|| < 2} o anel, ondeg|.|| € a norma euclidiana
usual. Consideremos seu recobrimento univefsat R x [0,1] com prOJeg;ao
I1: A — A, dada pofl(z,y) = (y + 1)(cosz,sinz) para toda(z,y) € A.O
bordo deA e A serdo denotados por edA respectivamente.

Daqui em diante denotaremos @or translacao definida por

T: Rx[0,1] — Rx]I0,1]
(z,y)  r— (z+2my).

Um levantamento de uma aplicacdo contiffuaA — A ao recobrimento
universal4 é uma aplicacédo continya: A — A tal quell o f foll

~ 7 o~
A—A
m i

A—f>A

Sabemos dos resultados de espacos de recobrimento, quplicdgdo continua
f: A — Aadmite um levantamento ao recobrimento universahlém disso,
sef e f’ sdo dois levantamentos deentao existé: € Z tal que

]::’ = J?+ (2km,0) = Tkof.

Segue dai, que se dois levantamentog deincidem num ponto, entéo eles coin-
cidem.



1.1 Preliminares

Um homeomorfismg : A — A é dito um homeomorfismo dercéo, se ele
néo possui pontos fixos et, preserva cada componente conexadee ad-
mite um levantament9 = (¢1,42) : A — A ao recobrimento universal dé,

satisfazendo uma das seguintes condic¢des:

o Gi(2,1) <o < Gi(,0),Vz € R;

e gi(x,1) >z > qi(x,0),Vx € R.

ln
!

Comoy preserva cada componente conexadesegue que seu levantamento
g faz o mesmo comA. Consequentemente, para tade R, temos que:

L4 g(l’, O) = (51(x70)70>;
d g(l', 1) = (51(1', 1)7 1)'

Outro fato importante sobre um homeomorfismo de torcéo é lgymeserva
orientacao ja que preserva cada componente coneXd @esuas respectivas ori-
entacdes. Além disso, sua restricdo a qualquer componeméxa de) A é ho-
motdpica a aplicagdo identidade da mesma componente cdaéxa

Informalmente, um homeomorfismpo: A — A é de tor¢cao quando rota-
ciona as componentes conexas do bordd @en direcbes opostas.

s

Lema 1. Sejamg : A — A um homeomorfismg; € A ep € A tal que
II(p) = p. Seg : A — A é um levantamento dg entéo:

(i) pé ponto fixo dg se, e somente sgp) = p+ (2kw,0) para algumk € Z;

(i) g € um homeomorfismo;



Além disso, se@ preserva cada componente conexaddé e g restrito a uma
componente conexa del € homotopico a aplicagéo identidade da mesma com-
ponente conexa deA, entao:
(i) goT =T oy,
(iv) p é ponto fixo dg se, e somente sg;+ (2k7, 0) também é ponto fixo dg
Vk € Z;
(V) g é uniformemente continua.

Demonstracao (i) Sep € ponto fixo degy entdoll (g(p)) = g (I1(p)) = g(p) = p-
Logog(p) € um ponto da fibra sobyee portantay(p) = p + (2kn, 0) para algum
ke Z.

Seg(p) = p + (2kw, 0) para algunk € Z entdo
I (g9(p)) = I(p + (2k,0))

= g(Il(p)) =p
= g(p) = p-

(i) Pelo Teorema Fundamental de Levantamento podemos t;)vrhmvanta-
mento dey~! tal queg—1(g(0,0)) = (0,0).

(0,0) <

9(0,0)

%

Hob\—fo’g“:g—loﬂogzg_logoﬂz|dAOH.

Assim temos,

Logog\—/1 o g é levantamento de Jd Assim, como;—/1 0¢(0,0) = (0,0) e Aé

conexo temos qug—! o g = Id 3, pois Id; € o Unico levantamento de Jccom
ponto fixo.



Analogamentg) o ;—/1 € levantamento de |de além disso possui ponto fixo,

poisg o g~'(g(0,0)) = g(0,0). Logog o g~! = Idj.
Portantog € um homeomorfismo.

Suponhamos para demonstrar os itens (iii), (iv) e (v)gpeeserva cada com-
ponente conexa d@A e g|s: € homotdpica a lgh (S* é uma das componentes
conexas deA).

(i) Seja G : S' x [0,1] — S uma homotopia entre id e g|s: tal que
Go = lds: €Gy = g|s1. Pelg Teorema de Levantamento de Horrlotopiatemos que
G admite um levantament@ : R x {0} x [0, 1] — Rx {0} tal queG, = ldg {0y

R x {0} x [0,1] —< R x {0}
St x [0,1] 2 SL

Assim, temos que as aplicacd@st) € R x {0} x [0, 1] — ToG,(p) € R x {0}
e(p,t) € Rx {0} x [0,1] — G, o T(p) € R x {0} séo levantamentos déque
coincidem nos pontog, 0) € R x {0} x [0,1]. Logo, comoR x {0} x [0,1] é
conexo, temos qué o G,(p) = G, o T(p) para todo(p,t) € R x {0} x [0, 1].
Consequentement&,o G; = G, o T..

Comod, € um levantamento dfls: temos ques; = T* 0 Glg. o) para algum
k € Z. Portanto,

ToGy =G ol = ToT"oGlaxpy =T"0GlrxioyoT
= To ﬁ\Rx{O} = g‘RX{O} oT.

Assim,Tog e goT séo levantamentos deque coincidem eni x {0}. Logo,

Tog=goT.

(iv) Como consequéncia de (iii) temos que, para todo intejimhomeomor-
fismog comuta conil’™*.
Sejap um ponto fixo dg;. Dadok € Z, temos que

90+ (2km,0)) = g (T*(p)) = T* (9(B)) = T"(p) = b+ (2kn,0).

Logo,p + (2km,0) é ponto fixo de;.



A outra implicacdo é de verificacdo imediata.

(v) Provaremos agora que a aplicagéioA — A é uniformemente continua.
Seja dada > 0. Comog € continua €0, 47| x [0, 1] € compacto, temos que

dl10,4x)x[0,1] € Uniformemente continua. Logo existe: § < 2 tal que,
(z,y), (z,w) € [0,4n]x[0, 1], |[(z, y)— (2, w)|| < § = |[g(z,y)—g(z, w)|| <e.

Sejam(xo, o), (20, wp) € A =R x [0, 1] tais que||(zo, yo) — (20, wo)|| < 6.
Consideremos que, < z,. Sabemos que existec Z tal quel < zy+2im < 27.
Neste casdx, + 2i7,yo) € [0,2x] x [0,1] C [0,4x] x [0, 1].

Observemos que

| (2o, Y0) — (20, wo)|| <6 <21 => |xg — 20| < 0 < 27
— 20— Tp < 0 < 2.

Logo,
0 <o+ 2m < zp+ 27 = (20 — o) + (0 + 2m)

<21+ 27 = 4m.
Dai (29 + 2im, wg) € [0,4n] x [0, 1]. Assim,

(xo + 2T, y0), (20 + 2lm, wp) € [0,47] x [0, 1]

[[(zo + 27, y0) — (20 + 2w, wo)|| = |[ (o, yo) — (20, wo)|| < 0.
Logo,

19(z0, y0) — (20, wo)|| = |19(x0, yo) + (207, 0) — (9(20, wo) + (207, 0)) ||
= |[g(zo + 2lm, y0) — g(20 + 2l7, wo)|| < e.

Portantog € uniformemente continua. O

No que se segue, denotaremos fpa» homeomorfismo do anel, dado em

coordenadas polares por
2
B(r,0) — <T ;2,9) .

Notemos queb manda circulo em circulo e q@gs4 = 1d|s.4.




r?+2

3

Observemos qué—! é dado por,
d'(r,0) = (V3r —2,0).
Lema 2. Sejag : A — A um homeomorfismo. Entéo,

(i) Seg é de torgdo, entdd® o go d ' : A — A é um homeomorfismo de
torcao;

(i) Se g preserva area, entdo todo levantamentodde g o ! a A preserva
area;

Demonstragdo(i) Como ®|54 = Id|s4, segue queb o g o ®~! preserva cada
componente conexa @ sem possuir pontos fixos no mesmo.
Sejag um levantamento detal que

e gi(x,1) <z <¢g(x,0),VzER ou
e gi(x,1) >z > ¢gi(x,0), Vz € R.

_Da forma como foi definido, o homeomorfisnPcadmite um levantamentb
a A daforma

&(z,y) = (z, Dy(z,y)), paratoddz,y) € A

Em particular, temos qué|, ; = Id|, ;.



II Hl

o
—

Assim® o o (&)~ é um levantamento d& o g o ! que satisfaz uma das
propriedades desejadas.

(i) Comecamos usando o Teorema da Mudanca de Variaveismestaar que
VX C A cuja area pode ser calculada, tem-se

/ drdf = / | det J®(r, 0)| drdd
Pogod—1(X) go®—1(X)
2

= —/ r drdf
3 Jgow—1(x)
2

= —/ r drdf
3 Jam10x)

= % / V3r —2 \det Jcb—l(r, 0)| drdf

2
= g/ V 3T 5 7? drdﬁ
= / drdf.

X

Tomemos agora um conjunto fechadccuja area pode ser calculada, tal que
Y C (u,u+2m) x [0, 1], ondeu € um namero real qualquer. Ento, comhé um
difeomorfismo entréu, v + 27) x [0, 1] e sua imagem, temos que, pelo Teorema



da Mudanca de Variaveis,

1
drdf = / ——— dxdy
/n(y) ) /o2 + 32

1
:/Ym | det JII(z, y)| dxdy

1
— [ — 1) dzd
Ly+1(y+)xy

= / dxdy.
%

Tome F' um levantamento dé o g o o1 Sabemos que, se mostrarmos que
F . A — A preserva area de retangulos eircom diametro suficientemente
pequeno, teremos quepreservara area. N

Observemos que s€ é um subconjunto dd com diametro menor queen-
tdo X C (uw,u + 2m) x [0,1] para algumu € R. De fato: fixemos
po = (w0, y0) € X. Dai, seg = (x,y) € X entéo,

llg —poll <m = |z — x| <7
— xg—T<xT<xy+T.

Logo X C (zg —m, 2o+ 7) x [0,1].
Pelo item (v) do Lema 1, temos qi#teé uniformemente continua. Logo, existe
0 <0 < wtal que

p.a €A, |lp—qll <5=|IF(p) - Fg)l| <.
Seja R um retangulo em com diametro menor gue Assim,

pgER=|p—ql|<d<m
= ||F(p) — F(q)l| <.

Assim, RC (u,u + 27) x [0,1] paraalgum: € R e F(R) C (v,v + 27) x [0, 1]
para algum € R. Portanto

/ dxdy = / drdf
F(R) I(F(R))
= / drdf
Pogod—1(II(R))
= / drdf
T(R)
= / dzxdy.
R

Logo F' preserva area de R. O

10



1.2 Nuumero de rotacao e indice

Chamaremos deaminhotoda aplicacéo continua: [a,b] — R? ondea < b.

Sejama e [ caminhos definidos no intervale, b] tais quea(b) = 5(a).
Denotaremos poti§ a justaposicdo dos mesmos e 0 caminho inverse sera
denotado por 1.

No que se segue, sempre que falarmos em homotopia de carestaremos
nos referindo a homotopia de caminhos com extremos fixos.

Sejamp e ¢ pontos distintos d&?2. Definimos adirecdodep aq como

q9—p

D(p,q) = -
. 0) = 10

SejamX C R?eh : X — R? uma aplicacdo continua sem pontos fixos.
Consideremos a aplicagéo continila X — S*, dada potH (p) = D(p, h(p)).
Sendoa : [a,b] — X um caminho, definimos tndicede h com respeito av
como sendo o numero real

—_

Hoa)(b) — (Hoa)(a)
2w

Ind(h, ) = (

ondeH o a : [a,b] — R é um levantamento d& o « ao recobrimento universal
deS! com projegédo dada pdéf: R — S, TI(t) = (cost,sint).

=

[a’v b] —>Sl

Hoa

Observagéo.O Ind(h, ) esta bem definido.

Para ver isso considepg e \, levantamentos dé/ o a. Sabemos que existe
um inteirok tal que

A (1) — Xo(t) = 27k, Vi € [a, b].

Logo,

M) = Mi(a)  Aa(b) + 27l — (Na(a) +271)  Ao(b) — Xz(a).

2T 2 2T
11



O indice deh com respeito a contabiliza o numero de voltas, com sinal, que
o vetor direcdd (a(t), h(a(t))) da emS! quanda: percorrela, b]. Por exemplo,
na figura abaixo, o indice decom respeito a € —1, 5.

h(a(t))

Por umafamilia continua a um parametro de aplicacdés)c|..q, entender-
emos como sendo uma aplicacédo continua

G: Xxle,d — R?
() — he(p)

ondeX um espaco topolégico.

Proposi¢do 1.SejamX C R?* «,( : [a,b] — X caminhos & : X — R?
uma aplicagéo continua sem pontos fixos.

1. Para uma familia continua a um parametro de caminhos de aplicacoes
h como acima, dnd(h, ) varia continuamente com o parametro.

2. Sex(b) = fB(a) entdo
Ind(h, of) = Ind(h, @) + Ind(h, ).
3. Ind(h,a™!) = —Ind(h, a).

4. Sea comeca enp e termina ey, entao

Ind(h, o) = ;(mod 1),

A

ondef) € o &ngulo medido no sentido positivo partindo da dire€8p, h(p))
até D(q, h(q)).

12



5. Seh € um homeomorfismo sobre sua imagem entéao

Ind(h, @) = Ind(h™!, h o ).

6. Sex e 3 sdo homotdpicos el entdo

Ind(h, ) = Ind(h, ).

Demonstracaol. Seja(ay)cl.q Uma familia continua a um parametro de cam-
inhos defa, b] em X. Assim a aplicacéo

F: [a,b] X [ce,d] — X
(s;,8)  — als)

é continua, e logo também seléo F : [a,b] x [c,d] — S. Sejaﬁ? um
levantamento déf o F'.

R
HoF l
I

[a,b] x [¢,d] —— S*

Assim para cada < [c,d| temos que(ﬁgf)t € um levantamento d& o .
Logo, a aplicagéo

(Ho F)(b,t) — (Ho F)(a,t)
21

é continua, demonstrando a primeira parte do item 1.
Seja(hy)icle,q Uma familia continua a um parametro de aplicagées” dam
R? sem pontos fixos. Assim, a aplicagdo

(p,t) € X x [¢,d] = Hy(p) = D(p, h+(p))

 h(p)—p 1
= Thtp) =7 €%

t € e,d] — Ind(h, o) = €R

é continua.
Sejaa : [a,b] — X um caminho. AssinL : [a,b] x [c,d] — S", dada por
L(s,t) = Hy(a(s)) é continua. Seja um levantamento dé.



Para cada € [c, d], temos quezt € um levantamento d#; o «. Consequente-
mente, a aplicacéo

te [C, d] — Ind(ht’a) _ L(b> t) 2—7TL(a,t) cR

€ continua, provando a segunda parte do item 1.

2. Tomemos um levantamenibo o« de H o a. Sejm um levantamento
de H o 3 partindo de(H o «)(b).

R
Hoa
II
Hop
Hoa
[a, b] ) St
o

Assim, a justaposigéc(ﬁga)(Hoﬁ) é levantamento ded o (af) =
(H o a)(H o 3). Portanto,

—~—— e~~~

(H o a)(H o 3)(b) — (H o o) (H o §)(a)

Ind(h, ) = o
_ oD - o))
_(HoB)b) - (H09)(@) + (H o)) = (Hoa)le)
_ (fmxb);ﬁ:ﬁxa) :<Hoa><b>2—ﬁ<Hoa><a>

= Ind(h, B) + Ind(h, ).

—_ — —_ — —1
3. SejaH o aum levantamento d& o «. Assim, (H o a) € levantamento
deH o (a™t).

. R
(Hoa) l
11
1
[a7 b] Ho(a™1) S

14



Logo,

_ (Hoa)(a)— (Hoa)b)
2
= —Ind(h, a).

4. Para facilitar a escrita na prova deste item, conside@sejuela, b] =
[0,1]. Sejaa : [0,1] — X C R? um caminho tal quex(0) = p e a(1) = q.
Fixemos um levantamentd o o de H o a.

R
T
[0, 1] St

Hoa

Sejad € [0,27) o angulo medido no sentido positivo partindo da direcdo
D(p, h(p)) = H(p) atéD(q, h(q)) = H(q). Assimw : [0,1] — S C C, dada
porw(t) = H(p)e’*=9? é um caminho ens’ ligandoH (¢) a H(p).

— 6 —

w(t) = Hoa( ) —t0

H

e

Logo, a justaposi¢agH o a)w é um caminho fechado et com base ent/ (p).
Sejaw o levantamento de partindo dg(H o «)(1). Assim,

w(t) = (Hoa)(l) —th.

Comow(1l) € I (H(p)) = {(}/[E/a)(o) + 2km; k € Z}, temos quew(l) =
(H o «)(0) + 2km, para algunk € Z. Dali,

(Hoa)(1)—0=0w(1) = (H o«)(0) + 2km.

15



Portanto,

Ind(h, ) = 5
T
B 2km + 60
27
0 0

5. Suponhamos qué seja um homeomorfismo sobre sua imagem. Seja

a : [a,b] — X um caminho. Tomemos um levantamefte « de H oa. Sejam,
n=hoa:[ab — hX)eG:h(X)— S'dadapoiG(y) = D (y,h"(y)).
Como podemos ver na figura abaixe(n(t)) é a antipoda dé/ («(t)).

Gon

Hoa(t)

—~—

Assim, H o a + 7 € um levantamento d& o n ja que a projecdo d& o o + 7 €
H o « rotacionado der. Consequentemente,

Ind(h™!, h o a) = Ind(h, @).

16



6. Sejama,3 : [a,b] — X caminhos homotdpicos enX. Seja
F : [a,b] x [0,1] — X uma homotopia entre e 5. Como F & homotopia
de extremos fixos, teremos qlo F : [a, b] x [0,1] — S serd uma homotopia
de extremos fixos entt o o € H o 3. Pelo Teorema de Levantamento de Homo-

topia podemos garantir que, Beo o € H o 3 sdo levantamentos déoa e Ho 3
partindo do mesmo ponto, entdo os pontos finais sdo ne@ssate iguais. Dali,

(Hoa)(a) = (HoB)(a) e (Hoa)b) = (H o B)(b). Assim,

—_—

(Hoa)b) — (Hoa)(a)
2T

P e

(H o 3)(b) — (H o f)(a)
2
= Ind(h, )

como queriamos demonstrar. O

Ind(h, o) =

17



Capitulo 2

O Teorema

Teorema (Poincaré-Birkhoff). Seg : A — A é um homeomorfismo de torcao
que preserva area, entaopossui ao menos 2 pontos fixos.

2.1 Sobre as hipoteses do Teorema

A hip6tese do homeomorfisngoser de torgao e a hipétese glpreservar area séo
de fato essenciais, como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1: Consideremos a rotacd®, : A — A de angulor.

L) Y,
O

A rotacaoR, € um homeomorfismo do anel que preserva cada componte conexa
de A sem possuir pontos fixos eftd. Porém como levantamentos de uma ro-
tacdo séao translagdes, temos dgijendo pode ser um homeomorfismo de torgéo.
Apesar dissd?, preserva area, entretanto € livre de pontos fixos.

Exemplo 2: Consideremos a seguinte aplicagdo dada em coordenadesspola

g: A — A
2
(r,0) — <7" ;—2,9+(27’—3)g).

18



Sobreg podemos garantir que:

e g € um homeomorfismo do anel que envia o circulo derraio[1, 2] sobre

2
] .42
o circulo de rai0——= 3 € [1,2]. Consequentementgepreserva cada compo-

nente conexa d@A e é livre de pontos fixos, pois pata< r < 2 temos que
2
e 42

1 <

< r e além disso a restricdo do homeomorfisgna cada um dos

. . L, ~ ~ s m .
circulos de raid e 2 € uma rotacao de angu+o§ e B) respectivamente.

e ¢ ndo preserva area, pois dade (1,2) o homeomorfismg envia o anel

2
2
(v € B 1< [l < rhnoanel{pe B% 1< [l <

} e neste caso
r2+2
3

<r.

e g € homeomorfimo de tor¢éo, pois admite como levantamentoicagfb
< 5 T (y+1)°+2 T e .
(r,y) e Avr— [+ (2w+1) — 3)5, B 1) € A. Vejamos: se-

o fa,y) = II <x+ Q1) - 3T,

2
— <W) (cos(x +(2(y+1)— 3)%), sin(z + (2(y + 1) — 3)%))

= g((y + 1)(cosz,sinx))
= goll(z,vy).

(y+1)>+2
f_l)

Além disso,

fl(x,O):x—g<x<m+g:f1(:c,1), Vr e R.
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2.2 O Teorema equivalente

Seja® o homeomorfismo do anel definido no primeiro capitulo. Cam®duma
bijecdo temos que, s& o g o ®~! possuir dois pontos fixos distintos entéo
também possuira.

Pelos Lemas 1 e 2, 0 homeomorfise g o ' admite um levantamento
h = (hi, hy) : A — A satisfazendo:

e h € um homeomorfismo;
e h preserva area,
e h comuta coni’;

o hy(z,1) <z < hi(x,0), Vz € R, ou hyi(z,0) <z < hy(x,1), Vo € R.

Sep é ponto fixo deh nos referimos aos seus transladadogder, 0) com
k € Z, como uma familia periddica de pontos fixos.

Denotaremos por F%) o conjunto de pontos fixos de Pelo que foi visto,

temos que Fif) C int(A). Lembramos que cada familia periddica de pontos
fixos deh da origem a um Unico ponto fixo deo g o ®~1. Vamos mostrar entdo
queh possui duas familias periddicas de pontos fixos distintas.

Lema 3. Sejamp > 0 e f : R — R uma aplicagdo continua satisfazendo:
() fle+p)=flx)+p
(i) flz) #x

para todox € R. Entdo existe > 0 tal que
0 <r=min{|f(z) —2z| € R; z € R}.

DemonstracaoA aplicacdar € R — | f(z) — 2| € RT é continua. Assim, pela
compacidade d@, p| exister > 0 tal que

0 <r=min{|f(z) —z| € R; z € [0,p]}.
Consequentemente, pela periodicidadg demesma- satisfaz
0 <r=min{|f(z) — 2| € R; z € R},
como queriamos demonstrar. O
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Sejami,. = {(z,y) e R*;y > 1} e H_ = {(z,y) e R*y < 0}
A partir de agora enxergaremos a translafatefinida em todd?.

Vamos estender : A — A a um homeomorfismo d&? colocando:
e h(z,y) = (hi(z,1),y) quando(z,y) € H.;
o h(x,y) = (hi(z,0),y) quando(z,y) € H_.
Estendido dessa forma temos que
e hoT =T oh emtodoR?, poish ja satisfazia essa condicéo ém.

Daqui em diante quando nos referirmos a aplicdgéstaremos nos referindo
ao homeomorfismé : R? — R2,
Suponhamos quk satisfaz

o hi(x,1) <z < hi(x,0), Vo € R.
Assim, teremos que

o hi(z,y)=hi(z,1) <z V(z,y) € Hy;

o & < hy(x,0) = hi(x,y), V(z,y) € H_.

Sendo assim, pelo Lema 3, podemos afirmargjug r, > 0 tais queh desloca

0s pontos de7, horizontalmente para esquerda de uma distancia de no minimo
r, € desloca os pontos dé_ horizontalmente para direita de uma distancia de no
minimor,. Em particular, n&o possui pontos fixos e, U H_.

Teorema. O homeomorfismb acima possui duas familias periddicas de pontos
fixos distintas.

2.3 Prova do Teorema equivalente

Vamos iniciar a prova do teorema acima, nesta secdo. Elalesenvolvida ao
longo de varios lemas. Serd uma prova por reducdo ao absurdo.

Para isso, estaremos supondo ao longo de toda secaomqp@essui no max-
imo uma familia peridédica de pontos fixos

Assumindo essa condi¢cdo vamos construir caminhes’ que vao de_ a
H . tais que Indh, ) # Ind(h,~) contrariando o item (ii) do lema a seguir.
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Lema 4. Sejaa : [a, b] — R?\Fix(h) um caminho que vai d&_ a H, . Entéo:
(i) Ind(h,a) = %(mod 1);
(i) Ind(h, ) independe de.

Demonstracgao i) Pela hipdtese temos quéa) € H_ea(b) € H,.

Assim, D(a(a), h(a(a))) = (1,0) e D(«a(b),h(a(b))) = (—1,0) e portanto,
0 angulo medido no sentido positivo partindo da dire¢8e(a), h(a(a))) até
D(«(b), h(c(b))) éx. Pelo item 4 da Proposigéo 1, temos que,

Ind(h, a) = 21 = —(mod 1).
m

| —

(i) Sejama;, 3 : [a, b] — R?\Fix(h) caminhos que vdo d€_ a H,. Vamos
mostrar que Inth, o) = Ind(h, 5). Tomemosy qualquer caminho erf, ligando
a(b) apB(b) e d qualquer caminho e/ _ ligando/(a) a a(a). Consideremos o
caminho fechade = ay3~16, com ponto base(a), que ndo passa por nenhum
ponto fixo deh.
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it (k1))

Pelo item 2 da Proposicéo 1, temos que
Ind(h, 7) = Ind(h, a) + Ind(h,~) — Ind(h, 3) + Ind(h, §).
Como,H ov(t) = (—1,0) e Hod(t) = (1,0), para toda € [a, b], temos que,
Ind(h,~) = 0 = Ind(h, ).

Entdo, para mostrar que Iffd o) = Ind(h, 5) basta mostrar que Ifd, 7) = 0.

Se Fixh) = 0, entdor serd homot6pico ef®? ao caminho constante igual a
a(a). Entéo pelo item 6 da Proposicéo 1, temos qué/nd) = 0.

Suponhamos agora que B} = {p; + k(27,0); k € Z}, ondep; € algum
ponto fixo deh. Sabemos, pelo Teorema de Seifert e Van Kampen ([7], pag.
43), quer; (R*\Fix(h), a(a)) é gerado pelas classes de homotopia dos caminhos
que comecam em(a), percorrem um segmento de reta em diregdo a um ponto
fixo de h, da uma volta completa em torno deste ponto fixo (percorremia
circunferéncia de centro neste ponto fixo, que ndo contémeenmserior outro
ponto fixo deh) e volta parax(a) pelo mesmo segmento de reta que partiu.
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pe+(141)(27.0)

y=0
H_ \

ala)

Assim, T € homot6pico enR?\Fix(k) a um caminho do tipa;='n;" . .. n que

€ uma justaposicdo de um numero finito de caminhos como tieacima ou de

seus inversos. Portanto basta mostrar que o indice dest#etipaminho é zero.
Para isso, tomemos um caminh@omo acima. Este caminho € homotopico

emR?\Fix(k) ao caminho abaixo.

Q3

H,

y=1
h(p) h(p+ (27,0)) = h(p) + (27,0)
=4
L] ° L]
pe+ (1= 1)(27,0) pe +1(27,0) pe+ (1 +1)(27,0)
P p+(27,0)
QY €5}

y=0

H u—T u u—+m

s o ala)

Aqui exigimos quev, = T o ay. Dai, dada € [a, b] temos que

h(aa(t)) = h(ay(t) + (2m,0))
= h(ay(t)) + (2m,0).
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Logo,

hos(t) — ault)
H o aall) = @) — ]
hleal) + (27,0) = (au(t) + (27,0))
Trles(®) + (27.0) — (aa(t) + 27, 0)]
hoa(t)) — alt)
)

= H o ay(t), Vt € [a,].
Assim, Ind h, a2) = Ind(h, ay). Temos também que
Hoas(t)=(—-1,0) e Hoas(t) = (1,0), Vt € [a, b].

Logo, Indh, a3) = 0 = Ind(h, as).
Pelo item 6 da Proposicéo 1, temos que

Ind(h,n) = Ind(h, yasasa; tasa;t)

= Ind(h, al) + Ind(h, ag) + Ind(h, ag) — Ind(h, CM4) + Ind(h, CM5) — Ind(h, al)
= |nd(h, Oég) — |nd(h, Oé4) = 0.

Portanto, Indh, 7) = 0 e consequentemente Ifid o) = Ind(h, 3), como queriamos
demonstrar. O

Consideremos o conjunto
9 T 3m
W =< (z,y) € R u+2k7r—|—§ §x§u+2kﬂ+7, para algunk € Z

ondeu = 0 se Fixh) = () ou u é a abscissa de algum ponto fixp de h.
Logo, W ndo contém pontos fixos dk, pois FixXh) = ( ou Fix(h) =
{pr + (2k7,0); k € Z} que esta esta fora d&’. Temos também qué’ é
invariante por tranlagédo p@2r, 0).
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pe — (2m,0) Pt ps + (27m,0)

0

)

)

“
Il

: (i ™ 37
H_ u— 21 U— — “,E u 'u,}i; u,+§ u—+ 27

| W | | W |
Mais do que n&o ter pontos fixos éin, a aplicacaad satisfaz o seguinte lema.
Lema 5. Existee > 0 tal que||p — h(p)|| > €, Vp € W.

~ . 3 , .
DemonstracdoO conjunto compactou + g, u+ g} x [0, 1] esta contido em

W e ndo contém pontos fixos de Assim, como a aplicacao
pE {u—i— g,u+3§] x [0,1] — ||p — h(p)|| € RT
é continua, existe > 0 tal que
llp—h(p)|| > ¢, Vp e {u+ g,u+ 3;} x [0,1].
Da definicdo dé&. em H, e H_ segue que
o= > Yo e [u+ Fout 5| xR

Da invariancia por translacdo pitr,0) de W e da periodicidade dg(p) — p;
p € R? segue que
lp — h(p)[| > € VpeW.

e o lema fica provado. O

Vamos agora construir um homeomorfismaditeque sera utilizado para per-
tubar a aplicagéf. Denotaremos este homeomorfismo do planolpero mesmo
sera dado por,

U(z,y) = <x, Y+ §(| cos(x — u)| — cos(x — u))) paratoddz,y) € R%

A aplicacéo¥ tem as propriedades:
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o U(x,y) = (z,y) quandocos(z — u) > 0, ou seja quandar, y) & int(W);

o U(x,y) = (z,y — ecos(z — u)) quandocos(z — u) < 0, ou seja quando
(z,y) € int(W).

Assim, ¥ desloca apenas o0s pontosléfee os desloca verticalmente para cima de
uma distancia de no maximocomo mostrado na figura a seguir.

Hy

Ps —.(27T7 0) A/T\?\ [if A/T\?\ D —i-. (27,0)

AT T ™ AT T ™ =

ﬂ' 7T 37
H_ u7? “75 u+§ u+?

I w I I w I

Observemos também quedepende da escolha ee- 0 satisfazendo o Lema
5, o qual pode ser tomado tdo pequeno quanto quisermos.

Para facilitar a escrita, escreveremos a composigal comoWvh e passemos
ao préximo lema que explicita algumas propriedade$ @el /.

Lema 6. O homeomorfism& : R? — R? acima, satisfaz:
(i) Y preserva area;
(i) ¥ comuta coni’;
(iif) Wh n&o possui pontos fixos e;
(iv) Fix(Wh) = Fix(h).

Demonstracdo(i) Sabemos qué& restrita a cada reta vertical € uma translacao.
Assim, pelo Principio de Cavalieri, podemos concluir quaotoetangulo com
base horizontal, tem sua &rea preservada quando calcuwladenagem pow,
como podemos ver na figura abaixo.
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b
e

o — o —
Com isso, temos qué preserva area.
(i) Dado (x,y) € R? temos
UoT(x,y) =V(x+ 2m,vy)
= (a? + 27,y + §(| cos(x + 2w — u)| — cos(z + 27 — u)))
= (x, Y+ §(| cos(z —u + 27)| — cos(x — u + 2%))) + (27,0)
= (x, Y+ §(| cos(x — u)| — cos(x — u))) + (27,0)
= V(z,y) + (27,0) = T o ¥(z,y).
AssimW¥ comuta coni’.
(iii) Suponhamos que exisiec W tal queVh(p) = p. Entéo,

¢ 2 [[Vh(p) — hp)l| = [lp — h(p)[| > €,
0 que é absurdo. Logéh ndo tem ponto fixo erfi/.
(iv) Sabemos qué e Ui n&o possuem pontos fixos ém. Assim, temos que

Fix(h), Fix(Wh) c R?2\W. Sabemos também quie é a identidade erfR?\ V.
Logo,

p € Fix(h) <= peR* \W e h(p)=p
= pe RA\W e Vh(p) = ¥(p)
< peR:\W e Uh(p) =p
<= p € Fix(¥h).
Assim FiX(Wh) = Fix(h). ]

Observemos qu&h comuta coml’, pois ¥ e h comutam conil’, e conse-
quentementé¥h)* comuta conil” para todadk € Z.
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Lembramos que continuamos assumindo/gpessui no maximo uma familia
periodica de pontos fixos e perseguindo nosso objetivajdefao inicio da secéo
2.3, ou seja, construir caminhes 7’ que vao de&f_ a H, tais que Indh, ) #
Ind(h,~’) o que contraria o item (ii) do Lema 4.

Para fazer isso vamos comecar mostrando que existe um poraoH _ tal
que (¥h)"(Ry)) € H,, para algumm € Z*. E para isso vamos usar fortemente

queV preserva area e quepreserva area emd = R x [0, 1].
Consideremos 0 seguinte conjunto:
Dy = H_\(Yh)"Y(H_).
Agora, para tode € Z, definamos

D; = (Vh)"(Dy).

Sabemos qui(H_) = H_. Logo,
Dy = (¥h)(Do) = (Vh)(H_)\H_ = U(H_)\H_.

H
+ y=1
pe — (2m,0) Dt ps + (27m,0)
D D
31 D, Jﬁ% L D@I JX%
U — 5 u 4 Q
T 9 Yy = 0
H_ Uy u+ %
Dy Dy
I W | W

Lema 7. De D; = (Vh)'(D,) segue que:

1. D; Cint(A) U H, paratodoi > 1,

2. D; C H_paratodoi < 0;
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3. D;N D; = () para todoi # j;
4. D; é invariante por translacdo paR2r, 0) para todoi € Z;
5. A &rea de cada componente conexayeg igual a2e.

Demonstracdol. Temos que:
Dy = (Wh)(H_)\H_ c RMN\H_ = int(A)U H,.

AssimD; C int(A) U H,. ComoVh(int(A) U H,) C int(A) U H, segue que

D; = (Wh)~Y(Dy) C int(A)U H, paratodoi > 1.

2. Observemos qu®, = H_\(Vh)"'(H_) C H_. Como(¥h)"'(H_) =
h~'U~1(H_) C H_temos que

D; = (Vh)"(Dy) C H_ paratodoi < 0.

3. Segue dositens 1 e 2 que
D;N Dy =10, Vi >1. (%)

Tomemos; e k inteiros tais quej > k e suponhamos, por absurdo, que
D; N Dy # (. Assim,

D;N Dy #0 = (Wh)!(Dy) N (Th)*(Dy) # 0
= (Wh) (Do) N Dy # 0
— Dj—k N Dy 7é ®7

0 que contradiZx).

4. Mostraremos que, para todo inteirem-se
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ComoT(H_) = H_ e (¥h)* comuta conil" para todo inteird: temos que

5. Lembramos que em cada componente coneX& demos uma Unica com-
ponente conexa dB;. SendoD; invariante por translagédo pfr, 0), segue que
as componentes conexasetém todas a mesma area, a qual sera denotada por
A.(D,). Calculando-a obtemos

y= E(\ cos(x — u)| — cos(z — u)) Dy
e 2 / \
1 ™ ‘ r
u+§+2k7r ! u+3§+2k7r

u+37”+2k7r €
A Dy) = / —(|cos(x — u)| — cos(x — u)) dx

+3+2km
u+37”+2k7r
= / —ecos(r —u) dx
u+3 +2km
) u+37”+2k7r
= —esin(z — u) = 2¢
u+ 35 +2km
como queriamos demonstrar. O

Lema 8. Seja X C R? limitado, cuja area pode ser calculada e tal que

T(X)NT'(X) = 0 para todoi: # j inteiros. SeY = UTk(X) entdo a
kEZ

areadeY N ([0,27) x R) é igual a area deX.
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DemonstracdoSeja k € Z tal que 7%(X) n ([0,27) x R) # 0.
SeT*(X) c (o, 27r) R), a conclusdo é imediata. Suponha entdo que
T*(X) ¢ ([0,2r) x R). Sabemos que, para cada # 0 tal que
TH(X) N ([2im,2(i + 1)7r) R) # 0 entdoT"(X) N ([0,27) x R) é uma
copia deT*(X) N ([2im,2(i + 1)7) x R) em[0,27) x R, que n&o intersecta
T*(X) N ([0,27) x R). Isso nos permite concluir o que queriamos.

A figura abaixo ajuda a ilustrar as afirmacoes feitas.

i

e

/,/\(ﬂ/

\
N

T ) T ﬁ” TH1(X)
: ; y=0
H_ —27 0 27 4
]

Deste lema segue imediatamente o corolario a seguir.

Corolario 1. Paratodoi € Z, a &rea deD; N ([0, 27) x R) é igual a &rea de uma
componente conexa de,.

Lema 9. Existen > 1 tal que(Vh)"(H_) N H, # (). Além disso exist®, €
(¥h)"(H-) N H, com ordenada maxima.

Demonstracdo.Suponhamos que para tode 1 tem-se qué); C int(fl). Como
h e U preservam area em segue que toda componente conexdxléem area
igual a2e, qualquer que seja > 1, pois é a imagem pof¥Ph)~! de alguma
componente conexa de,. Indicando entdo, a area de uma componente conexa
qualquer deD; por A.(D;) temos qued.(D;) = A.(D;) = 2e.

Sejang € Z*, tal queny2e > 27. Temos,

Z area deD;N ([0, 27) xR) ZA = ny2e > 21 = area def0, 27) %[0, 1].

i=1

Mas a desigualdade acima nos leva a contradi¢éo procuraidagg;s séo dis-
juntos.
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Logo, existen > 1 tal queD, ¢ int(ﬁ). Assim, pelo item 1 do Lema 7
podemos concluir qu®,, N H, # (. ComoD,, = (Vh)"(Dy) C (Vh)"(H-),
pois Dy, C H_, concluimos que

(Wh)"(H_) N H, # 0. (4)

Observemos quelh)™(H_) é fechado, poig’h € um homeomorfismo & _

é fechado. Além disso, da invariancia por translacéo(por0) de (Vh)"(H_)
tem-se quéUh)"(H_) N {(z,y) € R*} 0 <z < 2w ey > 0} é ndo vazio.

O homeomorfismoh, quando calcula a imagem de um ponto, nao
chega a acrescentar 1 unidade em sua coordepadall , no mesmo caso,
acrescenta no maxime em sua coordenada. Sendo assim, 0 conjunto
(PR)"(H_) N {(z,y) € R}0 < z < 27 ey > 0} estd contido em
{(z,y) e R*0 <z <2rel <y <n(l+e)} e é portanto compacto.

O conjunto(Yh)"(H_) N {(x,y) € R%0 < x < 2r ey > 0} é compacto e
nédo vazio, logo existér,,, y,) = P, pertencente ao mesmo, cam> 0 maxima.

Da invariancia por translacdo p@r,0) de (¥h)"(H_) tem-se que’, é um
ponto de(Vh)"(H_) com ordenada maxima. Além disso, @) podemos con-
cluirqueP, € H,. O

Para cada € Z, cologuemos
(i, yi) = P, = (Th)' ™" P,.
Assim,
o Py = (Vh)P, Vi€ Z;
e P, PyeH._;

d PmPn-HEH-i-'

Agora, sejay, 0 segmento de reta orientado de; a P, e coloquemos
v; = (¥h)i(v,) para cada € Z.
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Pn+1

P,
2 /N
y=1
Yn+1 P,
'\’/77.
Pl/
//’ y=0
H- 7

Y0 Fo

P4

Proposigéo 2.Sejay =y U U...Uv,-1 U~v,. Temos que:
1. A curvay U 7,1 hd0 possui auto-intersecgao.
2. Nenhum ponto dg esta acima de>, . ;.
3. Nenhum ponto dg, Uy, U ... U, U~,,, esta abaixo de’_;.
Demonstragdol. Sejam) < i < j < n + 1. Suponhamos que N ; # 0. Dai,
(Th) ™ (7 Ny) # 0 <= ((TR) 7/ (7)) N ((Th) 7 (75)) # 0

<= ((Th)(70)) N ((Th) 7 (y0)) #0
= Yi—; Ny #0,

Observemos que, paka< 0 temos,
e C {(z,y) € R?; zp_y <2 < 14}

De fato,
Y C {(z,y) €R* x_y <z <wmo}NH_
=y, =h U () CchU! ({(x,y) €ER*} z_; <x <20} N H_)
= v, Ch! ({(x,y) ER*} z_; <z <20} N H_)
=y, C{lr,y) ER} vy <z <z }NH_
—> o =h W () CAT T ({(zy) RS w s <@ <z N H)
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— 7, Ch ({(z,y) eR s <z <z ,}NH.)
— v o C{lr,y) ER: v 3< o<z o }NH_

Mais do que isso, cadg intersecta o bordo desta faixa somente nas extremidades.
Assim,i — j = —1 e sO existe um Unico ponto na intersecc¢do, que € o ponto final
dev,_; , que por sua vez € igual ao ponto inicial-ge

Como vimos, se; Ny; # 0, onded <i < j <n+1,entdoj =i+ 1. Além
disso, sep € v; N ; entdo(¥h) 7 (p) € vi—; Ny = -1 N Y. Consequente-
mente(Uh)~/(p) é a extremidade direita de ; que coincide com a extremidade
esquerda de, e logop é o ponto final dey;; que cincide com o ponto inicial de

Yit1 = V-

2. Sabemos que(%h)"Y(H.) = h'OYH.) C H_ e logo
(Uh)k(H_) C H_, Vk < 0. Assim para) < i < n temos que:

(Wh)™™(v:) = (Th)™" ((¥h)(70))
= (Uh)™(vo) C H_, poisy, C H_ei—n <0.

Logo (Vh)~"(y) C H_ e portantoy C (Vh)"(H_). Assim, comaP,, = (z,, Yn)
foi tomado em(¥h)™"(H_) com coordenadg maxima, temos que a coordenada
y de qualquer ponto de é menor ou igual @,,, que por sua vez € menor ou igual

aYnt1-

3. Seja(r,y) € R? tal quey > y_1, ou seja,(z,y) € um ponto do plano
que nao esta abaixo de ;. Queremos mostrar primeiramente que(sey’) =
Vh(z,y) entdoy’ > y_1, ou seja,Wh(x,y) € um ponto do plano que néo esta
abaixo deP_;.

Se(x,y) € H_ entdoy’ > y > y_4, poish transladax, y) horizontalmente
para direita eV, quando desloca um ponto, desloca verticalmente para Gea.
(x,y) € int(A) U H, entdoy’ > y_; pois Wh(int(A) U H,) C int(A) U H,.
Portanto, as imagens pth dos pontos que ndo estao abaixoftle nao ficam
abaixo deP_;.

Assim, como nenhum ponto dg esta abaixo de”_;, temos que nenhum
ponto deWh(~,) = v esta abaixo dé_;. Consequentemente nenhum ponto de
Wh(vy1) = 7, esta abaixo d&_;. Consequentemente nenhum pontoldg-y,) =
~3 esta abaixo d&_;. Procedendo desta maneira concluiremos que nenhum ponto
dey, Uy U. ..U, U~,,1 €sta abaixo dé&_;. O

35



Agora, ao longo de mais um lema e um corolario, iremos calcuiadice
de h com respeito a curva e para isso calcularemos primeiro o indicele
com respeito a mesma. Pra que isso seja possivel, precisamgisuir uma para-
metrizacao parg. Notemos que o indice de com respeito a independe da
parametrizagdo tomada. Antes de construir uma tal pares@gio, obteremos
algumas propriedades de [nidh, 7).

Lembremos quél r;, r, > 0 tais queh desloca os pontos d€, horizon-
talmente para esquerda de uma distancia de no miniraaesloca os pontos de
H_ horizontalmente para direita de uma distancia de no mimimbembremos
também que o homeomorfismdodepende de satisfazendo o Lema 5 e que este
mesmo: pode ser tomado tdo pequeno quanto quisermos. Assim, eoaihos
daqui em diante queé < ¢ < r1, 5. Sendo assim, temos que:

(Tnt1, Ynt1) = Posa
= Uh(P,)
= \I[h(xnv yn)
= U(2n — 11, Yn)
= (Tp — 11, Yn + 01),

para algum] > r, e onde
0 = §(| cos(z, —ry —u)| — cos(z, —r] — u)),

(0, Y0) = o
= Wh(P-1)
= Vh(z_1,y-1)
= U(z_y +75,y-1)
= (v_1 4+ 1Y, Y1+ 02),
para algumr’, > r, e onde

5y = %(| cos(z_1 4 ry — u)| — cos(z_y + 14 —u)).

Neste casq) < 91,0, < €.
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Pn+1

Sejamay, an € [0, 27) tais que:

1
a1 = arctan —

2
e o = arctan —.
T

Ty

Sendo # o angulo medido no sentido positivo partindo da direcao

D(P_1,Yh(P_1)) = D(P_4, Py) atéD(P,,Vh(P,)) = D(P,, P,+1), temos que:

01 02

§ =1 — (a1 + ag) = ™ — arctan — — arctan —
r r

1 2

Pelo item 4 da Proposicdo 1 temos que

Ind(Wh, ) = 2i (mod 1).
T

Portanto,
1 1 P
Ind(Vh,~) == — — rctan— + arctan— (mod 1).
2 2m rh
(Si 5 € . . .
Observemos qué < — < — < — < 1, ¢ = 1,2, o que implica que,
ri T r;
0 < arct 0 < e ortanto- < 4 <1
arc an— — -— —
rean <3 ¢P 1S 2r T2
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Mostraremos que a congruéncia acima pode ser trocada peldagle.

Agora, passemos a construcdo de uma parametrizacdo deomecemos
tomando uma parametrizacdo-geque sera dada por

P: [-1,0) — R?
t | — P_1—|—(t+1)(PO—P_1)

Estendemos a aplicagd® a uma parametrizacdB : [-1,n + 1] — R? de
~v U v,4+1 da seguinte maneira:

P(t+k) = (Vh)*(P(t)) parak = 0,1...n,n+1e —1 <t <0.
Assim, P(i) = (Th)'P(0) = (Th)'P, = P, , paratodad = —1,0,...,n + 1.

P, k
Yk
A P

/0

P, P(t); t € [-1,0] nt (Wh)*(P(t)) = P(t+k); t € [-1,0]

Consideremos agora a parametrizacae dada por

P: [-1,2n+1] — R?
y . P(t), se —1<t<mn
P(n), se n<t<2n+1.

Na prova do lema a seguir, construiremos uma familia coatfleucaminhos
Py:[—1,2n+1] — S, 0 < X < n+2, todos com as mesmas extremidades, ou
seja, uma homotopia de caminhos tal que o primeiro camifj®era o caminho
em S! que precisamos levantar para obter(id, v) e Ultimo caminhoP,,
percorrerd um arco eifi', no sentido positivo, de extremidade inicial de angulo

. 0. . , R . o
igual aarctan —f e extremidade final de angulo iguata- arctan —}
T2 1

Lema 10. Ind(Vh, ) = ;
s

Demonstragdo Definiremos a familia?, em duas partes.
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Parte L0<A<n-+1

D(P(-1),P(t+1)) se —1<t<A—-1
Bo(f) — D(P(t—MA),P(t+1)) se A—1<t<n
M) = D(P(t—)),P(n+1)) se n<t<n+A
D(P(n),P(n+1)) se n+A<t<2n+1.

Para qualquek et como acimap, () sempre possui a forma(P(t,), P(t;))
com -1 < t, < t; < n + 1. E assim estd bem definida, pois teremos
P(ty) # P(t1), visto quey U 7,41 € uma curva sem auto-interseccao.

As trés figuras a seguir ilustram a maneira como foi congtroi¢aminho
Py:[-1,2n+1] — S'onde0 < XA < n+ 1.

n+l

) A A
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“‘\‘k‘\P(n -

> Pyt);ten+A2n+1]

Pn+1

> Py(t); t € [n,n+ A

Py

Py
Observemos que para= n + 1 temos:

= D(P(-1),P(t+1)) se—1<t<n
Pria(t) = { D(P(t—n—1), P(n+1)) sen<t<2n+1.
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Pn,+ 1

H
y=1
‘\’\\ Pnfl
y=20
H_
H,
y=1
y=20
H_
P
Com isso, passemos a segunda parte da construgag. de
ParteZ2n+1<A<n+2
SejamP’ : [0,n + 1] — R?e P” : [-1,n] — R? as parametrizacGes dos

segmentos de reta que ligaf0) a P(n + 1) e P(—1) a P(n) respectivamente.
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E para0 < u < 1 definamos:

By = { DPD. (= )P+ 1)+ P+ 1) se—l<t<n
Y T D((L = )Pt —n— 1)+ pP"(t—n—1),P(n+1)) sen<t<2n+1.
Pn+1
\ Pn
Y=
Bl—l
Pt + 1)“'&""' . (=pPE+1)+pP(t+1)
/ﬁljp(t +1)
y=0
H_
P’H,
Hy /\ 1
//I y -
// Pnfl
y=20
H_

Py

Para ver queP, esta bem definida para todo+ 1 < A < n + 2, nds devemos
checar que na definicdo da mesma deve sempre £ terB) com A # B.
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SejamA = P(-1)eB = (1 — p)P(t+ 1) + pP'(t + 1) onde—1 < ¢t < n.
Nenhum ponto de; Uy, U ... U7, U~,.1 esta abaixo dé’_; e todo ponto de
P’ esta acima dé), exceto possivelmente’(0) = Fy. Assim,se-1 <t <ne
0 <p<lentdoB = (1 —u)P(t+ 1)+ puP'(t + 1) possuira necessariamente
coordenadg maior do que adé®_, = A. Set = —1 entdoB = P, # P_, = A.
Sep=0e—-1<t<nentdoB = P(t+1) # P(—1) = A peloitem 1 da
Proposicao 2.

Vimos na demonstracdo do item 2 da Proposicao 2 que nenhumg®nesta
acima deP, e todo ponto dé”” esta abaixo d&, excetoP’(n) = P,. Assim, se
n<t<2n+le0<pu<lentdoA=(1—-pu)Pt—n—1)+uP"'(t—n-—1)
possuira necessariamente coordenaati@nor do que a dB, e portanto menor do
que adeB = P,,1, e assimA # B. Set = 2n + 1 entdoA = P, # P,,1 = B.
Sep=0en<t<2n+1lentdoA =P(t—n—1)# P(n+1) = B pelo item
1 da Proposicgao 2.

Lembremos que todos os caminh@g, 0 < \ < n + 2 possuem as mesmas
extremidades. De fato: dado< A < n + 2, temos

e se0 < A<n+1lentdo

PA(=1) = D(P(=1), P(-=1+1))
= D(P(-1), P(0))

P,(2n+1) = D(P(n),P(n+1))
e sen+1<\<n+2entdo

(1= p)P(~1+1) + pP (-1 +1))
= D(P(=1),(1 = p)P(0) + uP'(0))
D )

Pyx2n+1)=D((1—-p)P2n+1—-n—1)+puP'"2n+1—-n—1),P(n+1))
(1 = p)P(n) + pP"(n), P(n+ 1))
(P(n), P(n+1))

Temos entdo quéPA)AE[O’nH] € uma homotopia entrB, e P,, . ».

Verificaremos agora que o_caminhPo € na verdade o caminho
t € [-1,2n+ 1] — D(P(t),Yh(P(t))) € S', ou seja,P, € o caminho em
S que precisamos levantar para calcular o indica&sélecom respeito a. De
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—1),P(t+1)) se —1<t<-1

Pit+1)) se —1<t<n

,P(n+1)) se n<t<n

n),Pn+1)) se n<t<2n+1

(t),P(t+1)) = D(P(t),¥h(P(t))) se —1<t<n
(n),P(n+1)) = D(P(n),¥h(P(n))) se n<t<2n+1
(

(

SoOTo

P(t)) se —1<t<n
t),Uh(P(t))) se n<t<2n+1
)

Il
@f—/Hf—/H/—/%
ol OO OT

=
K
=
]
=
e
Q
=
QD
—
o
Q.
Q
m
0
\.H
DO
S
+
=

R

v

—1,2n+1—_——=g!

P7L+2

Portanto, se : [—1,2n+1] — Rev : [-1,2n+1] — R sé&o levantamentos
de Py e P, ao recobrimento universal d¢' tais quep(—1) = v(—1), entdo
teremos necessariamente g2n + 1) = v(2n + 1) e logo

INd(Vh, ) = Ind(Th, P)
pnt1) = p(=1)
2
v(2n +1) —v(-1)
2w .

Observemos qué,_ ., € um caminho que descreve e um arco orien-

. . A 0y ., A
tado positivamente, partindo do ponto de anguttdan —f até o ponto de angulo
T

0. ) :
arctan —? + 6 =1 — arctan —} \Vejamos:
Ty ]

— D(P(-1),P'(t+1)) se—1<t<n
P“ﬂﬂ:{1XPﬁ—n—&)Pm+&» sen <t <2n+1.
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Sp
! (1) Y=o
P
Assim o levantamento de P, , , satisfaz
J J
v(2n+1) —v(—1) = m — arctan —} — arctan —?
&1 2
Portanto 5 . )
Ind(wh, ) = 22D = v(=l)
2m
J J
= —(m — arctan —} — arctan —)
21 ] rh
0
27
como queriamos demonstrar. O

Agora, consideremos a familia continua de aplica¢@g$,co,;; onde
U,: R — R?
(0,9) — (2.5 + S| cos(w = w)| = cos(z = u))) .

O indice Ind WV ,h, ) esta bem definido para todo< s < 1, pois FiX U h) =
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Fix(h) e h ndo tem pontos fixos sobse Além disso, temos que:
“Ilsh(Pn) = \Ilsh(xna yn)
- \Ils(xn - Tlla yn)
= (z, — ], yn + 501);
U h(P-1) = Vh(z_1,y1)
= qjs('x—l + Té7 y—l)
= (-1 + 75, Y1 + 502);
ondery, 75, 4, d, SAO 0OS MesSmMos que aparecem na pagina 36.

Pelo item 4 da proposicao 1, temos que:
1
Ind(Wh,v) = g(ﬂ' — arctan Sr—il — arctan ST—?) (mod 1)

para todd) < s < 1.
Com esse resultado podemos provar o seguinte corolario.

. 1
Corolario 2. Ind(h, ) = 5
DemonstracdoDa congruéncia acima obtemos que, para cadal0, 1] existe
k(s) € Z tal que
1
Ind(Wsh, ) = g(ﬂ' — arctan S—(il — arctan S—(EQ) + k(s).

Ut Ty
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Como foi visto no item 1 da Proposicdo 1, o indice varia caaimente com
0 parametros. Assim, k£ € uma aplicagédo continua do intervalol] emZ e

portanto é constante. Conidl) = 0, poisV¥; = ¥, temos qué:(s) = 0 para
todos € [0, 1]. Consequentemente,

1 ) 1)
Ind(Wsh,vy) = — (7 — alr(:tan2 — alr(:tan2 para todd) < s < 1.
21 ] rh

Em particular para = 0 temos quel, = Idg2 e portanto,
1
Ind(%, 7) = Ind(¥oh, 7) = 5

como queriamos demonstrar. O

Adaptando para o homeomorfismo! os argumentos feitos até aqui, mas
usando 0 mesm&, encontraremos uma curvaque vai def_ a H, tal que

1
Ind(h=t,0) = —=.
(h10) =
Sejay’ = h~lo.

n+1 '[-)71+1)

P hY(
b, h=Y(P,)
~J

y=1
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Pelo item 5 da Proposicéo 1, temos que

Ind(h,~') = Ind(h™", k(7))
= Ind(h ™', o)
1

5"

Assim~’ e~ sdo curvas curvas que vao He a H, tais que

Ind(h, 7) =

RIN
DO | =

= Ind(h, v),

contradizendo o item (ii) do Lema 1. E assim fica terminadaoagdo teorema
equivalente.
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