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Resumo

Esta dissertação é baseada no artigo:

M. Brown, W. D. Neumann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixedpoint theorem,
Michigan Math. J.24 (1977), 21-31.

O teorema de Poincaré-Birkhoff, também conhecido como "último teorema ge-
ométrico de Poincaré", assegura a existência de pelo menos dois pontos fixos a
todo homeomorfismo de torção do anel fechado, que preserva área.
Esse resultado foi conjecturado e provado em casos especiais por Poincaré em
1912 (cf. [4]).
Segundo Brown e Neumann, a prova apresentada por eles, é uma modificação da
prova apresentada por Birkhoff em 1913 (cf. [2]), na sua primeira tentativa de
demonstrar este resultado. Modificação esta que, segundo eles, é essencialmente
a mesma apresentada por Birkhoff em 1925 (cf. [3]), na sua segunda tentativa.



Resumo

This dissertation is based on the article:

M. Brown, W. D. Neumann, Proof of the Poincaré-Birkhoff fixedpoint theorem,
Michigan Math. J.24 (1977), 21-31.

The theorem of Poincaré-Birkhoff, also called Poincaré’s last geometric theorem,
asserts the existence of at least two fixed points for all twist homeomorphism of
closed ring, that preserve area.
This theorem was conjectured and proved in special cases by Poincaré in 1912
(cf. [4]).
According to Brown and Neumann, the proof presented by them,is a simple mod-
ification of a proof presented by Birkhoff in 1913 (cf. [2]), in his first attempt to
prove this result. This modification, according to them, is essentially the same
presented by Birkhoff in 1925 (cf. [3]), in his second attempt.
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Apresentação

O Teorema do Ponto Fixo de Poincaré-Birkhoff, também chamado de "Úl-
timo Teorema Geométrico de Poincaré" assegura a existênciade pelo menos dois
pontos fixos a todo homeomorfismo de torção do anel fechado, que preserva área.

Ele foi formulado como uma conjectura e provado em casos especiais por
Poincaré [4] pouco antes de sua morte. Em 1913 Geoge Birkhoff[2] publicou
uma prova que estava correta para um ponto fixo, mas na deduçãoda existência
de um segundo ponto fixo, Birkhoff não considerou a possibilidade do mesmo
possuir índice nulo. Este erro foi corrigido em [3] publicado em 1925.

Esta dissertação apresenta a demonstração dada por Brown e Neumann em
[1] para este teorema, que segundo eles, é uma modificação da prova original
de Birkhoff para um ponto fixo. Modificação esta que, segundo os mesmos, é
essencialmente a mesma modificação que Birkhoff esboçou em [3].
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Capítulo 1

Preparação para o Teorema

SejaA = {p ∈ R2; 1 ≤ ||p|| ≤ 2} o anel, onde||.|| é a norma euclidiana
usual. Consideremos seu recobrimento universalÃ = R × [0, 1] com projeção
Π : Ã −→ A, dada porΠ(x, y) = (y + 1)(cosx, sin x) para todo(x, y) ∈ Ã. O
bordo deA e Ã serão denotados por∂A e∂Ã respectivamente.

Daqui em diante denotaremos porT a translação definida por

T : R × [0, 1] −→ R × [0, 1]
(x, y) 7−→ (x + 2π, y).

Um levantamento de uma aplicação contínuaf : A −→ A ao recobrimento
universalÃ é uma aplicação contínuãf : Ã −→ Ã tal queΠ ◦ f̃ = f ◦ Π.

Ã

Π

��

ef
//
Ã

Π

��
A

f
// A

Sabemos dos resultados de espaços de recobrimento, que todaaplicação contínua
f : A −→ A admite um levantamento ao recobrimento universalÃ. Além disso,
sef̃ e f̃ ′ são dois levantamentos def então existek ∈ Z tal que

f̃ ′ = f̃ + (2kπ, 0) = T k ◦ f̃ .

Segue daí, que se dois levantamentos def coincidem num ponto, então eles coin-
cidem.
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1.1 Preliminares

Um homeomorfismog : A −→ A é dito um homeomorfismo detorção, se ele
não possui pontos fixos em∂A, preserva cada componente conexa de∂A e ad-
mite um levantamentõg = (g̃1, g̃2) : Ã −→ Ã ao recobrimento universal deA,
satisfazendo uma das seguintes condições:

• g̃1(x, 1) < x < g̃1(x, 0), ∀x ∈ R;

• g̃1(x, 1) > x > g̃1(x, 0), ∀x ∈ R.

Comog preserva cada componente conexa de∂A segue que seu levantamento
g̃ faz o mesmo com∂Ã. Consequentemente, para todox ∈ R, temos que:

• g̃(x, 0) = (g̃1(x, 0), 0);

• g̃(x, 1) = (g̃1(x, 1), 1).

Outro fato importante sobre um homeomorfismo de torção é que ele preserva
orientação já que preserva cada componente conexa de∂A e suas respectivas ori-
entações. Além disso, sua restrição a qualquer componente conexa de∂A é ho-
motópica a aplicação identidade da mesma componente conexade∂A.

Informalmente, um homeomorfismog : A −→ A é de torção quando rota-
ciona as componentes conexas do bordo deA em direções opostas.

Lema 1. Sejamg : A −→ A um homeomorfismo,p ∈ A e p̃ ∈ Ã tal que
Π(p̃) = p. Seg̃ : Ã −→ Ã é um levantamento deg, então:

(i) p é ponto fixo deg se, e somente se,g̃(p̃) = p̃+(2kπ, 0) para algumk ∈ Z;

(ii) g̃ é um homeomorfismo;
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Além disso, seg preserva cada componente conexa de∂A e g restrito a uma
componente conexa de∂A é homotópico a aplicação identidade da mesma com-
ponente conexa de∂A, então:

(iii) g̃ ◦ T = T ◦ g̃;

(iv) p̃ é ponto fixo dẽg se, e somente se,p̃ + (2kπ, 0) também é ponto fixo dẽg,
∀k ∈ Z;

(v) g̃ é uniformemente contínua.

Demonstração.(i) Sep é ponto fixo deg entãoΠ (g̃(p̃)) = g (Π(p̃)) = g(p) = p.
Logo g̃(p̃) é um ponto da fibra sobrep e portantõg(p̃) = p̃ + (2kπ, 0) para algum
k ∈ Z.

Seg̃(p̃) = p̃ + (2kπ, 0) para algumk ∈ Z então

Π (g̃(p̃)) = Π(p̃ + (2kπ, 0))

=⇒ g (Π(p̃)) = p

=⇒ g(p) = p.

(ii) Pelo Teorema Fundamental de Levantamento podemos tomar g̃−1 levanta-
mento deg−1 tal queg̃−1(g̃(0, 0)) = (0, 0).

Assim temos,

Π ◦ g̃−1 ◦ g̃ = g−1 ◦ Π ◦ g̃ = g−1 ◦ g ◦ Π = IdA ◦ Π.

Logo g̃−1 ◦ g̃ é levantamento de IdA. Assim, comõg−1 ◦ g̃(0, 0) = (0, 0) e Ã é
conexo temos quẽg−1 ◦ g̃ = Id eA, pois IdeA é o único levantamento de IdA com
ponto fixo.
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Analogamentẽg ◦ g̃−1 é levantamento de IdA e além disso possui ponto fixo,
pois g̃ ◦ g̃−1(g̃(0, 0)) = g̃(0, 0). Logo g̃ ◦ g̃−1 = Id eA.

Portantõg é um homeomorfismo.

Suponhamos para demonstrar os itens (iii), (iv) e (v) queg preserva cada com-
ponente conexa de∂A e g|S1 é homotópica a IdS1 (S1 é uma das componentes
conexas de∂A).

(iii) Seja G : S1 × [0, 1] −→ S1 uma homotopia entre IdS1 e g|S1 tal que
G0 = IdS1 eG1 = g|S1. Pelo Teorema de Levantamento de Homotopia temos que
G admite um levantamentõG : R×{0}×[0, 1] −→ R×{0} tal queG̃0 = IdR×{0}.

R × {0} × [0, 1]

Π
��

eG // R × {0}
Π

��
S1 × [0, 1]

G
// S1

Assim, temos que as aplicações(p̃, t) ∈ R×{0}× [0, 1] 7−→ T ◦G̃t(p̃) ∈ R×{0}
e (p̃, t) ∈ R×{0}× [0, 1] 7−→ G̃t ◦ T (p̃) ∈ R×{0} são levantamentos deG que
coincidem nos pontos(p̃, 0) ∈ R × {0} × [0, 1]. Logo, comoR × {0} × [0, 1] é
conexo, temos queT ◦ G̃t(p̃) = G̃t ◦ T (p̃) para todo(p̃, t) ∈ R × {0} × [0, 1].
Consequentemente,T ◦ G̃1 = G̃1 ◦ T .

ComoG̃1 é um levantamento deg|S1 temos quẽG1 = T k ◦ g̃|R×{0} para algum
k ∈ Z. Portanto,

T ◦ G̃1 = G̃1 ◦ T =⇒ T ◦ T k ◦ g̃|R×{0} = T k ◦ g̃|R×{0} ◦ T

=⇒ T ◦ g̃|R×{0} = g̃|R×{0} ◦ T.

Assim,T ◦ g̃ e g̃ ◦ T são levantamentos deg que coincidem emR×{0}. Logo,

T ◦ g̃ = g̃ ◦ T.

(iv) Como consequência de (iii) temos que, para todo inteirok, o homeomor-
fismo g̃ comuta comT k.

Sejap̃ um ponto fixo dẽg. Dadok ∈ Z, temos que

g̃(p̃ + (2kπ, 0)) = g̃
(
T k(p̃)

)
= T k (g̃(p̃)) = T k(p̃) = p̃ + (2kπ, 0).

Logo, p̃ + (2kπ, 0) é ponto fixo dẽg.
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A outra implicação é de verificação imediata.

(v) Provaremos agora que a aplicaçãog̃ : Ã −→ Ã é uniformemente contínua.
Seja dadoǫ > 0. Comog̃ é contínua e[0, 4π] × [0, 1] é compacto, temos que

g̃|[0,4π]×[0,1] é uniformemente contínua. Logo existe0 < δ < 2π tal que,

(x, y), (z, w) ∈ [0, 4π]×[0, 1], ||(x, y)−(z, w)|| < δ =⇒ ||g̃(x, y)−g̃(z, w)|| < ǫ.

Sejam(x0, y0), (z0, w0) ∈ Ã = R × [0, 1] tais que||(x0, y0) − (z0, w0)|| < δ.

Consideremos quex0 ≤ z0. Sabemos que existel ∈ Z tal que0 ≤ x0 +2lπ ≤ 2π.
Neste caso(x0 + 2lπ, y0) ∈ [0, 2π] × [0, 1] ⊂ [0, 4π] × [0, 1].

Observemos que

||(x0, y0) − (z0, w0)|| < δ < 2π =⇒ |x0 − z0| < δ < 2π

=⇒ z0 − x0 < δ < 2π.

Logo,
0 ≤ x0 + 2lπ ≤ z0 + 2lπ = (z0 − x0) + (x0 + 2lπ)

< 2π + 2π = 4π.

Daí (z0 + 2lπ, w0) ∈ [0, 4π] × [0, 1]. Assim,

(x0 + 2lπ, y0), (z0 + 2lπ, w0) ∈ [0, 4π] × [0, 1]

e
||(x0 + 2lπ, y0) − (z0 + 2lπ, w0)|| = ||(x0, y0) − (z0, w0)|| < δ.

Logo,

||g̃(x0, y0) − g̃(z0, w0)|| = ||g̃(x0, y0) + (2lπ, 0) − (g̃(z0, w0) + (2lπ, 0)) ||
= ||g̃(x0 + 2lπ, y0) − g̃(z0 + 2lπ, w0)|| < ǫ.

Portantõg é uniformemente contínua.

No que se segue, denotaremos porΦ o homeomorfismo do anelA, dado em
coordenadas polares por

Φ(r, θ) =

(
r2 + 2

3
, θ

)
.

Notemos queΦ manda círculo em círculo e queΦ|∂A = Id|∂A.
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Observemos queΦ−1 é dado por,

Φ−1(r, θ) =
(√

3r − 2, θ
)
.

Lema 2. Sejag : A −→ A um homeomorfismo. Então,

(i) Seg é de torção, entãoΦ ◦ g ◦ Φ−1 : A −→ A é um homeomorfismo de
torção;

(ii) Seg preserva área, então todo levantamento deΦ ◦ g ◦ Φ−1 a Ã preserva
área;

Demonstração.(i) Como Φ|∂A = Id|∂A, segue queΦ ◦ g ◦ Φ−1 preserva cada
componente conexa de∂A sem possuir pontos fixos no mesmo.

Sejag̃ um levantamento deg tal que

• g̃1(x, 1) < x < g̃1(x, 0), ∀x ∈ R ou

• g̃1(x, 1) > x > g̃1(x, 0), ∀x ∈ R.

Da forma como foi definido, o homeomorfismoΦ admite um levantamentõΦ
a Ã da forma

Φ̃(x, y) = (x, Φ̃2(x, y)), para todo(x, y) ∈ Ã

Em particular, temos quẽΦ|∂ eA = Id|∂ eA.
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AssimΦ̃ ◦ g̃ ◦
(
Φ̃

)−1
é um levantamento deΦ ◦ g ◦ Φ−1 que satisfaz uma das

propriedades desejadas.

(ii) Começamos usando o Teorema da Mudança de Variáveis paramostrar que
∀X ⊂ A cuja área pode ser calculada, tem-se

∫

Φ◦g◦Φ−1(X)

drdθ =

∫

g◦Φ−1(X)

| detJΦ(r, θ)| drdθ

=
2

3

∫

g◦Φ−1(X)

r drdθ

=
2

3

∫

Φ−1(X)

r drdθ

=
2

3

∫

X

√
3r − 2 | det JΦ−1(r, θ)| drdθ

=
2

3

∫

X

√
3r − 2

3

2

1√
3r − 2

drdθ

=

∫

X

drdθ.

Tomemos agora um conjunto fechadoY cuja área pode ser calculada, tal que
Y ⊂ (u, u +2π)× [0, 1], ondeu é um número real qualquer. Então, comoΠ é um
difeomorfismo entre(u, u + 2π) × [0, 1] e sua imagem, temos que, pelo Teorema
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da Mudança de Variáveis,
∫

Π(Y )

drdθ =

∫

Π(Y )

1√
x2 + y2

dxdy

=

∫

Y

1

y + 1
| detJΠ(x, y)| dxdy

=

∫

Y

1

y + 1
(y + 1) dxdy

=

∫

Y

dxdy.

TomeF um levantamento deΦ ◦ g ◦ Φ−1. Sabemos que, se mostrarmos que
F : Ã −→ Ã preserva área de retângulos em̃A com diâmetro suficientemente
pequeno, teremos queF preservará área.

Observemos que seX é um subconjunto dẽA com diâmetro menor queπ en-
tão X ⊂ (u, u + 2π) × [0, 1] para algumu ∈ R. De fato: fixemos
p0 = (x0, y0) ∈ X. Daí, seq = (x, y) ∈ X então,

||q − p0|| < π =⇒ |x − x0| < π

=⇒ x0 − π < x < x0 + π.

LogoX ⊂ (x0 − π, x0 + π) × [0, 1].
Pelo item (v) do Lema 1, temos queF é uniformemente contínua. Logo, existe

0 < δ < π tal que

p, q ∈ Ã, ||p − q|| < δ =⇒ ||F (p) − F (q)|| < π.

Seja R um retângulo em̃A com diâmetro menor queδ. Assim,

p, q ∈ R =⇒ ||p − q|| < δ < π

=⇒ ||F (p) − F (q)|| < π.

Assim, R⊂ (u, u + 2π) × [0, 1] para algumu ∈ R eF (R) ⊂ (v, v + 2π) × [0, 1]
para algumv ∈ R. Portanto

∫

F (R)

dxdy =

∫

Π(F (R))

drdθ

=

∫

Φ◦g◦Φ−1(Π(R))

drdθ

=

∫

Π(R)

drdθ

=

∫

R
dxdy.

LogoF preserva área de R.
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1.2 Número de rotação e índice

Chamaremos decaminhotoda aplicação contínuaα : [a, b] −→ R2 ondea < b.

Sejamα e β caminhos definidos no intervalo[a, b] tais queα(b) = β(a).
Denotaremos porαβ a justaposição dos mesmos e o caminho inverso deα será
denotado porα−1.

No que se segue, sempre que falarmos em homotopia de caminhos, estaremos
nos referindo a homotopia de caminhos com extremos fixos.

Sejamp e q pontos distintos deR2. Definimos adireçãodep à q como

D(p, q) =
q − p

||q − p|| .

SejamX ⊂ R2 e h : X −→ R2 uma aplicação contínua sem pontos fixos.
Consideremos a aplicação contínuaH : X −→ S1, dada porH(p) = D(p, h(p)).
Sendoα : [a, b] −→ X um caminho, definimos oíndicedeh com respeito aα
como sendo o número real

Ind(h, α) =
(H̃ ◦ α)(b) − (H̃ ◦ α)(a)

2π

ondeH̃ ◦ α : [a, b] −→ R é um levantamento deH ◦α ao recobrimento universal
deS1 com projeção dada porΠ : R −→ S1, Π(t) = (cos t, sin t).

R

Π
��

[a, b]
H◦α

//

H̃◦α

<<
z

z
z

z
z

z
z

z

S1

Observação.O Ind(h, α) está bem definido.
Para ver isso considerẽλ1 e λ̃2 levantamentos deH ◦ α. Sabemos que existe

um inteirok tal que

λ̃1(t) − λ̃2(t) = 2πk, ∀t ∈ [a, b].

Logo,

λ̃1(b) − λ̃1(a)

2π
=

λ̃2(b) + 2πl − (λ̃2(a) + 2πl)

2π
=

λ̃2(b) − λ̃2(a)

2π
.
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O índice deh com respeito aα contabiliza o número de voltas, com sinal, que
o vetor direçãoD (α(t), h(α(t))) dá emS1 quandot percorre[a, b]. Por exemplo,
na figura abaixo, o índice deh com respeito aα é−1, 5.

Por umafamília contínua a um parâmetro de aplicações(ht)t∈[c,d], entender-
emos como sendo uma aplicação contínua

G : X × [c, d] −→ R2

(p, t) 7−→ ht(p)

ondeX um espaço topológico.

Proposição 1.SejamX ⊂ R2, α, β : [a, b] −→ X caminhos eh : X −→ R2

uma aplicação contínua sem pontos fixos.

1. Para uma família contínua a um parâmetro de caminhosα ou de aplicações
h como acima, oInd(h, α) varia continuamente com o parâmetro.

2. Seα(b) = β(a) então

Ind(h, αβ) = Ind(h, α) + Ind(h, β).

3. Ind(h, α−1) = −Ind(h, α).

4. Seα começa emp e termina emq, então

Ind(h, α) ≡ θ

2π
(mod 1),

ondeθ é o ângulo medido no sentido positivo partindo da direçãoD(p, h(p))
atéD(q, h(q)).
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5. Seh é um homeomorfismo sobre sua imagem então

Ind(h, α) = Ind(h−1, h ◦ α).

6. Seα eβ são homotópicos emX então

Ind(h, α) = Ind(h, β).

Demonstração.1. Seja(αt)t∈[c,d] uma família contínua a um parâmetro de cam-
inhos de[a, b] emX. Assim a aplicação

F : [a, b] × [c, d] −→ X

(s, t) 7−→ αt(s)

é contínua, e logo também seráH ◦ F : [a, b] × [c, d] −→ S1. SejaH̃ ◦ F um
levantamento deH ◦ F .

R

Π
��

[a, b] × [c, d]
H◦F

//

H̃◦F

99
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

S1

Assim para cadat ∈ [c, d] temos que(H̃ ◦ F )t é um levantamento deH ◦ αt.
Logo, a aplicação

t ∈ [c, d] 7−→ Ind(h, αt) =
(H̃ ◦ F )(b, t) − (H̃ ◦ F )(a, t)

2π
∈ R

é contínua, demonstrando a primeira parte do item 1.
Seja(ht)t∈[c,d] uma família contínua a um parâmetro de aplicações deX em

R2 sem pontos fixos. Assim, a aplicação

(p, t) ∈ X × [c, d] 7−→ Ht(p) = D(p, ht(p))

=
ht(p) − p

‖ ht(p) − p ‖ ∈ S1.

é contínua.
Sejaα : [a, b] −→ X um caminho. AssimL : [a, b] × [c, d] −→ S1, dada por

L(s, t) = Ht(α(s)) é contínua. SejãL um levantamento deL.

R

Π
��

[a, b] × [c, d]
L

//

eL 99
r

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

S1
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Para cadat ∈ [c, d], temos quẽLt é um levantamento deHt ◦ α. Consequente-
mente, a aplicação

t ∈ [c, d] 7−→ Ind(ht, α) =
L̃(b, t) − L̃(a, t)

2π
∈ R

é contínua, provando a segunda parte do item 1.

2. Tomemos um levantamentõH ◦ α de H ◦α. SejaH̃ ◦ β um levantamento

deH ◦ β partindo de(H̃ ◦ α)(b).

R

Π

��
[a, b]

H◦α
,,

H◦β

22

H̃◦α

::

H̃◦β

AA

S1

Assim, a justaposição(H̃ ◦ α)(H̃ ◦ β) é levantamento deH ◦ (αβ) =
(H ◦ α)(H ◦ β). Portanto,

Ind(h, αβ) =
(H̃ ◦ α)(H̃ ◦ β)(b) − (H̃ ◦ α)(H̃ ◦ β)(a)

2π

=
(H̃ ◦ β)(b) − (H̃ ◦ α)(a)

2π

=
(H̃ ◦ β)(b) − (H̃ ◦ β)(a) + (H̃ ◦ α)(b) − (H̃ ◦ α)(a)

2π

=
(H̃ ◦ β)(b) − (H̃ ◦ β)(a)

2π
+

(H̃ ◦ α)(b) − (H̃ ◦ α)(a)

2π
= Ind(h, β) + Ind(h, α).

3. SejaH̃ ◦ α um levantamento deH ◦ α. Assim,
(
H̃ ◦ α

)−1

é levantamento

deH ◦ (α−1).
R

Π
��

[a, b]
H◦(α−1)

//

(H̃◦α)
−1

77
p

p
p

p
p

p
p

p
p

p
p

p
p

S1
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Logo,

Ind(h, α−1) =

(
H̃ ◦ α

)−1

(b) −
(
H̃ ◦ α

)−1

(a)

2π

=
(H̃ ◦ α)(a) − (H̃ ◦ α)(b)

2π
= −Ind(h, α).

4. Para facilitar a escrita na prova deste item, consideraremos que[a, b] =
[0, 1]. Sejaα : [0, 1] −→ X ⊂ R2 um caminho tal queα(0) = p e α(1) = q.

Fixemos um levantamentõH ◦ α deH ◦ α.

R

Π
��

[0, 1]
H◦α

//

H̃◦α

77
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

S1

Sejaθ ∈ [0, 2π) o ângulo medido no sentido positivo partindo da direção
D(p, h(p)) = H(p) atéD(q, h(q)) = H(q). Assimω : [0, 1] −→ S1 ⊂ C, dada
porω(t) = H(p)ei(1−t)θ é um caminho emS1 ligandoH(q) àH(p).

Logo, a justaposição(H ◦ α)ω é um caminho fechado emS1 com base emH(p).

Sejaω̃ o levantamento deω partindo de(H̃ ◦ α)(1). Assim,

ω̃(t) = (H̃ ◦ α)(1) − tθ.

Como ω̃(1) ∈ Π−1(H(p)) = {(H̃ ◦ α)(0) + 2kπ; k ∈ Z}, temos que,̃ω(1) =

(H̃ ◦ α)(0) + 2kπ, para algumk ∈ Z. Daí,

(H̃ ◦ α)(1) − θ = ω̃(1) = (H̃ ◦ α)(0) + 2kπ.

15



Portanto,

Ind(h, α) =
(H̃ ◦ α)(1) − (H̃ ◦ α)(0)

2π

=
2kπ + θ

2π

= k +
θ

2π
≡ θ

2π
(mod 1).

5. Suponhamos queh seja um homeomorfismo sobre sua imagem. Seja

α : [a, b] −→ X um caminho. Tomemos um levantamentõH ◦ α deH◦α. Sejam,
η = h ◦ α : [a, b] −→ h(X) eG : h(X) −→ S1 dada porG(y) = D (y, h−1(y)).

Como podemos ver na figura abaixo,G(η(t)) é a antípoda deH(α(t)).

Assim,H̃ ◦ α + π é um levantamento deG ◦ η já que a projeção dẽH ◦ α + π é
H ◦ α rotacionado deπ. Consequentemente,

Ind(h−1, h ◦ α) = Ind(h, α).

16



6. Sejamα, β : [a, b] −→ X caminhos homotópicos emX. Seja
F : [a, b] × [0, 1] −→ X uma homotopia entreα e β. ComoF é homotopia
de extremos fixos, teremos queH ◦F : [a, b]× [0, 1] −→ S1 será uma homotopia
de extremos fixos entreH ◦α eH ◦ β. Pelo Teorema de Levantamento de Homo-

topia podemos garantir que, sẽH ◦ α eH̃ ◦ β são levantamentos deH ◦α eH ◦β

partindo do mesmo ponto, então os pontos finais são necessariamente iguais. Daí,

(H̃ ◦ α)(a) = (H̃ ◦ β)(a) e (H̃ ◦ α)(b) = (H̃ ◦ β)(b). Assim,

Ind(h, α) =
(H̃ ◦ α)(b) − (H̃ ◦ α)(a)

2π

=
(H̃ ◦ β)(b) − (H̃ ◦ β)(a)

2π
= Ind(h, β)

como queríamos demonstrar.
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Capítulo 2

O Teorema

Teorema (Poincaré-Birkhoff). Seg : A −→ A é um homeomorfismo de torção
que preserva área, entãog possui ao menos 2 pontos fixos.

2.1 Sobre as hipóteses do Teorema

A hipótese do homeomorfismog ser de torção e a hipótese deg preservar área são
de fato essenciais, como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1: Consideremos a rotaçãoRπ : A −→ A de ânguloπ.

A rotaçãoRπ é um homeomorfismo do anel que preserva cada componte conexa
de∂A sem possuir pontos fixos em∂A. Porém como levantamentos de uma ro-
tação são translações, temos queRπ não pode ser um homeomorfismo de torção.
Apesar dissoRπ preserva área, entretanto é livre de pontos fixos.

Exemplo 2: Consideremos a seguinte aplicação dada em coordenadas polares:

g : A −→ A

(r, θ) 7−→
(

r2 + 2

3
, θ + (2r − 3)

π

2

)
.
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Sobreg podemos garantir que:

• g é um homeomorfismo do anel que envia o círculo de raior ∈ [1, 2] sobre

o círculo de raio
r2 + 2

3
∈ [1, 2]. Consequentementeg preserva cada compo-

nente conexa de∂A e é livre de pontos fixos, pois para1 < r < 2 temos que

1 <
r2 + 2

3
< r e além disso a restrição do homeomorfismog a cada um dos

círculos de raio1 e2 é uma rotação de ângulo−π

2
e

π

2
respectivamente.

• g não preserva área, pois dador ∈ (1, 2) o homeomorfismog envia o anel

{p ∈ R2; 1 ≤ ||p|| ≤ r} no anel

{
p ∈ R2; 1 ≤ ||p|| ≤ r2 + 2

3

}
e neste caso

r2 + 2

3
< r.

• g é homeomorfimo de torção, pois admite como levantamento a aplicação

(x, y) ∈ Ã
f7−→

(
x + (2(y + 1) − 3)

π

2
,
(y + 1)2 + 2

3
− 1

)
∈ Ã. Vejamos: se-

jam (x, y) ∈ Ã,

Π ◦ f(x, y) = Π

(
x + (2(y + 1) − 3)

π

2
,
(y + 1)2 + 2

3
− 1

)

=

(
(y + 1)2 + 2

3

) (
cos(x + (2(y + 1) − 3)

π

2
), sin(x + (2(y + 1) − 3)

π

2
)
)

= g((y + 1)(cosx, sin x))

= g ◦ Π(x, y).

Além disso,

f1(x, 0) = x − π

2
< x < x +

π

2
= f1(x, 1), ∀x ∈ R.
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2.2 O Teorema equivalente

SejaΦ o homeomorfismo do anel definido no primeiro capítulo. ComoΦ é uma
bijeção temos que, seΦ ◦ g ◦ Φ−1 possuir dois pontos fixos distintos entãog

também possuirá.
Pelos Lemas 1 e 2, o homeomorfismoΦ ◦ g ◦ Φ−1 admite um levantamento

h = (h1, h2) : Ã −→ Ã satisfazendo:

• h é um homeomorfismo;

• h preserva área;

• h comuta comT ;

• h1(x, 1) < x < h1(x, 0), ∀x ∈ R, ou h1(x, 0) < x < h1(x, 1), ∀x ∈ R.

Sep é ponto fixo deh nos referimos aos seus transladados de(2kπ, 0) com
k ∈ Z, como uma família periódica de pontos fixos.

Denotaremos por Fix(h) o conjunto de pontos fixos deh. Pelo que foi visto,
temos que Fix(h) ⊂ int(Ã). Lembramos que cada família periódica de pontos
fixos deh dá origem a um único ponto fixo deΦ ◦ g ◦ Φ−1. Vamos mostrar então
queh possui duas famílias periódicas de pontos fixos distintas.

Lema 3. Sejamρ > 0 ef : R −→ R uma aplicação contínua satisfazendo:

(i) f(x + ρ) = f(x) + ρ

(ii) f(x) 6= x

para todox ∈ R. Então exister > 0 tal que

0 < r = min{|f(x) − x| ∈ R; x ∈ R}.

Demonstração.A aplicaçãox ∈ R 7−→ |f(x)−x| ∈ R+ é contínua. Assim, pela
compacidade de[0, ρ] exister > 0 tal que

0 < r = min{|f(x) − x| ∈ R; x ∈ [0, ρ]}.

Consequentemente, pela periodicidade def o mesmor satisfaz

0 < r = min{|f(x) − x| ∈ R; x ∈ R},

como queríamos demonstrar.
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SejamH+ = {(x, y) ∈ R2; y ≥ 1} eH− = {(x, y) ∈ R2; y ≤ 0}.

A partir de agora enxergaremos a translaçãoT definida em todoR2.

Vamos estenderh : Ã −→ Ã a um homeomorfismo deR2 colocando:

• h(x, y) = (h1(x, 1), y) quando(x, y) ∈ H+;

• h(x, y) = (h1(x, 0), y) quando(x, y) ∈ H−.

Estendido dessa forma temos que

• h ◦ T = T ◦ h em todoR2, poish já satisfazia essa condição em∂Ã.

Daqui em diante quando nos referirmos a aplicaçãoh estaremos nos referindo
ao homeomorfismoh : R2 −→ R2.

Suponhamos queh satisfaz

• h1(x, 1) < x < h1(x, 0), ∀x ∈ R.

Assim, teremos que

• h1(x, y) = h1(x, 1) < x, ∀(x, y) ∈ H+;

• x < h1(x, 0) = h1(x, y), ∀(x, y) ∈ H−.

Sendo assim, pelo Lema 3, podemos afirmar que∃ r1, r2 > 0 tais queh desloca
os pontos deH+ horizontalmente para esquerda de uma distância de no mínimo
r1 e desloca os pontos deH− horizontalmente para direita de uma distância de no
mínimor2. Em particularh não possui pontos fixos emH+ ∪ H−.

Teorema. O homeomorfismoh acima possui duas famílias periódicas de pontos
fixos distintas.

2.3 Prova do Teorema equivalente

Vamos iniciar a prova do teorema acima, nesta seção. Ela serádesenvolvida ao
longo de vários lemas. Será uma prova por redução ao absurdo.

Para isso, estaremos supondo ao longo de toda seção que: "h possui no máx-
imo uma família periódica de pontos fixos."

Assumindo essa condição vamos construir caminhosγ e γ′ que vão deH− a
H+ tais que Ind(h, γ) 6= Ind(h, γ′) contrariando o item (ii) do lema a seguir.
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Lema 4. Sejaα : [a, b] −→ R2\Fix(h) um caminho que vai deH− a H+. Então:

(i) Ind(h, α) ≡ 1
2(mod 1);

(ii) Ind(h, α) independe deα.

Demonstração.(i) Pela hipótese temos queα(a) ∈ H− eα(b) ∈ H+.

Assim, D(α(a), h(α(a))) = (1, 0) e D(α(b), h(α(b))) = (−1, 0) e portanto,
o ângulo medido no sentido positivo partindo da direçãoD(α(a), h(α(a))) até
D(α(b), h(α(b))) éπ. Pelo item 4 da Proposição 1, temos que,

Ind(h, α) ≡ π

2π
≡ 1

2
(mod 1).

(ii) Sejamα, β : [a, b] −→ R2\Fix(h) caminhos que vão deH− aH+. Vamos
mostrar que Ind(h, α) = Ind(h, β). Tomemosγ qualquer caminho emH+ ligando
α(b) a β(b) e δ qualquer caminho emH− ligandoβ(a) a α(a). Consideremos o
caminho fechadoτ = αγβ−1δ, com ponto baseα(a), que não passa por nenhum
ponto fixo deh.

22



Pelo item 2 da Proposição 1, temos que

Ind(h, τ) = Ind(h, α) + Ind(h, γ) − Ind(h, β) + Ind(h, δ).

Como,H ◦ γ(t) = (−1, 0) e H ◦ δ(t) = (1, 0), para todot ∈ [a, b], temos que,

Ind(h, γ) = 0 = Ind(h, δ).

Então, para mostrar que Ind(h, α) = Ind(h, β) basta mostrar que Ind(h, τ) = 0.
Se Fix(h) = ∅, entãoτ será homotópico emR2 ao caminho constante igual a

α(a). Então pelo item 6 da Proposição 1, temos que Ind(h, τ) = 0.
Suponhamos agora que Fix(h) = {pf + k(2π, 0); k ∈ Z}, ondepf é algum

ponto fixo deh. Sabemos, pelo Teorema de Seifert e Van Kampen ([7], pág.
43), queπ1(R

2\Fix(h), α(a)) é gerado pelas classes de homotopia dos caminhos
que começam emα(a), percorrem um segmento de reta em direção a um ponto
fixo de h, dá uma volta completa em torno deste ponto fixo (percorrendouma
circunferência de centro neste ponto fixo, que não contém em seu interior outro
ponto fixo deh) e volta paraα(a) pelo mesmo segmento de reta que partiu.
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Assim,τ é homotópico emR2\Fix(h) a um caminho do tipoη±1
1 η±1

2 . . . η±1
l que

é uma justaposição de um número finito de caminhos como descrito acima ou de
seus inversos. Portanto basta mostrar que o índice deste tipo de caminho é zero.

Para isso, tomemos um caminhoη como acima. Este caminho é homotópico
emR2\Fix(h) ao caminho abaixo.

Aqui exigimos queα2 = T ◦ α4. Daí, dadot ∈ [a, b] temos que

h(α2(t)) = h(α4(t) + (2π, 0))

= h(α4(t)) + (2π, 0).
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Logo,

H ◦ α4(t) =
h(α4(t)) − α4(t)

||h(α4(t)) − α4(t)||

=
h(α4(t)) + (2π, 0) − (α4(t) + (2π, 0))

||h(α4(t)) + (2π, 0) − (α4(t) + (2π, 0))||

=
h(α2(t)) − α2(t)

||h(α2(t)) − α2(t)||
= H ◦ α2(t), ∀t ∈ [a, b].

Assim, Ind(h, α2) = Ind(h, α4). Temos também que

H ◦ α3(t) = (−1, 0) e H ◦ α5(t) = (1, 0), ∀t ∈ [a, b].

Logo, Ind(h, α3) = 0 = Ind(h, α5).
Pelo item 6 da Proposição 1, temos que

Ind(h, η) = Ind(h, α1α2α3α
−1
4 α5α

−1
1 )

= Ind(h, α1) + Ind(h, α2) + Ind(h, α3) − Ind(h, α4) + Ind(h, α5) − Ind(h, α1)

= Ind(h, α2) − Ind(h, α4) = 0.

Portanto, Ind(h, τ) = 0 e consequentemente Ind(h, α) = Ind(h, β), como queríamos
demonstrar.

Consideremos o conjunto

W =

{
(x, y) ∈ R2; u + 2kπ +

π

2
≤ x ≤ u + 2kπ +

3π

2
, para algumk ∈ Z

}

ondeu = 0 se Fix(h) = ∅ ou u é a abscissa de algum ponto fixopf de h.
Logo, W não contém pontos fixos deh, pois Fix(h) = ∅ ou Fix(h) =
{pf + (2kπ, 0); k ∈ Z} que está está fora deW . Temos também queW é
invariante por tranlação por(2π, 0).
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Mais do que não ter pontos fixos emW , a aplicaçãoh satisfaz o seguinte lema.

Lema 5. Existeǫ > 0 tal que||p − h(p)|| > ǫ, ∀p ∈ W .

Demonstração.O conjunto compacto

[
u +

π

2
, u +

3π

2

]
× [0, 1] está contido em

W e não contém pontos fixos deh. Assim, como a aplicação

p ∈
[
u +

π

2
, u +

3π

2

]
× [0, 1] 7−→ ||p − h(p)|| ∈ R+

é contínua, existeǫ > 0 tal que

||p − h(p)|| > ǫ, ∀p ∈
[
u +

π

2
, u +

3π

2

]
× [0, 1].

Da definição deh emH+ eH− segue que

||p − h(p)|| > ǫ, ∀p ∈
[
u +

π

2
, u +

3π

2

]
× R.

Da invariância por translação por(2π, 0) deW e da periodicidade deh(p) − p;
p ∈ R2 segue que

||p − h(p)|| > ǫ, ∀p ∈ W.

e o lema fica provado.

Vamos agora construir um homeomorfismo deR2 que será utilizado para per-
tubar a aplicaçãoh. Denotaremos este homeomorfismo do plano porΨ e o mesmo
será dado por,

Ψ(x, y) =
(
x, y +

ǫ

2

(
| cos(x − u)| − cos(x − u)

))
para todo(x, y) ∈ R2.

A aplicaçãoΨ tem as propriedades:
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• Ψ(x, y) = (x, y) quandocos(x − u) ≥ 0 , ou seja quando(x, y) 6∈ int(W );

• Ψ(x, y) = (x, y − ǫ cos(x − u)) quandocos(x − u) < 0 , ou seja quando
(x, y) ∈ int(W ).

Assim,Ψ desloca apenas os pontos deW e os desloca verticalmente para cima de
uma distância de no máximoǫ, como mostrado na figura a seguir.

Observemos também queΨ depende da escolha deǫ > 0 satisfazendo o Lema
5, o qual pode ser tomado tão pequeno quanto quisermos.

Para facilitar a escrita, escreveremos a composiçãoΨ◦h comoΨh e passemos
ao próximo lema que explicita algumas propriedades deΨ eΨh.

Lema 6. O homeomorfismoΨ : R2 −→ R2 acima, satisfaz:

(i) Ψ preserva área;

(ii) Ψ comuta comT ;

(iii) Ψh não possui pontos fixos emW ;

(iv) Fix(Ψh) = Fix(h).

Demonstração.(i) Sabemos queΨ restrita a cada reta vertical é uma translação.
Assim, pelo Princípio de Cavalieri, podemos concluir que todo retângulo com
base horizontal, tem sua área preservada quando calculada sua imagem porΨ,
como podemos ver na figura abaixo.
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Com isso, temos queΨ preserva área.

(ii) Dado (x, y) ∈ R2 temos

Ψ ◦ T (x, y) = Ψ(x + 2π, y)

=
(
x + 2π, y +

ǫ

2

(
| cos(x + 2π − u)| − cos(x + 2π − u)

))

=
(
x, y +

ǫ

2

(
| cos(x − u + 2π)| − cos(x − u + 2π)

))
+ (2π, 0)

=
(
x, y +

ǫ

2

(
| cos(x − u)| − cos(x − u)

))
+ (2π, 0)

= Ψ(x, y) + (2π, 0) = T ◦ Ψ(x, y).

AssimΨ comuta comT .

(iii) Suponhamos que existep ∈ W tal queΨh(p) = p. Então,

ǫ ≥ ||Ψh(p) − h(p)|| = ||p − h(p)|| > ǫ,

o que é absurdo. LogoΨh não tem ponto fixo emW .

(iv) Sabemos queh eΨh não possuem pontos fixos emW . Assim, temos que
Fix(h), Fix(Ψh) ⊂ R2\W . Sabemos também queΨ é a identidade emR2\W .
Logo,

p ∈ Fix(h) ⇐⇒ p ∈ R2\W e h(p) = p

⇐⇒ p ∈ R2\W e Ψh(p) = Ψ(p)

⇐⇒ p ∈ R2\W e Ψh(p) = p

⇐⇒ p ∈ Fix(Ψh).

Assim Fix(Ψh) = Fix(h).

Observemos queΨh comuta comT , poisΨ e h comutam comT , e conse-
quentemente(Ψh)k comuta comT para todok ∈ Z.

28



Lembramos que continuamos assumindo queh possui no máximo uma família
periódica de pontos fixos e perseguindo nosso objetivo, referido no inicio da seção
2.3, ou seja, construir caminhosγ e γ′ que vão deH− a H+ tais que Ind(h, γ) 6=
Ind(h, γ′) o que contraria o item (ii) do Lema 4.

Para fazer isso vamos começar mostrando que existe um pontoP0 ∈ H− tal
que(Ψh)n(P0) ∈ H+, para algumn ∈ Z+. E para isso vamos usar fortemente
queΨ preserva área e queh preserva área em̃A = R × [0, 1].

Consideremos o seguinte conjunto:

D0 = H−\(Ψh)−1(H−).

Agora, para todoi ∈ Z, definamos

Di = (Ψh)i(D0).

Sabemos queh(H−) = H−. Logo,

D1 = (Ψh)(D0) = (Ψh)(H−)\H− = Ψ(H−)\H−.
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Lema 7. DeDi = (Ψh)i(D0) segue que:

1. Di ⊂ int(Ã) ∪ H+ para todoi ≥ 1;

2. Di ⊂ H− para todoi ≤ 0;
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3. Di ∩ Dj = ∅ para todoi 6= j;

4. Di é invariante por translação por(2π, 0) para todoi ∈ Z;

5. A área de cada componente conexa deD1 é igual a2ǫ.

Demonstração.1. Temos que:

D1 = (Ψh)(H−)\H− ⊂ R2\H− = int(Ã) ∪ H+.

AssimD1 ⊂ int(Ã) ∪ H+. ComoΨh(int(Ã) ∪ H+) ⊂ int(Ã) ∪ H+ segue que

Di = (Ψh)i−1(D1) ⊂ int(Ã) ∪ H+ para todoi ≥ 1.

2. Observemos queD0 = H−\(Ψh)−1(H−) ⊂ H−. Como(Ψh)−1(H−) =
h−1Ψ−1(H−) ⊂ H− temos que

Di = (Ψh)i(D0) ⊂ H− para todoi ≤ 0.

3. Segue dos itens 1 e 2 que

Di ∩ D0 = ∅, ∀i ≥ 1. (∗)

Tomemosj e k inteiros tais quej > k e suponhamos, por absurdo, que
Dj ∩ Dk 6= ∅. Assim,

Dj ∩ Dk 6= ∅ =⇒ (Ψh)j(D0) ∩ (Ψh)k(D0) 6= ∅
=⇒ (Ψh)j−k(D0) ∩ D0 6= ∅
=⇒ Dj−k ∩ D0 6= ∅,

o que contradiz(∗).

4. Mostraremos que, para todo inteiroi tem-se

Di + (2π, 0) = Di isto é T (Di) = Di.
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ComoT (H−) = H− e (Ψh)k comuta comT para todo inteirok temos que

T (Di) = T ((Ψh)i(D0))

= (Ψh)iT (H−\(Ψh)−1(H−))

= (Ψh)i(T (H−)\T (Ψh)−1(H−))

= (Ψh)i(H−\(Ψh)−1T (H−))

= (Ψh)i(H−\(Ψh)−1(H−))

= (Ψh)i(D0)

= Di.

5. Lembramos que em cada componente conexa deW temos uma única com-
ponente conexa deD1. SendoD1 invariante por translação por(2π, 0), segue que
as componentes conexas deD1 têm todas a mesma área, a qual será denotada por
Ac(D1). Calculando-a obtemos

Ac(D1) =

∫ u+ 3π

2
+2kπ

u+ π

2
+2kπ

ǫ

2
(| cos(x − u)| − cos(x − u)) dx

=

∫ u+ 3π

2
+2kπ

u+ π

2
+2kπ

−ǫ cos(x − u) dx

= −ǫ sin(x − u)
∣∣∣
u+ 3π

2
+2kπ

u+ π

2
+2kπ

= 2ǫ

como queríamos demonstrar.

Lema 8. Seja X ⊂ R2 limitado, cuja área pode ser calculada e tal que
T i(X) ∩ T j(X) = ∅ para todoi 6= j inteiros. SeY =

⋃

k∈Z

T k(X) então a

área deY ∩
(
[0, 2π) × R

)
é igual a área deX.

31



Demonstração.Seja k ∈ Z tal que T k(X) ∩
(
[0, 2π) × R

)
6= ∅.

Se T k(X) ⊂
(
[0, 2π) × R

)
, a conclusão é imediata. Suponha então que

T k(X) 6⊂
(
[0, 2π) × R

)
. Sabemos que, para cadai 6= 0 tal que

T k(X) ∩
(
[2iπ, 2(i + 1)π) × R

)
6= ∅ entãoT k−i(X) ∩

(
[0, 2π) × R

)
é uma

cópia deT k(X) ∩
(
[2iπ, 2(i + 1)π) × R

)
em [0, 2π) × R, que não intersecta

T k(X) ∩
(
[0, 2π) × R

)
. Isso nos permite concluir o que queríamos.

A figura abaixo ajuda a ilustrar as afirmações feitas.

Deste lema segue imediatamente o corolário a seguir.

Corolário 1. Para todoi ∈ Z, a área deDi∩
(
[0, 2π)×R

)
é igual a área de uma

componente conexa deDi.

Lema 9. Existen ≥ 1 tal que(Ψh)n(H−) ∩ H+ 6= ∅. Além disso existePn ∈
(Ψh)n(H−) ∩ H+ com ordenada máxima.

Demonstração.Suponhamos que para todoi ≥ 1 tem-se queDi ⊂ int(Ã). Como
h e Ψ preservam área em̃A segue que toda componente conexa deDi tem área
igual a2ǫ, qualquer que sejai ≥ 1, pois é a imagem por(Ψh)i−1 de alguma
componente conexa deD1. Indicando então, a área de uma componente conexa
qualquer deDi porAc(Di) temos queAc(Di) = Ac(D1) = 2ǫ.

Sejan0 ∈ Z+, tal quen02ǫ > 2π. Temos,

n0∑

i=1

área deDi∩
(
[0, 2π)×R

)
=

n0∑

i=1

Ac(Di) = n02ǫ > 2π = área de[0, 2π)×[0, 1].

Mas a desigualdade acima nos leva à contradição procurada, pois osD′
is são dis-

juntos.
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Logo, existen ≥ 1 tal queDn 6⊂ int(Ã). Assim, pelo item 1 do Lema 7
podemos concluir queDn ∩ H+ 6= ∅. ComoDn = (Ψh)n(D0) ⊂ (Ψh)n(H−),
poisD0 ⊂ H−, concluimos que

(Ψh)n(H−) ∩ H+ 6= ∅. (∗∗)

Observemos que(Ψh)n(H−) é fechado, poisΨh é um homeomorfismo eH−

é fechado. Além disso, da invariância por translação por(2π, 0) de (Ψh)n(H−)
tem-se que(Ψh)n(H−) ∩ {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 2π ey ≥ 0} é não vazio.

O homeomorfismoh, quando calcula a imagem de um ponto, não
chega a acrescentar 1 unidade em sua coordenaday, e Ψ , no mesmo caso,
acrescenta no máximoǫ em sua coordenaday. Sendo assim, o conjunto
(Ψh)n(H−) ∩ {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 2π e y ≥ 0} está contido em
{(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 2π e0 ≤ y ≤ n(1 + ǫ)} e é portanto compacto.

O conjunto(Ψh)n(H−) ∩ {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 2π e y ≥ 0} é compacto e
não vazio, logo existe(xn, yn) = Pn pertencente ao mesmo, comyn ≥ 0 máxima.

Da invariância por translação por(2π, 0) de(Ψh)n(H−) tem-se quePn é um
ponto de(Ψh)n(H−) com ordenada máxima. Além disso, de(∗∗) podemos con-
cluir quePn ∈ H+.

Para cadai ∈ Z, coloquemos

(xi, yi) = Pi = (Ψh)i−nPn.

Assim,

• Pi+1 = (Ψh)Pi, ∀i ∈ Z;

• P−1, P0 ∈ H−;

• Pn, Pn+1 ∈ H+.

Agora, sejaγ0 o segmento de reta orientado deP−1 a P0 e coloquemos
γi = (Ψh)i(γ0) para cadai ∈ Z.
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Proposição 2.Sejaγ = γ0 ∪ γ1 ∪ . . . ∪ γn−1 ∪ γn. Temos que:

1. A curvaγ ∪ γn+1 não possui auto-intersecção.

2. Nenhum ponto deγ está acima dePn+1.

3. Nenhum ponto deγ1 ∪ γ2 ∪ . . . ∪ γn ∪ γn+1 está abaixo deP−1.

Demonstração.1. Sejam0 ≤ i < j ≤ n + 1. Suponhamos queγi ∩ γj 6= ∅. Daí,

(Ψh)−j(γi ∩ γj) 6= ∅ ⇐⇒
(
(Ψh)−j(γi)

)
∩

(
(Ψh)−j(γj)

)
6= ∅

⇐⇒
(
(Ψh)i−j(γ0)

)
∩

(
(Ψh)j−j(γ0)

)
6= ∅

⇐⇒ γi−j ∩ γ0 6= ∅,

Observemos que, parak < 0 temos,

γk ⊂ {(x, y) ∈ R2; xk−1 ≤ x ≤ xk}.

De fato,
γ0 ⊂ {(x, y) ∈ R2; x−1 ≤ x ≤ x0} ∩ H−

=⇒ γ−1 = h−1Ψ−1(γ0) ⊂ h−1Ψ−1
(
{(x, y) ∈ R2; x−1 ≤ x ≤ x0} ∩ H−

)

=⇒ γ−1 ⊂ h−1
(
{(x, y) ∈ R2; x−1 ≤ x ≤ x0} ∩ H−

)

=⇒ γ−1 ⊂ {(x, y) ∈ R2; x−2 ≤ x ≤ x−1} ∩ H−

=⇒ γ−2 = h−1Ψ−1(γ−1) ⊂ h−1Ψ−1
(
{(x, y) ∈ R2; x−2 ≤ x ≤ x−1} ∩ H−

)
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=⇒ γ−2 ⊂ h−1
(
{(x, y) ∈ R2; x−2 ≤ x ≤ x−1} ∩ H−

)

=⇒ γ−2 ⊂ {(x, y) ∈ R2; x−3 ≤ x ≤ x−2} ∩ H−

...

Mais do que isso, cadaγk intersecta o bordo desta faixa somente nas extremidades.
Assim,i − j = −1 e só existe um único ponto na intersecção, que é o ponto final
deγi−j , que por sua vez é igual ao ponto inicial deγ0.

Como vimos, seγi ∩ γj 6= ∅, onde0 ≤ i < j ≤ n + 1, entãoj = i + 1. Além
disso, sep ∈ γi ∩ γj então(Ψh)−j(p) ∈ γi−j ∩ γ0 = γ−1 ∩ γ0. Consequente-
mente(Ψh)−j(p) é a extremidade direita deγ−1 que coincide com a extremidade
esquerda deγ0 e logop é o ponto final deγi que cincide com o ponto inicial de
γi+1 = γj.

2. Sabemos que(Ψh)−1(H−) = h−1Ψ−1(H−) ⊂ H− e logo
(Ψh)k(H−) ⊂ H−, ∀k ≤ 0. Assim para0 ≤ i ≤ n temos que:

(Ψh)−n(γi) = (Ψh)−n
(
(Ψh)i(γ0)

)

= (Ψh)i−n(γ0) ⊂ H−, poisγ0 ⊂ H− e i − n ≤ 0.

Logo (Ψh)−n(γ) ⊂ H− e portantoγ ⊂ (Ψh)n(H−). Assim, comoPn = (xn, yn)
foi tomado em(Ψh)n(H−) com coordenaday máxima, temos que a coordenada
y de qualquer ponto deγ é menor ou igual ayn, que por sua vez é menor ou igual
a yn+1.

3. Seja(x, y) ∈ R2 tal quey ≥ y−1, ou seja,(x, y) é um ponto do plano
que não está abaixo deP−1. Queremos mostrar primeiramente que, se(x′, y′) =
Ψh(x, y) entãoy′ ≥ y−1, ou seja,Ψh(x, y) é um ponto do plano que não está
abaixo deP−1.

Se(x, y) ∈ H− entãoy′ ≥ y ≥ y−1, poish translada(x, y) horizontalmente
para direita eΨ, quando desloca um ponto, desloca verticalmente para cima.Se
(x, y) ∈ int(Ã) ∪ H+ entãoy′ ≥ y−1 pois Ψh(int(Ã) ∪ H+) ⊂ int(Ã) ∪ H+.
Portanto, as imagens porΨh dos pontos que não estão abaixo deP−1 não ficam
abaixo deP−1.

Assim, como nenhum ponto deγ0 está abaixo deP−1, temos que nenhum
ponto deΨh(γ0) = γ1 está abaixo deP−1. Consequentemente nenhum ponto de
Ψh(γ1) = γ2 está abaixo deP−1. Consequentemente nenhum ponto deΨh(γ2) =
γ3 está abaixo deP−1. Procedendo desta maneira concluiremos que nenhum ponto
deγ1 ∪ γ2 ∪ . . . ∪ γn ∪ γn+1 está abaixo deP−1.
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Agora, ao longo de mais um lema e um corolário, iremos calcular o índice
de h com respeito a curvaγ e para isso calcularemos primeiro o índice deΨh

com respeito a mesma. Pra que isso seja possível, precisamosconstruir uma para-
metrização paraγ. Notemos que o índice deh com respeito aγ independe da
parametrização tomada. Antes de construir uma tal parametrização, obteremos
algumas propriedades de Ind(Ψh, γ).

Lembremos que∃ r1, r2 > 0 tais queh desloca os pontos deH+ horizon-
talmente para esquerda de uma distância de no mínimor1 e desloca os pontos de
H− horizontalmente para direita de uma distância de no mínimor2. Lembremos
também que o homeomorfismoΨ depende doǫ satisfazendo o Lema 5 e que este
mesmoǫ pode ser tomado tão pequeno quanto quisermos. Assim, consideraremos
daqui em diante que0 < ǫ < r1, r2. Sendo assim, temos que:

(xn+1, yn+1) = Pn+1

= Ψh(Pn)

= Ψh(xn, yn)

= Ψ(xn − r′1, yn)

= (xn − r′1, yn + δ1),

para algumr′1 ≥ r1 e onde

δ1 =
ǫ

2

(
| cos(xn − r′1 − u)| − cos(xn − r′1 − u)

)
;

(x0, y0) = P0

= Ψh(P−1)

= Ψh(x−1, y−1)

= Ψ(x−1 + r′2, y−1)

= (x−1 + r′2, y−1 + δ2),

para algumr′2 ≥ r2 e onde

δ2 =
ǫ

2

(
| cos(x−1 + r′2 − u)| − cos(x−1 + r′2 − u)

)
.

Neste caso,0 ≤ δ1, δ2 ≤ ǫ.
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Sejamα1, α2 ∈ [0, 2π) tais que:

α1 = arctan
δ1

r′1
e α2 = arctan

δ2

r′2
.

Sendo θ o ângulo medido no sentido positivo partindo da direção
D(P−1, Ψh(P−1)) = D(P−1, P0) atéD(Pn, Ψh(Pn)) = D(Pn, Pn+1), temos que:

θ = π − (α1 + α2) = π − arctan
δ1

r′1
− arctan

δ2

r′2
.

Pelo item 4 da Proposição 1 temos que

Ind(Ψh, γ) ≡ θ

2π
(mod 1).

Portanto,

Ind(Ψh, γ) ≡ 1

2
− 1

2π

(
arctan

δ1

r′1
+ arctan

δ2

r′2

)
(mod 1).

Observemos que0 ≤ δi

r′i
≤ δi

ri

≤ ǫ

ri

< 1, i = 1, 2, o que implica que,

0 ≤ arctan
δi

r′i
<

π

4
e portanto

1

4
<

θ

2π
≤ 1

2
.
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Mostraremos que a congruência acima pode ser trocada pela igualdade.

Agora, passemos a construção de uma parametrização deγ. Começemos
tomando uma parametrização deγ0 que será dada por

P : [−1, 0] −→ R2

t 7−→ P−1 + (t + 1)(P0 − P−1).

Estendemos a aplicaçãoP a uma parametrizaçãoP : [−1, n + 1] −→ R2 de
γ ∪ γn+1 da seguinte maneira:

P (t + k) = (Ψh)k(P (t)) parak = 0, 1 . . . n, n + 1 e − 1 ≤ t ≤ 0.

Assim,P (i) = (Ψh)iP (0) = (Ψh)iP0 = Pi , para todoi = −1, 0, . . . , n + 1.

Consideremos agora a parametrização deγ dada por

P : [−1, 2n + 1] −→ R2

t 7−→
{

P (t), se −1 ≤ t ≤ n

P (n), se n ≤ t ≤ 2n + 1.

Na prova do lema a seguir, construiremos uma família contínua de caminhos
P λ : [−1, 2n+1] −→ S1, 0 ≤ λ ≤ n+2, todos com as mesmas extremidades, ou
seja, uma homotopia de caminhos tal que o primeiro caminhoP 0 será o caminho
em S1 que precisamos levantar para obter Ind(Ψh, γ) e último caminhoP n+2

percorrerá um arco emS1, no sentido positivo, de extremidade inicial de ângulo

igual aarctan
δ2

r′2
e extremidade final de ângulo igual aπ − arctan

δ1

r′1
.

Lema 10. Ind(Ψh, γ) =
θ

2π
.

Demonstração.Definiremos a famíliaP λ em duas partes.
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Parte 1: 0 ≤ λ ≤ n + 1

P λ(t) =





D(P (−1), P (t + 1)) se −1 ≤ t ≤ λ − 1
D(P (t− λ), P (t + 1)) se λ − 1 ≤ t ≤ n

D(P (t− λ), P (n + 1)) se n ≤ t ≤ n + λ

D(P (n), P (n + 1)) se n + λ ≤ t ≤ 2n + 1.

Para qualquerλ et como acima,P λ(t) sempre possui a formaD(P (t0), P (t1))
com −1 ≤ t0 < t1 ≤ n + 1. E assim está bem definida, pois teremos
P (t0) 6= P (t1), visto queγ ∪ γn+1 é uma curva sem auto-intersecção.

As três figuras a seguir ilustram a maneira como foi construído o caminho
P λ : [−1, 2n + 1] −→ S1 onde0 ≤ λ ≤ n + 1.
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Observemos que paraλ = n + 1 temos:

P n+1(t) =

{
D(P (−1), P (t + 1)) se − 1 ≤ t ≤ n

D(P (t− n − 1), P (n + 1)) sen ≤ t ≤ 2n + 1.
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Com isso, passemos a segunda parte da construção deP λ.

Parte 2: n + 1 ≤ λ ≤ n + 2

SejamP ′ : [0, n + 1] −→ R2 e P ′′ : [−1, n] −→ R2 as parametrizações dos
segmentos de reta que ligamP (0) a P (n + 1) e P (−1) a P (n) respectivamente.
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E para0 ≤ µ ≤ 1 definamos:

P n+1+µ(t) =

{
D(P (−1), (1 − µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1)) se − 1 ≤ t ≤ n

D((1 − µ)P (t− n − 1) + µP ′′(t − n − 1), P (n + 1)) sen ≤ t ≤ 2n + 1.

Para ver queP λ está bem definida para todon + 1 ≤ λ ≤ n + 2, nós devemos
checar que na definição da mesma deve sempre se terD(A, B) comA 6= B.
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SejamA = P (−1) e B = (1 − µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1) onde−1 ≤ t ≤ n.
Nenhum ponto deγ1 ∪ γ2 ∪ . . . ∪ γn ∪ γn+1 está abaixo deP−1 e todo ponto de
P ′ está acima deP0 exceto possivelmenteP ′(0) = P0. Assim, se−1 < t ≤ n e
0 < µ ≤ 1 entãoB = (1 − µ)P (t + 1) + µP ′(t + 1) possuirá necessariamente
coordenaday maior do que a deP−1 = A. Set = −1 entãoB = P0 6= P−1 = A.
Seµ = 0 e −1 < t ≤ n entãoB = P (t + 1) 6= P (−1) = A pelo item 1 da
Proposição 2.

Vimos na demonstração do item 2 da Proposição 2 que nenhum ponto deγ está
acima dePn e todo ponto deP ′′ está abaixo dePn excetoP ′′(n) = Pn. Assim, se
n ≤ t < 2n + 1 e0 < µ ≤ 1 entãoA = (1 − µ)P (t − n − 1) + µP ′′(t − n − 1)
possuirá necessariamente coordenaday menor do que a dePn e portanto menor do
que a deB = Pn+1, e assimA 6= B. Set = 2n + 1 entãoA = Pn 6= Pn+1 = B.
Seµ = 0 en ≤ t < 2n + 1 entãoA = P (t − n − 1) 6= P (n + 1) = B pelo item
1 da Proposição 2.

Lembremos que todos os caminhosP λ, 0 ≤ λ ≤ n + 2 possuem as mesmas
extremidades. De fato: dado0 ≤ λ ≤ n + 2, temos

• se0 ≤ λ ≤ n + 1 então

P λ(−1) = D(P (−1), P (−1 + 1))

= D(P (−1), P (0))

P λ(2n + 1) = D(P (n), P (n + 1))

• sen + 1 ≤ λ ≤ n + 2 então

P λ(−1) = D(P (−1), (1− µ)P (−1 + 1) + µP ′(−1 + 1))

= D(P (−1), (1− µ)P (0) + µP ′(0))

= D(P (−1), P (0))

P λ(2n + 1) = D((1 − µ)P (2n + 1 − n − 1) + µP ′′(2n + 1 − n − 1), P (n + 1))

= D((1 − µ)P (n) + µP ′′(n), P (n + 1))

= D(P (n), P (n + 1))

Temos então que,
(
P λ

)
λ∈[0,n+2]

é uma homotopia entreP 0 eP n+2.

Verificaremos agora que o caminhoP 0 é na verdade o caminho
t ∈ [−1, 2n + 1] 7−→ D(P (t), Ψh(P (t))) ∈ S1, ou seja,P 0 é o caminho em
S1 que precisamos levantar para calcular o índice deΨh com respeito aγ. De
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fato:

P 0(t) =





D(P (−1), P (t + 1)) se −1 ≤ t ≤ −1
D(P (t), P (t + 1)) se −1 ≤ t ≤ n

D(P (t), P (n + 1)) se n ≤ t ≤ n

D(P (n), P (n + 1)) se n ≤ t ≤ 2n + 1

=

{
D(P (t), P (t + 1)) = D(P (t), Ψh(P (t))) se −1 ≤ t ≤ n

D(P (n), P (n + 1)) = D(P (n), Ψh(P (n))) se n ≤ t ≤ 2n + 1

=

{
D(P (t), Ψh(P (t))) se −1 ≤ t ≤ n

D(P (t), Ψh(P (t))) se n ≤ t ≤ 2n + 1

= D(P (t), Ψh(P (t))) para todot ∈ [−1, 2n + 1].

R

ζ

��
[−1, 2n + 1]

P 0
--

P n+2

11

ρ

88

ν

>>

S1

Portanto, seρ : [−1, 2n+1] −→ R eν : [−1, 2n+1] −→ R são levantamentos
de P 0 e P n+2 ao recobrimento universal deS1 tais queρ(−1) = ν(−1), então
teremos necessariamente queρ(2n + 1) = ν(2n + 1) e logo

Ind(Ψh, γ) = Ind(Ψh, P )

=
ρ(2n + 1) − ρ(−1)

2π

=
ν(2n + 1) − ν(−1)

2π
.

Observemos queP n+2 é um caminho que descreve emS1 um arco orien-

tado positivamente, partindo do ponto de ânguloarctan
δ2

r′2
até o ponto de ângulo

arctan
δ2

r′2
+ θ = π − arctan

δ1

r′1
. Vejamos:

P n+2(t) =

{
D(P (−1), P ′(t + 1)) se − 1 ≤ t ≤ n

D(P ′′(t − n − 1), P (n + 1)) sen ≤ t ≤ 2n + 1.
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Assim o levantamentoν deP n+2 satisfaz

ν(2n + 1) − ν(−1) = π − arctan
δ1

r′1
− arctan

δ2

r′2
.

Portanto

Ind(Ψh, γ) =
ν(2n + 1) − ν(−1)

2π

=
1

2π
(π − arctan

δ1

r′1
− arctan

δ2

r′2
)

=
θ

2π

como queríamos demonstrar.

Agora, consideremos a família contínua de aplicações(Ψs)s∈[0,1] onde

Ψs : R2 −→ R2

(x, y) 7−→
(
x, y +

sǫ

2
(| cos(x − u)| − cos(x − u))

)
.

O índice Ind(Ψsh, γ) está bem definido para todo0 ≤ s ≤ 1, pois Fix(Ψsh) =
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Fix(h) eh não tem pontos fixos sobreγ. Além disso, temos que:

Ψsh(Pn) = Ψsh(xn, yn)

= Ψs(xn − r′1, yn)

= (xn − r′1, yn + sδ1);

Ψsh(P−1) = Ψsh(x−1, y−1)

= Ψs(x−1 + r′2, y−1)

= (x−1 + r′2, y−1 + sδ2);

onder′1, r′2, δ1, δ2 são os mesmos que aparecem na página 36.

Pelo item 4 da proposição 1, temos que:

Ind(Ψsh, γ) ≡ 1

2π
(π − arctan

sδ1

r′1
− arctan

sδ2

r′2
) (mod 1)

para todo0 ≤ s ≤ 1.
Com esse resultado podemos provar o seguinte corolário.

Corolário 2. Ind(h, γ) =
1

2
.

Demonstração.Da congruência acima obtemos que, para cadas ∈ [0, 1] existe
k(s) ∈ Z tal que

Ind(Ψsh, γ) =
1

2π
(π − arctan

sδ1

r′1
− arctan

sδ2

r′2
) + k(s).
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Como foi visto no item 1 da Proposição 1, o índice varia continuamente com
o parâmetros. Assim, k é uma aplicação contínua do intervalo[0, 1] em Z e
portanto é constante. Comok(1) = 0, poisΨ1 = Ψ, temos quek(s) = 0 para
todos ∈ [0, 1]. Consequentemente,

Ind(Ψsh, γ) =
1

2π

(
π − arctan

sδ1

r′1
− arctan

sδ2

r′2

)
para todo0 ≤ s ≤ 1.

Em particular paras = 0 temos queΨ0 = IdR2 e portanto,

Ind(h, γ) = Ind(Ψ0h, γ) =
1

2

como queríamos demonstrar.

Adaptando para o homeomorfismoh−1 os argumentos feitos até aqui, mas
usando o mesmoΨ, encontraremos uma curvaσ que vai deH− a H+ tal que

Ind(h−1, σ) = −1

2
.

Sejaγ′ = h−1σ.
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Pelo item 5 da Proposição 1, temos que

Ind(h, γ′) = Ind(h−1, h(γ′))

= Ind(h−1, σ)

= −1

2
.

Assimγ′ eγ são curvas curvas que vão deH− aH+ tais que

Ind(h, γ′) = −1

2

6= 1

2
= Ind(h, γ),

contradizendo o item (ii) do Lema 1. E assim fica terminada a prova do teorema
equivalente.
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