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Resumo

Este trabalho é dedicado a analise e implementacao de esquemas “upwind” de alta
ordem modernos e o modelo de turbuléncia k — ¢ padrao no Freeflow-2D (|Oliveira, 1999]);
um ambiente integrado para simulagao numeérica em diferencgas finitas de problemas de
escoamentos incompressiveis com superficies livres. O proposito do estudo é a simulacao
de escoamentos de fluidos newtonianos incompressiveis, bidimensionais, confinados e/ou
com superficies livres e a altos valores do nimero de Reynolds. O desempenho do co6digo
Freeflow-2D atual é avaliado na simulagao do escoamento numa expansao brusca e de um
jato livre incidindo perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermeavel. O codigo
é entao aplicado na simulacao de um jato planar turbulento em uma porcao de fluido com
superficie livre e estacionario. Os resultados numéricos obtidos sao comparados com dados
experimentais, solugoes analiticas e solucoes numéricas de outros trabalhos.

Palavras-chave: Estratégias “upwind” de alta ordem, Modelagem « — ¢ de turbuléncia,
Escoamentos com superficies livres, Problemas a altos valores do niimero de Reynolds



Abstract

This work is devoted to the analysis and implementation of modern high-order upwind
schemes and the standard x — ¢ turbulence model into the Freeflow-2D (|Oliveira, 1999]);
a finite difference integrated environment for the numerical simulation of incompressible
free surface flow problems. The purpose of this study is the two-dimensional simulation
of high-Reynolds incompressible newtonian confined and/or free surface flows. The perfor-
mance of the current Freeflow-2D code is assessed by applying it to the simulation of flow
over a backward facing step and of an impinging free jet onto an impermeable rigid surface.
The code is then applied to a turbulent planar jet into a pool. The numerical results are
compared with experimental data, analytical solution, and numerical simulations of other
works.

Key Words: High order upwind schemes, x — ¢ turbulence modeling, Free surface flows,
High Reynolds number problems
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Introducao

Escoamentos de fluidos incompressiveis com superficies livres e a altos valores do ntimero
de Reynolds sao de consideravel interesse tecnologico. Normalmente, esses problemas sao
turbulentos e, conseqiientemente, derivar solugoes numéricas representativas dessa classe
de problemas é uma tarefa dificil, em virtude da forte influéncia dos termos nao-lineares
(advectivos) nas equagdes de transporte.

Atualmente, muito tém sido feito sobre o desenvolvimento e aplicacao de estratégias
“upwind” para a discretizacao dos termos advectivos. Em geral, essas aproximagoes afetam
de maneira significativa a estabilidade e a precisao do método numeérico como um todo. Por
um lado, os esquemas “upwind” de primeira ordem sao os mais apropriados para suavizar
oscilagbes/instabilidades; entretanto, durante o processo numeérico, eles introduzem viscosi-
dade artificial que pode comprometer a precisdo dos resultados numeéricos obtidos (ver, por
exemplo, |Ferreira et al., 2002]). Por outro lado, os esquemas usuais de diferencas centrais
e QUICK (“Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics”) oferecem alta
ordem de precisdo, porém geram freqiientemente solu¢oes numeéricas oscilantes e/ou insta-
veis. Com o objetivo de minimizar o efeito da viscosidade numérica e, ao mesmo tempo,
obter aproximagoes livres de oscilages/instabilidades, é crucial adotar uma estratégia para
discretizar os termos advectivos que combina esquemas de primeira e alta ordens e que leve
em conta a propagacao de informagao fisica na modelagem. Os resultados dessa composi¢ao
sao as estratégias “upwind” de alta ordem limitadas.

Na ultima década, varias estratégias “upwind” tém sido desenvolvidas com o propdsito
de se obter solucoes estaveis e com pouca introducao de viscosidade artificial. O esquema
VONOS (“Variable-Order Non-Oscillatory Scheme”) ([Varonos & Bergeles, 1998]), por e-
xemplo, introduz pouca viscosidade numérica para o regime laminar confinado, e é capaz
de resolver regioes do escoamento onde os gradientes desempenham papel de extrema im-
portancia (ver, por exemplo, [Castelo et al., 2001], [Tomé et al., 2002|, [Ferreira et al., 2002]
e |Ferreira et al., 2004]). Hoje em dia, muitos esquemas “upwind” de alta ordem modernos
baseiam-se na restricdo TVD (“Total Variation Diminishing”) de Harten (|Harten, 1984|)
e no contexto NVD (“Normalized Variable Diagram”) de Leonard (|Leonard, 1988|). Es-
quemas representativos desta classe sdo os esquemas WACEB (“Weighted Average Coeffi-
cients Ensuring Boundedness”) (|Song et al., 2000]) e CUBISTA (“Convergent and Univer-
sally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection”) ([Alves et al., 2003]).
Estes modelos contém implicitamente em sua formulacao o nimero de CFL.

Complicagoes adicionais aparecem quando se pretende simular escoamentos turbulentos
com superficies livres usando-se a modelagem x — ¢ padrao: além das nao linearidades
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dos termos advectivos, a presenca de duas equagbes adicionais de transporte (uma delas
com singularidade), mais as superficies livres incognitas, torna a modelagem altamente
complicada. Embora o modelo de turbuléncia x — ¢ padrao tem sido implementado em
muitos c6digos comerciais e proporcionado bons resultados numa variedade de situagoes, o
seu comportamento na simulagao de escoamentos turbulentos com superficies livres moveis
tem sido pouco investigado.

O risco em se obter solugoes numéricas nao convergentes, usando-se estratégias nao li-
mitadas para os termos advectivos e a necessidade de se resolver problemas com superficies
livres em condigoes severas de advecgao, estabelecem a motivacdo para o estudo. Assim, o
objetivo do presente trabalho é a simulacao numérica de escoamentos de fluidos newtonia-
nos incompressiveis em condigoes severas de advec¢ao (laminares ou turbulentos) e com
superficies livres. Para tanto os esquemas “upwind” de alta ordem e limitados VONOS,
WACEB e CUBISTA e o modelo de turbuléncia x — ¢ cléssico sao analisados e incluidos no
ambiente de simulacao Freeflow-2D.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1 sao apresentadas as equacoes de conservagao para escoamentos incom-
pressiveis com superficies livres, juntamente com as condigoes iniciais e de contorno. Tam-
bém, as estratégias “upwind” VONOS , WACEB e CUBISTA para os termos advectivos sao
apresentadas.

O ambiente de simulacao Freeflow-2D, o método numérico e as discretizagoes das equa-
¢oes/condicoes de contorno sao apresentados no capitulo 2.

No capitulo 3, resultados numéricos das simulacoes utilizando-se os esquemas “upwind”
analisados e o modelo kK — ¢ de turbuléncia sao discutidos.

Finalmente, apresentam-se uma sintese do presente trabalho, as conclusoes e algumas
sugestoes para trabalhos futuros.






CAPITULO

1

Formulacdo Matematica

1.1 Equacoes de Trabalho

As equacgoOes instantdneas que modelam escoamentos de fluidos newtonianos incom-
pressiveis sdo as equagoes de conservagao de massa (continuidade)

V-u=0, (1.1)
e balango de quantidade de movimento

ou

Fri V-(uu) = -Vp+rvViu+g. (1.2)
Na equacdo (1.2) u é o vetor velocidade, ¢ é o tempo, p é a pressdo, v é o coeficiente de
viscosidade do fluido e g é o vetor aceleragdo gravitacional. No caso bidimensional e em
notacdo de Einstein, as equagdes de conservagio (1.1) e (1.2) tornam-se respectivamente

8UZ' .

i 0, (1.3)
Ou;  O(uwu;)  Op 0 ([ Ou -
ot +T% = 895, +V8xj al‘j +gi, 1=1,2. (14)

Em dinamica dos fluidos computacional é comum empregar formas adimensionais das
equacoes de conservacao com o objetivo de mostrar os efeitos fisicos, formular o modelo
independente do sistema de unidades, limitar os valores de variaveis e parametros e, princi-
palmente, fornecer condigoes para se obter situacoes geometricamente similares. Para esses
fins, em geral, considera-se uma mudanca de varidveis, surgindo entdao alguns grupos adi-
mensionais como por exemplo o nimero de Reynolds e o de Froude. O niimero de Reynolds
representa a razao entre as forcas inerciais e as forcas viscosas do escoamento e é definido

por
LU
Re= """,

14
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em que L é uma escala de comprimento e U uma escala de velocidade. O ntimero de Froude
representa a razao entre as forcas inerciais e as forcas gravitacionais e é definido por

v
VgL

Para adimensionalizacao das equacoes de quantidade de movimento e continuidade
definem-se as varidveis adimensionais como

Fr=

u=0Uu", x=1Lx* t=LUY, p=U?%" g=ygg" (1.5)

Substituindo-se as transformagdes (1.5) nas equagoes de conservagio de massa e quanti-
dade de movimento obtém-se as formas bidimensional cartesiana e adimensional (o simbolo
“*” foi omitido por simplicidade) das equagoes

ou Ov
ou  Ouu) Ow) I 1 (Pu  0u 1
ot * Ox * oy Oz * Re \ 0x? * oy? * Fr29e (17)
ov  Ouwv) Owv)  9p 1 (0w O 1
ot or "oy T Toy T Re\o2 tap) TR (18)

As equagdes instantineas (1.6)—(1.8) modelam qualquer escoamento incompressivel em
qualquer regime do niimero de Reynolds, e sdo as equagdes de trabalho (sem modelagem)
para a simulacao de problemas bem comportados.

Para a simulacao de escoamentos turbulentos incompressiveis, a metodologia URANS
(“Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes”) é empregada, em que uma filtragem é uti-
lizada para simplificar a modelagem. Em particular, adota-se o modelo x — ¢ padrao, o
qual é baseado no conceito de viscosidade turbulenta de Boussinesq (|Boussinesq, 1877]).

Nos escoamentos incompressiveis em regime turbulento, as varidveis de campo u e p
sao funcgoes aleatorias do tempo e espaco, e até o presente momento nao se conhecem tais
fungoes que satisfacam as equagoes (1.6)—(1.8). Essa dificuldade levou Osborne Reynolds
([Reynolds, 1895]) a formular um modelo em funcao de variaveis médias num intervalo
de tempo. Para o caso de escoamentos turbulentos transientes, Reynolds postulou que o
campo médio deveria variar lentamente no tempo, comparado com o tempo das flutuagoes
turbulentas. Ele propos, entao, a existéncia de uma escala caracteristica de tempo 1" sobre
a qual a média temporal deveria ser tomada. Considera-se, entao, o intervalo de tempo T
suficientemente grande com respeito a escala de tempo 7 das flutuacoes turbulentas, porém
pequeno em relagao a escala de tempo 7 dos outros efeitos com respeito ao valor médio.

Em suma, se ¢(x,t) é a filtragem no tempo 7' da variavel instantanea ¢(x,t) definida por
o 1 t+T_
o(x,t) = f/ o(x,m)dr , To<<T <<1Ty,
t

e ¢'(x,t) é o desvio de média zero em ¢(x,t), a decomposi¢io de escalas de Reynolds é
definida por

o(x,t) = d(x,1) + ¢/(x, 1),
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satisfazendo propriedades especificas que estdo bem explicadas em (|Wilcox, 1993|) e
(|Dubois et al., 1999]).

Com a separacao de escalas de Reynolds, as equacoes de conservagao de massa e de
quantidade de movimento (equagoes médias de Reynolds) para o escoamento médio podem
ser escritas como

ou;
al'i N

0, (1.9)

o N oumu;)  Op N 0 (Vam

B (9xj

J— [ —_ / /. i’ >:172, 1.10
ot o or, | oz, “’“J)*g ' (1.10)

em que ugu;, é o tensor de tensoes de Reynolds que representa os efeitos da turbuléncia sobre
o escoamento médio. Comparando-se as equacoes médias e instantaneas do movimento,
o tensor de tensoes de Reynolds pode ser interpretado como tensoes sobre as particulas
materiais em adicao as tensdes determinadas pela pressao e tensoes viscosas. Assim, o

tensor médio de tensoes em um escoamento turbulento pode ser aproximado por

em que Eij é o tensor médio de deformagoes definido por
— Ju;  0u;
D=4 2 (1.12)

* 8:@ 8.752 )

Boussinesq assumiu que o tensor médio de tensoes num escoamento incompressivel e em
regime turbulento pode ser representado da seguinte forma

Oij = (—1_95ij + Vﬁij) + (_ptéij + thij) , (1.13)

em que P, é a pressao turbulenta e v, a viscosidade turbulenta.

Comparando-se (1.11) e (1.13), identifica-se a aproximacdo de Boussinesq

Iy
—uu, = 1D

2
j Iiéij, (114)

i3
em que k é uma grandeza instantanea, relacionada as flutuagoes turbulentas e que mede a
intensidade das flutuacoes de velocidade. A funcao escalar x foi introduzida por Boussinesq
em analogia com a pressao produzida por flutuagoes moleculares, e seu significado fisico
177

pode ser obtido pela contragao de (1.14). De fato, desde que D;; = 0 obtém-se x = S Wi

Utilizando-se as transformagoes (1.5) em conjunto com a viscosidade turbulenta adi-
mensionalizada como
v = vy, (1.15)

e substituindo-se a aproximacdo de Boussinesq (1.14) em (1.10), obtém-se as equagoes
adimensionais de Navier-Stokes com média de Reynolds (“URANS equations”)
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8Ui
= 1.1
ou; — O(uuy) Ope 1 0 [0y 1 1 0 ,
= — — — g+ —— (D), i=12 (117
ot * 0z; oz; * Re 0x; \ Ox; it Re 0z ; (D), @ (1.17)
em que p. é a pressao efetiva média, definida por
21

= =p+—k. 1.1

Pe=pP+p=p+ ST (1.18)

E importante observar que as equacdes médias (1.16) e (1.17) constituem um sistema,
de EDP que contém trés equacoes e quatro incognitas e, portanto, necessitam de mais uma
hipotese para o fechamento. Assim, no contexto da hipotese de Boussinesq, o problema de
fechamento da dinAmica média é encontrar uma equacao para v; em funcao da posicao e do
tempo. Por razoes dimensionais, a viscosidade turbulenta pode ser estimada utilizando-se
a seguinte aproximacao

Uy R Ugly, (1.19)

em que u; € [; sao, respectivamente, escalas de velocidade e de comprimento da turbuléncia.

A idéia central para a derivacao do modelo k — ¢ tradicional é acoplar as equacoes
médias de Navier-Stokes duas EDPs de transporte para descrever a evolucao da viscosi-
dade adicional. Uma dessas equagoes governa a distribuicao de k, a energia cinética média
local do movimento flutuante; a outra governa uma caracteristica turbulenta de dimen-
sao diferente ¢ = v(du}/0z;)?, a taxa média de dissipagdo (ou de destrui¢ao) da energia
cinética. Ambas as EDPs que governam essas duas variaveis turbulentas podem ser obti-
das, levando-se em conta argumentos empiricos (|[McComb, 1990]), a partir das equagoes
transientes de Navier-Stokes (|Tennekes & Lumley, 1972]), (|[Harlow & Nakayama, 1967]).
O conhecimento das varidveis k e € permite a avaliagao da viscosidade turbulenta local v/,
a partir da qual as tensoes turbulentas sao estimadas.

Nesse modelo, as escalas caracteristicas de comprimento e de velocidade da turbuléncia
sao, respectivamente, estimadas em funcao das grandezas médias k e € como

L~ ke e wu ~k"2 (1.20)

A escala de tempo do movimento turbulento é, entao, aproximada por

l
===t (1.21)
Ut g
A viscosidade turbulenta dada em (1.19) requerida para fechar as equacgées (1.16) e (1.17),
é, portanto obtida de (1.20) segundo a proposta de Prandtl-Komolgorov

v ~ L, = CurT,, (1.22)

em que C, é uma constante empirica. Definindo-se as varidveis turbulentas adimensionais
pela transformacao
k=vUL'k* e e=vU>L %", (1.23)

e omitindo-se o simbolo “*” para simplificar, 0 modelo x — ¢ classico na forma geral adi-

mensional conservativa é modelado pelas equagoes (|Launder & Spalding, 1974])
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V-u=0, (1.24)
88—;1 +V-(uu) = —Vp.+ év2u + %g + év - (nD), (1.25)
%+v (ku) = év. ((1;:Vt>V/<;) +P —e, (1.26)
% +V-(cu) = Rev ((1 ;”t>v5) + (O P — Cyee) /Ty, (1.27)
T, = g (1.28)

v, = CukT,,. (1.29)

Na forma indicial, as equagoes (1.24)—(1.29) tornam-se

ng =0, (1.30)
Ou;  O(wuy) 0pe 1 0 [0y 0 .
ot " or;  Ox " Re dx; \ Oz, * F7“2gZ 8@- (D), i =12, (131)
Ok O(ku;) 1 0 1—|—yt
ot " oz,  Reos, ( o )5 ) v ”a e (1.32)
Oe  O(eu; 1 0 1+V Oe
ot * (8xj> ~ Reouz, ( o : 8—) * (CrenD ”8 — Coe2) /T, (1.33)
J J €
T, = g (1.34)
v, = C,KkT;. 1.35
n

Os coeficientes o, e 0., que aparecem em (1.32) e (1.33), s@o coeficientes de difusdo turbu-
lentos, e Cy. e Cy. em (1.33) s@o constantes empiricas. Essas constantes foram obtidas por
otimizac¢ao numérica (ver [Jones & Launder, 1972]) e dependem do problema em questao.
A forma expandida das equagoes (1.30)—(1.35) torna-se
ou Ov
ox * dy

ou 8pe 8 2u 1

TR

2
W _ convv) ap"’+ (8— —U) !

— 0, (1.36)

ot 972 Fr2dy

I CRACC
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oKk 1 ]0 1+ 1\ Ok 0 1+ 1\ Ok
o = CONVIR) + g [% (( o )a—x) oy (( o )a—y)}
+P —¢, (1.39)
Oe 1 [0 1+ 1\ Oe 0 1+ Oe
7 - comver g [ ((5)5) 5 (53]
+(018P_C2£€)/7—1t, (140)
K
E— 1.41
r.=5, (1.41)
v = CurT5, (1.42)
ou\? ov\? ou  ov\’
P = UVt [2 <%) + 2 <a—y> —|- (a—y ‘|‘ %) ] 5 (143)

em que C, = 0,09, Cy. = 1,44, Cy. = 1,92, 0, =1,0e 0. = 1,3, D = (Vu) + (Vu)' é o
tensor de deformagoes médio e P = 14(D : Vu) é a produgao de energia cinética turbulenta
média. Os termos advectivos CONV (¢), (¢ = u,v, k ou ), definidos em (1.37)—(1.40) sdo,
respectivamente, representados neste trabalho como

CONV (u) = — (ag;“) + 8(5;@)) ,
CONV (v) = — (85;’;) + 82’;)) ,
CONV (k) = — (af;x“) + ag;”)) ,
CONV(s) = — <a§;) + agj’)) .

Uma forma alternativa das equagoes do movimento que evita problemas numéricos em
descontinuidades, conhecida como completamente conservativa (|Deville, 1974]), pode ser
obtida introduzindo-se o vetor vorticidade w = V X u, de maneira que

Viu=-V xw. (1.44)

Assim, as equagoes de conservacao (1.36)—(1.40), para problemas bidimensionais, redu-
zem-se as seguintes formas completamente conservativas

ou Ov

5t g =0 (1.45)
ou Ope 1 [0 (Ou Ov 0 ou
- N _ i B e A 902 [, 22
g = CONVI =5t R [ay (ay ax) o (”tax)

0 ou  Ov Jx
+8_y (Vt (a—y + %))} + F’/’2’ (146)
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Ov _ CONV(U)—ﬁpe—L[a <8u 8@)_2£<Vt@)

ot Jdy Re or 8_y_% oy Jy
0 ou  Ov 9y

“or (”t(a—y * %))} el (1.47)
ok 1 [0 14+ v\ Ok 0 14+ v\ Ok
o CONV(““@[%(( o )%)%—y(( o )ay)}

+P —¢, (1.48)
oz 1 [0 14 v\ Oe 0 1+ 1\ Oe
o CONV(&”@[%(( o )%)*a—y(( - )ay)]

+(015P — CQ&?)/(B. (149)

As equagoes (1.45)—(1.49) constituem as equagoes de trabalho (modelo k — ¢ padrao)
para a simulacao de escoamentos turbulentos.

1.2 Condicoes Iniciais e de Contorno

Nos problemas de interesse desse trabalho, existem basicamente quatro tipos de condicoes
de contorno empregadas, a saber: condi¢ao de entrada de fluido no dominio de solugao,
condi¢ao de saida de fluido do dominio de solugao, condi¢do sobre uma superficie rigida e
condicao sobre uma superficie livre.

No caso de problemas laminares, as equagoes (1.3) e (1.4) sdo resolvidas com as seguintes
condi¢oes de contorno: ndo-escorregamento (u = 0) em contornos rigidos; velocidade u
prescrita na entrada; e derivadas normais da velocidade nulas nas saidas, isto é,

Entrada: u, =U e u, =0, (1.50)
., Ou, ou;
Saida: o 0 e e 0, (1.51)

em que n e t denotam direcoes normais e tangenciais a entrada e a saida, respectivamente.
Na superficie livre, considera-se o fluido movendo-se dentro de uma atmosfera passiva (na
qual pode-se tomar a pressao inicial nula) e despreza-se as tensoes superficiais, de maneira
que

n-(o-n)=0, (1.52)
m-(o-n)=0, (1.53)

em que n e m sao os vetores unitarios normal e tangencial respectivamente a superficie
livre e o tensor de tensoes total é dado por

o= —pl+2uD, (1.54)

em que p é a pressao, I o tensor identidade e u o coeficiente de viscosidade dindmica.
Utilizando-se nas equagoes (1.52) e (1.53) e as mudangas de variaveis (1.5) para adimensio-
nalizacao, obtém-se as equacoes para as condi¢oes na superficie livre

2 [Ou , Ov , ou Ov
_ o | v T V| = 1.
P& axnx+8yny+<ay+ax)nn4 0 (1.55)

oY
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é Q%mmnm + Qg—Zmyny + (g—z + %) (many, + mynx)} =0. (1.56)
Para as variaveis médias velocidade e pressao no modelo xk — £, as condicoes iniciais e
de contorno sao as mesmas que as utilizadas para o caso laminar, ou seja, essas variaveis
s30 prescritas no inicio dos calculos ([Tomé & McKee, 1994]). E muito dificil especificar
as condicgoes iniciais para as varidveis turbulentas x e £, uma vez que elas devem estar em
concordancia com a fisica do problema. Porém, esse tipo de informac¢do nem sempre esta
disponivel nos problemas envolvendo superficies livres. Neste trabalho, os valores iniciais
de k e ¢, e portanto 14, sao prescritos em funcao de uma intensidade I de turbuléncia e da
velocidade caracteristica U associada as grandes escalas. Para a variavel , assume-se

k=nr(I,U)=IU? (1.57)

e a variavel € ¢, entdo , obtida de (1.20) como

13/2

£ = €(I€, lt) = l—, (158)
t

em que a escala de comprimento [; é, com frequéncia, definida por [, = fL
([Elkaim et al., 1992]), ([Shuja & Yilbas, 1998]), sendo 3 uma constante da ordem de 1072,
dependendo do problema em estudo. Neste trabalho, 5 = 3,0 x 1072 é utilizado nas imple-
mentagoes. Utilizando-se as transformagdes (1.5) e (1.23), as condigdes iniciais adimensio-
nais para as variaveis turbulentas sdo implementadas explicitamente no coédigo Freeflow-2D
€omo
1 1/2

k=1Re e e¢= 3 (Re_lﬂag) : (1.59)
A viscosidade turbulenta v, é, entdo, dada pela representagao de Prandtl-Komolgorov (1.22)
e a intensidade de turbuléncia é fixada como I = 0, 080.

As condigoes de contorno na entrada para as variaveis k e € sao impostas, consistente-
mente com as condigdes iniciais definidas em (1.59). Na saida, as variaveis turbulentas sdo
calculadas pela aplicagdo da condi¢ao homogénea de Neumann, ou seja,

Ok Oe
— =0 e —=0. 1.60
on on (1.60)
Diferentemente dos trabalhos encontrados na literatura, préximo ao contorno rigido
aplica-se normalmente as equagoes de quantidade de movimento e para as variaveis turbu-
lentas aplica-se uma modificacao das leis classicas de parede (ver [Sondak & Pletcher, 1995]
e [Durbin, 1996]). Em resumo, essas variaveis sao implementadas como segue.

Na subcamada turbulenta as varidveis s e € em forma adimensional sao implementadas
como

u*2 u*3
R = RGW e &= ReK—y’ (161)

em que u* é a velocidade de atrito (escala de velocidade) e K = 0,41 a constante de von
Karman (|[Patel, 1998]).

Pl Y
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Na subcamada viscosa, a variavel x adimensionalizada ¢ implementada utilizando-se a
correcao de Sondak e Pletcher ([Sondak & Pletcher, 1995])

*2 +\ 2
k = Re- (y ) ; (1.62)

cp \ud

em que y é dado por

Yy = , (1.63)

e y= é o nimero de Reynolds local critico, que é a solugdo da equagao nao-linear definida
pela interseccao das leis

ut = Reyu®, (1.64)
© u
In(EReyu”) — K— =0, (1.65)
u
isto é,
In(ByS) — Kyl =0, (1.66)

em que F = exp(KB), u é a magnitude da velocidade tangencial resultante & distancia y
da parede, e as constantes B e K devem ser calibradas para cada tipo de problema. Para
escoamentos newtonianos sobre superficies suaves, dados experimentais permitem concluir

que B esté entre 5,0-5,2 (|Bradshaw, 1976]).

A varidvel ¢ em forma adimensional, na subcamada viscosa é, entdao, implementada
impondo-se a escala de comprimento [* proposta em ([Norris & Reynolds, 1975|)

_3
* Kcﬂ4y

— I 1.67
1—|—5.3/R€t’ ( )

em que

Re; = yV Rek. (1.68)

Assim, ¢ é calculado pela expressao

3
1 k2

E=4/=——. 1.69
Re [* ( )
As velocidades ficticias sao implementadas forcando-se nas equagoes médias do movi-

mento a tensdo cisalhante adimensional total 7,, dada por (ver [Wilcox, 1993|)

1 8u)

(E(l + )| =—

on
em que u e n sao, respectivamente, a velocidade tangencial e a direcao normal ao contorno
rigido. O lado esquerdo da equacao (1.70) é avaliado no contorno rigido, e os valores de u
fora do dominio de solucao sao obtidos discretizando-se a derivada por diferencas centrais
e levando-se em conta que a tensao efetiva tem sinal oposto ao da velocidade tangencial
(mais detalhes podem ser encontrados em [Ferreira et al., 2004]).

~u? =1, (1.70)

parede

As condigoes de contorno na superficie livre para o caso turbulento sao obtidas substi-
tuindo-se o tensor de tensoes dado por

7ij = (=Pdij + vDij) + (=Pdij + v Dyj) , (1.71)

- -
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nas equagoes (1.52) e (1.53), e utilizando-se as mudancas de variaveis (1.5) e (1.15), para
adimensionalizagao, obtém-se

2 0 0 0 0
e [t o+ (G + ) e =0 )
e
1 0 0 0 0
E(l + 1) {Za—menx + 28—Zmyny + (8_Z + 8—;) (mgny, + mynx)] = 0. (1.73)

A pressao efetiva na superficie livre é determinada pela equacao (1.72), e desde que
v; > 0, a velocidade na interface é dada por (1.73). Para as implementagoes, as equagoes
(1.72) e (1.73) sdo aproximadas localmente por diferencas finitas, considerando-se as
diferentes orientagoes da superficie livre definidas em ([Tomé & McKee, 1994])-
(|[Tomé et al., 2001]). As versdes discretas dessas equagdes sdo obtidas aproximando-se
ambas equagdes em pontos especificos da superficie e exigindo-se conservagdao de massa
(ver secdo 2.3.2).

As condicbes de contorno para as varidveis turbulentas x e ¢ na superficie livre do
fluido sao as mais dificeis de serem especificadas devido a complexidade da dindmica da
turbuléncia préoximo a interface, e até o presente esta questao permanece aberta. Nao se
sabe, por exemplo, como a turbuléncia interage com a tensao superficial e, por conseguinte,
é dificil estimar a distribuicao de x sobre uma superficie irregular em movimento. Assim,
como uma primeira aproximagcao, admite-se que a superficie livre é localmente planar e que
o movimento ao acaso do fluido ndo causa descontinuidades na fronteira. Em resumo, as
variaveis turbulentas na superficie livre sao determinadas por

0K Oe

— =0 e — =0, 1.74

on on (1.74)
em que as derivadas parciais em (1.74) sdo aproximadas localmente por diferengas avangadas
ou atrasadas de primeira ordem.

1.3 Estratégias “Upwind”

A discretizacdo dos termos advectivos das equagoes (1.7), (1.8) e (1.37)—(1.40) merece
atencdo especial porque tais termos sao responsaveis por fenémenos complexos no escoa-
mento e sao os principais causadores de dificuldades numéricas nas simulacées. Nesta secao
apresentam-se as aproximacoes para os termos advectivos que estao implementadas no
codigo Freeflow-2D. Sao utilizados os métodos “upwind” de alta ordem VONOS, WACEB
e CUBISTA.

Suponha que se deseja aproximar as equagoes (1.37)—(1.40) contendo os termos advec-
tivos, em um ponto particular P do volume de controle (ver Figura 1.1).

No ponto P tem-se para os termos advectivos

9(gu)

I(¢v)
ox +

P Ay

COvanp:—(

) , (1.75)

em que ¢ representa uma das varidveis u, v, K ou €.

-~
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.
R | U | D
T Y
9 o
L T
0.55 0.55

Figura 1.1: Representacao esquemética para se obter aproximacoes dos termos advectivos,
mostrando: O ponto P de discretizacao e seus vizinhos, as faces envolvidas f e g para a
aproximacao e a direcao da velocidade V¢ de advecgao na face f.

Por simplicidade, considera-se apenas o segundo termo em (1.75), sem levar em conta o
sinal. Entéo, esse termo é aproximado em P (ver Figura 1.1) pela diferenga

Ave)|  _ (Wo)ly — (WP)lg  vpdr — vy,
dy |p 5 B 5

(1.76)

em que vy e v, sdo estimados usando-se média e os valores vizinhos U (“Upstream”) e D
(“Downstream”) para f, e U e R (“Remote-upstream”) para g. A maneira de se aproximar
os valores de ¢; e ¢, em (1.76) é de fundamental importancia para a precisio e estabilidade
das solucoes numéricas. A técnica de diferencas centrais, por exemplo, aproxima ¢, pela
média de ¢y e ¢p obtendo segunda ordem de precisao. Nesse caso, o fendmeno de disper-
sao associado a essa aproximacao pode proporcionar oscilagoes na solucao e instabilidade
numérica, ocasionando solugdo nao-limitada (|Patankar, 1980]), (|[Hirsch, 1988|). Para se
obter solugoes limitadas, é necessario embutir informagoes fisicas do escoamento nas aproxi-
macoes numéricas. O tratamento “upwind”, por exemplo, determina ¢ utilizando a direcao
de velocidade de adveccao V¢ na face f. Nesse caso, solugoes limitadas sao garantidas
pelo critério de estabilidade para sistemas de equagoes lineares (|Patankar, 1980]). Mas se
a aproximacao “upwind” envolve esquemas de primeira ordem, a introdugao implicita de
viscosidade numérica pode violar a ordem de precisao global da discretizacao e distorcer
severamente a solucao numérica.

Antes de derivar aproximacoes para as propriedades nas faces f e g, é importante
compreender as suas propriedades fisicas. Independentemente da distribuicao do campo
de velocidade no dominio de solucao, as nao-linearidades nas equacoes de transporte nao
devem violar os valores-limite da propriedade transportada ¢, dados a partir de uma dis-
tribuicao conhecida. Se, por exemplo, a varidvel ¢ varia inicialmente entre oy e s, 0s
efeitos devidos aos termos advectivos nunca deverao produzir valores de ¢ além desses li-
mites. Considerando-se a importancia de solugoes limitadas no transporte de propriedades
fisicas, é, entdo, essencial preservar essa propriedade na forma discretizada dos termos ad-
vectivos. Essencialmente, uma solugao é limitada se o seu valor em um ponto computacional
¢é limitado pelos valores da solu¢ao nos pontos vizinhos.

-~
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Para se obter esquemas capazes de resolver gradientes elevados e, ao mesmo tempo,
manter estabilidade nas solugbes numéricas, Leonard ([Leonard, 1988|) e Gaskell e Lau
(|Gaskell & Lau, 1988|) propuseram o conceito de variaveis normalizadas e o critério CBC,
os quais, diferentemente do tratamento TVD (“Total Variation Diminishing”), ndo garantem
convergéncia, mas tratam o problema de estabilidade de uma maneira mais adequada.
Novamente, considera-se o ponto U e a variacao local da variavel escalar ¢ em suas vi-
zinhancgas, como visto na Figura 1.1. Sem perda de generalidade, admite-se que o fluxo
na face f esteja na direcao e sentido do eixo coordenado y, isto é,Vy > 0. A variavel
normalizada de Leonard é, entao, definida por

¢ — g
¢p — R’

em que ¢p e ¢r sao, respectivamente, os valores nao-normalizados da propriedade ¢ nos
pontos D e R.

Para evitar oscilagoes na solucao numérica exige-se que ¢y e, conseqlientemente, ¢y
sejam localmente limitados entre ¢p e ¢g, significando que ¢r < ¢y < ¢p, ou que
Oor = ¢u = ¢p. Se esse critério estd satisfeito para todo ponto no dominio de solucao,
a solugao global estar& ausente de oscilagoes nao-fisicas. Esta é a esséncia do tratamento
dos termos advectivos em variaveis normalizadas. E importante observar que este processo
de limitacao pode filtrar instabilidades fisicas. O critério CBC para ¢y é, entao, dado por
(|Gaskell & Lau, 1988])

¢ = (1.77)

0< gy <1 (1.78)

A partir da definigdo de (1.77), qualquer esquema de adveccao que utilize somente os
valores de ¢ nos pontos D, U e R para avaliar ¢ pode ser representado na forma

¢r = F(dv), (1.79)
em que )
R ) s Qu— R
b1 = ®p — Or e ¢u= ép — Or (1.80)

O critério CBC afirma que se a fungdo I em (1.79) é crescente e continua (ou crescente
e continua por partes), entdo uma aproximacao por diferencas finitas para ¢ é limitada se,
e somente se, satisfaz as seguintes condigoes ([Gaskell & Lau, 1988]):

o F(du) <1, F(du)=du, FO)=0 e F(1)=1, se ¢yel0,1],
o Floy)=ou, se oy &[0,1].

Nos contextos CBC de Gaskell e Lau e NVD (“Normalized Variable Diagram”) de
Leonard, varios esquemas tém aparecido nos tltimos tempos. Dentre os encontrados na
literatura, os mais populares incluem o esquema VONOS ([Varonos & Bergeles, 1998]), o
esquema WACEB ([Song et al., 2000]) e o esquema CUBISTA ([Alves et al., 2003|), que em
variaveis normalizadas sao, respectivamente, representados por



1.3 Estratégias “Upwind”

e VONOS:

e WACERB:

e CUBISTA:

<>
~
|

of =

gbUA se
100y se
21 + 20y se
1,50y se
1 se
ng se
QQU se
Sou+32 se
1 se
GBU sé
Tou  se
%QEU + % se
iQAﬁU + % se

¢U ¢A[O7 1]7

0< v < 3/74,
3/74 < dy < 1/2,
1/2 < ¢y < 2/3,
2/3< ¢y < L

¢U €A[07 1]7

0 < ¢uy < 3/10,
3/10 < du < 5/6,
5/6 < gy < 1.

¢U €A[07 1]7
0 < ¢y < 3/8,
3/8 < ¢y < 3/4,

Ou, utilizando-se as defini¢oes (1.80) e variaveis ndo-normalizadas

¢ VONOS:

¢r =
e WACEB:

b5 =
e CUBISTA:

o5 =

U
100y — 99r

+(3¢p + 69y — dr)
1,50y — 0,50r

®p

du
200 — ¢r

+(3¢p + 6y — dr)
035)

B =00l s = Qe

U

(
(
(

Toy — 3éR)
3¢p + 60y — dr)
3¢p + ou)

QASU €A[071]7
0 < du < 3/74,
3/74 < du < 1/2,

1/2 < du < 2/3,
2/3< ¢y < 1.

¢U €A[07 1]7

0 < ¢uy < 3/10,
3/10 < ¢u < 5/6,
5/6 < ¢y < 1.

¢U ¢A[071]>

0 < ¢y < 3/8,
3/8 < ¢ < 3/4,
3/4 < ¢y < 1.
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Esquemas TVD (|Harten, 1984|, isto é, esquemas que satisfazem a restricio TVD, tem
caracteristicas atrativas. As solucoes obtidas por esses esquemas sao bem resolvidas, conver-
gentes e nao apresentam oscilacoes numéricas. Esquemas que satisfazem as condi¢oes TVD
sao sempre limitados e nao apresentam oscilacoes artificiais nas equagoes de conservacao
nao-lineares. A aproximagido NVD foi criada por Gaskell e Lau ([Gaskell & Lau, 1988]) e
Leonard (|Leonard, 1988|) para problemas de escoamentos estacionarios e estendidos para
escoamentos ndo estacionarios por Leonard (|Leonard, 1991]).

Os recursos TVD e NVD foram utilizados por Song et al. ([Song et al., 2000]) para
derivar o esquema WACEB. Resultados numéricos utilizando esse esquema mostraram uma
reducao significativa de oscilagcoes numéricas em problemas de escoamentos confinados esta-
cionéarios. Entretanto, esse esquema apresenta ainda problemas de convergéncia em escoa-
mentos viscoelésticos, como pode ser verificado em Alves et al. ([Alves et al., 2003]). O
esquema CUBISTA, por outro lado, foi proposto para superar essas dificuldades, e em sua
formulagdo estdo implicitos o niimero de CFL (Courant) e a restricio TVD. A investigagdo
das propriedades de convergéncia, estabilidade e precisao desse esquema se deu em simu-
lagoes numéricas de problemas lineares/nao-lineares de escoamentos de fluidos newtonianos
e nao-newtonianos. Mais detalhes sobre a descricao desse tema podem ser encontrados em
(|[Kaibara et al., 2004]).

PR



CAPITULO

2

Formulacdo Numérica

Neste capitulo apresenta-se o Freeflow-2D, um ambiente integrado para a simulagao
numérica de escoamentos bidimensionais incompressiveis com superficies livres. Este sis-
tema é composto de quatro modulos, a saber: o modelador (Modflow-2D); o simulador
(Simflow-2D); o visualizador ( Visflow-2D); e o reiniciador (Resimflow-2D). Na seqiiéncia, o
método numeérico de proje¢do de Chorin ([Chorin, 1968]) e o procedimento computacional
de solucao sao apresentados. Também sao apresentadas as aproximacoes das equacoes de
conservacao discretizadas pelo método de diferencas finitas.

2.1 O Ambiente de Simulacao Freeflow-2D

As implementacoes dos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA e do modelo k — ¢
foram feitas no ambiente de simulacao Freeflow-2D, um sistema computacional para mode-
lagem, simulacao e visualizacao de escoamentos de fluidos incompressiveis com superfi-
cies livres. Esse sistema divide-se em modulos e a comunicacao entre eles é feita por
arquivos. Os detalhes sobre os moédulos e suas comunicagoes podem ser encontrados em
(|Castelo et al., 1996]), (|Oliveira, 1999|) e (|Oliveira, 2000]). A implementagdo nos modu-
los que compdem o sistema Freeflow-2D foi feita utilizando-se a linguagem “ANSI C” e os
objetos geométricos (fluidos, containeres, injetores e ejetores) sao respresentados pela es-
trutura de dados B-Rep (“Boundary Representation”). A seguir, a classificagdo das células
e um resumo sobre os modulos sao apresentados.

2.1.1 Classificacao das Células

Como o fluido esta continuamente em movimento, é necessario fazer uma classificacao
das células da malha. Essa classificacao permite identificar se a célula contém ou nao fluido,
se é uma célula da supeficie livre, se faz parte da entrada ou saida do dominio ou estao no
contorno rigido. Para tanto, adota-se a seguinte classificagao:
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e Células “Empty” (E): Sdo células que ndo contém fluido;

e Células “Full” (F): Sao células cheias de fluido e ndo possuem nenhuma face em
contato com células vazias;

e Células “Surface” (S): Sao células que contém fluido e possuem pelo menos uma
face em contato com células vazias;

e Células “Boundary” (B): Sao células que definem um contorno rigido de maneira
que as condi¢oes de contorno possam ser impostas;

e Células “Inflow” (I): Sao células que pertencem a fronteira de entrada do fluido no
dominio;

e Células “Outflow” (O): Sao células que pertencem a fronteira de saida do fluido no
dominio.

A Figura 2.1 ilustra no caso bidimensional o dominio e a estrutura de células na malha
em um dado instante.

BII [I I ]I ]|B

E[s[F[F[s[E

E[s|F[F[s|E

E|S[F|IF|[F[F]\s|E
0 E|JIFIFIF|IF|B|E 0
o) ESIFIF|F|[F|S\E o)
o ELFIFIF|F[F|FISJE o
o|le[E|e[E|E[sEIF[FIF[F[F[F[F[FSs|E|[E|E[E|E|O
o|lElE|sIstsTFIF|F[F|F|F|F|F|F|F|F|FTS~=ls|E|E|O
o[s|s|Flr[FIFIFIFIF|F[F[F[F|F|F|[F|[F|F[F[F]s]s]o
o[B[B[B[B[B[B|B|B|B|B|B|B|B|B|B|[B[B[B[B[B[B[B]|O

Figura 2.1: Tipos de célula no dominio computacional empregados no Freeflow-2D.

2.1.2 O Modelador Modflow-2D

Os dados necessérios para dar inicio a simulagao sao definidos no modelador Modflow-2D.
Este modulo possui uma interface grafica de facil execugao para os dados de entrada, rela-
cionados ao escoamento, tais como o dominio, a malha, as células computacionais, os valores
de referéncia para a velocidade e comprimento, a viscosidade, o tipo de escoamento, as to-
lerancias e os objetos geométricos do modelo. Na Figura 2.2 apresenta-se um exemplo da
interface principal do modelador, mostrando as propriedades e dados do escoamento. Os
dados coletados por este moédulo sao gravados em arquivos especificos a serem utilizados
futuramente pelos outros médulos.
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2.1 O Ambiente de Simulacio Freeflow-2D

T G el ) =) (2] 1]
Name-Domain: NONAME,

X min: 0.000000 X max: 0.056000 I max: 56

¥ min: 0.000000 Y max: 0.056000 Jmax: 56

Start-Simulation-Time : 0.000000 Stop-Simulation-Time: 1.000000

Start-Simulation-Cycle : 0 Stop-Simulation-Cycle : 500000000

Printing Time-Step : 0.050000 Saving Time-Step : 0.050000

Length-Scale : 02000000 Velocity-Scale : 1.000000

Gravity Gx @ 0.000000 Gy @ 0000000

Viscosity : 0.0005000 Surface Tension : 0.000000

Initial Time-Step : 0.000001 Poisson Equation Tolerance : 0.000001

Time-Step Factor ; 0.500000 Time-Step Factor 1 : 0.500000 Factor 2 ; 0.300000
Velocity Solver Type : | Explicit  Cranck-N | Implicit

Flow Type : | Newtonian  Cross-Model | Ponar=Law | Bingharm | CEF-Madel | KE-Maode|

Enmcute |

Figura 2.2: Interface grafica do modelador.

2.1.3 O Simulador Simflow-2D

O modulo Simflow-2D é o “cérebro pensante” no Freeflow-2D. Ele é responsavel pelas
simulagoes, onde se implementa o método numérico. O Simflow-2D nao possui uma inter-
face grafica, sendo sua execucao feita por linha de comando. Por exemplo, para se efetuar
uma simulagao usando-se o simulador faz-se uma leitura dos dados gerados pelo modelador
e inicia-se um ciclo, que vai desde os célculos do campo de velocidade até o refinamento da
malha das células.

2.1.4 O Visualizador Visflow-2D

O moédulo Visflow-2D é responsével por apresentar graficamente os dados gerados pelo
Simflow-2D e Modflow-2D. Este modulo possui uma interface grafica que facilita sua uti-
lizagdo (ver Figura 2.3). Mais especificamente, o Visflow-2D possui uma barra de menus
com op¢oes de manipulagdo de arquivos, de escolha das variaveis, de modificacdo de con-
figuragoes e de animagao. Escolhida uma propriedade do escoamento tal como pressao ou
componente de velocidade u, a superficie do fluido é mostrada em cores e uma faixa de
valores é apresentada para a propriedade. Os dados sao gravados e carregados por rotinas
especificas nos modulos Simflow-2D e Modfiow-2D. E o Visflow-2D faz apenas a leitura
desses dados para proporcionar uma visualizagao do problema em estudo.

2.1.5 O Reiniciador Resimflow-2D

Este modulo é utilizado para reiniciar uma simulagao em caso de interrupc¢ao na execucao
do programa (como por exemplo, queda de energia) ou no caso em que se deseja realizar
modificagoes em parametros ja modelados, (como por exemplo 0t). O Resimflow-2D tem
como dados de entrada o ciclo final, tempo final, intervalo de tempo para impressao e
gravacao, tolerancia para o método que resolve os sistemas lineares envolvidos na simulacao
e os fatores controladores do passo temporal. A interface pode ser vista na Figura 2.4.
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Figura 2.3: Interface grafica do visualizador.

Figura 2.4: Interface grafica do reinicializador.
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2.2 Método da Projecdo

2.2 Meétodo da Projecao

Inicialmente, considera-se uma pressao tentativa p., imposta como sendo zero na regiao
de fluido, que é calculada para condig¢oes nas superficies livres por meio das equagoes (1.55)
e (1.56). A partir da equacdo (1.25) define-se um campo de velocidade intermediario u
€omo

ou

o (2.1)

1 1
:{—V~(uu)—Vﬁe+—V2u+ g+V~(VtD)}

Re Fr?

t=to t=to

Desde que no tempo t = to, u(x,t) = u(x,t) e u(x,t) e p.(x,t) também satisfacam
as equagoes médias de Navier-Stokes, apds subtrair (2.1) de (1.25), para o tempo t = t,
tem-se

Jdu—u _
MDY - p) 22)
t=to t=to
Aplicando-se o rotacional em (2.2) vem
PYS
v B g g
at t=to t=to
donde obtém-se 5
— |V x(u-— ﬁ)) =0. (2.3)
8t ( t=to
Aproximando-se a derivada anterior por diferencas avancadas tem-se
Vx(u—ﬁ)|t—Vx(u—ﬁ)|tO%0. (2.4)
ot
Como em t = g, u(x, tg) = u(x, to) reescreve-se (2.4) como
VX (u—1u)|;=0. (2.5)

O significado fisico de (2.5) é que as vorticidades associadas & u e @, no tempo t,
sdo idénticas. Ainda mais, o escoamento com respeito ao campo (u — ) é irrotacional.
Isso equivale a dizer que existe uma funcao escalar i), chamada potencial de velocidades
(JAmes, 1972]), de maneira que no tempo ¢ tem-se

u=1u- V. (2.6)
Aplicando-se o divergente em ambos os lados da equacao (2.6) tem-se
V- u(x,t) = V-a(x,t) — V3(x,1). (2.7)

Impondo-se conservagdo de massa para u(x,t) obtém-se a equagdo de Poisson para o
potencial auxiliar
V23(x,t) = V- 1a(x, t). (2.8)

No método admite-se que a equagao (2.8) é resolvida para t = ty. A pressdo p.(x,t) é
atualizada utilizando-se a equagdo (2.2). A derivada nesta equacdo é aproximada por
(u—u); — (u—1),
ot

~ =V (pe = Pe)li=to; (2.9)
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de maneira que
U(X, t) B ﬁ(X> t)

ot
Utilizando-se (2.6), tem-se

= —V(pe(X> tO) _ﬁe(xvto))' (210)

Vi _ Y 8
_ - _ — R - — =0. 2.11
| ==V =0l = 9 (5] =0 =il ) =0 1)
E isto implica que
UL o= ol = F (1), (2.12)
t

Desde que v, p. e p. sdo nulas na superficie livre, F'(t) = 0. E, portanto, a equagio
para a atualizacao da pressao é escrita como

De = Pe + %. (2.13)

2.2.1 Algoritmo Computacional

Para a simulacdo dos efeitos da turbuléncia (tensées de Reynolds), admite-se que, num
dado instante de tempo, digamos t,, as variaveis dependentes sao conhecidas e as condigoes
de fronteira associadas estao especificadas. As equacOes médias de Navier-Stokes e as
equacoes que descrevem as caracteristicas da turbuléncia sao resolvidas de uma maneira
segregada, isto é, as equagoes médias do movimento e continuidade sao resolvidas primeiro,
mantendo-se todas as grandezas turbulentas congeladas; a seguir, as equagoes que gover-
nam as variaveis turbulentas sao resolvidas. Mais especificamente, um ciclo computacional
consiste em atualizar as varidveis discretas, a partir do tempo inicial ¢y, no tempo t = ty+9t,
utilizando-se uma série de passos interrelacionados. A sequéncia desses passos é descrita
como segue:

Passo 1: Seja p.(x, %) um campo de pressao arbitrario que satisfaga as condigoes de
contorno para a pressao na superficie livre. Esse campo de pressao é calculado pela equacao
(1.72) e as velocidades nas superficies livres por (1.73).

Passo 2: Com a viscosidade turbulenta v, e um campo de pressao efetivo p. conhecidos
no tempo inicial, ou num ciclo prévio, calcular um campo de velocidade intermediario u(x, t)
em t =ty + dt, com U(x, ty) = u(x, ty) pela discretizagio de

ou 1, 1
= ={-Vv. — Ve + — — - (D 2.14
Dt |, { V- (uu) = Vi + poViudt phe V- )} —to 214
Passo 3: Resolver a equacao de Poisson para o potencial v
V23(x,t) = V- 1(x, t), (2.15)

utilizando-se condi¢do homogénea de Dirichlet na superficie livre e saida (1) = 0), e condigdo
homogénea de Neumann em contornos rigidos e na entrada (g—;f =0).
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Passo 4: Atualizar o campo de velocidade final por
u=1i- V. (2.16)

Passo 5: Atualizar a pressdo efetiva a partir de (2.13).

Passo 6: Calcular a energia cinética turbulenta x a partir da discretizagao de

ok 1 1+
E+V-(mu)—ﬁv~<< )Vli)—FP—&. (2.17)

Ok

Passo 7: Calcular a dissipagao de energia ¢ a partir da discretizacao de

Oe

—+V-(€u)=iv-<<1+yt

Oe

ot )Vf) + (C1cP — Coce) /Th. (2.18)

Passo 8: Atualizar a viscosidade turbulenta por
vy = C,rkT;. (2.19)

Passo 9: Atualizar as posicoes das particulas marcadoras que representam o fluido.
Essas particulas permitem a visualizacao do escoamento e a orientacao da superficie livre
e suas posigoes sao atualizadas resolvendo-se as EDOs

dx dy

dz _ _ 2.2
at ~ % a T (220)

pelo método de Euler.
Passo 10: Atualizar as condi¢oes de contorno necessarias para o proximo ciclo.

Desta forma, esses passos formam um ciclo computacional, a partir de um tempo inicial
to, para o calculo das varidveis u, v, K € € num tempo posterior t = tq + Jt.

2.3  Discretizacao por Diferencas Finitas

As equagoes (1.45)—(1.49) sdo discretizadas pelo método de diferencas finitas em uma
malha deslocada (ver Figura 2.5), com espacamento dx e oy nas dire¢oes = e y, respecti-
vamente. Nesse tipo de malha, a pressao efetiva p. e as variaveis turbulentas x, c e 1, sao
aproximadas no centro da célula e as componentes da velocidade u e v nas faces (i + %, J)
e (i, + 1), respectivamente.

As derivadas temporais em (1.46)—(1.49), num ponto P da malha, sdo aproximadas por
diferengas avangadas de primeira ordem (Euler explicito) como

o n n+l _ . n

991" Pi‘j’f’, (2.21)

ot |, ot
em que ¢ = u,v,k ou €. Exceto as derivadas espaciais dos termos advectivos, as quais
merecem atencao especial e serao tratadas na secao 2.3.1, todas as outras derivadas em
(1.46) e (1.47) sao aproximadas por diferencas centrais de segunda ordem de consisténcia.
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Ui_112,j . e . Uiri2,j

ij-1/2

Figura 2.5: Célula computacional tipica que mostra onde as variaveis sao discretizadas. A
variavel genérica ¢ representa p., K, ou v;.

Por exemplo, o gradiente de pressao efetivo em (1.46), no ponto P = (i+ %, j), é aproximado
pela expressao
Ope|"
ox

n o
~ p6i+1,j pem‘
~ )

- (2.22)

i+3,5

e o termo “viscoso molecular” em (1.47), no ponto P = (i,j + %), é aproximado por
O (0w _ov\I" L |(0u_0v\|" _ (0w _ o\ [
0x \dy  0x) |, ;pa — 0w |\Oy Ox) |, \Oy )|y

n ,U _ ,U’Il
z+27J+1 Uity itlits  Tigts
ox
n
7

Yimtg41 T ?—%,j ”Zﬁ% _“?—1,j+%
N - . (2.23)
dy ox

Os termos viscosos em (1.46) e (1.47), que representam a contribuigdo turbulenta, tam-
bém sao aproximados por diferencas centrais. Como exemplo, considera-se o ultimo termo
“viscoso turbulento” em (1.46) que pode ser aproximado no ponto P = (i + %, Jj) por

3 V(%—I—@) " ~ i V(%—F@) ! — (%4_@) !
oy "oy | ox i+l = oy “oy ' ox i1l . Oy Ox 11

1 1 1
_ n _ n _ n _ n _ n
5y |trsats \ Gy (Wi g g1 — Uiy )+ 57 Wiy — Viges)

1 1
I/t;l+%1j7% <—(u;l+%1j - u?‘%%,j*l) + g(v;-’:»l’ji% — UZJ%))] y (224)

%

Q

oy
em que
Vt7,+2,]+1 ~ O 25(Vt2] + Vtz]—‘,—l + Vt2+1]+1 -+ Vtz—i—lj)
e
Z+2,j L& 0,25(vg; + ity + Uity + Vi)

As aproximagoes para os termos viscosos nas equagoes (1.48) e (1.49) sdo anélogas as
descritas anteriormente. Para exemplificar, considera-se o primeiro termo viscoso em (1.48)
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aproximado no ponto P = (i, 7), que é dado por

2((1—!—1/15)%) n _ i (1—|—l/t) (%) n _(14—%) (%) n ‘|
ox o, /Ox i ox Or ox i1 Ok ox -1
L[\ (1, . n
~ 5 o (%(Hzﬁrl,j —“i,j)>

1 + Vt?f%'rj 1 n n
N\ T o <E(H” - Hil,j)) ) (2.25)

~ n n n ~ n n
~ 0, 5(Vtz'+1,j + Vti,j) € Vti—%,j ~ 0, 5(’/“—173' + Vtivj).

em que
n
Vvl
Os termos de produgdo de energia cinética turbulenta dados em (1.43) sdo aproximados
também por diferencas centrais. Por exemplo, o tGltimo termo desta equacao é aproximado
no ponto P = (i, j) por
ou N v\’
oy Ox

n
n

n n n
— U, 1 . +u; . —U., 1 . —Uu. 1.
<45y( i+35,J+1 i—5,5+1 i+5,7—1 Z—E,j—l)

Z‘ij
1 2

n n n n
+ —45x (Ui+1,j+% + Ui—i-l,j_% - Ui_17j+% — Ui—l,j—;)) . (2_26)

A viscosidade turbulenta v; e a escala de tempo T; dados, respectivamente, por (1.42) e
(1.41) sdo avaliados no ponto P = (i, j) como

K7 )2
Vigj = C”(g%) (2.27)
1,J
€ n
K.
T, = —2. (2.28)
i.j

2.3.1 Discretizacao dos Termos Advectivos

Por simplicidade e sem perda de generalidade, considera-se a variavel ¢ = u, na apro-
ximagao (1.76), transportada com velocidade v na dire¢do y. Nesse caso, P = (i + 1,7),
f=7+3%, 9g=7j—1, eaquela derivada ¢ aproximada como

O(vu) Urlhig 1 52 — Dolligt 51

2 2.2

(i+%.9)

em que os valores v; e Uy sao aproximados utilizando-se as médias

U1 = Vit g d 20,5V s +0;01)

Na representacdo (2.29) os pontos (i + 3,7 + 3) e (i + 3,7 — 3) ndo sdo, em princi-

pio, definidos na malha e, portanto, os valores da propriedade u nesses pontos nao estao
disponiveis. Para completar a aproximacao, empregam-se as aproximacoes “upwind” discu-
tidas na segdo 1.3. Para tanto, os valores da propriedade transportada u em (i + %, J+ %)
e (i+ %, J— %) sao aproximados utilizando-se os pontos vizinhos D, U e R, os quais sao
definidos de acordo com a dire¢do do escoamento (sinais de v; e Uy). Neste caso tem-se
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e Para w; 1,1, com vy > 0:
27 2

D=(i+3,7+1), U=(i+1,5), R=(i+3,j-1)

e Para Uiyl 5y1, cOM Vg < 0:
27 2

D=(i+1,j), U=(i+1,j+1), R=(i+3,j+2);

e Para u; 1. 1, com vy > 0:
2

1 .
§7.]

D:(Z—F%,j), U:(Z—i_%aj_l)a R:(Z—i_%v.]_Q)a

e Para u; 1. 1, com U <O0:
2

1
§7.]

D=(i+3,7—1), U=(i+3,5), R=(i+3,j+1);

Uma vez conhecidas as dire¢oes das velocidades de adveccao em f e g, os pontos vizinhos
correspondentes D, U e R ficam automaticamente especificados. Entao, lembrando-se das

definigoes em (1.80), as aproximagdes para Uit jpd € Uiy

de adveccao, sao implementadas como segue:

e Aproximagoes para u,, 1 ;. 1, quando v; > 0:
27 2

1 .
EJ

— VONOS:
.
_ 1 _
Uiy 14l = (31 iy T 60U 1 — w1 ) se
\ ui+%7j+1 se
— WACERB:
Uiyl s€
Wy = iyt g = Uil 5oy se
i+3.0+5 1 —
22 8(3“i+%,j+1 + 6u;y1 “i+%,j—1) se
Witd j+1 5€
— CUBISTA:
1
T Z(7ui+%,j - 3”1’—%—%,;’—1) se
7;+77j+* - l J—
2772 g3ty 1y +0u 1y — w1 5,) se
1
7 (3t j1 Fuip1 ) se
em que
X e s T
Uiyl ;=

~r

Wi g g+1 — Wit ] j-1

_1, utilizando-se os esquemas
2

ai—l—%,j ¢ [0,1],

0< ﬂH%’j < 3/74,
3/74 < ﬁi+%7j < 1/2,
1/2 < ﬁH%J < 2/3,

2/3 <y, < 1.

az’-ﬁ-%,j € [071]7

0 <1, < 3/10,
3/10 < fLH%J < 5/6,
5/6 < ﬁi—i—%,j <1

ﬂ’i—i—%,j ¢ [07 1]7

0 <1, <3/8,
3/8 <1, <3/4,
3[4 <y ;<1
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e Aproximacgoes para Uiyl il quando v; < O:

- VONOS:

Uiyl j+

D=

- WACERB:

Uipljyl

— CUBISTA:

u

N=

i+5.0+

em que

7

e Aproximagoes para u,, 1, 1, quando vy > 0:
27 2

- VONOS:

U; 1 1
Z+§7.]_§

— WACEB:

ai+%,j+1 ¢ [0,1],
1/2 < ai—i—%,j—i—l <2/3,
2/3 iy < 1.

ai—i—%,j—i—l € [07 1]7

0 <yp1 ;4 <3/10,
3/10 < ai—i—%,j—i—l < 5/6,
5/6 < ﬁi—i—%,j—i—l < 1.

ai-l—%,j—i—l ¢ [O, 1]7

0 <150 <3/8,
3/8 < ai+§,j+1 < 3/4,
3/4 < ﬁ'i-ﬁ-%,j—i—l < 1.

ai—i—%,j—l ¢ [0,1],

0< ﬁi+%7j_1 < 3/74,
3/74 < iLH%’j_l < 1/2,
1/2 < ai—i—%,j—l < 2/3,

2/3 <1, < 1.

ai-}-%,j—l g [07 1]7
3/10 <415, <5/6,

Uitl j+1 5¢
L0150 =y 40 5e
8Bty 60U 1 gy —Uipjin) SO
L, 5“i+%,j+1 -0, 5ui+%,j+2 5¢
.y se
Uit 3 5+1 >
211 T UL o 5¢
%(3%4%,]' 06U 1 - “z‘+%,j+2) se
.y se
Uit 2 j+1 5¢
%(7Ui+%7j+1 - 3ui+%,j+2) s€
§(Buipp 06U L Gy — Ui jip) SO
T 1+ ) 5¢
P Uip g1 — Wigl o
i+5,J+1 uz’—i—%,j _ ui-i—%,j-‘r?
Uipl i 5¢
L0150 =1 ;o 5e
%(Sui—i-%,j +6u; 10— uH%J—?) >
15w 150 —0,5u,1 5 5 se
.y se
Uil j—1 5¢
Uiy L~ Uil oo >
HBug, + Ot — 1y a) 0
u se

i+3.]

~N—
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— CUBISTA:
i+2,j 1 se ai+%,j—1 ¢ [0,1],
1 ~
'+77'_7 - l I
i+5.0—5 ?( j+6u’i+%7j—l uz’—i—%,j—Z) se 3/8< H— -1 S 3/4
em que
q o Syt T ik
i+5,0-1 7 )
’ Wit = Yitd -2
e Aproximacoes para u; i+l quando Uy < O
- VONOS:
. N
Uiyl S€ Uiyl ¢ [0,1],
10ul+ 0~ Mgl i se 0< a5 < 3/74,
1,5ui+%7j—0,5ui+%7j+1 se 1/2<ui+%7j < 2/3,
[ Uit se 2/3<U¢+%,j<1~
— WACEB:
Uiyl se az’—i—%,j Z [07 1]7
1+5,0—5 1 _ 97
27 sty +06u 1y — g1 50) se 3/10 <y, < 5/6,
— CUBISTA:
ui+2,j S€ ai%,j §Z [0,1],
‘+_7'__ - l JR—
i+3.0-3 8(3ui+§,j—1 + 6uy 1 “z‘+§,j+1) se 3/8 < z+ G S3/4,
1
em que

Uiplj = Uipl i

- _
Z+§7.] _
Uiplj1 = Wipd i

Quando a variavel transportada com velocidade u, na direcdao z, for, por exemplo, a
variavel turbulenta x, a aproximacao para a derivada advectiva correspondente é dada por
Jd(ku)

ox

_ (ur)|y = (ur)ly
= - , (2.30)

emque P = (i,7), f = i+% eg=1— % Utilizando-se os esquemas de advecc¢ao apresentados
anteriormente aproxima-se a equagdo (2.30) como
J(ku)
Ox

Uikl j — Ugk; 1 ;
~ : (2.31)
ox

)
em que os valores u; e Uy sao dados por:

~O



2.3 Discretizacdo por Diferencas Finitas

Uy = Uy L

[§] Us = U;_1

1j 1
Os pontos vizinhos D, U e R, para aproximar Kiplj € K 1;em (2.31), sao definidos
como:
e Para Kiylj» com ty > 0:
D=(i+1,j), U=(ij), R=(i—1j);
e Para Kitl gy com Uy < 0:
D=(i,j), U=(i+1,j), R=(i+2,));
e Para Ki_1 j, COM Uy > 0:
D=(i,j), U=(i—1,j), R=(i—2));
e Para Ki_1j» com Uy < 0:
D=(i—1,7), U=(ij), R=(i+17j);

Aproximacoes para as propriedades &,
€omo segue:

1
57.7 ?

e Aproximacoes para Ripljo quando @, > O:

— VONOS:
Ki,j
10/'4;2"]‘ - 9:‘%_173'
Riyl; = §(3’€Z+LJ + 65 — Ki-1;)
]., 5/@'7]' — O, 5/432'_17]'
Rit+1,j
— WACEB:
Ki,j
o) 2R Ki
i+_7‘ - l . . P . .
2 J 8 (3,{744'1’] _'_ 61%17.7 K/Z_LJ)
Ki+1,5
— CUBISTA:
Ki;j
1
_ ) 1(TKij = 3Kioa)
Ripli =93 1
> §(3fii+1,j + 6k j — Kio15)
1(3Kit1y + Kij)
em que

HZ’-] =

Ki+1,j — Ki—

PVl

se
se

se
se

se
se

se

Rij — Ri-1,j

17j

e ;1 ; dadas em (2.30) sao implementadas

"%z}j ¢ [07 1]7

0< I%Z',j < 3/74,
3/74 < ’%i,j < 1/2,
1/2 < fuy < 2/3,
2/3 < fuy < L.

"%i,j g [071]7

0< /%i,j < 3/10,
3/10 < #s; < 5/6,
5/6 < "%i,j < 1.

’%i,j ¢ [071]7

0< I%Z',j < 3/8,
3/8 < ki < 3/4,
3/4 < /%i,j < 1.
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e Aproximagoes para Kitl quando u; < O:

- VONOS:
Rit1,5 se  Fiy1; & [0, 1],
10/‘@'4_1’]' — 9/'@'4.2’]' se 0< "%i—i-l,j < 3/74,
’%i—i-%,j = %(3/@'7]’ + 6/@'4_17]' — K/H_QJ) se 3/74 é /%i-i-l,j < 1/2,
]., 5/432'4_17]' -0, 5/{1'—1-27]' se ]./2 < "%H-Lj < 2/3,
Ri,j se 2/3 < "%i—i-l,j < 1.
- WACEB:
Ri+1,5 se  Riy1; & [0,1],
o — 2/'{2'4_1’]' — Rit+2,j se 0< "%i—i-l,j < 3/10,
(a2 é(?)li@j + 6/'4;2‘4_1’]‘ — Hi+2’j> se 3/10 < "%i—i-l,j < 5/6,
Ki.j se 5/6 < "%H-Lj < 1.
— CUBISTA:
Ki+1,5 se  Riy1; ¢ [07 1]7
o o %(7I€i+17j — 3/@'_’_27]') se 0< "%H-Lj < 3/8,
H_%’j - g(SFLZ’J —+ 6:‘%4_173' — Iii_,_QJ) Se 3/8 < ’%i—i-l,j < 3/4,
i(?)li@j —+ Hi-l-l,j) se 3/4 < "%i—i-l,j < 1.
em que
N KRit1,j — Rit2,5
Rit1j = ——

Kij — Rit2,j

e Aproximagoes para K, 1 ;, quando iy > 0:
27

- VONOS:
Ri—1,5 se f%i—l,j ¢ [0; 1];
10/@'_17]' — 9/@'_27]' se 0< "%z'—l,j < 3/74,
’%i—%,j = %(3/@'7]’ + 6/@'_17]' — K/Z'_QJ) se 3/74 < /%i—l,j < 1/2,
]., 5/432'_17]' -0, 5/{1'—27]' se ]./2 < "%i—l,j < 2/3,
Ri,j se 2/3 < "%i—l,j < 1.
— WACERB:
KRi-1,5 se Ri-1; & [0, 1],
2/'{2'_1’]' — Rij—2j se 0< "%i—l,j < 3/10,
Rioli = L(3ki; + 6ki1; — Kio 3/10< #i1.<5/6
3 ,]J i—1,j 51—2,]) s€ / X Ri-15 X / )
Ki.j se 5/6 < "%i—l,j < 1.
— CUBISTA:
Ki—1,5 se  Ri1, ¢ [0, 1],
o o i(,?'%i—ld — 3/@'_27]') se 0< "%z'—l,j < 3/8,
i_%’j o %(SFLZ'J + 6:‘%'_173' — Iii_QJ) se 3/8 < ’%i—l,j < 3/4,
i(?)lim’ + Hi—l,j) se 3/4 < "%i—l,j < 1.
em que

. Ki—1,j — Ki—24
Ki—1jg=—— -

Kij — Ri-2,j

~N
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e Aproximacgoes para il quando uy < O:

— VONOS:
K, j se R ¢ [07 1],
10/‘@"]‘ — 9I<Li+17j se 0K I%Z',j < 3/74,
"{i—%,j = %(Bﬁi—l,j + 6/@'7]' - "ii—l-l,j) Se 3/74 é ’%Lj < ]_/2,
]., 5/@'7]' — O, 5/432'4_17]' se 1/2 < /%i,j < 2/3,
Ki1, se 2/3<k;; <L
— WACERB:
Kij se  Ri; ¢ [0,1],
o o QI{Z'J’ — Rit+1,j se 0< /%i,j < 3/10,
i_%’j o é(gﬁi—l,j + 6I<Li7j — I<Li+17j) se 3/10 < I%Z',j < 5/6,
Ki—1,j se 5/6 < "%i,j < 1.
— CUBISTA:
Ki,j se  Rij ¢ [07 1];
oy — %(71'{2"]' — 3:‘%.}.173’) se 0< ,%i’]; < 3/8,
LY §(3Hi_1,j + 6/'@',]' - I<Li+17j) se 3/8 < Ri,j < 3/4,
Z(gmi_lvj + 'I{Z}j) se 3/4 < /%i,j < 1.
em que
- Rij — Ritl,j
Rij = A e Y

Ki—1,j = Rit+1,5

As outras derivadas advectivas nas equagoes de conservacao sao implementadas de
maneira aniloga s aproximacdes em (2.29) e (2.31). E importante observar que cada
um dos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA faz uso de trés pontos vizinhos (D, U,
e R) para aproximar propriedades. Portanto, podem ocorrer valores fora do dominio de
solugao para as células computacionais que estao préoximas as fronteiras. Por exemplo, em
(2.29), quando se aproxima u; 11,41 para o caso de 7; < 0, o valor da propriedade trans-
portada u no ponto R = (i + %, j +2) deve estar definido. Analogamente, na aproximagao
(2.31), para aproximar Kiol quando i, > 0, o valor da propriedade transportada s no
ponto R = (i — 2, j) é requerido. Em ambos os casos, o esquema hibrido é acionado.

Em resumo, as equacgoes de conservacao discretizadas tornam-se:

o Continuidade
A equagdo (1.45) avaliada no ponto (7, j) é aproximada por

Uiplj = WLy Uijpl = Vgj 1

ox oy

~-
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o Quantidade de Movimento
As equagdes (1.46) e (1.47) avaliadas nos pontos (i+1, j) e (i, j+3), respectivamente,
sao aproximadas por

~ ﬁ& i ﬁe- i
u:’:}] = u;‘+lj+5t{C’ONV(u) - %
PR 27 . .
2 Z"l‘%,] X
n 1 Uitlj+1 — Witl;  Yitrg+d = Yig+]
Redy oy ox
Uitly =~ Wirdj—1  Vig1j-3 — Vi1
oy ox
2
+W Vti+1,j(ui+g,j - ui-i—%,j) - Vtivj(ui+%,j - ui—%,j)
n 1 b Uipljrr = Uil N Vir1,j+1 = Vijel
Redy | 'aits oy ox
— Vg 1 - 1 UH_%J UH_%’]_I + UH_LJ_% UZJ_% + = g
s dy ox Fr2 [ 7
. Besyin — Peo,
ot = '+ 6t CONV(v) SRS
Z,]-’-E )] 2 i _’_l 6y
7] 2
1 irljrr = Witl;  Yiprg+d = Yig+]
Redx oy ox
Uil — Wity Vig+l = Vie1j4l
oy ox

2
T Regz Vi1 Wigeg = Vigey) = vy (Vg = vigoy)

1 Yitlj+1 —Uitl;  Yiprg+d = Vig+]
+@ [VtH%’H; < oy * oz )
I (uz’—g,jﬂ " Yy Vgt _Ui—l,j+§)] L] ) }"
eIt Sy oz Fr27?

e Equacao de Poisson para 1

A equagdo de Poisson dada por (2.8) pode ser escrita como

0? 0? ou  Ov
o0, 0y _0ou, %
ox?  0y?> Ox 0Oy
Aproximando-se as derivadas por diferencas centrais obtém-se
Yiv1j — 205+ Vi1 Vi — 205 H i =
+ - DZ 79
ox? oy? ’

(2.32)

~



2.3 Discretizacdo por Diferencas Finitas

em que

B oo Yigd ” Yimga | Yy~ Videg
27.] - +
ox oy

A equagdo (2.32) quando aplicada em todos os pontos do dominio gera um sistema de
equacgoes lineares, cuja matriz dos coeficientes é simétrica, definida positiva e esparsa, e
os termos independentes é o vetor divergente Di,j. Para resolver este sistema aplica-se o
método de gradientes conjugados.

o Energia Cinética
A equagdo (1.48) avaliada no ponto (7, j) é aproximada por
w = K+ 0t{ CONV(n)l,y
111 Vtit1,j T Vi j
+to {@ ((1 + T)(fiiﬂd — Kij)
Vtij T V1,5

%, )(Kij — “i—l,j))

1 Viij+1 + Viij
+5—y2 <(1 + = 9%, “LV(Kij1 — Kiyj)

Viij + Viij—1 "
—(1+ ]TH])('% - 'fm’—l))} + P, - Em} :

—(1+

e Dissipacao de Energia
A equagdo (1.49) avaliada no ponto (7, j) é aproximada por

1
et = e+ 5t{C’ONV(s)|Z-,j + = [ i1y — €ij)

1 Viit1,j T Vi
> 1 et Pt YA
b Re <( +

dx2 20,
Vtij + V-1, 1 Viij+1 + Viij

—(1 Eii —Ei=1.4 —-— 1 — )| & — &
( + 20. )( J 173)) + 5y2 (( + 20, )( J+1 ,J)
Vi + V-1

—(1
(1+ 20,

)(€ij — 52'73'—1))} + (CiePij — Czefi,j)/Ti,j} :

e Producao de Turbuléncia

A equagdo (1.43) avaliada no ponto (7, j) é aproximada por
n n 2 2 2 2
Pi,j = Vi { {@(UH;J - ui—%,j) + 5—y2(vi,j+% - Uz’,j—%) ]

1
+ [@ Uipljpr T UL jpn — Uil s — U154

1 2
+m <Ui+1,j+% Tt U1 T Vg4l T Ui—l,j—%):|

n

~~
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e Velocidade Final

Considera-se a equacgao (2.16) que pode ser escrita como

. o(x,t,
u(X, thy1) = WX, thyr) + %>

. o (x,t,
U(X, tpt1) = 0(X, tpt1) + %

Aplicando-se no ponto (i + %, j)e (i, + %) obtém-se, respectivamente,

n+l _ n+l
un-i—l _ mn+l wi—l—l,j wivj
i+3.5 i+%7]' or
e
wn-‘,—l o wn-{—l
ntl _ antl _ Yigl — Vi
ij+3 ij+3 5y :
e Pressao
A equagdo (2.13) avaliada no ponto (7, j) é aproximada por
n+1
7L+1 = Q/)ZJ
pei,j = Pei; + 5t

2.3.2 Discretizacao das Condicoes de Contorno na Superficie Livre

Devido & complexidade da dindmica da turbuléncia proximo & uma superficie livre, as
condicoes de contorno para as variaveis turbulentas « e € neste contorno sao as mais dificeis
de serem especificadas. Entao, como uma primeira aproximacao, admite-se que a superficie
livre é localmente planar e que o movimento ao acaso do fluido nao causa descontinuidades
nessa fronteira. As variaveis turbulentas na superficie livre sdo determinadas por

Ok Oe

— =0 — =0. 2.33

on ° o (233)
Para a aplicacaio das condigdes (2.33), utilizam-se as orientagbes propostas em
(|Tomé & McKee, 1994]), (|[Tomé et al., 2000a]) e (|Tomé et al., 2001]). As derivadas par-
ciais sao, entao, aproximadas localmente por diferencas avangadas ou atrasadas.

Para a velocidade e pressao efetiva, considera-se as condi¢ées de contorno na superficie
livre dada pelas equagdes (1.72) e (1.73). Para aplicar essas condigdes consideram-se as
idéias apresentadas por Tomé et al. ([Tomé et al., 2002]). Admite-se que a malha com-
putacional seja suficientemente fina de modo que a superficie livre intercepta uma célula
em duas faces. Entdao, as condiges (1.72) e (1.73) podem ser aplicadas para os seguintes
casos:

2.3.2.1 Células S com somente uma face em contato com uma célula E

Neste caso, assume-se que a superficie livre é vertical ou horizontal dependendo de qual
face estd em contato com a célula E (ver Figura 2.6).
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5] E
i +'f)ei i I Uira/2j+1
Vo Ve ' Vij+12
i+1,j+1/2 i-1,j+1/2 a» o
Vij-12 ~
Iui+1/2,j—1 ,{ +Peij
a) b) c) E d) S

Figura 2.6: Configuracoes de células S com somente uma face em contato com célula E.

Por exemplo, considerando a Figura 2.6 a), toma-se n = (1,0). Neste caso, as equagoes

(1.72) e (1.73) reduzem-se a

2 ou
Pe = 1o (1 +w) or (2.34)

1 ou  Ov
§(1+ut)(a—y+%)_o

Observa-se que para o calculo das velocidades intermediarias usando as equagoes (1.46)
e (1.47), os valores de p, , u; 115 € Uiy 1 S80 exigidos. Esses valores sao obtidos como

segue: primeiro, discretizando-se a equagao da continuidade (1.3) no ponto (i, ;) tem-se

(2.35)

iply —Wi-lj = Vig+l —Vig-L 0
- 9
ox oy
donde obtém-se
V;, ;.1 — U - 1
o ZJ+§ 17.7_5

Agora, discretizando-se (2.35) no ponto (i + 1, j + 3), tem-se

Uipdjer = Uigly  Viprjel — Uz’,j+§) _0
- Y

(1+n) ( oy * ox

e isolando-se v, ;,1, vem

Re

ox

Vig1,j+1 = Vil — @(UH%,J‘H - ui—i—%,j)‘

A pressdo p, ; ¢ obtida discretizando-se (2.34) em (i, j)

. 2 Uipd j — UL ;
De;; = Re (1+vyyj) ( : 51 : ) . (2.36)

As demais configuragoes de células S com apenas uma face em contato com uma célula
E sao tratadas de maneira analoga.

~r-
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2.3.2.2 Células S com duas faces adjacentes em contato com células E

Nessas células assume-se que o vetor normal faz um angulo de 45° com as duas faces
em contato com células E, ou seja, toma-se n = (i\/g, i@)

E E % E E ﬁ\i
Pei €i.j

n A Uir1/2 Ui + n

- >

Vij+12 Vi1

T S o
n n Vij-1/2 Vij-12
\iﬁd’jFuiﬂm ui—l/2.j! ﬁeiy/

a) S E b) E S c) E d) E

Figura 2.7: Configuracdes de células S com duas faces adjacentes em contato com células
E.

Considerando o caso como da Figura 2.7 a), toma-se n = (@, @) e as equagoes (1.72)

e (1.73) reduzem-se a

1 ou Ov
Pe =7~ (1+w) (a_y + %> (2.37)
e
1 ou Ov

Neste caso, tem-se que calcular p,, , Uiyl j € V501

Aplicando-se a equagdo (2.38) e a equacdo da continuidade no centro da célula S,
obtém-se

1 Uiply — Wil Uiipl =V 1
Re (1 vig) ( ox 8y ) =0 (2:39)
e
Uil = Wi-lj  Yig+d =~ Vig-1 0 (2.40)
ox oy - )

As equagdes (2.39) e (2.40) fornecem um sistema 2 x 2 para u,
este sistema, obtém-se

1€V 500 Resolvendo-se

2. 1.
1_57.] ZJ_§

Para o célculo de p,, ;, aplica-se a equacdo (2.37) no centro da célula S

~ »J 7/7]_1 %] 7/_17]
Pei; = (1 + i) - ;

2Re oy ox
em que
_ Wipd T Ui R e
Ui = 5 ;o U1 = 5 ,
Ui+ T Vi1 Vie1g44 T Yie15-4

As demais configuracoes de células S com somente duas faces adjacentes em contato
com células E sao obtidos de maneira analoga.

-~
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2.3.2.3 Células S com duas faces opostas ou trés faces em contato com células E

Para essas células nao se consegue obter uma aproximacao para o vetor normal. Neste
caso, o valor da velocidade numa das faces é calculado de modo que a equacao da con-
tinuidade seja satisfeita. O valor da pressao é considerado nulo.

2.3.3 Discretizacao das Variaveis Turbulentas Adjacentes aos Con-
tornos Rigidos
Para exemplificar a aplicagdo das condicées de contorno discutidas na sec¢ao 1.2 em

fronteiras rigidas, considera-se a situacao apresentada na Figura 2.8. Nesta figura, a variavel
¢ representa uma das varidveis k, € ou ;.

y 0 0

————— A I A B j

| | CAMADA INTERNA
PAREDE I /A

\(p | \(p

77777 V@ W gy
| U
‘i i+1/2 |‘+1

Figura 2.8: Representacao esquematica de células adjacentes ao contorno rigido, mostrando
a camada interna adjacente a parede e as células ficticias.

Diferentemente do que é feito na literatura, nas células adjacentes aos contornos rigidos
aplica-se as equagbes do movimento e as varidveis turbulentas sdo calculadas por (1.61) na
subcamada turbulenta. Na subcamada viscosa, k e ¢ s@o prescritos por (1.62)—(1.69). A
viscosidade turbulenta é implementada utilizando-se (1.42). Nas células do contorno rigido
as velocidades ficticias sdo calculadas por meio da equagao (1.70).

Em suma, as variaveis k e &, no ponto (7, j), sdo calculadas pelas expressoes

Rij = RGT—wl € &= ReT}J(—u, (241)
o y

na subcamada turbulenta, e na subcamada viscosa por

Tw y+ 2 1 K'z'j%
Kij = R601/2 (y—+) € gi,j = E llk , (242)
M c

em que [* é dado por (1.67). A viscosidade turbulenta 14, no ponto (7,j), é aproximada
pela expressao

ki, j
iij = CukijTii; = Cufii,jgl : (2.43)

Z?j

~—
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A velocidade fora do dominio computacional u | € calculada aproximando-se (1.70) no

i+5.5—
ponto (i + %, J— %) e utilizando-se diferenca central, isto é,

Ret,dy
(1+ Vti+l,j—%) ’

2

(2.44)

Uipdj—1 = Uil ;= Smal(uuré,j)

em que sinal(ui+%7j) representa o sinal da velocidade tangencial no ponto (i + %,j) e

Vti—l—%,j—% = 0, 25(1/“7)' + Vti—l—l,j + Vti—l—l,j—l + Vti,j—l)' (245)

A velocidade de atrito u*, requerida em (2.41)—(2.44) via 7, é obtida a partir das relagdes
(1.64) ou (1.65), dependendo do valor do nimero de Reynolds local y*. No caso de u*
ser obtida pela lei (1.65), o método de Newton-Rapson é aplicado usando-se u* = 11,60
como aproximagcao inicial, e a tolerancia 1,0 x 10~ como critério de parada. Os calculos
sdo inicializados determinando-se o numero de Reynolds critico y e admitindo-se que
yt estd na subcamada viscosa. Desprezando-se a subcamada de transicao, a cada ciclo
computacional, u* é estimada da seguinte maneira: com a velocidade tangencial conhecida
na primeira célula adjacente a parede, a velocidade de atrito u* (e portanto 7,,) é atualizada,
dependendo do valor de y* dado em (1.63). Se y* for menor do que y., utiliza-se (1.64);
caso contrario, emprega-se (1.65).

2.3.4 Discretizacdo das Condicoes de Contorno nas Entradas e Sai-
das

Considerando-se as condigoes de contorno da secao 1.2 na entrada a velocidade u é

prescrita, e as variaveis k e £ sao impostas, consistentemente com as condicoes iniciais

definidas em (1.59). Na saida, as derivadas normais da velocidade u sdo nulas e as variaveis
turbulentas sao calculadas pela aplicagao da condicao homogénea de Neumann.

“Entrada™ A Figura 2.9 caracteriza todos os tipos de configuragoes de células do tipo

b)

Figura 2.9: Configuracoes de células I em contato com uma célula F ou uma célula S.
Para a configuracdo da Figura 2.9 a) tem-se

U1, =U e 05,1 = =0 ;1.

Para as outras configuragoes de célula I em contato com célula F ou célula S, as com-
ponentes da velocidade sao calculadas de maneira analoga.
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2.3 Discretizacdo por Diferencas Finitas

“Saida”: A Figura 2.10 caracteriza todos os tipos de configuragoes de células do tipo
0.

b)

Figura 2.10: Configuragoes de células 0 em contato com uma célula F ou uma célula S.

Para a configuragdo da Figura 2.10 c¢) tem-se

Uip g = Wil g1, Vi1 = U5 3,

Ritl; = Firdj-1 Sitdj = Sitdy-1 € Vipl; = Virlj-1
Para as outras configuracoes de célula 0 em contato com célula F ou célula S, as com-
ponentes da velocidade e as varidveis turbulentas sao calculadas de maneira anéloga.

~



CAPITULO

3

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados resultados numéricos das simulagoes utilizando-se os
esquemas “upwind” VONOS, WACEB e CUBISTA e o modelo k — € de turbuléncia. Os
problemas bidimensionais considerados foram o da expansao brusca, o de um jato incidindo
sobre uma, superficie rigida e um jato livre plano fluindo dentro de um corpo de mesmo
fluido em repouso.

3.1 Simulaciao de Escoamentos Laminares

Os esquemas de advecgao analisados na secao 1.3 e implementados no cédigo Free-
flow-2D sao agora aplicados na simulagao de escoamentos nao turbulentos. Em particular,
seus desempenhos sdo examinados nos problemas da expansdo brusca (“backward facing
step”) e de um jato sobre uma superficie rigida.

3.1.1 Simulacao numa Expansao Brusca

Para validacao do codigo Freeflow-2D, incrementado com os esquemas VONOS, WACEB
e CUBISTA, em escoamentos confinados, o problema bidimensional numa expansao brusca
(|[Stuart & Dochan, 1991]) foi considerado. O objetivo aqui é estimar o comprimento da
recirculacdo z; (ver Figura 3.1). Este comprimento é determinado como sendo o ponto
sobre a primeira fila de células adjacentes ao contorno rigido inferior, em que a componente
u de velocidade troca de sinal. Diferentes niimeros de Reynolds foram empregados nesta
simulacao e os resultados numéricos e experimentais foram comparados. A geometria do
problema é mostrada na Figura 3.1, em que a altura da expansao brusca s é metade da
largura do canal.

Na entrada do canal, o perfil de velocidade é parabdlico, isto é,

u(y) = —i—g(y— §>2+U, (3.1)

em que U é a escala de velocidade e s o comprimento da secao de entrada. O contorno de
saida de fluido esta localizado a 30s do degrau. O niimero de Reynolds para esse problema
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3.1 Simulacdo de Escoamentos Laminares

é calculado por

.
Re =22 (3.2)
1%

em que
1 l
vz;/uww (33)
0

é a velocidade média na entrada do canal. Calculando-se a integral (3.3) obtém-se

2 2s
Re=ZU—. 3.4

3 v ( )

- Q
entrada
= T 2s saida
YAD
L e X L v ! ! [ I [ o l H
X, contorno rigido
30s

Figura 3.1: Geometria do problema “backward facing step”.

H4 dois tipos de Reynolds considerados neste problema: o niimero de Reynolds numeérico,
Reum, que é definido no Modflow-2D por

2 Umax
Repu = —22maz. (3.5)

14

em que Uy, = 1,0 ms™! ¢ a velocidade méxima no perfil (3.1); e o outro Reynolds é dado
pela equagédo (3.2). Relacionando-se esses dois nimeros de Reynolds obtém-se

2
Re = gRenum. (3.6)

Por exemplo, para se comparar com dados experimentais/numeéricos, toma-se Re,,, = 150
que equivale ao Reynolds experimental Re = 100.

Para uma simulacao do problema em questao, o seguinte modelo foi empregado:
e Dimensao do dominio: 4,0 m x 0,2 m;

e Diametro do injetor (s): 0,1 m;

e Velocidade de injegdo (U): 1,0 ms™};

e Coeficiente de viscosidade cinemética (v ~): 1,33 x 1072 m?s™};

el



Capitulo 3 Resultados Numéricos

e Parametros de escala: 2s =0,2me U = 1,0 ms™!;

e Numero de Reynolds (Re = 2sU,,4,./v =): 150.

Foram feitas cinco simulag¢oes na malha 400 x 20 células (62 = oy = 0,01 m), utilizan-
do-se os niimeros de Reynolds 100, 200, 400, 600 e 800, que equivalem aos Reynolds numéri-
cos 150, 300, 600, 900 e 1200, respectivamente. E para cada um desses Reynolds foram feitas
trés simulacoes diferentes, uma para cada um dos seguintes esquemas: VONOS, WACEB e
CUBISTA. Essas simulac¢oes estao mostradas nas Figuras 3.2-3.10 no tempo final 1,0x 103s
Em particular, elas contém os campos de pressao e as componentes de velocidade, para cada
um dos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA. Como pode-se observar nessas figuras,
o comprimento da recirculacao xr; aumenta com o aumento do nimero de Reynolds, e a
partir de Reynolds 400 (ver Figura 3.6) nota-se o aparecimento de uma segunda recircu-
lacao no topo do canal. Isto esta qualitativamente de acordo com os dados da literatura
(ver, por exemplo, |Kim & Moin, 1985|, [Stuart & Dochan, 1991]|, |Liu & Leung, 2001]
|Wan et al., 2002|).

VONOS (pressao maxima=1,296 e pressdo minima=0, 000)

S HE R
+E{d}E;IIIIIIIIE}*&&*+*§4+¢h?+tﬂ;+

Eﬁﬁﬁﬁglllllgﬂéééééééééé

Figura 3.2: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 100: campo de pressao.

VONOS (velocidade maxima=0, 991 e velocidade minima=—0, 093)
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Figura 3.3: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 100: campo de velocidade na direcao x.
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VONOS (velocidade maxima=0, 060 e velocidade minima=—0, 128

Figura 3.4: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 100: campo de velocidade na direcao y

VONOS (pressao maxima—0, 195 e pressao minima=-—0, 074
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Figura 3.5: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 400:

campo de pressao.

VONOS (velocidade maxima=0, 991 e velocidade minima=—0, 117

MMM

ot e

G
S

e R
R
s B
S R R
R R R R

Figura 3.6: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 400: campo de velocidade na direcao x.
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VONOS (velocidade maxima=0, 038 e velocidade minima=—0, 095
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Figura 3.7: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 400: campo de velocidade na direcao y.
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Figura 3.8: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 800: campo de pressao.

VONOS (velocidade maxima=0, 991 e velocidade minima=—0, 140

e e
R

it

CUBISTA (velocidade maxima=0, 991 e velocidade minima=-—0, 140

Figura 3.9: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 800: campo de velocidade na direcao x.
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3.1 Simulacdo de Escoamentos Laminares

VONOS (velocidade méaxima=0, 032 e velocidade minima=—0, 135)

WACESB (velocidade maxima=0, 033 e velocidade minima=—0, 130)

| }m —

| }m o

Figura 3.10: Problema da expansao sem modelagem turbulenta usando os trés esquemas
advectivos e Re = 800: campo de velocidade na diregao y.

Utilizando-se diferentes nimeros de Reynolds (100 < Re < 800), uma compara¢iao
quantitativa foi feita também, e os resultados estao na Tabela 3.1. Esta tabela contém os
resultados experimentais e numéricos de Armaly et al. (|[Armaly et al., 1983]), os resultados
numéricos de Stuart e Dochan ([Stuart & Dochan, 1991]) e os obtidos das simulagoes com
o Freeflow-2D adaptado com o esquema CUBISTA. Observa-se nessa tabela que os resul-
tados obtidos com o Freeflow-2D estd em boa concordancia com os dados experimentais
de Armaly et al., sendo que os resultados para baixos Reynolds (Re < 400) foram os que
mais se aproximaram dos dados experimentais. Atribui-se essa diferenca entre os resultados
numéricos e experimentais aos efeitos tridimensionais e, possivelmente, ao efeito de tran-
sicao para turbuléncia no problema. Nota-se também, dessa mesma tabela, que em geral
os resultados do Freeflow-2D sao melhores do que os numéricos de Armaly et al., e com-
pativeis com os resultados numéricos de Stuart e Dochan. Para uma melhor visualizacao
dos diferentes resultados, os dados da Tabela 3.1 sao representados na Figura 3.11.

Tabela 3.1: Comparacao entre resultados experimentais e numéricos usando o esquema
CUBISTA para diferentes nimeros de Reynolds.

Re | Experimental Numérico
Armaly Armaly | Stuart | Freeflow-2D
100 3,06 2,95 2,86 3,13
200 5,16 4,82 4,97 5,14
400 8,72 8,04 8,03 8,24
600 11,28 8,18 10,25 9,71
800 14,34 7,50 11,47 10,68

Na Tabela 3.2 sao comparados os resultados numéricos obtidos com o Freeflow-2D
utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA para esses mesmos numeros de
Reynolds. Nota-se que os esquemas WACEB e CUBISTA apresentaram melhores resulta-
dos do que os obtidos com o esquema VONOS, sendo que, no geral, o esquema WACEB
forneceu os melhores resultados para esse problema. Isto é uma surpresa, ja que o WACEB
foi construido para problemas estacionérios.

ar
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Tabela 3.2: Comparacao entre resultados numéricos usando os esquemas VONOS, WACEB
e CUBISTA para diferentes niimeros de Reynolds.

Re T

100 313 3,28 3.18
200 5,14 515 5,14
400 8,24 8,20 8,16
600 9,71 9,80 9.55
800 10,68 10,80 10,62

16 —

14 ¢
12 ¢
10

x1

Experimental-Armaly

Numérico—Armaly

Numérico-Stuart
Freeflow-2D

g

N b~ OO 0

100 20

O 300 400 500 600 700 800

Reynolds

Figura 3.11: Problema da expansao comparando os resultados experimentais e numéricos
usando o esquema CUBISTA.

Para verificar a convergéncia do método numérico, o mesmo problema foi simulado a
Reynolds experimental 266, e em trés malhas diferentes: a primeira definida como grossa
(175 x 10 células, éx = dy = 0,02 m); a segunda definida como intermediaria (350 x 20
células, ox = oy = 0,01 m); e a terceira malha definida como fina (700 x 40 células,
dr = 0y = 0,005 m). Novamente, o comprimento de recirculacdo z; foi considerado na
anélise e o esquema CUBISTA foi acionado no Freeflow-2D. A Figura 3.12 mostra que a
interseccao dos perfis de velocidade na dire¢ao z, obtidos nas trés malhas, com a reta y = 0
converge para um valor proximo de 1,132, o qual esta bastante proximo do experimental.

Ar
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0.1
0.08
0.06
0.04
0.02

u(m/s)

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

-0.1

malha 175 x 10
malha 350 x 20
malha 700 x 40

z=1,132

0.8

Figura 3.12: Perfil da componente u da velocidade do problema da expansdo brusca,
mostrando a convergéncia da solugao numeérica nas trés malhas usando o esquema CU-

BISTA.

3.1.2 Jato Livre sobre uma Supeficie Rigida

Outro problema que foi usado para a validacao do codigo Freeflow-2D é o escoamento
nao turbulento de um jato livre incidindo perpendicularmente numa superficie rigida imper-
meével sob o efeito do campo gravitacional. Este problema com superficie livre foi estudado
por Watson ([Watson, 1964]). Desprezando-se os efeitos de tensao superficial, Watson de-
duziu as seguintes relagoes explicitas para a espessura ¢ da camada limite e altura h da
superficie livre (ver Figura 3.13). Em resumo, a solugao analitica de Watson é dada por

h(z) = a+ (1 — 27/3V3c%)6,

em que

h(z) =

o

-

6 (z) =

7 vz +1)

V3 Q

3v/3(1.402)(m — (1.402)v/3)

3v3c& vz
2(r —ey/3) U’

272

3v/3(1.402)(2/3(1.402) — )

272

Ve 2

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Na equacdo (3.9) ¢ é uma constante dada por ¢ = 1,402 e U a velocidade de injegdo.
Na equagdo (3.7) @ é a vazdo definida por @ = aU, em que a = R/2. Mais detalhes
sobre a descri¢ao da solugdo analitica (aproximada) de Watson podem ser encontrados em
([Watson, 1964]) ou ([Ferreira et al., 2002]).

. superficielivre .
saida b saida

superficierigida

Figura 3.13: Superficie livre de um jato de fluido incidindo sobre uma superficie rigida.

O Freeflow-2D adaptado com os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA e na malha
800 x 80 células (6= = dy = 0,00050 m) simulou o problema ilustrado na Figura 3.14.

saida saida

superficierigida

Figura 3.14: Dominio do problema do jato livre sobre uma superficie rigida.

E os seguintes dados foram utilizados:

Dimensao do dominio: 0,4 m x 0,04 m;
Diametro do injetor (L): 0,01 m;
Velocidade de injegao (U): 1,0 ms™!;
Constante gravitacional (g): 9,81 ms™;

Coeficiente de viscosidade cinematica (v): 5,0 x 107% m?s™;

Parametros de escala: L =0,0lme U = 1,0 ms™1;
Altura do injetor a partir da superficie rigida (H): 0,037 m;
Niamero de Reynolds (Re = UL/v): 2000;

Numero de Froude (Fr = U/+/gL): 3,19275.
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3.1 Simulacdo de Escoamentos Laminares

As Figuras 3.15 — 3.17 apresentam no tempo ¢t = 2,0 s as comparagoes entre as solucoes
numéricas obtidas com os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA e a solucao analitica de
Watson. Nessas figuras h-numérica corresponde a solugao numérica, h-analitica a solugao
analitica e espessura-camada limite corresponde a expressao da espessura da camada limite.
Pode-se observar, a partir dessas figuras, que os resultados obtidos com os trés esquemas sao
muito semelhantes, mostrando discrepancias com a solucao de Watson em algumas regioes.
Atribui-se essa diferenga ao fato de a solucao de Watson ser somente uma aproximagcao;
ainda mais, no caso 2D, a hipdtese (por Watson) do perfil de velocidade ser similar ao do
problema com simetria radial.

4 ; ; ; ;
35
3t i
h-numeérica
2.5
2t i
1.5

h/0.5L

1 [ h-analitica espessura-camada limite |

0.5

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
—2_Re~!

0.5L
Figura 3.15: Comparagao entre a solucao numérica utilizando o esquema VONOS e a

solucao analitica de Watson.

4 ; ; ; ;
35
3t i
h-numeérica
2.5
2t i
1.5

h/0.5L

1 [ h-analitica espessura-camada limite |

0.5

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
—2_Re~!

0.5L
Figura 3.16: Comparacao entre a solucdo numérica utilizando o esquema WACEB e a

solucao analitica de Watson.
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4 T T T T
35 ¢ -
3t i
= h-numérica
2 25 F -
< 5| |
15+ -
1 [ h-analitica espessura-camada limite |
05 L - - - - -
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
ﬁRe‘l

Figura 3.17: Comparagao entre a solu¢ao numeérica utilizando o esquema CUBISTA e a
solucao analitica de Watson.

3.2 Simulacao de Escoamentos Turbulentos

Nesta secao apresentam-se os resultados das simulacoes numeéricas utilizando-se o mo-
delo k — ¢ padrao implementado no cédigo Freeflow-2D. Todos os termos nao-lineares nas
equagoes de transporte foram discretizados pelos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA.

3.2.1 Simulacao numa Expansao Brusca

O problema da expansao brusca é um problema classico geralmente usado na literatura
para validar modelos de turbuléncia. Como ele envolve fené6menos fisicos complexos, tais
como recolamento e recirculagao, torna-se um problema importante para validar o modelo
k — € cléssico. Analogamente como foi feito na se¢ao 3.1 para o caso laminar, o objetivo
aqui é estimar o comprimento da recirculagdo x; (ver Figura 3.1) por meio de simulacdes no
ambiente Freeflow-2D atual. Neste caso, usou-se o niimero de Reynolds numeérico 1, 98 x 10°
que equivale ao Reynolds do problema 1,32 x 10° (ver equagao (3.6)). Para uma simulagao
do problema, o seguinte modelo foi utilizado:

e Dimensao do dominio: 4,0 m x 0,3 m;

Diametro do injetor (s): 0,1 m;

Velocidade de injegao (U): 1,0 ms™!;

Coeficiente de viscosidade cinematica (v ~): 1,515 x 1075 m2s~1;

Parametros de escala: 35 =0,3me U = 1,0 ms™1;

Numero de Reynolds (Re = 35U, ,4:/V &) 1,98 x 10°;

—n
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Trés malhas foram empregadas para a simulacao desse problema: a malha grossa
(200 x 15 células, 0x = dy = 0,02 m); a malha intermediaria (400 x 30 células, 0z =
dy = 0,01 m); e a malha fina (800 x 60 células, dz = dy = 0,005 m). O ntamero de
Reynolds critico y, solugdo de (1.66), e as constantes K e B, nas leis de parede, assumi-
ram os valores y ~ 10,804871, K = 0,41 e B = 5,0, respectivamente. O critério de
convergéncia para a equacao de Poisson e o tamanho do passo temporal utilizados nas trés
simulacoes foram aproximadamente, 1,0 x 1072 e 4,167 x 1077, respectivamente. Os pro-
cessos foram finalizados quando o escoamento atingiu o regime estacionario. O tempo final
de simulagao foi de £ = 1000 s. As Figuras 3.18 — 3.20 ilustram os campos de velocidade na
direcdo x calculados na malha intermediaria utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB

e CUBISTA.

-0.181 0,005 0170 0,336 0,502 0.EE7 0833 0.998

Figura 3.18: Problema da expansao em regime turbulento usando o esquema VONOS e
Re = 1,32 x 10°: campo de velocidade na direcao x.

-0.157 0,008 0173 0,338 0,502 0.EER 0833 0.999

Figura 3.19: Problema da expansao em regime turbulento usando o esquema WACEB e
Re = 1,32 x 10°: campo de velocidade na direcio x.

0157 0,008 0173 0,338 0,503 0668 0833 0,938

Figura 3.20: Problema da expansao em regime turbulento usando o esquema CUBISTA e
Re = 1,32 x 10°: campo de velocidade na direcio x.

Na seqiiéncia, a Tabela 3.3 apresenta a comparacao do comprimento da recirculacao
x1 obtido com o Freeflow-2D adaptado com os esquemas advectivos nas trés malhas.
Os dados dessa tabela foram comparados com o dado numérico de Thangam e Speziale
(|Thangam & Speziale, 1992|), cujo valor adimensional é x; = 6, 0, e com o dado experimen-
tal de Eaton e Johnston (|Eaton & Johnston, 1980]), cujo valor adimensional é x; = 7, 1.
Como pode-se observar dessa tabela, os resultados obtidos com o modelo kK — ¢ em geral

-
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subestimou o valor de x; em 20-25%, muito embora o esquema CUBISTA na malha grossa
fornecer um valor acima de 7, 1. Este comportamento do modelo est&4 em perfeita concordan-
cia com Speziale e Thangam (ver [Speziale, 1987|, [Thangam & Speziale, 1992], entre ou-
tros). Observa-se também, dessa mesma tabela, que o esquema CUBISTA forneceu o melhor
comprimento da recirculacao. A Tabela 3.4 mostra, para simples comparagao, outros valores
do comprimento x; obtidos com os seguintes esquemas bem conhecidos: o esquema HOAB
(“High-Order-Accurate and Bounded”) ([Wei, 2003]), o STOIC (“Second- and Third-Order
Interpolation for Convection”) ([Darwish, 1993]), o SMART (“Sharp and Monotonic Al-
gorithm for Realistic Transport”) (|Gaskell & Lau, 1988]), o CLAM ([van Leer, 1974]) e o
esquema FOU (“First Order Upwind”) (|[Courant et al., 1952]). Como pode ser visto nessas
tabelas, os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA forneceram resultados mais satisfa-
torios. Os conjuntos de Figuras 3.21 e 3.22 ilustram os dados da Tabela 3.3: o primeiro
conjunto mostra a comparacao, nas trés malhas, dos perfis de velocidade u para cada um
dos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA; e o segundo mostra a comparacao dos trés
esquemas em cada malha. Em particular, o conjunto 3.21 ilustra a convergéncia do método
com cada um dos esquemas. Para uma melhor visualizacao das Figuras 3.22, foram feitas
ampliacoes dessas nas vizinhancas dos pontos z; calculados (ver Figura 3.23). E como
pode ser observado, os esquemas WACEB e CUBISTA apresentam melhores resultados e o
resultado obtido com o esquema VONOS deixou a desejar. A diferenca entre o resultado
obtido com o esquema VONOS e aqueles com os esquemas WACEB e CUBISTA pode ser
atribuida ao fato desses tltimos satisfazerem a restricao TVD enquanto que o VONOS nao.

Tabela 3.3: Comparacao entre os resultados numeéricos usando os esquemas VONOS,
WACEB e CUBISTA nas trés malhas.

malha CUBISTA | WACEB | VONOS

grossa 7,13 7,10 6,12
intermediaria 6,10 6,06 2,76
fina 5,51 5,50 5,42

Tabela 3.4: Comparacao entre os resultados numéricos encontrados na literatura.

| Esquema | HOAB [ STOIC | SMART | CLAM | FOU |
| ) | 5405 | 5396 | 5377 | 5357 [ 4,607 |

-
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Figura 3.21: Comparacao nas trés malhas dos perfis da componente u da velocidade

usando-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA, respectivamente.
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Figura 3.22: Comparacao dos perfis da componente u da velocidade usando-se os trés
esquemas nas malhas grossa, intermediaria e fina, respectivamente.
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Figura 3.23: Ampliagoes das Figuras 3.22 nas vizinhancas dos pontos z; calculados.
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3.2.2 Jato Livre sobre uma Superficie Rigida

Apresenta-se, nesta se¢do, a comparacao entre a solucao numérica obtida com o cédigo
Freeflow-2D, para problemas bidimensionais turbulentos com superficies livres e a solucao
analitica aproximada de Watson ([Watson, 1964]).

Analogamente como foi feito na segao 3.1.2, apresenta-se agora a comparagao entre a
altura h da camada de fluido obtida do codigo Freeflow-2D, adaptado com o modelo k — ¢
e os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA, e aquela derivada da solugao analitica de
Watson.

Em suma, a solu¢ao analitica de Watson para o caso de turbuléncia é dada por

1(7A)4 i
h(z) = % <é) (x+1), se x> (3.12)
e
h(z) =a+ (1 - %) d, se x < o, (3.13)
em que
81 5 1 av\?® 4
oo ) TR( ) o 14
o~ (swmrs) (@) 619
Ty = %Al_z)a}%e%, (3.15)
81 x T1 A1
[ = wa}ze%. (3.16)
9x 71 A7

Na equagdo (3.14) A =0,239 e k = 0,260. A geometria para a simulagio do problema
é apresentada na Figura 3.24, cujo respectivo modelo é

e Dimensao do dominio: 0,2 m x 0,05 m;
e Didmetro do injetor (L): 0,01 m;

e Velocidade de injegdo (U): 1,0 ms™};

e Constante gravitacional (g): 9,81 ms~2;

e Coeficiente de viscosidade cinemética (v): 2,0 x 1077 m?s™!;

e Parametros de escala: L =0,0lme U = 1,0 ms™};
e Altura do injetor a partir da superficie rigida (H): 0,015 m;
e Numero de Reynolds (Re = UL/v): 5,0 x 10%

e Numero de Froude (Fr = U/+/gL): 3,19275.

Para simples ilustracao, as Figuras 3.25-3.27 mostram no tempo ¢ = 1,0 s 0s campos
de pressao e de velocidade nas direcoes = e y. Nesta simulacao o esquema CUBISTA foi
utilizado para a discretizacao de todos os termos advectivos.
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saida H saida

superficierigida

Figura 3.24: Geometria do escoamento turbulento de um jato livre sobre uma superficie
rigida impermeével.

-0.002 0101 0,203 0,205 0408 0.510 0EB12 0,715

Figura 3.25: Problema do jato livre em regime turbulento usando o esquema CUBISTA e
Re = 5,0 x 10* campo de pressao.

-1.154 -0.824 -0.434 -0.165 0165 0434 0824 1.154

Figura 3.26: Problema do jato livre em regime turbulento usando o esquema CUBISTA e
Re = 5,0 x 10*: campo de velocidade na dire¢io x.

-1.035 -0.886 -0, 737 -0.588 -0.438 -0.290 -0.141 0,008

Figura 3.27: Problema do jato livre em regime turbulento usando o esquema CUBISTA e
Re = 5,0 x 10%: campo de velocidade na direcdo y.
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Capitulo 3 Resultados Numéricos

Com cada um dos esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA, trés simulagoes foram
realizadas empregando-se malhas diferentes, a saber: a malha grossa (200 x 50 células,
dxr = dy = 0,001 m); a malha intermediaria (400 x 100 células, dz = dy = 0,0005 m); e a
malha fina (800 x 200 células, dz = oy = 0,00025 m). Em todas as simulagoes, o niimero de
Reynolds critico foi y; ~ 10,804871, o critério de convergéncia para a equacao de Poisson
foi 1,0 x 107! e 0 tamanho do passo temporal 3,125 x 1075, Os conjuntos de Figuras 3.28,
3.29 e 3.30 mostram, respectivamente nessas trés malhas, as comparacoes entre as solugoes
numéricas obtidas com os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA e a solucao analitica
de Watson. Como pode-se observar, a partir dessas figuras, os esquemas VONOS, WACEB
e CUBISTA mostraram nas trés malhas resultados bastante semelhantes, apresentando
pequenas discrepancias com a solucao analitica de Watson. Pode-se ver também que as
solugoes numéricas na malha fina apresentaram resultados bem mais satisfatérios que os
obtidos nas malhas grossa e intermediéria.

As Figuras 3.31 apresentam a comparagao da solu¢do numérica nas trés malhas utilizan-
do-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA, respectivamente, e a solu¢ao analitica de
Watson. E as figuras 3.32 sdo, respectivamente, ampliagoes das Figuras 3.31. Como pode-se
observar claramente a partir dessas figuras, as solugoes numéricas nas malhas grossa e
intermediaria convergiram para a solu¢ao na malha fina, a qual mostrou uma concordancia
bastante razoavel com a solugao analitica de Watson. Isto da fortes indicios de que as
solugoes numéricas com malhas cada vez mais finas convergirao para alguma solugao muito
proxima da solucao analitica de Watson. As discrepancias entre as solugoes numéricas e
a analitica podem ser atribuidas: i) & baixa resolugdo junto ao contorno rigido; e ii) a
falta, segundo o proprio Watson, de uma boa concordancia entre a sua solugao e os dados
experimentais (ver [Watson, 1964|, pg. 495).
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3.2 Simulacdo de Escoamentos Turbulentos
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Figura 3.28: Comparacao na malha grossa entre a solucao numérica e a solucao analitica
de Watson utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA.
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(a) VONOS
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Figura 3.29: Comparagdo na malha intermediaria entre a solu¢do numérica e a solugdo
analitica de Watson utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA.
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Figura 3.30: Comparacao na malha fina entre a solu¢do numérica e a solugao analitica de
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Figura 3.31: Comparacao entre as trés malhas utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB
e CUBISTA e a solucao analitica de Watson.
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Figura 3.32: Ampliacdo das malhas utilizando-se os esquemas VONOS, WACEB e CU-
BISTA e a solucao analitica de Watson.
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3.2.3 Simulacao de um Jato num Corpo de Fluido

Este trabalho é concluido com a apresentagao da simulagdo numérica de um jato tur-
bulento penetrando em uma porcao de fluido em repouso a uma distancia H = 0,6 m
da superficie livre. A configuracdo geométrica desse problema com superficie livre, bem
como os parametros empregados na simulagdo, é mostrada na Figura 3.33. Os ntimeros de
Reynolds e de Froude neste problema sao Re = 5,0 x 10* e F'r ~ 12,77, respectivamente.
A malha utilizada foi 100 x 100 células computacionais (0x = dy = 0,010 m) e o esquema
de adveccao utilizado para todos os termos advectivos foi o CUBISTA.

|

4 saida
superficie livre | —=- 4D
fluido

H - -cohtorno figide-——-----~ 16D
l entrada
L D - U 3
1
20D

Figura 3.33: Geometria e parametros para o problema de um jato penetrando em uma
porcao de fluido estacionario: U = 2,0 ms~! e D = 0,05 m.

As Figuras 3.34, 3.35 e 3.36 mostram, respectivamente, os campos de pressao e das com-
ponentes u e v da velocidade no intervalo de tempo [0,18;5,28] segundos. Pode-se observar
a partir dessas figuras que inicialmente hi o desenvolvimento de uma camada limite entre
o jato penetrante e o fluido estacionario e, subseqiientemente, a formacao de um par de
vortices principal com orientagoes contrarias. Este par de vortices migra, entao, em direcao
a superficie livre e, aproximadamente, no tempo ¢t = 1,68 s sua trajetoria torna-se paralela
a superficie livre, causando a formacao de fortes ondulagoes na mesma. Ao mesmo tempo,
na regiao préoxima a entrada do jato, outras estruturas sofrem interacées causando a for-
magao de estruturas maiores. No tempo final de simulagao (¢t = 5,28 s), nota-se a presenca
de estruturas turbilhonares por todo o campo do escoamento. Essa simulagao fornece re-
sultados consistentes com simulagdes similares encontradas na literatura (ver, por exemplo,
|Walker et al., 1996| e |Ferreira et al., 2004]), e acredita-se que elas podem ser considera-
das como realisticas. E importante observar que o escoamento obtido nesta simulacio é
um escoamento transiente apresentando pequenas e grandes estruturas turbilhonares, cu-
jos efeitos sobre a superficie livre é intenso. Muito embora esta simulacao seja feita em
duas dimensoes, pode-se considerar que ela assemelha-se fortemente & uma simulacao LES
(“Large-Eddy Simulation”). E interessante acrescentar também que simulacdes usando LES
tém sido realizadas por outros autores, mas estas sao restritas a baixos nimeros de Froude
(ver referéncias [Mangiavacchi et al., 1994] e [Shen & Yue, 2001]). Assim, uma das vanta-
gens do codigo Freeflow-2D atual é a simulagdo de problemas a altos valores do niimero de
Froude.
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Figura 3.34: Evolucao dos contornos de pressao de um jato em uma porc¢ao de fluido.
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Figura 3.35: Evoluc¢do dos contornos de velocidade u de um jato em uma porc¢ao de fluido.
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Figura 3.36: Evolucao dos contornos de velocidade v de um jato em uma porcao de fluido.



Consideracdes Finais

Os objetivos desse trabalho de mestrado foram a anélise e a implementacao dos esquemas
“upwind” modernos VONOS, WACEB e CUBISTA e do modelo x —¢ padrao de turbuléncia
no ambiente de simulagao numérica Freeflow-2D.

Este codigo foi validado considerando-se dois problemas em regime laminar e turbu-
lento: o escoamento de um fluido numa expansao brusca e um jato planar sobre uma
superficie rigida. O primeiro problema aparece com freqiiéncia na literatura e o compri-
mento da recirculagao principal foi calculado, o qual mostrou estar em concordancia com
dados experimentais de Armaly et al. ([Armaly et al., 1983]) e numéricos de Kim et al.
([Kim et al., 1980]) e de Eaton e Johnston ([Eaton & Johnston, 1980]). Para o jato plano
turbulento sobre uma supeficie solida, os resultados foram comparados com as solugoes
analiticas de Watson, os quais mostraram-se bastante satisfatérios. Também, foi simulado
um jato planar fluindo numa por¢ao de fluido em repouso, cujo resultado mostrou varias
estruturas turbilhonares por todo o dominio de célculo.

Diferentemente da maioria dos trabalhos encontrados na literatura, neste trabalho ado-
tou-se uma técnica especifica para a aplicacao das equacoes do movimento e leis de parede
nas adjacéncias dos contornos rigidos; proximo a este contorno utilizou-se, normalmente,
as equacgoes de quantidade de movimento para as componentes u e v, e para as variaveis
turbulentas x e ¢ aplicou-se uma modificacao das leis de parede cléssicas.

Esses resultados numéricos mostraram que é extremamente benéfico estimar os termos
nao-lineares das equacoes de transporte por esquemas “upwind” limitados e de alta ordem.
As propriedades dissipativas dessas aproximagoes sao suficientes para controlar as pos-
siveis oscilagoes/instabilidades produzidas pelas equagoes discretas. Assim, os esquemas de
adveccao e o modelo de turbuléncia investigados contribuiram na resolucao numérica de
escoamentos transientes confinados e/ou com superficies livres.

Em geral, pode ser concluido que as simulagées com o cédigo Freeflow-2D, incremen-
tado com os esquemas VONOS, WACEB e CUBISTA e o modelo x — ¢ classico, foram
satisfatorias. E uma vantagem dessa metodologia atual é a sua habilidade em simular
escoamentos com superficies livres a altos valores dos niimeros de Reynolds e de Froude.

Acredita-se que esses resultados numéricos podem ser melhorados pela inclusao de mais
fisica na modelagem. Para tanto, pretende-se considerar o Freeflow-2D adaptado com o es-
quema QUICKEST (“QUICK with Estimated Streaming Terms”) adaptativo
(|[Kaibara et al., 2004]) e as metodologias RNG (“Renormalization Group Theory”)
([Yakhot et al., 1992]) e LES ([Silveira Neto, 1998]).
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Consideracées Finais

Os resultados numéricos obtidos neste trabalho estdao discutidos nos trabalhos publi-
cados/submetidos/em construgio nos eventos XXVII Congresso Nacional de Matemdtica
Aplicada e Computacional - CNMAC2004 ([Brandi & Ferreira, 2004]), IX Simpdsio de
Teses e Dissertagoes - 2004 (|Brandi & Ferreira, 2004]), 18th International Congress of
Mechanical Engineering - COBEM2005 (|Brandi et al., 2005|), IV Congresso Temdtico de
Dindmica, Controle e Aplicagées - DINCON2005 (|Kaibara et al., 2005|), XXVI Iberian
Latin American Congress on Computational Methods in Engineering - CILAMCE2005
(|[Brandi et al., 2005]) e X Simpdsio de Teses e Dissertagdes - 2005
(|Brandi & Ferreira, 2005]), e sintetizados em Tendéncias em Matemdtica Aplicada e Com-
putacional - TEMAZ2004 (|Brandi et al., 2004]) e Cadernos de Computagdo - 2005
(|Brandi et al., 2005]).
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