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Resumo

Métodos tipo simplex sao a base dos principais softwares utilizados
na resolucao de problemas de otimizacao linear. A implementacao
computacional direta destes métodos, assim como sao descritos na
teoria, leva a resultados indesejaveis na resolugao de problemas re-
ais de grande porte. Assim, a utilizagao de técnicas computacionais
adequadas é fundamental para uma implementagao eficiente e es-
tavel. Neste trabalho, as principais técnicas sao discutidas, com
enfoque naquelas que buscam proporcionar a estabilidade numé-
rica do método: utilizagao de tolerancias, estabilizacao do teste da
razao, mudanca de escala e representacao da matriz basica. Para
este ultimo topico, sao apresentadas duas técnicas, a Forma Pro-
duto da Inversa e a Decomposi¢ao LU. A anélise das abordagens
é feita baseando-se na resolugao dos problemas da biblioteca Netlib.

Palavras-chave: otimizacao linear; métodos tipo simplex; decom-
posicao LU; mudanca de escala; esparsidade.






Abstract

Simplex-type methods are the basis of the main linear optimization
solvers. The straightforward implementation of these methods as
they are presented in theory yield unexpected results in solving real-
life large-scale problems. Hence, it is essencial to use suitable com-
putational techniques for an efficient and stable implementation. In
this thesis, we address the main techniques focusing on those which
aim for numerical stability of the method: use of tolerances, stable
ratio test, scaling and representation of the basis matrix. For the
latter topic, we present two techniques, the Product Form of Inverse
and the LU decomposition. The Netlib problems are solved using
the approaches addressed and the results are analyzed.

Keywords: linear optimization; simplex type methods; LU decom-
position; scaling; sparsity.
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Capitulo 1

Introducao

Métodos tipo simplex sao a base dos principais softwares utilizados na resolugao de
problemas de otimizacao linear. Apesar da complexidade exponencial associada, estes
métodos sao bastante eficientes na pratica. Atualmente, problemas de grande porte,
contendo centenas de milhares de restrigoes e varidveis, podem ser resolvidos em poucos
segundos pelos softwares disponiveis (Bixby, 2002).

A cada ano, problemas com dimensoes cada vez maiores sao resolvidos gragas aos
avangos em tecnologia e ao aprimoramento das implementag¢oes computacionais. Basean-
do-se no software CPLEX (ILOG Inc., 2008), Bixby (2002) relata que, no periodo de
1992 a 2002, teve-se um ganho de seis ordens de magnitude no tempo computacional
para a resolucao de problemas de otimizacao linear. De acordo com o autor, trés ordens
de magnitude correspondem aos avangos em hardware e, os outros trés, a evolucao dos
algoritmos e das técnicas de implementacao.

Desde a apresentacao do método primal simplex por George B. Dantzig, em 1947,
outros métodos utilizando diferentes abordagens foram propostos com o mesmo obje-
tivo, conforme revisado por Todd (2002). Dentre estes, apenas os métodos de pontos
interiores, em especial o método primal-dual de barreira logaritmica (Wright, 1997), sao
atualmente competitivos em relagdo aos métodos tipo simplex (Bixby, 2002).

As primeiras implementagoes computacionais do método primal simplex foram re-
alizadas no inicio da década de 50 e nao se mostraram encorajadoras. A tecnologia
computacional e as linguagens de programagao estavam em estagio bastante prematuro
e, além disso, o método era implementado assim como dado na teoria, utilizando a
representacao explicita da inversa da matriz bésica, recalculada a cada iteracao. Até
mesmo para os computadores atuais, esta abordagem se torna inviavel na resolucao de
problemas de grande porte.

O primeiro salto na eficiéncia e estabilidade das implementagoes ocorreu em 1954,
com a utilizagao da Forma Produto da Inversa para a representagao da inversa da matriz
béasica. Com isto, observou-se que a utilizacao de técnicas adequadas para a implemen-
tagao do método eram essenciais. Desde entao, um grande ntimero de trabalhos tem
sido publicado, nos quais implementacoes eficientes e estaveis de métodos tipo simplex
tém sido propostas, envolvendo diversos aspectos como estratégias de pricing, heuristicas
para o tratamento da degeneracao, estruturas de dados adequadas, atualizacao eficiente
da representagao da matriz basica, pré-processamento do problema, entre outros.

Nesta dissertacao, sao apresentadas as principais técnicas para a implementacao efi-
ciente e estavel de métodos tipo simplex, considerando a resolug¢ao de problemas reais



de grande porte. O enfoque principal é dado para as estruturas de dados adequadas
e para as técnicas que devem compor o niicleo numérico, que sao consideradas a base
do software, pois o sucesso das demais técnicas é totalmente dependente da eficiéncia
destas. Por exemplo, por melhor que seja a estratégia de pricing adotada, o método tipo
simplex utilizado sera ineficiente se uma técnica adequada de representacao da matriz
bésica nao for utilizada.

No Capitulo 2, sao introduzidos os fundamentos de otimizagao linear com o intuito de
situar o leitor e definir a notagao utilizada nos demais capitulos. Algumas consideragoes
gerais a respeito da implementacao de softwares de otimizacao sao apresentadas no
Capitulo 3, seguidas de uma discussao sobre as técnicas para a implementacao eficiente
e estavel de métodos tipo simplex, sempre se indicando as referéncias bibliograficas para
o leitor interessado em se aprofundar em algum tépico.

As estruturas de dados tém um papel fundamental na implementacao de métodos
tipo simplex e sao descritas no Capitulo 4. Nos capitulos seguintes, é tratado o nicleo
numérico da implementagao, formado pelas técnicas que buscam manter a estabilidade
numérica do método. A utilizacao de diferentes tolerancias nas comparacgoes de valores
reais, a estabilizacao do teste da razao e a mudanca de escala sao descritas no Capitulo
5. No Capitulo 6, sao apresentadas duas técnicas para a representagao da matriz basica,
a Forma Produto da Inversa e Técnica SSLU. Esta tultima, proposta por Suhl e Suhl
(1990, 1993), é reconhecida como o estado-da-arte na representagao da matriz basica,
sendo utilizada nos principais softwares de otimizagao linar.

Para se verificar a importancia das técnicas descritas, sao apresentados os resultados
de testes computacionais realizados com os problemas da biblioteca Netlib, no Capitulo
7. As conclusoes finais e algumas propostas de trabalhos futuros estao no Capitulo 8.

O contetudo aqui apresentado tem como objetivo levantar as principais propostas da
literatura e auxiliar o leitor que pretende implementar algum método tipo simplex. O
método primal simplex é utilizado para ilustrar as técnicas, mas a extensao para os outros
métodos é direta. A exposicao das técnicas do nucleo numérico buscam complementar
a literatura, ja que os trabalhos disponiveis sao bastante sucintos, podendo dificultar a
compreensao. Considera-se que o leitor seja familiarizado com os conceitos basicos de
otimizacao linear, a teoria de métodos tipo simplex e a programacgao de computadores.



Capitulo 2

Fundamentos de otimizacao linear

Um problema de otimizagao linear (PL) consiste na minimiza¢do ou maximizagao de
uma funcao linear sujeita a um ndimero finito de restri¢coes lineares. Por convencao, a
forma padrao de um PL é dada por

minimizar f(x) = c¢’'x
sujeitoa Ax=Db (2.1)
I<x<u

sendo A uma matriz real m x n com posto(A) = m, x, ¢, | e u vetores n-dimensionais, b
um vetor m-dimensional e m < n. A fungao linear f(x) recebe o nome de fun¢ao objetivo
e as equagoes do sistema linear Ax = b sao chamadas de restri¢des do problema. Os
vetores 1 e u, com 1 < u, podem ter componentes reais, —oo e 400 e correspondem,
respectivamente, aos limitantes inferiores e superiores de cada variavel do problema. Por
esta razao, as varidveis sao ditas canalizadas.

O conjunto P = {x € R" | Ax = b, 1 < x < u} recebe o nome de regiao factivel
e todo vetor x € P é chamado de solugao factivel. Se P # & entao o problema (2.1) é
factivel. Caso contrario, tem-se um problema infactivel, sem solu¢ao. Se existir x* € P
tal que f(x*) < f(x),Vx € P, entao x* é solu¢do dtima do problema (2.1). Se para
qualquer x € P existir um outro X € P tal que f(X) < f(x), entdo o problema é
wimatado e, logo, nao possui solugao 6tima.

Em geral, um problema na forma (2.1) possui diversas varidveis ldgicas, utilizadas
para expressar restricoes de desigualdade na forma de equagoes. Estas varidveis, tam-
bém conhecidas como varidveis de folga ou excesso, possuem coeficientes nulos em c e
correspondem a colunas unitarias de A, isto é, colunas cujo tnico elemento nao-nulo é
igual a 1 ou —1. As colunas associadas as varidveis logicas sao chamadas de colunas
logicas. As demais variaveis do problema sao chamadas de varidveis estruturais e estao
associadas as colunas estruturais de A. No restante deste trabalho, m e n representam,
respectivamente, o nimero de variaveis logicas e o nimero de variaveis estruturais do
problema, sendo m < m e m +n =n.

Seja C = {1,2,...,n} o conjunto de indices das variaveis do problema. Conside-
rando a classificagao de variaveis como estruturais e logicas, os indices em C podem ser
particionados em dois subconjuntos ordenados S e £ formados por indices de variaveis
estruturais e logicas, respectivamente, definidos por:

S={l,....,n}eL={n+1,...,n}, com |S| =n, |[L|=m. (2.2)

3



Dependendo da forma como o problema ¢ resolvido, pode ser necessaria a introdugao
de varidveis artificiais. Para cada varidvel artificial introduzida, aumenta-se uma coluna
unitaria na matriz de coeficientes, chamada de coluna artificial. O conjunto de indices
de variaveis artificiais é denotado por A.

As variaveis de um PL na forma padrao também podem ser classificadas de acordo
com seus limitantes, como mostrado na Tabela 2.1.

Limitantes Tipo da variavel x; Simbolo

l; = u; Fixa FX

[; > —00 e u; = +oo | Limitada inferiormente LO
[; = —00 e u; < +00o | Limitada superiormente UP
I >—o00eu <400 Limitada BD
li=—c0eu;=0 Nao-positiva MI
l;=0eu; =400 Nao-negativa PL
l; = —00eu; =—+00 Livre FR

Tabela 2.1: Classificagao das variaveis de acordo com seus limitantes.

2.1 Formas equivalentes

Todo PL pode ser descrito na forma (2.1), a qual é bastante utilizada na literatura rela-
cionada & implementacao de métodos tipo simplex. Entretanto, existem outras formas
equivalentes pelas quais um PL pode ser descrito. Algumas permitem a exposi¢ao mais
simplificada da teoria, enquanto outras tém o intuito de explorar certas particularidades
durante a resolucao do problema e levar a técnicas mais eficientes.

De modo geral, diversos tipos de restricoes podem surgir ao se modelar um PL,
como restricoes na forma de desigualdade que podem possuir limitantes superiores ou
inferiores, ou ambos. Para representar este problema na forma (2.1) é necessario que as
restri¢oes de desigualdade sejam convertidas em equagoes por meio da adicao de varidveis
logicas. Para evitar a introdugao de novas variaveis ao problema, é possivel representa-lo
de modo mais conveniente na forma geral, dada por:

minimizar  f(x) = ¢’x
sujeitoa L < Ax<U
I<x<u

sendo L e U vetores de limitantes que podem ser componentes reais, —oo e 400, com
L < U. Além disso, é nesta forma que problemas de otimizacao linear surgem como sub-
problemas na resolugao de problemas de otimizacao inteira por métodos de enumeragao
implicita (Wolsey, 1998).

Textos cujo intuito é a introducao da teoria de otimizagao linear, baseiam-se na forma
padrao com varidveis nao-negativas, dada por:

minimizar f(x) = c’'x

sujeitoa  Ax=Db
x>0



Esta forma tem como conveniéncia as variaveis do problema serem limitadas apenas in-
feriormente e por um limitante nulo. Tal caracteristica resulta em uma notagao simplifi-
cada que facilita a apresentagao da teoria e de métodos tipo simplex, quando comparada
a forma padrao (2.1). Entretanto, quanto a implementagao computacional, exige que os
limitantes sobre as variaveis do problema sejam convertidos em restrigoes de igualdade
e adicionados ao sistema de restri¢oes, resultando no aumento da matriz de coeficientes
do problema.

2.2 Dualidade

A todo PL esta associado um outro PL, chamado de problema dual, e as propriedades
envolvendo os dois problemas sao extremamente importantes e correspondem aos funda-
mentos da teoria de otimizagao linear. Considere um PL na forma (2.1), contendo apenas
limitantes finitos sobre suas variaveis. Tem-se o seguinte problema dual associado:

maximizar ¢(y,v,w)=bly +1Iv —ulw
sujeito a Aly+v—-w=c (2.3)
v>0 w>0

com A, c, b, 1 e u conforme definidos anteriormente, y um vetor m-dimensional, v e w
vetores n-dimensionais. O vetor (y,v,w) é chamado de vetor de variaveis duais.

Neste contexto, o problema (2.1) recebe o nome de problema primal e, juntamente
com o seu problema dual (2.3), sdo chamados de par primal-dual. Por ser um PL, o
problema (2.3) também possui um problema dual associado, dado pelo problema (2.1).

As variaveis do problema dual estao relacionadas com as restrigoes e os limitantes
do problema primal. As varidveis y estao associadas as restricoes Ax = b, enquanto
as variaveis v e w estao associadas aos limitantes inferiores 1 < x e superiores x < u,
respectivamente. Para um PL na forma (2.1) contendo componentes nao finitas em 1 e
u, as variaveis duais associadas sao fixadas em zero, isto é,

V; = 0, se ll = —0Q,
{ w; =0, sewu; =400, (2.4)
parai=1,...,n. A rigor, tais variaveis podem ser removidas do problema dual. Entre-

tanto, essa remocao dificulta a exposicao do problema dual e, dessa maneira, assume-se
que as variaveis serao fixadas em zero.

A regiao factivel dual é dada pelo conjunto D = {(y,v,w) € R™"?" | ATy 4 v—w =
c, v>0, w > 0}. Todo vetor (y,v,w) € D é chamado de solugdo dual factivel. Se
existir uma solugao (y*,v*,w*) € D tal que g(y*,v*,w*) > g(y,v,w),¥(y,v,w) € D,
entdo (y*,v*,w*) é solugcdo dtima dual. Os valores das solugoes dual factiveis estao
relacionados com os valores das solugoes factiveis do problema primal, como apresentado
no Teorema 2.1.

Teorema 2.1. Considere o PL descrito em (2.1) e seu dual correspondente dado por
(2.3). Supondo P # @ e D # &, tem-se que

g9(y, v, w) < f(x),

para quaisquer X € P e (y,v,w) € D.



Demonstracdo: Sejam x € P e (y,v,w) € D solugdes primal e dual factiveis arbitrarias,
respectivamente. A func3o objetivo do problema dual pode, ent3o, ser reescrita da seguinte maneira:

gly,v,w) = bly+1Tv —ulw
= x'ATy+1"v-u'w
= xl(c—v+w)+1T'v —ulw
= x4+ 07 —xT)yv+ xT —ul)w.

Porl1<x<u,v>0ew >0 tem-se que (I —xT)v <0 e (xI —ul)w < 0 (observe que estes
termos existem apenas quando o limitante associado & finito). Logo, g(y,v,w) < clx = f(x). m

De acordo com o Teorema 2.1, o valor de qualquer solugao dual factivel é um limitante
inferior para o valor da solugao 6tima do problema primal. Note que se o problema dual
é factivel porém ilimitado, entdo o problema primal é, necessariamente, infactivel. Caso
contrario, haveria pelo menos uma solugao primal factivel para satisfazer a desigualdade
dada pelo teorema. Analogamente, se o problema primal é ilimitado, entao o problema
dual deve ser infactivel.

O problema dual associado ao PL (2.1) também pode ser descrito da seguinte forma:

maximizar ¢(y,s) =bly + Y7 0;(s;)
sujeito a Aly+s=c (2:5)

com A, c, b, 1, uey conforme definidos anteriormente e s um vetor n-dimensional. Nesse
caso, (y,s) corresponde ao vetor de variaveis duais. A funcao objetivo deste problema é
linear por partes, dada a presenga das fungoes 6;(s;), i = 1,...,n, definidas por

s;u;, ses; <0,
0;(si) =< 0, se s; =0, (2.6)
sil;,  se s; > 0.

A principio, a linearidade por partes da funcao objetivo pode parecer um fator compli-
cante. Entretanto, esta caracteristica pode ser explorada em métodos tipo dual simplex,
resultando na redugao do nimero de iteragoes e do tempo computacional (Maros, 2003c;
Sousa et al., 2005).

2.3 Solucoes basicas

Por hipotese, a matriz de coeficientes satisfaz posto(A) = m. Assim, é possivel defi-
nir um conjunto contendo m colunas de A que seja linearmente independente. A esse
conjunto dé-se o nome de base. Seja B C C o conjunto ordenado de m indices corres-
pondentes as colunas selecionadas para compor uma base, e N' C C o conjunto ordenado
dado por N = C \ B. Os elementos em B recebem o nome de indices bdsicos, enquanto
aqueles em N sao chamados de indices nao-bdsicos. Denota-se por A a matriz formada
por colunas de A cujos indices estao em B. De forma anédloga, tem-se a matriz A .

A defini¢cao de uma base induz uma particio basica A = [B | NJ, com B = Ag e
N = A, considerando-se uma permutacao implicita de colunas da matriz A, sem perda
de generalidade. A matriz B recebe o nome de matriz bdsica e N, de matriz nao-bdsica.
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Tem-se também a particio x = (xg,xy)’ sobre o vetor de variaveis e ¢ = (cg,cy)’
sobre o vetor de custos da funcao objetivo. Uma variavel x; é bdsica, ou esta na base, se
1 € B. Caso contrério, x; é nao-bdsica, ou nao esti na base.

Definida uma particao béasica, o sistema de restricoes do problema pode ser escrito
da seguinte maneira:

Bxs + Nx, = b.

Como B é nao-singular, é possivel reescrever essa expressao em funcao das variaveis
nao-bésicas apenas, obtendo-se a solucao geral do sistema Ax = b:

x5 =B (b — Nxy). (2.7)

Solugoes particulares podem ser obtidas a partir de (2.7) atribuindo-se valores para
X, 0 que resulta na determinagao tnica de xz. Uma solugao particular de bastante
interesse é apresentada na Defini¢ao 2.1.

Definigao 2.1. (Solugao basica primal) Considere a particio bdsica A = [B | N]
para o problema (2.1). Seja X uma solu¢ao particular determinada a partir de (2.7)
fizando-se, para cada j € N, T; igual a um de seus limitantes finitos, com &; = 0 para
as varidveis livres. A solucdao obtida é chamada de solugao béasica primal.

Com o intuito de facilitar a exposicao, dada uma solu¢ao bésica primal X o conjunto
de indices N\ sera particionado em trés subconjuntos disjuntos N/, N* e N de acordo
com os valores atribuidos a X/:

N = {j € N:7; ¢ uma variavel livre},
N = {jeN: 7, =1 > —oc0},
Nu = {jENij’j:u]‘<OO}.

Utilizando essa notacao, uma solucao basica primal é dada por

Xyvt = 0,
Xyt = Ly,
Xpau = Upw, (2 8)
< _ —1
XB = B b — Z ljaj— Z Uj;a;
L jeN! JjENU

Caso cada componente bésica dessa solucao satisfaca seu intervalo de factibilidade, tem-
se uma solugao basica primal factivel.

Uma solucao bésica primal é nao-degenerada se o valor de cada variavel basica esta
no interior de seu intervalo de factibilidade, isto é, [; < Z; < u; para todo 7 € B. Se
existir pelo menos uma componente de X igual a um de seus limitantes, entao a solugao
bésica primal é degenerada. Esta nomenclatura é estendida & base associada.

Considere agora o problema dual dado por (2.3). Substituindo-se a partigao basica
A = [B | N] no sistema de restri¢goes do problema, obtém-se

ey =L oo
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Seja X a solugao basica primal associada a esta partigdo, conforme definida em (2.8).
Adotando-se a notagdo N; = A1, N, = Apw e Ny = Ay, o sistema (2.9) pode ser
reescrito como

BTy \4% w35 cs

NlTy + Vi W\t Cst
T — —

Nu y VN u WAu CNu

N7y VS Wt Cnf

Assim, a solugao geral deste sistema em fungao das variaveis vg, Wg, W, Vau € Wiy,
é dada por

o

Vit = Cyui Y N, + Wiz,

Wi = = (eh =y "Ny v (210)
vig, = (ck; —y"Ny) +wi;.

Uma solucao particular de bastante interesse é apresentada na Defini¢ao 2.2.

Definicao 2.2. (Solugao basica dual) Considere a parti¢io bdsica A = [B | N| para o
problema (2.1). Seja X uma solugao bdsica primal conforme definida em (2.8). A solugdo

particular (§,V, W) obtida a partir de (2.10) fixrando-se (Vg, Wi, W, Varu, Wars) = 0, €
chamada de solugao basica dual.

Para verificar a factibilidade de uma solugao bésica dual (¥, Vv, W), deve-se analisar
suas componentes nao-fixadas. Quando v,z > 0, Wyw > 0 e Vs = 0 tem-se uma
solugao bésica dual factivel. Se Vi > 0 e Wpu > 0, entao a solugao basica dual é nao-
degenerada. Caso contrario, tem-se uma solugao basica dual degenerada. Novamente, a
nomenclatura ¢é estendida & base associada.

Uma base é dita primal factivel quando a solugao bésica primal associada é factivel.
Se a solucao basica dual associada for factivel, tem-se uma base dual factivel. Uma base
que é tanto primal quanto dual factivel é uma base dtima, isto é, a solugao bésica primal
associada é uma solugao 6tima para o problema primal e a solugao basica dual associada
é uma solugao 6tima para o problema dual. O Teorema 2.2 formaliza este resultado.

Teorema 2.2. Dada uma base para problema (2.1), sejam X e (§,¥, W) a solu¢do bdsica
primal e a solugdo basica dual associadas a esta base, respectivamente. Se X e (§,V, W)
s@o ambas factiveis, entio X € uma solug¢do dtima do problema (2.1) e (§,V,W) é uma
solugao dtima do problema (2.3).

Demonstracdo: Considerando o Teorema 2.1, resta provar que f(X) = g(¥,V,w). De fato,

f(R) = chRe+C\yRys + R + ChraRan
= Cngl <b — Z lja] — Z u]a]> + C}(ﬂlNl —+ C?\—‘/“uj\/'“
jeN! jENY

= yT (b — NllNz — NUUNu) + ij\ﬂﬂl/\/z + Cf/uUNu
bTy + (Cf/z - yTNz) Lyt + (C}\—’/’u - yTNu) Upw

= bly+1"v—ulw
= g(}_’>‘7aw)7
com Nl:ANl,Nu:ANueNf:AN’f. |



Observe que em uma solucdo basica dual (¥,V, W) tem-se v; = 0 ou w; = 0, ou
ambos, para cada j € N. Desse modo, pode-se utilizar um tnico vetor n-dimensional s
para a representacao dos vetores v e w na solucao, definindo-se

S 0
St - Vi
Spu N — WA u
Syt Vs

Com isso, uma solugao basica dual pode ser denotada por (¥,§), com

28 TR-1
Yy = CBB )
{ng\/ = cy—¥'N. (2.11)

Essa solugao dual é factivel se satisfaz Sy > 0, Spw < 0 e Spr = 0.

A teoria relacionando os problemas primal e dual é bastante extensa e sua exposicao
foge do escopo deste trabalho. Os demais resultados podem ser encontrados em livros-
texto de otimizac@o linear como Arenales et al. (2007) e Bazaraa et al. (1990).

O método primal simplex explora o resultado apresentado no Teorema 2.2 para obter
uma solucao 6tima de um PL. De fato, percorre-se bases primal factiveis até obter uma
que seja também dual factivel. J4 o método dual simplex, percorre bases dual factiveis
até uma obter uma que seja também primal factivel.

Variantes destes métodos recebem o nome de métodos tipo simplex por também
se basearem em solucoes basicas. Conforme apresentado na literatura, estas variantes
podem ser mais eficientes que os métodos convencionais na resolugao de certas classes
de problemas. Para o leitor interessado, sao sugeridos os trabalhos de Paparrizos et al.
(2003), Sousa et al. (2005) e Pan (2008).

Na secao a seguir, o método primal simplex é descrito resumidamente, com o intuito
de definir a notacao para os proximos capitulos. Assume-se que o leitor seja familiarizado
com o método.

2.4 Método primal simplex

Considere um PL na forma padrao (2.1). Suponha que o problema seja factivel e que
uma base primal factivel conhecida esteja descrita pelo conjunto de indices B, N7, N*
e N“. Assim, o método primal simplex pode ser iniciado e o primeiro passo é calcular
a componente Xz da solugao bésica primal factivel, conforme descrito em (2.8). Em
seguida, o teste de otimalidade consiste em verificar se esta solugao é 6tima, analisando-
se a solugao basica dual correspondente. Para isto, deve-se calcular a componente y da
solucao basica dual, dada por:

y' =czB™, (2.12)

também chamada de vetor multiplicador simplex no contexto do método primal simplex,
e o vetor de custos reduzidos:

| % |2 0 (2.13)
sk ch—y'N |’ :

corresponde a componente s da solugao bésica dual, conforme apresentado em (2.11).
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Para verificar a factibilidade da solug¢ao dual, basta que sejam analisadas as compo-
nentes nao-bésicas sy dos custos reduzidos. A Proposicao 2.1 determina a otimalidade
de uma solucao bésica primal factivel de acordo com estes valores.

Proposigao 2.1. (Condigoes de otimalidade) Seja A = [B | N| uma particao bdsica
para o PL (2.1), & qual estao associadas a solugao bdsica primal factivel x, conforme
definida em (2.8), e o vetor de custos reduzidos s, dado por (2.13). Tem-se que X € uma
solugao otima deste problema se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) s; > 0 para todo j € N';
(ii) s; <0 para todo j € N'*;
(iii) s; = 0 para todo j € N7.

Demonstracdo: Por hipétese, x & uma solucio basica primal factivel. Para y definido como em
(2.12), tem-se que (y,s) & uma solugdo basica para o problema dual associado, de acordo com
(2.11). Se as condi¢des (i), (i) e (iii) sdo satisfeitas, entdo (y,s) é uma solu¢do basica dual
factivel. Logo, pelo Teorema 2.2, x & uma solugdo 6tima do problema (2.1). [

Suponha que a solucao béasica primal factivel possua algum indice nao-basico k €
NTUNYUN que ndo satisfaca alguma das condicoes da Proposicio 2.1. Neste caso,
diz-se que s, viola as condigoes de otimalidade. Assim, esta solucao nao é 6tima e uma
nova solucao capaz de melhorar o valor da funcao objetivo pode ser determinada, a
menos de degeneragao primal. A obtencao de uma nova solugao béasica primal factivel
X envolve a determinacao de uma direcao de busca d e de um tamanho do passo ¢ a ser
dado nesta diregao.

No método primal simplex, a direcao de busca recebe o nome de direcao primal

simplex, definida como
_ { ds ] _ { —Ba; ] (2.14)

e,

sendo k € N escolhido de modo que o custo relativo s, viole as condig¢oes de otimalidade.
O indice r corresponde a posi¢ao de k no conjunto N e e, é a r-ésima coluna da matriz
identidade de ordem n — m.

Caso exista mais de um indice nao-bésico que viole as condi¢oes de otimalidade,
algum critério de selegao deve ser empregado para se determinar k. KEssa operagao
recebe o nome de pricing. A estratégia de pricing inicialmente proposta para o método
primal simplex é chamada de regra de Dantzig e consiste em selecionar k£ de modo que

|s1] = max{|s,| : s; viola as condigdes de otimalidade, j € NV UN'UN"},  (2.15)

isto €, escolhe-se o indice correspondente ao custo reduzido de maior violagao das condi-
¢oes de otimalidade. Outras abordagens estao propostas na literatura para a realizagao
dessa escolha (veja a secao 3.4). A utilizagdo de um critério eficiente ¢ bastante im-
portante, jA que o nimero de iteragoes necessérias para a convergéncia do método é
extremamente dependente do critério utilizado. O calculo do vetor de custos reduzidos
pode ser realizado enquanto se busca pelo indice k, dentro da operacao de pricing. Além
disso, pode-se calcular apenas uma parte do vetor, ao invés de todas as suas componen-
tes.
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Determinada a direcao primal simplex, é preciso definir o tamanho de passo € > 0
a ser dado nesta direcao. A nova solucao basica primal factivel x é definida a partir da
solugao X por

- | X+ed, ses, <0,
= { X —ed, ses,>0. (2.16)
Definindo-se ¢, = min;{¢;} com
(-TBi — lBi)/dBiy se dBi >0e lBi > —00,
gi=1< (Zg, —up,)/dp,, seds <0 eup, < oo, (2.17)

+00, caso contrario.

é possivel obter a partir da expressao (2.16), a seguinte regra para a determinagao do
tamanho de passo, conhecida como teste da razao:

e = min{ug — ly, 4} (2.18)

Caso nao seja possivel determinar um valor finito para e, tem-se que o problema é
ilimitado. Quando &, < +00, o elemento dg, ¢ chamado de pivd. A implementacao
computacional do teste da razao deve evitar a selecao de pivos com valor absoluto muito
pequeno. Um pivd proximo de zero pode causar instabilidade numérica e prejudicar a
resolucao do problema, como discutido no Capitulo 5.

Quando o tamanho de passo obtido ¢é igual a diferenga (uy — lj) realiza-se uma troca
de limitante da solugao xy, isto é, a variavel passa de um extremo de seu intervalo de
factibilidade para o outro. Neste caso, a particao basica nao é modificada e apenas os
conjuntos N e N sdo atualizados.

Se € = g, tem-se que a variavel basica xp, se torna igual a um de seus limitantes
finitos e a variavel ndo-bésica x deixa de ser igual a um de seus limitantes (exceto
quando g, = 0). Esse resultado sugere uma troca de base, isto é, x, se torna nao-bésica
e xy se torna a g-¢sima variavel bésica. Diz-se que xp, sai da base e x, entra na base.
Assim, os conjuntos B e N sao atualizados, resultando em uma nova base.

Com isso, finaliza-se uma iteracao do método primal simplex. O processo iterativo é
concluido quando uma solugao basica primal factivel satisfaz as condigoes de otimalidade
ou quando se detecta que o problema é ilimitado pelo teste da razao. O Algoritmo 1
descreve o método para problemas na forma padrao. O parametro de entrada IT _MAX
determina o nimero maximo de iteragoes que podem ser realizadas. O algoritmo é des-
crito em alto nivel com o intuito de apresentar os passos do método de forma conceitual,
sem se prender & implementagao computacional. Os detalhes de uma implementacao
eficiente e estavel estao descritos nos proximos capitulos deste trabalho.

No Algoritmo 1 e nos demais algoritmos apresentados nos proximos capitulos desta
dissertagao, os sinais /* ... */ correspondem aos delimitadores de comentarios. A de-
marcacao de inicio e fim de blocos é feita utilizando-se chaves. A atribuicao de valores
e a comparacao de igualdade sao ambas representadas pelo simbolo =, pois ficam bem
determinadas pelo contexto.
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Algoritmo 1: Método primal simplex para problemas na forma padrdo com variaveis canalizadas.

Entrada: matriz A; vetores b, 1 e u; Base primal factivel dada por B, N7, N7 e N%; IT _MAX.
Saida: Solucdo 6tima x; ou detecta problema ilimitado; ou atinge 0 maximo de iteracdes.

N
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/* Calcular as componentes basicas da solugdo basica primal factivel */

XB

= B_1 <b — Zj e N ljaj — Zj € Nu ujaj) ;

/* Inicia o processo iterativo */
Enquanto (IT < IT_MAX) faca

{

/* Calcular a solugdo basica dual */
y' =cgBY
SJT\f = CJT\/ —yI'N;

/* Pricing */
Obtenha & tal que s viole as condicdes de otimalidade;
Se (n&o foi possivel obter k) entdo PARE; /* Solu¢do 6tima encontrada! */

/* Calcular as componentes basicas da diregdo primal simplex */
ds = fB_lak;

/* Teste da razdo */
e = min{ug — Iy, g4}
Se (e = +o0) entdo PARE; /* O problema é ilimitado! */

/* Atualizacdo da solugdo basica primal */
Se (sr < 0) entdo xp = x5 + dpg;
Sendo xp = X — edp;

/* Atualizagdo da base */
Se (e = ug — li) entdo
{
/* Troca de limitante */
Se (k € N) entdo { Nt = N\ {k}; N* = Nv U {k}; }
Sendo { N = N U {k}; N* = N¥\ {k};}
}
Sendo
{
/* Troca de base */
N, = Bg;
B, = k;
Iy
/* Incrementa o contador de iteragdes */
IT=IT + 1;

12



Capitulo 3

Eficiéncia e estabilidade em métodos
tipo simplex

O desenvolvimento de softwares de otimizagao que sejam capazes de resolver problemas
reais de grande porte é bastante trabalhoso. De acordo com Maros e Khaliq (2002), é
essencial o conhecimento da teoria de otimizacao, de resultados relevantes em computa-
¢ao cientifica, de principios de engenharia de software e do estado-da-arte em tecnologia
de hardware computacional. A implementacao computacional direta de algoritmos sem
considerar os resultados relevantes de cada uma dessas areas leva, inevitavelmente, a
resultados indesejaveis, entre eles:

e tempo de processamento elevado para a obtencao da solucao procurada;

e uso excessivo de memoria para a execugao do software;

e solugoes incorretas ou nao-convergéncia do método devido a erros numeéricos;
e resolucao apenas de problemas de pequeno porte;

Surge, entao, a necessidade de uma abordagem adequada na implementacao dos algo-
ritmos teoricos, bem como sua integracao em um software que seja robusto, eficiente e
flexivel (Maros e Khaliq, 2002).

Considerando esta discussao, diversas técnicas estao propostas para a implementa-
cao de softwares de otimizacao baseados em métodos tipo simplex. A implementacao
eficiente e estavel destes métodos envolve aspectos conceituais, entre eles inicializagao
avancada, pré-processamento do problema, estratégias de pricing, tratamento da dege-
neracao; estruturas de dados adequadas, para o armazenamento de vetores e matrizes
esparsas e de dados internos utilizados pelo método; e aspectos numeéricos, buscando-se
evitar que erros de arredondamento e o mal-condicionamento do problema resultem na
instabilidade numérica do método.

Um software baseado na implementacao de métodos tipo simplex pode ser dividido
em quatro niicleos principais, conforme ilustrado na Figura 3.1. As setas sao utilizadas
para indicar a possibilidade de comunicacao entre os nucleos. Para cada ntcleo, tem-se
a indicagao de seus principais componentes.

O nucleo conceitual é bastante proximo a teoria, envolvendo a codificacao das mesmas
operagoes realizadas na resolugao algébrica do problema. Por exemplo, uma estratégia
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Métodos tipo simplex Leitura de dados de entrada

Degeneragao Ajuste de parametros
Pré-processamento Apresentacao dos resultados
Inicializagao Interface de texto
Estratégias de pricing Interface grafica

Ntcleo conceitual Entrada e saida

SN

NGcleo numérico <€<——> FEstruturas de dados

- Tolerancias Vetores esparsos

- Estabilizacdo do teste da razdo Matrizes esparsas
- Mudanga de escala Listas encadeadas
- Representagdo da matriz basica Tabelas hash

Figura 3.1: Componentes para uma implementacao eficiente e estavel.

de pricing é uma técnica conceitual. As vantagens proporcionadas pela utilizagao desta
técnica nao dependem do problema ser resolvido por um computador, ou utilizando-se
lapis e papel. O mesmo ocorre para as técnicas de inicializagao, tratamento de degene-
racao e pré-processamento.

J& os outros nicleos, tém uma ligagao estreita com a utilizacao de um computador.
O nucleo de estrutura de dados deve tratar do armazenamento de diversos tipos de
informacgoes, da forma mais eficiente possivel. Os dados de entrada, os dados internos
utilizados para a execugao do método e os dados de saida devem ser representados
evitando-se o desperdicio de memoéria e garantindo-se o acesso rapido a estes dados.

O nucleo numérico é responsavel pelos calculos envolvendo matrizes e vetores e pelas
operacoes que buscam manter a estabilidade numérica do método implementado. As
técnicas utilizadas lidam com a prevencao ou correcao dos erros de arredondamento
causados pela utilizacao de uma aritmética de precisao finita. Este ntcleo é fundamental
para o sucesso do software. Se ele falhar, o software também falha. Juntamente com as
estruturas de dados, os dois nucleos formam a base do software.

Para a utilizacao do software, sao necessarias as operagoes do nucleo de entrada e
saida. A leitura automatizada dos dados de entrada por meio de arquivos é indispensavel
na resolucao de problemas de grande porte. Deve ser permitido ao usuario, o ajuste de
parametros utilizados na resolugao de um determinado problema. Uma interface de texto
precisa estar sempre disponivel para a utilizacao manual e automatizada do software e
uma interface grafica amigavel pode facilitar sua utilizacao.

Para ilustrar a importancia de uma implementacao eficiente, Bixby (2002) relata
alguns testes envolvendo diferentes versoes do software comercial CPLEX (ILOG Inc.,
2008). A implementacao do método dual simplex na versao 1.0 do software resolve
um problema com 16223 restricoes e 28568 varidveis em 1217,4 segundos. Ja a versao
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7.1, que conta com uma implementacao eficiente do mesmo método, resolve o mesmo
problema em 22,6 segundos, executando-se no mesmo computador.

Nas secoes a seguir, sao brevemente discutidas as principais técnicas que devem
compor o nicleo conceitual de uma implementacao eficiente e estavel. Para o leitor
interessado em se aprofundar em algum tépico, sao sugeridas as referéncias bibliograficas
mais relevantes.

3.1 Tratamento de degeneracao

Em um método tipo simplex, uma base degenerada pode ser identificada, dependendo
dos valores obtidos para suas variaveis basicas. A degeneracao é uma caracteristica do
problema e pode levar a certas dificuldades como ciclagem e estagnacao.

Na auséncia de degeneracao, os métodos tipo simplex convergem em um ntmero
finito de iteragoes, obtendo uma solugao bésica factivel 6tima ou verificando que tal
solugao nao existe. Entretanto, quando uma solugao basica degenerada é encontrada, é
possivel que o método faca uma troca de base que nao altere o valor da fun¢ao objetivo.
Se este processo se estende para as proximas iteragoes, tem-se o fenémeno conhecido
como estagna¢do (na literatura inglesa, stalling).

Se apo6s algumas iteragdes trocando bases degeneradas, uma base ja visitada for
reconsiderada, forma-se um ciclo de bases, caracterizando o fenémeno de ciclagem. Neste
caso, se nenhuma regra anti-ciclagem for empregada, o método nao converge. Algumas
regras anti-ciclagem estao propostas na literatura, como a regra de Bland e a regra
lexicografica (Dantzig e Thapa, 1997), que garantem a convergéncia tedrica do método.
Entretanto, estas regras tém importancia apenas teodrica, pois sao computacionalmente
ineficientes. Na pratica, sao utilizados métodos heuristicos, como a perturbacgao do vetor
independente e a expansao de limitantes (Gill et al., 1989; Bixby, 2002), que também
ajudam a evitar a estagnacao.

3.2 Pré-processamento

Problemas de otimizacao linear de grande porte sao geralmente modelados utilizando-
se alguma interface grafica de modelagem, que permita transformar o modelo gerado
em um arquivo contendo os dados do problema. Na maioria das vezes, estes modelos
possuem certas redundancias ou caracteristicas que podem acarretar comportamentos
indesejados durante a resolucao, como a instabilidade numeérica, e também podem fazer
com que o tempo computacional para a obten¢ao de uma solucao seja alto.

Por outro lado, os dados de entrada podem corresponder a um sub-problema definido
durante a resolucao de um problema mais complexo. Por exemplo, quando um método
de enumeracao implicita é utilizado na resolugao de um problema de otimizacao inteira
(Wolsey, 1998). Em particular, estes métodos tém como caracteristica a resolugao de
vérios problemas de otimizacao linear que se diferenciam pela introdugao de restrigoes.
Estas restri¢oes adicionais podem levar & infactibilidade do problema, a fixagao de certas
variaveis ou ainda a redefinicao de limitantes.

Sendo assim, antes de resolver um problema de otimizacao linear, deve-se tentar
efetuar certas operagoes sobre o modelo, de modo a obter uma formulacao equivalente
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para o problema, que permita uma resolu¢ao mais eficiente. Esta atividade recebe o
nome de pré-processamento. Os principais objetivos sao reduzir o tamanho do problema,
melhorar as caracteristicas numéricas e detectar se este é ilimitado ou infactivel, antes
de iniciar a resolu¢ao por um método tipo simplex. Apos a resolu¢ao do problema, as
alteragoes devem ser descartadas para que o resultado seja apresentado de acordo com
os dados de entrada.

De acordo com Maros (2003a), a realizac¢do de pré-processamento é muito importante
em softwares que implementam métodos tipo simplex. As técnicas aplicadas consistem
de uma série de testes e operagoes simples envolvendo a anélise e o ajuste de limitantes,
a remocao de restrigoes formadas por uma tnica variavel, a substituicao de variaveis
fixas, entre outros. Outras técnicas estdo propostas na literatura (Fourer e Gay, 1993;
Mészéaros e Suhl, 2003) e podem ser combinadas para a construgao de um algoritmo de
pré-processamento. Quanto mais técnicas sao empregadas, maior o tempo computacional
demandado e, assim, deve-se buscar um equilibrio entre o tempo para a realizacao do
pré-processamento e os beneficios proporcionados.

3.3 Inicializacao

Para a resolugao de um PL utilizando-se um método tipo simplex, uma base inicial
factivel deve ser conhecida a priore. A obtencao de uma base factivel é chamada de
Inicializacao. O primeiro passo consiste em definir uma base inicial, factivel ou nao,
utilizando-se um procedimento para a selecao de colunas que irao compor a matriz
bésica inicial.

O desempenho de métodos tipo simplex é bastante dependente da base inicial es-
colhida. Apesar disso, poucos trabalhos na literatura tratam da construcao de bases
iniciais de alta qualidade. Este fato foi observado por Gould e Reid (1989) e continua
sendo realidade. Além disso, os softwares de otimizagao linear mais utilizados possuem
procedimentos proprios para a constru¢ao de uma base inicial, que utilizam abordagens
distintas.

Uma base inicial deve ser formada buscando-se certas caracteristicas como a proximi-
dade a uma base 6tima, nao-degeneracao, baixo custo computacional para construgao,
matriz bésica esparsa e bem-condicionada. Uma base inicial que satisfaca a todas essas
caracteristicas é de alta qualidade. Entretanto, na maioria das vezes, essas caracteris-
ticas sao conflitantes, tornando dificil a construgao de uma base de alta qualidade. Os
procedimentos propostos na literatura se diferenciam de acordo com qual caracteristica
é priorizada.

A maneira mais simples para a construcao de uma base inicial é dada pelas bases uni-
tarias. A construcao destas bases corresponde a selecao de todas as variaveis logicas do
problema, recorrendo-se a variaveis artificiais quando necessario. Computacionalmente,
esta abordagem faz com que as primeiras iteragoes sejam rapidas e numericamente pre-
cisas e o esforco computacional necessario para a construi-las é irrelevante.

Quando uma base unitaria é composta apenas por variaveis artificiais, ela recebe o
nome de base artificial. Além de aumentar o niimero de variaveis do problema, essa base
resulta em um maior niimero de iteracoes de um método tipo simplex, por nao possuir
relacao com uma base 6tima do problema. Considerando que a matriz de coeficientes do
problema tenha posto completo, nenhuma variavel artificial permanecera na base 6tima
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e, portanto, todas deverao ser removidas da base, sendo necessaria uma iteracao para
cada remocao.

Uma maneira mais inteligente de se construir uma base unitaria ¢ aproveitando-se as
colunas logicas da matriz de coeficientes. A base [dgica possui as mesmas vantagens da
base artificial porém amenizando as desvantagens envolvendo o aumento da dimensao
do problema e a relagao com uma base 6tima. Se o problema nao possui variaveis
logicas suficientes para se completar uma base logica, entao variaveis artificiais devem
ser adicionadas, dando origem a uma base [dgica-mista.

A inicializacao de métodos tipo simplex utilizando bases unitarias era uma escolha
padrao para as primeiras implementacgoes destes métodos. Entretanto, a experiéncia com
a resolucao de problemas de grande porte mostrou que a utilizagao de bases avancadas
resulta em um melhor desempenho, conforme descrito por Maros e Mitra (1996). Bases
avangadas sao bases iniciais contendo variaveis estruturais do problema. Em geral, tais
bases tém mais chance de estar proxima de uma base 6tima do que uma base unitéaria.

As bases iniciais utilizadas pelos softwares LPAKO (Lim e Park, 2002) e MOPS (Suhl,
1994) sao bases avangadas triangulares que priorizam variaveis logicas e utilizam variaveis
estruturais para completar a base construida. Se diferenciam pela ordem em que as
colunas estruturais sao escolhidas para compor a matriz basica. Bixby (1992) apresenta
uma abordagem semelhante para a construgao de uma base avancada, denominada base
CPLEX, utilizada como base inicial padrao na versao 2.0 do software.

Bases crash sao bases iniciais avancadas cujo procedimento de construcao ¢ base-
ado na técnica crash, apresentada por Carstens (1968). A matriz basica associada é
triangular e, assim, nao ocorre preenchimento (fill-in) na representacao de sua inversa,
como observado por Maros (2003a). Os softwares CPLEX (ILOG) e FortMP (OptiRisk)
sao exemplos de implementagoes eficientes de métodos tipo simplex que utilizam bases
crash, conforme descrito por ILOG Inc. (2008) e Maros e Mitra (1996), respectivamente.

Gould e Reid (1989) propéem um procedimento para a construgdo de uma base
avangada cuja matriz ¢ triangular em blocos, denominado de algoritmo tearing. O
primeiro passo deste algoritmo é a reordenagao das colunas da matriz de coeficientes,
com o intuito de obter uma matriz triangular inferior em blocos. Em seguida, os blocos
definidos sao utilizados para decompor o problema em subproblemas densos que sao
entao resolvidos a fim de se identificar uma base inicial de alta qualidade.

Vale ressaltar que os procedimentos propostos na literatura para a construgao de
bases avancadas correspondem a procedimentos heuristicos, e nao garantem que a base
construida seja de alta qualidade. Entretanto, os resultados obtidos com a utilizagao
de bases avancadas sao superiores na resolucao de problemas de grande porte em geral.
Toda implementacao eficiente de métodos tipo simplex deve contar com estes procedi-
mentos para a obtencao de uma base inicial.

O segundo passo na Inicializa¢ao de um método tipo simplex é verificar a factibilidade
da base construida. Caso esta seja factivel, entao a resolucao do problema pode ser
iniciada. Caso contrério, dois caminhos sao possiveis:

e utiliza-se uma técnica de duas fases, caracterizada pela existéncia de uma fase
inicial bem determinada, denominada Fase-I. Nesta fase, um problema auxiliar é
resolvido e uma solugao béasica factivel para o problema original é obtida. Em
uma segunda etapa, denominada Fase-1I, o método simplex ¢ iniciado com a base
factivel obtida na Fase-I;
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e utiliza-se uma técnica de fase unica, caracterizada pela adigao de termos a fungao
objetivo do problema original, que agem como penalizadores de soluc¢oes infactiveis.
Com isso, a resolucao do problema modificado é iniciada sem que se conheca uma
base factivel. A factibilidade da solugao é obtida enquanto se busca, ao mesmo
tempo, uma solugao 6tima do problema.

Em certas técnicas de duas fases, o problema auxiliar definido corresponde a um PL
com uma solugao béasica factivel conhecida e, assim, um método tipo simplex pode ser
utilizado na Fase-I. Na pratica, a utilizacao de problemas auxiliares cuja fungao objetivo
é linear por partes resultam em abordagens mais eficientes. Neste contexto, Orchard-
Hays (1968) apresenta um método para a Fase-1 que se baseia na estratégia de métodos
tipo simplex e busca a reducao da infactibilidade a cada iteracao. No método proposto,
o autor redefine a escolha de variaveis que devem entrar e sair da base, considerando a
linearidade por partes da fungao objetivo. Maros (1986) propoe uma melhoria para este
método que consiste na analise de pontos de nao-diferenciacao da funcao objetivo. O
progresso realizado em uma tUnica iteragao do método proposto pode corresponder ao
progresso de vérias iteragoes do método de Orchard-Hays (1968).

Uma técnica de fase tinica bastante conhecida é chamada de M-grande, caracterizada
pela penalizacao de variaveis artificiais utilizando um escalar M, suficientemente grande
para garantir a factibilidade do problema (Bazaraa et al., 1990). Conforme retratado na
literatura, a escolha de um valor numérico para M é bastante critica para a eficiéncia
desta técnica, podendo resultar em um nimero elevado de iteracoes, na instabilidade
numeérica e até mesmo na obtencao de uma solugao que seja infactivel para o problema
original. Buscando evitar estas caracteristicas, Munari e Arenales (2008) propoem o
método M-grande implicito, no qual nao se atribui um valor numérico para M. Para isso,
M ¢é considerado implicitamente nos calculos, como sendo um parametro suficientemente
grande. Com esta modificagao, os autores mostram que é possivel evitar as desvantagens
envolvendo o método M-grande.

3.4 Estratégias de pricing

A operacao de pricing é um assunto em constante pesquisa na area de otimizacao li-
near. Conforme apresentado, esta operacao consiste em, a cada iteracao, selecionar um
indice j € N tal que s; viole as condi¢oes de otimalidade. Em geral, existe uma grande
liberdade na escolha deste indice, resultando em diferentes estratégias de pricing. Con-
ceitualmente, a melhor estratégia é dada por aquela que proporcione o menor tempo
computacional possivel para a resolucao do problema. Entretanto, obter essa informa-
¢ao é inviavel e as estratégias utilizadas sao técnicas heuristicas que buscam a reducao
do tempo computacional.

Um pricing é dito normalizado quando os custos reduzidos calculados sao normali-
zados para evitar que a escala da matriz de coeficientes influencie na comparagao dos
termos. Nesta categoria, as estratégias mais conhecidas sao a DEVEX, proposta por
Harris (1973), e a Steepest Edge, proposta por Forrest e Goldfarb (1992). Estas estraté-
gias sao fundamentais para se garantir a eficiéncia de métodos tipo simplex, de acordo
com Maros (2003a). Bixby (2002) ressalta que a estratégia de Forrest e Goldfarb (1992)
¢é responsavel pelo sucesso das implementagoes do método dual simplex. Essa afirmacao
é comprovada nos resultados apresentados por Koberstein (2008).
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Quando todos os indices nao-béasicos sao considerados para se verificar a violagao das
condicoes de otimalidade, o pricing é chamado de completo. Se apenas um subconjunto
de NV é considerado, tem-se um pricing parcial. O pricing seccional é um tipo de pricing
parcial que explora a estrutura do problema. Muitos problemas possuem uma estrutura
que é caracterizada pela presenca de se¢oes ou clusters de varidveis. Em casos assim,
a estratégia de pricing pode operar de maneira mais eficiente escolhendo candidatos de
diferentes segbes. Estas técnicas sdo descritas de forma detalhada por Maros (2003b).
Neste mesmo trabalho, o autor propoe uma estratégia geral de pricing, que busca escolher
a melhor técnica a ser aplicada durante a resolucao do problema.
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Capitulo 4

Estruturas de dados

Uma questao fundamental na implementagao de um método numérico é a maneira como
sao representados e manipulados os dados de entrada e aqueles gerados durante a re-
solugdo do problema. As estruturas de dados precisam ser cuidadosamente projetadas
considerando-se certas caracteristicas dos dados, os tipos de operacoes realizadas e a

forma de acesso a estes dados. O objetivo deste capitulo é apresentar as principais
estruturas de dados utilizadas na implementacao eficiente de métodos tipo simplex.

Uma caracteristica importante em um PL real de grande porte é a esparsidade. Em
geral, os dados do problema sao descritos por matrizes e vetores esparsos, isto é, apenas
uma pequena porcentagem de seus elementos sao nao-nulos. Na pratica, conforme citado
por Maros (2003a), existem em torno de 5 a 10 elementos nao-nulos, em média, em cada
coluna da matriz de coeficientes, independentemente do tamanho do problema. Apenas
esses elementos precisam ser armazenados, fazendo com que a esparsidade seja vista
como a principal caracteristica em problemas de grande porte, podendo viabilizar a
representacao e a resolucao computacional desta classe de problemas. As estruturas de
dados para a representacao de vetores e matrizes esparsos de um PL sao descritas nas
Segoes 4.1 e 4.2.

Além da representagao de matrizes e vetores, estruturas de dados eficientes também
sao necessarias para a representacao de dados internos utilizados durante a resolucao
do problema. Estes dados sao responséaveis pelas mais variadas informacoes como os
indices de variaveis basicas, o tipo de cada varidvel do problema, o ntimero de elementos
nao-nulos em uma dada linha da matriz béasica, entre outros.

Como conseqiiéncia, diversas estruturas de dados precisam ser utilizadas, entre elas
listas encadeadas simples, listas duplamente encadeadas, pilhas e heaps. A descricao
dessas estruturas é extensa e pode ser encontrada em livros de estruturas de dados,
como Aho et al. (1983). O emprego de cada estrutura depende das caracteristicas da
informagao a ser representada e como essa informagao é produzida, utilizada e descar-
tada. Por exemplo, os procedimentos para a obtencao de uma representacao eficiente
para a matriz bésica necessitam que contadores de elementos nao-nulos em cada coluna
e cada linha da matriz sejam mantidos. Em implementacoes eficientes, sao utilizadas
listas duplamente encadeadas para a representacao desta informagao. Maros (2003a)
apresenta este tipo de estrutura de forma especifica para o contexto descrito.
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4.1 Vetores esparsos

Seja a um vetor n-dimensional esparso. Computacionalmente, é possivel representé-lo
de maneira explicita por meio de um arranjo unidimensional de n posi¢oes, em que cada
elemento «; é armazenado na i-iésima posicao deste arranjo. Esta forma de representacao
¢ chamada de densa pois armazena cada elemento do vetor, nulo ou nao, deixando de
explorar a esparsidade de . A vantagem é que um elemento arbitrario pode ser acessado
de forma direta no arranjo, facilitando a utilizagao e a alteracao dos valores do arranjo.
Considere o vetor esparso & com 10 elementos, sendo &y = —3, @y = 1.1 e ag = 6 0s
tnicos elementos nao-nulos. Na Figura 4.1, tem-se a representacao densa deste vetor.

—_
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o)}

7 8 10
valor: | 0 -3 0 0 0 0 1.1 6 0 0

=)

Figura 4.1: Representacao densa do vetor .

Além do desperdicio de memoria devido ao armazenamento de elementos nulos, a
representacao densa faz com que os célculos com o arranjo envolvam operacoes aritméti-
cas desnecessérias, ocasionadas pelos elementos nulos. A representacao indexada busca
evitar estas operacoes, utilizando um arranjo adicional para o armazenamento dos indi-
ces de elementos nao-nulos. Neste caso, o nimero de elementos nao-nulos nnz precisa
ser armazenado, para indicar o nimero de posicoes validas neste segundo arranjo.

O vetor & é dado na Figura 4.2 de acordo com a representagao indexada. Ao se
realizar um calculo, basta acessar o arranjo indice e obter as posi¢oes de elementos nao-
nulos do arranjo valor. Observe que foi mantido um espaco livre adicional, denotado
em cinza na figura, para armazenar o indice de novos elementos nao-nulos que possam
vir a ser criados. Caso nao exista exista esta possibilidade, o espaco adicional pode ser
descartado.

indice:| 2 7 8
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valor: 0 3 0 0 0 0 1.1 6 0 0

Figura 4.2: Representacao indexada do vetor &.

Uma outra maneira de representar um vetor esparso, chamada de representacao
compacta, consiste em armazenar apenas os elementos nao-nulos em um arranjo. Como
na representacao indexada, um segundo arranjo deve ser usado para o armazenamento
dos indices de cada um destes elementos e o niimero de elementos nao-nulos nnz deve
ser armazenado. Na Figura 4.3, é mostrada a representacao compacta do vetor &.
Note a presenga de espacgos adicionais livres em ambos os arranjos, denotados em cinza,
utilizados para o armazenamento de novos elementos nao-nulos que possam vir a ser
criados durante os calculos.

A representacao compacta evita o desperdicio de memoria, porém os calculos envol-
vendo dois ou mais vetores nesta representacao se tornam mais complexos. Em casos
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indice:| 2 7 8

valor:| -3 1.1 6

Figura 4.3: Representacao compacta do vetor a.

assim, pode-se expandir um dos arranjos, isto €, copiar seus elementos para um arranjo
com capacidade para armazena-los juntamente com os elementos nulos. Esta operacao
é equivalente a converter a representacao compacta para a indexada. Os calculos sao
realizados considerando a representacao indexada e, ao final, é necessario compactar o
arranjo criado, ou seja, converter a representacao indexada para a compacta novamente.
Apesar de parecer computacionalmente cara, essa abordagem é bastante eficiente na
préatica.

4.2 Matrizes esparsas

A representacao de matrizes esparsas é semelhante a representagao de vetores. Cada co-
luna da matriz corresponde a um vetor esparso e, assim, pode ser armazenada utilizando
uma das representagoes da se¢ao anterior. Em problemas de grande porte, representar
as colunas de forma densa ou indexada é invidvel, pois os elementos nao-nulos também
sao armazenados no arranjo. Assim, adota-se a representagao compacta das colunas,
resultando na representacao compacta por colunas da matriz.

Seja A uma matriz esparsa com m linhas, n colunas e nnz elementos reais nao-nulos.
A representacao compacta por colunas desta matriz utiliza quatro arranjos, conforme
ilustrado na Figura 4.4. O arranjo valor armazena de forma contigua os elementos nao-
nulos das colunas a;, j = 1,...,n. Para uma dada coluna a;, i;; corresponde ao indice
da linha de seu t-ésimo elemento armazenado. Para cada elemento no arranjo valor,
tem-se o indice de sua linha na mesma posi¢do do arranjo ind lin. Os dois arranjos
devem ter capacidade para, pelo menos, nnz elementos. A posigao inicial de uma dada
coluna a; nestes arranjos é armazenada na j-ésima posi¢do do arranjo ind_col. Nesta
mesma posi¢ao, porém no arranjo nc, tem-se o nimero de elementos nao-nulos da coluna.
Ambos devem ter n posigoes.

nc:| 2

j
ind_col: | 1 3 k . | nNZ
3

1 2 3 4 5 6 k k+1 k42 nnz
ind_Iin: i]] i]z iz] i23 i23 i24 ij] ijz i/3 in]
valor: a a, a; . | a,

Figura 4.4: Representagao compacta por colunas de uma matriz esparsa A.
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De forma semelhante, tem-se a representacao compacta por linhas da matriz A,
quando se adota a representacao compacta de suas linhas, ao invés de suas colunas.
Também sao necessarios quatro arranjos nesse caso, como ilustrado na Figura 4.5, porém
agora a disposi¢ao dos elementos é orientada por linhas. O inicio de cada linha A,
i=1,...,m, no arranjo valor é dada na i-ésima posigao de ind _lin e, na mesma posi¢ao
do arranjo nr tem-se o numero de elementos nao-nulos. Os elementos nao-nulos de uma
dada linha sao armazenados de forma contigua no arranjo valor e os indices de suas
respectivas colunas sao armazenados em ind _col, em posi¢oes equivalentes. O indice do
t-ésimo elemento armazenado da linha A; é denotado por j; na Figura 4.5.

12 i m
ind_lin: k nnz-1
nr.| 2 3 2] 2
| |
— | |
ﬁl 2 3 4 5 k k+1 nnz-1  nnz
ind_col:| jiy | jio | Jar | Joz | Jo3 | e | Jit | Ji2 | e | Jm | Jm2
valor: A, A, A; A,

Figura 4.5: Representagao compacta por linhas de uma matriz esparsa A.

A forma de acesso aos elementos da matriz é bastante critica para as representacoes
descritas. Na representacao compacta por colunas, os elementos de uma determinada
coluna da matriz sao facilmente acessados. Para isso, basta obter a posicao do primeiro
elemento em ind col e percorrer de forma seqiiencial o arranjo valor, de acordo com
o numero de elementos nao-nulos especificado em nc. Por outro lado, se o intuito for
acessar os elementos de uma determinada linha da matriz, deve-se percorrer todos os
nnz elementos de valor, uma operacao computacionalmente cara. De forma semelhante,
a representacao compacta por linhas favorece o acesso aos elementos de uma mesma
linha, enquanto o acesso aos elementos de uma coluna especifica é prejudicado.

Assim, a escolha de qual das representacoes descritas implementar depende de como
os dados sao utilizados. Por exemplo, no método primal simplex a matriz de coeficientes
de um PL a ser resolvido é, em geral, representada na forma compacta por colunas, pois
sao acessados os elementos de uma determinada coluna durante a resolugao. Algumas
implementagoes mantém as duas representacoes para a matriz de coeficientes, quando
possivel, ja que certas operacoes podem exigir o acesso aos elementos de uma mesma
linha.

Outro ponto a ser discutido é quanto & necessidade de atualizagao da matriz. Se
os elementos da matriz sao modificados ap6s a definicao de sua representacao e existir
a possibilidade de elementos nulos se tornarem nao-nulos, devem ser deixados espagos
livres nos arranjos para que estes novos elementos possam ser armazenados. Conside-
rando a representagao compacta por colunas, sao mantidas algumas posicoes livres nos
arranjos ind _lin e valor apds cada coluna e uma regido livre ao final destes vetores. Na
Figura 4.6, é ilustrada esta representagao, destacando-se as posicoes livres em cinza.
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1 2 J n
ind_col: | 1 6 | .. | kK | .. *
nc:| 2 3 1
| |
—¢—¢ l l regido livre
1 2 6 7 8 9 ko k+l k2 _ '
ind_lin: | iy | iz I | i3 | D3 | o4 i | ip | i3 In
valor: a; a a; a,

Figura 4.6: Representagao compacta por colunas mantendo-se posigoes livres.

Uma posigao livre na representacao compacta por colunas pode ser sinalizada definin-
do-a igual a —1 no arranjo ind_lin, ja que as posi¢oes ocupadas deste arranjo corres-
pondem a indices de colunas e, portanto, devem ter valor positivo. O objetivo da regiao
livre é o armazenamento dos novos elementos nao-nulos quando as posigoes livres apos
suas respectivas colunas ja estao todas ocupadas. Como os elementos de uma mesma
coluna devem ser armazenados de forma contigua, sempre que nao houver espaco livre
ap6s uma coluna, todos os seus elementos sao movidos para a regiao livre. Quando o
espago da regiao livre é excedido, deve-se realizar uma coleta de lixo (do inglés, gar-
bage collection) para a recuperagao de espagos perdidos (Suhl e Suhl, 1990). Toda essa
discussao é estendida de forma direta para a representacao compacta por linhas.
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Capitulo 5

Niacleo numérico

A resolucao computacional de um problema esté sujeita & introducao de erros. A fase
de modelagem, a escolha do método numérico a ser aplicado e a realizacao de calculos
em uma aritmética de precisao finita sao origens de diferentes tipos de erros que podem
prejudicar a obtencao de um resultado correto.

Dado um problema real a ser resolvido, a primeira etapa é obter um modelo matemé-
tico que possa representé-lo. O modelo elaborado deve representar o problema original
da melhor maneira possivel, de modo que sua resolucao leve, de fato, a uma solugao
do problema real. Entretanto, a modelagem precisa simplificar certas caracteristicas do
problema real para que o modelo nao se torne complexo demais e inviabilize a sua re-
solucao. Em alguns casos, certos valores sao definidos de forma aproximada no modelo,
pois nao é possivel obté-los ou representa-los de forma exata. Além de simplificagoes na
etapa de modelagem, um modelo pode ser originado a partir da resolugao de outro pro-
blema, cuja solucao também esta sujeita a erros. As situagoes descritas podem resultar
na introducao de erros cuja origem é chamada de incerteza dos dados.

Finalizada a etapa de modelagem do problema, o proximo passo é resolvé-lo. A
escolha de um método numérico adequado é essencial. Deve-se conhecer as caracteristicas
do método e, principalmente, o modelo que sera resolvido, para decidir se o método é
aplicavel ou nao. Alguns métodos sao capazes de obter a solucao exata do modelo, a
menos de erros originados da pelo uso de aritmética de precisao finita. Outros obtém
a solucao por meio de aproximacoes, as quais dao origem a erros de truncamento. Os
métodos tipo simplex sao livres de erros de truncamento.

Os ntmeros sao representados em um computador por uma quantidade limitada de
digitos. Assim, os calculos sao realizados em uma aritmética de precisao finita e estao
sujeitos a introducao de erros de arredondamento. Em métodos estaveis estes erros nao
interferem de forma relevante na obtencao da solugao, pois vao se anulando durante
a resolucao do problema. Porém, quando os erros de arredondamento se acumulam
durante a resolucao, prejudicando o resultado final, tem-se a instabilidade numérica.

Em geral, os métodos tipo simplex sao sensiveis aos erros de arredondamento e
precisam que técnicas adequadas sejam utilizadas. A instabilidade numeérica pode ter
conseqiiéncias no resultado final, como a obtencao de uma solugao 6tima sem precisao
numérica e a constatacao de infactibilidade em um problema factivel, ou durante a
resolugao do problema, como a definigdo de uma base singular (ou quase-singular) e a
perda de factibilidade.
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O nicleo numérico de uma implementacao ¢ formado pelas técnicas que buscam
manter a estabilidade do método. Uma técnica essencial é a utilizacao de diferentes
tolerancias nas comparagoes de valores reais, conforme descrito na Secao 5.1. Na se-
¢ao 5.2, é apresentada uma modificacao para o teste da razao, cujo objetivo é manter
a estabilidade numérica do método selecionando-se os indices correspondentes a bons
pivos. A estabilidade nos calculos envolvendo a matriz basica, ou sua inversa, dependem
do ntimero de condi¢ao desta matriz. Assim, a mudanca de escala tem como objetivo
operacgoes simples sobre os dados do problema com o intuito de melhorar o condiciona-
mento das matrizes utilizadas. Este assunto é tratado na Secao 5.3. A parte principal
do ntucleo numérico é a técnica de representagao da matriz basica. Por levar a uma
discussao bastante extensa, este assunto é tratado a parte, no Capitulo 6.

5.1 Tolerincia numérica

Em um algoritmo, as decisoes tomadas sao baseadas em testes comparativos que envol-
vem os valores de variaveis definidos durante a execucao. Devido aos erros de arredonda-
mento, o valor atribuido a uma variavel apés um determinado céalculo pode corresponder
a um valor aproximado e este fato deve ser considerado em comparagoes. Por exemplo,
ao se utilizar um método numérico para a resolucao de uma determinada equacao nao-
linear h(x) = 0, ndo se deve esperar que a soluc¢ao obtida Z satisfaca a equacao de forma
exata. De fato, se a implementac¢ao do método se basear na comparacao de h(z) com
zero para considerar  uma solucao, nao ha convergéncia na grande maioria dos casos.
O que se pode esperar na pratica é que |h(Z)| < 0, sendo 0 um valor proximo de zero,
chamado de tolerdncia.

Conforme observado por Oliveira e Stewart (2006), mesmo quando uma variavel real
a recebe o valor de uma outra variavel real b, a comparacdo a = b pode ser falsa. Isto
ocorre pois as variaveis podem ser armazenadas em locais diferentes do computador, que
utilizam precisoes diferentes para representar uma variavel real.

Desta forma, comparac¢oes envolvendo variaveis com valores reais devem fazer o uso
de tolerancias. As comparagoes do tipo a = b devem ser implementadas como |a - b| < &
e, em geral, diferentes trechos do algoritmo podem adotar diferentes tolerancias. Isso
ocorre pois a tolerancia escolhida para a comparagao de algumas variaveis pode nao ser
adequada para a comparacao de outras devido & grandeza dos valores.

Em alguns casos, o uso da tolerancia deve considerar outros fatores além da expressao
de comparagao. Para ilustrar, considere o teste da razao do método primal simplex,
descrito no Capitulo 2, utilizado para o calculo do tamanho de passo em uma dada
iteracao. Para simplificar, suponha que s; < 0 e a nova solucao seja dada por x + ¢,d.
Assim, ¢, deve ser escolhido de modo a garantir a factibilidade das componentes basicas
da solugao primal, isto é,

lBi §1‘3i+€qd5’i SUB“ Zzl,,m (51)
Para isso, é preciso comparar cada componente com seus respectivos limitantes. Porém,
observe que a nova solugao corresponde a valores calculados que, provavelmente, contém

erros de arredondamento. Além disso, estes erros sao acumulados pois a nova solucao
¢ calculada a partir da solucao anterior. Logo, deve-se utilizar uma tolerancia 9, para
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testar a factibilidade da nova solugao, substituindo (5.1) por
lBi _5p Sl‘Bl. <|>€qu1. SUBi +5p, 1= 1,...,m.
Com isso, ¢, deve ser calculado como o min;{¢;}, tal que

(jB,- — lBi + (sp)/dlgi, se dBi >0e lBi > —00,
gi =< (g, —up, —6,)/dp,, sedp, <0eug, <oo, (5.2)
+00, caso contrario.

A implementacao computacional considerando esta expressao resulta em maior estabi-
lidade numeérica quando comparada & expressao (2.17). Em grande parte dos casos, o
método pode nao encontrar a solugao 6tima do problema se estas tolerancias sao igno-
radas.

Além da tolerancia de factibilidade, outras tolerancias precisam ser definidas em
métodos tipo simplex. Koberstein (2005) sugere a utilizac¢ao de seis tolerancias distintas,
descritas na Tabela 5.1. As trés primeiras tolerancias sao usadas em comparacoes no
pricing e no teste de razao. O valor absoluto do pivd selecionado pelo teste da razao nao
pode ser menor que um valor escolhido entre [1077,107°]. Uma variavel é considerada
igual a zero, quando seu valor absoluto for menor que 1072, A ultima tolerancia é
utilizada no célculo da representacao da matriz basica, para definir elementos muito
pequenos iguais a zero. De acordo com o autor, o uso de tolerancias é a técnica mais
importante para se manter a estabilidade numérica de um método tipo simplex.

Tolerancia  Utilizagao

107 Teste de factibilidade primal

107° Teste de factibilidade primal relativa
1077 Teste de factibilidade dual
[1077,107°] Valor do pivod

10712 Comparacao com zero

10~ Teste para anular elemento

Tabela 5.1: Tolerancias para métodos tipo simplex (Koberstein, 2005).

5.2 Teste da razao de Harris

O teste da razao é uma operagao bastante critica em um método tipo simplex. Além
de ser necesséria a utilizacao de uma tolerancia de factibilidade, conforme descrito, é
essencial que o pivd selecionado nao seja proximo de zero. Harris (1973) propoe uma
modificagao no teste da razao que utiliza a tolerancia de factibilidade para ajudar na
selecdo de um indice ¢ com grandes chances de proporcionar um bom pivd. A técnica é
resumida a seguir, no contexto do método primal simplex.

O teste da razao de Harris é realizado em duas fases. A primeira fase consiste em cal-
cular o tamanho de passo £ = min,;{e;} utilizando a tolerancia de factibilidade d,, assim
como em (5.2). Na fase seguinte, calcula-se novamente cada ¢; porém descartando-se a
tolerancia, isto é, usando a expressao (2.17). Dentre todos os indices i que satisfizerem
g; < &, deve-se escolher como ¢ o correspondente ao maior pivd em valor absoluto.
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Maros (2003a) cita que a proposta de Harris resulta em uma grande melhoria na
estabilidade numérica de um método tipo simplex. De acordo com o autor, toda imple-
mentacao eficiente e estavel de um método tipo simplex deve incluir este teste da razao,
ou algum outro semelhante.

5.3 Mudanca de escala

Os erros numéricos em operagoes envolvendo matrizes sao, em geral, dependentes do
condicionamento da matriz. De fato, o nimero de condi¢ao da matriz é utilizado no cal-
culo de um limitante superior para o erro da solugao obtida para um sistema linear. Em
sistemas lineares descritos por uma matriz bem-condicionada, o erro relativo é pequeno
e nao interfere na qualidade do resultado obtido. Entretanto, operagoes envolvendo ma-
trizes mal-condicionadas podem resultar em solugoes totalmente incorretas. A matriz de
um sistema linear pode ter suas linhas e colunas multiplicadas por constantes, ou escala-
res, com o intuito de melhorar o seu condicionamento. Esta técnica mantém inalterado
o conjunto de solugoes e recebe o nome de mudanc¢a de escala.

No contexto da otimizacao linear, a mudanca de escala consiste em se definir as
matrizes diagonais R = diag(ry,72,...,7n) € S = diag(sy, S2, ..., S,) € aplicé-las aos
dados do problema, obtendo-se:

minimizar  f(x) = ¢'x

sujeito a RASX = Rb (5.3)
1I<x<u
comX=S8"'x,c6=cS,1=S"1etn=S"'u Oselementos r1,7s,...,7m € 51,52, ..., 5,

recebem o nome de fatores de mudanca de escala. A matriz R é responsével pela
mudanga de escala das restricoes do problema, enquanto a matriz S realiza a mudanga
de escala das variaveis.

O principal objetivo na mudanga de escala de um problema é melhorar as proprie-
dades numéricas de sua formulagao. Com isso, a resolu¢ao numérica por meio de um
método tipo simplex pode se tornar mais estavel, evitando que erros de arredondamento
prejudiquem a qualidade da solucao final. A mudanca de escala também pode levar &
reducao do tempo computacional para a resolucao de um problema, como verificado no
Capitulo 7.

Maros e Mitra (1996) citam que a mudanga de escala da matriz de coeficientes faz
com que o intervalo de seus elementos seja reduzido. Além disso, as operagoes reali-
zadas resultam em um erro relativo muito pequeno e, assim, os elementos podem ser
considerados livres de erro numérico ap6s a mudanca de escala.

Tomlin (1975) faz um levantamento sobre os principais métodos de mudanga de
escala e apresenta os resultados obtidos pela utilizacao desta técnica em problemas de
otimizacao linear. De acordo com o autor, a mudanca de escala nao deve ser aplicada
a um problema bem formulado, podendo prejudicar sua resolucao. Porém, Benichou et
al. (1977) ressaltam que poucos problemas reais sdo bem formulados e, dessa maneira,
a implementacao de um método tipo simplex para a resolucao de problemas em geral
deve recorrer a mudanca de escala.

Os métodos apresentados por Tomlin (1975) sao classificados como “6timos” ou em-
piricos pelo autor. Nos métodos “6timos”, a obtencao dos fatores de mudanga de escala
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¢ feita por meio da resolugao de problemas de otimizagao nao-linear, criados a partir dos
coeficientes do problema original. Por exemplo, os fatores podem ser calculados de modo
que a variancia dos expoentes dos novos coeficientes seja a menor possivel. Conforme
mostrado pelo autor, apesar de ter um custo computacional relativamente alto, a mu-
danca de escala utilizando um método “6timo” nem sempre melhora o condicionamento
da matriz.

Em métodos empiricos, os fatores de mudanca de escala sao obtidos por meio de ope-
ragoes simples sobre os coeficientes do problema, sempre considerando uma tinica linha
ou coluna para se definir cada fator. Tomlin (1975) descreve trés métodos empiricos,
sendo eles:

e Método de equilibrio. Os fatores de mudanca de escala de linhas sao calculados
por r; = 1/ max;{|a;;|}, para i =1,...,m, e aplicados sobre cada linha da matriz.
Em seguida, os fatores de mudanca de escala de colunas sao calculados por s; =
1/ max;{|a;;|}, para j = 1,...,n, e aplicados sobre cada coluna da matriz.

o Método de média aritmética. Sejam nr; o nimero de elementos nao-nulos na linha
¢ e nc; o namero de elementos nao-nulos na coluna j. Para cada linhat=1,...,m
da matriz de coeficientes, calcula-se o fator de mudanca de escala dado por r; =
1/(3_; laij|/nri), que ¢ aplicado sobre os elementos da linha. Em seguida, para
cada coluna j = 1,...,n, o fator de mudanca de escala ¢ calculado por s; =
1/(>_, laij|/nc;) e aplicado sobre os elementos da coluna.

e Método de média geométrica. Semelhante aos métodos anteriores, porém os fatores
de mudanga de escala sao calculados utilizando-se a média geométrica dos elemen-
tos, isto é, r; = 1/(max;{|a;|}. min;{|a;|})/% e s; = 1/(max;{|a;;|}. min;{|a;;|})*/?
parai=1,....mej=1,...,n.

Tomlin ainda ressalta que a combinagao dos métodos pode levar a resultados ainda
melhores. Baseado em seus testes, o autor recomenda a mudanca de escala utilizando
o método de média geométrica seguido de equilibrio, pois essa combinacao se mostrou
superior as demais. De fato, esta observacao é constatada no Capitulo 7.

Benichou et al. (1977) apresenta um método de mudanga de escala bastante eficiente
baseado na combinacao dos métodos empiricos propostos por Tomlin. Este método
consiste na aplicacao iterativa do método de média geométrica, utilizando como teste de
parada a variancia dos nnz elementos nao-nulos da matriz, dada por

(Sylal)

b
- Qb — -~ 7
nnz K nnz ’

verificada apds cada mudanca de escala pelo método de média geométrica. O método é
finalizado se a variancia calculada for menor que um determinado parametro, sugerido
como 10 pelos autores, ou se 4 iteracoes foram executadas.

Observe que o método de equilibrio consiste em normalizar as linhas e colunas da
matriz considerando a norma infinito. A partir desta idéia, pode-se definir outros dois
métodos:
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e Método de norma-1. Os fatores de mudanga de escala de linhas r; = 1/3 " |aj;|
sao aplicados sobre cada linha da matriz. Em seguida, os fatores de mudanca de
escala de colunas s; = 1/ ). |a;;|, sdo aplicados sobre cada coluna da matriz.

e Método de norma-2. Equivalente ao anterior, porém utilizando os fatores de mu-
danga de escala r; = 1//>".af; e s; = 1/4/3, ai;.

Apesar destes dois métodos nao terem sido encontrados na literatura, apresentam bons
resultados, como mostrado no Capitulo 7.

A mudanca de escala é utilizada na grande maioria de implementagoes eficientes de
métodos tipo simplex. Por exemplo, Kim et al. (2003) citam que o software LPAKO (Lim
e Park, 2002) utiliza a mudanga de escala por média geométrica seguida de equilibrio
e que, de acordo com os testes realizados, essa combinacao resultou em uma melhor
estabilidade numérica e na reducao de cerca de 20% no tempo computacional para a
resolu¢ao de problemas. Conforme descrito por Suhl (1994), o software MOPS utiliza
um método de mudanca de escala iterativo, semelhante ao proposto por Benichou et al.
(1977). Bixby (1992) relata que a versao 2.0 do software CPLEX utiliza como padrao
o método de equilibrio e que nao permite a resolucao de um problema sem mudanca de
escala.

A utilizacao de métodos “6timos” nao foi observada em trabalhos da literatura des-
crevendo implementacoes eficientes de métodos tipo simplex. A razao disto esté possi-
velmente no fato de que tais métodos apresentam resultados semelhantes aos métodos
empiricos, porém possuem maior custo computacional para a obtencao dos fatores de
mudanca de escala. Além disso, apesar do nome atribuido, estes métodos sao heuristicas
e também podem levar a resultados insatisfatorios como apresentado por Tomlin (1975).

Antes de finalizar esta secao, seguem algumas consideracoes a respeito da implemen-
tagao computacional. A mudancga de escala da matriz de coeficientes é realizada apenas
sobre a submatriz Ag, sendo & o conjunto de indices de variaveis estruturais. Isto é
feito pois as colunas logicas e artificiais sao tratadas implicitamente e seus coeficientes
sdo numericamente favoraveis (iguais a 1 em valor absoluto). Os fatores de mudanca
de escala podem ser armazenados em dois arranjos unidimensionais, um com m posi-
¢oes para os fatores de mudanca de escala de linhas e o outro com n, para os fatores
de colunas. A rigor, um fator nao é armazenado na forma de razao. Ao invés disso,
armazena-se o denominador da razao que o define. Por exemplo, na mudanca de escala
por equilibrio, armazena-se o maior elemento em valor absoluto da linha e a mudanca
de escala ¢é feita dividindo-se cada elemento da linha por esse valor. O armazenamento
dos fatores ap6s a mudanca de escala se faz necessario pois eles sao utilizados apos a
resolucao do problema, ja que a mudanca de escala de colunas altera as variaveis do
problema, as quais devem ser recuperadas no final.
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Capitulo 6

Representacao da matriz basica

Em um método tipo simplex, as principais operagoes de uma iteracao consistem em
calcular os produtos do tipo o = B7!'v e a’ = v"B~! ou, de forma equivalente, em
resolver os sistemas lineares da forma Ba = v e BTa = v. Como estas operacoes sao
realizadas mais de uma vez por iteracao, é essencial se manter uma representacao da
matriz basica, ou de sua inversa, capaz de contribuir com a eficiéncia e a estabilidade
numérica do método.

Uma representagao “ingénua” seria calcular e armazenar de forma explicita a inversa
da matriz bésica. Apesar de conceitualmente simples e correta, esta técnica se torna
computacionalmente inviavel na resolu¢ao de problemas de grande porte. De fato, to-
dos os elementos de B! sao armazenados, independente de serem nulos ou nao, e a
quantidade de memoria utilizada depende das dimensoes do problema e nao do ntimero
de elementos nao-nulos. Tem-se também que o preenchimento, o nimero de elementos
nao-nulos criados, ¢ muito grande na representacao explicita da inversa. Isto faz com
que mais operagoes aritméticas sejam realizadas, acarretando na elevagao do tempo com-
putacional. Como os elementos criados correspondem ao resultado de calculos em uma
aritmética de precisao finita, pode ocorrer a instabilidade numérica do método. Logo,
esta técnica é impraticavel e deve-se procurar maneiras mais eficientes de representagcao.

Técnicas para a representagao da matriz basica, ou de sua inversa, sao essenciais na
implementagao eficiente e estavel de métodos tipo simplex. Por ser uma submatriz da
matriz de coeficientes, tem-se que B ¢é esparsa e, assim, uma estrutura de dados capaz de
explorar esta caracteristica deve ser utilizada. A técnica escolhida deve levar em conta a
esparsidade e a estabilidade numeérica da representacao, e o tempo computacional para
obté-la e atualiza-la deve ser o menor possivel.

Atualmente, a técnica de representacao mais eficiente em métodos tipo simplex é a
decomposi¢ao LU e sua atualizagdo conforme propostas por Suhl e Suhl (1990, 1993),
denotada aqui por SSLU. A descricao completa da técnica SSLU é dada na Sec¢ao 6.2.
Esta proposta é reconhecida como o estado-da-arte na resolugao de problemas de grande
porte, por trabalhos relevantes da literatura (Bixby, 2002; Maros, 2003a).

Uma alternativa para a SSLU é a técnica conhecida como Forma Produto da Inversa
(FPI), proposta por Dantzig e Orchard-Hays (1954). Em geral, a FPI produz uma
representacao menos esparsa e de menor estabilidade numeérica que a técnica proposta
por Suhl e Suhl. Por outro lado, sua implementacao é relativamente simples e pode ser
considerada como um primeiro passo na implementagao de uma técnica mais elaborada.
Os detalhes da FPI sao apresentados na Segao 6.1.
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6.1 Forma Produto da Inversa

A Forma Produto da Inversa (FPI) foi proposta por Dantzig e Orchard-Hays (1954) ao
observarem que, em uma troca de base, a inversa da nova matriz basica pode ser obtida
a partir da inversa da matriz bésica atual. Para isto, é necessario se pré-multiplicar a
inversa da matriz basica atual por uma matriz de transformacao elementar, conforme
descrito na seqiiéncia.

Uma matriz de transformagao elementar é toda matriz que se diferencia da matriz
identidade de mesma ordem por uma tnica linha ou coluna nao-trivial. Seja E uma
matriz de transformagao elementar de ordem m, com uma coluna nao-trivial 7 na posic¢ao
q. Entao,

- " -

1 2

E=lee....n....,e, = h 77 , (6.1)
q

! Thm 1]
sendo e; a i-ésima coluna da matriz identidade de ordem m, 1 <7 < m. Note que devido
a sua estrutura, uma matriz de transformacao elementar pode ser bem representada de
forma compacta pelo par (n, q).

Seja B = [by,...,b,,] a matriz basica de uma dada iteragdo. Suponha que a va-
riavel nao-bésica x, tenha sido selecionada para substituir a g-ésima variavel basica.
Representando-se por B a matriz basica associada & nova base, tem-se

B = [bl,...,bq_l,ak,bq+1,...,bm] .

Como a; é um vetor m-dimensional, é possivel escrevé-lo como a combinagao linear das
colunas de B, isto é,

m
ag = Z@'bi = Bg.
i=1
Se B, # 0 entao b, pode ser isolado na expressao acima obtendo-se

1 ;
bq:—ak— g—
q

bi7
B

i7#q
que é a representacao de b, como combinacao linear das colunas de B. Definindo-se o

vetor .
& . ﬂq—l 1 ﬂq-i—l . 5m :|

n= _ﬁqwua ﬁq7ﬁq7 ﬁq)"‘? ﬁ_q

tem-se que b, = B7n. Desta forma, multiplicando-se a matriz bésica atual pela inversa
de B, resulta em

n—1 n-—1

B™B = [el,...,e;~1,B b, e1,.. .64
= [ela"'7eq717n7eq+1a"'7em]
= ]L‘7
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sendo E uma matriz de transformacao elementar cuja coluna nao-trivial ¢ dada por n.

Pela expressao obtida, _
B'=EB .

Logo, a inversa da nova matriz basica é obtida pela pré-multiplicacao da matriz basica
atual por uma matriz de transformacao elementar.

O fato de uma troca de base poder ser representada por uma matriz de transformacao
elementar permite a atualizacao da inversa da matriz basica, evitando-se inverter B a
cada troca de base. Considerando-se que a matriz bésica inicial é dada pela matriz
identidade de ordem m, tem-se que apds p trocas de base a inversa da matriz basica
corrente é dada pelo produto

B'=EZE, ... E. (6.2)

Por esta razao, a técnica recebe o nome de Forma Produto da Inversa. A partir desta
expressao, pode-se observar que a inversa da matriz béasica pode ser representada de
forma compacta, bastando-se armazenar a seguinte seqiiéncia de p pares elementares,
correspondentes as matrizes Eq, ... E,:

Mg, ..., ), (0" ). (6.3)

Os vetores 1 sao esparsos e podem ser armazenados utilizando-se a representagao
compacta, discutida no Capitulo 4. Assim, a estrutura de dados utilizada para o arma-
zenamento dos pares elementares é bastante semelhante aquela usada no armazenamento
de matrizes esparsas. Na Figura 6.1, tem-se uma ilustracao desta estrutura. Os indices
it; correspondem ao j-ésimo elemento armazenado do vetor n'. Note que o primeiro
elemento armazenado de cada vetor ;' é aquele de indice ¢!, isto ¢, i;; = ¢'. Desta
forma, evita-se a utilizagao de um vetor adicional para o armazenamento dos indices
correspondentes & posicao dos vetores em suas respectivas matrizes de transformacao
elementar.

1 2 p N N+l
eta: | 1 4 k

1 2 3 4 5 k k+1 k+2 NNZ
’ . 1 . . 2 . . .
indice: | ¢' | i | iz | ¢ | in & | i | in
valor: n' n’ n’

Figura 6.1: Estrutura de dados para o armazenamento dos pares elementares.

Ainda na Figura 6.1, observe que um espaco adicional livre, denotado em cinza,
¢ deixado para o armazenamento de novas matrizes de transformacao elementar, que
venham a ser criadas durante as trocas de base. O ntimero maximo de vetores é denotado
por N e os arranjos indice e valor tém capacidade para NNZ elementos nao-nulos. O
nimero de elementos nao-nulos em cada vetor ' é obtido pela diferenca entre sua posicao
inicial e a posicao inicial do vetor p'*!, armazenadas no arranjo eta. Por esta razao, este
arranjo deve ter capacidade para N + 1 posigoes.
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Como ja mencionado, uma nova matriz de transformagao elementar ¢ incluida na
representacao da matriz inversa a cada troca de base. Com isso, o espaco adicional
reservado para o armazenamento de novos pares (', ¢') pode ser excedido. Neste caso,
deve-se recorrer ao procedimento de inversao, que consiste em descartar a representagao
corrente e obter uma nova seqiiéncia de matrizes de transformagcao elementar. Conforme
mencionado por alguns autores, esta operagao corresponde a reinversao da matriz basica
e também pode ser utilizada quando detectada a instabilidade numérica nos célculos
de uma dada iteragao. A inicializagao de métodos tipo simplex também exige que se
recorra ao procedimento de inversao para se obter a representacao de matriz basica
inicial avangada. Na Se¢ao 6.1.2, o procedimento de inversao é descrito conceitualmente
e sao apresentados os algoritmos para a sua implementacao.

Os céalculos envolvendo a inversa da matriz basica utilizam as matrizes de transforma-
¢ao elementar que a representa e, assim, sao chamados de transformacoes. Dependendo
da ordem em que se utiliza as matrizes de transformacao elementar, a transformacao
pode ser progressiva ou regressiva, conforme apresentado na secao a seguir.

6.1.1 Transformacoes

Seja E uma matriz de transformacao elementar como descrita em (6.1). Dado um vetor
m-~dimensional v, o produto e = Ev é dado por

;= { v; + 1 Vq, se Z ;é q, (64)
NqVq, se 1= ¢,
parai = 1,...,m. Por esta expressao ¢ possivel ver que se v, = 0, entao o resultado deste

produto é dado por a = v. Verificar se esta condi¢ao é verdadeira antes de se iniciar o
calculo é importante e evita que operacoes desnecessarias sejam realizadas. Outro ponto
a ser ressaltado é que os indices de elementos nao-nulos em a correspondem aos indices
de elementos nao-nulos em v e 7, isto é, tem-se que a; # 0 quando 7; # 0 ou v; # 0, a
menos de cancelamento. Assim, o nimero de elementos nao-nulos em v pode ser muito
maior do que em «, dependendo do padrao de esparsidade de 7.

Considere a representacao da inversa de uma matriz basica por matrizes de transfor-
macao elementar conforme (6.2). Um produto do tipo &« = B™!w é calculado por

a=EE, .. Ev, (6.5)

iniciando-se com o célculo de @ = Ejv e prosseguindo-se com a = E;a, para j =
2,...,p. Cada um destes produtos é realizado de acordo com a expressao (6.4).

Devido a aplicacao das matrizes elementares ser em ordem crescente de seus indices,
o calculo em (6.5) recebe o nome de transformagao progressiva, ou FTRAN (do inglés,
Forward Transformation). A FTRAN é descrita no Algoritmo 2.

Uma matriz de transformacao elementar também pode ser utilizada em um produto

do tipo a’ = vTE. Neste caso, tem-se, parai = 1,...,m,
Vi, se i 7£ q,
m
¥ = anvj, sei=q. (6.6)
=1
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Algoritmo 2: FTRAN (FPI)
Entrada: Vetor v; seqiiéncia (n',q'),..., ("1, ¢"~ 1), (n”,¢") que representa B~1; p; 4.
Saida: a = B~ lw.

1 /* Inicializar o vetor o */

2 a=wv;

3

4 /* Pré-multiplicar @ por cada matriz de transformagdo elementar */
5 Para (i =1 até p, passo 1) faca

6 {

7 /* Obter o par (1, ¢') correspondente a matriz de transformacdo elementar E; */
8 (n,9) = (0", ¢");

9

10 /* Verificar se oy # 0 */

11 Se (Jag| > 9) entdo

12 {

13 aux = ag;

14 Para cada (n; #0, j =1,...,m) faga a; = a; + aux * n;;

15 Qg = aUX * 7)g;

16 }

17}

Neste produto, nao é possivel se beneficiar de uma componente nula, como em (6.4).
Por outro lado, observe que a tem, no maximo, um elemento nao-nulo a mais do que v,
independentemente do padrao de esparsidade de n.

A expressao (6.6) é utilizada repetidamente na transformagao de um vetor v pela
inversa da matriz béasica, quando representada por uma seqiiéncia de matrizes de trans-

formacao elementar. Tem-se que a’ = vT"B~! & dado pelo produto

o’ =v"E,E, ;... E, (6.7)

chamado de transformagao regressiva, ou BTRAN (do inglés, Backward Transforma-

tion), pois o primeiro produto a ser calculado ¢ a’ = vTE,, prosseguindo-se com

a’ = a’E;, para j =p—1,...,1. Um procedimento para o calculo da expressao (6.7)

¢ dado no Algoritmo 3.

6.1.2 Inversao

Dada uma matriz bésica formada pelas colunas descritas em B, o procedimento de
inversao consiste em transformaé-la na matriz identidade de mesma ordem, utilizando-se
um namero finito p < m de matrizes de transformacao elementar. Assim, considerando
de forma implicita eventuais permutacoes de linhas e colunas de B, o procedimento
obtém

I=EE,...EB. (6.8)

Logo, a inversa de B é dada pelo produto destas p matrizes de transformacao elementar,
conforme (6.2). Na pratica, ndo hé necessidade de se obter a matriz identidade de forma
explicita como em (6.8). A notagao ¢é utilizada apenas para a exposi¢ao didatica.
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Algoritmo 3: BTRAN (FPI)
Entrada: Vetor v; seqiiéncia (n',q'),..., ("1, ¢"~1), (9", ¢P) que representa B~!; p.
Saida: aT = vTB 1,

1 /* Inicializar o vetor a */

2 a=wv;

3

4 [* Pés-multiplicar o« por cada matriz de transformacdo elementar */
5 Para (i =p até 1, passo —1) faca

6

7 /* Obter o par (1, ¢') correspondente & matriz de transformagao elementar E; */
8 (n.q9) = (", q");

9 /* Calcular o elemento o */

10 soma = 0;

11 Para cada (n; # 0, j =1,...,m) faca soma = soma + «; * 1;;
12 Qq = soma;

13}

As matrizes elementares na expressao (6.8) sao obtidas em p passos de pivotamento.
Cada passo t consiste em escolher um elemento pivé by, # 0, que seré utilizado para
a transformacao da coluna by na coluna trivial e,. Diz-se que a coluna k foi pivotada
na posicao gq. Entao, a linha ¢ e a coluna k sao marcadas como pivotadas para que
seus elementos nao possam mais ser selecionados como pivos. A transformacao de by
é representada na forma matricial por uma matriz de transformacao elementar E; e
equivale a se pré-multiplicar B por E;. Com isto, as demais colunas de B que ainda nao
foram pivotadas também sao modificadas.

Na Figura 6.2, tem-se uma ilustragao da matriz basica durante o procedimento de
inversao, ap0s t passos de pivotamento. Para facilitar a exposi¢ao, considere que as
primeiras posi¢oes da matriz foram pivotadas. Desta forma, tem-se que suas colunas b,
a b, ja foram transformadas em colunas triviais. Quanto as demais colunas, indicadas
em cinza na figura, seus elementos podem ter sido modificados e, até mesmo, novos
elementos nao-nulos podem ter sido criados. A submatriz S é chamada de submatriz
ativa e corresponde aos elementos cujos indices ainda nao foram pivotados. Apenas
estes elementos podem ser selecionados como pivos nos proximos passos.

Figura 6.2: Matriz basica apos t passos de pivotamento.
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Apesar de uma matriz nao-singular ter uma inversa tnica, o0 mesmo nao é verdade
para a representacao de sua inversa como um produto de matrizes de transformacao ele-
mentar. Existe uma certa liberdade na escolha dos pivos e, com isso, diferentes matrizes
de transformacao elementar podem ser obtidas. Esta liberdade é fundamental para se
obter uma implementacao eficiente do procedimento de inversao, pois permite a explora-
¢ao de certas caracteristicas com o intuito de se reduzir o tempo computacional, garantir
a esparsidade das matrizes elementares geradas e manter a estabilidade numérica du-
rante os calculos. Estas caracteristicas podem ser analisadas em etapas, como discutido
na seqiiéncia. Antes de apresenta-las, sao definidos os conceitos iniciais necessarios, na
Secao a seguir.

Notacido e conceitos iniciais

A selegao de um elemento pivo by, deve ser sinalizada para que a linha de indice ¢ e a
coluna de indice £ nao sejam mais consideradas nos proximos passos. Esta sinalizagao
é feita pelos conjuntos Q de indices de linhas nao-pivotadas e K de indices de colunas
nao-pivotadas. Inicialmente, define-se @ = K = {1,2,...,m} e os indices sao removidos
de seus respectivos conjuntos conforme sao pivotados. Ao final do procedimento, deve-se
ter @ = K = @. Considerando estes conjuntos, a submatriz ativa S fica determinada
pelos elementos b;;, com ¢ € Q e j € K.

O numero de elementos nao-nulos em cada linha e coluna da submatriz ativa é utili-
zado na selegao de um pivo. Assim, sao definidos os seguintes contadores:

e nr;: numero de elementos nao-nulos na linha ¢ da submatriz ativa, i € Q,
e nc;: nimero de elementos nao-nulos na coluna j da submatriz ativa, j € K.

Os indices de linhas com o mesmo numero de elementos nao-nulos sao agrupados em
conjuntos, assim como os indices de colunas, conforme definido a seguir:

Ri={ieQ:nri=t} e C,={jeK:nc;=t}, parat=1,...,m. (6.9)

Um vetor para armazenar a permutacao de indices também é necessario. Como
uma coluna pode ser pivotada em uma posicao diferente da sua posicao em B, pode ser
necessaria uma reordenacao dos elementos deste conjunto para deixa-lo de acordo com a
representacao da matriz basica. Esta reordenacao ¢é feita de forma eficiente utilizando-se
o vetor de permutagoes 7, definido inicialmente por w = 0. Sempre que a coluna de
indice By, for pivotada na posi¢ao ¢, mantém-se o conjunto B inalterado e faz-se m; = q.
Obviamente, a coluna de indice B, nao podera ser pivotada na posicao ¢ e, assim, 7,
seréd modificado no momento oportuno. Ao final do procedimento, tem-se que a posi¢ao
correta de cada indice B; em B é dada por 7; e os elementos podem entao ser movidos.
A vantagem em se manter o vetor 7 desta maneira estd em postergar as permutacoes
para o final do procedimento de inversao.

Os conjuntos e contadores aqui definidos sao utilizados tanto para facilitar a descricao
do procedimento de inversao quanto para garantir a eficiéncia em sua implementacao.
Computacionalmente, eles podem ser representados por arranjos simples, exceto pelos
conjuntos descritos na expressao (6.9). Por exemplo, para o conjunto Q, pode-se utilizar
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um arranjo de m posigoes. Assim, a i-ésima posi¢ao do arranjo é definida igual a 1 se
1 € Q, caso contrario é definida igual a 0.

Uma estrutura de dados para a implementagao eficiente dos conjuntos R; e C;,
t=1,...,m, édada por listas estaticas duplamente encadeadas. Esta estrutura permite
incluir e remover de forma réapida os elementos destes conjuntos, operacoes realizadas
com bastante freqiiéncia durante os procedimentos descritos. Maros (2003a) descreve de
forma detalhada a estrutura e os algoritmos para manipulé-la.

Heuristicas de pivotamento

A utilizacao dos contadores nr; e nc; para a selecao de um pivo, tem o objetivo de
reduzir o preenchimento ocorrido durante o procedimento de inversao. Uma técnica de
selecao, eficiente quanto a esparsidade, consiste em selecionar o pivo by, que satisfaga o
critério de Markowitz, dado por:

(nry — 1)(nep — 1) = min{(nr; — 1)(nc; — 1) : b;; #0,i € Qe j € K}. (6.10)

2y

O resultado desta expressao ¢ um limitante superior para o preenchimento em um passo
do procedimento de inversao, ocasionado pela escolha do elemento by, como pivo. Entre-
tanto, o critério de Markowitz calcula apenas o preenchimento local (desconsiderando-se
eventuais cancelamentos). O termo preenchimento local é adotado pois a garantia da
maior esparsidade possivel da representacao final exige que um problema de programa-
¢ao dinamica seja resolvido, ja que a selecao de um pivo influencia nos proximos passos
e, portanto, nos preenchimentos posteriores. Entretanto, o tempo computacional para a
obtencao do menor preenchimento global é alto, tornando-o inviavel.

Na pratica, nem mesmo o critério (6.10) é usado exatamente como descrito, por dois
principais motivos. Em primeiro lugar, é necessario se calcular o produto (nr;—1)(nc;—1)
para cada elemento b;; # 0 da submatriz ativa, o que é computacionalmente caro, em
geral. Estes valores precisariam ser recalculados a cada passo devido a possivel criagao
de novos elementos nao-nulos. Desta forma, em implementacoes deste critério, o calculo
é feito para apenas uma parte dos elementos da submatriz ativa. Por exemplo, escolhe-
se os indices de algumas linhas com os menores valores de nr; e, para os elementos
destas linhas calcula-se o produto (nr; —1)(nc; — 1). O menor dos produtos indica qual
pivo deve ser selecionado. Apesar de nao ser um critério 6timo, a selecao restrita a
alguns elementos resulta em um tempo computacional muito menor, sem prejudicar a
esparsidade da representacao final de forma significativa.

Uma segunda desvantagem do critério (6.10) diz respeito a estabilidade numérica.
Se o valor absoluto do elemento by, que satisfaz o critério de Markowitz for pequeno em
relacao aos demais elementos da matriz, sua escolha pode levar a potencializacao de erros
numéricos e, logo, a instabilidade numérica das operacoes seguintes. Esta dificuldade
pode ser contornada utilizando-se um segundo critério para a selecao do pivo by, dado
por:

|bgr| > umax |bir|, (6.11)

chamado de critério de limiar (do inglés, threshold criterion), sendo u € [0, 1] a toleran-
cia de limiar. Este critério evita que elementos relativamente pequenos sejam escolhidos
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como pivo, tomando-se o maior elemento em moédulo da coluna k como pardametro. O
critério de limiar também pode considerar o maior elemento da linha ¢ como parametro:

|bgr| > umjax]bqj\. (6.12)

A combinacgao do critério de limiar com uma aproximacao do critério de Markowitz
resulta em uma heuristica de pivotamento que busca o equilibrio entre esparsidade e es-
tabilidade numérica na representagao final. Neste sentido, Suhl e Suhl (1990) propoem
um procedimento eficiente para a selecao de pivo, conforme descrito no Algoritmo 4.
Neste algoritmo, o critério de limiar ¢ utilizado nas linhas 17 e 33, seguido de uma com-
binagao com o critério de Markowitz. A fungdo maxz_b(l) representa o maior elemento
nao-nulo em modulo da coluna [, se a expressao (6.11) for utilizada, ou da linha [, se
for usada a expressdo (6.12). A decisdo de qual expressao utilizar é guiada pelo custo
computacional para se obter o maior elemento em linhas e colunas.

Descricdo do procedimento

O procedimento de inversao deve se basear no conjunto B de indices basicos. A represen-
tagado compacta por colunas, descrita no Capitulo 4, deve ser utilizada como estrutura
de dados para o armazenamento da submatriz ativa em memoria principal. A principio,
esta matriz é igual & matriz basica e apenas as colunas estruturais precisam ser armaze-
nadas. Como a submatriz ativa se modifica durante os calculos, é necessario se manter
espagos adicionais livres, conforme ilustrado na Figura 4.6. Ao final do procedimento,
a submatriz ativa deve ser eliminada. O armazenamento das matrizes de transformacao
elementar ¢é feito utilizando-se a estrutura de dados apresentada na Figura 6.1.

Considerando a discussao apresentada até o momento, o procedimento de inversao é
descrito na seqiiéncia, na forma de etapas. As etapas correspondem & anélise de certas
caracteristicas da matriz béasica que, quando identificadas, contribuem com a esparsi-
dade e estabilidade numérica da representacao final e resultam na reducao do tempo
computacional para a execuc¢ao do procedimento.

Etapa 1: Selecdo de pivos em colunas légicas

Uma primeira etapa é identificar as colunas logicas da matriz basica. Se existirem
indices de coluna logicas em B, entao estas colunas devem ser selecionadas antes das
demais por nao necessitarem de transformacao. De fato, as colunas légicas jé sao colunas
triviais e nenhuma matriz de transformacao elementar precisa ser definida. Logo, basta
que estas colunas sejam marcadas como pivotadas em suas posi¢oes triviais, isto €, a
coluna e; é pivotada na posicao i, independentemente de sua posicao em B. Com isso,
seré necessario menos do que m matrizes elementares para a representacao da inversa.
Os passos desta etapa sao resumidos no Algoritmo 5.

Apenas para facilitar a ilustracao da etapa 1, considere que todas as colunas logicas
da matriz bésica tenham sido identificadas e, utilizando-se permutacoes implicitas de
linhas e colunas, tenham sido pivotadas nas ultimas posi¢coes da matriz béasica. O resul-
tado, ao final da etapa, é dado na Figura 6.3.
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Algoritmo 4: Selecio de elemento pivé combinando-se esparsidade e estabilidade numérica.

Entrada: Matriz B; conjuntos Q e IC; contadores nr; e ncj, i € Qe j€ K;
conjuntos R e Cy, t = 1,...,m; tolerdncia u; r_max;
Saida: Par de indices ¢ € Q e k € K correspondente ao pivd by, selecionado.

1 /* Verificar se existem colunas ou linhas com apenas um elemento ndo-nulo */
2 Se (C # @) entdo selecione by, tal que k € C; e PARE;
3 Se (R1 # @) entdo selecione by, tal que ¢ € R e PARE;
4

5 /* Definir valores iniciais */

6 f=m?

7 r=0;

8

9 /* Percorrer os demais conjuntos */

10 Para (t =2 até m, passo 1) faca

1 {

12 /* Analisar as colunas com t elementos ndo-nulos */
13 Se (C; # @) entdo

14 Para cada (j € C;) faca

15 {

16 /* Selecionar um candidato a pivo */

17 nr; = ming{nr; : [b;| > w* max_b(j),l € Q};
18 Se ((nr; — 1) * (nc; — 1) < f) entdo

19 {

20 f=(nr; —1)*(nc; — 1);

21 bqk = bij;

22 Se (f < (t—1)?) entdo PARE;

23 }

24 r=r+1,

25 Se (r > r_max e f < m?) entdo PARE;

26 }

27

28 /* Analisar as linhas com t elementos n&o-nulos */
29 Se (R; # @) entdo

30 Para cada (i € R¢) faca

31 {

32 /* Selecionar um candidato a pivé */

33 ne; = min{nc : |by| > w*max_b(l),l € C};
34 Se ((nr; — 1) * (nc; — 1) < f) entdo

35 {

36 f=(nri—1)*(nc; — 1);

37 bqk = bij;

38 Se (f <tx*(t—1)) entdo PARE;

39 }

40 r=r+1;

a1 Se (r >r_max e f < m?) entdo PARE;

42 }

43}
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Algoritmo 5: Etapa 1 do procedimento de inversdo (FPI).
Entrada: Matriz B; conjuntos Q e KC; vetor de permutacdes 7.
Saida: Matriz B com as colunas légicas pivotadas em suas posicdes triviais.

1 Para cada (coluna légica by) faga
2 {

3 Defina ¢ tal que e, = by;

4

5 /* Definir um novo pivd */

6 Tk = 4,

7 Q=09\{q¢h

8 K=K\ {k};

o }

Figura 6.3: Matriz basica apés a permutacao de colunas logicas.

Etapa 2: Selecdo de pivés em linhas com um Gnico elemento n3o-nulo

Uma caracteristica importante da matriz béasica é que, devido a sua esparsidade,
grande parte de suas linhas e colunas possuem apenas um tnico elemento nao-nulo.
Identifica-las é essencial para a eficiéncia do procedimento de inversao.

Considere uma coluna by, & € K, cujo elemento b, satisfaga nr, =1, ¢ € Q. Se
t é o nimero de matrizes de transformacao elementar definidas até o momento, entao
a transformacao desta coluna em e, é feita utilizando-se a matriz elementar E;,,, cuja
g-ésima coluna ¢ dada pela coluna nao-trivial n‘*!, definida por

1/b set1=4¢q
t+1 __ qk 5 ,
= { —bix /by, caso contrario. (6.13)

para ¢ = 1,...,m. A pré-multiplicacao da matriz basica por E;;; modifica apenas a
coluna by, como pode ser observado na expressao (6.4), ja que as demais colunas da
submatriz ativa possuem o ¢-ésimo elemento nulo. Assim, tem-se que by = ap, na
expressao (6.13), para todo k selecionado durante esta etapa.

Para cada pivo by, selecionado, adiciona-se uma nova matriz de transformacao ele-
mentar & representacao, atualiza-se os conjuntos Q e K e define-se 7. Os contadores
nr; devem ser decrementados, para cada i € Q que satisfaga b, # 0. O Algoritmo 6
apresenta os passos desta segunda etapa. A atualiza¢ao dos contadores nr; (linha 17)
pode fazer com que o conjunto Ry, definido na expressdo (6.9), seja modificado a cada
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pivo selecionado. Assim, uma linha ¢ com nr; > 1 ao inicio da etapa, serd selecionada
caso nr; seja decrementado até 1.

Algoritmo 6: Etapa 2 do procedimento de inversdo (FPI).
Entrada: Matriz B; conjuntos Q, K e Rq; vetor de permutacdes 7.
Saida: Matriz B ap6s o pivotamento em linhas com um (nico elemento em S.

Para cada (¢ € R1) faca

{
/* Obter a posicdo do Gnico elemento ndo-nulo */
Defina & tal que by, # 0, k € K;

/* Definir um novo pivd */
T = (,

Q= 9\ {q};

K=K\ {k};

© 00 N o g b~ W N =

10

11 /* Definir a matriz de transformacgdo elementar */
12 n=0;

13 ng = 1/bgk;

14 Para cada (bjy #0, i=1,...,m, i +# q) faca

15 {

16 ni = —bik/bgk;

17 Se (i € Q) entdo nr; = nr; — 1;

18 }

19 Inclua o par (7, ¢) na representagdo da inversa;
20 }

Na Figura 6.4, ¢ ilustrada a matriz bésica apos a realizagao da etapa 2, considerando-
se permutagoes implicitas de linhas e colunas para facilitar a exposicao. Os elementos
da submatriz ativa permanecem inalterados apos a transformacao das colunas pivotadas
durante a etapa.

(a) (b)

Figura 6.4: (a) Permutacao de linhas contendo um tnico elemento nao-nulo na sub-
matriz ativa; (b) Transformagao das colunas na partigao R de (a).
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Etapa 3: Selecdo de pivos em colunas com um Gnico elemento nao-nulo

Colunas com um tnico elemento nao-nulo também devem ser identificadas. A etapa 3
consiste na selegao de pivos by, cujas colunas satisfacam nc, = 1, k € K. Diferentemente
da etapa anterior, realiza-se apenas a sinalizagao dos pivos selecionados. As matrizes de
transformacao elementar correspondentes sao criadas apenas no final do procedimento
de inversao, com o intuito de evitar a transformacao das demais colunas.

Conceitualmente, postergar a criacao destas matrizes é equivalente a permutar as
colunas com um tnico elemento nao-nulo para as ultimas posicoes da submatriz ativa,
de modo que os elementos que devem ser escolhidos como pivds fiquem sobre a diagonal
principal. O resultado desta permutacao é apresentado na Figura 6.5. Observe que se
os elementos de S sao selecionados como pivos antes que os elementos de C, entao as
matrizes de transformagcao elementar criadas nao modificam C. Apoés a transformacao
das colunas de S, as colunas de C podem ser transformadas sem influenciar nas demais.

C

Figura 6.5: Permutagao de colunas com um tnico elemento nao nulo.

A implementacao desta etapa exige a utilizacao de um buffer para o armazenamento
dos indices de colunas que precisam ser transformadas ao final do procedimento. A
leitura dos indices para a criagao das matrizes de transformacao elementar deve ser re-
alizada na ordem inversa do armazenamento. Considerando a discussao apresentada, a
etapa 3 é dada no Algoritmo 7.

Etapa 4: Selecao de piv6és no nicleo

Apos a realizacao das etapas anteriores, a submatriz ativa recebe o nome de nicleo.
Esta denominacao é utilizada por ser nesta submatriz que a inversao é realizada de fato.
A etapa 4 consiste em transformar as colunas de S em colunas triviais. Agora, as matrizes
de transformagcao elementar definidas modificam as demais colunas ainda nao pivotadas
e, assim, a selecao de pivo deve evitar o preenchimento. Para isto, sera usado o critério
de selegao descrito no Algoritmo 4, baseando-se na expressao (6.11) para a definigao da
fungao maz_b(l). Esta escolha é feita pois a submatriz ativa é armazenada na forma
compacta por colunas, e os maiores elementos em médulo podem ser armazenados nas
primeiras posi¢oes de suas colunas.

Suponha que by seja um elemento do nicleo, selecionado como pivo pelo Algoritmo
4. A transformagao de by em e, é dada pela pré-multiplicagao de B por uma matriz
de transformagao elementar E; 1, cuja coluna nao-trivial é definida na expressao (6.13).
Agora, tem-se que as demais colunas ainda nao pivotadas também sao transformadas
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Algoritmo 7: Etapa 3 do procedimento de inversdo (FPI).
Entrada: Matriz B; conjuntos Q, K e C1; contadores nc;; vetor de permuta¢des 7; buffer.
Saida: Matriz B apds a sinalizacdo de colunas com um dnico elemento em S.

1 Para cada (k € C;) faca

2 {

3 /* Obter a posi¢do do anico elemento ndo-nulo */

4 Defina ¢ tal que by, #0, ¢ € Q;

5

6 /* Definir um novo pivé */

7 Tk = 4,

8 Q=0\{q}

9 K=K\ {k};

10

11 /* Postergar a criagdo da matriz de transformacgao elementar */
12 Armazene o indice k em buffer;

13

14 /* Atualizar os contadores de elementos n3o-nulos */
15 Para cada (by; # 0, j € K) faga nc; = nej — 1,
16}

por E,, 1, caso tenham o ¢-ésimo elemento nao-nulo. Desta forma, diferentemente da
etapa 2, ¢ bem provavel que b, # ag,. Os contadores nr; e nc; devem ser atualizados
de acordo com os elementos nao-nulos da linha ¢ e coluna k. O Algoritmo 8 descreve a
quarta etapa.

Finalizacao

A etapa final consiste em verificar se todas as colunas descritas em B foram pivotadas.
Se Q = @, entao o procedimento de inversao obteve sucesso na definicao das matrizes de
transformacao elementar que representam a inversa da matriz basica. Resta agora criar
as matrizes cujos indices estao armazenados em buffer. Antes de finalizar o procedimento,
deve-se reordenar os indices em B, caso necessario, de acordo com o vetor de permutacgoes
7. A ordem correta de um indice alocado na posicao i de B é dada por ;.

Quando Q # @ tem-se que a inversao da matriz basica nao foi possivel e pode-
se concluir que o conjunto de indices B corresponde a uma matriz singular ou quase-
singular. Para evitar a falha do procedimento, podem ser atribuidas colunas logicas ou
artificiais e;, para cada indice ¢+ € Q, e atualizar-se o conjunto B de acordo com esta
redefinicao. Entretanto, isto pode fazer com que a nova solucao seja infactivel ou, entao,
resultar na piora do valor da fungao objetivo.

O procedimento de inversao é dado no Algoritmo 9, considerando cada uma das
etapas descritas. A realizacao destas etapas é extremamente importante para eficiéncia
do procedimento. Em geral, grande parte da matriz basica é composta por colunas
logicas e a existéncia de linhas e colunas com um tdnico elemento nao-nulo também é
significativa. O processamento das colunas conforme descrito, evita que transformacgoes
desnecessarias sejam realizadas, contribuindo com a esparsidade e com a estabilidade
numérica da representacao final. O critério de selegao de pivds apresentado no Algoritmo
4 também contribui de maneira significativa com este objetivo.
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Algoritmo 8: Etapa 4 do procedimento de inversdo (FPI).

Entrada: Matriz B; conjuntos Q e IC; vetor de permutagbes 7; contadores nr; e nc;.
Saida: Matriz B ap6s o pivotamento no nicleo.

Enquanto (Q # ©) faca

{
Selecione o pivd by, de acordo com o Algoritmo 4;
Se n3o foi possivel selecionar um pivé entdo PARE!

/* Definir um novo pivé */
T = (,

Q =09\ {q};

K=K\ {k};

11 /* Definir a matriz de transformagdo elementar */
12 n =0;

13 Ng = 1/bgk;

14 Para cada (b #0, i=1,...,m, i# q) faca

15 {

16 ni = —bik/bgk;

17 Se (i € Q) entdo nr; = nr; — 1;

18 }

19 Inclua o par (n, q) na representagdo da inversa;

20

21 /* Atualizar as demais colunas da submatriz ativa */

22 Para cada (by; # 0, j € K) faca
23 {

24 nc; = ne; — 1,

25 aux = by;;

26 Para cada (1, #0, 1 =1,...,m) faga
27 {

28 Se (b;; = 0) entdo

29 {

30 /* Preenchimento: um novo elemento ndo-nulo sera criado */
31 nc; = ne; + 1,

32 nr; =nr; + 1;

33 }

34 blj = blj + aux * ny;

35 }

36 bg; = aux * 1g;
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Algoritmo 9: Procedimento de invers3o da FPI.

Entrada: Conjunto de indices B.
Saida: Representacdo de B! por uma segiiéncia de matrizes de transformacio elementar.

1 /* Inicializagdo */

2 9=K={1,....,m};

3 S=B8B;

4 w=0;

5 buffer = o;

6

7 /* Selecionar as colunas légicas */

8 Algoritmo 5;

9

10 /* Definir os contadores de elementos ndo-nulos */

11 Para cada (i € Q) calcule nr; e defina o conjunto R;;
12 Para cada (j € K) calcule nc; e defina o conjunto Cj;
13

14 /* Realizar as demais etapas */

15 Algoritmo 6;

16 Algoritmo 7;

17 Algoritmo 8;

18

19 /* Verificar se a matriz basica é singular ou quase-singular */
20 Se (Q # @) entdo PARE;

21

22 /* Transformar as colunas em buffer */

23 Enquanto (buffer # &) faga

24 {

25 Defina k igual ao altimo indice em buffer;

26 /* Definir a matriz de transformagdo elementar */
27 n=0;

28 Mg = 1/bqk;

29 Para cada (bjy #0, i=1,...,m, i# q) faca n; = —bix/bgk;
30 Inclua o par (n, q) na representacdo da inversa;

31 Remova k do buffer;

2 }

33

34 /* Reordenar os indices em B */

35 Mova o indice B; para a posicdo 7j de B, j =1,...,m;
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6.2 Decomposicao e atualizacao LU

Dada uma matriz nao-singular B, a decomposicao LU consiste em representé-la como
um produto de duas matrizes triangulares L e U. A matriz U é triangular superior e a
matriz L é triangular inferior. Por convencao, todos os elementos na diagonal principal
de L devem ser iguais a 1.

O procedimento de obtencao destes fatores é equivalente & eliminagao de Gauss apli-
cada na resolucao de um sistema linear cuja matriz de coeficientes é dada por B. A
matriz U é exatamente a matriz triangular superior obtida ao final da eliminagao, en-
quanto a matriz L corresponde a representagao matricial das operagoes elementares
realizadas na transformacgao de B. Entretanto, a decomposicao LU apresenta uma van-
tagem pratica sobre a eliminacdo de Gauss. A resolugao de sistemas lineares distintos
mas com a mesma matriz de coeficientes é feita em menor complexidade computacional.
De fato, basta se decompor a matriz de coeficientes uma tnica vez e, para cada sistema
do tipo Ba = v, resolver LUa = v em dois passos:

(1) Resolva LB = v;

(i1) Resolva Ua = 3. (6.14)

A rigor, para que uma matriz nao-singular B arbitraria seja decomposta em fatores
triangulares L e U, pode ser necesséria a utilizacao de matrizes de permutacoes P e Q,
tais que,

PBQ = LU.

A matriz de permutacao P corresponde & permutacao de linhas, enquanto a permutacao
de colunas ¢ determinada pela matriz Q.

Na prética, ao invés de se permutar as linhas e colunas de B, realiza-se as permutacoes
sobre os fatores triangulares. Assim, as matrizes obtidas podem nao estar em uma forma
triangular explicita, isto é, pode ser necessaria a utilizagao das matrizes de permutagoes
para colocé-los na forma triangular. Denotando-se por L e U as matrizes tais que
B = LU, entao os fatores triangulares podem ser obtidos, fazendo-se:

L=PLP ' ¢ U=PUQ. (6.15)

Para diferenciar, L e U sdo chamados de fatores triangulares permutados. L ¢ uma
matriz triangular inferior permutada e U, uma matriz triangular superior permutada.

No contexto dos métodos tipo simplex, a decomposicao LU é utilizada para a repre-
sentacao da matriz basica. Com isto, reduz-se o custo computacional para a resolugao
dos sistemas lineares de uma dada iteracao, ja que envolvem a matriz basica. Entre-
tanto, apenas esta redugao nao justifica o seu uso, pois a matriz bésica é modificada a
cada troca de base e o custo para o calculo dos fatores triangulares para cada nova base
se torna impraticavel. O ponto principal que torna esta técnica vidvel na prética é a
atualizagao dos fatores a cada troca de base.

A representacgao da matriz basica pela decomposigao LU foi introduzida em métodos
tipo simplex por Markowitz. Entretanto, em sua proposta, o autor ainda utilizava a
FPI para a atualizacao da representacao a cada troca de base. Foram Bartels e Golub
(1969) os primeiros a proporem uma atualiza¢ao dos fatores triangulares descartando a
necessidade da FPI para representar as trocas de base. Apesar de proporcionar maior
estabilidade numeérica, o método proposto para a atualizagao era pouco eficiente. Anos
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depois, Forrest e Tomlin (1972) apresentaram uma abordagem eficiente para o procedi-
mento de atualizagao, cujos testes mostraram que, para problemas de grande porte, o
preenchimento era menor em comparacao a atualizacao pela FPI.

Atualmente, a técnica de maior eficiéncia para a representagao da matriz basica pela
decomposi¢ao LU e sua atualizagdo é a proposta por Suhl e Suhl (1990, 1993). Esta
técnica, aqui denominada SSLU, resulta em uma maior estabilidade numérica e menor
preenchimento com relacao a FPI, porém sua implementagao é mais trabalhosa. A téc-
nica SSLU é descrita nas se¢oes a seguir.

6.2.1 Decomposicao SSLU

A decomposicao SSLU consiste em transformar a matriz basica B em uma matriz tri-
angular superior permutada f], utilizando-se um namero p < m de matrizes de trans-
formacao elementar Ly, Ly, ... ,L,. O produto destas p matrizes é igual a uma matriz
triangular inferior permutada que corresponde & inversa da matriz L. Assim,

LL,,.. LLIB=L'B=U = B=LU. (6.16)

Os fatores triangulares L e U podem ser obtidos a partir dos fatores L e U como definido
na expressao (6.15), utilizando-se as matrizes de permutagdo P e Q. Para isto, as
matrizes de permutacao precisam ser definidas durante o procedimento de decomposicao
e mantidas apoés sua finalizagao. Elas sao importantes na resolucao dos sistemas lineares
envolvendo os fatores triangulares e na atualizacao da representacao a cada troca de
base.

Como a posicao das colunas basicas é definida por B, as permutacoes determinadas
por Q podem ser usadas para se reordenar os indices deste conjunto, ao final do procedi-
mento de decomposicao. Assim, Q pode ser descartada e apenas P precisa ser mantida.
De fato, multiplicando-se L'B = U a direita pela matriz QP, tem-se

L™'B(QP) = U(QP)
= P'UQ '(QP)
= P 'UP.

Redefinindo-se B := BQP e U= fJQP tem-se novamente L™'B = U mas, agora,
U =PUP L (6.17)

Assim, ao se utilizar as matrizes Q e P para a reordenacao das colunas da matriz
bésica e do fator U pode-se descartar Q. Apos esta reordenacao de U todo elemento
pivo passa a ficar sobre sua diagonal principal. Esta caracteristica é bastante favoravel
nas operacoes de transformacao e na atualizacdo da representacao, como apresentado
adiante. Diz-se que o fator triangular U ¢é obtido a partir de U por meio de permutacoes
simétricas, ja que P~ = PT.

A seguir, é descrito o procedimento para se realizar a decomposicao SSLU de uma
matriz bésica, partindo-se do conjunto de indices bésicos B. Este procedimento é seme-
lhante ao procedimento de inversao definido para a FPI. A notacao utilizada é a mesma
definida na Secao 6.1.2.
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Descricao do procedimento

Em geral, o procedimento de decomposicao é realizado em m — 1 passos caracterizados
pela selegao de um elemento pivod a cada passo. O pivo by, selecionado em um passo
t é utilizado para anular os demais elementos de sua coluna que estao na submatriz
ativa. Esta operacao é chamada de eliminacao. Conseqiientemente, todos os elementos
da submatriz ativa também sdo transformados. Cada elemento b;;, com i € Q\ {q} e

Jj € K\ {k}, é redefinido como:
b,
by — bi“bqj. (6.18)
qk
Pela expressao, pode-se ver que os elementos da coluna k da submatriz ativa sao anula-
dos, exceto o elemento pivo. Esta atualizacao pode ser representada na forma matricial

pela matriz de transformagao elementar L;, cuja coluna nao-trivial é dada por:

1, se i =q,
773 = _bik/bqk> se 1 € Q \ {Q}v (619)
0, caso contrario,
parai=1,...,m. A atualizacdo definida em (6.18) é equivalente a se pré-multiplicar a

matriz basica por L;. Ao final de m—1 passos, tem-se que a matriz bésica é transformada
em uma matriz triangular superior permutada, como indicado em (6.16).

Durante o procedimento de decomposicao, a matriz de permutagoes de linhas P é
representada pelo vetor p. O vetor 7r representa o produto QP, que corresponde a uma
matriz de permutacoes de colunas, conforme discutido no inicio da se¢ao. Ao se escolher
0 pivo by, no passo t, sinaliza-se que a coluna k foi pivotada na posigao ¢ por 7, = ¢q. A
linha ¢ pivotada deve corresponder & linha ¢ dos fatores triangulares e, assim, define-se
pqs = t. Estes vetores sao importantes pois permitem que os indices originais sejam
utilizados durante o procedimento de decomposic¢ao, evitando a tradugao de indices. Ao
final do procedimento, 7 deve ser utilizado para a reordenacao dos indices de B e apenas
p precisa ser mantido.

Computacionalmente, a matriz basica deve ser armazenada utilizando-se a represen-
tagdo compacta por linhas (veja o Capitulo 4) antes de se iniciar o procedimento. Como
seus elementos podem ser modificados durante a decomposicao, a estrutura deve manter
espagos livres adicionais, conforme ilustrado na Figura 4.6. Em uma dada iteracao do
procedimento, os elementos em linhas e colunas pivotadas compoem parte da matriz
fJ, enquanto os demais compoem a submatriz ativa. Ao final do procedimento, os ele-
mentos na estrutura representam a matriz U e, portanto, esta nao pode ser descartada.
Na Figura 6.6, tem-se a estrutura de dados descrita, considerando que o procedimento
de decomposicao foi finalizado. Note que as matrizes de transformacgao elementar sao
armazenadas na mesma estrutura, iniciando-se da tultima posicao.

Os procedimentos de decomposi¢ao e atualizagao SSLU e as operagoes de trans-
formacao (veja Sec¢ao 6.2.3) podem ser bastante eficientes quando a matriz basica (e,
conseqlientemente, a matriz fJ) ¢ também armazenada utilizando-se a representacao
compacta por colunas, conforme observado por Koberstein (2005). Apesar de parecer
redundante, esta abordagem permite que os elementos sejam acessados por linhas ou
colunas, evitando a realizacao de buscas. O autor ainda sugere que apontadores sejam
utilizados entre os elementos das duas estruturas, facilitando o acesso aos dados. O uso
adicional de memoria é justificado pela reducao do tempo computacional.
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Figura 6.6: Estrutura de dados para a decomposicao SSLU.

Para garantir a eficiéncia do procedimento de decomposicao é essencial dividi-lo em
etapas, as quais permitem explorar a esparsidade da matriz basica com o intuito de
proporcionar o menor preenchimento possivel, manter a estabilidade numérica dos cal-
culos e reduzir o tempo computacional para a execucao do procedimento. Estas etapas
sao descritas na seqiiéncia. Ao invés de um contador de iteracoes, a descricao é feita
baseando-se no contador nps que representa o niimero de pivos selecionados.

Etapa 1: Selecao de pivés em colunas légicas

Assim como no procedimento de inversao da FPI, a primeira etapa da decomposicao
SSLU consiste em pivotar as colunas logicas antes das demais colunas basicas. Para
isto, basta que estas colunas sejam identificadas e permutadas de acordo com os indices
do elemento pivd, sem a necessidade de transformagoes do tipo (6.18). Os passos desta
etapa sao apresentados no Algoritmo 10. Antes de inicié-lo, o valor do contador nps
deve ser definido igual a 0.

Algoritmo 10: Etapa 1 do procedimento de decomposicdo SSLU.
Entrada: Matriz B; conjuntos Q e K; vetores 7, p; contador nps.
Saida: Matriz B com todas as colunas légicas pivotadas.

Para cada (coluna légica by) faca

{

Defina ¢ tal que e, = by;

/* Definir um novo pivd */
nps = nps—+1;

Tk = 4,

Pq = Nps;

Q=0Q\{¢}

10 K=K\{k};

1}

© 00 N o g b~ W N =
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Etapa 2: Selecao de pivos em colunas com um Gnico elemento nao-nulo

Quando as colunas com um tnico elemento nao-nulo na submatriz ativa sao identi-
ficadas e pivotadas antes das demais colunas, evitam-se as atualizag¢oes do tipo (6.18).
Cada coluna identificada é pivotada na posicao correspondente ao seu tnico elemento
nao-nulo. As tunicas operagoes realizadas nesta etapa sao definir os vetores de permuta-
¢oes p e 7 de acordo com os indices dos pivos selecionados e atualizar os conjuntos Q e
IC que determinam a submatriz ativa. A definicao das permutagoes de linhas em p deve
considerar que cada pivo é atribuido a primeira posicao livre sobre a diagonal de U. Os
passos para a realizacao da etapa 2 sao descritos no Algoritmo 11.

Algoritmo 11: Etapa 2 do procedimento de decomposicdo SSLU.
Entrada: Matriz B; conjuntos Q, K e Cy; vetores &, p; contadores nc; e nps.
Saida: Matriz B apds o pivotamento em colunas com um Gnico elemento em S.

1 Para cada (k € C;) faca

2 |

3 /* Obter a posigdo do tnico elemento ndo-nulo */
4 Defina ¢ tal que by, #0, ¢ € Q;

5

6 /* Definir um novo pivé */

7 nps = nps+1;

8 T = ¢

9 pq = Nps;

0 Q=09\{q}

11 K=K\ {k};

12

13 /* Atualizar os contadores de elementos ndo-nulos */
14 Para cada (by; # 0, j € K) faga nc; = ncj — 1;
15}

Uma ilustragao de como deve ficar a matriz basica apés a realizacao da etapa 2 é
dada na Figura 6.7, considerando que as permutagoes de linhas e colunas foram aplicadas
para facilitar a exposi¢ao. Os elementos em U’ correspondem as posi¢oes pivotadas nas
etapas 1 e 2. A submatriz ativa S é reduzida sem que seus elementos sejam atualizados
e a decomposicao SSLU deve continuar sobre os elementos desta submatriz.

UI

Figura 6.7: Matriz basica permutada apods a realizacao da etapa 2.
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Etapa 3: Selecdo de pivos em linhas com um Gnico elemento n3o-nulo

Apos a realizacao da etapa 2, a selecao de pivos em linhas com um tnico elemento
nao-nulo na submatriz ativa, também evita a atualizacao das demais colunas desta
submatriz. Porém, neste caso, é necessaria a criacdo de uma matriz de transformacao
elementar que elimine os demais elementos da coluna pivotada que estao na submatriz
ativa. Como a linha pivotada tem um tnico elemento nao-nulo, a atualizacao envolve
apenas a coluna correspondente.

A etapa 3 é ilustrada na Figura 6.8, considerando que a matriz basica foi permutada
de acordo com os vetores de permutacoes definidos até o momento. Observe que esta
etapa consiste em identificar as colunas que formam um fator triangular inferior inicial
L/, cujos elementos sdo eliminados para a obtencao do fator triangular superior. Os
elementos do fator triangular inicial U’ e da submatriz ativa S nao sao modificados pela
eliminacao dos elementos em L/.

U’ U’

LI

(a) (b)

Figura 6.8: (a) Fatores triangulares iniciais definidos apenas com a permutacao de
linhas e colunas sobre a matriz basica. (b) Matriz basica ao final da etapa
3, apos a eliminacao dos elementos em L’.

Na prética, a eliminacao dos elementos de uma coluna pivotada é feita imediatamente
apos a sua selecao. A cada pivo by, selecionado, uma matriz de transformacao elementar
é criada e adicionada a representagao da inversa de L. A matriz criada é responsavel
por anular os elementos de by que estao na submatriz ativa. Assim, basta que estes
elementos sejam removidos da estrutura que representa a submatriz.

As operacoes realizadas na etapa 3 sao descritas no Algoritmo 12. Note que, na
linha 18 deste algoritmo, a defini¢do de um elemento como nulo é feita em alto nivel. A
rigor, como a implementacao deve usar uma estrutura de dados que trata a esparsidade
da matriz bésica, a operacao de anular um elemento é equivalente a remover um valor
do arranjo que representa os elementos nao-nulos. Da mesma forma, a inicializacao da
coluna nao-trivial na linha 14, tem carater apenas conceitual.

Etapa 4: Selecao de pivos no nicleo

A submatriz ativa resultante apos a realizacao das etapas anteriores recebe o nome
de nicleo. A eliminacao de elementos de uma coluna do nucleo envolve a atualizacao
das demais colunas desta submatriz e, portanto, tem-se a introducao de erros de arre-
dondamento e a possibilidade de criacao de novos elementos nao-nulos. Como existe
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Algoritmo 12: Etapa 3 do procedimento de decomposi¢do SSLU.

Entrada: Matriz B; conjuntos Q, K e Rq; vetores 7, p; contadores nr; e nps.
Saida:Matriz B ap6s o pivotamento em linhas com um tnico elemento em S.

1 Para cada (¢ € Ry) faca

> {

3 /* Obter a posi¢cdo do Gnico elemento ndo-nulo */
4 Defina £ tal que by, # 0, k € K;
5

6 /* Definir um novo pivd */

7 nps = nps+1;

8 T = q;

9 pq = Nps;

10 Q =09\ {g};

11 K=K\ {k};

12

13 /* Eliminag¢do da coluna */

14 n =20;

15 Para cada (b # 0, i € Q) faca
16 {

17 ni = —bik/bgk;

18 bik =0;

19 nr; =nr; — 1;

20 }

21 Inclua o par (1, q) na representacdo de L'
2 }
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uma certa liberdade na escolha dos elementos pivos, deve-se utilizar uma heuristica de
pivotamento que busque manter a esparsidade e a estabilidade numérica. De acordo com
Suhl e Suhl (1990), uma forma eficiente para a selecao de pivos é dada no Algoritmo
4, baseando-se na expressao (6.12) para a definigao da fun¢do maz_b(l). Esta escolha
é feita pois a matriz bésica é armazenada na forma compacta por linhas, e os maiores
elementos em modulo podem ser armazenados nas primeiras posi¢oes de suas linhas.

Suponha que o pivd by, tenha sido selecionado utilizando-se o Algoritmo 4. A elimi-
nacao dos elementos de b, que estao no niicleo é equivalente a pré-multiplicar a matriz
bésica por uma matriz de transformacao elementar, formada a partir de by, e adicioné-
la & representacao de L. As demais colunas do niicleo que contenham um elemento
nao-nulo na linha ¢ também sdo modificadas de acordo com a expressao (6.18). Estes
passos sao descritos no Algoritmo 13.

Finalizacao

Finalizada a etapa 4, é preciso verificar se todas as colunas da matriz bésica foram
pivotadas. Se o nimero de pivos selecionados for igual a m, entao o procedimento de
decomposicao SSLU obteve os fatores L™! e U com sucesso. Ao final do procedimento,
o fator U corresponde a matriz basica apos as operagoes de eliminacao das etapas 3 e 4.
L'eé representada pelas matrizes de transformacao elementar formadas nas operagoes
de eliminagao. O procedimento de decomposi¢ao SSLU é resumido no Algoritmo 14,
considerando-se as etapas descritas.

As permutagoes definidas pelos vetores p e 7 sdo necessarias na resolucao de sistemas
lineares utilizando os fatores triangulares permutados e, portanto, precisam ser mantidas
apos a finalizacao do procedimento. Conforme mencionado no inicio desta secao, 7 pode
ser descartada se os indices das varidveis basicas forem reordenados em B. Cada indice
na posigao j de B deve ser movido para a posigao 7;, j = 1,...,m. Esta reordenagao
deve ser repassada para o fator U e faz com que todos os elementos pivos fiquem sobre
sua diagonal.

6.2.2 Atualizacao SSLU

Na técnica SSLU, o procedimento de atualizacao tem como objetivo recuperar a forma
triangular superior da matriz U apdés uma troca de base, através da atualizacao dos
fatores L e U. Como a troca de base é executada em grande parte das iteragoes de um
método tipo simplex, o tempo computacional necessario para a atualizagao deve ser o
menor possivel. Também, é muito importante que os fatores se mantenham esparsos
e contribuam com a estabilidade numérica dos calculos. A atualizacao SSLU busca
combinar de forma adequada estas trés caracteristicas: baixo tempo computacional,
esparsidade e estabilidade numérica.

Considere a matriz béasica B decomposta nos fatores LteU pelo procedimento de
decomposi¢ao SSLU. Suponha que, apés uma troca de base, a nova matriz basica seja

dada por B = [by,...,bs_1,a4,byt1,. .., by]. Multiplicando-a & esquerda por L
"B — [fflbl, ...,L7,_,L 7', L byuy, ..., L by,
- [ﬁl, Ty, 8 Ty e G- (6.20)
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Algoritmo 13: Etapa 4 do procedimento de decomposicdo SSLU.

Entrada: Matriz B; conjuntos Q e K; vetores &, p; contadores nr;, nc; e nps.
Saida: Matriz B ap6s o pivotamento no niicleo.

1 Enquanto (nps < m) faga

2 {

3 Selecione o pivd by, de acordo com o Algoritmo 4;
4 Se n3o foi possivel selecionar um pivé entdo PARE!
5

6 /* Definir um novo pivé */

7 nps = nps+1;

3 Tk =4,

9 pq = Nps;

10 Q=09\{q};

11 K=K\ {k};

12

13 /* Eliminag¢do da coluna */

14 n=0;

15 Para cada (b, # 0, i € Q) facga
16 {

17 /* Definir a coluna n3o-trivial e atualizar o nucleo */

18 i = —bik /bai;

19 bik =0;

20 nr; =nr; — 1;

21

22 /* Transformar os demais elementos da linha i */

23 Para cada (by; # 0, j € K) faga

24 {

25 Se (bj; = 0) entdo

26 {

27 /* Preenchimento: um novo elemento n&o-nulo sera criado */
28 ncj = ne; + 1,

29 nr; = nr; + 1

30 }

31 /* Atualizar o elemento de acordo com a expressdo (6.18) */
32 bij = bij +n; * byj;

33 }
34 }

35 Inclua o par (1, q) na representagdo de L1

36 )
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Algoritmo 14: Procedimento de decomposi¢do SSLU.

Entrada: Conjunto B.
Saida: Fatores triangulares permutados L' e U e vetor de permutaces p.

1 /* Inicializagdo */

2 Q=K=A{1,...,m};

3 S=B8B;

4 p=mw=0;

5 nps =0;

6

7 /* Selecionar as colunas légicas */

8 Algoritmo 10;

9

10 /* Definir os contadores de elementos ndo-nulos */

11 Para cada (i € Q) calcule nr; e defina o conjunto R;;

12 Para cada (j € K) calcule nc; e defina o conjunto Cj;

13

14 /* Realizar as demais etapas */

15 Algoritmo 11;

16  Algoritmo 12;

17 Algoritmo 13;

18

19 /* Verificar se a matriz basica é singular ou quase-singular */
20 Se (nps < m) entdo PARE;

21

22 /* Realizar as permutag¢des de colunas de acordo com 7 */
23 Mova o indice B; para a posicdo 7j de B, j =1,...,m;
24 Mova a coluna 1i; para a posi¢do 7; de U, j=1,....m
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Logo, para que os fatores triangulares permutados representem a nova matriz basica,
basta substituir a g-ésima coluna de U pela coluna g = fﬁlak, chamada de coluna
espeto. Na Figura 6.9, é possivel entender o motivo desta denominacao, ao se observar
uma ilustracdo do fator triangular U apos a atualizacdo de U. Como indicado na figura,
a coluna espeto substitui a t-ésima coluna do fator triangular, sendo ¢t = p,. Assim, a
atualizacao de U pode fazer com que o fator triangular U correspondente deixe de ser
triangular superior e, entao, sua forma original deve ser recuperada.

Figura 6.9: Matriz U apods a atualizacao de U.

Uma primeira idéia para se recuperar a forma triangular de U seria, como no proce-
dimento de decomposicao, utilizar uma matriz de transformagao elementar cuja coluna
nao-trivial fosse definida a partir de g, de acordo com a expressao (6.19). Assim, a
matriz utilizada poderia ser incluida na representacao de L'ea atualizacao estaria
finalizada. Entretanto, esta abordagem resultaria na atualizacdo das demais colunas,
podendo prejudicar ainda mais a forma triangular de U.

A transformagao de g deve ser realizada de forma cuidadosa, buscando a menor al-
teracao possivel dos fatores triangulares permutados. Neste sentido, a atualizagao SSLU
realiza permutacoes simétricas de linhas e colunas e utiliza uma matriz de transformagao
elementar caracterizada por uma [inha nao-trivial, diferentemente do procedimento de
decomposi¢ao. Como resultado, tem-se uma atualizacao eficiente cujo objetivo é um
bom compromisso entre esparsidade e estabilidade numérica. O procedimento é descrito
a seguir.

Descricdo do procedimento

Suponha que a g-ésima coluna de U tenha sido substituida pela coluna espeto g. Para
facilitar a exposigao, a descrigao do procedimento de atualizagao SSLU ¢é feita baseando-
se no fator triangular U. Neste contexto, a coluna espeto ocupa a posi¢ao ¢t = pq.

Seja [ a posicao do tultimo elemento nao-nulo da coluna u,, conforme ilustrado na
Figura 6.10(a). Suponha que [ > t pois, caso contrario, a forma triangular de U nao
teria sido prejudicada. Em vez de eliminar elementos nao-nulos da coluna espeto, o
procedimento de atualizacao SSLU usa outra estratégia. Sao eliminados os elementos
nao-nulos da t-ésima linha de U, que estiverem nas posicoes t+1,t+2, ..., [ desta linha.
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Na Figura 6.10(b), tem-se uma ilustragao da matriz U apos esta eliminagao. Conforme
indicado nesta figura, o proximo passo é mover a coluna espeto da posicao t para a
posicao [. Para isto, as colunas t + 1,t + 2,...,[ precisam ser deslocadas uma posicao
para a esquerda, a fim de deixar a [-ésima posicao livre. O resultado destas permutacoes
de colunas ¢ apresentado na Figura 6.10(c). A matriz U passa a ter a forma de uma
matriz Hessenberg superior. Basta, agora, deslocar as linhas t+1,¢t+2, ...,/ uma posi¢ao
para cima e mover a linha ¢ para a posicao [. As permutacgoes de linhas fazem com que
a forma triangular da matriz seja recuperada, conforme ilustrado na Figura 6.10(d).

t [ t _— ™I
e b T
5 i TN
(a) (b)
t ) t [
t t
z !
(©) (d)

Figura 6.10: Matriz U na atualizagdo SSLU; (a) A coluna espeto substitui a coluna ¢ e
a posigao [ ¢ identificada; (b) Os elementos u; 441, . . ., u; s@o eliminados;
(c) Permutagoes de colunas realizadas para que a coluna ¢t ocupe a posi¢ao
[; (d) Permutagoes de linhas realizadas para que a linha ¢ ocupe a posigao
[ e a forma triangular é recuperada.

A eliminacao de elementos nao-nulos da ¢-ésima linha de U é feita de forma iterativa,
considerando cada posicao t + 1,¢ + 2,...,[ desta linha. Para um dado indice k, o
elemento uy, ¢ eliminado utilizando-se o elemento uy, que esta sobre a diagonal principal
de U. Esta operagao pode modificar os demais elementos da linha u; e, até mesmo,
fazer com que ocorra preenchimento nas posicoes k£ + 1,...,m da linha. Entretanto, os
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elementos nao-nulos criados até a posic¢ao [ também sao eliminados no processo iterativo.
Apos a eliminacao, é criada uma matriz de transformacao elementar que corresponde as
operacoes realizadas. Esta matriz é formada por uma linha nao-trivial.

Computacionalmente, o procedimento de atualizacao SSLU, que acabou de ser des-
crito no contexto do fator triangular U, é realizado sobre U. Por esta razao, € necessaria
a utilizagao do vetor p que representa a matriz de permutagoes P. Para aumentar a
eficiéncia do procedimento, pode-se manter um outro vetor de permutagoes que repre-
sente P!, denotado por p. Este vetor pode ser criado durante o procedimento de
decomposm;ao devido sua simetria com relagao ao vetor p.

Apés a atualizagao de U a atualizacao de L~ consiste em incluir na sua repre-
sentacao a matriz de transformagao elementar correspondente a eliminagao realizada.
Supondo que existam p matrizes de transformagao elementar representando ffl, a ma-
triz a ser incluida é dada por L,; e se diferencia da matriz identidade por uma tnica
linha nao-trivial 7, em sua g-ésima posicao, dada por:

_ﬂqj/ajja Sepje{t+1,t+2,...,l},

=9 L se pj =1, (6.21)
0, caso contrario,
para j = 1,...,m. Baseando-se na discussao apresentada, o procedimento de atualiza-

¢ao SSLU é dado no Algoritmo 15.

6.2.3 Transformacdes

Quando a técnica SSLU é escolhida para a representagao da matriz basica, os célculos
envolvendo esta matriz sdo realizados utilizando-se os fatores L™ e U. Como L™! ¢é
representada como um produto de matrizes de transformacao elementar estes calculos
sao chamados de transformacoes. Apesar de receberem o mesmo nome no contexto da
FPI, as transformacoes sao definidas de forma diferente na técnica SSLU.

Considere que Lt seja representada por p + t matrizes de transformacao elementar,
sendo que p foram definidas no procedimento de decomposicao e t no procedimento
de atualizacdo. As matrizes de transformacao elementar criadas no procedimento de
decomposi¢ao sao caracterizadas por colunas nao-triviais, enquanto aquelas criadas no
procedimento de atualizagdo sd@o formadas por linhas nao-triviais. Assim, os céalculos
envolvendo estas matrizes sao realizados de forma diferente e precisam ser separados.

O calculo da solu¢ao a de um sistema linear do tipo Ba = v é chamado de transfor-
magao progressiva, ou FTRAN (do inglés, Forward Transformation), e deve ser realizado
em trés estagios:

(¢)  Calcule v =L,L, ;...Ljv;
(i) Calcule v =L, Ly ... Lo
(i77) Resolva Ua = v.

Estes estagios sao detalhados no Algoritmo 16. Para a resolucao do sistema linear
dado no estagio (7ii) é necessario que U seja considerada na forma triangular superior,
utilizando-se os vetores p e p. Conceitualmente, o sistema pode ser escrito como U =
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Algoritmo 15: Procedimento de atualizagdo SSLU.

Entrada: Fatores L~! e U; vetores p e 5; coluna espeto g; indice q.
Saida: Fatores L~! e U atualizados; vetores p e p atualizados.

1 /* Substituir a g-ésima coluna de U por g */
2 Paracada (i, #0, i =1,...,m) faca 1, = 0;
3 Paracada (g; #0, i =1,...,m) faca @ = g;;
4

5 /* Definir os indices t e [ */

6 t=pg

7 l=max{p; : Ujq #0,i=1,...,m};

8

9 /* Eliminar os elementos u ¢11,...,ut; */

10 n=0;

11 Para (k=t+1 até, passo 1) faga

12 {

13 J = Pks

140 = gy /U

15 ﬂqj =0;

16 Para cada (uj # 0, [ =1,...,m) faga Gy = Gy + 7jU;i;
17}

18 Inclua o par (7, q) na representacio de L~1;
19

20 /* Realizar as permutac¢des de linhas e colunas */
21 Para (k=1t+1 até [, passo 1) faca

2 {

23 J =Pk

24 pj=k—1;

25 Pk—1 = J;

26}

27 =g

28 pg=1;
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v, refletindo-se as permutagoes em « e v. Assim, a solug¢ao é dada por

1 m
O~éi:— I~}Z— E uij&j s i:m,m—l,...,l.
Wi

j=i+1

Pode-se notar nesta expressao que, a partir do momento em que &; ¢ calculado, seu valor
é utilizado na multiplicacao dos elementos de apenas uma coluna de U. Desta forma, se
&; = 0 entao a coluna u; nao interfere no célculo da solucao e pode ser ignorada.

Em sistemas lineares do tipo BT = v, a solucao « é obtida pela transformacao
regressiva, ou BTRAN (do inglés, Backward Transformation), dada por:

(i)  Resolva UTax = v;
(1) Caleule a =L[,, ... L, LT a;

(#77) Calcule a =L ...L! Llc.

O detalhamento dos estagios é apresentado no Algoritmo 17. O primeiro estagio con-
siste em resolver um sistema linear cuja matriz de coeficientes deve ser triangular inferior
e, assim, os vetores de permutacao p e p precisam ser usados. Como mencionado na
FTRAN, as componentes nulas de a devem ser identificadas. Considerando as permu-
tacoes, o sistema linear pode ser visto como UT& = ©, cuja solucao ¢ dada por

1 I
dj:— @j— E Ul]dl s j:1,2,...,m.
Ujj 4
=1

Logo, se a; = 0 entao a i-ésima linha de U pode ser ignorada nos calculos subseqiientes.
A descricio das transformacoes finaliza a exposicio da técnica SSLU. E recomendado
ao leitor, consultar os trabalhos originais sobre a decomposi¢ao SSLU (Suhl e Suhl,
1990) e sua atualizagao (Suhl e Suhl, 1993). Koberstein (2005) também apresenta os
fundamentos da técnica SSLU e detalha sua implementacao junto ao software MOPS.
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Algoritmo 16: FTRAN (SSLU)

Entrada: vetor v; fatores L' e U; contadores p e t; tolerancia §.
Saida: Solucdo « do sistema linear Ba = v.

1 /* Inicializar o vetor a */

2 a=wv;

3

4 /* (i) Prée-multiplicar o pelas matrizes Ly, ..., L, */

5 Para (i =1 até p, passo 1) faca

6 {

7 /* Obter o par (1%, q") correspondente a matriz de transformacdo elementar L; */
8 (m.q) = (n',4");

9

10 /* Verificar se oy # 0 */

11 Se (Jag| > 0) entdo

12

13 aux = ayg;

14 Para cada (n; #0, j =1,...,m) faca a;j = aj + aux * n;;
15 Qg = aux * 1g;

16 }

17}

18

19 /* (ii) Pré-multiplicar o pelas matrizes Lyt 1, ..., Lyt */

20 Para (i=p+1 até p+t, passo 1) faca

21 {

22 /* Obter o par (7%, ¢') correspondente a matriz de transformacdo elementar L; */
23 (M,9) = (7", ¢");

24

25 /* Calcular o elemento o */

26 soma = 0;

27 Para cada (n; #0, j = 1,...,m) faca soma = soma + o * 7;;
28 Qg = soma;

29 }

30

31 /* (iii) Resolver o sistema Ua = L~'w */

32 Para (k=n até 1, passo —1) faca

33 {

34 J =Pk

3.y = aj/ug;

36

37 /* Verificar se o; # 0 */

38 Se (|aj| > 9) entdo

39 {

40 aux = —aqj;

41 Para cada (u;; #0, ¢ = 1,...,m, i # j) faca o = o + aux * U;;;
42 }

43}

44
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Algoritmo 17: BTRAN (SSLU)

Entrada: vetor v; fatores L' e U; contadores p e ¢; tolerancia 6.
Saida: Solucdo o do sistema linear BTav = v.

1 /* Inicializar o vetor o */

2 a=wv;

3

4 /* (i) Resolver o sistema UTax = v */

5 Para (k=1 até n, passo 1) faca

6 {

7 L= Pk

8 a; = o /g,

9

10 /* Verificar se o # 0 */

11 Se (Jai| > 9) entdo

12

13 aux = —ay;

14 Para cada (@;; #0, j =1,...,m, j # 1) faca oj = oj + aux * @;;;
15 1

16}

17

18 /* (ii) Pré-multiplicar o pelas matrizes Ly 1, ..., Ly */

19 Para (i=p-+tatép+1, passo —1) faca

20 {

21 /* Obter o par (7%, ¢') correspondente a matriz de transformacdo elementar L; */
22 (M,9) = (7', ¢");

23

24 /* Calcular o elemento oy */

25 soma = 0;

26 Para cada (n; # 0, j =1,...,m) faca soma = soma + o * 1;;
27 Qg = soma;

28 }

29

30 /* (iii) Pré-multiplicar o pelas matrizes Ly,...,L, */

31 Para (i = p até 1, passo —1) faca

32 {

33 /* Obter o par (%, q') correspondente & matriz de transformacdo elementar L; */
4 (ma)=m'.q)

35

36 /* Verificar se oy # 0 */

37 Se (Jag| > 0) entdo

38 {

39 aux = ayg;

40 Para cada (n; #0, j =1,...,m) faga a; = a; + aux * n;;
41 Qg = aUX * 7)g;

42 }

43 }

44
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Capitulo 7

Resultados e discussoes

As técnicas apresentadas neste trabalho buscam contribuir com a eficiéncia e a esta-
bilidade numérica de métodos tipo simplex. Para verificar o impacto ao utilizé-las na
resolucao de problemas de grande porte, elas foram implementadas e testadas e os re-
sultados obtidos sao apresentados e analisados neste capitulo.

Para a realizagao de testes, foi implementado um software em linguagem C, baseando-
se no método primal simplex. As principais caracteristicas do software sao as seguintes:

e Estruturas de dados para o armazenamento de vetores e matrizes esparsas;

Inicializacao pela técnica de duas fases, com as bases artificial e l6gica-mista;

Tratamento de degeneragao por meio de perturbacoes;

Estratégia de pricing: regra de Dantzig;

Teste da razao: simples com tolerancia e teste de Harris;

Utilizagao de diferentes tolerancias e métodos de mudanca de escala;

Técnicas FPI e SSLU para a representacao da matriz bésica.

As tolerancias utilizadas na implementagao sao apresentadas na Tabela 7.1. Foram
implementados 9 métodos de mudancga de escala, dados na Tabela 7.2. Para a utilizacao
do software, parametros de entrada podem ser definidos de modo a escolher o tipo de
inicializagao, a técnica de representacao da matriz bésica, o tipo de teste da razao e se
a mudanga de escala deve ser utilizada, indicando-se qual o método.

Os parametros definidos como padrao sao os seguintes:

Base inicial 16gica-mista;

Teste da razao simples com tolerancia;

Mudanga de escala pelo método de média geométrica seguido de equilibrio;

Técnica SSLU.
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Em casos de estagnagao, o teste da razao de Harris é utilizado automaticamente. A
entrada de dados deve ser feita no formato MPS, padrao na descricao de problemas de
otimizacao linear disponiveis em bibliotecas publicas.

Para a compilagao do software foi utilizado o mingw32 3.4.2, versao do compilador gcc
para sistemas operacionais Microsoft Windows 32 bits. Todos os testes foram executados
em um unico computador, com processador Intel Core 2 Duo 2.39 MHz, 2 GB de RAM
e sistema operacional Microsoft Windows XP.

Tolerancia  Utilizacao

107° Verificar a solugao da Fase-I
1078 Valor absoluto do pivd

1072 Valor relativo do pivo

1010 Teste de factibilidade primal
107° Teste de factibilidade dual
1010 Verificar degeneracao

10710 Comparagao com zero

10~ Teste para anular elemento

Tabela 7.1: Tolerancias utilizadas no software implementado.

Método Simbolo
Sem mudanca de escala S
Equilibrio EQ
Média aritmética MA
Média geométrica MG
Benichou et al. (1977) BE
Norma 1 N1
Norma 2 N2
Média aritmética seguido de equilibrio MAE
Média geométrica seguido de equilibrio  MGE
Média geométrica seguido de norma 2 MG2

Tabela 7.2: Métodos de mudanca de escala que podem ser utilizados.

7.1 Problemas da biblioteca Netlib

Ao se implementar um software numeérico, os testes computacionais sao essenciais para
a sua validagao. Um gerador aleatoério de problemas de teste pode ser utilizado, cujos
dados sigam alguma distribuicao de probabilidade. Entretanto, os problemas gerados
podem nao retratar certas caracteristicas importantes, que surgem em problemas reais,
como instabilidade numérica, degeneragao, quase-infactibilidade, entre outras. Além
disso, a comparacao entre diferentes métodos e implementagoes pode ser prejudicada,
pois os problemas de teste acabam nao sendo os mesmos.
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Estas desvantagens podem ser resolvidas se bibliotecas publicas de problemas de teste
forem utilizadas. A biblioteca Netlib! é a colecao de problemas mais utilizada para o
teste de métodos tipo simplex. Esta biblioteca é formada por problemas que modelam
aplicagoes reais, conforme descrito por Gay (1997), os quais foram selecionados devido
a dificuldade em resolvé-los. Em geral, sao caracterizados pela esparsidade de seus
dados e por causarem a instabilidade numeérica de métodos tipo simplex. A maioria dos
problemas foram disponibilizados no final da década de 1980 e eram considerados de
grande porte na época. Alguns nao estao mais nesta categoria, porém continuam sendo
importantes do ponto de vista numérico.

As caracteristicas da matriz de coeficientes dos problemas da Netlib sao dadas nas
Tabelas 7.3 e 7.4. Na Tabela 7.5, sao destacados os problemas de Kennington, um
subdiretorio da biblioteca. Na primeira coluna das tabelas é indicado o nome do pro-
blema. Para cada problema, tem-se o niimero de linhas, colunas e elementos nao-nulos
e a densidade da sua matriz de coeficientes, nas colunas 2, 3, 4 e 5, respectivamente. O
valor 6timo exato é apresentado na tltima coluna, com precisao de 11 digitos, de acordo
com Koch (2004). Para a obtengao destes valores, o autor utilizou o cédigo perPlex
(http://www.zib.de/koch /perplex), que realiza os calculos utilizando uma aritmética
racional e, portanto, sem erros de arredondamento.

A densidade da matriz de coeficientes de um problema é calculada pela expressao:

numero de elementos nao-nulos

(ntimero de linhas) * (ntmero de colunas)’

e apresentada na forma de porcentagem nas tabelas. Note como sao baixas as densidades,
retratando o carater esparso dos problemas da Netlib. A densidade de grande parte dos
problemas nao chega a 1% e, em geral, os maiores problemas sdo os mais esparsos.
Dois problemas, FIT1D e FIT2D, tém a densidade alta e podem nao ser considerados
esparsos. Entretanto, sao mantidos na biblioteca por corresponderem a formulagao dual
dos problemas FIT1P e FIT2P, respectivamente.

Os problemas da Netlib sao definidos no formato MPS, o qual permite a definigao de
restrigoes com limitantes inferiores e superiores. Apenas as variaveis e colunas estruturais
sdo descritas e os problemas sao dados na forma geral (veja o Capitulo 2). Antes de se
iniciar a resolucao de um problema, as restricoes na forma de inequagoes precisam ser
transformadas em equagoes, para colocé-lo na forma padrao. Para isto, sao adicionadas
variaveis logicas a cada restri¢ao, e os limitantes sao repassados para estas variaveis, da
seguinte maneira:

minimizar f(xs) = cixs minimizar f(x) = cixs + 0x
sujeito a L < Axs < U - sujeito a Axs+x,=U
I<xs<u I1<xs<u

OSXES(U—L)

Thttp:/ /www.netlib.org/lp/data
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Problema Linhas Colunas Nao-nulos Densidade (%) Valor é6timo

25FV47 821 1571 10400 0,806 5,5018458883E+-03
80BAU3B 2262 9799 21002 0,095 9,8722419241E+05
ADLITTLE 56 97 383 7,051 2,2549496316E4-05
AFIRO 27 32 83 9,606 -4,6475314286E+02
AGG 488 163 2410 3,030 -3,5991767287E+07
AGG2 516 302 4284 2,749 -2,0239252356 E+07
AGG3 516 302 4300 2,759 1,0312115935E4-07
BANDM 305 472 2494 1,732 -1,5862801845E-+02
BEACONFD 173 262 3375 7,446 3,3592485807E+04
BLEND 74 83 491 7,994 -3,0812149846E+01
BNL1 643 1175 5121 0,678 1,9776295615E4-03
BNL2 2324 3489 13999 0,173 1,8112365404E4-03
BOEING1 350 384 3485 2,593 -3,3521356751E+02
BOEING2 166 143 1196 5,038 -3,1501872802E-+02
BORE3D 233 315 1429 1,947 1,3730803942E4-03
BRANDY 220 249 2148 3,921 1,5185098965E+03
CAPRI 271 353 1767 1,847 2,6900129138E+-03
CYCLE 1903 2857 20720 0,381 -5,2263930249E+00
CZPROB 929 3523 10669 0,326 2,1851966989E4-06
D2Q06C 2171 5167 32417 0,289 1,2278423615E+05
D6CUBE 415 6184 37704 1,469 3,1549166667E-+02
DEGEN2 444 534 3978 1,678 -1,4351780000E+03
DEGEN3 1503 1818 24646 0,902 -9,8729400000E+02
DFL001 6071 12230 35632 0,048 1,1266396047E-+07
E226 223 282 2578 4,099 -1,8751929066 E+01
ETAMACRO 400 688 2409 0,875 -7,5571523337TE+02
FFFFEF800 524 854 6227 1,392 5,56567956482E4-05
FINNIS 497 614 2310 0,757 1,7279096547E+05
FIT1D 24 1026 13404 54,435 -9,1463780924E+03
FIT1P 627 1677 9868 0,938 9,1463780924E+03
FIT2D 25 10500 129018 49,150 -6,8464293294E+04
FIT2P 3000 13525 50284 0,124 6,8464293232E+04
FORPLAN 161 421 4563 6,732 -6,6421896127E4-02
GANGES 1309 1681 6912 0,314 -1,0958573613E4-05
GFRD-PNC 616 1092 2377 0,353 6,9022359995E-+06
GREENBEA 2392 5405 30877 0,239 -7,2555248130E+07
GREENBEB 2392 5405 30877 0,239 -4,3022602612E4-06
GROW15 300 645 5620 2,904 -1,0687094129E+08
GROW22 440 946 8252 1,983 -1,6083433648E-+08
GROWT 140 301 2612 6,198 -4,7787811815E+07
ISRAEL 174 142 2269 9,183 -8,9664482186E4-05
KB2 43 41 286 16,222 -1,7499001299E+03
LOTFI 153 308 1078 2,288 -2,5264706062E+01
MAROS-R7 3136 9408 144848 0,491 1,4971851665E+06
MAROS 846 1443 9614 0,788 -5,8063743701E+04
MODSZK1 687 1620 3168 0,285 3,2061972906E-+02
NESM 662 2923 13288 0,687 1,4076036488E+07
PEROLD 625 1376 6018 0,700 -9,3807552782E+03
PILOT.JA 940 1988 14698 0,787 -6,1131364656E-+03
PILOT 1441 3652 43167 0,820 -5,56748972928 E+02
PILOT.WE 722 2789 9126 0,453 -2,7201075328E+06
PILOT4 410 1000 5141 1,254 -2,56811392589E+03
PILOTS87 2030 4883 73152 0,738 3,0171034733E+02
PILOTNOV 975 2172 13057 0,617 -4,4972761882E+03
RECIPE 91 180 663 4,048 -2,6661600000E+02
SC105 105 103 280 2,589 -5,2202061212E4-01
SC205 205 203 551 1,324 -5,2202061212E4-01
SC50A 50 48 130 5,417 -6,4575077059E-+01
SC50B 50 48 118 4,917 -7,0000000000E+01

Tabela 7.3: Descri¢ao dos problemas da biblioteca Netlib. (Parte 1)
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Problema Linhas Colunas Nao-nulos Densidade (%) Valor 6timo

SCAGR25 471 500 1554 0,660 -1,4753433061E+07
SCAGR7 129 140 420 2,326 -2,3313898243E+06
SCFXM1 330 457 2589 1,717 1,8416759028 E-+04
SCFXM2 660 914 5183 0,859 3,6660261565E-+04
SCFXM3 990 1371 Tt 0,573 5,4901254550E+04
SCORPION 388 358 1426 1,027 1,8781248227E+03
SCRS8 490 1169 3182 0,556 9,0429695380E+-02
SCSD1 77 760 2388 4,081 8,6666666743E-+00
SCSD6 147 1350 4316 2,175 5,0500000077E+-01
SCSD8 397 2750 8584 0,786 9,0499999993E+-02
SCTAP1 300 480 1692 1,175 1,4122500000E+03
SCTAP2 1090 1880 6714 0,328 1,7248071429E+03
SCTAP3 1480 2480 8874 0,242 1,4240000000E+03
SEBA 515 1028 4352 0,822 1,5711600000E+04
SHARE1B 117 225 1151 4,372 -7,6589318579E+04
SHARE2B 96 79 694 9,151 -4,1573224074E4-02
SHELL 536 1775 3556 0,374 1,2088253460E+-09
SHIP04L 402 2118 6332 0,744 1,7933245380E+-06
SHIP04S 402 1458 4352 0,743 1,7987147004E4-06
SHIPOSL 778 4283 12802 0,384 1,9090552114E4-06
SHIPO08S 778 2387 7114 0,383 1,9200982105E4-06
SHIP12L 1151 5427 16170 0,259 1,4701879193E4-06
SHIP12S 1151 2763 8178 0,257 1,4892361344E4-06
SIERRA 1227 2036 7302 0,292 1,5394362184E4-07
STAIR 356 467 3856 2,319 -2,5126695119E+-02
STANDATA 359 1075 3031 0,785 1,2576995000E-+03
STANDMPS 467 1075 3679 0,733 1,4060175000E-+03
STOCFORI1 117 111 447 3,442 -4,1131976219E-+04
STOCFOR2 2157 2031 8343 0,190 -3,9024408538E+04
TRUSS 1000 8806 27836 0,316 4,5881584719E+05
TUFF 333 587 4520 2,312 2,9214776509E-01
VTP.BASE 198 203 908 2,259 1,2983146246E-+05
WOOD1P 244 2594 70215 11,094 1,4429024116E-+00
WOODW 1098 8405 37474 0,406 1,3044763331E-+00

Tabela 7.4: Descrigao dos problemas da biblioteca Netlib.

(Parte 2)

Problema Linhas Colunas Nao-nulos Densidade (%) Valor 6timo

CRE-A 3516 4067 14987 0,105 2,3595407061E4-07
CRE-B 9648 72447 256095 0,037 2,3129639886E+-07
CRE-C 3068 3678 13244 0,117 2,5275116141E4-07
CRE-D 8926 69980 242646 0,039 2,4454969765E4-07
KEN-07 2426 3602 8404 0,096 -6,7952044338E+4-08
KEN-11 14694 21349 49058 0,016 -6,9723822625E+-09
KEN-13 28632 42659 97246 0,008 -1,0257394789E+-10
KEN-18 105127 154699 358171 0,002 -5,2217025287E+4-10
OSA-07 1118 23949 143694 0,537 5,3572251730E+05
OSA-14 2337 52460 314760 0,257 1,1064628447E+-06
OSA-30 4350 100024 600138 0,138 2,1421398732E+06
OSA-60 10280 232966 1397793 0,058 4,0440725032E-+06
PDS-02 2953 7535 16390 0,074 2,8857862010E+10
PDS-06 9881 28655 62524 0,022 2,7761037600E+10
PDS-10 16558 48763 106436 0,013 2,6727094976E+10
PDS-20 33874 105728 230200 0,006 2,3821658640E+10

Tabela 7.5: Descricao dos problemas de Kennington.
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7.2 Testes realizados

O software implementado foi aplicado na resolucao dos problemas da Netlib, utilizando-
se os parametros padroes descritos. Nas Tabelas 7.6 e 7.7, sao apresentados o niimero
de iteragoes e o tempo total de execugao do método primal simplex, considerando Fase-I
e Fase-II. A unidade de tempo é milissegundos. Para todos os problemas apresentados,
o valor 6timo foi obtido com precisao de 11 casas decimais, exatamente como dado nas
Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5.

O sofware falhou na resolugao de trés problemas, D6CUBE, DFL001 e KEN-18,
devido a instabilidade numérica. Por esta razao, eles nao se encontram nas tabelas. Vale
ressaltar que estes problemas podem ser resolvidos se outra combinacao de parametros
for utilizada. Por exemplo, a solugao 6tima do problema D6CUBE é obtida em 11859
ms, 21168 iteracoes, se o teste da razao de Harris for utilizado e nenhuma mudanca de
escala for aplicada ao problema.

Definir um conjunto de parametros e tolerancias que resulte na obtencao da solucao
6tima de todos os problemas é bastante complicado. Mesmo os softwares mais eficien-
tes podem falhar na resolucao de alguns problemas da Netlib, quando seus parametros
padroes sao utilizados. Por exemplo, em testes realizados por Koch (2004), a versao
8.0 do software CPLEX (ILOG Inc., 2008), considerando seus parametros padroes, nao
foi capaz de resolver os problemas ETAMACRO, D2Q06 e SCSD6. Para que as solu-
¢oes Otimas corretas destes problemas fossem obtidas, o autor precisou redefinir certas
tolerancias e ajustar os parametros de forma particular, como a utilizacao de uma mu-
danga de escala “agressiva” (expressao usada pelo autor, embora nao explicitada) e a
desativagao do pré-processamento.

Comparacao com outro software

Para comparar a eficiéncia do software implementado, os problemas da Tabela 7.6, com
tempo de execugao maior do que zero, foram resolvidos pelo software 1p _solve, versao
5.5.0.5. Para os testes, seus parametros foram definidos iguais aos parametros padroes
do software implementado.

O software 1p _solve é escrito em linguagem C e baseia-se na implementacao dos
métodos primal e dual simplex. Um método branch-and-bound também esta disponivel
e pode ser utilizado na resolucao de problemas de otimizacgao inteira. O desenvolvimento
do software foi iniciado por Michel Berkelaar e Jeroen Dirks e, atualmente, é mantido
por Kjell Eikland e Peter Notebaert. Juergen Ebert contribuiu com o desenvolvimento
de uma interface grafica bastante amigavel que permite desde o ajuste de cada parametro
de resolucéo até a analise pos-otimizacao. E um software livre, de codigo aberto, e pode
ser obtido em http://lpsolve.sourceforge.net/.

Na Tabela 7.8, é dado o tempo de execucao do método primal simplex para cada
problema resolvido pelo lp solve, somando-se Fase-I e Fase-II. Foram omitidos os pro-
blemas DEGEN2 e FIT1P, pois nao foram resolvidos corretamente pelo Ip solve com os
parametros definidos. Para facilitar a comparagao, as razoes entre os tempos de execugao
sao apresentadas na Tabela 7.8, sendo

tempo lp _solve

Razao = - .
tempo software implementado
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Problema IT Tempo (ms) Problema IT Tempo (ms)
25FV47 4955 824 PILOT.JA 8437 1659
80BAU3B 11053 3598 PILOT 14535 10565
ADLITTLE 134 0 PILOT.WE 13754 2267
AFIRO 26 0 PILOT4 1493 139
AGG 133 21 PILOTS87 24497 42535
AGG2 233 23 PILOTNOV 2504 437
AGG3 242 25 RECIPE 85 0
BANDM 800 48 SC105 107 0
BEACONFD 165 0 SC205 255 0
BLEND 103 0 SC50A 50 0
BNL1 3028 288 SC50B 58 0
BNL2 9486 2621 SCAGR25 718 41
BOEING1 854 46 SCAGR7 163 0
BOEING2 228 0 SCFXM1 422 28
BORE3D 272 20 SCFXM2 967 86
BRANDY 369 30 SCFXM3 1415 171
CAPRI 527 31 SCORPION 384 26
CYCLE 4136 998 SCRS8 1019 76
CZPROB 2031 257 SCSD1 334 25
D2Q06C 29889 14350 SCSD6 726 55
DEGEN2 2124 183 SCSD8 3195 403
DEGEN3 11228 3636 SCTAP1 304 23
E226 615 40 SCTAP2 1129 134
ETAMACRO 965 60 SCTAP3 1476 220
FFFFF800 760 60 SEBA 1487 89
FINNIS 914 54 SHARE1B 335 21
FIT1D 989 99 SHARE2B 141 0
FIT1P 1906 188 SHELL 749 58
FIT2D 11862 11032 SHIP0O4L 640 57
FIT2P 25125 15562 SHIP04S 526 38
FORPLAN 353 29 SHIPOSL 1300 171
GANGES 1690 176 SHIPO8S 995 96
GFRD-PNC 1162 74 SHIP12L 1675 290
GREENBEA 13223 5608 SHIP12S 1301 148
GREENBEB 10510 4383 SIERRA 1630 181
GROW15 364 33 STAIR 785 73
GROW22 526 54 STANDATA 283 27
GROWT7 168 0 STANDMPS 506 36
ISRAEL 161 0 STOCFORI1 93 0
KB2 74 0 STOCFOR2 2855 532
LOTFI 195 10 TRUSS 13850 5725
MAROS-R7 4339 4384 TUFF 1078 75
MAROS 2197 287 VTP.BASE 383 25
MODSZK1 2254 211 WOOD1P 427 160
NESM 3998 536 WOODW 2295 754
PEROLD 7305 953

Tabela 7.6: Resultado da resolucao dos problemas da Netlib.

Problema IT Tempo (ms) Problema IT Tempo (ms)
CRE-A 6203 2007 OSA-14 1775 3571
CRE-B 49887 157671 OSA-30 3538 15549
CRE-C 6569 1905 OSA-60 6789 70016
CRE-D 37414 109298 PDS-02 2991 s
KEN-07 4039 812 PDS-06 46783 58567
KEN-11 30840 39617 PDS-10 201847 551998
KEN-13 174278 647876 PDS-20 901065 8201798
OSA-07 799 703

Tabela 7.7: Resultado da resolucao dos problemas de Kennington.
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Problema Tempo (ms) Razido | Problema Tempo (ms) Razéo
25FV47 1583 1,92 PILOT 8442 0,80
80BAU3B 6590 1,83 PILOT.WE 2554 1,13
AGG 10 0,48 PILOT4 210 1,51
AGG2 21 0,91 PILOT87 23203 0,55
AGG3 20 0,80 PILOTNOV 340 0,78
BANDM 40 0,83 SCAGR25 60 1,46
BNL1 310 1,08 SCFXM1 30 1,07
BNL2 2224 0,85 SCFXM2 111 1,29
BOEING1 71 1,54 SCFXM3 230 1,35
BORE3D 10 0,50 SCORPION 20 0,77
BRANDY 30 1,00 | SCRS8 81 1,07
CAPRI 30 0,97 | SCSDI1 20 0,30
CYCLE 220 0,22 | SCSD6 90 1,64
CZPROB 731 2,84 | SCSD8 382 0,95
D2Q06C 29632 2,06 SCTAP1 30 1,30
DEGEN3 22182 6,10 SCTAP2 200 1,49
E226 30 0,75 SCTAP3 343 1,56
ETAMACRO 60 1,00 SEBA 50 0,56
FFFFF800 90 1,50 SHARE1B 19 0,90
FINNIS 60 1,11 SHELL 100 1,72
FIT1D 110 1,11 SHIPO4L 90 1,58
FIT2D 9664 0,88 SHIP04S 61 1,61
FIT2P 81606 5,24 SHIPOSL 251 1,47
FORPLAN 20 0,69 SHIPO08S 130 1,35
GANGES 240 1,36 SHIP12L 482 1,66
GFRD-PNC 100 1,35 SHIP12S 240 1,62
GREENBEA 8422 1,50 SIERRA 191 1,06
GREENBEB 5948 1,36 STAIR 80 1,10
GROW15 80 2,42 STANDATA 10 0,37
GROW22 170 3,15 STANDMPS 60 1,67
LOTFI 10 1,00 STOCFOR2 791 1,49
MAROS-R7 5088 1,16 TRUSS 6369 1,11
MAROS 43842 * TUFF 70 0,93
MODSZK1 531 2,52 VTP.BASE 10 0,40
NESM 1132 2,11 WOOD1P 341 2,13
PEROLD 1051 1,10 WOODW 1122 1,49
PILOT.JA 1202 0,72 Meédia: 1,38; Desvio padrao: 0,92

Tabela 7.8: Resultado da resolucao dos problemas da Netlib pelo software lp _solve.

Observe que o desempenho dos softwares é semelhante, ja que a maioria das razoes
estd em torno de 1, com média aritmética 1,38 e desvio padrao 0,92. A razao calculada
para o problema MARQOS é igual 152,76, um valor bastante destoante dos demais e, por
isto, foi desconsiderada no célculo da média.

Métodos de mudanca de escala

Com o intuito de verificar como a mudanca de escala influencia na resolu¢ao de problemas
de otimizacao linear, os problemas das Tabelas 7.6 e 7.7 foram novamente resolvidos
pelo software implementado, utilizando-se cada um dos métodos de mudanca de escala
apresentados na Tabela 7.2. Os demais parametros foram mantidos conforme a defini¢ao
padrao.

Os resultados obtidos estao resumidos na Tabela 7.9, de acordo com cada método de
mudanca de escala. O tempo de execucao do método primal simplex para a resolucao de
cada problema foi calculado e dividido pelo tempo de execucgao utilizando-se o método
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de média geométrica seguido de equilibrio (MGE), apresentado nas Tabelas 7.6 e 7.7.
Para as razoes obtidas, calculou-se a média aritmética e o desvio padrao, os quais estao
apresentados na Tabela 7.9. O tempo total para a resolugdao de todos os problemas
também é dado. Para alguns métodos, nem todos os problemas foram resolvidos com
SuCesso.

Netlib Kennington
Meétodo | Falhas Meédia Desvio Tempo total | Falhas Meédia Desvio Tempo total
S 4 2,18 4,70 451476 2 1,02 0,08 10194936
EQ 1 1,20 1,13 158410 0 1,09 0,14 10490575
MA 1 1,08 0,45 184378 0 0,98 0,11 10455020
MG 4 1,73 3,33 216748 0 1,04 0,15 10534575
BE 0 1,15 2,01 140839 0 1,00 0,01 10463080
N1 3 1,25 1,43 159541 0 0,78 0,35 3121495
N2 2 1,15 0,94 137214 0 0,72 0,33 3461634
MAE 4 1,15 1,18 131393 0 1,02 0,11 10441944
MGE 0 1,00 0,00 137708 0 1,00 0,00 10461283
MG2 3 0,96 0,58 112445 0 0,75 0,32 3562840

Tabela 7.9: Resolucao dos problemas com diferentes métodos de mudanga de escala.

Como pode ser observado na Tabela 7.9, a nao utilizacao da mudanga de escala
(S) resulta em um tempo de execu¢do médio maior que o dobro do tempo de execugao
utilizando-se 0 método de média geométrica seguido de equilibrio (MGE). Essa medida
é verificada, também, ao se comparar o tempo total de execucao para as duas técnicas.
Além disso, seis problemas nao foram resolvidos de forma correta, devido & instabilidade
numérica. Este resultado refor¢ca que a mudanca de escala é, em geral, necesséria para
a eficiéncia e estabilidade de métodos tipo simplex.

Os demais métodos tiveram um desempenho parecido com a utilizacao do método de
média geométrica seguido de equilibrio, inclusive os métodos de norma 1 (N1) e norma
2 (N2), propostos no Capitulo 5. Algumas combinagbes mostraram-se mais eficazes
que os métodos originais. Por exemplo, o método de média geométrica (MG) tem um
desempenho médio 70% inferior se nao for seguido do método de equilibrio, considerando-
se os problemas da Netlib. A combinacao entre o método de média geométrica e o
método de norma 2 (MG2) merece destaque, pois proporcionou um desempenho muito
bom tanto para os problemas da Netlib quanto para os de Kennington.

Para auxiliar na compreensao dos resultados obtidos, um segundo teste foi realizado.
Para cada problema das Tabelas 7.6 e 7.7, calculou-se os elementos com o menor e o
maior valor em moédulo, dentre todos os elementos nao-nulos da matriz de coeficientes,
apos a realizacao da mudanca de escala. Também foram calculados a média e o desvio
padrao, considerando todos os elementos nao-nulos da matriz, em médulo. Os mesmos
calculos foram realizados para a matriz de coeficientes sem a mudancga de escala. Nas
Tabelas 7.10, 7.11 e 7.12 sdo dados os valores obtidos sem a mudanga de escala (S) e
utilizando-se o método de média geométrica seguido de equilibrio (MGE).

Pelas tabelas, é possivel verificar que o intervalo de coeficientes nao-nulos dos proble-
mas é bastante amplo, em especial para os problemas PEROLD, PILOT.JA, PILOT.WE,
PILOT4 e PILOTNOV. Por esta razao, a mudanca de escala produz um bom desem-
penho na resolu¢ao dos problemas. Ao se aplicar a mudanca de escala pelo método de
média geométrica seguido de equilibrio, os coeficientes se tornam menores ou iguais a 1,
em modulo, reduzindo bastante a diferenca entre eles.
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S MGE

Menor Maior Meédia Desvio Menor Maior Meédia Desvio
25FV47 0,000200 238,950 5,294 14,359 | 0,002144 1 0,522 0,337
80BAU3B 0,000220 104,740 1,122 4,570 | 0,010679 1 0,795 0,289
ADLITTLE 0,001200 64,300 1,955 6,891 | 0,010989 1 0,540 0,379
AFIRO 0,107000 2,429 1,006 0,522 | 0,327109 1 0,827 0,231
AGG 0,000020 424,000 2,165 22,255 | 0,002366 1 0,582 0,358
AGG2 0,000020 424,000 2,229 20,322 | 0,002366 1 0,534 0,351
AGG3 0,000020 424,000 2,221 19,919 | 0,002366 1 0,533 0,351
BANDM 0,001000 200,000 6,963 21,491 | 0,001362 1 0,479 0,370
BEACONFD 0,001200 500,000 5,727 18,775 | 0,002695 1 0,289 0,319
BLEND 0,003000 66,000 2,555 6,002 | 0,014489 1 0,577 0,343
BNL1 0,001100 78,000 1,931 5,749 | 0,022248 1 0,631 0,330
BNL2 0,000600 78,000 1,662 5,191 | 0,014565 1 0,696 0,315
BOEING1 0,011320 3102,585 56,383 198,147 | 0,004584 1 0,536 0,352
BOEING2 0,010000 3000,000 17,849 122,489 | 0,002008 1 0,487 0,360
BORE3D 0,000100 1426,904 8,596 56,693 | 0,000568 1 0,458 0,406
BRANDY 0,000800 203,700 5,091 16,500 | 0,002282 1 0,462 0,348
CAPRI 0,000090 217,745 4,574 14,543 | 0,000148 1 0,561 0,356
CYCLE 0,000010 910,618 18,881 62,212 | 0,000048 1 0,478 0,360
CZPROB 0,001570 137,000 2,057 12,101 | 0,062335 1 0,815 0,206
D2Q06C 0,000200 2322,700 11,767 47,298 | 0,000172 1 0,526 0,354
DEGEN2 1,000000 1,000 1,000 0,000 | 1,000000 1 1,000 0,000
DEGEN3 1,000000 1,000 1,000 0,000 | 1,000000 1 1,000 0,000
E226 0,000260 1486,200 14,486 67,406 | 0,002945 1 0,418 0,343
ETAMACRO 0,019000 2000,000 26,348 182,386 | 0,020000 1 0,690 0,347
FFFFF800 0,008000 108984,560 87,669 2770,271 | 0,002934 1 0,510 0,367
FINNIS 0,000461 32,000 1,856 4,115 | 0,004325 1 0,666 0,362
FIT1D 0,010000 1890,000 46,110 113,585 | 0,004108 1 0,528 0,294
FIT1P 0,010000 1890,000 38,926 106,440 | 0,002489 1 0,397 0,370
FIT2D 0,050000 2564,000 17,436 55,017 | 0,002002 1 0,532 0,329
FIT2P 0,050000 2564,000 13,100 48,042 | 0,001815 1 0,502 0,397
FORPLAN 0,007390 2800,000 5,171 112,149 | 0,027827 1 0,541 0,318
GANGES 0,001400 1,000 0,512 0,457 | 0,059715 1 0,586 0,386
GFRD-PNC 1,000000 1095,200 244,086 388,355 | 0,033655 1 0,773 0,383
GREENBEA 0,000060 100,000 0,857 1,160 | 0,000967 1 0,511 0,337
GREENBEB 0,000060 100,000 0,857 1,160 | 0,000967 1 0,511 0,337
GROW15 0,000006 1,000 0,174 0,346 | 0,000046 1 0,189 0,366
GROW22 0,000006 1,000 0,175 0,347 | 0,000046 1 0,190 0,367
GROWT 0,000006 1,000 0,171 0,343 | 0,000046 1 0,186 0,364
ISRAEL 0,001000 1600,000 124,573 306,181 | 0,001370 1 0,341 0,326
KB2 0,170000 113,000 40,365 44,081 | 0,007595 1 0,602 0,368
LOTFI 0,019200 1000,000 24,784 90,551 | 0,020573 1 0,526 0,422
MAROS-R7 0,001672 1,000 0,110 0,247 | 0,001672 1 0,111 0,247
MAROS 0,000100 16838,400 265,313 1515,309 | 0,000369 1 0,526 0,351
MODSZK1 0,000740 1,190 0,848 0,335 | 0,027203 1 0,749 0,325
NESM 0,001000 33,333 1,867 6,039 | 0,017710 1 0,651 0,344
PEROLD 0,000053 23614,629 438,308 1982,129 | 0,000204 1 0,490 0,416
PILOT.JA 0,000002 5851141,000 9523,788  194676,720 | 0,000056 1 0,409 0,392
PILOT 0,000001 145,600 0,705 3,804 | 0,000093 1 0,312 0,362
PILOT.WE 0,000143 47950,938 135,388 1263,407 | 0,000264 1 0,600 0,379
PILOT4 0,000037 27843,988 211,949 1495,500 | 0,000061 1 0,352 0,407
PILOT87 0,000001 1000,000 1,897 34,632 | 0,000039 1 0,246 0,327
PILOTNOV 0,000002 5851141,000 10324,338 206523,971 | 0,000023 1 0,433 0,405
RECIPE 0,120000 145,000 29,329 40,091 | 0,025263 1 0,707 0,338
SC105 0,100000 2,000 1,096 0,303 | 0,125000 1 0,897 0,183
SC205 0,100000 2,000 1,100 0,287 | 0,125000 1 0,903 0,172
SC50A 0,100000 2,000 1,088 0,337 | 0,125000 1 0,883 0,205
SC50B 0,300000 3,000 1,201 0,710 | 0,467138 1 0,908 0,136

Tabela 7.10: Coeficientes dos problemas da Netlib sem mudanca de escala (S) e
utilizando-se o método MGE. (Parte 1)
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S MGE

Menor Maior Meédia Desvio Menor Maior Meédia Desvio
SCAGR25 0,200000 9,320 1,028 1,086 | 0,146490 1 0,711 0,315
SCAGR7 0,200000 9,320 1,023 1,049 | 0,146490 1 0,721 0,311
SCFXM1 0,000500 130,000 8,813 24,581 | 0,002432 1 0,490 0,370
SCFXM2 0,000500 130,000 8,805 24,568 | 0,002432 1 0,489 0,371
SCFXM3 0,000500 130,000 8,803 24,564 | 0,002432 1 0,489 0,371
SCORPION 0,010000 1,000 0,695 0,370 | 0,012816 1 0,676 0,347
SCRS8 0,001000 388,765 21,826 54,400 | 0,023405 1 0,773 0,292
SCSD1 0,242536 1,000 0,750 0,226 | 0,288675 1 0,818 0,209
SCSD6 0,242536 1,000 0,752 0,227 | 0,353553 1 0,817 0,200
SCSD8 0,242536 1,000 0,762 0,239 | 0,500000 1 0,851 0,180
SCTAP1 1,000000 80,000 10,072 13,364 | 0,117622 1 0,780 0,285
SCTAP2 1,000000 80,000 10,853 13,673 | 0,117622 1 0,778 0,283
SCTAP3 1,000000 80,000 9,873 12,482 | 0,117622 1 0,791 0,280
SEBA 1,000000 156,000 3,866 11,045 | 0,110675 1 0,688 0,246
SHARE1B 0,100000 1322,230 76,445 172,106 | 0,020989 1 0,578 0,327
SHARE2B 0,010000 103,000 34,416 41,459 | 0,034213 1 0,626 0,295
SHELL 1,000000 1,000 1,000 0,000 | 1,000000 1 1,000 0,000
SHIP04L 0,013888 4,706 1,004 0,149 | 0,687141 1 0,980 0,054
SHIP04S 0,013888 4,706 1,005 0,180 | 0,687141 1 0,979 0,057
SHIPOSL 0,011211 5,000 1,003 0,146 | 0,583780 1 0,987 0,042
SHIP08S 0,011211 5,000 1,006 0,196 | 0,583780 1 0,985 0,046
SHIP12L 0,006250 1,600 0,996 0,069 | 0,558581 1 0,975 0,068
SHIP12S 0,006250 1,600 0,992 0,097 | 0,558581 1 0,974 0,071
SIERRA 1,000000 100000,000 904,853 9464,656 | 0,003162 1 0,787 0,406
STAIR 0,000010 9,853 0,435 0,798 | 0,000059 1 0,265 0,373
STANDATA 1,000000 300,000 7,646 21,473 | 0,208751 1 0,764 0,266
STANDMPS 1,000000 300,000 6,476 19,654 | 0,208751 1 0,757 0,265
STOCFOR1 0,062580 336,600 52,442 104,058 | 0,062580 1 0,679 0,380
STOCFOR2 0,202680 336,600 56,025 106,550 | 0,139875 1 0,736 0,330
TRUSS 0,447200 1,000 0,767 0,209 | 0,500000 1 0,880 0,214
TUFF 0,000010 10000,000 32,179 259,834 | 0,000010 1 0,480 0,352
VTP.BASE 0,133330 4000,000 588,824 1311,430 | 0,014770 1 0,679 0,371
WOOD1P 0,000030 1000,000 71,720 214,840 | 0,000000 1 0,082 0,209
WOODW 0,010000 1000,000 359,112 424,866 | 0,003405 1 0,450 0,378

Tabela 7.11: Coeficientes dos problemas da Netlib sem mudanga de escala (S) e
utilizando-se o0 método MGE. (Parte 2)

S MGE

Menor Maior Meédia Desvio | Menor Maior Meédia Desvio
CRE-A 0,6000 71,000 7,431 14,897 0,055 1 0,642 0,353
CRE-B 0,6000 71,000 1,534 4,356 0,055 1 0,657 0,362
CRE-C 0,5000 71,000 7,146 14,855 0,049 1 0,633 0,353
CRE-D 0,5000 71,000 1,471 4,156 0,045 1 0,661 0,376
KEN-07 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
KEN-11 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
KEN-13 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
OSA-07 0,2925 13,075 2,841 2,231 0,176 1 0,728 0,250
OSA-14 0,2925 13,075 2,823 2,214 0,176 1 0,721 0,253
OSA-30 0,1572 13,190 2,831 2,232 0,120 1 0,680 0,287
OSA-60 0,3502 13,206 2,848 2,238 0,170 1 0,693 0,254
PDS-02 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
PDS-06 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
PDS-10 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000
PDS-20 1,0000 1,000 1,000 0,000 1,000 1 1,000 0,000

Tabela 7.12: Coeficientes dos problemas de Kennington sem mudanga de escala (S) e
utilizando-se o método MGE.

77



Nos problemas de Kennington, os coeficientes nao-nulos sao mais proximos. Um
fato interessante é que, para metade dos problemas, a matriz de coeficientes é formada
por elementos —1 e +1. Estas razoes ajudam a compreender porque, neste caso, o
desempenho sem a mudanga de escala (S) é semelhante aquele utilizando-se o método
de média geométrica seguido de equilibrio (MGE), como mostrado na Tabela 7.9.

Na Tabela 7.13, sao apresentados calculos semelhantes para 50 problemas da Netlib,
considerando outros dois métodos de mudanca de escala: média geométrica (MG) e
média geométrica seguido de norma 2 (MG2). Mais uma vez, os valores calculados
ajudam a compreender a Tabela 7.9. Apesar de ter reduzido a dispersao dos coeficientes
nao-nulos em valor absoluto, o método MG ainda os manteve relativamente distantes.
Ja o método MG2, resultou em coeficientes mais proximos, caracteristica semelhante
ao método de média geométrica seguido de equilibrio. A média dos coeficientes foi
bem pequena para a maioria dos problemas, indicando que os coeficientes ficaram mais
proximos de zero.

Analisando-se os resultados apresentados nas tabelas, pode-se verificar que, em geral,
quanto mais proximos entre si estao os coeficientes em valor absoluto de um problema,
menor o tempo computacional para resolvé-lo. Vale ressaltar que, no caso do método
MG2, como os coeficientes se tornaram proximos de zero, as tolerancias definidas como
padrao (veja Tabela 7.1) podem ter se tornado inadequadas, o que justificaria a néao
resolucao de 3 problemas.

Técnicas de representacdo da matriz basica

Para a comparagao entre as técnicas PFI e SSLU, os problemas das Tabelas 7.6 e 7.7
foram resolvidos utilizando-as. Nos testes com a FPI, foram calculados o ntamero de
vezes que o procedimento de inversao foi invocado (#I), a média do preenchimento
ocorrido nestas inversoes (I) e a média do preenchimento ocorrido apés 50 atualizagdes
da representagao (AF). De forma semelhante, na resolugao utilizando a SSLU, foram
calculados a quantidade de decomposigoes realizadas (#D), a média do preenchimento
nesta decomposigoes (D) e a média do preenchimento apés 50 atualizagoes SSLU (AS).
Os tempos de execucao do método primal simplex, Fase-I e Fase-II, foram calculados em
ambas as técnicas. A média das razoes entre os tempos de execucao para a técnica FPI
sobre os tempos para a SSLU é igual a 1,76, com desvio padrao igual a 2,54.

Na Tabela 7.14, sao apresentados os resultados obtidos para os 50 problemas com
maior razao I/D, considerando apenas a Fase-II. A Fase-I possui um grande ntimero de
variaveis artificiais na base, o que poderia prejudicar a analise dos resultados. Observe
como o preenchimento utilizando-se a FPI é grande quando comparado ao preenchi-
mento utilizando-se a SSLU. Para o problema FIT2P, a representacao da inversa da
matriz basica tem, em média, cerca de 5000 elementos nao-nulos a mais que a propria
matriz, apos o procedimento de inversao. Este preenchimento é 858,21 vezes maior que
o preenchimento médio obtido no procedimento de decomposi¢ao SSLU. Além destes
elementos, sao criados, em média, cerca de 138130 elementos nao-nulos nas 50 atualiza-
¢oes da FPI apés a inversao, um preenchimento igual a quase trés vezes o ntimero de
elementos nao-nulos na matriz de coeficientes do problema.

Devido ao alto preenchimento, a resolugao utilizando-se a FPI exige maior quantidade
de memoria, sendo inviavel na resolucao de problemas de grande porte. De fato, nos
testes realizados com esta técnica, o software implementado nao foi capaz de resolver
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MG MG2

Menor Maior Meédia Desvio Menor Maior Meédia Desvio
25FV47 0,028818 34,701 1,638 1,770 | 0,000104 1,000 0,301 0,246
80BAU3B 0,057857 17,284 1,188 0,943 | 0,000238 1,000 0,624 0,266
ADLITTLE 0,089973 11,114 1,517 1,702 | 0,000747 1,000 0,410 0,292
AFIRO 0,571934 1,748 1,129 0,347 | 0,072871 1,000 0,584 0,212
AGG 0,039687 25,197 1,759 2,234 | 0,000116 1,000 0,210 0,154
AGG2 0,039687 25,197 1,691 2,354 | 0,000294 1,000 0,203 0,171
AGG3 0,039687 25,197 1,685 2,337 | 0,000294 1,000 0,203 0,171
BANDM 0,028813 34,707 1,996 3,189 0,00013 1,000 0,307 0,308
BEACONFD 0,040897 24,451 2,104 3,421 0,00037 1,000 0,139 0,242
BLEND 0,08405 11,898 1,634 2,225 | 0,000802 1,000 0,326 0,251
BNL1 0,108284 9,235 1,258 1,231 | 0,001338 1,000 0,415 0,239
BNL2 0,093064 10,745 1,228 1,208 | 0,000523 1,000 0,440 0,236
BOEING1 0,067707 14,770 1,752 2,306 | 0,000019 1,000 0,244 0,226
BOEING2 0,033387 29,951 2,465 3,353 | 0,000189 1,000 0,254 0,235
BORE3D 0,021068 47,465 2,313 5,258 0 1,000 0,340 0,324
BRANDY 0,029442 33,965 2,036 2,657 | 0,000029 1,000 0,226 0,255
CAPRI 0,010014 99,860 1,789 6,162 0 1,000 0,347 0,282
CYCLE 0,006838 146,249 2,293 7,242 | 0,000001 1,000 0,289 0,233
CZPROB 0,134982 7,408 1,076 0,416 | 0,026249 1,000 0,550 0,166
D2Q06C 0,012028 83,139 1,739 2,900 | 0,000004 1,000 0,297 0,267
DEGEN2 1 1,000 1,000 0,000 | 0,213201 1,000 0,354 0,094
DEGEN3 1 1,000 1,000 0,000 | 0,142857 1,000 0,250 0,106
E226 0,046985 21,283 1,707 2,302 | 0,000053 1,000 0,231 0,236
ETAMACRO 0,141421 7,071 1,512 1,309 | 0,000398 1,000 0,427 0,321
FFFFF800 0,036133 27,676 1,745 2,423 | 0,000009 1,000 0,276 0,247
FINNIS 0,060461 16,540 1,902 2,712 | 0,000687 1,000 0,432 0,281
FIT1D 0,048726 20,523 1,574 1,533 0,00051 0,675 0,209 0,181
FIT1P 0,017837 56,062 1,706 2,796 | 0,000089 1,000 0,197 0,362
FIT2D 0,029719 33,649 1,626 1,427 0,00026 0,655 0,218 0,184
FIT2P 0,027581 36,257 1,194 1,384 | 0,000048 1,000 0,279 0,437
FORPLAN 0,122276 8,178 1,337 1,173 | 0,003127 1,000 0,226 0,203
GANGES 0,173373 5,768 0,954 1,001 | 0,006452 1,000 0,378 0,316
GFRD-PNC 0,173831 5,753 2,262 2,215 | 0,000913 1,000 0,599 0,318

GREENBEA 0,021755 45,966 1,428 2,031 0,00001 1,000 0,344 0,239
GREENBEB 0,021755 45,966 1,428 2,031 0,00001 1,000 0,344 0,239

GROW15 0,005517 181,251 6,461 22,164 | 0,000008 1,000 0,157 0,300
GROW?22 0,005517 181,251 6,455 22,152 | 0,000008 1,000 0,157 0,300
GROW? 0,005517 181,251 6,483 22,209 | 0,000008 1,000 0,156 0,302
ISRAEL 0,02489 40,176 2,278 3,218 | 0,000057 1,000 0,147 0,203
KB2 0,077873 12,841 2,353 2,804 | 0,002809 1,000 0,310 0,217
LOTFI 0,079736 12,541 1,942 2,282 | 0,000706 1,000 0,375 0,381
MAROS-R7 0,04089 24,456 1,621 3,749 | 0,001428 1,000 0,100 0,234
MAROS 0,015258 65,539 1,619 2,736 | 0,00002 1,000 0,308 0,236
MODSZK1 0,119268 8,384 1,153 0,930 | 0,00036 1,000 0,641 0,317
NESM 0,074008 13,512 1,306 1,894 | 0,00003 1,000 0,258 0,392
PEROLD 0,005172 193,365 3,862 11,912 | 0,00001 1,000 0,356 0,320
PILOT.JA 0,003427 291,763 3,145 8,767 | 0,000001 1,000 0,243 0,276
PILOT 0,00386 259,067 3,147 8,935 0 1,000 0,180 0,229
PILOT.WE 0,005175 193,233 2,414 8,092 | 0,00001 1,000 0,441 0,333
PILOT4 0,002089 478,724 4,707 20,663 | 0,000002 1,000 0,275 0,345
PILOTS87 0,004657 214,732 2,504 6,073 | 0,000003 1,000 0,138 0,219
PILOTNOV 0,003427 291,763 3,008 12,566 | 0,000001 1,000 0,278 0,299
RECIPE 0,115751 8,639 1,453 1,750 | 0,005864 1,000 0,439 0,281
SC105 0,353553 2,828 1,022 0,227 | 0,083045 0,894 0,591 0,136
SC205 0,353553 2,828 1,017 0,191 | 0,083045 1,000 0,593 0,130

Tabela 7.13: Coeficientes de 50 problemas da Netlib utilizando-se mudanca de escala
pelos métodos MG e MG2.
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FPI SSLU Razoes
Problema #I1 I AF #D D AS I/D AF/AS
FIT2P 484 5081,12  138130,27 403 5,92 1052,54 | 858,21 131,24
FIT1P 25 493,68 29796,96 25 0,92 1016,32 | 536,61 29,32
SIERRA 14 122,79 1041,29 11 0,82 261,55 | 150,07 3,98
AGG2 3 102,33 3018,33 3 1,33 800,67 76,75 3,77
BOEING2 1 147,00 4095,00 2 3,00 349,50 49,00 11,72
AGG 1 470,00 6728,00 1 15,00 475,00 31,33 14,16
CAPRI 1 2160,00 8174,00 1 83,00 950,00 26,02 8,60
STOCFOR2 20 7731,00 27995,90 20 297,90 842,05 25,95 33,25
PILOTNOV 16 33593,19 33026,31 15 1381,73  2070,93 24,31 15,95
WOODW 23 3767,91 5655,65 23 159,43  1866,91 23,63 3,03
STANDATA 1 78,00 1199,00 1 4,00 330,00 19,50 3,63
FFFFF800 3 442,00 2736,33 2 23,50 661,50 18,81 4,14
PILOT.JA 105 32081,26 31884,06 95 1930,46  1566,86 16,62 20,35
D2Q06C 483 39148,59 51624,25 537 2374,74  1686,96 16,49 30,60
SCFXM2 4 1969,75 4788,00 5 119,60 714,00 16,47 6,71
BNL2 96 7380,78 27104,96 86 500,59  1045,03 14,74 25,94
MAROS 25 4783,40 14782,32 21 342,24  1041,19 13,98 14,20
SCFXM3 7 2483,00 4560,43 7 188,00 716,71 13,21 6,36
PILOT4 16 8213,69 14503,75 15 637,13  2036,00 12,89 7,12
NESM 41 2867,24 3997,37 38 224,66 770,29 12,76 5,19
SCAGR25 3 877,00 5415,00 3 71,67 1050,33 12,24 5,16
ISRAEL 3 250,00 6995,00 3 20,67  1282,33 12,10 5,45
CYCLE 12 5940,58 13003,50 15 531,33  1281,93 11,18 10,14
SCTAP1 2 108,00 1081,00 2 10,00 458,00 10,80 2,36
BNL1 5 1985,80 9343,00 9 185,11 785,33 10,73 11,90
SCFXM1 2 816,50 3051,00 2 78,00 549,00 10,47 5,56
25FV47 69 10016,54 2428581 62 1055,15  1662,35 9,49 14,61
GREENBEA 187 9910,65 27792,97 155 1047,37  1513,43 9,46 18,36
TRUSS 175 20758,49 27588,66 174 2254,99  1815,85 9,21 15,19
E226 9 825,44 4315,67 8 90,50 758,50 9,12 5,69
MODSZK1 20 3324,20 20399,30 20 368,70  1538,40 9,02 13,26
PILOT 109 166365,85 55021,59 136 19030,10 3884,54 8,74 14,16
GREENBEB 104 12902,43 26722,49 115 1480,07  1414,94 8,72 18,89
GANGES 2 727,00 9404,50 2 83,50 882,50 8,71 10,66
ETAMACRO 7 906,29 5390,29 7 104,86  1002,29 8,64 5,38
TUFF 3 694,00 5313,33 4 81,00 675,75 8,57 7,86
SCRS8 7 1587,29 4820,00 8 187,38 987,13 8,47 4,88
SCORPION 1 946,00 1886,00 1 115,00 1174,00 8,23 1,61
BOEINGI1 10 403,40 2313,30 9 49,44 525,44 8,16 4,40
FINNIS 9 265,44 3130,89 7 32,57 756,57 8,15 4,14
BANDM 2 2916,50 10320,50 2 358,00 1255,00 8,15 8,22
PEROLD 81 13549,83 20437,25 68 1675,97  1528,79 8,08 13,37
LOTFI 1 32,00 1322,00 1 4,00 324,00 8,00 4,08
PILOTS87 335  353431,64 83565,10 335 46332,17  5892,15 7,63 14,18
PILOT.WE 238 13470,85 27918,55 214 1771,51  1558,23 7,60 17,92
ADLITTLE 2 95,00 1033,00 2 13,00 562,50 7,31 1,84
GROW15 1 8794,00 2551,00 1 1269,00 671,00 6,93 3,80
80BAU3B 112 457,89 3610,39 108 66,93 689,28 6,84 5,24
BRANDY 2 1674,00 7014,00 3 250,67 1078,67 6,68 6,50
STAIR 6 13002,17 19096,00 6 1981,17  2963,67 6,56 6,44
DEGEN3 106 15756,12 20038,77 118 2407,88  2048,41 6,54 9,78
GROW22 1 9920,00 3726,00 1 1523,00 715,00 6,51 5,21
SHARE1B 2 480,50 4158,50 2 93,00 696,00 5,17 5,97
FORPLAN 1 1497,00 4989,00 1 303,00 910,00 4,94 5,48
SCSD8 47 2747,45 7611,09 55 557,36 987,62 4,93 7,71

Tabela 7.14: Preenchimento na representacao da matriz bésica.
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corretamente 5 problemas de Kennington, sendo eles KEN-11, KEN-13, KEN-18, PDS-
10 e PDS-20, devido a erros numéricos ou por exceder o espaco de memoria alocado
durante o procedimento de inversao.

Um ultimo teste foi realizado, com o intuito de verificar como a mudanca de escala
interfere no preenchimento dado na decomposicao e atualizacao SSLU. Os problemas da
Netlib foram resolvidos de duas formas: sem a mudanga de escala (S) e, em seguida,
utilizando-se o método de média geométrica seguido de norma 2 (MG2). De forma
semelhante & comparagao do preenchimento entre FPI e SSLU (Tabela 7.14), calculou-
se o nimero de elementos nao-nulos a mais do que na matriz basica, ap6s a decomposi¢ao
(D) e apos 50 atualizagoes da representagao (A).

Na Tabela 7.15, sao apresentados os resultados obtidos para os 50 problemas com
as maiores razoes dadas pelo preenchimento apés a decomposicao sem mudanca de es-
cala sobre aquele considerando o método MG2. De acordo com os dados, a mudanga
de escala contribui com a reducao do preenchimento e, conseqiientemente, a resolugao
dos problemas é realizada em menor tempo computacional, como mostrado na Tabela
7.9. De fato, devido a melhor caracteristica numérica do problema apds a mudanca, os
critérios usados na selecao de elementos pivos, durante o procedimento de decomposicao,
conseguem garantir maior esparsidade para a representacao.
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SSLU + S SSLU + MG2 Razoes
Problema #D D A #D D A D(S/MG2) A(S/MG2)
FIT1P 31 35,55 845,84 24 0,33  1027,42 106,65 0,82
FIT1D 50 33,74 208,04 30 0,90 142,50 37,49 1,46
FIT2P 514 36,68 1030,13 431 2,32 952,11 15,81 1,08
DEGEN3 118 2407,88  2048,41 | 2000 194,92 903,01 12,35 2,27
BOEING2 2 17,00 495,00 2 1,50 275,00 11,33 1,80
SCTAP3 13 31,54 407,92 10 3,00 205,80 10,51 1,98
SCTAP1 1 50,00 553,00 2 5,50 495,00 9,09 1,12
FIT2D 546 67,99 235,18 455 8,32 145,80 8,17 1,61
CYCLE 179 1661,63  1374,51 14 206,79  1166,71 8,04 1,18
SCTAP2 12 2,50 353,17 6 0,33 252,00 7,50 1,40
ISRAEL 6 40,17 1055,83 5 9,20 868,80 4,37 1,22
DEGEN2 12 575,17  1362,33 220 173,73 949,70 3,31 1,43
LOTFI 1 18,00 618,00 1 6,00 364,00 3,00 1,70
TUFF 8 144,50 770,38 1 71,00 1086,00 2,04 0,71
25FVAT 148 1622,91 1458,18 52 833,27 1484,15 1,95 0,98
ADLITTLE 1 19,00 966,00 2 10,00 458,50 1,90 2,11
KB2 1 69,00 915,00 1 41,00 566,00 1,68 1,62
SCFXM1 4 90,00 601,00 3 54,33 631,33 1,66 0,95
SCFXM3 12 391,58 782,50 9 241,22 676,89 1,62 1,16
SCSD6 7 89,71 683,86 8 59,75 704,25 1,50 0,97
GREENBEA 250 1283,14  1797,24 111 857,23  1361,68 1,50 1,32
FFFFF&00 3 18,33 282,00 3 12,33 187,67 1,49 1,50
SCORPION 1 101,00 914,00 1 68,00 1598,00 1,49 0,57
80BAU3B 102 69,09 540,31 86 47,23 530,72 1,46 1,02
CAPRI 2 107,50 756,50 2 75,00 358,50 1,43 2,11
BRANDY 1 394,00 1253,00 2 276,50  1367,00 1,42 0,92
SCFXM2 7 226,43 756,86 6 165,83 733,50 1,37 1,03
SCSD8 19 397,84 1001,21 18 292,72 765,50 1,36 1,31
SHARE1B 2 115,50 835,00 2 85,50 515,00 1,35 1,62
FINNIS 10 16,70 419,70 8 12,38 410,88 1,35 1,02
E226 11 105,27 703,27 11 78,82 713,00 1,34 0,99
BOEINGI1 16 68,75 457,88 11 52,09 559,00 1,32 0,82
BNL1 13 216,62 759,69 12 174,67 696,75 1,24 1,09
SCAGR25 4 83,50  1362,00 3 68,00 1102,33 1,23 1,24
CZPROB 17 5,18  1059,12 14 4,29  2097,07 1,21 0,51
TRUSS 246 2213,59  1938,39 221 1848,49  1810,42 1,20 1,07
GREENBEB 174 1527,98 157651 73 1291,10 1559,25 1,18 1,01
BNL2 109 472,27 953,41 87 415,37 1001,01 1,14 0,95
ETAMACRO 7 72,57 805,43 7 64,57 591,14 1,12 1,36
STAIR 6  1997,17 3112,00 6  1874,33 2973,17 1,07 1,05
PILOT 356 16617,47 3815,71 | 225 15780,47 3376,21 1,05 1,13
PILOT87 843  42023,21  5141,97 470 40151,89 5538,43 1,05 0,93
GROW22 5 1708,40  2368,40 2 1647,50 781,00 1,04 3,03
PEROLD 132 1628,08  1374,22 105 1593,50  1427,79 1,02 0,96
AGG 1 15,00 426,00 1 15,00 597,00 1,00 0,71
SHIP04S 3 1,33 232,00 3 1,33 158,00 1,00 1,47
BANDM 5 279,20  1106,60 3 281,00 1331,33 0,99 0,83
SC205 2 263,50  2195,00 2 276,50  2021,00 0,95 1,09
PILOT.WE 230 1572,22  1427,99 140 1671,20 1313,84 0,94 1,09
SCRS8 8 141,25 1001,88 10 150,30 895,90 0,94 1,12
SIERRA 11 6,64 245,55 8 7,13 340,88 0,93 0,72
NESM 99 191,94 676,26 76 207,91 737,76 0,92 0,92
MODSZK1 28 187,29 790,79 28 207,75 786,64 0,90 1,01
GROW15 3 1003,33  1115,00 2 1206,50 494,00 0,83 2,26
GANGES 4 36,25 501,25 3 54,33 822,67 0,67 0,61

Tabela 7.15: Influéncia da mudanga de escala no preenchimento (SSLU).
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Capitulo 8

Conclusoes e trabalhos futuros

A implementacao de métodos tipo simplex para a resolucao de problemas reais de grande
porte é bastante complexa e envolve os conceitos de diversas areas, entre elas otimiza-
¢ao linear, analise numérica, estruturas de dados e programacao de computadores. As
técnicas disponiveis na literatura sao essenciais para a implementagao eficiente e estavel
destes métodos.

As estruturas de dados utilizadas devem considerar a esparsidade dos dados do pro-
blema, buscando a eficiéncia do armazenamento e da utilizacao desta informacao. O
nicleo numérico deve possuir técnicas para a representacao da matriz bésica e para
manter a estabilidade numérica do método, utilizando-se diferentes tolerancias, estabi-
lizacao do teste da razao e mudanca de escala.

De acordo com os testes realizados, a técnica SSLU mostrou-se bastante eficiente
quando comparada a FPI. Em geral, o preenchimento ocorrido no procedimento de
decomposi¢ao SSLU e durante as atualizacoes da representacao é menor que na FPI e,
como conseqiiéncia, o tempo computacional para a resolu¢ao dos problemas ¢é reduzido.
Além disso, a estabilidade numérica proporcionada pela SSLU é maior, diminuindo o
namero de falhas na resolugao de problemas. Apesar de ser trabalhosa a implementacao
da técnica SSLU, os resultados obtidos sao compensadores.

A mudanca de escala também pode ser considerada uma técnica bastante eficaz. Ao
melhorar as propriedades numéricas do problema, o preenchimento na representacao da
matriz bésica foi reduzido e o tempo de resolucao decaiu. Entretanto, deve-se escolher
um método de mudanca de escala adequado, como o de média geométrica seguido de
equilibrio ou seguido de norma 2. Estes métodos tém como caracteristica reduzir a
diferenga entre o valor absoluto dos elementos nao-nulos da matriz de coeficientes de um
problema, tornando-os mais proximos e dentro do intervalo [0, 1].

A eficiéncia de métodos tipo simplex também depende de outras técnicas, conforme
descrito no Capitulo 3. As técnicas do nicleo numérico precisam ser combinadas com
aquelas do nicleo conceitual, de modo a se reduzir ainda mais o ntmero de iteragoes e o
tempo computacional na resolucao de problemas. Assim, como proposta para trabalhos
futuros tem-se o enfoque nas técnicas do nucleo conceitual, em especial para as estraté-
gias de pricing e para as técnicas de pré-processamento, por contribuirem bastante com
a eficiéncia dos métodos tipo simplex.
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Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
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