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Resumo

O Problema da Mochila Compartimentada é uma extenséo do Proble-
ma da Mochila, em que os itens solicitados sdo divididos em classes, de
modo que a mochila deve ser subdividida em compartimentos, os quais
tém capacidades limitadas e sdo carregados com itens da mesma classe.
Além disso, a constru¢ao de um compartimento tem um custo fixo e oca-
siona uma perda no espac¢o da mochila. O objetivo consiste em maximizar
a soma dos valores dos itens, descontado o custo fixo de incluséo de com-
partimentos. Neste trabalho, sdo abordados dois métodos de solucdo. A
primeira abordagem é uma heuristica, que consiste na combinagéao de
duas heuristicas da literatura. A segunda abordagem é o método Geracéao
de Colunas, que além de fornecer um novo limitante superior para o
Problema da Mochila Compartimentada, ao final do método o problema
mestre foi resolvido com as variaveis definidas como inteiras, obtendo
uma solucéo factivel. Em ambos os métodos, o modelo ndo-linear é de-
composto em dois modelos lineares, no qual, um gera compartimentos
e 0 outro os seleciona. Os resultados obtidos com as duas abordagens
foram comparados com um limitante superior e se mostraram bastante
satisfatorios.

Palavras-chave:Problemas da Mochila, Problemas de Corte, Geragéo de Colunas,
Heuristicas.






Abstract

The Compartmentalized Knapsack Problem is an extension of the
classical Knapsack Problem, where the ordered items are partitioned into
classes, in such way that the knapsack must be divided into compart-
ments, each one having limited capacity. In addition, the building of a
compartment has a fixed cost and involves a loss of the overall capacity.
The objective is to maximize the sum of the items utility value, minus the
fixed costs of the compartments. This dissertation presents two solving
methods. The first approach is a heuristic method, which is a combi-
nation of two heuristics from the literature. The second approach is a
Column Generation method, that apart from it gives a new upper bound
to the Compartmentalized Knapsack Problem, in the end of the method
the master problem was solved with the variables defined as integer, that
supplies a feasible solution. In both methods, the mathematical non linear
model is decomposed into two linear models, one generates the compart-
ments, and the other selects them to compose the knapsack. The results
obtained with these two approaches were compared with an upper bound
and they showed very efficient.

Keywords: Knapsack Problems, Cutting Problems, Column Generation, Heuristics.
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CAPITULO

1

Introducao

Problemas de Corte e Empacotamento sao bastante importantes para problemas econémi-
cos. A grande maioria dos estudos realizados tem por objetivo melhorar o planejamento e
programacéo da producéo industrial, envolvendo analises peculiares a cada tipo de industria,
como por exemplo, industrias de papel, méveis, aco, plastico, téxtil, entre outras. Estes pro-
blemas comecaram a ser estudados na década de 30, porém somente a partir dos trabalhos de
Gilmore & Gomory (1961, 1963, 1965) que as pesquisas direcionadas a este assunto tiveram
grande notoriedade.

Basicamente, os Problemas de Corte consistem em produzir um conjunto de itens de ta-
manhos e formas definidas a partir do corte de objetos grandes disponiveis. Analogamente,
0s objetos grandes podem ser vistos como espacos a serem preenchidos por itens menores, de
modo que tais problemas sé&o referenciados por Problemas de Corte e Empacotamento. Pro-
blemas de Corte e Empacotamento sao Problemas de Otimiza¢cdo Combinatéria que podem ter
como objetivo reduzir a perda, maximizar o lucro, diminuir custos de producéo etc. Muitos
trabalhos fazem referéncias a Problemas de Corte de Estoque quando existe um conjunto de
objetos disponiveis em estoque a serem cortados para a producdo de itens demandados em
guantidades especificas.

Existem diversas caracteristicas que podem ser usadas para classificar os Problemas de Corte
e Empacotamento, conforme Dyckhoff & Finke (1992). O primeiro critério para uma classifi-
cacao € a dimenséao do problema, que resumidamente pode ser unidimensional, bidimensional
etc., quando uma, duas ou mais dimensdes séo relevantes no processo de corte, respectiva-
mente. Ainda temos problemas 1.5 dimensionais que sdo problemas bidimensionais, porém
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uma das duas dimensdes é variavel, 2.5 dimensionais que sdo problemas tridimensionais com
uma dimenséao variavel e duas fixas.

A literatura é rica em métodos para resolver Problemas de Corte, devido a grande dificuldade
de resolucdo. Um modelo matematico de otimizacao linear inteiro, com um ndmero muito
grande de variaveis, € bastante utilizado para representar Problemas de Corte de Estoque, desde
os trabalhos de Gilmore & Gomory (1961), que propuseram a técnica Geracdo de Colunas para
resolver a relaxacéo linear desse modelo.

Este trabalho abordara Problemas de Corte Unidimensional, porém o processo de corte é
realizado em duas fases, um caso pouco explorado na literatura. Entretanto, além dos problemas
necessitarem de duas fases de corte, eles possuem caracteristicas bastante interessantes do ponto
de vista técnico e matematico. Para tratar estas particularidades sera abordado o Problema da
Mochila Compartimentada.

O Problema da Mochila Compartimentada foi modelado em Marques|(2000) e Hoto (2001),
para gerar padrdes para Problemas de Corte em Duas Fases, isto €, 0s objetos em estoque sao
cortados em objetos intermediarios, que em seguida sao cortados nos itens encomendados. As
caracteristicas envolvidas nos problemas, que podem utilizar o Problema da Mochila Com-
partimentada, é que os itens demandados sdo agrupados em diferentes classes e cada objeto
intermediario € cortado em itens de uma unica classe. Estes problemas sao dificeis de resolver
e a principal dificuldade reside no fato da néo linearidade do Problema da Mochila Comparti-
mentada.

1.1 Propostas do trabalho

Na literatura, alguns métodos heuristicos foram propostos por Marques & Arenales (2007)
orientado para o corte de bobinas de a¢o sujeitas a laminacédo. Os autores propuseram um bom
limitante superior para este problema, que foi utilizado para analisar a eficiéncia das heuristi-
cas. A partir das heuristicas propostas por estes autores, neste trabalho é proposta uma nova
heuristica, que combina os métodos de solucéo de Marques & Arenales (2007).

Além disso, apresentamos uma reformulacdo do Problema da Mochila Compartimentada,
pela definicao prévia das possiveis solu¢des dos objetos intermediario (compartimentos), obten-
do-se assim um problema mestre equivalente com muitas variaveis. A relaxacao linear do pro-
blema mestre é resolvida pela técnica de Geragdo de Colunas. O problema mestre também foi
resolvido com as variaveis inteiras, depois de obtido uma solucéo 6tima para o problema mestre
relaxado.
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1.2 Organizacao do texto

No Capitulo 2 sdo apresentados todos os artigos encontrados na literatura sobre Problemas
de Corte em Duas Fases e uma revisédo dos trabalhos que tratam o Problema da Mochila Com-
partimentada.

No Capitulo 3 sdo apresentadas a definicdo, a modelagem matematica e uma aplicacdo para
o Problema da Mochila Compartimentada.

No Capitulo 4 é proposta uma heuristica hibrida e analisados os resultados computacionais.

No Capitulo 5 o Problema da Mochila Compartimentada é reformulado e proposto um
método Geracédo de Colunas e apresentados os resultados computacionais.

No Capitulo 6 sdo apresentados os métodos de solucéo utilizados para resolver os Problemas
da Mochila que surgem na heuristica e no método Geragédo de Colunas, baseados na enumeragao
implicita.

No Capitulo 7 sao apresentados as conclusdes e os trabalhos futuros que poderédo ser desen-
volvidos para o Problema da Mochila Compartimentada.






CAPITULO

2

Revisao da literatura

2.1 Revisao para Problemas de Corte em Duas Fases

Nesta secdo € apresentada uma revisdo bibliografica sobre Problemas de Corte em Duas
Fases, em que a compartimentacado é tratada de maneira implicita ou desnecesséria, relatando
todos os trabalhos encontrados na literatura sobre o tema.

Um dos primeiros trabalhos direcionados ao Problema de Corte em Duas Fases € o artigo de
Haessler (1971), que aborda o processo de corte de uma industria de papel. O corte de bobinas
de papel é realizado em duas fases devido ao nimero limitado de facas e para minimizar o
tempo de preparacao envolvido na mudanca de facas do cortador. Na resolucéo do problema, o
autor utilizou uma heuristica para gerar os padrdes de corte, junto com a heuristica de repeticéo
exaustiva/(Hinxman, 1980). Com esse procedimento heuristico, o autor relata que a maioria das
solucdes obtidas foi melhor que as realizadas manualmente pela industria estudada.

Haessler (1979) apresenta um estudo para uma industria de filmes plasticos, que consiste
em cortar bobinas de filmes plasticos em bobinas intermediarias e, entéo, recorta-las. O autor
relata que o problema em questédo ndo pode ser classificado como um Problema de Corte de
Estoque Bidimensional Multiestagio, proposto por Gilmore & Gomory (11965), porgque os cortes
do primeiro e segundo estagios eram paralelos uns aos outros (problema unidimensional, ja que
apenas uma dimensao é relevante para o corte). Para resolvé-lo foram utilizados procedimentos
heuristicos baseados numa modificacdo do processo Geragao de Colunas, proposto por Gilmore
& Gomory (1961).
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Um dos primeiros trabalhos desenvolvidos para Problemas de Corte em Duas Fases prove-
nientes de industrias de ferro e aco, cujo material esta sujeito a reducéo de espessura (lam-
inacao), foi apresentado em Ferreira et al. (1990). Para resolvé-lo, os autores utilizaram uma
heuristica, em que a partir de um ndmero inicial de itens pré-fixados eram planejadas uma quan-
tidade determinada de bobinas intermediarias. Em seguida, eram gerados os padrdes de corte
utilizando a heuristic&irst-Fit-Decreasing entao verificava se eles eram viaveis e aceitaveis,

e os melhores eram selecionados para compor a solucao. A desvantagem deste procedimento é
gue os padrdes gerados ndo eram necessariamente factiveis, nestes casos a heuristica era exe-
cutada até encontrar padrdes factiveis, a cada execucdo o numero de bobinas intermediarias e
itens iniciais eram incrementados.

Em|Pereira (1993), o problema de corte de bobinas de aco sujeitas a laminacéo foi modelado
inicialmente como um Problema de Programacéao Linear Inteiro Misto. Este modelo, no entanto,
era dificil de resolver, entdo o autor propds outros modelos simplificados. Alguns testes foram
realizados até obter o modelo simplificado considerado mais adequado, o qual foi resolvido
utilizando um algoritmdranch-and-boundDe acordo com o autor, os resultados finais obtidos
foram considerados satisfatorios.

Em[Carvalho & Rodrigues (1994, 1995) é desenvolvida a técnica Geracao de Colunas para o
problema de corte de bobinas de aco sujeitas a laminacg&o. A principal caracteristica do método
proposto é que as restricdes do problema mestre estdo expressas em termos dos itens, enquanto
no subproblema, dado por um Problema da Mochila, as variaveis sdo expressas em termos das
bobinas intermediarias. Para contornar essa situacao, os autores consideraram que cada bobina
intermediaria € composta por apenas um tipo de item, ou seja, padréo de corte homogéneo. Este
processo, consequentemente, ocasiona excesso de itens em relacdo a demanda. Para reduzir este
excesso, as bobinas intermediarias chamadas dominadas e as que nao contribuiam com custos
relativos positivos eram removidas.

Johnson et al. (1997) comparam a eficiéncia dos processos de corte em uma Unica fase com
o corte em duas fases para a industria de papel. Apesar do processo poder ser realizado em uma
fase, os autores utilizaram o corte em duas fases para comparar os dois procedimentos. Eles
adotaram um procedimento heuristico, cuja desvantagem é que nado era possivel melhorar as
bobinas intermediérias obtidas, caso fosse encontrado uma solu¢éo ruim. Apesar da necessidade
de procedimentos melhores, ficou demonstrado que o corte em duas fases foi bastante eficiente
em relagéo ao corte em uma fase, diminuindo muito a perda.

Dando continuidade a proposta de Johnson et al. (1997) sobre a formacao de bobinas inter-
mediarias melhores, Zak (2002a,b) apresenta um estudo realizado para o Problema de Corte em
Duas Fases proveniente de uma industria de papel. Neste trabalho, a necessidade de dois esta-
gios de corte é devido ao numero limitado de facas. Para resolver o problema, o autor propde
uma técnica geragao de colunas e linhas, em que o tamanho das bobinas intermediarias séo as
linhas e os padrdes de corte sdo as colunas. Para gerar linhas e colunas o autor considerou trés
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problemas: dois Problemas Classicos da Mochila e um ndo-linear. Os dois Problemas Classicos
da Mochila fazem a geracdo de colunas, enquanto que, o problema nao-linear faz a geracéo
simultanea de linhas e colunas. Durante o processo de resolugcéo foram impostas algumas limi-
tacOes, que teoricamente restringem a escolha das bobinas intermediarias.

Correia et al. (2004) apresentam um sistema computacional desenvolvido para uma indus-
tria de papel, que devido ao nimero limitado de facas o corte € realizado em duas fases, no
gual, somente as bobinas que tém o mesmo diametro interno e externo e 0 mesmo comprimento
podem ser combinadas no mesmo objeto. O procedimento de solugcéo proposto possui trés es-
tagios. No primeiro estagio sdo geradas as bobinas intermediarias e depois os padrdes de corte,
entdo estes sdao enumerados baseado em uma ordenacéo lexicografica. No segundo estagio, os
padrdes aceitos sdo utilizados como colunas no Problema de Programacéo Linear e resolvido
pelo método simplex. Os autores utilizam dois modelos de programacéao linear distintos e com-
param a eficiéncia entre eles. No terceiro estagio, as solu¢des passam por uma heuristica de
arredondamento, que segundo 0s autores sdo necessarias melhorias.

2.2 Revisao para o Problema da Mochila Compartimen-
tada

Nesta secéo é feita uma revisao dos trabalhos de Hoto|(1996, 2001); Hoto et &l. (1999) e
Marques (2000, 2004), que abordam o Problema da Mochila Compartimentada.

Hoto (1996) apresentou uma heuristica para resolver o problema de corte de bobinas de aco.
Apesar do Problema da Mochila Compartimentada néo ter sido definido, o Problema da Mochila
Restrita € utilizado para gerar compartimentos e uma heuristica € utilizada para determinar um
padréo de corte compartimentado. Para determinar um padrdo, é construido um compartimento
para a classe de itens com alta eficiéncia e incluido na mochila, em seguida, sdo construidos
outros compartimentos para o espaco restante com outras classes. A partir do primeiro padrao
de corte sdo construidos outros, e por fim, com os padrdes obtidos, o problema de corte de
bobinas de ago é resolvido. Em Hoto et al. (1999) foi proposto um modelo linear inteiro para
o Problema da Mochila Compartimentada, que € um caso particular do problema abordado em
Hoto (2001) ¢ Marques (2000, 2004), no qual para cada classe de itens € formado no maximo
um compartimento para compor a mochila. Para resolvé-lo foi proposto um prdwréaaeh-
and-boundque n&o se mostrou eficaz.

Marques (2000) propde duas heuristicas gulosas para o Problema da Mochila Compartimen-
tada, que sdo: Heuristica do Melhor Compartimento e a dos “Z” Melhores Compartimentos. Em
Marques (2004) é apresentada uma terceira heuristica: a Heuristica do Melhor Compartimento
para “W” Capacidades, que dependendo do valoWdéornece resultados melhores que as
anteriores.
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A Heuristica dos “Z” Melhores Compartimentos determina os “Z” melhores compartimen-
tos para cada classe de itens. Para isso sao determinadas as “Z” melhores solu¢des do Problema
da Mochila Restrita, cujas restricdes sdo a capacidade maxima do compartimento e o limite
maximo dos itens na mochila. O Problema de Programacdo Linear Inteiro a ser resolvido na
segunda etapa determina quais serdo os compartimentos e itens livres (itens que néo precisam
ser compartimentados) que formardao a mochila. Um caso particular & parg neste caso o
problema a ser resolvido na segunda etapa é um Problema da Mochila Restrita.

A Heuristica do Melhor Compartimento determina o melhor compartimento para cada classe
de itens. Em seguida, determina o valor utilidade por unidade dos compartimentos e itens livres,
sendo atribuido a mochila o compartimento (ou item livre) de maior valor, para entdo, a de-
manda dos itens e a capacidade da mochila serem atualizadas. O processo € repetido até que
n&o seja possivel incluir mais nenhum compartimento na mochila. Nessa heuristica € necessario
apenas resolver Problemas da Mochila Restrita.

A Heuristica do Melhor Compartimento para “W” capacidades determina para cada classe
o melhor compartimento para “W” possiveis capacidades diferentes dos compartimentos. No
segundo passo, é resolvido o problema que seleciona os compartimentos e itens livres que
irdo preencher a mochila. Mais detalhes sobre as heuristicas “Z” Melhores Compartimentos e
Melhor Compartimento para “W” Capacidades sédo dadas no capjtulo 4.

Hoto (2001) considera duas abordagens para o Problema da Mochila Compartimentada,
o problema na sua forma restrita e irrestrita. A forma irrestrita considera o nimero de itens
ilimitado e para resolvé-lo, o autor utiliza um procedimento exato e outro heuristico.

Na resolucao do Problema da Mochila Compartimentada Irrestrita por meio do procedimen-
to exato, o autor considera duas etapas para a determinacéo dos compartimentos. Na primeira
etapa sdo determinados os valores utilidades de todos os compartimentos, resolvendo-se varios
Problemas da Mochila, com capacidades variando entre a minima e maxima. Na segunda etapa
€ resolvido um Problema Classico da Mochila, para determinar quantas vezes cada comparti-
mento € incluido na mochila. Note que a auséncia de limitantes sobre o nimero de itens permite
incluir qualquer numero de compartimentos (ja preenchidos na primeira etapa).

A resolucdo do Problema da Mochila Compartimentada Irrestrita do modo heuristico tem
por objetivo evitar a resolucédo dos varios Problemas da Mochila da primeira etapa do pro-
cedimento exato. Para isso, foi utilizado o calculo do limitanté de Martello & Toth (1990)
para resolver os Problemas da Mochila, determinando assim uma aproximagao superior para
a utilidade dos compartimentos. Foi considerado o0 mesmo custo fixo para os compartimentos
formados por itens da mesma classe. Apos a resolucéo dos Problemas da Mochila na primeira
etapa, resolve-se apenas o Problema da Mochila para os compartimentos selecionados.

Para o Problema da Mochila Compartimentada Restrita, 0 autor considera que um compar-
timento pode ser incluido no maximo uma vez, obtendo assim um outro Problema da Mochila
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Compartimentada Restrita e, resolvido de modo anélogo a heuristica de decomposicéo descrita
anteriormente.

Hoto (2001) apresenta uma abordagem para resolver o problema de corte de bobinas de
aco utilizando o método simplex com Gerac¢éo de Colunas, no qual a condicao de integralidade
do Problema de Corte em Duas Fases é relaxada e para obter solugdes factiveis séo utilizadas
heuristicas de arredondamento. Os padrées compartimentados sdo obtidos por meio do Pro-
blema da Mochila Compartimentada. Para a demanda inicial, o autor utiliza o algoritmo exato
ou a heuristica proposta para o Problema da Mochila Compartimentada Irrestrita, pois supde
alta demanda. Para os problemas residuais, a demanda € baixa e € utilizado a heuristica de
decomposicéo descrita para o Problema da Mochila Compartimentada Restrita.






CAPITULO

3

Problema da Mochila
Compartimentada

3.1 Definicao do problema

O Problema da Mochila Compartimentada é modelado como um Problema de Otimizacao
N&o-Linear Inteiro e € uma extenséao do Problema Classico da Mochila, o qual tem apenas um
compartimento. A mochila compartimentada é divida em compartimentos, no qual cada um
deve ser preenchido por itens de uma dada classe.

Para a definicdo do problema, considere que existéems a serem alocados a uma mochila,
cada item possui um pege um valor utilidadey; e um limitante superios; (isto €, 0 nimero
maximo de itens do tipopermitido na mochila). Esses itens estéo particionado&’esfasses
(itens de caracteristicas em comum pertencem a uma mesma classe). O espaco da mochila é
organizado em compartimentos, de modo que apenas itens de mesma classe podem ser coloca-
dos no mesmo compartimento. Existem também, itens que nao precisam ser compartimentados,
formando uma classe de “itens livres”. A mochila possui uma capacidade linfitadss ca-
pacidades dos compartimentos a serem incluidos na mochila sao flexiveis, porém, sao limitadas
inferiormente (%, ) e superiormentel{:, ). Os compartimentos possuem um custo fixo
e uma perda fixab) por serem incluidos, que variam de acordo com as classes, e também,
um valor utilidade, dado pela soma do valor utilidade dos itens que os compdem. Além disso,
pode existir a formacéo de mais de um compartimento com itens de uma determinada classe.
Deste modo, o Problema da Mochila Compartimentada consiste em definir os compartimentos

11
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que compordo a mochila, visando a maximizagéo do valor utilidade subtraidos os custos dos
compartimentos.

Para ilustrar este problema, considere que um viajante deva preencher uma mochila com os
itens necessarios para sua viagem, que sao divididos em classes: roupas, alimentos, remédios
e calcados. Cada grupo deve ser guardado na mochila em compartimentos separados, que sé&o
limitados por uma capacidade relacionada ao peso. Pode existir a formacdo de mais de um
compartimento para a mesma classe, como por exemplo, ao compartimento de maior necessi-
dade. Além disso, o numero de itens de um determinado tipo € limitado. Sob estas condicoes, é
preciso preencher a mochila de forma que a sua capacidade ndo seja ultrapassada e o seu valor
utilidade (soma do valor utilidade dos itens alocados nos compartimentos) seja maximizado.

3.2 Modelo

Nesta secédo sera apresentado o modelo matemético para o Problema da Mochila Compar-
timentada, que foi proposto em Marques (2004). Para a apresentacdo do modelo considere 0s
seguintes dados e variaveis.

Dados:

e [: capacidade da mochila;

e N ={1,...,n}: define o conjunto de tipos de itens;

e [;: pesodoitemtipa,i=1,...,n;

e v;: valor utilidade do item tipa, i = 1, ..., n;

e 0;: nUmero maximo de itens tipgpermitido na mochila;, = 1, ..., n;

e K: numero total de classes;

e A,: conjunto dos itens pertencentes acldgsse=1,.... K, N = AU A, U ..U Ak e
A;NA; = 0 parai # j;

e ¢, custo de incluir um compartimento para itens da clasge= 1, ..., K;

e L% . :capacidade minima do compartimento para itens da clagse: 1, ..., K;

e LF . capacidade maxima do compartimento para itens da clagse 1, ..., K;

e S;: perda na capacidade da mochila devido a inclusdo de um compartimento para itens
daclassé, k=1,..., K,

e N.: numero total de possiveis compartimentos da claske= 1, ..., K.

Variaveis:

e a;,.. NUmero de itens do tipoda classé no compartiments, i = 1,....,n, k=1,..., K
es=1,..., Ny

e (.. numero de vezes que o compartimentrara itens da clasgeé repetido na mochila,
k=1,...Kes=1,..,N;.
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Para evitar situagdes triviais, supomos que pafal, ..., K:

o Z O'ili > L?ﬁlax;

1€Ag

.li<Lk 1€ Ap;

max?

o LF. <Lk <L

man max

O modelo matematico apresentado/em Marques (2004) é dado por:

K N

maximize Z Z(Z Vilisk, — Cr) Bsk (3.1)

k=1 s=1 icAy

K N
sujeito a: SN O Ltk + 8B < L (3.2)
k=1 s=1 €Ay
Ny
Zaiskﬁsk S Oy { € Ak7 k = 17 7K (33)
s=1
Lhn <Y litis + S < L k=1, K, s =1,.., N, (3.4)
€A
ajsr > 0, inteiro, i =1,...,n, k=1,...,. K,s=1,..., Ny (3.5)
Ba = 0, Iinteiro,k =1,..., K,s =1, ..., N. (3.6)

Neste modelo, a funcdo objetivo maximiza o valor utilidade menos o custo de incluir o com-
partimento. A restricad (3.2) refere-se a restricdo de capacidade da mochila, considerando os
itens que compdem a mochila mais a perda ocasionada pela inclusdo de um compartimento.
As restri¢oes[(3]3) limitam o total de itens a compor a mochila e as restrjcoes (3.4) limitam a
capacidade dos compartimentos.

Exemplo: Considere uma mochila com tamanho igual mg& os itens que podem compor
a mochila séo dados na Tabgla 3.1.

Tabela 3.1: Dados dos itens.

Classe 1 Classe 2 | Classe 3
item 1 2 3 4 5 6 7 8 9
utilidade| 7 8 4 3 5 7 6 2 4
largura |3 4 6 5 2 4 5 3 4

As classes sdoA; = {1,2,3}, A, = {4,5,6} e A3 = {7,8,9}; os tamanhos minimo
(Lnin) € maximo (,,...), respectivamente, para os compartimentos da classe 1 sao dados por
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5e9, paraaclasse 2 sdo 5 e 10, e para a classe 3 sdo 3 e 10. A inclusdo de compartimentos
com itens da classe 2 na mochila ocasionam perdg de 4mm(2mmem cada lateral), para

a classe 1 e 3 ndo ha perdas,= 0 e S5 = 0, respectivamente. A Figufa 3.1 representa um
possivel padrdo compartimentado.

28 mm
-+ -
dmm dmm . dmm|  4mm . Srorn St
Classe 1 Classe?2 Classe 3
Perdas

Figura 3.1: Padrao compartimentado

No padréo acima foram incluidos: dois itens do tipo 2 da classe 1; um item do tipo 5 e um
do tipo 6 da classe 2; dois itens do tipo 7 da classe 3. Entre as classes 1 e 2, e as classes 2 e 3
encontram-se as perdas por ter incluido um compartimento formado por itens da classe 2.

O Problema da Mochila Compartimentada € de grande importancia para Problemas de Corte
em Multiplas Fases. Na literatura, este problema foi aplicado no corte de bobinas de a¢o sujeitas
a laminacéo, descrito a seguir.

3.3 Aplicacbes em Problemas de Corte em Mdltiplas
Fases

A classe de Problemas de Corte Unidimensional se torna mais generalizada quando um
objeto em estoque é cortado em objetos intermediarios, possuindo duas ou mais fases de corte
para a obtencéo de itens finais, denominado Problema de Corte em Mdultiplas Fases. Diversas
indUstrias utilizam o corte em multiplas fases, como industrias de papel, filme e aco. A ne-
cessidade de mais de uma fase pode surgir devido as restricdes dos processos de producédo e
as caracteristicas de itens encomendados, como por exemplo, a limitacdo do numero de facas,
revestimentos do material (papel e laminas de aco revestidos), laminacéo (bobinas de aco) entre
outros tipos de processamento. A Figurg 3.2 representa o caso geral de um processo de corte
em multiplas fases, em que um objeto € cortado sucessivamente até obter os itens demandados,
0s objetos obtidos nas fases intermediarias de corte sdo denominados objetos intermediarios.

Na literatura, a maioria dos trabalhos sobre cortes unidimensionais trata problemas de corte
em uma Unica fase. Para Problemas de Corte em Multiplas Fases existem poucos estudos, no
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gual a maioria das formulagdes e testes realizados sao para o corte em duas fases, 0 que néo
impede extensoes.

A maior dificuldade para a resolucdo dos Problemas de Corte em Mdltiplas Fases é que
ndo conhecemos qual sera a melhor formacao dos objetos intermediarios para a construcao de
um bom padréo de corte. Além disso, essa dificuldade pode ser ainda maior quando as ca-
racteristicas dos itens encomendados exigem agrupa-los em diversas classes, no qual apenas
0s itens pertencentes a mesma classe devem estar presentes num mesmo objeto intermediario,
como acontece em algumas industrias metallrgicas, destacando-se as caracteristicas da mochila
compartimentada.

Objeto em Estoque

Objetos Intermediarios

Fases Interm ediarias

Itens Finais

Figura 3.2: Esquema geral de corte em varias fases.

O corte de bobinas de aco é um caso bastante explorado na literatura e surge, por exemplo,
em induastrias metallrgicas que fabricam tubos de aco que serdo utilizados em estruturas de
trelica, com aplicagfes na construcgédo civil, na fabricacdo de maquinario industrial, automoveis,
avides, bicicletas, entre outros. Este problema é descrito a seguir.

3.3.1 Corte de bobinas de aco

O corte de bobinas de aco para a producao de fitas de aco de diferentes caracteristicas, como
espessura e teor de carbono, € classificado como um Problema de Corte de Estoque Unidimen-
sional. A partir dessas fitas séo obtidos tubos de a¢o, em alguns casos as fitas ndo tém a mesma
espessura das bobinas em estoque, sendo necessério o procedimento de laminacgéo e para issc
elas séo cortadas em bobinas intermediarias, como mostra a[Fidura 3.3.
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Bobina Mestre

12 Fase de Corte

Bobinag Intermedidrias

22 Fase de Corte

Fitas

Figura 3.3: Corte em duas fases em bobinas de aco.

Na literatura, para distinguir as particularidades relativas a cada fase do processo de corte, €
proposta a classificacdo dos objetos obtidos em cada fase, em que:

e 0S Objetos a serem cortados ou objetos em estoque sdo denominados bobinas mestre
(Hoto, 1996, 2001), (Marques, 2000, 2004) e (Correia et al.,|2004) ou matéria-prima
(Ferreira et al., 1990) € (Carvalho & Rodrigues, 1994, 1995);

e 0s objetos obtidos apds a primeira fase de corte sdo denominados bobinas intermediarias
(Hoto, 1996/ 2001); (Marques, 2000, 2004), (Carvalho & Rodrigues, 1994, 1995) & (Zak,
20020,a); ou bobinas primarias (Ferreira et al., 1990); ou ainda bobinas auxiliares (Cor-
reia et al., 2004);

e 0s produtos finais ou itens séo 0s objetos obtidos apds a segunda fase de corte.

Além disso, ha a perda causada pelos cortes realizados nas laterais das bobinas mestre e
intermedidrias para eliminar irregularidades, e as sobras que sdo os materiais que podem ser
aproveitados em ocasides futuras.

Em geral, as caracteristicas das bobinas de aco envolvem o peso, a largura, a espessura e o
teor de carbono. A partir das bobinas em estoque se obtém as bobinas intermediarias que, se
necessario, sdo laminadas para a reducao de espessura, conforme especificado para a producéo
de tubos.

Assim, as fitas sdo separadas em grupos de acordo com a sua espessura e teor de carbono,
definindo as classes, e os itens que pertencem a classes diferentes ndo podem ser cortados
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de uma mesma bobina intermediaria. Para definir um padrdo de corte deve ser levado em

conta como as bobinas intermediarias sdo combinadas na bobina mestre e como 0s itens séo
combinados nas bobinas intermediarias, o que define um padrdo de corte compartimentado.

Neste problema, as bobinas intermediarias sdo denominadas compartimentos.

A necessidade do corte em duas fases é porque existe um numero limitado de facas para
a obtencédo dos itens finais, e também, a largura das bobinas a serem laminadas € limitada
inferiormente e superiormente, que podem ser bastante inferior a largura da bobina mestre.
Existem situacBes que sdo necessarios cortes em mais de duas fases, como por exemplo, casos
gue além da laminacgéo envolvem o revestimento da superficie do aco e o recorte.

Existem varias sociedades que fornecem especificagdes sobre a qualidade e as caracteristicas
de aco, entre elas, SAE¢ciety of Automotive Enginegré&BNT (Associacéo Brasileira de
Normas Técnicgs APl (American Petroleum InstitufeASTM (American Society for Testing
and Materialg, DIN (Deustaches Institute for Normyns AISI (American Institute of Steel
and Iron). Tais especificagdes variam de acordo com o uso do aco.

3.3.2 Descricéo do processo industrial

Os processos de uma industria analisada por Hoto (2001) e Marques (2004) sé&o descritos
nesta secao.

As bobinas mestre sdo retiradas de um saldo de estoque e uma ponte rolante € utilizada
para manipula-las, entdo cada bobina é desenrolada e uma maquina chamada cortadeira a corta
longitudinalmente por cisalhamento, o corte é feito por meio de discos. Em seguida, as tiras
obtidas séo enroladas novamente, obtendo assim as bobinas intermediarias (veja Figura 3.4).
Existe um numero limitado de cortes que podem ser feitos nas bobinas mestre, além disso, é
realizado cortes nas laterais para retirar as irregularidades das bordas. A maquina que efetua o
corte exige um tempo de preparacao.

Apos a obtencédo das bobinas intermediarias, se necessario, ocorre o processo de laminacéo
gue é realizado em temperatura ambiente, chamado laminacao a frio. Esse processo é realizado
por dois cilindros que pressionam a lamina, no qual as bobinas em uma extremidade séo desen-
roladas, passam pelos cilindros e na outra extremidade enroladas novamente (ve[a Figura 3.5).
A laminagdo aumenta a dureza do ago e o comprimento da bobina.
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e
( ( ( BOBINA INTERMEDIARIA ()

l CORTADEIRA

< BOBINA MESTRE < )

Figura 3.4: Perfil do processo de corte em bobinas de aco.
Fonte: Marques (2004)

Cilindros laminadores

Carretel desenrolador

Carretel enrolador

Figura 3.5: Laminacao: reducéo da espessura das bobinas intermediarias.
Adaptado de: Pereira (1993)

Apos este processo, € realizado o segundo corte, conhecido como recorte, sendo esse apli-
cado até obter as fitas. Durante esta etapa sdo feitos cortes nas laterais das bobinas inter-
mediarias para eliminar as irregularidades. Analogo a maquina que realiza o corte, existe um
namero limitado de cortes e tempo de preparacdo da maquina.

Para a obtencéo das fitas existe ainda o processo cuja finalidade € corrigir as imperfeicdes
causadas na superficie do aco ap0s o processo de laminagcdo, que consiste huma laminacéo
mais delicada realizada pelo encruador. Por fim, as fitas sdo acondicionadas em fornos espe-
ciais, onde permanecem por um certo periodo e depois sdo lentamente resfriadas até atingir a
temperatura ambiente, processo denominado recozimento (MARQUES, 2004).

Para obter os tubos, as fitas sdo cortadas de acordo com o comprimento desejado para os
tubos e soldadas como mostra a Figuré 3.6, conhecidos como tubos com costura.
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Processo anteriror a soldagem Tubo de Aco

Figura 3.6: Obtencéo de tubos de aco.

Ha varios custos envolvidos na producéo de tubos de ago, sendo relevantes a perda de ma-
terial, a laminacédo e a preparacdo de maquinas. A maioria dos trabalhos sobre o planejamento
de producédo de industrias metallrgicas tem como objetivo reduzir as perdas, estando presente
na funcdo objetivo proposta em Pereira (1993), Carvalho & Rodrigues| (1994, 1995)|e Hoto
(1996, 2001). A perda de material pode ser bastante grande, conforme relatado em Hoto (2001)
e|Marques (2004), que estudaram uma empresa onde a perda de material estava entre 10% e
15%, que equivale a 500 e 750 toneladas de ac¢o perdidas por més. A formulacdo matematica
deste problema pode ser encontrada em Hoto (2001) e Hoto et all (2007).

Para o problema de corte de bobinas de a¢o, o Problema da Mochila Compartimentada deter-
mina um padrao de corte (colunas a serem incluidas no problema mestre durante o processo de
Geracao de Colunas), porém, em alguns casos, outras restricdes podem ser incluidas ao modelo
(3.7) - (3.6), como o limite de itens em um compartimento e o nimero de compartimentos em
uma mochila, que é determinado pela limitagcdo do nimero de facas e podem ser representadas
por:

Z A5k < f

1€EAL

N, K
ZZﬁskSFy

s=1 k=1

em que,f representa o numero maximo de itens permissivel em um compartiméntepze-
senta 0 numero maximo de compartimentos em uma mochila.






CAPITULO

A

Uma nova heuristica para o Problema
da Mochila Compartimentada

Neste capitulo é apresentada uma nova heuristica para o Problema da Mochila Comparti-
mentada, que consiste na combinacéo de duas heuristicas da literatura: a Heuristica dos “Z”
Melhores Compartimentos e a Heuristica do Melhor Compartimento para “W” Capacidades;
propostas em Marques & Arenales (2007). Nestas heuristicas, o0 modelo néd-lifjear (3]1) - (3.6)
€ decomposto, obtendo-se dois modelos lineares, no primeiro sdo gerados os compartimentos
e, no segundo os compartimentos e itens livres sao selecionados para formar a mochila compar-
timentada.

4.1 Duas heuristicas da literatura

4.1.1 Heuristica dos “Z” Melhores Compartimentos

A heuristica dos “Z” Melhores Compartimentos consiste em determinaneslhores com-
partimentos para cada classe de itens, ou seja&, alhores solu¢cbes para o Problema da
Mochila Restrita[(4]1) {(4]3). Em seguida, € resolvido o problé¢ma (4[4)]- (4.8), determinando
guais serdo os compartimentos e itens livres que formardo a mochila. Os itens livres pertencem
a classeK, o custo de incluir um compartimento desta classe é zero e os limitantes para o
tamanho do compartimento sédo dados fdr;,,, L~ ..] = [0, L], assim ndo é necessario re-
solver o Problema da Mochila Restrita para gerar compartimentos para essa classe, o algoritmo
€ dado como segue:

21
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Algoritmo: “Z” Melhores Compartimentos

1. Parak =1, ..., K — 1 determine a%’ melhores solugbes para o seguinte problema:

maximize Z Vi (4.1)
1€EAL

sujeito a: Z lLiag + Sk < LF (4.2)
i€AL

0 < a; < oy, inteiro,i € Ay, (4.3)

obtendod,.;, = (air)ica, Vet = Y Vidtizk € Lop = Y Lizr, + Sk, €M quez corres-
) IEAL . €A N .
ponde a z-ésima solucao, tal gug é o z-ésimo melhor valor da funcéo objetivo, isto €,

Vie > Vo > ... > V.

Observagéo:SeL., < L. asolugdo é descartada.
2. Resolva o seguinte Problema Linear Inteiro considerand6/os- 1) x Z) compartimentos
obtidos no Passo 1 e os itens livres que pertencem ao cojynt@€onsiderey, como a
guantidade de itens livres do tigoalocados a mochila com e Ak e, 5., 0 nUmero de
vezes que o z-ésimo compartimento formado por itens da dlasgecluido na mochila.

K-1 Z
maximize > (Vie—c)Ba+ Y v (4.4)
k=1 z2=1 keAk
K-1 Z
sujeito a: > LB+ D> hw <L (4.5)
k=1 z=1 keAk
A
> kB <0, Vi€ A k=1, K —1 (4.6)
z=1
0 < < oy, inteiro, k € Ag 4.7)
B >0, inteiro, k=1,.... K -1, z=1,.... 7. (4.8)

Para determinar a8 melhores solu¢des para o Problema da Mochila Restrita foi utilizado
um método de enumeracgdo implicita baseado no método proposto por Gilmore & Gomory
(1963), que determina a melhor solucdo para o Problema Classico da Mochila. Neste algo-
ritmo, conforme a arvore € percorrida, asmelhores soluces obtidas até o momento sdo
armazenadas, que sao atualizadas a medida que solu¢des melhores sao encontradas.
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4.1.2 Heuristica do Melhor Compartimento para “W” Capacidades

A heuristica do Melhor Compartimento para “W” Capacidades determina o melhor compar-
timento considerandid’ possiveis capacidades diferentes para cada classe de itens. No segundo
passo, resolve-se o problema [4.4) -|(4.8), poeéntrocado poil/, cuja solugéo fornece os
compartimentos e itens livres para preencher a mochila, o algoritmo é dado a seguir.

Algoritmo: Melhor Compartimento para “W” Capacidades

1. Determine o melhor compartimento para cada umadaspacidades para a clagsePara
kE=1,..,K—1,faga:

1.18ejaleomp = LE,,. ew =1,

max

1.2Enquantow < W e Lo, > LE, faca:
1.2.1Resolva:
Vi = maximize Z ViGiwk (4.9)
I€EAL
sujeito a: Z Littiwk + Sk < Leomp (4.10)
1€AL
0 < i < 0y, INteiro, i € Ay, (4.11)

1.2.2AtualizagdesL,x = » _ Lt + Sk, S€Lyi < Lk, a solugdo é descartada,
1€AL
Lcomp = Ly — 1,

w=w + 1.

2. Resolva o Problema Linear Inteifo (4.4) - (4.8) considerand({ &s— 1) * 1¥) comparti-
mentos obtidos no Passo 1 e os itens livres, entretanto, congigecemw = 1, ..., W,
ao invés de3,;, e, a;,; ao INVes dei;.;,.

4.2 Heuristica Hibrida

Baseado nas heuristicas de Marques & Arenales [2007) apresentadas na se¢ao anterior, nesta
sec¢ao é proposta uma nova heuristica, que consiste na combinacédo destas. A Heuristica Hibrida
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determina um conjunto dos melhores compartimentos com diferentes capacidades para cada
classe de itens.

Para a descricdo da heuristica, considem®@ nimero de melhores solu¢des desejadas,
0 numero de diferentes capacidades para os compartimepigs@numero de vezes que 0
compartimento formado por itens da clagseom aw-ésima capacidade daésima melhor
solucao, é incluido na mochila. A estratégia combinada pode ser descrita por:

Algoritmo: “Z” Melhores Compartimentos/ “W” Capacidades

1. Geracao de compartimentos alternativos.
l.1Parak =1,..., K — 1 faca:
12w=1eLr =Lk

max*

1.3Enquantow < W eLr > LF . faca:

min

1.4Determine as” melhores solug¢des do seguinte Problema da Mochila:

maximize > wval (4.12)
i€EAg
sujeito a: > laf+ Sy < L, (4.13)
1€EAL
0<a¥ <o, inteiroVi € Ay, k=1,..., K —1, (4.14)

obtendaiz? = (a%)ica,, V¥ = > v, L = > Lai" + Sk,

1€AL i€ Ak
paraz =1, ..., Z.

Observagédo:SeL:* < LF . entdo a solugdo é descartada.

min

1.5Redefina:il? |, = L —1ew =w+ 1, sendol = min{Li",z = 1,..., Z}.

2. Solucéo para a mochila compartimentada.

=

w

Z
Z (VE° = ) B3 + > v (4.15)

1 w=1 kEAK

maximize

M

1 2=
-1

Z
sujeito a: >

>
NH

M%

L8+ > hew < L (4.16)

k=1 z=1 w=1 keAx
z W
ZZAZ”J Wl g Vi Apk=1,..., K —1 (4.17)
0 < < oy, inteiro, k € Ak (4.18)

B >0, inteiro, k=1,..,. K -1, z=1,..., Z (4.19)
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O Passd..5da Heuristica Hibrida pode ser substituido pelo seguinte passo:
15 LF =L —lew=w+1,
isto é, o préximo compartimento a ser gerado € decrementado uma unidade do tamanho do

melhor compartimento obtido, ao invés do menor tamanho obtido. Isso fornece diferentes ca-
pacidades para os compartimentos.

4.3 Limitante superior para o Problema da Mochila Com-
partimentada

Em[Marques & Arenales (2007) é apresentado um limitante superior para o Problema da
Mochila Compartimentada (3.1)[- (8.6), que consiste em um Problema de Programacéo Linear
Inteiro, o qual considera o custo, a perda de incluir um compartimento na mochila, bem como
o arranjo dos itens nos compartimentos. Esta relaxag¢é@o sera utilizada para obter o limitante
superior para as heuristicas implementadas. Para a formulagcdo matematica, cansidere
namero de itens do tipo(i = 1, ..., n) € 5, 0 numero de compartimentos preenchidos por itens
daclassé (k = 1, ..., K) a serem incluidos na mochila, o modelo é dado por:

n K
maximize Z via; — Z B (4.20)
=1 k=1
n K
sujeito a: Z Lia; < L — (Z S (4.21)
i=1 k=1
LB < Liai+ SiBe < LB k=1, K (4.22)
€A
0<a; <oy inteiro,i=1,....n (4.23)
O, > 0, inteiro,k =1, ..., K. (4.24)

Note que, as restri¢dgs (4}22) consideram para cada ¢lasseompartimento de tamanho
entreLk . B, e Lk B, 0 qual ndo necessiariamente pode ser dividgsgmompartimentos

gue possam conter o itens selecionados.| Em Marques & Arenales (2007) é demonstrado que
este problema fornece um limitante superior para o problema (3.1) - (3.6).
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4.4 Gerador de dados

As heuristicas foram testadas com exemplos gerados aleatoriamente, como descritd em Mar-
qgues & Arenales (2007), apenas o tamanho da mochila e a perda por incluir um novo com-
partimento foram fixados em tamanhos diferentes. A medida utilizada foi o comprimento da
mochila, o gerador descrito em Marques & Arenales (2007) é dado a seguir.

Parametros fixos:

e L=1200 mm;
o [LE. LF 1=[154mm 456mnj, k=1,... K —1;

min’ “max

e S, =4dmmk=1.. . K—-1eSg=0mm

Parametros gerados aleatoriamente:

o [; € [20mm444mm, i€ Ay, k=1,.., K;

o v, =1 +e,ecel0lili€ A, k=1,..,K;

e ¢, €[1,100,k=1,... K —lecg =0.

Parametros variaveis (foram consideradas duas possibilidades para cada parametro):
e Numero de classes:

(i) nmero pequeno de classes (R)& (3, 10];

(i) nimero médio de classes (MJ: € [11, 20].

e NuUmero de itens por classe:
(i) nimero pequeno de itens (PXx| € [1,6], k=1,..., K — 1;
(i) nimero médio de itens (M)A, | € [7,15], k =1,..., K — 1.

e Numero de itens livres:
(i) nimero pequeno de itens livres (Pl | € [1,7];
(i) nmero médio de itens livres (M)A | € [8, 20].
e Limitantes para o niumero de itens a serem incluidos na mochila:
(i) limitante pequeno (P); € [1,3],i € Ay, k=1,..., K;
(i) limitante médio (M):0; € [4,15],i € A, k=1,..., K.
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Assim foram obtidos 16 tipos de problemas distribuidos de acordo com as caracteristicas
abaixo:

(i) nimero de classes;

(i) nimero de itens por classe;

(i) namero de itens livres;

(iv) limites sobre o niumero de itens.

A Tabeld 4.1 mostra as caracteristicas de cada tipo de problema (classe) gerado, detalhando
cada parametro.

Tabela 4.1: Arranjo dos problemas

Classe| nimero de classes numero de itens| namero de itens livres| Demanda
1 P P P P
2 P P P M
3 P P M P
4 P P M M
5 P M P P
6 P M P M
7 P M M P
8 P M M M
9 M P P P
10 M P P M
11 M P M P
12 M P M M
13 M M P P
14 M M P M
15 M M M P
16 M M M M

4.5 EXperimentos computacionais

A finalidade dos testes computacionais foi analisar o comportamento da heuristica proposta
em relagéo aos parametrgs V. Para cada classe de problemas foram gerados 20 exemplos.
Para o calculo dgapfoi utilizado como limitante superior o problenja (4.20) - (4.24), que foi
resolvido pelsoftwarelLOG CPLEX 11.0, o qual determinou uma solugéo 6tima rapidamente.

O gapé dado por:
=1
f )
em que,f corresponde o valor 6timo da funcéo objeti.2(}) @ valor da funcao objetivo
encontrada pela heuristica.
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As heuristicas foram implementadas em linguagem de programacao C. Os testes computa-
cionais foram realizados em um computador Pentium 4 com processador de 3GHz e 1GB de
memoria RAM. Para resolver os problemas (#.12) - (4.14) e(4.15) -|(4.19) foram implemen-
tados dois métodos, que sdo extensdes do algoritmo de enumeragdo implicita de Gjlmore &
Gomory (1963). O método proposto para o problema [4.15) -|(4.19) é uma heuristica e para
analisar seu desempenho o problema, também, foi resolvidepiearelLOG CPLEX 11.0.

Os algoritmos implementados estéo descritos no Capitulo 6.

Varios testes foram realizados variando os paramefres!” da Heuristica HibridaZ =

3,0e7eW = 23,5e7. As Tabela$ 413, 44, 4.6, 46, 4.7 €]4.8 mostram a medigaes
dos exemplos gerados. Na Tabelg 4.2 tém-se os resultados obtidos com a heuristica Melhor

Compartimento para “W” Capacidades co = 2, 3,5 e 7 (Heuristica Hibrida conk = 1).
Em|[Marques & Arenales (2007), a heuristica Melhor Compartimento para “W” Capacidades
comW = 5 teve o melhor desempenho dentre todas as heuristicas analisadas pelos autores.

Tabela 4.2: Valores médios dgap (%) para a heuristica Melhor Compartimento pdfaCapacidades.
Z=1 Problema|(4.15) { (4.19) Problema|(4.15) { (4.19)
heuristicamente exatamente

classe] W=2 W=3 W=5 W=7 | W=2 W=3 W=5 W=7
11675 0,955 0,416 0,2901,675 0,955 0,416 0,29
21193 1,007 0,731 0,611,879 0,951 0,670 0,55
3|0376 0,228 0,173 0,1730,290 0,143 0,088 0,08
40,538 0,450 0,100 0,1000,538 0,450 0,100 0,10
5|4,378 3,410 1,296 0,8794,378 3,410 1,296 0,87
6
7
8
9

3,464 2,509 1,545 0,9583,464 2,335 1,545 0,95
1,231 0,791 0,446 0,3081,199 0,759 0,414 0,27
0,943 0,521 0,283 0,1850,943 0,521 0,283 0,18
1,931 0,973 0,624 0,4371,931 0,9/3 0,624 0,43
10| 1,375 0,964 0,479 0,4311,375 0,964 0,479 0,43
11| 0,467 0,216 0,074 0,0560,397 0,216 0,074 0,05
12| 0,641 0,408 0,261 0,2140,504 0,355 0,208 0,16
13| 4,565 2,785 0,830 0,54P4,565 2,785 0,755 0,54
14 | 3,744 2,501 1,171 0,7863,744 2,501 1,171 0,78
15| 1,267 1,004 0,547 0,3101,267 1,004 0,547 0,31
16 | 1,113 0,843 0,516 0,3461,113 0,843 0,516 0,34
Média | 1,853 1,223 0,593 0,4141,829 1,198 0,574 0,40

OO OO NNOPFPNOITO) OO OO O
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Tabela 4.3: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5

Z=3

Problema(4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema(4.15) { (4.19)

exatamente

classe

W=2

W=3 W=5 W=7

Ww=2 W=3 W=5 W=7

110,449
2| 0,716
310,173
410,145
511,734
6 | 2,045
7| 0,611
8| 0,634

9] 0,604
10| 0,527
11| 0,127
12| 0,337
13| 1,114
14| 1,354
15| 0,888
16 | 0,615

0,186 0,042 0,04
0,539 0,535 0,53
0,173 0,173 0,17
0,100 0,100 0,10
0,908 0,576 0,34
1,336 0,756 0,44
0,359 0,079 0,06
0,290 0,157 0,15
0,453 0,348 0,34
0,431 0,336 0,27
0,056 0,045 0,04
0,174 0,143 0,09
0,547 0,442 0,29
0,937 0,631 0,39
0,254 0,217 0,14
0,429 0,226 0,12

20,449
50,655
30,088
00,145
31,734
01,974
00,579
70,634
80,604
40,527
50,127
50,284
71,114
81,354
80,888
80,615

0,186 0,042 0,04
0,478 0,478 0,47
0,088 0,088 0,08
0,100 0,100 0,10
0,908 0,576 0,34
1,336 0,756 0,44
0,327 0,047 0,04
0,290 0,157 0,15
0,453 0,348 0,34
0,431 0,336 0,27
0,056 0,045 0,04
0,121 0,090 0,04
0,547 0,442 0,29
0,937 0,631 0,39
0,254 0,217 0,14
0,429 0,186 0,12

Média

0,755

0,448 0,300 0,22

F OO W00 NNOr&0NWO WO oI

40,736 0,434 0,284 0,21

Tabela 4.4: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5’

Z=3

Problema](4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema](4.15) { (4.19)

exatamente

W=2

W=3 W=5 W=7

W=2 W=3 W=5 W=7

10,885
21,014
3| 0,228
4| 0,377
5] 3,332
6| 2,578
7 10,820
8| 0,859
91| 0,884
10| 0,791
11| 0,196
12| 0,390
13| 2,247
14 | 2,607
15| 1,020
16 | 0,909

0,416 0,347 0,04
0,796 0,613 0,53
0,173 0,173 0,17
0,169 0,100 0,10
1,690 1,014 0,64
2,005 1,096 0,74
0,573 0,351 0,16
0,432 0,266 0,18
0,761 0,453 0,43
0,495 0,431 0,38
0,185 0,056 0,05
0,344 0,219 0,16
1,229 0,564 0,50
1,500 0,815 0,72
0,815 0,356 0,23
0,615 0,459 0,29

20,885
50,957
30,143
00,377
83,332
12,345
60,788
50,859
70,884
10,791
60,196
00,337
02,247
32,607
01,020
10,909

0,416 0,347 0,04
0,735 0,556 0,47
0,088 0,088 0,08
0,169 0,100 0,10
1,690 1,014 0,64
2,005 1,096 0,74
0,541 0,319 0,13
0,432 0,266 0,18
0,761 0,453 0,43
0,495 0,431 0,38
0,185 0,056 0,05
0,291 0,166 0,11
1,229 0,564 0,50
1,500 0,815 0,72
0,815 0,356 0,23
0,615 0,459 0,29

Média

1,196

0,762 0,457 0,33

NP O WOOLORFPF NI & WO WIS

61,167 0,748 0,443 0,32
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Tabela 4.5: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5

Z=5

Problema(4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema(4.15) { (4.19)

exatamente

classe

W=2 W=3 W=5 W=7

W=2 W=3 W=5 W=7

0,100
0,539
0,173
0,100
0,979
1,548
0,431
0,396
0,453
0,440
0,067
0,219
0,684
1,109
0,343
0,439

0,100 0,042 0,04
0,535 0,535 0,53
0,173 0,173 0,17
0,100 0,078 0,07
0,692 0,368 0,34
0,868 0,543 0,23
0,145 0,060 0,04
0,209 0,157 0,11
0,364 0,348 0,34
0,338 0,274 0,27
0,045 0,013 0,00
0,143 0,095 0,09
0,405 0,263 0,18
0,731 0,398 0,32
0,223 0,160 0,04
0,319 0,117 0,11

20,100
50,478
30,088
80,100
50,979
01,548
30,399
80,396
80,453
10,440
00,067
50,166
20,684
91,109
80,343
50,439

0,100 0,042 0,04
0,478 0,478 0,47
0,088 0,088 0,08
0,100 0,078 0,07
0,692 0,368 0,34
0,868 0,543 0,23
0,113 0,043 0,02
0,209 0,157 0,11
0,364 0,348 0,34
0,338 0,274 0,27
0,045 0,013 0,00
0,090 0,042 0,04
0,405 0,263 0,18
0,731 0,398 0,32
0,223 0,160 0,04
0,275 0,117 0,11

F OTO O NN O BSWOo O O O0roo o 0IN

Média

0,501 0,337 0,227 0,18

50,487 0,320 0,213 0,17

Tabela 4.6: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5’

Z=5

Problema|(4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema|(4.15) { (4.19)

exatamente

w=2 W=3 W=5 W=7

w=2 W=3 W=5 W=7

0,416
0,727
0,173
0,289
1,981
2,245
0,636
0,517
0,604
0,479
0,172
0,390
1,786
1,567
1,004
0,729

0,397 0,100 0,04
0,727 0,535 0,53
0,173 0,173 0,17
0,169 0,100 0,10
1,103 0,862 0,64
1,720 1,057 0,63
0,504 0,278 0,09
0,432 0,185 0,14
0,453 0,453 0,39
0,479 0,431 0,38
0,071 0,056 0,04
0,241 0,214 0,16
0,777 0,516 0,45
1,404 0,786 0,72
0,514 0,239 0,21
0,527 0,371 0,19

20,416
50,670
30,088
00,289
31,981
72,245
80,604
70,517
10,604
10,479
50,172
00,337
71,786
831,567
71,004
70,729

0,397 0,100 0,04
0,670 0,478 0,47
0,088 0,088 0,08
0,169 0,100 0,10
1,103 0,862 0,64
1,720 1,057 0,63
0,472 0,246 0,06
0,432 0,185 0,14
0,453 0,453 0,39
0,479 0,431 0,38
0,071 0,056 0,04
0,188 0,162 0,11
0,693 0,516 0,45
1,404 0,786 0,72
0,514 0,239 0,21
0,527 0,371 0,19

Média

0,857 0,606 0,397 0,31

00,843 0,586 0,383 0,29

OT NN W NOOrmFFF NO N WO WIS
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Tabela 4.7: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5

Z=7

Problema(4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema(4.15) { (4.19)

exatamente

classe

W=2

W=3 W=5 W=7

W=2 W=3 W=5 W=7

1/ 0,100
2| 0,535
31|0,173
4| 0,100
51 0,887
6| 1,136
7| 0,259
8| 0,252

91 0,364
10| 0,391
11| 0,056
12| 0,174
13| 0,684
14 | 0,893
15 0,245
16 | 0,364

0,042 0,042 0,04
0,535 0,535 0,52
0,173 0,173 0,17
0,100 0,078 0,07
0,564 0,325 0,29
0,728 0,368 0,20
0,126 0,043 0,04
0,181 0,157 0,11
0,348 0,348 0,34
0,277 0,274 0,27
0,045 0,013 0,00
0,143 0,095 0,09
0,403 0,257 0,18
0,580 0,398 0,26
0,217 0,048 0,04
0,182 0,117 0,07

20,100
10,478
30,088
80,100
60,887
01,136
30,227
80,252
80,364
40,391
00,056
50,121
20,684
70,893
40,245
60,364

0,042 0,042 0,04
0,478 0,478 0,46
0,088 0,088 0,08
0,100 0,078 0,07
0,564 0,325 0,29
0,728 0,368 0,20
0,094 0,026 0,02
0,181 0,157 0,11
0,348 0,348 0,34
0,277 0,274 0,27
0,045 0,013 0,00
0,090 0,042 0,04
0,403 0,257 0,18
0,580 0,398 0,26
0,217 0,048 0,04
0,182 0,117 0,07

Meédia

0,413

0,290 0,204 0,17

30,399 0,276 0,191 0,16

OO &S NN NOPSFSOWOWO WO oo oriNg

Tabela 4.8: Valores médios dgap (%) considerando o Passo 1.5'.

Z=7

Problema](4.15) { (4.19)

heuristicamente

Problema](4.15) { (4.19)

exatamente

W=2

w=3 W=5 W=7

Ww=2 W=3 W=5 W=7

1]0416
2| 0,727
3] 0,173
4| 0,169
51 1,402
6| 2,120
7| 0,530
8| 0,517
9| 0,464
10| 0,479
11| 0,145
12| 0,326
13| 1,396
14| 1,469
15| 0,607
16 | 0,527

0,100 0,042 0,04
0,711 0,535 0,53
0,173 0,173 0,17
0,169 0,100 0,10
1,008 0,837 0,61
1,452 0,888 0,60
0,504 0,179 0,09
0,432 0,185 0,11
0,453 0,391 0,34
0,440 0,381 0,27
0,056 0,056 0,04
0,219 0,169 0,14
0,777 0,516 0,43
1,262 0,786 0,64
0,282 0,230 0,21
0,516 0,319 0,14

20,416
50,670
30,088
00,169
41,402
02,120
80,498
80,517
80,464
40,479
50,145
830,273
71,396
01,469
70,607
70,527

0,100 0,042 0,04
0,655 0,478 0,47
0,088 0,088 0,08
0,169 0,100 0,10
1,008 0,837 0,61
1,452 0,888 0,60
0,472 0,147 0,06
0,432 0,185 0,11
0,453 0,391 0,34
0,440 0,381 0,27
0,056 0,056 0,04
0,166 0,116 0,09
0,693 0,516 0,43
1,262 0,786 0,64
0,282 0,230 0,21
0,516 0,319 0,14

Média

0,717

0,535 0,362 0,28

40,703 0,515 0,348 0,26

O NN O NOOrS&S 00000 PSS O0o oI
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Os resultados das tabelas estéo resumidos nos graficos contidos nag Figurag 4.1 e 4.2.

Gap Médio (% )com o Passo 15

Gap Médio
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Figura 4.1: Gréfico do gap médio: & esquerda os resultados com o Prolilemia (4.15) - (4.19)
resolvido heuristicamente e a direita exatamente.

Gap Médio (%) com o Passo 1.5’

Gap Medio

O M e =TT |
] ] 1 1 1 1 1 1 ] ]

Z: Heuristica/Cplex

Figura 4.2: Gréfico do gap médio: a esquerda os resultados com o Prolilemia (4.15) - (4.19)
resolvido heuristicamente e a direita exatamente.
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As Tabelas mostram que, & medida dle 1/ aumentam, o valor da funcéo objetivo me-
lhora, além disso, aumentHr influencia mais o desempenho do método que aumeht&o
resolver o problemd (4.15) [ (4]19) pedoftwarelLOG CPLEX, em algumas classesgap
diminui, apesar da heuristica ser bastante eficiente. Em geral, o Passo 1.5 foi melhor que o
Passo 1.5', pois o Passo 1.5’ gera menos compartimentos. As Tabeélgs 4.p e 4.10 mostram o
tempo médio de resolucéo dos exemplos, em segundos, considerando os diversos parametros.

Tabela 4.9: Tempo computacional médis)(considerando o Passo 1.5.
Problema](4.15) { (4.19) Problema](4.15) { (4.19)
heuristicamente exatamente
W=2 W=3 W=5 W=7| W=2 W=3 W=5 W=7
1| 0,000 0,000 0,001 o0,00p0,001 0,002 0,003 0,00
3|0001 0,000 0,001 0,0080,004 0,006 0,008 0,01
510,000 0,002 0,004 0,0040,006 0,008 0,012 0,01
7| 0,001 0,003 0,005 0,0060,008 0,010 0,014 0,01

O B~ O+

Tabela 4.10: Tempo computacional médis)(considerando o Passo 1.5'.
Z=3 Problema((4.15) { (4.19) Problema((4.15) { (4.19)
heuristicamente exatamente

W=2 W=3 W=5 W=7 | W=2 W=3 W=5 W=7
1|0,000 0,001 0,000 0,00L0,001 0,002 0,003 0,00
3]0,001 0,000 0,003 0,0060,003 0,004 0,007 0,00
510,002 0,003 0,007 0,0100,005 0,006 0,010 0,01
710,002 0,004 0,012 o0,01y0,006 0,007 0,012 0,01

N NO &

Esta heuristica € bastante rapida, como mostram as Tabelas 4.9 e 4.10, independentemente
se o problemd (4.15) | (4.]19) é resolvido psttwarelLOG CPLEX ou pela heuristica. Con-
siderando os 320 problemas gerados, as Tapelds {.1] e 4.12 mostram o nimero total de solu¢des
otimas obtidas por parametro.

Tabela 4.11:Numero de solucdes 6timas obtidas considerando o Passo 1.5
Problema(4.15) { (4.19) Problema|(4.15) { (4.19)
heuristicamente exatamente
W=2 W=3 W=5 W=7 | W=2 W=3 W=5 W=7
110 140 168 190 114 144 172 194
155 184 219 230 159 188 223  240Q
177 207 235 248 181 211 239 252
189 219 242 256 193 223 246 260

N N N N
~N oWk
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Tabela 4.12:Numero de solucdes étimas obtidas considerando o Passo 1.5

Problema|(4.15) { (4.19) Problema](4.15) { (4.19)

heuristicamente exatamente
W=2 W=3 W=5 W=7 |W=2 W=3 W=5 W=7

Z=1| 110 140 168 190 114 144 172 194
Z=3 | 140 156 184 202 144 160 188 200
Z=5| 154 167 191 2109 158 171 195 214
Z=7| 159 175 198 220 163 179 202 224

Como se pode observar, 0 numero de solu¢cdes 6timas tem um aumento significativo a me-
dida queZ e W aumentam. Comparando o pior e o melhor caso, obtem-se uma melhora de
46,88% do numero de solugdes 6timas obtidas. Com a Heuristica Hibrida foi possivel obter
até 81,25% de solucdes 6timas, que foram dadas pela igualdade da fungéo objetivo do limitante
superior e da heuristica. Este fato mostra a qualidade do limitante superior, dado pelo problema
@20) - [&23).

De maneira geral, a combinacdo da heuristica do Melhor Compartimento para “W” Ca-
pacidades com a heuristica das “Z” Melhores Solu¢des mostrou-se bastante eficiente, capaz de
encontrar solucdes 6timas para a maioria dos exemplos gerados.



CAPITULO

Geracao de Colunas para o Problema
da Mochila Compartimentada

A resolucédo do Problema da Mochila Compartimentada apresenta algumas dificuldades de-
vido & condicao de integralidade de suas variaveis e a ndo-linearidade presente na funcao obje-
tivo e em restricdes. Se enumerassemos todos os compartimentos seria possivel determinar a
sua solucéo 6tima e eliminariamos a néo linearidade. Entretanto, o nimero de compartimentos
pode ser muito grande para problemas praticos, o que inviabiliza este procedimento.

Para lidar com estas dificuldades, neste capitulo descrevemos a técnica Geracao de Colunas
para o Problema da Mochila Compartimentada, em que o probfema (3.1)) - (3.6) é reformulado
em um problema mestre com tantas colunas quantos forem os possiveis compartimentos. O
subproblema, que gera colunas para o problema mestre, € um Problema da Mochila Restrita.

O método Geragédo de Colunas foi inicialmente usad® por Manne|(1958), Dantzig & Wolfe
(1960) e Gilmore & Gomory (1961). Estes ultimos autores aplicaram esta técnica para resolver
Problemas de Corte de Estoque. A proxima secao descreve o método Geracao de Colunas de
Gilmore & Gomory (196[1), na secéo b.2 é apresentada a Geragéo de Colunas para o Problema
da Mochila Compartimentada.

5.1 Geracao de Colunas

Para a apresentacdo do método, considere que existe um conjunto de objetos dé largura
em estoque e um conjunto de pedidos formado por itens de ldrgudamanda;, i = 1, ..., m.

35
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O Problema de Corte de Estoque Unidimensional consiste em cortar os objetos em estoque para
produzir os itens demandados e pode ter como objetivo minimizar a perda, maximizar o lucro,
minimizar o nimero de objetos cortados etc. A formulacdo matematica apresentada em Gilmore
& Gomory (1961) é dada por:

minimize > (5.1)
jeJ
sujeitoa: Y aga; > b, i=1,....m (5.2)
jeJ
x; > 0, inteiro, j € J, (5.3)

em que,/ representa o conjunto de padrées de cafteepresenta o numero de itens do tipo

no padrdo de cortge z; 0 numero de vezes que o padréo de cprautilizado. O objetivo do
problema € minimizar o nimero total de objetos a serem cortados. Uma coluna da formulacao
) - ) representa um padréo de corte, ou seja, € umwgter(ayj, ..., a,,;) que satisfaz

as condigoes:

llCLl + l2a2 + ...+ lmam < L (54)
a; > 0, inteiro,i = 1,...,m. (5.5)

A técnica Geracgao de Colunas proposta por Gilmore & Gomory (1961) consiste em relaxar
a condicdo de integralidade das variaveis do probléma (5.1)]- (5.3) e resolver o problema re-
sultante pelo método simplex. O numero de variaveis pode chegar a ordem de milhdes em
problemas praticos, o que inviabiliza a enumeracgédo explicita dos padrdes de corte. Para con-
tornar isso, ao invés de analisar todas as colunas para selecionar aquela a entrar na base, a
coluna é gerada pela resolucdo de um Problema Classico da Mochila, que surge no calculo do
menor custo relativo. Ao final do processo, a solugéo obtida pode néo ser inteira e para obté-la é
utilizado outros métodos, como por exemplo, heuristicas de arredondamento (Wéascher & Gau,
1996, Poldi & Arenales, 2009).

No método simplex, devemos analisar 0s custos relativos das variaveis ndo-basicas para
verificar a otimalidade da solucéo basica atual, para isso determinam-se as variaveis-duais
(71, ..., m,) associadas as restricdes do problema mestre e calcula-se o custo relativo, dado por
(Regra de Dantizg):

cp — ma = min{¢; — 7lay, j € J},

ou seja, a variavel com menor custo relativo negativo entra na basegcase’a;, > 0, a
solucéo obtida € 6tima. Como néo se conhece todas as celynas J. Surge assim o sub-
problema para encontrar a coluna com o menor custo relativo. A fungéo objetivo corresponde
a
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min{c; — r*a} = min{1 — ijaj} =1- max{z mia;},
= =1

em quex corresponde a um padréo de corte, ou seja, satisfaz as conflicbes(5]4) e (5.5), portanto,
0 subproblema é dado por:

maximize > mia (5.6)
7=1

SUjeitO a lLay+lbay+...+la, <L (57)

a; > 0, inteiro,i =1, ...,m. (5.8)

O método Simplex com Geragéo de Colunas para o problema (5.I) - (5.3), com a condigéo
de integralidade das variaveis relaxadas, pode ser descrito como segue.

Algoritmo: Método Simplex com Geracao de Colunas
Fase 1: Determine uma matriz basica inicial B, formada por padrdes de corte simples.
Faca Pare=Falso e iteracao=0.
Fase 2: Enquanto Pare=Falso faca.
Determine a solucdo basica primal factivgl= B~1b.
Determine o vetor multiplicador simplexX = ¢, B,
Resolva o problem.6).8) e obtenha um padréo de corte,
representado pela coluna
Sel — w'a > 0, entdo: Solucao 6tima foi encontrada.
Pare=Verdadeiro.
Sendo :
Determine as coordenadas basicas da direcdo simplex:
y = B la.
Determine a colunaque sai da base:

% = mm{x;j ly; >0,i=1,...,m}.
Substitua d-ésima coluna pela coluna gerada.
Faca: iteracdo = iteracao + 1.

Fim Enquanto.
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5.2 Geracao de Colunas para o Problema da Mochila
Compartimentada

Para a descricdo do método, considere que todos 0s possiveis compartimentos para a classe
k(k =1,..., K) é dado porV,, isto é todas as solucdes que satisfazem:

LYin < Z lia; + Sy < LE,..
I€EAL
0 < a; < o;,inteiro,i € A,.

Considere, também, que os itens livres pertencem a uma Unica dlasfara esta classe o
limitante inferior e superior para sua alocacéo na mochila séo dadds'po=0e LX, = L,
respectivamente, e o custo de alocar um compartimento € dadg per0. Por convenién-
cia de notacdo, o conjunto de indice dos itens sera definido/po& {ny + 1,...,n1,n; +
L,..,ng,...,ng 1+1,...,ng}, easclassed; = {no+1,...,n1}, Ay = {n1+1,...,n2}, ..., Ax =
{nk_1+1,...,ng}, emqueny = 0 enx = n. Com isto, podemos omitir o indideem a;,
pois um tipoi esta na classgé se: n;_; + 1 < ¢ < n;. Assim, o problema (3]1) { (3.6) €
equivalentemente escrito por:

Problema Mestre:

maximize S>30 viaw—a)Ba (5.9)

k=1 s=1 i=ni_1+1

K Nk ng
sujeito a: YY) Law+S)Ba <L (5.10)
k=1 s=1 i:nk_l—&—l
Ny
Y B <onk=1,. K i=n1+1, . (5.11)
s=1
Bk > 0, inteiro,k=1,.... K, t =1,..., Nj. (5.12)

O problema mestre tem um nimero muito grande de variaveis, porém com uma lei de for-
macado para as colunas relativamente simples, de modo que a técnica de geracdo de colunas

Nk Nk
pode ser aplicada. Sejaly, = >l + SpeVy = Y vy, aestrutura matricial
i=ng_1+1 i=ng_1+1

do problema[(5]9) {(5.12) é dada por:
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Vit —a Viny —c1 | Va1 — 2 Van, — €2 ViK1 —ck Vi Nk
L1y Lin, Loy Lon, L1 L g Ny
Ang+1)1 A(no+1)N; 0 0 0 0
Uny1 Ay Ny 0 0 0 :
0 0 A(ny+1)1 A(n14+1)Na 0 0
0 0 Qpgl Qng No 0 0
0 0 0 0 s | Qg o411 (ng_1+1)Ng
0 0 0 0 Anpel (g Ng

Observe que existerli subproblemas, um para cada classe de itens. Para determinar quais
colunas entrardo na base, os custos relativos sédo analisados, para isso consideremos as seguinte
observacdes.

1. O vetor das variaveis duais é dado por:

A7) = (N, 7 72, ) = (N Mgty oo Ty s Tl ooy Mgy ooy Trge 1415 <oy Mg )

A variavel \ esta associada a restri¢fio (5.1@)&s restricbes (5.11).

2. A j-ésima coluna do modelp (5.9) - (5]12) associada a clagsmitindo-se o indicg, é
dada poriay = (Ly, 0, ..., 0, any 41, -y Gy, 0, ...0).

3. Como o problema é de maximizacéo, deseja-se determinar 0 maior custo relativo. Para
obter a expressao dos custos relativos considere o seguinte desenvolvimento para cada classe
k=1,..., K (oindicej € omitido):

C; — May, = maz{Cy — (\, 7)tay }

Ing_q+1

C; — Mag=max{(Vy — cx) — < A (R ) )

an gy

ank,1+1
Cr — Maz = max{ (Vi — cx) — ALk — (T 41, s Tny,) : }.

k
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Nk Nk
ComoV,, = Z v;a; € Ly = Z lia; + Sk,
i=ng_1+1 i=ng_1+1

substituindo, tem-se:

Nk Nk Nk

C; — Mtag = max{ Z via; — cp — A( Z lLia; + Sk) — Z Tia;}

i=ng_1+1 t=ng_1+1 t=ng_1+1

Cr, — M'ay = max{ Z (v; — Ay — m;)a; — (¢ + ASk) }-

’i:TLk_1+1

Logo, parak = 1, ..., K, tem-se 0 seguinte subproblema, dado por um Problema da Mochila
Restrita:

ng

maximize Z (Ui —A; — Wi)ai (513)
1=ng_1+1
N
sujeito a: LE, < ) Lai+ Sy < LE, (5.14)
i=ng_1+1
0<a; <o, inteiro, i =ngp_1 + 1, ..., nyp. (5.15)

Em resumo, o subproblemna (5]13) - (5.15) fornece os elementos para a constru¢éo de uma

ng

coluna associada de maior custo relativo para a clasee=1, ..., K. Se Z (v; — N; —
i=ng_1+1

mi)a; — (cx + ASp) < 0,k = 1,..., K, entdo a solugdo atual é 6tima para a relaxagéo linear do

problema mestr¢ (5.9)-(512).

O algoritmo do Método Simplex com Geracdo de Colunas para o Problema da Mochila
Compartimentada pode ser descrito como o algoritmo da 5egéo 5.1, porém, na Fase 2 devera ser
resolvido o problema (5.13)[- (515) para determinar a coléRao, ..., 0, an, _, 41, ---, @n,, 0, ..., 0)

a entrar na base, uma para cada classe. Este método fornece um limitante superior para o Pro-
blema da Mochila Compartimentada.

Baseado na heuristica de decomposi¢cab de Marques| (2004), em Hoto et al. (2005) é su-
gerido uma heuristica com geracao de colunas. Entretanto, a heuristica proppbsta em Hoto et
al. (2005) difere do método geracao de colunas proposto neste trabalho em diversos aspectos.
A heuristica de Hoto et al. (2005) possui dois passos. No primeiro passo, para cada classe
k (k = 1,...,K) sdo resolvidos varios problemas da mochila bidimensional, um para cada
valor inteiro entreL,,;, € L., OU seja, determina compartimentos de capacidagg, <
{Lmin, Lmin + 1, ..., Lima, } para cada classe Os problemas da mochila bidimensional pos-
suem uma restri¢cdo de igualdade para o tamanho do compartimgnie a segunda restricao
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€ devido a restricdo do numero de facas incluido pelos autores. Os limitantes superiores e infe-
riores dos compartimentos séo iguais para todas as classes. No segundo passo é resolvido um
problema linear inteiro, obtendo uma solucgéo factivel para o Problema da Mochila Comparti-
mentada. Os autores relatam que no pior caso seréo resolVid9s,. — L., + 1) problemas

da mochila, que € o numero total de compartimentos que o método considera, e pode ser ex-
cessivamente alto. Para evitar isto Hoto et al. (2005) sugerem utilizar calculos de limitantes
superiores para o valor da fungéo objetivo dos problemas da mochila. Célculo de limitantes
superiores, também, foi utilizado ém Hoto (2001) nas heuristicas propostas para o Problema
da Mochila Compartimentada e para o Problema da Mochila Compartimentada Irrestrito, como
citado no capitulo 2 desta dissertacao.

5.3 Experimentos computacionais

Nesta se¢cdo sdo apresentados os resultados computacionais obtidos com o método Geracgao
de Colunas para o Problema da Mochila Compartimentada. Para resolver o pr¢blefa (5.13) -
(5.18) foi utilizado um método de enumeracéo implicita apresentado no capitulo 6. Este método
determina uma solucéo exata e € extremamente rapido para exemplares com dezenas de itens.
Para a resolucao do problema mestre foi utilizadgoftwarelLOG CPLEX 11.0.

As Tabelas 5]1 g 5.2 mostram os resultados obtidos com o método Geracéo de Colunas e
comparam com o limitante superior dado pelo Problema Inteiro|(4.20) { (4.24). Na [Tahela 5.1
sdo apresentados os valores médios da fungéo objetivo para cada classe,[a Tabela 5.2 mostra o
tempo computacional médio em segundos.

Tabela 5.1: Valores médios da funcéo objetivo  Tabela 5.2: Tempo computacional médio

Classe| Geragao de Problema | Aumento Classe| Geracao de Problema
Colunas | (4.20) - [4.24) Colunas | (4.20) - [4.24)

1 2195,11 2146,45 2,27% 1 0,000 0,009
2 2250,67 2220,55 1,35% 2 0,000 0,008
3 2253,61 2221,20 1,46% 3 0,001 0,007
4 2297,25 2261,25 1,62% 4 0,000 0,006
5 2211,66 2183,40 1,29% 5 0,002 0,017
6 2272,33 2244,05 1,27% 6 0,001 0,011
7 2282,54 2255,15 1,22% 7 0,002 0,015
8 2356,72 2319,45 1,61% 8 0,001 0,007
9 2226,22 2191,60 1,57% 9 0,004 0,013
10 2270,44 2233,85 1,64% 10 0,002 0,010
11 2290,55 2264,40 1,16% 11 0,006 0,013
12 2324,75 2299,20 1,11% 12 0,004 0,007
13 2281,36 2260,30 0,93% 13 0,015 0,025
14 2313,21 2293,80 0,84% 14 0,015 0,017
15 2304,22 2282,25 0,96% 15 0,017 0,023
16 2340,70 2318,35 0,97% 16 0,016 0,016
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Os resultados que estéo na Talpela 5.1 estdo representados no gréafico contido pa Figura 5.1.

Valormedio da fungio objetivo

240000
235000 1
2300,00 1
226000 -
%gg% | —— Problema (4.20)-
' 4.24)

2100,00 1 ':

205000 -
3:”:":' ||:|:I T T T T T T T T T T T T T T T

— O = LD DO 0o o 2 T 00 =P L0 00

—— e e —p— —

= Geragdo de Colunas

Madia

Figura 5.1: Grafico da fung&o objetivo.

A partir dos testes realizados podemos observar que o limitante superior obtido pela Geragéo
de Colunas é um pouco pior que o limitante superior obtido pelo Problema Linear Inteifo (4.20)
- (4.24). Para analisar esta diferenga, a ultima coluna da fabgla 5.1 mostra o aumento médio do
valor da fungéo objetivo do método Geracdo de Colunas, ocorrendo um aumento médio geral
de 1,3%. Apenas para 4,1% dos problemas, a Geracéo de Colunas forneceu limitante superior
melhor e conforme o0 nimero de classes e de itens aumentam ela se torna mais eficiente. Apesar
do tempo computacional ter sido extremamente baixo para ambos os métodos, a Geracéo de
Colunas foi um pouco mais rapido. Outra observagéo relevante € que o numero de iteragfes do
método simplex é relativamente baixo, o nUmero médio de iteracdes foi 3,5.

Com os compartimentos obtidos, no final do método Geracdo de Colunas, o problema
mestre[(5.9) {(5.12) foi resolvido fixando as variaveis como inteiras, obtendo assim uma solugéo
factivel para o Problema da Mochila Compartimentada. A Tabeja 5.3 apresenta os resultados.
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Tabela 5.3: Geracdo de Colunas: solucéo inteira

Classe| Gap médio(%)
1 2,360
2 3,039
3 0,633
4 1,570
5 4,892
6 8,000
7 1,431
8 1,605
9 1,588
10 1,591
11 1,043
12 0,937
13 2,603
14 6,023
15 1,285
16 0,720

Média 2,458

Com este novo método as solucdes obtidas foram piores que as obtidas pela heuristica apre-
sentada no capitu[d 4, entretanto, ao considerarmos o nimero de compartimentos gerados, 0s
resultados obtidos foram bastante satisfatorios. De 320 problemas foram obtidas 100 solugbes
otimas, dadas pela igualdade da funcao objetivo deste método com a funcao objetivo do limi-
tante superiolf (4.20) [ (4.4), e o tempo computacional médio foi de 0,01 segundos.

O método Geracao de Colunas, de modo geral, se comportou como o esperado, o principal
objetivo deste método néo foi obter um limitante superior eficiente, mas para que a partir dele
possa ser desenvolvido um método exato para o Problema da Mochila Compartimentada, isto
€, um métoddranch-and-price






CAPITULO

Metodos de enumeracéo implicita
para Problemas da Mochila e
extensoes

Neste capitulo sdo apresentados os métodos utilizados para resolver os Problemas Lineares
Inteiros que surgem na Heuristica Hibrida, apresentada no cdgitulo 4, e no método Geragéo de
Colunas, apresentado no capifulo 5. Foram utilizados trés diferentes métodos de solugéo, todos
baseados no algoritmo de enumeracéao implicita de Gilmore & Gomory|(1963), os quais foram
propostos ern Marques (2004).

6.1 Método de enumeracédo implicita para o Problema
Classico da Mochila

Nesta secao € apresentado o método proposto por Gilmore & Gomory (1963). Os autores
o utilizaram durante o processo de Geracdo de Colunas para resolver o subproblema, dado
pelo Problema da Mochil& (5.6)[- ($.8). Para a descrigdo do algoritmo, daremos novamente a
formulagdo matematica do Problema da Mochila:

45
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maximize: gla) = Zviai (6.1)
=1
sujeito a: Z La; < L (6.2)
=1
a; > 0, inteiro,i = 1,...,m. (6.3)

No modelo,m representa o niumero de tipos de itens que devem ser alocados na mochila,
v; el; representam o valor utilidade e a largura dos itens, respectivamente -par&, ..., m.
A variavela; representa a quantidade que o iteéincluido na mochila; = 1,2, ..., m. Para
eliminar solucdes triviais, supomos> 0,1; > 0el; < L,i=1,...,m.

O método pode ser dividido em 5 passos. O limitante inferior é dado pela melhor solugéo
obtida até o momento (inicialmente nulo) e o limitante superior é definido pela relaxacéo linear.
No Passo 1, os itens sdo ordenados em ordem nédo-crescente do valor por unidade a“jé,largura
stoglt > 22 > > e 1

m

Em seguida (Passo 2), determina-se uma solucéo inicial utilizando uma busca em profun-
didade, no qual uma solucéo é construida a partir da alocacédo do item mais valioso. Para
representar a solugéo definiremos um vetet (zq,xo, ..., z,,), €M que a posi¢dodo vetor
armazena a quantidade que o itefai alocado a mochila. Inicialmente temes= (0,0, ..., 0),
entdo uma unidade do item tipo 1 € alocado na mochila, obtendo a salugal, 0, ..., 0),
em seguida o item 1 é colocado novamente, até que ndo seja mais possivel inclui-lo, o processo
€ repetido para o item 2 e assim sucessivamente. A cada salugdtaa associamos um no
da arvore de deciséo (Figral6.1) e, a cada ré (1, ..., 25,0, ...,0) temos um Problema da
Mochila, em que a deciséo de incluir itens do tipe 1, ..., s ja foram examinadas:

maximize: g(a) = Z via; + Zvixi (6.4)
i=s+1 =1
sujeito a: Z Lia; < L — Z Lz (6.5)
i=s+1 =1
a; > 0, inteiro,i = s+ 1,...,m. (6.6)

Entretanto, no algoritmo os célculos sao realizados diretamente da seguinte forma:
_ | L
I = LEJ

T2 = LL_ll;mJ
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L—(l1ﬂf1+12$2+‘..+lm7193m71)J

lm

Tm = |

2= (10 z=(01--0)

Figura 6.1: Representacdo da arvore de enumeracao implicita

No Passo 3, a solu¢do = (z4, zs, ..., 2,,0,...,0) é avaliada, se essa solucdo for melhor
gue a melhor solucdo obtida até o0 momento, entdo ela € armazenada, correspondendo ao novo
limitante inferior, isto éG = g(z). No Passo 4 retornamos ao né (solu¢@o) imediatamente
anterior packtracking * = (z1,...,z, — 1,0,...,0), para verificar a existéncia de solu¢des
melhores. Uma condi¢cao necessaria para que exista solu¢cdo melhor a partir desta solucao, pela
inclusdo de itens + 1, ...,m, é queG > G, em qued é o limitante superior:

G =v17, +voxo + ... + v (zp — 1) + Ql):—ill(L —hxy — by — ... — Lz — L(z, — 1))

No Passo 5 essa condicao é testada, se for verdadeira, significa que uma busca em pro-
fundidade a partir desta solucédo pode fornecer uma solugdo melhor que a melhor solucao
conhecida, apds esta investigacdo, volta-se ao Passo 3. A busca em profundidade a partir de
r=(x1,...,2,.,0,...,0) é

T, =z,—1le

;= LTJJ =r+1,...m
CasoG < G, é feito o retorno longo, isto &, = 0, voltando alguns nds na arvore de enume-
racao, especificamente nés, ndo sendo necessario investiga-los um a um. Esse retorno longo
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néo perde a otimalidade e a demonstracéo é feita na[se¢&o 6.5. Apos o retorno longo, volta-se ao
Passo 4. O algoritmo para quando toda a arvore foi implicitamente investigada, isto €, quando
volta ao né inicial: = (0,0, ...,0). O algoritmo é descrito a seguir, conforme foi apresentado
em|/Marques (2004):

Algoritmo de enumeracao implicita para o Problema Classico da Mochila
1. Inicio

1.1Calcule as razdes; dadas porr; = mi=1..,m

1.20rdene os valores;: m > my > ... > m,

1.3FacaG = 0 (limitante inferior)
2. Determinagé&o da solugéo inicial

2.1Faca:

r1 = LﬁJ

L2 = LL_ZZ;CCIJ

LL*(llml+l2$2+~~-+lm711‘m71)J

lm

T, =
3. Avaliagéo da solugéo corrente e armazenamento da mais valiosa
3.1Facag = vy + oo + ... + Uy
3.2Se( < g faga:
321G =gex* =z
4. Teste de parada e calculo do limitante superior
4.1Emx determine o maior indicetal quez, # 0
4.2Sex = (0,...,0) entdo Pare;* € a solucdo 6tima, senéo:
4.3Fagaly = v1x; + vowy + ... + v, (2, — 1) + %(L —lhxy —lhxy — ... — L. (z, — 1))
5. Backtracking
5.1SeC < G facar, = 0 e volte ao passo 4
5.2Sendo (¢ > G) entdo faca:
Typ =T, — 1
7j—1
L— Z lix;
=1

T = L+J>J =r+1,...,m e volte ao Passo 3.

Apesar deste algoritmo néo ter sido utilizado para resolver os Problemas da Mochila que
surgem nos métodos de solucdo implementados neste trabalho, ele é a base para o desenvolvi-
mento do método para determinar as melhores solucées para o Problema da Mochila Restrita.
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6.2 Método de enumeracéao implicita para o Problema
da Mochila Restrita

Para a descricdo do método considere o seguinte Problema da Mochila Restrita:

Maximize: g(a) => v (6.7)
=1
Sujeito a: D hai <L (6.8)
=1
0<a; <o, inteiro,i =1,...,m. (6.9)

Este problema pode ser resolvido por meio de uma simples modificagédo no algoritmo ante-
rior, que consiste em considerar o nimero maximo de vezes que cada item pode ser incluido na
mochila. Para isso basta considerar:

r; = min{o;, LL_lwl_”l'j_lj_lm'j_lj} paraj =1,...,m,

modificando assim, os Passos 2, 4 e 5 do método anterior. O algoritmo foi dado em Marques
(2004) e é apresentado a seguir.

Método de enumeracdo implicita para o Problema da Mochila Restrita

1. Inicio
1.1 Calcule as razdes; dadas porr; = Tparai=1,...m
1.20rdene os valores; da seguinte formar; > m, > ... > 7,
1.3FagaG = 0 (limitante inferior)
2. Determinacéo da solucéo inicial
2.1Faca:
r1 = min{oy, L%j}

To = min{oy, L%J}

L*llxlf...flm_ﬂtm—l J }

l m

Ty, = min{o,,, |
3. Avaliacéo da solucgéo corrente e armazenamento da mais valiosa
3.1Facag = vixy + V9o + ... + U T,
3.2Se( < gfaga:
321G =gex* ==z
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4. Teste de parada e calculo do limitante superior
4.1Em z determine o maior indicetal quez, # 0
4.2Sex = (0,...,0) entdo Pare;* é a solucéo 6tima, sendo:
4.3 (Calculo do limitante superior)
FacaL = L — lyx; — lbag — ... — l.(z, — 1) €
G =v12, +vax9 + ... +v,(z, — 1)
4.3.1Sejah =r +1
4.3.2Facar,,;1 =0, l,,+1 = 1 €eo,,1 = 0 (varidvel de folga)
4.3.3Enquantof,o,, < L eh < m) faga:
L=L-1l,0,eG =G+ v,0
h=h+1
4.4.4Faca:G = G + L,
5. Backtracking
5.1SeG < g fagaz, = 0 e volte ao passo 4
5.2Sendo (¢ > g) faca

T, =x, — 1

r; = min{o;, L%j},j =r+1,...,m e volte ao Passo 3.

Este algoritmo foi utilizado para resolver o problefa (5.18) - (5.15) do método Geragéo de
Colunas.

6.3 Algoritmo Z melhores solugdes para o Problema
da Mochila Restrita

Para descricdo do algoritmo que determinaZasielhores solugbes para o Problema da
Mochila Restrita[(6]7) -[(6]9), considere que ZAsnelhores solugdes sejam armazenadas na
matriz X de dimenséon x Z, em que cada colunada matriz representaaésima melhor
solucao obtida. O valor da fungéo objetivo, correspondente a solu¢do armazenaélsima
coluna da matrizX, &€ armazenado na posi¢aalo vetorG dado porG = (G,,G,,...,G). O
algoritmo é dado a seguir:
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Algoritmo Z melhores soluc¢des para o Problema da Mochila Restrita
1. Inicio
1.1Calcule as razdes; dadas porm; = 7 parar = 1,...,m
1.2 Ordene os valores; da seguinte forrhazrl > > > Ty
13FagaX =0eG, =G, =..=G, =0
2. Determinagéo dasZ melhores solugdes iniciais
2.1Faca:x = (x1, 2, ...,xm) = (0,0,...,0)
g=20
L=1L
2.2Parai =1, ...,m faca:
Enquanta L — [;) > 0 faga:

L—I-1
g=9g+v

Seg > G,, armazeng em(G de forma que o vetatr
fique ordenado, isto &, > G, > ... > G, exemX
na coluna correspondente a guir armazenada.

3. Teste de parada e calculo do limitante superior
3.1Emz determine o maior indicetal quez, # 0
3.2Sex = (0, ...,0) entdo Pare, ndo existe solucdo melhor Guesendo:
3.3Fagal = L — Ly — lyxg — ... — (2, — 1) € G = v111 + voxp + ... +v.(2, — 1)
3.4 Calculo do limite superior:
3.4.1Sejah =r+1
3.4.2Facar,,,, =0€el,,1=1€0,,1 =0
3.4.3Enquanto{,0;, < L e h < m) faca:
L=L-1l,0,eG =G+ uv,0y
h=h+1
3.4.4Faca:G = G + %vh
4. Backtracking
4.1SeCG < G, fagag = g — v,2,, . = 0 e volte ao passo 3
4.2Sendo > G,)entdofacar, =z, —1; L=L— 1, eg=g—v,:
4.2 1Para =r +1,...,m faga:
Enquanta L — [;) > 0 faga:

g=9+u

Seg > G,, armazeng em V eG em X de forma que o veta&
fiqgue ordenado e volte ao Passo 3.
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6.4 Heuristica para o problema (4.15) - (4.19)

Nesta se¢do é apresentado o algoritmo proposto por Marques (2004) para o prioblgma (4.15)
- (4.19), que seleciona os compartimentos e itens livres que comporéo a mochila nas heuristicas
aqui descritas. Este método € uma heuristica baseada no método de enumeracédo implicita de
Gilmore & Gomory (1963). Para facilitar a notacéo, o problema (4.15)-|(4.19) sera redefinido,
para isso conside®@ = Z + W, isto € os compartimentos obtidos foram apenas divididos por
classe, sem distinguir se ele foi obtido pelasima melhor solucédo on-ésima capacidade,
assim a formulacdo matematica do problema fica da seguinte forma:

K-1 Q
maximize Z(V;k — Ck)ﬁjk + Z VeVk (610)
k=1 j=1 keAg
K-1 Q
SUjeitO a. Z ij:/@jk: + Z lk’Yk <L (611)
k=1 j=1 keAk
Q
Zaijkﬁjk <o,VieA,k=1,..,.K—1 (612)
j=1
0 < < oy, inteiro, k € Ax (6.13)
Bjr > 0, inteiro, j =1,....Q,k=1,.., K — 1. (6.14)

Para a descricdo do algoritmo, os compartimentos sao consideradosugpenatens Os
itens livres, também, s&o considerados como compartimentos, totalizaadd<d — 1) x @ +
|Ax| compartimentos. Como a quantidade de cada item € limitada, entdo deve-se calcular o
namero de vezes que cada compartimento pode ser incluido na mochila, para que a demanda
dos itens ndo seja ultrapassada, para isso serdo utilizadas vadidveis 1,...T, que sdo
atualizadas a medida que um compartimento € incluido na mochila. Durante o algoritmo serdo
utilizados trés procedimentos de atualizacéo das varidvéls B e C), que estdo descritos no
final. O algoritmo para o problemp (6]10) - (6.14) é dado a seguir e foi retirado de Marques
(2004).
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Algoritmo para o problema (6.10) - (6.14)

1. Definig&o do problema
1.1Defina os valores;, I;, 9, e d;:
t=1
Parak = 1,...K — 1 faga:
Paraj =1, ..., Q faca:

~ Vik—cr 7 ~
Ty = szk 2ol = Lk, 0 = Vi, — cx;
t=1t+1,

Paratodds € Ay faca:
T = 7;—:, Zt = lp, Uy = vp;
dy = oy;
t=t+1.

1.20rdene os valores; da seguinte format; > 7, > ...

2. Determinacgao da solucao inicial
2.1Faca:
1 = min{d, [£]}
Execute A(t=1)
75 = min{dy, [ 2221 |}

Execute A(t=2)

L—lizy—..~lp_jzp_y
Slraer |y

zp = min{dy, |

Execute A(t=T)

3. Avaliacéo da solucéo corrente e armazenamento da mais valiosa

3.1Facag = vy + Usxo + ... + Opxp
3.2Se( < gfaga:
321G =gex* ==z
4. Teste de parada e calculo do limitante superior
4.1Em z determine o maior indicetal quez, # 0
Execute C

4.2Sex = (0,...,0) entdo Pareg* é a melhor solugdo obtida, senéo:

Y]

=N
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4.3 (Calculo do limitante superior)
FacaL = L — lyz; — lbag — ... — l.(z, — 1) €
G = 0121 + Dozp + ... + (2 — 1)

4.3.1Sejah =r+1

4.3.2Facary., = 0,lp; = L+ 1edry =0

4.3.3Enquanto{,d, < L eh < T) faca:
L=L-lyd,eG =G+ tndy
h=h+1

4.4.4Faca:G = G + —vh

5. Backtracking
5.1SeG <y
Execute B
facazr, = 0 e volte ao passo 4
5.2Sendo (G > g) faca

T, =x, — 1
J

I

Typ1 = min{oy, | ll |} e execute A para=r,...,T — 1.

\olte ao Passo 3.

A) Atualizar os limites maximos para os itens envolvidos no calcule,de
Al. Set representa um item livre:
Entdo facad, = d;, — x;;
Senéo: atualizar os limites maximos dos itens envolvidos
no compartimento da seguinte forma:
Para toda € A;, em quek € a classe associada ao
compartimentd, temos:

Op = 0, — T * Qiji, J = 1, ..., Q.
A2. Recalcular os limites maximos permitidos para todog esl, ..., )
compartimentos da clasgeassociada & fazendo:
dy = min{| - j para toda € A}
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B) Atualizar os limites maximos para os itens envolvidos na mudanca do vaigr de
B1l. Ser representa um item livre:
Entdo facaid, = d, + (z, — 1) para o item associadora
Sendo: atualizar os limites maximos dos itens envolvidos

no compartimente da seguinte forma:
Paratodo € A;, em quek é a classe associado ao
compartimentor, temos:
o, =0+ (x, — 1) *xa;,j=1,..,Q.
B2. Recalcular os limites maximos permitidos para todog esl, ..., )
compartimentos da clasgeassociada a, fazendo:
d, = min{| -2 | para toda € A;}

Qijk

C) Atualizar os limites maximos para os itens envolvidos na mudanca do vaigr de
C1. Ser representa um item livre:
Entao fagazir = JT + 1 para o item associadora
Sendo: atualizar os limites maximos dos itens envolvidos
no compartimente da seguinte forma:
Para toda € A, em quek € a classe associada ao
compartimentor, temos:

o =0;+aykj=1,..,Q.
C2. Recalcular os limites maximos permitidos para todos esl, ...,
compartimentos da clasgeassociada &, fazendo:
d, = mln{L#kJ para toda € A}

6.5 Verificacdo do backtracking longo

Nesta secdo demonstramos quéarktrackinglongo proposto por Gilmore e Gomory
(1963) ndo perde a solugéo 6tima. Para isso considere o vetor solu¢éo,, x, ..., z,, 0, ..., 0),
denotaremos —° = (x4, x9, ..., z, — 5,0...,0) comz, > ses > 1. O limitante superior de*
€ dado por:

V(™) = vy21 + vaxa + ... + (2, — 5) + 1;:11 (L —lxy — loaxg — ... — l.(z, — 9)).

Lema: V(z~%) < V(z™1).

Prova:

V(z™%) = vyzy + vy + ... +vp(x, — 8) + (L — Ly — lawg — ... — (2, — 8))

l7'+1

=2 +vexe+ ...+ v (2, —s—14+1)+ ;}:—Ij(L —lixy —lxg — ... — L (x, —s—141))
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= v 21+vaTat... v (T T—l)—i—”+1 (L—liz1—loxo—...— 1 .(z,—1))+v,.(1— s)—ﬂ”ll (s—1)
=V(@™)+u(1—s) + (s — 1)
Assim basta mostrar que; (1 — s) + 7= .(s = 1) <0

lry

De fato, dividindov,.(1 — s) + "j:—:lllr(s — 1) porl, tem-se:=(1 — s) + == (s — 1)

= (P =) (s — 1)

Como os itens estdo ordenados de acordo com a razao entre o valor utilidade e a largura

v
entio: Lt — Ur g
lr—0—1 lr =

Logo, (y=H — 3=)(s = 1) <0

Portanto:V (z~%) < V(z~1).

Considerando uma soluc&ocom valorG do algoritmo proposto por Gilmore e Gomory
(1963) eGG o valor daZ-ésima melhor solugdo armazenada no algoritmo gdaselhores
solucdes para o problema da mochila restrita (esses valores séo atualizados durante a construgéo
da arvorebranch-and-bouny temos 0s seguintes teoremas.

Teorema 1 SeV(z~!) < G entdoV (z*) < G.

Prova: Pelo Lema temos:
V(xz=%) < V(2~'), como por hipétes¥ (z~!) < G, logo:
V() <G

Teorema 2 SeV (z7!) < Gz entdoV (27%) < G.

Prova: Analogo ao Teorema 1.

O Teorema 1 mostra quebacktrakinglongo proposto por Gilmore e Gomory (1963) nao
perde a solucdo 6tima. O Teorema 2 mostra que o algoritmo proposto pdranathores
solucdes nédo perde Zamelhores solucdes, pois o limitante inferior &-g&sima melhor solucéo
obtida até o momento.



Conclusdes e trabalhos futuros

O objetivo deste trabalho foi desenvolver métodos de solugéo para o Problema da Mochila
Compartimentada. Aqui foram apresentadas duas abordagens de solucéo, cuja caracteristica em
comum & a maneira como o problema foi decomposto.

A primeira abordagem, apresentada no Capitulo 4, € uma heuristica baseada em duas heuris-
ticas da literatura, propostas ém Marques & Arenales (2007). Nesta heuristica, o problema
original é decomposto em dois problemas, um que gera 0s compartimentos e 0 outro que 0s
seleciona. Diversos testes foram realizados com esta heuristica, considerando diferentes para-
metros, 0s quais mostraram a sua eficiéncia.

A segunda abordagem, apresentada no Capitulo5, é a técnica Geracao de Colunas, no qual, o
problema original foi decomposto em problema mestre e subproblema, sendo que o subproble-
ma gera compartimentos, que sao as colunas para o problema mestre. A vantagem deste método
€ que ele nos fornece um limitante superior e chega a uma solugcéo 6tima, para o problema
relaxado, com um numero de iteracfes bastante pequeno. Entretanto, o principal objetivo da
Geracéao de Colunas €é permitir que futuramente possa ser desenvolvido um método de solucéo
exata para o Problema da Mochila Compartimentada.

Para a execucédo da heuristica e da Geracdo de Colunas € necessario resolver Problemas da
Mochila Restrita e um Problema Linear Inteiro, para isso foram utilizados algoritmos baseados
no métodobranch-and-boundie/Gilmore & Gomory (1963). No total foram utilizados trés
procedimentos, dos quais, dois foram propostos em Marques|(2004) que sdo: o método que
determina a solucéo para o Problema da Mochila Restrita e outro que determina a solucéo para
o problema[(4.15) { (4.19). O terceiro método é um procedimento que deterniimaekores
solucdes para o Problema da Mochila Restrita.
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Diversas sugestdes para o desenvolvimento de trabalhos futuros podem ser apresentadas.
Entre estas se encontram o desenvolvimento de um método exaboaimh-and-pricgpara o
Problema da Mochila Compartimentada Unidimensional e aplicar métodos de arredondamento
para obter uma solucgao inteira, a partir da solugéo obtida pela Geragéo de Colunas. Esta abor-
dagem pode ser estendida na geracao de padrbes de corte para o caso bidimensional, visto que
surgem naturalmente na pratica, pelas mesmas razdes que o caso unidimensional, ou seja, corte
em varios estagios.
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