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À Universidade Federal de Goiás pela oportunidade e incentivo.



Resumo

Neste trabalho estudamos o quadrado q-tensorial não-abeliano de um grupo G,

G⊗qG, onde q é um inteiro não-negativo, através de sua imersão em um novo

grupo, νq(G), aqui introduzido. Usando resultados de Brown, Ellis and Rodŕıgues-

Fernández, estabelecemos propriedades estruturais dos grupos νq(G) e G⊗qG; obte-

mos, em certos casos, uma apresentação mais simplificada para este último grupo.

Quando G é um grupo solúvel dado por uma apresentação polićıclica, obtemos uma

conveniente apresentação para νq(G), a qual oferece vantagens computacionais; uma

tabela de exemplos de νq(G) é então exibida, para argumentos G de ordens peque-

nas e q ∈ {0, 2, 3, 4}. Em particular, descrevemos νq(G) completamente quando G

é um grupo abeliano finito. Restringindo nossas considerações a grupos nilpotentes

G, estabelecemos que G⊗qG é nilpotente, sobre o qual G age nilpotentemente; con-

sequentemente, νq(G) é também nilpotente. Para o caso mais espećıfico de grupos

nilpotentes de classe 2, uma apresentação bastante simplificada para νq(G) é obtida.

Palavras chaves: quadrado q-tensorial de grupos, extensões q-centrais de grupos,

quadrado q-exterior de um grupo, q-multiplicador de Schur.
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Abstract

In this thesis we study the non-abelian q-tensor square of a group G, G⊗qG, where

q is a non-negative integer, through its embedding into a new group νq(G) here

introduced. Using results of Brown, Ellis and Rodŕıgues-Fernández, we establish

structural properties of the groups νq(G) and G⊗qG; in certain situations we obtain

a more simplified presentation for this last group. In case G is a solvable group

given by a polycyclic presentation, we obtain a convenient presentation for νq(G)

which provides computational advantages; a table of examples of νq(G) is then

constructed, for arguments G of small orders and q ∈ {0, 2, 3, 4}. In particular

we completely describe νq(G) when G is a finite abelian group. On restricting our

considerations to nilpotent groups G, we establish that G⊗qG is nilpotent, over

which G acts nilpotently; consequently νq(G) is nilpotent too. In the more specific

case of nilpotent groups of class 2, a much simpler presentation of νq(G) is obtainned.

Key words: q-tensor square of groups, q-central extensions of groups, q-exterior

square of groups, Schur q-multiplier.
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3.1 Exemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 O Quadrado q-Tensorial de um Grupo Nilpotente 33

4.1 A Série Central Inferior de K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2 A Série Central Inferior de T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

v



4.3 A Nilpotência de G⊗qG: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.4 A Série Central Inferior de νq(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.5 A Nilpotência de νq(G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.6 O Grupo νq(G) de um Grupo Nilpotente Finito . . . . . . . . . . . . 52

5 O Quadrado q-Tensorial de Grupos Nilpotentes de Classe 2 Finita-

mente Gerados 56

Referências Bibliográficas 75
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Introdução

O produto tensorial não-abeliano de grupos, conforme introduzido por

Brown-Loday [3] encontra aplicações em homotopia e em (co)homologia não-

abeliana de grupos, particularmente em questões de recobrimento. Subseqüente-

mente, Brown [2] introduziu uma versão, módulo um inteiro não-negativo q, desse

conceito (que denominamos de produto q-tensorial de grupos) com o objetivo de

relacioná-lo a extensões q-centrais universais de grupos.

Uma extensão de grupos:

1 −→ A −→ E −→ G −→ 1

é dita q-central, onde q é um inteiro não-negativo, se A é um subgrupo central de

E e todo elemento de A tem ordem dividindo q.

Uma tal extensão q-central é dita q-central universal se para qualquer

outra extensão q-central:

1 −→ A′ −→ E ′ −→ G −→ 1

existe um único morfismo de extensões:

1 −→ A −→ E −→ G −→ 1

↓ ↓ ↓
1 −→ A′ −→ E ′ −→ G −→ 1

Um dos resultados principais de Brown em [2] assegura que uma ex-

tensão q-central é universal se, e somente se, G é q-perfeito ( isto é, gerado por

comutadores [g1, g2] e potências q-ésimas gq, para g1, g2, g ∈ G) e E é isomorfo ao
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quadrado q-exterior G∧qG. Um resultado análogo ao de Brown foi obtido por Con-

duché e Rodŕıguez-Fernández, em [3], para o caso de extensões centrais relativas.

Neste sentido eles estabeleceram vários resultados envolvendo o produto q-tensorial

, M⊗qN , e o produto q-exterior , de dois G-módulos cruzados M e N .

Ellis em [6] observou que extensões q-centrais universais naturalmente se

generalizam para G-módulos q-cruzados projetivos e que estes são determinados, a

menos de uma extensão de grupos, por um quadrado q-exterior e um Z/qZ-módulo

projetivo. Neste mesmo artigo ele estuda a estrutura de quadrados q-exteriores

através de uma construção mais geral, o produto q-tensorial, M⊗qN , quando M e

N subgrupos normais de G.

Esta tese tem como enfoque principal o quadrado q-tensorial de um grupo

G, denotado por G⊗qG, via uma construção relacionada, νq(G), aqui introduzida.

Este estudo foi motivado pelos trabalhos citados anteriormente, particularmente

pela abordagem apresentada por Ellis em [6], bem como por resultados de Rocco

em [20] e [21], aqui generalizados.

Estabelecemos propriedades estruturais dos grupos νq(G) e G⊗qG, ob-

tendo em certos casos uma apresentação mais simplificada, o que apresenta vanta-

gens computacionais na manipulação destes grupos. Isto é desejável uma vez que

as relações de νq(G) e conseqüentemente de G⊗qG, crescem rapidamente conforme

aumenta a ordem de G.

No Caṕıtulo 1 introduzimos todos os conceitos e notações necessárias ao

desenvolvimento subseqüente do nosso trabalho.

No Caṕıtulo 2 começamos com o quadrado q-tensorial de um grupo G,

G⊗qG e algumas de suas propriedades. Motivados pelo grupo ν(G), introduzido por

Rocco em [2], e pelo isomorfismo do Teorema 8, [6], introduzimos um novo grupo

relacionado a G⊗qG e denotado por νq(G). Vimos algumas propriedades de νq(G)

e constrúımos um diagrama com alguns de seus subgrupos.
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No Caṕıtulo 3 restringimos nossa atenção à classe dos grupos solúveis

e obtemos uma proposição que facilita bastante os cálculos para determinarmos o

grupo νq(G), produzindo assim uma tabela de exemplos. No final, consideramos os

grupos abelianos.

No Caṕıtulo 4 trabalhamos com o quadrado q-tensorial de grupos nilpo-

tentes. Obtivemos propriedades sobre as séries centrais inferiores dos grupos K

e T , concluindo assim sobre a nilpotência de G⊗qG. Como resultado principal

do nosso trabalho obtivemos o Teorema 4.21 que garante a nilpotência de νq(G).

Ainda neste caṕıtulo trabalhamos com o quadrado q-tensorial de grupos nilpotentes

finitos, obtendo resultados mais gerais que aqueles obtidos em [20] para o caso q = 0.

No Caṕıtulo 5 apresentamos uma proposição que determina uma outra

apresentação para νq(G), denotada por δq(G), que tem um número menor de

relações, para grupos G nilpotentes de classe dois e finitamente gerados.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo introduziremos os conceitos e principais propriedades da

teoria de grupos finitos que são necessários para o desenvolvimento dos caṕıtulos

seguintes.

1.1 Identidades de Comutadores

Sejam g1, g2, ..., gn elementos de um grupo G.

O conjugado de g1 por g2 é dado por:

g1
g2 = g2

−1g1g2. (1.1)

O comutador de g1 e g2 é dado por:

[g1, g2] = g1
−1g1

g2 . (1.2)

O comutador de peso n, para n ≥ 2, é definido por:

[g1, g2, ..., gn] = [[g1, ..., gn−1], gn]. (1.3)

Valem as seguintes propriedades:

(i ) [g1, g2] = [g1, g2
−1]−g2 = [g1

−1, g2]
−g1 ;
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(ii ) [g1g2, g3] = [g1, g3]
g2 [g2, g3] = [g1, g3][g1, g3, g2][g2, g3];

(iii ) [g1, g2g3] = [g1, g3][g1, g2]
g3 = [g1, g3][g1, g2][g1, g2, g3];

(iv ) [g1, g2
−1, g3]

g2 [g2, g3
−1, g1]

g3 [g3, g1
−1, g2]

g1 = 1.

Sejam G um grupo e X um subconjunto não vazio de G, denotamos por

〈X〉, o subgrupo de G gerado por X. Se X = {a1, ..., an} então escrevemos simples-

mente G = 〈a1, ..., an〉.

Sejam H e K subgrupos do grupo G, denotamos por [H,K] o subgrupo

de G gerado pelo conjunto de todos os comutadores [h, k], com h ∈ H e k ∈ K.

Se H1, H2, ..., Hn são subgrupos de G, definimos:

[H1, H2, ..., Hn] = [[H1, ..., Hn−1], Hn]. (1.4)

Proposição 1.1 Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G, com H E G. Então

[HK,HL] ≤ H[K,L].

1.2 Grupos Solúveis

Definição 1.1 Uma série subnormal de um grupo G é uma sequência finita de

subgrupos de G:

G = G0 ≥ G1 ≥ ... ≥ Gn = 1 (1.5)

na qual Gi C Gi−1, ∀i = 1, ..., n. Os grupos quocientes Gi−1/Gi, 1 ≤ i ≤ n, são

denominados fatores da série.

Definição 1.2 Um grupo G é solúvel se este tem uma série subnormal cujos fatores

são abelianos.

Seja G um grupo finito solúvel cuja série subnormal (1.5) tem fatores

Gi−1/Gi de ordem ri, 1 ≤ i ≤ n. Isto significa que Gi−1 = 〈ai, ..., an〉 e ai
ri ∈ Gi =
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〈ai+1, ..., an〉. A seqüência (a1, ..., an) é chamada de AG-sistema de geradores para

G, com as seguintes relações definidoras:

ai
ri = wii′(ai+1, ..., an), 1 ≤ i ≤ n; (1.6)

ai
aj = wij′(aj+1, ..., an), 1 ≤ i ≤ n; (1.7)

que são chamadas de relações-potências e relações-conjugados, respectivamente.

As relações-conjugados podem ser reescritas coletando os geradores ai,

1 ≤ i ≤ n, em ordem decrescente da esquerda para a direita. Portanto, para o dado

AG-sistema, as relações são:

G-relações :

 ai
ri = wii(an, ...ai+1), 1 ≤ i ≤ n;

ai
aj = wij(an, ...aj+1), 1 ≤ j < i ≤ n.

Dáı segue que todo elemento g ∈ G tem uma expressão na forma normal

g = aνn
n a

νn−1

n−1 ...a
ν1
1 , (1.8)

onde 0 ≤ νi ≤ ri, 1 ≤ i ≤ n.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definimos a série central inferior de um grupo G como sendo a série:

G = γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ ... (1.9)

na qual γn+1(G) = [γn(G), G].

Notamos que, γn(G)/γn+1(G) ≤ Z(G/γn+1(G)) e que cada γn(G) é to-

talmente invariante em G.

Quando γc(G) 6= γc+1(G) = 1, dizemos que G é nilpotente de classe c,

cuja notação é cl(G) = c.

A seguir relacionamos alguns resultados básicos sobre grupos nilpotentes,

cujas demonstrações podem ser encontradas em [24].



1.4 Grupos Livres e Apresentações de Grupos 7

Proposição 1.2 A classe dos grupos nilpotentes é fechada a subgrupos, quocientes

e a produtos diretos de um número finito de grupos.

Teorema 1.1 (Fitting) Sejam H e K subgrupos normais de um grupo G e supon-

hamos que H e K sejam nilpotentes de classes c e d, respectivamente. Então HK

é nilpotente de classe no máximo c+ d.

Teorema 1.2 Seja G um grupo finito. G é nilpotente se, e somente se, G é o

produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Lema 1.1 Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Então para quaisquer a, b ∈ G

e todo n ∈ Z,

[a, bn] = [an, b] = [a, b]n, (ab)n = anbn[b, a](
n
2 ). (1.10)

Conseqüentemente, se G é um grupo nilpotente de classe 2 n-gerado pelo

conjunto {x1, x2, ..., xn}, então pelo processo de coleta [e.g. 3], um elemento qualquer

g ∈ G pode ser escrito da forma:

g =
n∏

i=1

xi
mi .

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
ljk (1.11)

onde mi, ljk ∈ Z.

Para g ∈ G, h ∈ H coloque [g,0 h] = g−1, [g,1 h] = g−1gh e, para i ≥ 1,

[g,(i+1) h] := [[g,i h], h], (cf.[18]).

Definição 1.3 Dizemos que a ação de H em G é (direita) nilpotente de classe c se

[G,cH] = {1} e [G,c−1H] 6= 1.

Em particular, se G = H e a ação é conjugação em G então a ação

(direita) nilpotente de classe c coincide com a classe c de nilpotência de G.

1.4 Grupos Livres e Apresentações de Grupos

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [11] e [13].
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Definição 1.4 Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X ⊆ F se, para

qualquer grupo G e θ : X → G, existe um único homomorfismo θ′ : F → G tal que

θ′(x) = θ(x), para todo x ∈ X.

A cardinalidade de X é chamada de posto de F.

Observação 1.1 Se escrevermos ”grupo abeliano”no lugar da palavra ”grupo”na

definição acima obtemos a definição de grupo abeliano livre.

Teorema 1.3 Um grupo abeliano livre de posto r é a soma direta de r grupos ćıclicos

infinitos.

Sejam X um conjunto, F = F (X) o grupo livre sobre X, R um subcon-

junto de F , N o fecho normal de R em F que denotamos por 〈R〉F = N e G o grupo

quociente F/N .

Definição 1.5 Com esta notação escrevemos G = 〈X|R〉, e dizemos que esta é uma

apresentação de G. Os elementos de X são chamados de geradores, e os elementos

de R de relatores. Um grupo G é dito finitamente apresentado se este tem uma tal

apresentação com X e R finitos.

Observação 1.2 Para cada r ∈ R, a equação r = 1 é chamada de relação definidora

de G.

Teorema 1.4 Todo grupo tem uma apresentação, e todo grupo finito tem uma ap-

resentação finita.

Teorema 1.5 (Teste da Substituição) Suponha que são dados uma apresentação

G = 〈X|R〉, um grupo H e uma função θ : X → H. Então θ se estende a um

homomorfismo θ′ : G→ H se, e somente se, para todos x ∈ X e r ∈ R, o resultado

da substituição de x por θ(x) em r dá a identidade de H.

Teorema 1.6 Sejam G = 〈X|R〉 e H = 〈Y |S〉 duas apresentações; então o produto

direto G×H tem a apresentação:

〈X, Y |R,S, [X, Y ]〉.
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Definição 1.6 Se G = 〈X|R〉 e H = 〈Y |S〉 então o grupo 〈X, Y |R,S〉 é chamado

de produto livre de G e H, e é denotado por G ∗H.

Proposição 1.3 Seja G∗H o produto livre dos grupos G e H. O subgrupo comuta-

dor [G,H] de G∗H é normal. Além disso, [G,H] é um grupo livre sobre o conjunto

{[g, h]|g ∈ G, h ∈ H, g, h 6= 1}.

Proposição 1.4 Se G, H e K são grupos e α : G→ H, β : G→ K são homomor-

fismos com α sobrejetora e tais que Nuc(α) ⊆ Nuc(β) então existe um homomor-

fismo γ : H → K tal que αγ = β.

Nuc(β)

''PPPPPPPPPPPPP H

γ

��

G

α

88qqqqqqqqqqqqq

β
&&MMMMMMMMMMMMM

Nuc(α)

OO

77nnnnnnnnnnnnn

K

Uma palavra no grupo G = 〈F |R〉 onde F é o grupo livre sobre

{x1, x2, ..., xn, ...} é uma seqüência finita w = xi1xi2...xij, j ≥ 0.

Definição 1.7 (Transformações de Tietze)Consideremos o grupo G com a apre-

sentação:

G = 〈a, b, c, ...|P,Q,R, ...〉. (1.12)

As seguintes operações com os geradores e relatores de G são chamadas de trans-

formações de Tietze:

(T1)Se as palavras S, T ,... são deriváveis de P , Q, R,... então adicionamos S,

T ,... nas relações definidoras em (1.12);

(T2)Se alguns dos relatores, digamos S, T , ... listados nas relações definidoras P ,

Q, R, ... são deriváveis de outras, então delete S, T , ... das relações definidoras

em (1.12);

(T3)Se K, M , ... são quaisquer palavras em a, b, c, ... então adjunte os śımbolos
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x, y, ... aos geradores em (1.12) e adjunte as relações x = K, y = M ,... às relações

definidoras;

(T4)Se alguma das relações definidoras em (1.12) é da forma p = V , q = W ,...,

onde p, q, ... são geradores e V , W , ... são palavras nos geradores fora de p, q,

... então delete p, q, ... dos geradores e troque p, q, ... por V , W , nas relações

definidoras e delete p = V , q = W ,... das relações definidoras;

H.Tietze mostrou que dada uma apresentação G = 〈a, b, c, ...|P,Q,R, ...〉
para um grupo G, qualquer outra apresentação de G pode ser obtida por repetidas

aplicações de T1, T2, T3 e T4.

1.5 O Produto Tensorial Usual de Módulos

Consideraremos R um anel com identidade e.

Definição 1.8 Um grupo abeliano(aditivo) M é um R-módulo à esquerda se existe

uma função R×M →M , onde (r,m) 7→ rm, tal que:

(i ) r(m+m′) = rm+ rm′;

(ii ) (r + r′)m = rm+ r′m;

(iii ) (rr′)m = r(r′m);

(iv ) em = m;

para todo m,m′ ∈M , r, r′ ∈ R.

Desta mesma maneira definimos um R-módulo à direita. Se R é também

comutativo, todo R-módulo à direita M pode ser considerado um R-módulo à es-

querda definindo rm = mr, ∀m ∈M, r ∈ R.

Definição 1.9 Se M é um R-módulo à direita, N um R-módulo à esquerda e G um

grupo abeliano aditivo então uma função R-biaditiva é uma aplicação f : M×N → G

tal que:

(i ) f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n);

(ii ) f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′);
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(iii ) f(mr, n) = f(m, rn);

para todo m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e r ∈ R.

Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à esquerda. Defini-

mos um produto tensorial de M e N da seguinte forma:

Definição 1.10 Um produto tensorial de M e N , denotado por M⊗ZN , é um grupo

abeliano T junto com uma função R-biaditiva ϕ tais que, para todo grupo abeliano

G e toda função R-biaditiva f : M × N → G, existe um único homomorfismo

f̃ : T → G tal que o seguinte diagrama é comutativo.

M ×N
ϕ //

f

��

T

ef

||yyyyyyyyyyyyyyyyyy

G

Proposição 1.5 (cf. [16]) Se M e N são grupos abelianos finitamente gerados com

M ou N finito então M⊗ZN é finito.

Proposição 1.6 (cf. [16]) Se p e q são números primos entre si então Zp⊗ZZq é o

grupo trivial, onde Zp = Z/pZ.

1.6 O Produto Tensorial Não Abeliano de Grupos

O produto tensorial não-abeliano dos grupos G e H, denotado por G⊗
H, introduzido por Brown e Loday (cf. [3]), generaliza o produto tensorial usual

G/G′⊗ZH/H
′ dos grupos abelianizados, sob a hipótese de que G e H agem um sobre

o outro.

Mais especificamente, dados os grupos G e H um agindo sobre o outro,

à direita,
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G×H → G

(g, h) 7→ gh

H ×G → H

(h, g) 7→ hg

de maneira que para g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H,

ghg1 = gg1
−1hg1 , hgh1 = hh1

−1gh1 (1.13)

onde G e H agem neles mesmos por conjugação, então o produto tensorial não-

abeliano G ⊗ H é definido como o grupo gerado pelos śımbolos g ⊗ h, g ∈ G e

h ∈ H, sujeito às relações:

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h)

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(g
h1 ⊗ hh1)

para todo g, g1 ∈ G, h, h1 ∈ H.

Quando G e H atuam um sobre o outro e satisfazem (1.13) dizemos que

as ações são compat́ıveis.

Uma vez que a ação por conjugação de um grupo G sobre si mesmo sa-

tisfaz (1.13), o quadrado tensorial não-abeliano de um grupo G, G⊗G, pode sempre

ser definido.

Se G e H são subgrupos normais de um grupo E podemos considerar a

ação de um subgrupo sobre o outro dada pela ação do grupo maior, E, sobre eles.

Buscando dar um tratamento grupo-teorético ao estudo sobre o quadrado

tensorial não-abeliano de grupos e valendo-se do cálculo de comutadores, Rocco (cf.

[20]), introduziu um operador ν na classe dos grupos, definido a seguir.

Sejam G um grupo arbitrário, Gϕ isomorfo a G através do isomorfismo

ϕ : g 7→ gϕ, ∀g ∈ G. Define-se o grupo ν(G), em [20],

ν(G) := 〈G,Gϕ|[g1, g2
ϕ]g3 = [g1

g3 , (g2
g3)ϕ] = [g1, g2

ϕ]g3
ϕ

, ∀g1, g2, g3 ∈ G〉.

Consideremos o seguinte subgrupo de ν(G):

Υ(G) = [G,Gϕ].
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A relação entre ν(G) e G⊗G é dada pelo seguinte resultado:

Proposição 1.7 [21] Υ(G) ∼= G ⊗ G, através do isomorfismo g ⊗ h 7→ [g, hϕ],

∀g, h ∈ G.

Proposição 1.8 [21] Vale o isomorfismo:

ν(G) ∼= (Υ(G) oG) oGϕ.

Lema 1.2 [20] As seguintes relações valem em ν(G):

(i ) [g1, g2
ϕ][g3,g4

ϕ] = [g1, g2
ϕ][g3,g4];

(ii ) [g1, g2
ϕ, g3] = [g1, g2, g3

ϕ] = [g1, g2
ϕ, g3

ϕ] =

[g1
ϕ, g2, g3] = [g1

ϕ, g2, g3
ϕ] = [g1

ϕ, g2
ϕ, g3];

(iii ) [g1, g1
ϕ] é central em ν(G);

(iv ) [g, gϕ] = 1, ∀g ∈ G′;

para todo g1, g2, g3, g4 ∈ G.

Lema 1.3 [21] Sejam x, y elementos de G tais que [x, y] = 1. Então:

(i ) [xn, yϕ] = [x, yϕ]n = [x, (yϕ)n], ∀n ∈ Z;

(ii ) Se x e y são elementos de torção de ordens o(x) e o(y), então o([x, yϕ])

divide mdc(o(x), o(y)).

Teorema 1.7 [21] Sejam G e Gϕ grupos isomorfos finitos solúveis e distintos dados

pelos AG-sistemas {a1, ..., an} e {b1, ..., bn} respectivamente. Então,

δ(G) := 〈a1, ..., an, b1, ..., bn|G− rel., Gϕ − rel., [ai, bj]
ak = [ai

ak , bj
bk ] = [ai, bj]

bk ,

1 ≤ i, j, k ≤ n〉,
é uma apresentação de ν(G).

Teorema 1.8 [7] Se G e H são grupos finitos então G ⊗H finito. Se além disso,

G e H são p-grupos então G⊗H também é.

Definição 1.11 Um módulo cruzado é um homomorfismo de grupos µ : M → P

junto com uma ação de P sobre M satisfazendo as seguintes condições:
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(i ) µ(mp) = p−1µ(m)p, ∀p ∈ P,m ∈M ;

(ii ) m
µ(m)
1 = m−1m1m, ∀m,m1 ∈M .

Proposição 1.9 [4]

(i ) Existem homomorfismos de grupos λ : G⊗H → G, µ : G⊗H → H tais

que:

λ(g ⊗ h) = g−1gh

µ(g ⊗ h) = h−gh;

(ii ) os homomorfismos λ, µ com as ações de G e H em G⊗H dadas por:

(g1 ⊗ h)g = g1
g ⊗ hg

(g ⊗ h1)
h = gh ⊗ h1

h

para g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H, são módulos cruzados.

De acordo com o isomorfismo da Proposição (1.7), podemos reformular

o resultado de Bacon em [4], da seguinte maneira:

Proposição 1.10 [20] Para todo g, g1 ∈ G e h, h1 ∈ H temos:

(i ) [g−1, hϕ]g = [g, hϕ]−1 = [g, (h−1)ϕ]h;

(ii ) [g, hϕ]−1[g1, h1
ϕ][g, hϕ] = [g1, h1

ϕ][g,h] = [g1, h1
ϕ]g

−1gh
= [g1, h1

ϕ]h
−gh;

(iii ) [g−1gh, h1
ϕ] = [g, hϕ]−1[g, hϕ]h1;

(iv ) [g1, (h
−gh)ϕ] = [g, hϕ]−g1 [g, hϕ];

(v ) [[g, hϕ], [g1, h1
ϕ]] = [g−1gh, (h1

−g1h1)
ϕ].

Lema 1.4 [1] Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Então para quaisquer x, y ∈
G e quaisquer inteiros m,n

[xn, (yn)ϕ] = [x, yϕ]nm[y, [x, y]ϕ]n(m
2 )[x, [x, y]ϕ]m(n

2 ). (1.14)

Observação 1.3 Deste resultado segue que se G é nilpotente de classe 2 com x ∈ G
e y ∈ G′ então xn ⊗ yn = (x⊗ y)n.
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Nakaoka (cf. [17]) introduziu o operador η que generaliza o operador ν

para o caso de dois grupos G e H que agem um sobre o outro de maneira compat́ıvel.

Considerando Hϕ uma cópia de H, onde ϕ : h 7→ hϕ, ∀h ∈ H, então:

η(G,H) = 〈G,Hϕ|[g, hϕ]g1 = [gg1 , (hg1)ϕ] = [g, hϕ]g1
ϕ

, ∀g, g1 ∈ G, ∀h ∈ H〉.

Observamos que se G = H e a ação é a conjugação, então η(G,H) =

ν(G).

Nesta situação mais geral valem resultados semelhantes aos das

Proposições (1.7) e (1.8), quais sejam:

Proposição 1.11 [16]

(i ) [G,Hϕ] ∼= G⊗H;

(ii ) η(G,H) ∼= ([G,Hϕ] oG) oH.

1.7 O q-Multiplicador de um Grupo

Seja H2(G,Zq) o segundo grupo de homologia do grupo G com coefi-

cientes em Zq, onde q é um inteiro não negativo. A fórmula de Hopf para o segundo

grupo de homologia inteiro H2(G,Z) (cf. [15]), junto com a seqüência exata curta

dos coeficientes:

Z
×q
� Z � Zq (1.15)

nos dá a fórmula:

H2(G,Zq) ∼= R ∩ F ′F q / Rq[R,F ] (1.16)

onde R � F � G é uma apresentação livre qualquer de G.

Definição 1.12 Definimos o q-multiplicador de um grupo G como o grupo quociente

R/Rq[R,F ], e denotamos por M q(G).



Caṕıtulo 2

Uma Construção Relacionada ao

Quadrado q-Tensorial

Neste caṕıtulo apresentamos o conceito de produto q-tensorial de grupos

G e H (cf. [6]) através de sua apresentação, e introduzimos um novo grupo denotado

por νq(G), estabelecendo algumas propriedades destes grupos. O Diagrama 1 exibe

aspectos estruturais de νq(G) contemplando alguns de seus principais subgrupos.

2.1 O Produto q-Tensorial de Grupos

Sejam G e H dois subgrupos normais de um grupo E. Seguindo Ellis,

definimos o produto q-tensorial de G e H, G⊗qH, para q ≥ 1, como o grupo gerado

pelos śımbolos g ⊗ h e {k} para g ∈ G, h ∈ H, k ∈ G ∩ H, sujeito às seguintes

relações para g, g1 ∈ G, h, h1 ∈ H e k, k′ ∈ G ∩H:

g ⊗ hh1 = (g ⊗ h1)(g
h1 ⊗ hh1) (2.1)

gg1 ⊗ h = (gg1 ⊗ hg1)(g1 ⊗ h) (2.2)

(g ⊗ h){k} = gkq ⊗ hkq

(2.3)

{kk′} = {k}
q−1∏
i=1

(k−1 ⊗ (k′
ik

1−q+i

)){k′} (2.4)
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[{k}, {k′}] = kq ⊗ k′
q

(2.5)

{[g, h]} = (g ⊗ h)q. (2.6)

Para q = 0, seguimos [3] e definimos o produto 0-tensorial G⊗0H como

o grupo gerado pelos śımbolos g ⊗ h, para g ∈ G, h ∈ H sujeito às relações (2.1) e

(2.2), ou seja, como o produto tensorial não-abeliano G⊗H.

Observação 2.4 As relações (2.1) e (2.2) são relações de comutadores em grupos,

e as relações (2.3) a (2.6) podem ser vistas como abstrações das identidades que

aparecem em apresentações por potências e comutadores (P.C.P.).

Definição 2.13 O produto q-exterior de G e H , denotado por G ∧q H, é definido

como o quociente de G⊗qH pelo subgrupo normal gerado pelos elementos da forma

k ⊗ k, onde k ∈ G ∩H.

Teorema 2.9 [5] Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E, e q ≥ 0, então:

(i ) O homomorfismo:

∂ : G⊗qH −→ G

g ⊗ h 7−→ [g, h]

{k} 7−→ kq

é um E-módulo q-cruzado com E-ação dada por:(g ⊗ h)x = gx ⊗ hx

{k}x = {kx}

(ii ) Para r ≥ 1 existe uma sequência exata: G⊗qrH
φ−→ G⊗rH −→

G ∩ H/G]qH −→ 1 onde, G]qH denota o subgrupo de E gerado pelos

comutadores [g, h] e pelas q-ésimas potências xq para g ∈ G, h ∈ H e

x ∈ G ∩H e o homomorfismo φ é definido por:

φ : g ⊗ h 7−→ g ⊗ h

{k} 7−→ {kq}
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(iii ) Se G ∩H = G]qH, então G⊗qH ∼= G∧qH;

(iv ) Se [G,H] = 1, então G⊗qH ∼= (G/G]qG)⊗Z (H/H]qH)

.

Neste e nos demais caṕıtulos deste trabalho nos dedicamos ao estudo de

uma contrução relacionada ao quadrado q-tensorial de um dado grupo G, G⊗qG,

fazendo o uso de técnicas grupo-teoréticas.

2.2 O Grupo νq(G)

Sejam G e Gϕ grupos isomorfos através do isomorfismo ϕ : g 7−→ gϕ,

∀g ∈ G e K = {{k}|k ∈ G} um conjunto de śımbolos, um para cada elemento de

G (para q = 0 seja K o conjunto vazio). Seja F (K) o grupo livre sobre K e seja

ν(G)∗F (K) o produto livre do grupo ν(G) com F (K), onde ν(G) é o grupo definido

no Caṕıtulo 1 (cf. [21]).

De acordo com a estrutura de ν(G) temos que G e Gϕ estão imersos

no produto livre ν(G) ∗ F (K). Sendo assim, identificaremos os elementos de G

(respectivamente Gϕ) com suas respectivas imagens em ν(G) ∗F (K). Consideremos

J o fecho normal em ν(G) ∗ F (K) dos elementos:

g1
−1{k}g1{kg1}−1 (2.7)

(gϕ
2 )−1{k}(gϕ

2 ){kg2}−1 (2.8)

{k}−1[g1, g2
ϕ]{k}[g1

kq

, (g2
kq

)ϕ]−1 (2.9)

{kk′}{k′}−1

q−1∏
i=1

[k−1, (k′
ik

1−q+i

)ϕ])−1{k}−1 (2.10)

[{k}, {k′}][kq, (k′
q
)ϕ]−1 (2.11)

{[g1, g
ϕ
2 ]}[g1, g

ϕ
2 ]−q (2.12)
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para {k}, {k′} ∈ K, g1 ∈ G e g2
ϕ ∈ Gϕ.

Vamos indicar por νq(G) o grupo (ν(G) ∗ F (K))/J .

Observação 2.5 Note que para q = 0 os conjuntos de relações (2.7) a (2.12)

também são vazios e, conseqüentemente, ν(G) ∗ F (K))/J ∼= ν(G).

Portanto o grupo νq(G) tem a seguinte apresentação: νq(G) =

〈G,Gϕ,K |S,R〉, com S = {S1, S2}, que são as relações definidoras de ν(G), e

R = {R1, R2, R3, R4, R5, R6}, onde:

S1 : [gg3

1 , (g
g3

2 )ϕ] = [g1, g
ϕ
2 ]g3 (2.13)

S2 : [gg3

1 , (g
g3

2 )ϕ] = [g1, g
ϕ
2 ]g

ϕ
3 (2.14)

R1 : {k}g1 = {kg1} (2.15)

R2 : {k}g2
ϕ

= {kg2} (2.16)

R3 : [g1, g
ϕ
2 ]{k} = [gkq

1 , (g
kq

2 )ϕ] (2.17)

R4 : {kk′} = {k}
q−1∏
i=1

[k−1, (k′
ik

1−q+i

)ϕ]{k′} (2.18)

R5 : [{k}, {k′}] = [kq, (k′
q
)ϕ] (2.19)

R6 : {[g1, g2]} = [g1, g2
ϕ]q (2.20)

para g1, g2, g3 ∈ G e ∀{k}, {k′} ∈ K.
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Observação 2.6 Pelo conjunto de relações R3 temos que o subgrupo de νq(G) ger-

ado por K, 〈K〉, normaliza o comutador [G,Gϕ] em νq(G). Denotaremos por Υq(G)

o subgrupo normal de νq(G): [G,Gϕ].〈K〉.

Nosso primeiro resultado relacionando νq(G) ao quadrado q-tensorial,

G⊗qG, generaliza um resultado de Rocco (cf. Proposição 1.7).

Teorema 2.10 Vale o isomorfismo:

Υq(G) ∼= G⊗q G. (2.21)

Demonstração:

Primeiro consideremos [G,Gϕ] 〈K〉 como subgrupo de (G ∗ Gϕ) 〈K〉, no-

tamos que [G,Gϕ] é um subgrupo normal de (G ∗Gϕ).

Observemos que [G,Gϕ] 〈K〉 admite ações de G, Gϕ e K dadas pelas

relações definidoras de νq(G). As seguintes propriedades valem em [G,Gϕ] 〈K〉 :

[g1, g
ϕ
2 ]g = [g1g, g

ϕ
2 ][g1, g

ϕ
2 ]−1 (2.22)

[g1, g
ϕ
2 ]g

ϕ

= [g1, g
ϕ]−1[g1, (g2g)

ϕ]. (2.23)

Seja,

µ : [G,Gϕ] 〈K〉 −→ G⊗q G

[g1, g
ϕ
2 ] 7−→ g1 ⊗ g2

{k} 7−→ {k}
.

Temos que Υq(G) é o quociente de [G,Gϕ] 〈K〉 pela relações definidoras de

νq(G); usando as identidades (2.22) e (2.23) para reescrever essas relações , obtemos

Υq(G) como o quociente de [G,Gϕ] 〈K〉 pelas seguintes relações:

[g1g2, g
ϕ
3 ] = [gg2

1 , (g
g2

3 )ϕ][g2, g
ϕ
3 ]

[g1, (g2g3)
ϕ] = [g1, g

ϕ
3 ][gg3

1 , (g
g3

2 )ϕ]
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[g1, g
ϕ
2 ]{k} = [gkq

1 , (g
kq

2 )ϕ]

{kk′} = {k}
i=1∏
q−1

[k−1, (k′
ik

1−q+i

)ϕ]{k′}

[{k}, {k′}] = [kq, (k′q)ϕ]

{[g1, g2]} = [g1, g
ϕ
2 ]q.

Mas essas relações são levadas por µ nas relações definidoras de G⊗q G;

portanto µ induz um epimorfismo de Υq(G) em G⊗qG (que também indicamos por

µ).

Consideremos a aplicação

τ : G⊗q G → Υq(G)

g1 ⊗ g2 7−→ [g1, g
ϕ
2 ]

{k} 7−→ {k}
.

Temos que τ também é um epimorfismo, e como µ · τ = 1Υq(G) e τ ·µ = 1G⊗qG, segue

o isomorfismo desejado, isto é, Υq(G) ∼= G⊗q G. �

O resultado a seguir, cuja demonstração foi baseada num resultado seme-

lhante de Ellis em [6], é uma generalização de um resultado obtido por Rocco para

q = 0 (cf. Proposição 1.8), e desempenha um papel importante no desenvolvimento

subseqüente do nosso trabalho.

Teorema 2.11 Existe um isomorfismo:

νq(G) ∼= ((G⊗qG) oG) oGϕ. (2.24)

Demonstração:

Temos que νq(G) = ν(G)∗F (K)/J e Υq(G) = [G,Gϕ]〈K〉Eνq(G) e além

disso, Υq(G) ∼= G⊗qG. Podemos formar o produto semi-direto (G⊗qG)oG usando

a ação de G sobre G⊗qG dada por:

[g1, g2
ϕ]g = [g1

g, (g2
g)ϕ]

{k}g = {kg}
.

Além disso existe uma ação bem-definida de Gϕ em (G⊗qG) o G dada

por:

(τ, g1)
gϕ

= (τ gϕ

[g, g1
ϕ], g1)
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onde τ ∈ G⊗qG, g1 ∈ G e gϕ ∈ Gϕ.

Com estas ações podemos considerar o produto semi-direto ((G⊗qG) o
G) oGϕ.

Seja ψ : ν(G) ∗F (K) −→ ((G⊗qG) oG) oGϕ, o homomorfismo definido

por:

ψ(g1) = (1, g1, 1),

ψ(g2
ϕ) = (1, 1, g2

ϕ),

ψ({k}) = ({k}, 1, 1).

É fácil ver que J ⊆ ker(ψ), e assim ψ induz um homomorfismo bem-

definido φ:

φ : ν(G) ∗ F (K)/J −→ (G⊗qG) oG) oGϕ (2.25)

.

Temos o seguinte diagrama comutativo:

Υq(G) //

φ′

��

νq(G) //

φ
��

G×Gϕ

=

��
G⊗qG // (G⊗qG) oG) oGϕ // G×Gϕ

Onde φ′ é a restrição de φ a Υq(G). Mas temos que φ′ é um isomorfismo,

e assim segue o resultado desejado.

�

A seguir identificamos o segundo grupo de homologia do grupo G com

coeficientes no G-módulo trivial Zq, H2(G,Zq), com uma seção do grupo νq(G).

Para isto consideremos as seguintes aplicações:

ρ : νq(G) −→ G

g 7−→ g

gϕ 7−→ g

{k} 7−→ kq
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ρ′ = ρ|Υq(G) : Υq(G) −→ G

[g1, g2
ϕ] 7−→ [g1, g2]

{k} 7−→ kq

Agora consideremos os seguintes subgrupos:

θq(G) = ker(ρ); (2.26)

µq(G) = Ker(ρ′) = Υq(G) ∩ θq(G); (2.27)

∆q(G) = 〈 [g, gϕ] | g ∈ G 〉 ≤ µq(G). (2.28)

Como, θq(G) E νq(G), segue que θ(G)Υq(G) é um subgrupo de νq(G).

Também temos que:

Υq(G)/µq(G) ∼= Im(ρ′) = G′Gq. (2.29)

Teorema 2.12 Seja H2(G,Zq) o segundo grupo de homologia do grupo G com co-

eficientes no G-módulo trivial Zq. Então µq(G)/∆q(G) ∼= H2(G,Zq).

Demonstração:

Seja F / R uma apresentação livre de G.

Em [6], temos que :

G ∧q G ∼= F ′F q / Rq[R,F ].

E pelo isomorfismo (1.16), Caṕıtulo 1, segue que:

H2(G,Zq) ∼= (G ∧q G) ∩R / Rq[R,F ].

Mas,

R / Rq[R,F ] = M q(G) : q −multiplicador de G.
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Ou seja,

H2(G,Zq) ∼= (G ∧q G) ∩ (M q(G)).

Temos a sequência exata:

H2(G,Zq)
α−→ G ∧q G

β−→ G

onde β é induzida por ρ′. Logo , ker(β) ∼= H2(G,Zq).

Mas, µq(G)/∆q(G) ∼= ker(β). E assim segue o isomorfismo:

µq(G) / ∆q(G) ∼= H2(G,Zq).

�

Observação 2.7 Uma outra formulação deste resultado foi obtida por McDer-

mott (cf. [14]).

Proposição 2.12 [2] Se G é q-perfeito então Υq(G)/∆q(G) é a única extensão q-

central universal de G, a menos de isomorfismos.

Com os resultados e notações apresentados acima, obtemos o seguinte

diagrama:
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Diagrama 1
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Caṕıtulo 3

O Quadrado q-Tensorial de um

Grupo Solúvel

Neste caṕıtulo abordaremos algumas propriedades do produto q-tensorial

de grupos solúveis, propriedades que são preservadas e as séries centrais dos grupos

envolvidos. Construiremos também uma tabela de exemplos de grupos νq(G), para

grupos G de ordem pequena, e seus principais subgrupos.

Consideremos G e Gϕ grupos solúveis, finitos, distintos e isomorfos dados

pelos AG-sistemas {a1, ..., an} e {b1, ..., bn}, respectivamente, onde ϕ : G 7−→ Gϕ

é um isomorfismo tal que ai 7−→ bi, , 1 ≤ i ≤ n. As correspondentes relações

potências-conjugados satisfeitas por estes sistemas são chamadas de G-relações e

Gϕ-relações.

Sejam S ′, R′
1, R

′
2 e R′

3 as relações correspondentes às relações S, R1, R2

e R3 consideradas para todos g ∈ {a1, ..., an}, gϕ ∈ {b1, ..., bn} e para todo {k} ∈ K.

Proposição 3.13 Os conjuntos de relações {S ′, R′
1, R

′
2, R

′
3} e {S, R1, R2, R3}

são equivalentes.

Demonstração:
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A demonstração para o conjunto de relações S foi feita em [20].

Agora consideremos g1 = aα1
1 ...a

αn
n e g2 = aβ1

1 ...a
βn
n , elementos quaisquer

de G, onde 0 ≤ αj, βj ≤ rj, 1 ≤ j ≤ n. De acordo com (1.8).

(i ) R1

Por hipótese temos que : {k}g = {kg}, ∀g ∈ {a1, ..., an}. Dáı,

{k}g1 = g−1
1 {k}g1

= a−αn
n ...a−α2

2 a−α1
1 {k}aα1

1 a
α2
2 ...a

αn
n

= a−αn
n ...a−α2

2 a−1
1 ...a−1

1 (a−1
1 {k}a1)a1...a1.a

α2
2 ...a

αn
n

= a−αn
n ...a−α2

2 .a−1
1 ...a−1

1 {ka1}a1...a1.a
α2
2 ...a

αn
n

Como ka1 ∈ G, segue que {ka1} ∈ K e podemos então seguir assim

repetidamente, de maneira que obtemos a seguinte igualdade:

{k}g1 = {kg1}, para todos k, g1 ∈ G.

(ii ) R2

De maneira análoga temos que:

{k}gϕ
2 = {kg2}, ∀ gϕ

2 ∈ Gϕ.

(iii ) R3

Por hipótese, temos que:

[g, hϕ]{k} = [gkq

, (hkq

)ϕ]

para todos g ∈ {a1, ..., an} e hϕ ∈ {b1, ..., bn}.
Considere a1, a2 e a3 geradores de G. Então segue que:

[a1, a
ϕ
3 ]{k} = [akq

1 , (a
kq

3 )ϕ] (3.1)

[a2, a
ϕ
3 ]{k} = [akq

2 , (a
kq

3 )ϕ] (3.2)

para todo k ∈ G.
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Primeiramente mostraremos que:

[a1a2, a
ϕ
3 ]{k} = [(a1a2)

kq

, (a3
kq

)ϕ]

Pois,

[a1a2, a
ϕ
3 ]{k} = ([a1, a

ϕ
3 ]a2 [a2, a

ϕ
3 ]){k}

= [a1, a
ϕ
3 ]a2{k}[a2, a

ϕ
3 ]{k}

= [a1, a
ϕ
3 ](a2{k}a−1

2 )a2 [a2, a
ϕ
3 ]{k}

= [a1, a
ϕ
3 ]{k

a−1
2 }a2 [a2, a

ϕ
3 ]{k}

= [a
(ka−1

2 )q

1 , (a
(ka−1

2 )q

3 )ϕ]a2 [a2, a
ϕ
3 ]{k}

= [a
(kq)a−1

2

1 , (a
(kq)a−1

2

3 )ϕ]a2 [a2, a
ϕ
3 ]{k}

= [a
a2kqa−1

2
1 , (a

a2kqa−1
2

3 )ϕ]a2 [a2, a
ϕ
3 ]{k}

= [aa2kq

1 , (aa2kq

3 )ϕ][a2, a
ϕ
3 ]{k}.

Por outro lado,

[(a1a2)
kq

, (akq

3 )ϕ] = [a1
kq

a2
kq

, (akq

3 )ϕ]

= [(a1)
kq

, (akq

3 )ϕ]a2
kq

[a2
kq

, (akq

3 )ϕ]

= [(a1)
kq

, (akq

3 )ϕ]k
−qa2kq

[a2, a3
ϕ]{k}

= [a1, a
ϕ
3 ]a2kq

[a2, a3
ϕ]{k}

= [a1
a2kq

, (aa2kq

3 )ϕ][a2, a3
ϕ]{k}

Então,

[a1a2, a
ϕ
3 ]{k} = [(a1a2)

kq

, (akq

3 )ϕ].

Procedendo desta maneira, segue o resultado.

�

Tendo em vista o teorema acima, podemos diminuir os cálculos dos

exemplos que envolvem grupos solúveis, pois diminúımos assim o número de relações.
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3.1 Exemplos

Com o objetivo de visualizarmos o grupo νq(G) e seus principais subgru-

pos começamos construindo um grupo de ordem pequena, ν3(S3). Neste exemplo

podemos utilizar a Proposição 3.13, o que facilita bastante os cálculos. Temos que:

S3 = 〈a1, a2 | a1
3, a2

2, a1
a2 = a1

−1〉 (3.3)

S3
ϕ = 〈b1, b2 | b13, b2

2, b1
b2 = b1

−1〉 (3.4)

e que o levantamento de S3, denotado por K, é o grupo gerado pelo conjunto:

{z1, z2, z3, z4, z5, z6}, onde z1 = {1}, z2 = {a1}, z3 = {a1
2}, z4 = {a2}, z5 =

{a1a2}, z6 = {a1
2a2}. Então inicialmente temos a seguinte apresentação de ν3(S3):

ν3(S3) = 〈a1, a2, b1, b2, z1, z2, z3, z4, z5, z6 | a1
3,

a2
2, a1

a2 = a1
−1, b1

3, b2
2, b1

b2 = b1
−1, S, R 〉 (3.5)

onde S e R são dadas em (2.13) a (2.20).

Pela Proposição 3.13, nos conjuntos de relações S, R1, R2 e R3 consid-

eraremos apenas as relações envolvendo os elementos geradores do grupo ν3(S3).

Dessa maneira obtemos uma apresentação de ν3(S3) com 10 geradores e

130 relações. Usando transformações de Tietze no sistema GAP (cf. [9]) reduzimos

a apresentação, chegando a 5 geradores e 15 relações.

O grupo [S3, S3
ϕ] é trivial eK é isomorfo a C2. Portanto, pelo isomorfismo

em (2.21), temos que S3⊗3S3 é isomorfo a C2. Pelo Teorema 2.11 segue o seguinte

isomorfismo:

ν3(S3) ∼= (C2 o S3) o S3
ϕ (3.6)

Usando o sistema GAP constrúımos a tabela a seguir, que exibe exemp-

los de νq(G) para alguns grupos não-abelianos G de ordens pequenas, para q = 2, 3

ou 4. Calculamos para cada grupo G, e inteiro q, a ordem de νq(G) e identificamos

alguns subgrupos importantes.
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Tabela 3.1:

GRUPO G q |νq(G)| νq(G) G⊗qG [G,Gϕ] K

D4 0 211 (C4 × C2
3) oD4 C4 × C2

3 C4 × C2
3 1

D4 2 256 ((C2 × C2) oD4) oD4 C2 × C2 C2 C2

D4 3 128 (C2 ×D4) oD4 C2 1 C2

D4 4 128 (C2 ×D4) oD4 C2 1 C2

S3 2 144 (C4 o S3) o S3 C4 C2 C4

S3 3 72 (C2 × S3) o S3 C2 1 C2

S3 4 144 (C2 × C2) o S3) o S3 C2 × C2 C2 C2

Q8 0 212 (C4
2 × C2

2) oQ8 C4
2 × C2

2 C4
2 × C2

2 1

Q8 2 128 (C2 ×Q8) oQ8 C2 C2 1

Q8 3 64 (1×Q8) oQ8 1 1 1

Q8 4 2048 (TC2 oQ8) oQ8 TC2 T C2

D5 2 400 (C4 oD5) oD5 C4 C2 C4

D5 3 200 (C2 ×D5) oD5 C2 1 C2

D5 4 200 (C2 ×D5) oD5 C2 1 C2

onde T é o grupo abeliano elementar de ordem 16 e os casos em que q = 0 foram

obtidos em [20].

Agora, se G é um grupo abeliano, vimos no Teorema 2.9 o seguinte

isomorfismo:

G⊗qG ∼= (G/Gq) ⊗Z (G/Gq). (3.7)

Temos que νq(G) foi definido como o produto semi-direto ((G⊗qG) o
G) o Gϕ, onde na construção de (G⊗qG) o G consideramos a seguinte ação de G

sobre G⊗qG:

[g1, g2
ϕ]g = [g1

g, (g2
g)ϕ]

{k}g = {kg}

para g1, g2, g ∈ G e {k} ∈ K.
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Na construção de ((G⊗qG) o G) o Gϕ consideramos a seguinte ação de

Gϕ sobre (G⊗qG) oG:

(τ, g)xϕ

= (τxϕ

[g, xϕ], g)

onde τ ∈ G⊗qG e g, x ∈ G.

Portanto quando consideramos G um grupo abeliano, a ação de G em

G⊗qG é trivial, ou seja, (G⊗qG) o G = (G⊗qG) × G. E a ação de Gϕ em

(G⊗qG)×G é dada por:

(τ, g)xϕ

= (τ [g, xϕ], g).

Sendo assim,

νq(G) = ((G⊗qG)×G) oGϕ (3.8)

com a ação dada acima.

Primeiro consideremos o caso em que mcd(q, n) = 1 e G é o grupo ćıclico

de ordem n, Cn.

Neste caso, Gq = G, e dáı G/Gq é trivial e pelo isomorfismo em (3.1)

segue que G⊗qG também é trivial. Logo,

νq(Cn) = Cn × Cϕ
n .

Agora no caso em que mdc(q, n) = d 6= 1, Gq ∼= Cn/d, e então a ordem

de G/Gq é d, ou seja, G/Gq ∼= Cd. Portanto,

G⊗qG ∼= Cd ⊗Z Cd
∼= Cd.

Segue que:

νq(Cn) = (Cd × Cn) o Cn
ϕ (3.9)
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onde Cn
ϕ é isomorfo a Cn através do isomorfismo ϕ.

Logo, se considerarmos Cd = 〈x|xd〉, Cn = 〈y|yn〉 e Cn
ϕ = 〈z|zn〉, tere-

mos:

νq(G) = 〈x, y, z|xd, yn, zn, [x, y], [x, z], yz = yxm〉.

Finalmente seja G um grupo abeliano finito. Então G é o produto direto

de um número finito de grupos ćıclicos finitos. Suponhamos que G = Cd1 × Cd2 ×
... × Cdk

e G = 〈x1, x2, ..., xk〉, onde 〈xi〉 ∼= Cdi
, para i = 1, .., k, e di|di+1, para

i = 1, .., k − 1 .

Neste caso, G/Gq ∼= Cd1
′ ×Cd2

′ × ...×Cdk
′ , onde di

′ = mdc(q, di), para

i = 1, ..., k. Portanto, di
′|di+1

′ e

G⊗qG ∼= (Cd1
′ × Cd2

′ × ...× Cdk
′) ⊗Z (Cd1

′ × Cd2
′ × ...× Cdk

′)

Mas o produto tensorial usual se distribui sobre o produto direto, e como

Cdi
′⊗ZCdj

′ ∼= Cdi
′ , para todo k ≥ j > i, segue que:

G⊗qG ∼= Cd1
′ ...× Cd1

′ × Cd2
′ × ...× Cd2

′ × ...× Cdk−1
′ × Cdk−1

′ × Cdk
′ =

= 〈v11 , v12 , ..., v1k
, v21 , v22 , ..., v2k−1

, ..., vk1〉

E temos a seguinte apresentação de νq(G):

〈v11 , v12 , ..., v1k
, v21 , v22 , ..., v2k−1

, ..., vk1 , x1, ..., xk, y1, ..., yk|[vi, vj], v
dij

′

ij
,

[vi, xj], [vi, yj], xi
di , yi

di , xi
yj = xivij , ∀ i, j = 1, .., k〉.



Caṕıtulo 4

O Quadrado q-Tensorial de um

Grupo Nilpotente

Neste caṕıtulo calculamos as séries centrais de alguns subgrupos im-

portantes de νq(G).Fazemos um estudo sobre a nilpotência de G⊗qG e de νq(G).

Posteriormente trabalhamos com grupos nilpotentes finitos.

Para simplificar a notação denotaremos o subgrupo 〈K〉 de νq(G) por K.

Usaremos a seguinte proposição para calcularmos a série central inferior

do subgrupo K de νq(G).

Proposição 4.14 Sejam x1, x2, ..., xn ∈ G. Então, em νq(G), temos a seguinte

igualdade:

[{x1}e1 , ..., {xn−1}en−1 , {xn}en ] = [x1
e1q, ..., xn−1

(en−1)q, (xn
enq)ϕ], para todo n ∈ N, n ≥ 2.

onde ei = ±1, para todo i = 1, ..., n.

Demonstração:

Usaremos indução sobre n. Primeiro consideraremos n = 2 e provaremos

que para quaisquer x, y ∈ G e e1, e2 ∈ {1,−1},

[{x}e1 , {y}e2 ] = [xq, (yq)ϕ].

O caso e1 = e2 = 1 segue da relação R5 de νq(G).
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Consideremos agora o caso e1 = −e2 = 1. Começamos observando que,

por R4,

1νq(G) = {1} = {yy−1} = {y}
q−1∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ]{y−1},

ou seja,

{y}−1 =

q−1∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ]{y−1} = f(y, y−1){y−1}.

Portanto,

[{x}, {y}−1] = [{x}, f(y, y−1){y−1}] = [{x}, {y−1}][{x}, f(y, y−1)]{y
−1}.

Onde,

[{x}, f(y, y−1)] = [xq, f(y, y−1)] =

por R3,

= [xq,

q−1∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ] =

= [xq,

q−2∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ][y−1, (y−q+1)ϕ]]

= [xq, [y−1, (y−q+1)ϕ]][xq,

q−2∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ]][y
−1,(y−q+1)ϕ].

Mas,

[xq, [y−1, (y−q+1)ϕ]] = [[y−1, (y−q+1)ϕ], xq]−1 = [y−1, (y−q+1)ϕ, xq]−1

pelo Lema 1.2,

= [y−1, y−q+1, (xq)ϕ]−1 = [[y−1, (y−q+1)ϕ], (xq)ϕ]−1 = 1.

Abrindo o comutador

[xq,

q−2∏
i=1

[y−1, (y−i)ϕ],
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de maneira análoga ao caso anterior, e fazendo o uso dos mesmos argumentos repeti-

das vezes, segue que [{x}, f(y, y−1)] = 1. Portanto,

[{x}, {y}−1] = [{x}, {y−1}].

Os casos e1 = −e2 = −1 e e1 = e2 = −1 seguem por simetria.

Suponhamos, por indução, que para quaisquer x1, x2, ..., xn−1 ∈ G e

l1, l2, ..., ln−1 ∈ {1,−1},

[{x1}l1 , {x2}l2 , ..., {xn−1}ln−1 ] = [x1
ql1 , x2

ql2 , ..., (xn−1
qln−1)ϕ].

Se xn também é um elemento de G e ln ∈ {1,−1}, então

[{x1}l1 , ..., {xn−1}ln−1 , {xn}ln ] = [[{x1}l1 , {x2}l2 , ..., {xn−1}ln−1 ], {xn}ln ] =

= [{x1}l1 , {x2}l2 , ..., {xn−1}ln−1 ]−1[{x1}l1 , {x2}l2 , ..., {xn−1}ln−1 ]{xn}ln

= [x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ]−1[x1

l1q, x2
l2q, ..., (xn−1

ln−1q)ϕ]{xn}ln
,

pela hipótese de indução.

Se en = 1, por R3 segue que

[{x1}l1 , ..., {xn−1}ln−1 , {xn}] =

= [x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ]−1[x1

l1q, x2
l2q, ..., (xn−1

ln−1q)ϕ]xn
q

=

= [[x1
l1q, ..., (xn−1

ln−1q)ϕ], xn
q] = [x1

l1q, ..., xn−1
ln−1q, (xn

q)ϕ], (4.1)

pelo Lema 1.2.

Se en = −1,

[{x1}l1 , ..., {xn−1}ln−1 , {xn}−1] = [[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], {xn}−1] =

= [[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], f(xn, xn

−1){xn
−1}] =

= [[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], {xn

−1}][[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], f(xn, xn

−1)]{xn
−1}.
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Reescrevendo f(xn, xn
−1), como no primeiro passo de indução, e usando

a Proposição 1.10, segue que

[[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], f(xn, xn

−1)] = 1,

e, por (4.1), temos que

[[x1
l1q, x2

l2q, ..., (xn−1
ln−1q)ϕ], {xn

−1}] = [x1
l1q, ..., xn−1

ln−1q, (xn
−q)ϕ].

Portanto,

[{x1}l1 , ..., {xn−1}ln−1 , {xn}−1] = [x1
l1q, ..., xn−1

ln−1q, (xn
−q)ϕ],

seguindo assim o resultado desejado. �

4.1 A Série Central Inferior de K

Proposição 4.15 Em νq(G) temos a seguinte propriedade:

γi(K) ⊆ [γi−1(G
q), (Gq)ϕ], para todo i ∈ N, i ≥ 2.

Demonstração:

Primeiro consideraremos i = 2. Temos que,

γ2(K) = 〈[k, k′] | k, k′ ∈ K〉.

Para provarmos que γ2(K) ⊆ [Gq, (Gq)ϕ] usaremos indução sobre o com-

primento das palavras em K, lembrando que K = 〈{x}|x ∈ G〉. Sejam,

x1 = {a1}l1 , x2 = {a2}l2 , ..., xm = {am}lm ,

y1 = {b1}r1 , y2 = {b2}r2 , ..., ym = {bm}rm ,

palavras em K de comprimento 1, onde lj, rj = ±1, para j = 1, ...,m. E sejam

t1 = [x1, y1], ..., tm = [xm, ym] elementos de γ2(K).

Pela Proposição 4.14, segue que ti = [xi, yi] ∈ [Gq, (Gq)ϕ], e assim t =

t1t2...tm ∈ [Gq, (Gq)ϕ].



4.1 A Série Central Inferior de K 37

Agora suponhamos, por indução, que se uj e vj são palavras quaisquer

em K de comprimento r − 1 e s − 1, respectivamente, para j = 1, ...,m, então

[u1, v1]...[um, vm] ∈ [Gq, (Gq)ϕ].

Sejam xj e yj, para j = 1, ...,m, palavras em K de comprimentos r e s,

respectivamente. Podemos escrever

xj = uj{aj}, yj = vj{bj}

onde uj e vj são palavras em K de comprimentos r−1 e s−1, respectivamente, nos

geradores de K. Portanto,

tj = [xj, yj] = [uj{aj}, vj{bj}] = [uj, {bj}]{aj}[uj, vj]
{bj}{aj}[{aj}, {bj}][{aj}, vj]

{bj}.

Mas pelo primeiro passo de indução,

[{aj}, {bj}] ∈ [Gq, (Gq)ϕ]

e, por R3 e a hipótese de indução, os comutadores

[uj, {bj}]{aj}, [uj, vj]
{bj}{aj}, [{aj}, vj]

{bj}

pertencem a [Gq, (Gq)ϕ].

Portanto, tj ∈ [Gq, (Gq)ϕ], para j = 1, ...,m, e assim t = t1t2...tm ∈
[Gq, (Gq)ϕ].

Logo, γ2(K) ⊆ [Gq, (Gq)ϕ].

Procedemos agora por indução sobre n, admitindo que γn(K) ⊆
[γn−1(G

q), (Gq)ϕ].

Para provarmos que γn+1(K) ⊆ [γn(Gq), (Gq)ϕ] usaremos indução sobre

o comprimento das palavras em K.

Primeiro consideremos as seguintes palavras em K de comprimento 1

z11 = {x11}l11 , ..., z1(n+1) = {x1(n+1)}l1(n+1) , ...,

zm1 = {xm1}lm1 , ..., zm(n+1) = {xm(n+1)}lm(n+1)

onde lij = ±1, para i = 1, ...,m e j = 1, ..., (n+ 1).
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Sejam,

ti = [zi1, ...., zin, zi(n+1)] = [[zi1, ...., zin], zi(n+1)]

para i = 1, ...,m, elementos de γn+1(K). Pela hipótese de indução, [zi1, ...., zin] ∈
[γn−1(G

q), (Gq)ϕ].

Para [zi1, ...., zin] = [a, bϕ], onde a ∈ γn−1(G
q) e b ∈ Gq, temos

ti = [[a, bϕ], {xi(n+1)}li(n+1) ] = [[a, bϕ], (xi(n+1)
q)li(n+1) ] = [[a, b], ((xi(n+1)

li(n+1))q)ϕ],

pela Proposição 4.14, e assim, ti ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ]. Portanto,

t = t1t2...tm ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ].

Suponhamos, por indução, que se u11, ..., um(n+1) são palavras emK, onde

ui1, ui2..., ui(n+1) têm comprimentos r1−1, r2−2, ..., rn+1−1, respectivamente, para

i = 1, ...,m, então,

t1 = [u11, ..., u1(n+1)], ..., tm = [um1, ..., um(n+1)]

e t = t1...tm ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ].

Sejam si1, ..., si(n+1) palavras em K de comprimentos r1, r2, ..., rn+1,

respectivamente, para i = 1, ...,m. Podemos escrever,

sij = uij{xij}, para j = 1, ..., n+ 1, e parai = 1, ...,m

onde uij, para j = 1, ..., (n+ 1), são palavras em K de comprimentos rj − 1, respec-

tivamente, nos geradores de K, para i = 1, ...,m.

Sejam,

t1 = [s11, ..., s1(n+1)], ..., tm = [sm1, ..., sm(n+1)],

elementos de γn+1(K).

Temos que,

ti = [si1, ..., sin, si(n+1)] = [[si1, ..., sin], si(n+1)] =

= [[si1, ..., sin], ui(n+1){xi(n+1)}] = [[si1, ..., sin], {xi(n+1)}][[si1, ..., sin], ui(n+1)]
{xi(n+1)}.
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Abrindo o comutador [si1, ..., sin], ao escrevermos cada palavra sij da

seguinte maneira,

sij = uij{xij}, para j = 1, ..., n

usando R3 e a hipótese de indução sobre o comprimento das palavras em K, segue

que,

[[si1, ..., sin], ui(n+1)] ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ].

Por outro lado, se [si1, ..., sin] = [a, bϕ], onde a ∈ γn−1(G
q)eb ∈ Gq, temos

[[si1, ..., sin], {xi(n+1)}] = [[a, bϕ], {xi(n+1)}].

Por R3 e o Lema 1.2, segue que

[[a, bϕ], {xi(n+1)}] ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ].

Um argumento de indução usando cálculo de comutadores e as relações de

νq(G) mostram que, para qualquer [si1, ..., sin] = [a1, b1
ϕ][a2, b2

ϕ]...[am, bm
ϕ] ∈

[γn−1(G
q), (Gq)ϕ] vale,

[[si1, ..., sin], {xi(n+1)}] ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ]

e conseqüentemente,

t = t1t2...tm ∈ [γn(Gq), (Gq)ϕ].

Portanto,

γn+1(K) ⊆ [γn(Gq), (Gq)ϕ]. (4.2)

�

4.2 A Série Central Inferior de T

Seja T = [G,Gϕ] ≤ νq(G). Então:

T = 〈[g, hϕ]|g, h ∈ G〉. (4.3)

Na proposição a seguir usaremos algumas propriedades de produtos ten-

soriais de grupos não-abelianos listadas no Caṕıtulo 1.
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Proposição 4.16 Sejam [x1, x2
ϕ] e [y1, y2

ϕ] elementos quaisquer de T. Então:

[[x1, x2
ϕ]e1 , [y1, y2

ϕ]e2 ] = [[x1, x2]
e1 , ([y1, y2]

e2)ϕ] (4.4)

onde e1, e2 = ±1.

Demonstração:

Primeiro consideraremos e1 = e2 = 1. Assim,

[[x1, x2
ϕ], [y1, y2

ϕ]] = [x1, x2
ϕ]−1.[x1, x2

ϕ][y1,y2
ϕ]

= [x1, x2
ϕ]−1.[x1, x2

ϕ][y1,y2]

= [x1, x2
ϕ]−1.[x1, x2

ϕ][y1,y2]ϕ

= [[x1, x2
ϕ], [y1, y2]

ϕ]

= [x1, x2
ϕ, [y1, y2]

ϕ]

= [x1, x2, [y1, y2]
ϕ]

= [[x1, x2], [y1, y2]
ϕ].

No caso em que θ1 = −1 = −θ2, temos:

[[x1, x2
ϕ]−1, [y1, y2

ϕ]] = [x1, x2
ϕ]([x1, x2

ϕ]−1)[y1,y2
ϕ] =

= [x1, x2
ϕ]([x1, x2

ϕ][y1,y2
ϕ])−1 =

= [x1, x2
ϕ]([x1, x2

ϕ][y1,y2])−1 =

= [[x1, x2
ϕ]−1, [y1, y2]] = [[x1

−1, (x2
x1)ϕ], [y1, y2]] =

= [x1
−1, (x2

x1)ϕ, [y1, y2]] = [x1
−1, x2

x1 , [y1, y2]
ϕ]

= [[x1
−1, x2

x1 ], [y1, y2]
ϕ] = [[x1, x2]

−1, [y1, y2]
ϕ].

Por simetria seguem os outros casos e o resultado desejado. �
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Proposição 4.17 Em νq(G) temos a seguinte propriedade:

γi(T ) ⊆ [γi−1(γ2(G)), γ2(G)ϕ]

para i ∈ N, i ≥ 2.

Demonstração: Primeiro consideremos i = 2. Temos que:

γ2(T ) = 〈[x, y] |x, y ∈ T 〉.

Para provarmos que γ2(T ) ⊆ [γ2(G), γ2(G)ϕ] usaremos indução sobre o comprimento

das palavras em T.

Sejam,

x1 = [a1, b1
ϕ]l1 , x2 = [a2, b2

ϕ]l2 , ..., xk = [ak, bk
ϕ]lk ,

y1 = [c1, d1
ϕ]m1 , y2 = [c2, d2

ϕ]m2 , ..., yk = [ck, dk
ϕ]mk ,

palavras de comprimento 1 em T , onde lj,mj = ±1, para j = 1, ..., k. Sejam

t1 = [x1, y1], t2 = [x2, y2], ..., tk = [xk, yk] elementos de γ2(T ).

Pela Proposição 4.14, segue que ti ∈ [γ2(G), γ2(G)ϕ], e asssim t = t1...tk ∈
[γ2(G), γ2(G)ϕ].

Agora suponhamos, por indução, que se uj, vj são palavras em T de

comprimento r−1 e s−1, respectivamente, para j = 1, ..., k. Então [u1, v1]...[uk, vk] ∈
[γ2(G), γ2(G)ϕ].

Sejam xj, yj, para j = 1, ..., k, palavras em T de comprimentos r e s,

respectivamente. Podemos escrever,

xj = uj[aj, bj
ϕ], yj = vj[cj, dj

ϕ],

onde uj e vj são palavras em T de comprimentos r− 1 e s− 1, respectivamente, nos

geradores de T . Portanto,

tj = [uj, vj] = [uj[aj, bj
ϕ], vj[cj, dj

ϕ]] =

= [uj, [cj, dj
ϕ]][aj ,bj

ϕ][uj, vj]
[cj ,dj

ϕ][aj ,bj
ϕ][[aj, bj

ϕ], [cj, dj
ϕ]][[aj, bj

ϕ], vj]
[cj ,dj

ϕ].
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Mas pelo primeiro passo de indução,

[[aj, bj
ϕ], [cj, dj

ϕ]] ∈ [γ2(G), γ2(G)ϕ].

Pela hipótese de indução,

[uj, [cj, dj
ϕ]], [uj, vj], [[aj, bj

ϕ], vj] ∈ [γ2(G), γ2(G)ϕ].

Usando o Lema 1.2, segue que

tj ∈ [γ2(G), γ2(G)ϕ], para j = 1, ..., k,

conseqüentemente, t = t1t2...tk ∈ [γ2(G), γ2(G)ϕ]. Portanto,

γ2(T ) ⊆ [γ2(G), γ2(G)ϕ].

Procedemos agora por indução sobre n, admitindo que

γn(T ) ⊆ [γn−1(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Para provarmos que γn+1(T ) ⊆ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ] usaremos indução

sobre o comprimento das palavras em T .

Primeiro consideremos palavras em T de comprimento 1. Então,

z11 = [x11, (x11
′)ϕ]l11 , z12 = [x12, (x12

′)ϕ]l12 , ..., z1(n+1) = [x1(n+1), (x1(n+1)
′)ϕ]l1(n+1) , ...,

zk1 = [xk1, (xk1
′)ϕ]lk1 , ..., zk(n+1) = [xk(n+1), (xk(n+1)

′)ϕ]lk(n+1)

onde lij = ±1, para todos i = 1, ..., k e j = 1, ..., (n+ 1).

Sejam

ti = [zi1, zi2, ..., zi(n+1)] = [[zi1, zi2, ..., zin], zi(n+1)],

i = 1, ..., k, elementos de γn+1(T ). Pela hipótese de indução, [zi1, zi2, ..., zin] ∈
[γ(n−1)(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Para [zi1, ..., zin] = [a, bϕ], onde a ∈ γn−1(γ2(G)) e b ∈ γ2(G),

ti = [[a, bϕ], zi(n+1)] = [[a, bϕ], [xi(n+1), y
ϕ
i(n+1)]

li(n+1) ]
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e pela Proposição 4.14, segue que ti ∈ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ]. Assim,

t = t1...tk ∈ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Suponhamos, por indução, que u11, ..., uk(n+1) são palavras em T, com

ui1, ui2, ..., ui(n+1) de comprimento r1− 1, r2− 1, ..., rn+1− 1, respectivamente, para

i = 1, ..., k, então,

t1 = [u11, ..., uk(n+1)], ..., tk = [uk1, ..., uk(n+1)],

e t = t1...tk ∈ [γn−1(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Sejam si1, ..., si(n+1) palavras em T de comprimentos r1, r2, ..., rn+1, re-

spectivamente, para i = 1, ..., k. Podemos escrever

sij = uij[xij, yij
ϕ], para todos j = 1, ..., n+ 1, e i = 1, ..., k,

onde uij, para j = 1, ..., n+ 1, são palavras em T de comprimentos rj − 1, respecti-

vamente, para i = 1, ..., n+ 1, nos geradores de T .

Sejam,

t1 = [s11, ..., s1(n+1)], ..., tk = [sk1...sk(n+1)],

elementos de γn+1(T ).

Temos que,

ti = [si1, ..., sin, si(n+1)] = [[si1, ..., sin], si(n+1)]

onde [si1, ..., sin] ∈ γn(T ) ⊆ [γn−1(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Para [si1, ..., sin] = [a, bϕ], onde a ∈ γn−1(γ2(G)) e b ∈ γ2(G) temos,

ti = [[a, bϕ], si(n+1)] = [[a, bϕ], ui(n+1)[xi(n+1), yi(n+1)
ϕ]] =

= [[a, bϕ], [xi(n+1), yi(n+1)
ϕ]][[a, bϕ], ui(n+1)]

[xi(n+1),yi(n+1)
ϕ].

Agora pela Proposição 4.14 e a hipótese de indução sobre o comprimento das palavras

em T segue que ti ∈ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ]. Um argumento de indução usando cálculo

de comutadores e as relações de νq(G) mostram que, para qualquer [si1, ..., sin] =

[a1, b1
ϕ]...[am, bm

ϕ] ∈ [γn−1(γ2(G)), γ2(G)ϕ], vale:

ti = [[si1, ..., sin], si(n+1)] ∈ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ]
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e conseqüentemente,

t = t1t2...tm ∈ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ].

Portanto,

γn+1(T ) ⊆ [γn(γ2(G)), γ2(G)ϕ]. (4.5)

�

4.3 A Nilpotência de G⊗qG:

Consideremos G um grupo nilpotente de classe n, Cl(G) = n, ou seja,

γn+1(G) = 1.

Segue que G′ é nilpotente com Cl(G′) < n. E para Gq seguem os mesmos

resultados do grupo G.

Teorema 4.13 G⊗qG é nilpotente com cl(G⊗qG) < 2(n+ 1).

Demonstração:

Como Cl(G) = n, segue que G′ é nilpotente com Cl(G′) < n e Gq é

nilpotente com Cl(Gq) ≤ n. Portanto,

γn+1(G
q) = 1, γn+1(G

′) = 1.

Pelas Proposições 4.15 e 4.17 segue que,

γn+2(K) ⊆ [γn+1(G
q), (Gq)ϕ] = 1.,

γm(T ) ⊆ [γn+1(G
′), (G′)ϕ] = 1,

onde m é o menor inteiro maior ou igual a n−1
2

. Ou seja, K e T são nilpotentes com

classe de nilpotência no máximo n + 1. Também temos que K e T são subgrupos
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normais de νq(G), então, pelo Teorema de Fitting (cf. Teorema 1.1), G⊗qG ∼= TK

é nilpotente de classe no máximo cl(K) + cl(T ) = 2n.

�

4.4 A Série Central Inferior de νq(G)

Para calcularmos a série central inferior de νq(G) precisaremos dos

seguintes resultados:

Proposição 4.18 Em νq(G) vale:

[K,iG] ≤ [γi(G), Gϕ], para i ≥ 1.

Demonstração:

Usaremos indução sobre i.

Para provarmos que [K,G] ≤ [G,Gϕ], usaremos indução sobre o compri-

mento das palavras em K.

Primeiro consideremos {k} ∈ K e g ∈ G:

[{k}, g] = {k}−1{k}g = {k}−1{kg} = f(k, k−1){k−1}{kg}

por R1 e R4.

Mas,

{k−1kg} = {k−1}f(k−1, kg){kg} =

= {k−1}{kg}f(k−1, kg)[f(k−1, kg), {kg}] ≡ {k−1}{kg} mod(T ),

por R3.

Portanto,

[{k}, g] ≡ {[k, g]} ≡ 1 mod(T ),
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por R5. Ou seja, [{k}, g] ∈ T = [G,Gϕ].

Quando consideramos {k}−1 ∈ K e g ∈ G analogamente segue que

[{k}−1, g] ∈ T .

Suponhamos, por indução, que se x é uma palavra em K de comprimento

n e g ∈ G, então [x, g] ∈ T .

Sejam x = x{z} ∈ K e g ∈ G. Então,

[x, g] = [x{z}, g] = [x, g]{z}[{z}, g].

Mas pelo primeiro passo de indução [{z}, g] ∈ T . Pela hipótese de

indução e R3, segue que [x, g]{z} ∈ T ,portanto, [x, g] ∈ T , e conseqüentemente,

[K,G] ≤ T.

Suponhamos, por indução sobre i, que

[K,iG] = [K,G, ..., G] ≤ [γi(G), Gϕ].

Então,

[K,i+1G] = [[K,iG], G] ≤ [[γi(G), Gϕ], G] = [γi+1(G), Gϕ]

pelo Lema 1.2.

�

Analogamente, temos que [K,iG
ϕ] ≤ [G, γi(G

ϕ)].

Proposição 4.19 Em νq(G) vale:

[T,iK] ≤ [γi+1(G), Gϕ], para i ≥ 1.

Demonstração:

Usaremos indução sobre i.

Para provarmos que [T,K] ⊆ [γ2(G), Gϕ] usaremos indução sobre o com-

primento das palavras em K e em T.
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Primeiro consideremos {k} ∈ K e [g, hϕ] ∈ T , temos que:

[[g, hϕ], {k}] = [[g, hϕ], kq] = [[g, h], (kq)ϕ] ∈ [γ2(G), (Gq)ϕ]. (4.6)

Por R4, temos que {k}−1 = f(k, k−1){k−1}. Então,

[[g, hϕ], {k}−1] = [[g, hϕ], f(k, k−1){k−1}]

= [[g, hϕ], {k−1}][[g, hϕ], f(k, k−1)].

De maneira análoga à (4.6), temos que [[g, hϕ], {k−1}] ∈ [γ2(G), (Gq)ϕ].

Também temos que:

[[g, hϕ], f(k, k−1)] ∈ γ2(T ) ⊆ [γ2(G), γ2(G)ϕ] ⊆ [γ2(G), Gϕ]

pela Proposição 4.17.

Portanto,

[[g, hϕ], {k}e1 ] ∈ [γ2(G), Gϕ],

onde e1 = ±1.

Agora suponhamos, por indução sobre o comprimento das palavras em

K, que se x ∈ K é uma palavra de comprimento n, vale:

[[g, hϕ], x] ∈ [γ2(G), Gϕ].

Seja x′ = x{z} ∈ K. Então,

[[g, hϕ], x′] = [[g, hϕ], {z}][[g, hϕ], x]{z}.

Por (4.6), segue que [[g, hϕ], {z}] ∈ [γ2(G), Gϕ]. Pela hipótese de indução

e por R3, [[g, hϕ], x]{z} ∈ [γ2(G), Gϕ]. Portanto,

[[g, hϕ], x′] ∈ [γ2(G), Gϕ].

Se considerarmos [g, hϕ]−1 ∈ T , de acordo com a Proposição 1.10,

[g, hϕ]−1 = [g−1, hϕ]g = [(g−1)g, (hg)ϕ],
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e de maneira análoga,

[[g, hϕ]−1, k] ∈ [γ2(G), (Gq)ϕ], para k ∈ K.

Suponhamos, por indução, que para qualquer palavra t ∈ T , de compri-

mento n, vale:

[t, k] ∈ [γ2(G), (Gq)ϕ], para k ∈ K.

Seja t′ = t[g, hϕ] uma palavra em T de comprimento n+ 1. Então,

[t′, k] = [t[g, hϕ], k] = [t, k][g,hϕ][[g, hϕ], k].

Pelo primeiro passo de indução, Lema 1.2 e pela hipótese de indução,

segue que:

[t′, k] ∈ [γ2(G), (Gq)ϕ].

Portanto,

[T,K] ⊆ [γ2(G), (Gq)ϕ].

Agora suponhamos, por indução, que:

[T,(n−1)K] ⊆ [γn(G), (Gq)ϕ].

Então,

[T,nK] = [[T,(n−1)K], K] ⊆ [[γn(G), Gϕ], K] =

= [γn(G), Gϕ, Gq] = [γn(G), G, (Gq)ϕ] = [γn+1(G), (Gq)ϕ].

�

Proposição 4.20 Em νq(G) vale:

γi(ν
q(G)) ≤ γi(G)γi(G

ϕ)γi−1(K)T, para i ≥ 2.
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Demonstração:

Para i = 2,

γ2(ν
q(G)) = [νq(G), νq(G)] = [(TK oG) oGϕ, (TK oG) oGϕ] ≤

≤ γ2(G)γ2(G
ϕ)TK

pelas relações definidoras de νq(G), pela normalidade de TK e pela Proposição 1.1.

Suponhamos, por indução sobre i ≥ 2, que,

γi(ν
q(G)) ≤ γi(G)γi(G

ϕ)γi−1(K)T.

Então,

[γi(ν
q(G)), G] ≤ γi+1(G)[G, γi(G

ϕ)][γi−1(K), G][T,K] ≤

≤ γi+1(G)[G, γi(G
ϕ)]T [γ2(G), (Gq)ϕ] = γi+1(G)T.

Por simetria, segue que:

[γi(ν
q(G)), Gϕ] ≤ γi+1(G

ϕ)T.

Também temos que:

[γi(ν
q(G)), K] ≤ [γi(G), K][γi(G

ϕ), K]γi(K)[T,K] ≤

[γi(G), Gϕ][G, γi(G
ϕ)]γi(K)[γ2(G), (Gq)ϕ]

pela Proposição 4.18,

= [G, γi(G
ϕ)]γi(K).

E,

[γi(ν
q(G)), T ] ≤ [γi(G), T ][γi(G

ϕ), T ][γi−1(K), T ]γ2(T ) ≤

≤ [γi+1(G), Gϕ][G, γi+1(G
ϕ)][γi(G), (Gq)ϕ]γ2(T ).

Portanto,

γi+1(ν
q(G)) ≤ γi+1(G)γi+1(G

ϕ)γi(K)T.

�
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4.5 A Nilpotência de νq(G)

Consideremos G um grupo nilpotente de classe n, ou seja, γn+1(G) = 1

e γn+1(G
ϕ) = 1. Portanto, pelas Proposições 4.15 e 4.17, γn+2(K) = 1 e γm(T ) = 1,

onde m é o menor inteiro positivo maior ou igual a n−1
2

.

Pela Proposição 4.20, γn+3(ν
q(G)) ≤ T .

Pela proposição 4.18, [K,(n+1)G] = 1, ou seja, G age nilpotentemente

sobre K de classe n + 1. E pela Proposição 4.19, [T,nK] = 1, ou seja K age

nilpotentemente sobre T de classe n.

Sob estas hipóteses temos o seguinte resultado:

Proposição 4.21 νq(G) é nilpotente.

Demonstração:

Primeiro observamos que:

[γn+3(ν
q(G)), G] ≤ [T,G] ≤ [γ2(G), Gϕ],

[γn+3(ν
q(G)), Gϕ] ≤ [G, γ2(G

ϕ)],

[γn+3(ν
q(G)), K] ≤ [T,K] ≤ [γ2(G), (Gq)ϕ],

pela Proposição 4.19,

[γn+3(ν
q(G)), T ] ≤ γ2(T ) ≤ [γ2(G), γ2(G

ϕ)],

pela Proposição 4.16.

E assim,

γn+4(ν
q(G)) ≤ [γ2(G), Gϕ][G, γ2(G

ϕ)][T,K]γ2(T ).

Suponhamos , por indução, que

γ(n+3)+i(ν
q(G)) ≤ [γi+1(G), Gϕ][G, γi+1(G

ϕ)][T,iK]γi+1(T ).
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Então,

[γ(n+3)+i(ν
q(G)), G] ≤ [γi+2(G), Gϕ][G, γi+2(G

ϕ)], (4.7)

pois [T,iK,G] ≤ [[γi+2(G), Gϕ]], pela Proposição 4.19, e [γi+1(T ), G] ≤
[[γi(G

′)], G] ≤ [G, γi+2(G
ϕ)].

Analogamente,

[γ(n+3)+i(ν
q(G)), Gϕ] ≤ [γi+2(G), Gϕ][G, γi+2(G

ϕ)]. (4.8)

Agora,

[γ(n+3)+i(ν
q(G)), K] ≤ [γi+1(G), Gϕ, K][G, γi+1(G

ϕ), K][T,i+1K][γi+1(T ), K] ≤

≤ [γi+2(G), Gϕ][G, γi+2(G
ϕ)][T,i+1K], (4.9)

pela Proposição 4.16.

Também temos que,

[γ(n+3)+i(ν
q(G)), T ] ≤ [γi+1(G), Gϕ, T ][G, γi+2(G

ϕ), K]γi+2(T ) ≤

≤ [γi+2(G), Gϕ]γi+2(T ). (4.10)

Por (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) segue que,

γ(n+3)+(i+1)(ν
q(G)) ≤ [γi+2(G), Gϕ][G, γi+2(G

ϕ)][T,i+1K]γi+2(T ).

Portanto,

γ(n+3)+m(νq(G)) ≤ [γm+1(G), Gϕ][G, γm+1(G
ϕ)][T,mK]γm+1(T ), para m ≥ 1.

Como, G é nilpotente de classe n, temos que,

γn+1(G) = γn+1(G
ϕ) = 1,

[T,nK] = 1,

γn+2(T ) = 1.

Portanto,

γ2n+4)(ν
q(G)) = 1,

ou seja, νq(G) é nilpotente, de classe no máximo 2n+ 4.

�
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4.6 O Grupo νq(G) de um Grupo Nilpotente

Finito

Sejam N E G e G = G/N . O epimorfismo canônico π : G → G dá

origem ao epimorfismo:

π̃ : νq(G) −→ νq(G)

g 7−→ g

gϕ 7−→ gϕ

{k} 7−→ {k}

(4.11)

onde gϕ = gϕ.

Sob estas hipóteses temos o seguinte resultado.

Proposição 4.22

(i ) [N,Gϕ].K E νq(G) e [G,Nϕ].K E νq(G)

(ii ) ker(π̃) = 〈N,Nϕ, {N}〉.[N,Gϕ].[G,Nϕ], onde {N} = {{n} | n ∈
N}(levantamento de N)

Demonstração:

(i ) Sejam n ∈ N , g, k, w ∈ G, então:

[n, gϕ]w = [nw, (gw)ϕ] ∈ [N,Gϕ],

ou seja, G normaliza [N,Gϕ].

Analogamente Gϕ normaliza [N,Gϕ].

Também temos que:

[n, gϕ]{k} = [nkq

, (gkq

)ϕ] ∈ [N,Gϕ],

que implica que K também normaliza [N,Gϕ].

Portanto [N,Gϕ] E νq(G), e como K E νq(G), segue que [N,Gϕ].K E

νq(G).
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(ii ) Temos que:

ker(π̃) = {m ∈ νq(G) | π̃(m) = 1νq(G)}.

Consideremos o seguinte subgrupo de νq(G): M = 〈N,Nϕ, {N}〉[N,Gϕ]

[G,Nϕ]. Levando em conta as relações definidoras de νq(G), verificamos

que M ≤ ker(π̃) e M E νq(G).

Seja,

θ : G ∪Gϕ ∪K −→ νq(G)/M

g 7−→ Mg

gϕ 7−→ Mgϕ

{k} 7−→ M{k}

(4.12)

As restrições de θ a G, G
ϕ

e K são homomorfismos, portanto existe um

único homomorfismo θ∗ que estende θ ao produto livre G ∗Gϕ ∗K.

Temos que as relações R e S são preservadas por θ∗. Conseqüentemente

θ induz um homomorfismo:

θ̃ : νq(G) −→ νq(G)/M

e como M ≤ ker(π̃), obtemos um epimorfismo:

π : νq(G)/M −→ νq(G) (4.13)

e assim podemos construir o seguinte diagrama:

ker(π̃)

((PPPPPPPPPPPP
νq(G)/M

π

��

νq(G)

66mmmmmmmmmmmmmm

eπ ((QQQQQQQQQQQQQQ

M

OO

66nnnnnnnnnnnnnnn
νq(G)

tal que:

π : Mg 7−→ g

Mgϕ 7−→ gϕ

M{k} 7−→ {k}
(4.14)
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Então:

πθ̃ : νq(G) −→ νq(G)

g 7−→ g

gϕ 7−→ gϕ

{k} 7−→ {k}

(4.15)

Ou seja,

πθ̃ = 1νq(G)

e assim θ̃ é um isomorfismo.

Portanto M = ker(π̃).

�

Nos resultados a seguir generalizamos alguns resultados semelhantes aos

obtidos por Rocco em [20].

Proposição 4.23 Sejam N e H subgrupos normais de G tais que G = N × H.

Então:

(i ) νq(G) ∼= 〈N,Nϕ, {N}〉.[N,Hϕ].[H,Nϕ].〈H,Hϕ, {H}〉;

(ii ) νq(H) ∼= 〈H,Hϕ, {H}〉 e νq(N) ∼= 〈N,Nϕ, {N}〉.

Demonstração:

(i ) Temos que G/N ∼= H, π̃ : νq(G) → νq(H), e

ker(π̃) = 〈N, Nϕ, {N}〉[G,Nϕ][N,Gϕ] (4.16)

pela Proposição 4.22.

Pelo isomorfismo (2.24), temos que:

νq(G) = νq(NH) ∼= ([NH,NϕHϕ]〈{NH}〉oNH) oNϕHϕ,

onde,

[NH,NϕHϕ] = [N,Nϕ][N,Hϕ][H,Nϕ][H,Hϕ],

e pelo conjunto de relações R4 de νq(G),

〈{NH}〉 ≡ 〈{N}〉〈{H} 〉 mod[N,Hϕ][H,Nϕ].
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Portanto, podemos reescrever νq(G) da seguinte maneira,

νq(G) ∼= 〈N,Nϕ, {N}〉[N,Hϕ][H,Nϕ]〈H,Hϕ, {H}〉. (4.17)

(ii ) Temos que,

νq(G) / ker(π̃) ∼= νq(H).

Mas por (4.16) e pelo isomorfismo (4.17), segue que,

νq(H) ∼= 〈H,Hϕ, {H}〉.

Se considerarmos G/H ∼= N , analogamente obtemos

νq(N) ∼= 〈N,Nϕ, {N}〉.

�

De acordo com a proposição anterior, temos que:

νq(G) = νq(N)[N,Hϕ][H,Nϕ]νq(H).

Agora consideremos G um grupo nilpotente finito, G = P1×P2× ...×Pn,

onde {P1, P2, .., Pn} é o conjunto de pi−subgrupos de Sylow de G.

Para qualquer primo p | |G|, seja P um p−subgrupo de Sylow de G e N

um p−complemento normal de P em G.

Temos que: [N,Pϕ] = [P,Nϕ] = 1, pelo Lema 1.3 (cf.[17]). Dáı,

νq(G) = νq(P )× νq(N). (4.18)

Portanto, por indução, segue o resultado:

νq(G) = νq(P1)× νq(P2)× ...× νq(Pn). (4.19)



Caṕıtulo 5

O Quadrado q-Tensorial de

Grupos Nilpotentes de Classe 2

Finitamente Gerados

Neste caṕıtulo descrevemos uma apresentação mais conveniente para

o grupo νq(G), quando G é um grupo nilpotente n-gerado de classe 2 , a qual

traz vantagens computacionais significativas tendo em vista o número reduzido de

relações.

Consideremos G = 〈x1, x2, ..., xn〉 um grupo nilpotente de classe 2 e Gϕ =

〈x1
ϕ, x2

ϕ, ..., xn
ϕ〉, isomorfo a G através do isomorfismo ϕ : g 7→ gϕ, ∀g ∈ G.

Proposição 5.24 Sob as hipóteses acima, temos

(i ) T = [G,Gϕ] é abeliano.

(ii ) [G′, (G′)ϕ] = 1

Demonstração:

(i ) Sejam [g1, g2
ϕ], [g, hϕ] ∈ T . Pelo Lema 1.2, temos que

[g1, g2
ϕ][g,hϕ] = [g1, g2

ϕ][g,h] = [g1
[g,h], g2

[g,h]ϕ] = [g1, g2
ϕ],

pois G′ ≤ Z(G).

Portanto T é abeliano.
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(ii ) Sejam [a1, a2], [b1, b2] ∈ G′. Então, pela Proposição 1.10,

[[a1, a2], [b1, b2]
ϕ] = [[a1, a2

ϕ], [b1, b2
ϕ]] = 1.

Portanto, como G é de classe 2 e pelas propriedades de comutadores

segue que [G′, (G′)ϕ] = 1

�

Sejam S1
′, S2

′, R1
′, R2

′, R3
′, R5

′ e R6
′ as relações correspondentes a

S1, S2, R1, R2, R3, R5 e R6, de νq(G), consideradas para todo g1, g2, k, k
′ ∈

{x1, x2, ..., xn} e gϕ, g2
ϕ ∈ {x1

ϕ, x2
ϕ, ..., xn

ϕ}.

Teorema 5.14 As relações S1, S2, R1, R2, R3, R5 e R6 podem ser obtidas de S1
′,

S2
′, R1

′, R2
′, R3

′, R5
′ e R6

′.

Demonstração: Suponhamos que S1
′, S2

′, R1
′, R2

′, R3
′, R5

′ e R6
′ são válidas.

Pela solubilidade de G vale a Proposição 3.13. Portanto, as relações S1

e S2 podem ser obtidas de S1
′ e S2

′. Consideremos separadamente (caso a caso) as

demais relações.

(i ) R1: {k}g = {kg}, ∀k, g ∈ G.

A Proposição 3.13 garante que a identidade {k}g = {kg} decorre das

identidades {k}xi = {kxi}, ∀k ∈ G e i = 1, ..., n. Sendo assim resta-

nos provar a validade de R1 a partir das identidades {xi}g = {xi
g},

∀i = 1, ..., n e ∀g ∈ G. Para tanto começaremos estabelecendo alguns

resultados preliminares.

Recordamos que de acordo com a notação estabelecida no Caṕıtulo 2,

temos que se y, z ∈ G, então

f(y, z) =

q−1∏
i=1

[y−1, (ziy
1−q+i

)ϕ] ∈ [G,Gϕ].

Segue direto da definição que se y, z, g ∈ G, então f(y, z)g = f(yg, zg).

Lema 5.5 Para todo m ∈ N e i = 1, ..., n, temos que,
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(i ) {xi
m} = {xi}m[xi, xi

ϕ]−(m
2 )(q

2);

(ii ) {xi
−m} = {xi}−m[xi, xi

ϕ]−(m+1
2 )(q

2).

Demonstração:

(i ) Usaremos indução sobre m.

O caso m = 1 segue direto. Se m = 2, por R4 temos que:

{xi
2} = {xi}f(xi, xi){xi}.

Por R3
′, pela Proposição 3.13, e como f(xi, xi) = [xi, xi

ϕ](
q
2)

pelo Lema 1.4, segue que:

{xi
2} = {xi}[xi, xi

ϕ]−(q
2){xi} = {xi}{xi}[xi, xi

ϕ]−(q
2){xi} =

= {xi}2[xi, xi
ϕ]−(q

2)xi
q

= {xi}2[xi
xi

q

, (xi
xq

q

)ϕ]−(q
2)xi

q

= {xi}2[xi, xi
ϕ]−(q

2).

Agora suponhamos que,

{xi
(m−1)} = {xi}(m−1)[xi, xi

ϕ]−(
(m−1)
2 )(q

2).

Então,

{xi
m} = {xi

(m−1)xi} = {xi
(m−1)}f(xi

(m−1), xi){xi}

= {xi
(m−1)}[xi, xi

ϕ]−(
(m−1)
2 )(q

2)[xi, xi
ϕ]−(m−1)(q

2){xi}

= {xi}(m−1)[xi, xi
ϕ]−(m

2 )(q
2){xi}

= {xi}m[xi, xi
ϕ]−(m

2 )(q
2).

(ii ) Também usaremos indução sobre m.

Se m = 1, então,

{x−1
i } = f(xi, x

−1
i ){xi}−1 = f(xi, xi){xi}−1 =

por R4,

= {xi}−1f(xi, xi) = {xi}−1[xi, xi
ϕ]−(q

2).
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Suponhamos, por indução, que

{x−m
i } = {xi}−m[xi, xi

ϕ]−(m+1
2 )(q

2).

Então,

{x−(m+1)
i } = {x−m

i x−1
i } = {x−m

i }f(x−m
i , x−1

i ){x−1
i } =

= {xi}−m[xi, xi
ϕ]−(m+1

2 )(q
2)[xi, xi

ϕ]−m(q
2){xi}−1[xi, xi

ϕ]−(q
2)

pelo Lema 1.4 e pela hipótese de indução,

= {xi}−(m+1)[xi, xi
ϕ]−(m+2

2 )(q
2),

seguindo assim o resultado desejado.

�

Lema 5.6 {xi
m}g = {(xi

m)g}, ∀m ∈ Z, ∀g ∈ G e ∀i = 1, ..., n.

Demonstração:

Seja m ∈ N, então,

{xi
m} = {xi}m[xi, xi

ϕ]−(m
2 )(q

2).

Portanto,

{xi
m}g = ({xi

m})g([xi, xi
ϕ]−(m

2 )(q
2))g

= {xi
g}m[xi

g, (xi
g)ϕ]−(m

2 )(q
2) =

= {(xi
g)m} = {(xi

m)g}.

O caso em que m é um inteiro negativo, segue de maneira análoga.

�

Lema 5.7 {[xi, xj]
l} = {[xi, xj]}l, onde 1 ≤ i < j ≤ n e ∀l ∈ Z.

Demonstração:

Primeiro consideraremos l ∈ N.
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Usaremos indução sobre l. Se l = 2,

{[xi, xj]
2} = {[xi, xj]}f([xi, xj], [xi, xj]){[xi, xj]} = {[xi, xj]}2,

pela Observação 1.3.

Agora suponhamos que: {[xi, xj]
l} = {[xi, xj]}l. Então,

{[xi, xj]
(l+1)} = {[xi, xj]

l[xi, xj]}

= {[xi, xj]
l}f([xi, xj]

l, [xi, xj]){[xi, xj]} = {[xi, xj]}(l+1).

O caso em l é um inteiro negativo, segue de maneira análoga.

�

Lema 5.8 {[xi, xj]
l}g = {[xi, xj]

lg}, 1 ≤ i < j ≤ n e ∀g ∈ G e l ∈ Z.

Demonstração:

Consideraremos o caso em que l ∈ N, pois o caso em que l é um inteiro

negativo segue de maneira inteiramente análoga.

Usaremos indução sobre l.

Se l = 2,

{[xi, xj]
2}g = ({[xi, xj]}g)2 = (([xi, xj

ϕ]q)g)2 = ([xi
g, (xj

g)ϕ]q)2

= {[xi
g, xj

g]}2 = {[xi, xj]
g}2 = {[xi, xj]

2} = {[xi, xj]
2g}.

Agora suponhamos que:{[xi, xj]
(l−1)}g = {[xi, xj]

(l−1)g}. Então,

{[xi, xj]
l}g = {[xi, xj]

(l−1)[xi, xj]}g = {[xi, xj]
(l−1)}g{[xi, xj]}g

= {[xi, xj]
(l−1)g}{[xi, xj]

g} = {[xi, xj]
lg}.

O que prova o lema. �

Para concluir a validade de R1 usaremos indução sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = 〈x1, x2〉, e consideremos

g ∈ G. Então g = x1
m1xm2

2 [[x1, x2]
l12 , onde m1,m2, l12 ∈ Z. Então,

{(x1
m1x2

m2 [x1, x2]
l12)}g = {(x1

m1x2
m2)([x1, x2]

l12)}g
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= {x1
m1x2

m2}gf(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12)g{[x1, x2]

l12}g

= {x1
m1}gf(x1

m1 , x2
m2)g{x2

m2}gf(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12)g{[x1, x2]

l12g}

= {(x1
g)m1}f((x1

g)m1 , (x2
g)m2){(x2

g)m2}f((x1
m1x2

m2)g, [x1, x2]
l12g){[x1, x2]

l12g}

por R4,

= {(x1
g)m1(x2

g)m2}f((x1
m1x2

m2)g, ([x1, x2]
l12)g){([x1, x2]

l12)g}

{(x1
m1x2

m2)g([x1, x2]
l12)g} = {(x1

m1x2
m2 [x1, x2]

l12)g}.

Agora suponhamos, por indução, que para todo grupo nilpotente de

classe e (n − 1)−gerado o resultado seja verdadeiro. Consideremos G

n-gerado por {x1, x2, ..., xn}. Se k ∈ G, então

k =
n∏

i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
ljk ,

onde mi, ljk ∈ Z.

Como G′ ≤ Z(G), podemos reescrever k da seguinte maneira: k = hs,

com

h =
n−1∏
i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n−1

[xj, xk]
ljk

e

s = xn
mn [xn−1, xn]l(n−1)n

onde h ∈ H = 〈x1, ..., xn−1〉, e podemos usar a hipótese de indução, ou

seja,

{h}g = {hg}

e s ∈ S = 〈xn−1, xn〉, e pelo primeiro passo de indução:

{s}g = {sg}.
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Portanto,

{k}g = {hs}g = {h}gf(h, s)g{s}g = {hg}f(hg, sg){sg} = {(hs)g} = {kg}.

(iii ) R2 : {k}gϕ
= {kg}

Este caso segue de maneira análoga ao caso anterior.

(iv ) R3 : [g1, g2
ϕ]{k} = [g1

kq
, (g2

kq
)ϕ]

A Proposição 3.13 garante que a identidade [g1, g2
ϕ]{k} = [g1

kq
, (g2

kq
)ϕ]

decorre das identidades [xi, xj
ϕ]{k} = [xi

kq
, (xj

kq
)ϕ], ∀k ∈ G e ∀i, j =

1, ..., n. Sendo assim resta-nos provar a validade de R3 a partir das iden-

tidades [g1, g2
ϕ]{xi} = [g1

xi
q
, (g2

xi
q
)ϕ], ∀i = 1, ..., n e ∀g ∈ G.

Usaremos indução sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = 〈x1, x2〉, e consideremos

g ∈ G. Então g = x1
m1xm2

2 [[x1, x2]
l12 , onde m1,m2, l12 ∈ Z.

Temos que:

{k} = {(x1
m1x2

m2)[x1, x2]
l12}

= {(x1
m1x2

m2)}f(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12){[x1, x2]

l12}

= {x1
m1}f(x1

m1 , x2
m2){x2

m2}f(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12){[x1, x2]}l12

= {x1}m1 [x1, x1
ϕ]−(

m1
2 )(q

2)f(x1
m1 , x2

m2){x2}m2

[x2, x2
ϕ]−(

m2
2 )(q

2)f(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12)[x1, x2

ϕ]ql12

pois R6
′ é válida e portanto chegamos à igualdade:

{k} = {x1}m1h1{x2}m2h2,

onde h1, h2 ∈ T = [G,Gϕ].

Portanto,

[g1, g2
ϕ]{k} = [g1, g2

ϕ]{x1}m1h1{x2}m2h2
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= [g1
(x1

q)m1 , (g2
(x1

q)m1 )ϕ]h1{x2}m2h2

= [g1
(x1

m1 )q

, (g2
(x1

m1 )q

)ϕ]h1{x2}m2h2

= [g1
(x1

m1 )q

, (g2
(x1

m1 )q

)ϕ]{x2}m2h2 =

pela Proposição 1.10,

= [g1
(x1

m1 )q(x2
m2 )q

, (g2
(x1

m1 )q(x2
m2 )q

)ϕ].

Mas (x1
m1)q(x2

m2)q = (x1
m1x2

m2)qh′, onde h′ ∈ G′.Portanto,

[g1, g2
ϕ]{k} = [g1

(x1
m1x2

m2 )qh′ , (g2
(x1

m1x2
m2 )qh′)ϕ]

= [g1
(x1

m1x2
m2 )q

, (g2
(x1

m1x2
m2 )q

)ϕ]

= [g1
(x1

m1x2
m2 [x1,x2]l12 )q

, (g2
(x1

m1x2
m2 [x1,x2]l12 )q

)ϕ]

= [g1
kq

, (g2
kq

)ϕ].

Agora suponhamos que para todo grupo (n− 1)−gerado o resultado seja

válido e consideremos G n−gerado pelo conjunto {x1, ..., xn}.

Seja,

k =
n∏

i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
ljk .

Podemos reescrever k da seguinte maneira: k = hs, com

h =
n−1∏
i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n−1

[xj, xk]
ljk

e

s = xn
mn [xn−1, xn]l(n−1)n

onde h ∈ H = 〈x1, ..., xn−1〉, e podemos a usar a hipótese de indução, ou

seja,

[g1, g2
ϕ]{h} = [g1

hq

, (g2
hq

)ϕ].
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Também temos que s é um elemento do grupo 2−gerado 〈xn−1, xn〉 e

portanto podemos usar o primeiro passo de indução.

Seque que:

[g1, g2
ϕ]{k} = [g1, g2

ϕ]{h}f(h,s){s} = [g1
gq

, (g2
hq

)ϕ]f(h,s){s}

= [g1
hq

, (g2
hq

)ϕ]{s} = [g1
hqsq

, (g2
hqsq

)ϕ]

pois f(h, s) ∈ T = [G,Gϕ], e T é abeliano.

= [g1
(hs)q

, (g2
(hs)q

)ϕ] = [g1
kq

, (g2
kq

)ϕ].

(v ) R6 : {[g1, g2]} = [g1, g2
ϕ]q

Usaremos indução sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = 〈x1, x2〉, e consideremos

g1, g2 ∈ G. Então, g1 = x1
m1xm2

2 [[x1, x2]
l12 , g2 = x1

s1xs2
2 [[x1, x2]

t12 onde

m1,m2, l12, s1, s2, t12 ∈ Z.

Temos que:

{[g1, g2]} = {[x1
m1x2

m2 [x1, x2]
l12 , x1

s1x2
s2 [x1, x2]

t12 ]}

= {[x1
m1x2

m2 , x1
s1x2

s2 ]}

pois G′ ∈ Z(G).

= {[x1
m1 , x2

s2 ][x2
m2 , x1

s1 ]} = {[x1, x2]
m1s2 [x2, x1]

m2s1}

= {[x1, x2]
m1s2−m2s1} = {[x1, x2]}m1s2−m2s1 .

Por outro lado,

[g1, g2
ϕ]q = [x1

m1x2
m2 [x1, x2]

l12 , (x1
s1x2

s2 [x1, x2]
t12)ϕ]q

= [x1
m1x2

m2 , (x1
s1x2

s2 [x1, x2]
t12)ϕ]q[[x1, x2]

l12 , (x1
s1x2

s2)ϕ]q
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= [x1
m1x2

m2 , (x1
s1x2

s2)ϕ]q[x1
m1x2

m2 , ([x1, x2]
t12)ϕ]q[[x1, x2]

l12 , (x1
s1x2

s2)ϕ]q

= [x1
m1x2

m2 , (x1
s1x2

s2)ϕ]q[x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
ϕ]t12q[[x1, x2], (x1

s1x2
s2)ϕ]l12q

pelo Lema 1.4.

Mas pela Proposição 1.10,

[x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
ϕ]q = [x1, x2

ϕ]−(x1
m1x2

m2 )q[x1, x2
ϕ]q =

= ([x1, x2
ϕ]q)−(x1

m1x2
m2 )[x1, x2

ϕ]q

=

= {[x1, x2]}−(x1
m1x2

m2 ){[x1, x2]}

pela hipótese, pois x1 e x2 são geradores de G. E por R1, a última ex-

pressão é igual a,

= {[x1, x2]
(x1

m1x2
m2 )}−1{[x1, x2]} = {[x1, x2]}−1{[x1, x2]} = 1.

Portanto,

[x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
ϕ]q = 1. (5.1)

Analogamente [[x1, x2], (x1
s1x2

s2)ϕ)]q = 1.

Fazendo cálculos análogos aos feitos para chegar em (5.1), segue que:

[g1, g2
ϕ]q = [x1

m1x2
m2 , (x1

s1x2
s2)ϕ)]q

= [x1
m1 , (x1

s1x2
s2)ϕ)]x2

m2q[x2
m2 , (x1

s1x2
s2)ϕ)]q

= [x1
m1 [x1, x2]

m1m2 , (x1
s1x2

s2 [x1
s1x2

s2 , x2
m2 ])ϕ)]q

[x2
m2 , (x2

s2)ϕ]q[x2
m2 , ((x1

s1)x2
s2 )ϕ]q =

= [x1
m1 , (x1

s1x2
s2)ϕ]q[x2, x2

ϕ]m2s2q[x2
m2 , (x1

s1)ϕ] =
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= [x1
m1 , (x2

s2)ϕ]q[x1
m1 , (x1

s1)ϕ]x2
s2q{[x2, x2]}m2s2 [x2

m2 , (x1
s1)ϕ]

= [x1, x2
ϕ]m1s2q[x1, [x2, x1]

ϕ]m1(
s2
2 )q[x1, [x1, x2]

ϕ](
m1
2 )s2q.

.[x2, x1
ϕ]m2s1q[x2, [x1, x2]

ϕ]qm2(
s1
2 )[x2, [x2, x1]

ϕ]q(
m2
2 )s1

= [x1, x2
ϕ]m1s2q][x2, x1

ϕ]m2s1q

= {[x1, x2]}m1s2{[x2, x1]}m2s1

= {[x1, x2]}m1s2{[x1, x2]
−1}m2s1

= {[x1, x2]}m1s2−m2s1 .

Logo,

[g1, g2]
q = {[g1, g2]}.

Agora suponhamos que R6 seja válida para quaisquer g1, g2 ∈ H, onde

H é (n − 1)−gerado e nilpotente de classe dois. E suponhamos que G

seja n−gerado.

Sejam g1, g2 ∈ G,

g1 =
n∏

i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
ljk

g2 =
n∏

i=1

xi
si

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
tjk

onde mi, ljk, si, tjk ∈ Z.

Podemos escrever g1 e g2 da seguinte maneira:

g1 = h1u1, g2 = h2u2, (5.2)
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onde,

h1 =
n−1∏
i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n−1

[xj, xk]
ljk ,

u1 = xn
mn [xn−1, xn]l(n−1)n ,

h2 =
n−1∏
i=1

xi
si

∏
1≤j<k≤n−1

[xj, xk]
tjk

u2 = xn
sn [xn−1, xn]t(n−1)n .

Temos que h1, h2 pertencem ao grupo (n− 1)−gerado H = 〈x1, ..., xn〉, e

pela hipótese de indução: [h1, h2
ϕ] = {[h1, h2]}.

Também temos que u1, u2 pertencem ao grupo 2−gerado U = 〈xn−1, xn〉.
Conseqüentemente, [u1, u2

ϕ]q = {[u1, u2]}.

Portanto,

[g1, g2
ϕ]q = [h1u1, (h2u2)

ϕ]q = [h1, (h2u2)
ϕ]u1q[u1, (h2u2)

ϕ]q

= [h1, u2
ϕ]u1q[h1, h2

ϕ]u2u1q[u1, u2
ϕ]q[u1, h2

ϕ]u2q

= [h1, u2
ϕ]u1q{[h1, h2]}u2u1{[u1, u2]}[u1, h2

ϕ]u2q

= [h1, u2
ϕ]u1q{[h1, h2]}{[u1, u2]}[u1, h2

ϕ]u2q.

Mas,

[h1, u2
ϕ]q = [h1, (xn

sn [xn−1, xn]t(n−1)n)ϕ]q

= [h1, ([xn−1, xn]t(n−1)n)ϕ]q[h1, (xn
sn)ϕ]q

= [h1, (xn
sn)ϕ]q (5.3)
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de maneira análoga ao caso (5.1).

Agora podemos escrever h1 da seguinte maneira:

h1 = v1w1,

onde,

v1 =
n−2∏
i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n−2

[xj, xk]
ljk ,

w1 = xn−1
mn−1 [xn−2, xn−1]

l(n−2)(n−1) .

E assim, por (5.3),

[h1, u2
ϕ]q = [v1w1, (xn

sn)ϕ]q = [v1, (xn
sn)ϕ]qw1 [w1, (xn

sn)ϕ]q.

Mas v1, xn
sn são elementos do grupo (n − 1)−gerado 〈x1, ..., xn−2, xn〉 e

w1, xn
sn são elementos do grupo (n − 1)−gerado 〈x2, ..., xn〉. Portanto,

podemos usar a hipótese de indução nos dois casos, ou seja,

[h1, u2
ϕ]q = {[v1, xn

sn ]}{[w1, xn
sn ]} = {[h1, xn

sn ]}

pois f([v1, xn
sn ], [w1, xn

sn ]) ∈ [G′, (G′)ϕ] = 1,

= {[h1, xn
sn ][h1, [xn−1, xn]]t(n−1)n}

pois [h1, [xn−1, xn]] = 1( G′ ⊂ Z(G)). Com isso chegamos á igualdade:

[h1, u2
ϕ]q = {[h1, xn

sn [xn−1, xn]t(n−1)n ]} = {[h1, u2]}.

Analogamente, se reescrevermos h2 da seguinte maneira h2 = v2w2, onde,

v2 =
n−2∏
i=1

xi
si

∏
1≤j<k≤n−2

[xj, xk]
tjk

w2 = xn−1
sn−1 [xn−2, xn−1]

t(n−2)(n−1)

obtendo,

[u1, h2
ϕ]q = {[u1, h2]}.
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Finalmente, segue que:

[g1, g2
ϕ]q = {[h1, u2]}u1{[h1, h2]}{[u1, u2]}{[u1, h2]}u2

= {[h1, u2]}{[h1, h2]}{[u1, u2]}{[u1, h2]}

= {[h1, u2h2]}{[u1, u2h2]} = {[h1u1, u2h2]} = {[g1, g2]}.

Portanto,

[g1, g2
ϕ] = {[g1, g2]}, ∀g1, g2 ∈ G.

(vi ) R5 : [{k}, {k′}] = [kq, (k′q)ϕ]

Agora, como R6 é válida segue o seguinte resultado necessário à demon-

stração deste caso.

Proposição 5.25 K age trivialmente sobre [G,Gϕ].

Demonstração: Sejam g1, g2 ∈ G e {k} ∈ K, então,

[g1, g2
ϕ]{k} = [g1, g2

ϕ]k
q

= [g1
kq

, (g2
kq

)ϕ]

= [g1[g1, k
q], (g2[g2, k

q])ϕ] =

= [g1, g2
ϕ][g1, ([g2, k]

q)ϕ][[g1, k]
q, ([g2, k]

q)ϕ][[g1, k]
q, g2]

= [g1, g2
ϕ].

Basta usarmos o Lema 1.4, a relação R6 e a Proposição 1.10.

�

Agora, usaremos indução sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = 〈x1, x2〉, e consideremos

g1, g2 ∈ G. Então, k = x1
m1xm2

2 [[x1, x2]
l12 , k′ = x1

s1xs2
2 [[x1, x2]

t12 onde

m1,m2, l12, s1, s2, t12 ∈ Z.
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Então,

[{k}, {k′}] = [{x1
m1x2

m2 [x1, x2]
l12}, {x1

s1x2
s2 [x1, x2]

t12}]

= [{x1
m1x2

m2}f(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12){[x1, x2]

l12},

{x1
s1x2

s2}f(x1
s1x2

s2 , [x1, x2]
t12){[x1, x2]

t12}]

Sejam,

x′ = [x1, x2], t1 = f(x1
m1x2

m2 , [x1, x2]
l12), t2 = f(x1

s1x2
s2 , [x1, x2]

t12)

Pelo Lema 5.7, temos que {x′m} = {x′}m, ∀m ∈ Z.

Segue que:

[{k}, {k′}] = [{x1
m1x2

m2}t1{x′l12}, {x1
s1x2

s2}t2{x′t12}]

= [{x1
m1x2

m2}t1{x′}l12 , {x1
s1x2

s2}t2{x′}t12 ]

= [{x1
m1x2

m2}, {x′}t12 ]t1{x
′}l12 [{x1

m1x2
m2}, t2]{x

′}t12 t1{x′}l12

[{x1
m1x2

m2}, {x1
s1x2

s2}]t2{x′}t12 t1{x′}l12 [t1, {x′}t12 ]{x
′}l12 [t1, t2]

{x′}t12+l12

[t1, {x1
s1x2

s2}]t2{x′}t12+l12 [{x′}l12 , {x′}t12 ]

[{x′}l12 , t2]
{x′}l12 [{x′}l12 , {x1

s1x2
s2}]t2{x′}t12 . (5.4)

Agora temos os seguintes resultados:

[t1, t2] = 1, [{x′}l12 , {x′}t12 ] = 1. (5.5)

Pela Proposição 5.25, segue que,

[{x1
m1x2

m2}, t2] = 1, [t1, {x′}t12 ] = 1 (5.6)
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e

[t1, {x1
s1x2

s2}] = 1, [{x′}l12 , t2] = 1. (5.7)

Também temos que,

[{x1
m1x2

m2}, {x′}t12 ] = 1. (5.8)

E,

[{x1
m1x2

m2}, {x1
s1x2

s2}] = [{x1}m1{x2}m2 , {x1}s1{x2}s2 ]. (5.9)

Voltando em (5.4), e usando (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), obtemos:

[{k}, {k′}] = [{x1
m1x2

m2}, {x1
s1x2

s2}] = [{x1}m1{x2}m2 , {x1}s1{x2}s2 ]

= [{x1}m1 , {x2}s2 ]{x2}m2 [{x1}m1 , {x1}s1 ]{x2}s2+m2

[{x2}m2 , {x2}s2 ][{x2}m2 , {x1}s1 ].

Mas temos que,

{x1}m1{x2}m2
= {x1}m1 [x1

q, (x2
q)ϕ]m1m2 .

Logo,

[{x1}m1 , {x2}s2 ] = {x1}−m1{x1}m1{x2}s2 = [x1
q, (x2

q)ϕ]m1s2 = [{x1}, {x2}]m1s2 .

Portanto,

[{k}, {k′}] = [{x1}, {x2}]m1s2−m2s1 . (5.10)

Por outro lado,

[kq, (k′
q
)ϕ] = [(x1

m1x2
m2 [x1, x2]

l12)q, ((x1
s1x2

s2 [x1, x2]
t12)q)ϕ]

= [(x1
m1x2

m2)qx′
l12q
, (((x1

s1x2
s2)qx′

t12q
)ϕ]

= [(x1
m1x2

m2)q, ((x1
s1x2

s2)q)ϕ][(x1
m1x2

m2)q, (x′
t12q

)ϕ][x′
l12q
, ((x1

s1x2
s2)qx′

t12q
)ϕ]
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= [(x1
m1x2

m2)q, ((x1
s1x2

s2)q)ϕ]

pela Proposição 1.10, e pela relação R6,

= [x1
m1qx2

m2q[x2, x1]
m1m2q, (x1

s1qx2
s2q[x2, x1]

s1s2q)ϕ]

= [x1
q, (x2

q)ϕ]m1s2 [x2
q, (x1

q)ϕ]m2s1

= [{x1}, {x2}]m1s2 [{x2}, {x1}]m2s1 = [{x1}, {x2}]m1s2−m2s1 . (5.11)

Portanto, por (5.10) e (5.11), segue que:

[{k}, {k′}] = [kq, (k′
q
)ϕ].

Agora suponhamos que R5 seja válida para todo grupo (n− 1)−gerado,

e consideremos G = 〈x1, ..., xn〉. Sejam k, k′ ∈ G, onde,

k =
n∏

i=1

xi
mi

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
ljk

n∏
i=1

xi
si

∏
1≤j<k≤n

[xj, xk]
tjk .

Como em (5.2) podemos reescrever k, k′ da seguinte maneira:

k = h1u1, k
′ = h2u2.

Dáı,

{k} = {h1}f(h1, u1){u1}, {k′} = {h2}f(h2, u2){u2},

onde h1, h2 ∈ H = 〈x1, ...xn−1〉 e u1, u2 ∈ S = 〈xn−1, xn〉.
Portanto,

[{k}, {k′}] = [{h1}f(h1, u1){u1}, {h2}f(h2, u2){u2}]

= [{h1}, {u2}]f(h1,u1){u1}[{h1}, f(h2, u2)]
{u2}f(h1,u1){u1}
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[{h1}, {h2}]f(h2,u2){u2}f(h1,u1){u1}

[f(h1, u1), {u2}]{u1}[f(h1, u1), f(h2, u2)]
{u2}{u1}

[f(h1, u1), {h2}]f(h2,u2){u2}{u1}

[{u1}, {u2}][{u1}, f(h2, u2)]
{u2}[{u1}, {h2}]f(h2,u2){u2}. (5.12)

Temos que h1 pode ser reescrito da seguinte maneira h1 = v1w1, como

em (5.4), onde v1 ∈ 〈x1, ..., xn−2〉 e w2 ∈ 〈xn−2, xn−1〉.
Assim,

[{h1}, {u2}] = [{v1}f(v1, w1){w1}, {u2}]

= [{v1}, {u2}]f(v1,w1){w1}[f(v1, w1), {u2}]{w1}[{w1}, {u2}]

= [vq
1, ((xn

sn)q)ϕ][wq
1, (u

q
2)

ϕ]

pela Proposição 1.10, e pelo fato de que v1 e xn
sn pertencem ao grupo

(n − 1)−gerado 〈x1, ..., xn−2, xn〉, podendo assim usarmos a hipótese de

indução.

Também temos os seguintes resultados:

[{h1}, f(h2, u2)] = 1

[{h1}, {h2}] = [hq
1, (h

q
2)

ϕ] (5.13)

pois h1, h2 ∈ 〈x1, ..., xn−1〉 e podemos usar a hipótese de indução.

[f(h1, u1), {u2}] = 1

[f(h1, u1), f(h2, u2)] = 1

[{u1}, {u2}] = [uq
1, (u

q
2)

ϕ]

pois u1, u2 ∈ 〈xn−1, xn〉, e podemos usar o primeiro passo de indução.
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Portanto, segue de (5.12) que,

[{k}, {k′}] = [vq
1, ((xn

sn

)
q
)ϕ][wq

1, (u
q
2)

ϕ][hq
1, (h

q
2)

ϕ][uq
1, (u

q
2)

ϕ]

= [hq
1, (u

q
2)

ϕ][uq
1, (h

q
2)

ϕ][hq
1, (h

q
2)

ϕ][uq
1, (u

q
2)

ϕ]. (5.14)

Por outro lado,

[kq, (k′
q
)ϕ] = [(h1u1)

q, ((h2u2)
q)ϕ]

= [hq
1u

q
1[u1, h1]

(q
2), (hq

2u
q
2[u2, h2]

(q
2))]

= [hq
1, (u

q
2)

ϕ][hq
1, (h

q
2)

ϕ][uq
1, (u

q
2)

ϕ][uq
1, (h

q
2)

ϕ]. (5.15)

Finalmente, de (5.14) e (5.15), segue que,

[{k}, {k′}] = [kq, (k′
q
)ϕ]. (5.16)

�

Então com o Teorema 5.14 obtemos uma apresentação simplificada de

νq(G), δq(G) = 〈G,Gϕ,K|S ′1, S ′2, R′
1, R

′
2, R

′
3, R4, R

′
5, R

′
6〉, e em δq(G) basta con-

siderarmos que as relações S1, S2, R1, R2, R3, R5, R6 são válidas nos geradores de G

e de Gϕ. Mas isto não se estende à relação R4, e portanto temos ainda um número

grande de relações no grupo δq(G): 4n2 + 3n3 + (|G| − 1)2.
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