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Resumo

Neste trabalho estudamos o quadrado g-tensorial nao-abeliano de um grupo G,
G®IG, onde ¢ é um inteiro nao-negativo, através de sua imersao em um novo
grupo, v4(G), aqui introduzido. Usando resultados de Brown, Ellis and Rodrigues-
Fernandez, estabelecemos propriedades estruturais dos grupos v(G) e GRIG; obte-
mos, em certos casos, uma apresentacao mais simplificada para este ultimo grupo.
Quando G é um grupo solivel dado por uma apresentacao policiclica, obtemos uma
conveniente apresentacao para v?(G), a qual oferece vantagens computacionais; uma
tabela de exemplos de v9(G) é entdo exibida, para argumentos G de ordens peque-
nas e ¢ € {0,2,3,4}. Em particular, descrevemos v?(G) completamente quando G
é um grupo abeliano finito. Restringindo nossas consideragoes a grupos nilpotentes
G, estabelecemos que G®IG é nilpotente, sobre o qual G age nilpotentemente; con-
sequentemente, v9(G) é também nilpotente. Para o caso mais especifico de grupos

nilpotentes de classe 2, uma apresentacao bastante simplificada para v%(G) é obtida.

Palavras chaves: quadrado g-tensorial de grupos, extensoes g-centrais de grupos,

quadrado g-exterior de um grupo, g-multiplicador de Schur.
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Abstract

In this thesis we study the non-abelian g-tensor square of a group G, G®RIG, where
q is a non-negative integer, through its embedding into a new group v4(G) here
introduced. Using results of Brown, Ellis and Rodrigues-Fernandez, we establish
structural properties of the groups v?(G) and G®?G; in certain situations we obtain
a more simplified presentation for this last group. In case G is a solvable group
given by a polycyclic presentation, we obtain a convenient presentation for v4(G)
which provides computational advantages; a table of examples of v4(G) is then
constructed, for arguments G of small orders and ¢ € {0,2,3,4}. In particular
we completely describe v%(G) when G is a finite abelian group. On restricting our
considerations to nilpotent groups G, we establish that G®IG is nilpotent, over
which G acts nilpotently; consequently v%(G) is nilpotent too. In the more specific

case of nilpotent groups of class 2, a much simpler presentation of 19(G) is obtainned.

Key words: g-tensor square of groups, g-central extensions of groups, g-exterior

square of groups, Schur g-multiplier.
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Introducao

O produto tensorial nao-abeliano de grupos, conforme introduzido por
Brown-Loday [3] encontra aplicagbes em homotopia e em (co)homologia nao-
abeliana de grupos, particularmente em questoes de recobrimento. Subseqiiente-
mente, Brown [2] introduziu uma versao, médulo um inteiro nao-negativo q, desse
conceito (que denominamos de produto g-tensorial de grupos) com o objetivo de

relaciond-lo a extensoes g-centrais universais de grupos.

Uma extensao de grupos:
1l—A—F—G—1

é dita g-central, onde q é um inteiro nao-negativo, se A é um subgrupo central de

E e todo elemento de A tem ordem dividindo q.

Uma tal extensao g-central é dita g-central universal se para qualquer

outra extensao g-central:
l1—A —F —G—1

existe um unico morfismo de extensoes:

1 — A — F — G — 1

! ! !

1 — A — F — G — 1

Um dos resultados principais de Brown em [2] assegura que uma ex-
tensdo g-central é universal se, e somente se, G é g-perfeito ( isto é, gerado por

comutadores [g1, go] € poténcias ¢-ésimas g%, para g1, g2, g € G) e E é isomorfo ao



quadrado g-exterior GAYG. Um resultado andlogo ao de Brown foi obtido por Con-
duché e Rodriguez-Fernandez, em [3], para o caso de extensoes centrais relativas.
Neste sentido eles estabeleceram varios resultados envolvendo o produto g-tensorial

, M®IN, e o produto g-exterior , de dois G-médulos cruzados M e N.

Ellis em [6] observou que extensoes g-centrais universais naturalmente se
generalizam para G-mddulos g-cruzados projetivos e que estes sao determinados, a
menos de uma extensdo de grupos, por um quadrado g-exterior e um Z/gZ-médulo
projetivo. Neste mesmo artigo ele estuda a estrutura de quadrados g-exteriores
através de uma construgao mais geral, o produto g-tensorial, M ®IN, quando M e

N subgrupos normais de G.

Esta tese tem como enfoque principal o quadrado g-tensorial de um grupo
G, denotado por G®IG, via uma construcao relacionada, v4(G), aqui introduzida.
Este estudo foi motivado pelos trabalhos citados anteriormente, particularmente
pela abordagem apresentada por Ellis em [6], bem como por resultados de Rocco

em [20] e [21], aqui generalizados.

Estabelecemos propriedades estruturais dos grupos v?(G) e GRIG, ob-
tendo em certos casos uma apresentacao mais simplificada, o que apresenta vanta-
gens computacionais na manipulacao destes grupos. Isto é desejavel uma vez que
as relagoes de V(@) e conseqiientemente de GRIG, crescem rapidamente conforme

aumenta a ordem de G.

No Capitulo 1 introduzimos todos os conceitos e notagoes necessarias ao

desenvolvimento subseqiiente do nosso trabalho.

No Capitulo 2 comecamos com o quadrado g-tensorial de um grupo G,
G®IG e algumas de suas propriedades. Motivados pelo grupo v(G), introduzido por
Rocco em [2], e pelo isomorfismo do Teorema 8, [6], introduzimos um novo grupo
relacionado a G®?G e denotado por v?(G). Vimos algumas propriedades de v4(G)

e construimos um diagrama com alguns de seus subgrupos.



No Capitulo 3 restringimos nossa atencao a classe dos grupos soluveis
e obtemos uma proposicao que facilita bastante os calculos para determinarmos o
grupo (@), produzindo assim uma tabela de exemplos. No final, consideramos os

grupos abelianos.

No Capitulo 4 trabalhamos com o quadrado g-tensorial de grupos nilpo-
tentes. Obtivemos propriedades sobre as séries centrais inferiores dos grupos K
e T, concluindo assim sobre a nilpoténcia de G®IG. Como resultado principal
do nosso trabalho obtivemos o Teorema 4.21 que garante a nilpoténcia de v4(G).
Ainda neste capitulo trabalhamos com o quadrado g-tensorial de grupos nilpotentes

finitos, obtendo resultados mais gerais que aqueles obtidos em [20] para o caso ¢ = 0.

No Capitulo 5 apresentamos uma proposi¢ao que determina uma outra
apresentagao para v?(G), denotada por 07(G), que tem um nimero menor de

relagoes, para grupos G nilpotentes de classe dois e finitamente gerados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos e principais propriedades da

teoria de grupos finitos que sao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos

seguintes.

1.1

Identidades de Comutadores
Sejam ¢y, g2, ..., g, elementos de um grupo G.
O conjugado de g; por g» é dado por:
n” = g 919 (1.1)

O comutador de g; e g2 é dado por:

l91,92] = 917 (1.2)

O comutador de peso n, para n > 2, é definido por:

(915 925 -+, Gn) = [[91, -+ Gn—1]; Gn]- (1.3)

Valem as seguintes propriedades:

(i) [9,92] = 91,927 7% = [, g2 7%
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(i) (9192, 93] = [91. 951 (92, 93] = 91 93]l 93, 92] (g2, 9];
(iii ) [g1,9293] = [91, 93][91, 92]* = [91, 95[91, 92]l91, 92, 93];
(V) [g91,007" 93] [9, 957", 1) (g3, 1", 9o = 1.

Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G, denotamos por
(X), o subgrupo de G gerado por X. Se X = {ay, ..., a,} entdo escrevemos simples-

mente G = (ay, ..., ay).

Sejam H e K subgrupos do grupo G, denotamos por [H, K] o subgrupo
de G gerado pelo conjunto de todos os comutadores [h, k], com h € H e k € K.

Se Hy, Hy, ..., H, sao subgrupos de G, definimos:

(H,, Ho, ..., H)) = [[Hy, ..., Ho_1], H,]. (1.4)

Proposicao 1.1 Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G, com H < G. Entdo
[HK,HL| < H[K, L].

1.2 Grupos Soluveis

Definicao 1.1 Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia finita de

subgrupos de G':
G=Gy>G, >..>G, =1 (1.5)

na qual G; Q Gi_1, ¥i = 1,....n. Os grupos quocientes G;_1/G;, 1 < i < n, sao

denominados fatores da série.

Definicao 1.2 Um grupo G € solivel se este tem uma série subnormal cujos fatores

sao abelianos.

Seja G um grupo finito solivel cuja série subnormal (1.5) tem fatores

Gi_1/G; de ordem r;, 1 < i < n. Isto significa que G;_1 = (aj,...,a,) e a;"" € G; =
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(@ijs1,...,an). A seqiiéncia (aq, ..., a,) é chamada de AG-sistema de geradores para
GG, com as seguintes relacoes definidoras:

Ti

a;" = Wiy (Qig1, ..s 0y), 1 <0 <y (1.6)
aiaj = wij’(aj+17 "‘7an)7 1 < { < n; (17)

que sao chamadas de relagoes-poténcias e relacoes-conjugados, respectivamente.

As relagoes-conjugados podem ser reescritas coletando os geradores aj,
1 <17 < n, em ordem decrescente da esquerda para a direita. Portanto, para o dado

AG-sistema, as relagoes sao:

T

_ ai" = wian, ...ai1), I << n;
G-relacoes :

;% = ’(,Uz'j<(ln7 ...aj+1), 1< j <1< n.

Dai segue que todo elemento g € G tem uma expressao na forma normal
g=a’ra 7 ...ay, (1.8)

n—1

onde 0 <ry; <r;, 1 <1< n.

1.3 Grupos Nilpotentes

Definimos a série central inferior de um grupo G como sendo a série:
na qual 7,41(G) = [a(G), G].

Notamos que, 7,,(G)/Vn+1(G) < Z(G/Yn+1(G)) e que cada v,(G) é to-

talmente invariante em G.

Quando 7.(G) # 7.+1(G) = 1, dizemos que G ¢é nilpotente de classe c,

cuja notagao é cl(G) = c.

A seguir relacionamos alguns resultados basicos sobre grupos nilpotentes,

cujas demonstragoes podem ser encontradas em [24].
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Proposicao 1.2 A classe dos grupos nilpotentes € fechada a subgrupos, quocientes

e a produtos diretos de um nimero finito de grupos.

Teorema 1.1 (Fitting) Sejam H e K subgrupos normais de um grupo G e supon-
hamos que H e K sejam nilpotentes de classes ¢ e d, respectivamente. Entao HK

¢ nilpotente de classe no mdximo ¢ + d.

Teorema 1.2 Seja G um grupo finito. G € nilpotente se, e somente se, G € o

produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Lema 1.1 Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entao para quaisquer a,b € G

e todon € 7,

[a,b"] = [a",b] = [a,b]", (ab)™ = a"b"[b,a]®). (1.10)

Conseqlientemente, se G ¢ um grupo nilpotente de classe 2 n-gerado pelo
conjunto {z1, xs, ..., T, }, entdo pelo processo de coleta [e.g. 3], um elemento qualquer

g € G pode ser escrito da forma:

g:Hximi. H [, 21, ) 1 (1.11)
i=1 1<j<k<n

onde my, lj, € Z.

Para g € G, h € H coloque [goh] = g1, (g1 h] = g7 'g" e, para i > 1,
[gv(i+1) h] = [[gm h]u h]’ (Cf[18])

Definicao 1.3 Dizemos que a a¢ao de H em G € (direita) nilpotente de classe ¢ se
G, H ={1} e [G,.—1 H| # 1.

Em particular, se G = H e a acao é conjugacao em G entao a acao

(direita) nilpotente de classe ¢ coincide com a classe ¢ de nilpoténcia de G.

1.4 Grupos Livres e Apresentacoes de Grupos

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [11] e [13].
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Definicao 1.4 Um grupo F é dito livre sobre um subconjunto X C F' se, para
qualquer grupo G e 0 : X — G, existe um unico homomorfismo ¢ : F — G tal que
¢ (x) = 6(x), para todo x € X.

A cardinalidade de X é chamada de posto de F.

Observacao 1.1 Se escrevermos “grupo abeliano”no lugar da palavra ”grupo”na

definicao acima obtemos a definicao de grupo abeliano livre.

Teorema 1.3 Um grupo abeliano livre de postor é a soma direta de r grupos ciclicos

nfinitos.

Sejam X um conjunto, F' = F(X) o grupo livre sobre X, R um subcon-
junto de F', N o fecho normal de R em F' que denotamos por (R)F = N e G o grupo
quociente F'/N.

Definigao 1.5 Com esta notacao escrevemos G = (X|R), e dizemos que esta é uma
apresentacao de G. Os elementos de X sao chamados de geradores, e os elementos
de R de relatores. Um grupo G € dito finitamente apresentado se este tem uma tal

apresentacao com X e R finitos.

Observacao 1.2 Para cadar € R, a equacaor =1 é chamada de relacao definidora
de G.

Teorema 1.4 Todo grupo tem uma apresentacdo, e todo grupo finito tem uma ap-

resentacao finita.

Teorema 1.5 (Teste da Substituicao) Suponha que sao dados uma apresentacdo
G = (X|R), um grupo H e uma funcio 0 : X — H. Entdo 0 se estende a um
homomorfismo ' : G — H se, e somente se, para todos v € X er € R, o resultado

da substituicio de x por 0(x) em r dd a identidade de H.

Teorema 1.6 Sejam G = (X|R) e H = (Y|S) duas apresentagdes; entdo o produto

direto G x H tem a apresentacdo:

(X,Y|R,S,[X,Y]).
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Definicao 1.6 Se G = (X|R) e H = (Y|S) entao o grupo (X,Y|R,S) é chamado
de produto livre de G e H, e € denotado por G x H.

Proposicao 1.3 Seja G H o produto livre dos grupos G e H. O subgrupo comuta-
dor |G, H] de Gx H é normal. Além disso, |G, H| é um grupo livre sobre o conjunto
{lo.hllg € G.h e H g, h#1}.

Proposicao 1.4 Se G, H e K sdao grupos e : G — H, B : G — K sao homomor-
fismos com a sobrejetora e tais que Nuc(a) C Nuc(B) entao existe um homomor-

fismo v : H— K tal que ay = (3.

(6)\G /HV
>/ XK

Nuc

Nuc(a

Uma palavra no grupo G = (F|R) onde F é o grupo livre sobre

{x1, 29, ..., xp, ...} é uma seqiiéncia finita w = x;1 2.7, j > 0.

Definigao 1.7 (Transformagoes de Tietze) Consideremos o grupo G- com a apre-

sentacao:
G = {(a,b,c,...|P,Q,R,...). (1.12)

As sequintes operagoes com os geradores e relatores de G sao chamadas de trans-
formacgoes de Tietze:
(T1)Se as palavras S, T,... sdo derivdveis de P, @, R,... entao adicionamos S,

T,... nas relagdes definidoras em (1.12);

(T2)Se alguns dos relatores, digamos S, T, ... listados nas relagoes definidoras P,
Q, R, ... sao deriwaveis de outras, entao delete S, T, ... das relagoes definidoras
em (1.12);

(T3)Se K, M, ... sdo quaisquer palavras em a, b, ¢, ... entao adjunte os simbolos
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x, Yy, ... aos geradores em (1.12) e adjunte as relagoes x = K,y = M,... as relagoes

definidoras;

(T4)Se alguma das relagoes definidoras em (1.12) € da formap =V, ¢ = W,...,

onde p, q, ... sao geradores e V., W, ... sao palavras nos geradores fora de p, q,
entao delete p, q, ... dos geradores e troque p, q, ... por V., W, nas relagoes

definidoras e delete p =V, g =W,... das relacoes definidoras;

H.Tietze mostrou que dada uma apresentacao G' = (a, b, c,...|P,Q, R, ...)
para um grupo G, qualquer outra apresentagao de GG pode ser obtida por repetidas

aplicagoes de Ty, Ty, T3 e T}.

1.5 O Produto Tensorial Usual de Moddulos

Consideraremos R um anel com identidade e.

Defini¢ao 1.8 Um grupo abeliano(aditivo) M é um R-mddulo a esquerda se existe
uma fungio R x M — M, onde (r,m) — rm, tal que:
i) rim+m')=rm+rm/;
) (r+r)ym=rm+r'm;
(iii ) (r)ym =r('m);
(iv) em=m;

para todo m,m' € M, r,v" € R.

Desta mesma maneira definimos um R-médulo a direita. Se R é também
comutativo, todo R-médulo a direita M pode ser considerado um R-médulo a es-

querda definindo rm = mr, Vm € M,r € R.

Definicao 1.9 Se M ¢é um R-mddulo a direita, N um R-mddulo a esquerda e G um
grupo abeliano aditivo entdo uma funcao R-biaditiva é uma aplicacdo f : MxN — G
tal que:

(1) flm+m' n)=f(m,n)+ f(m n);

(ii) flm,n+n')=f(m,n)+ f(mn);
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(iii ) f(mr,n) = f(m,rn);

para todo m,m' € M, n,n’ € N er € R.

Sejam M um R-médulo a direita e N um R-moédulo a esquerda. Defini-

mos um produto tensorial de M e N da seguinte forma:

Definicao 1.10 Um produto tensorial de M e N, denotado por M®yz N, é um grupo
abeliano T junto com uma fun¢ao R-biaditiva ¢ tais que, para todo grupo abeliano
G e toda funcao R-biaditiva f : M x N — G, existe um unico homomorfismo

]7: T — G tal que o sequinte diagrama é comutativo.

M x N

T

it

Proposicao 1.5 (c¢f. [16]) Se M e N sdao grupos abelianos finitamente gerados com
M ou N finito entdo M®QzN € finito.

Proposigao 1.6 (cf. [16]) Se p e q sao nimeros primos entre si entao Z,QzZ, € o

grupo trivial, onde Z, = 7 /pZ.

1.6 O Produto Tensorial Nao Abeliano de Grupos

O produto tensorial nao-abeliano dos grupos G e H, denotado por G ®
H, introduzido por Brown e Loday (cf. [3]), generaliza o produto tensorial usual
G/G'®zH/H' dos grupos abelianizados, sob a hip6tese de que G' e H agem um sobre

o outro.

Mais especificamente, dados os grupos G e H um agindo sobre o outro,

a direita,
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GxH — G HxG — H

(9,h) = 4" (h,g) — N
de maneira que para g, g; € G e h,hy € H,

gh91 _ ggl*1hg17 hghl — hh1719h1 (1.13)

onde G e H agem neles mesmos por conjugagao, entao o produto tensorial nao-
abeliano G ® H é definido como o grupo gerado pelos simbolos ¢ ® h, g € G e

h € H, sujeito as relagoes:

991 @ h = (¢" @ h?")(g1 @ h)

9@ hhy = (9@ h)(g" ® k™)
para todo g,91 € G, h,h; € H.

Quando G e H atuam um sobre o outro e satisfazem (1.13) dizemos que

as agoes sao compativeis.

Uma vez que a a¢ao por conjugacao de um grupo G sobre si mesmo sa-
tisfaz (1.13), o quadrado tensorial ndo-abeliano de um grupo G, G ® G, pode sempre

ser definido.

Se G e H sao subgrupos normais de um grupo E podemos considerar a

acao de um subgrupo sobre o outro dada pela acao do grupo maior, E, sobre eles.

Buscando dar um tratamento grupo-teorético ao estudo sobre o quadrado
tensorial ndo-abeliano de grupos e valendo-se do calculo de comutadores, Rocco (cf.

[20]), introduziu um operador v na classe dos grupos, definido a seguir.

Sejam G um grupo arbitrario, G¥ isomorfo a G através do isomorfismo

v :g+— g%, Vg € G. Define-se o grupo v(G), em [20],

v(G) = (G,G?|g1, 92"1" = [91*, (92")7] = [91,92"1"", Va1, 92,95 € G).
Consideremos o seguinte subgrupo de v(G):

T(@Q) = [G.G¥].
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A relagao entre v(G) e G ® G é dada pelo seguinte resultado:

Proposicao 1.7 [21] T(G) = G ® G, através do isomorfismo g @ h — [g, h?],
Vg, h € G.

Proposicao 1.8 [21] Vale o isomorfismo:

V(G) 2 (T(G) x G) x G?.

Lema 1.2 [20] As seguintes relagoes valem em v(G):

(i ) [gl 92 ][93 94 ] — [gl 92 ][93 g4i

(i) [91,92%, 93] = 91, 92, 957] = 91, 92%, g5%] =
[91 ,92,93] [91%9%93@] = [91@792@:93];

(iii ) [

(iv) [

para todo g1, ga, g3, 91 € G.

g1, 1%] € central em v(G);
9:9°] =1, Vg € G';

Lema 1.3 [21] Sejam x, y elementos de G tais que [z,y] = 1. Entdo:

(i) [2"y7] = o, y?]" = [z, (y?)"], Vn € Z;
(ii ) Sex ey sao elementos de tor¢cao de ordens o(z) e o(y), entdo o([x,y¥])
divide mdc(o(z), o(y)).

Teorema 1.7 [21] Sejam G e G¥ grupos isomorfos finitos soliveis e distintos dados
pelos AG-sistemas {ay, ...,a,} e {by,...,b,} respectivamente. Entdao,

5(G) := (a1, ..., @n, by, .., bp|G — rel., G¥ —rel., [a;, bj]% = [a;%, b;"] = [a;, b;]",
1<14,5,k <n),

¢ uma apresentacao de v(G).

Teorema 1.8 [7] Se G e H sao grupos finitos entao G @ H finito. Se além disso,
G e H sao p-grupos entao G @ H também €.

Definicao 1.11 Um mddulo cruzado é um homomorfismo de grupos p : M — P

jgunto com uma ag¢ao de P sobre M satisfazendo as sequintes condigoes:
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(i) w(m?)=ptu(m)p, Vpe P,me M;

(i) m =m Ymym, Ym,m; € M.

Proposicao 1.9 [4]

(i) Existem homomorfismos de grupos A\ : G® H — G, n: G® H — H tais

que:

Mg®@h)=g'g"

ulg @ h) = h™9h;
(ii ) os homomorfismos A, pu com as agoes de G e H em G ®@ H dadas por:

(1 @h)? = g @

(g®@ )" =g"®h"

para g,g1 € G e h,hy € H, sao modulos cruzados.

De acordo com o isomorfismo da Proposigao (1.7), podemos reformular

o resultado de Bacon em [4], da seguinte maneira:

Proposi¢ao 1.10 [20] Para todo g,g1 € G e h,hy € H temos:

(i) [g7" )0 = [g,h?] " = [g, (h=1)?];

(ii) [g.h ] [91 h?)lg, h?] = [g1, ha®10" = [g1, ha?109" = [go, ha?M 0
(iii ) [97'¢" m®] = [g.h?] " g, h#]™

(iv) [, (h~ gh)] lg, h?]79[g, h?];

v) g, 2 (g1, ma®]) = [g7"g", (b~ h1)?].

Lema 1.4 [1] Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entdo para quaisquer x,y €

G e quaisquer inteiros m,n
[, (y")?] = [, y? )"y, [2, 9)7)" ) [z, [, ] 7] E) (1.14)

Observacao 1.3 Deste resultado seque que se G € nilpotente de classe 2 com x € G

ey € G entao " Qy" = (z @ y)".



1.7 O g-Multiplicador de um Grupo 15

Nakaoka (cf. [17]) introduziu o operador 1 que generaliza o operador v
para o caso de dois grupos G e H que agem um sobre o outro de maneira compativel.

Considerando H¥ uma cépia de H, onde ¢ : h — h¥ Vh € H, entao:

(G, H) = (G, H?|[g,h¥]" = [¢", (h")*] = 9, h¥]"", Vg, 91 € G, Yh € H).

Observamos que se G = H e a agao é a conjugacao, entao n(G,H) =

v(Q).

Nesta situacao mais geral valem resultados semelhantes aos das

Proposigdes (1.7) e (1.8), quais sejam:

Proposigao 1.11 [16]

i) [G,H?| =G H;
(i) n(G,H)=(|G,H*] xG) x H.

1.7 O g-Multiplicador de um Grupo

Seja Ho(G,Z,) o segundo grupo de homologia do grupo G com coefi-
cientes em Z,, onde ¢ é um inteiro nao negativo. A férmula de Hopf para o segundo
grupo de homologia inteiro Ho(G,Z) (cf. [15]), junto com a seqiiéncia exata curta

dos coeficientes:

xq
Z— 17— 7L, (1.15)
nos da a férmula:
Hy(G,Z,) = RNF'F? ] RIR,F) (1.16)

onde R — F — (G é uma apresentacao livre qualquer de G.

Definicao 1.12 Definimos o g-multiplicador de um grupo G como o grupo quociente
R/RYR, F|, e denotamos por M(G).



Capitulo 2

Uma Construcao Relacionada ao

Quadrado ¢-Tensorial

Neste capitulo apresentamos o conceito de produto g-tensorial de grupos
G e H (cf. [6]) através de sua apresentagao, e introduzimos um novo grupo denotado
por v((), estabelecendo algumas propriedades destes grupos. O Diagrama 1 exibe

aspectos estruturais de v4(G) contemplando alguns de seus principais subgrupos.

2.1 O Produto g-Tensorial de Grupos

Sejam G e H dois subgrupos normais de um grupo E. Seguindo FEllis,
definimos o produto g-tensorial de G e H, GRYH, para ¢ > 1, como o grupo gerado
pelos simbolos g ® h e {k} para g € G, h € H, k € G N H, sujeito as seguintes
relagoes para g,q1 € G, h,h; € He k,k' € GNH:

9@ hhy = (9 ® hy) (g™ @ h™) (2.1)
g0 @ h = (g7 @ h")(g1 @ h) (2.2)
(g h)® =g" o n (2.3)

+i

1y = (0 0 ) (24)
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{k}, (K} =k @k (2.5)

{lg, h]} = (g @ h)". (2.6)

Para ¢ = 0, seguimos [3] e definimos o produto 0-tensorial G®°H como
o grupo gerado pelos simbolos g ® h, para g € G, h € H sujeito as relagoes (2.1) e

(2.2), ou seja, como o produto tensorial ndo-abeliano G ® H.

Observagao 2.4 As relagoes (2.1) e (2.2) sdo relagoes de comutadores em grupos,
e as relagoes (2.3) a (2.6) podem ser vistas como abstragoes das identidades que

aparecem em apresentagoes por poténcias e comutadores (P.C.P.).

Definicao 2.13 O produto q-exterior de G e H , denotado por G N1 H, € definido
como o quociente de GRYH pelo subgrupo normal gerado pelos elementos da forma

k®k, onde ke GNH.

Teorema 2.9 [5] Sejam G e H subgrupos normais de um grupo E, e ¢ > 0, entao:

(i) O homomorfismo:
0: GR'H — G
geh — lg,h
{k} — K
¢ um E-maodulo q-cruzado com E-ac¢ao dada por:

(g@h)* =g"®h"
{k}* = {k"}

(ii) Para r > 1 existe uma sequéncia exata: GRTH 2, Ge'H —

GNH/GiH — 1 onde, G§H denota o subgrupo de E gerado pelos
comutadores [g,h| e pelas g-ésimas poténcias x? para g € G, h € H e

x € GNH e o homomorfismo ¢ é definido por:
¢: g&h — g®h

{k — {1
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(iii ) Se GNH =GiH, entao GR'H = GNH;

(iv ) Se[G,H] =1, entao G®H = (G/GHG) ®z (H/H1H)

Neste e nos demais capitulos deste trabalho nos dedicamos ao estudo de
uma contrucao relacionada ao quadrado g-tensorial de um dado grupo G, GRIG,

fazendo o uso de técnicas grupo-teoréticas.

2.2 O Grupo V/(G)

Sejam G e G¥ grupos isomorfos através do isomorfismo ¢ : g —— g%,
Vg € G e K = {{k}|k € G} um conjunto de simbolos, um para cada elemento de
G (para ¢ = 0 seja K o conjunto vazio). Seja F'(K) o grupo livre sobre K e seja
v(G)* F(K) o produto livre do grupo v(G) com F(K), onde v(G) é o grupo definido
no Capitulo 1 (cf. [21]).

De acordo com a estrutura de v(G) temos que G e G¥ estdo imersos
no produto livre v(G) % F(K). Sendo assim, identificaremos os elementos de G
(respectivamente G¥) com suas respectivas imagens em v(G) x F'(K). Consideremos

J o fecho normal em v(G) x F/(KC) dos elementos:

g H{k}g {k9 (2.7)
(95) " {k}Had) (k) (2.8)
{£} g1 92"k} ™, (92")7] 7 (2.9)

Gy Ry T ) 210)

[{k}, AR H] IR, (R)2] (2.11)

{lgr. 951} g1, 9517 (2.12)
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para {k},{k'} € K,91 € G e g% € G¥.

Vamos indicar por v4(G) o grupo (v(G) x F(K))/J.

Observagao 2.5 Note que para ¢ = 0 os conjuntos de relagoes (2.7) a (2.12)

também sdo vazios e, conseqiientemente, v(G) x F(K))/J = v(G).

Portanto o grupo v9(G) tem a seguinte apresentagao: vi(G) =
(G,G¥ K|S,R), com S = {S1,5}, que sao as relacoes definidoras de v(G), e
R = {Rlu R27 R37R4a R57 RG}) onde:

S1: g, (93°)7] = g1, 9517 (2.13)

Sy : [9f", (98°)7) = lo1, 951% (2.14)

Ry (k)% = (ko) (2.15)

Ry : {k}*7 = {k92} (2.16)

Ry : g1, 951" = [gF" (95")7] (2.17)

Ra: (6K} = {k} H[k RN (218)
Rs : [{k} {K'}] = [K7, (K")7] (2.19)

Rs - {lg1, 921} = [g1, 92"]" (2.20)

para gi, 92,93 € G e V{k},{k'} € K.
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Observagao 2.6 Pelo conjunto de relagoes Rz temos que o subgrupo de vi(G) ger-
ado por IC, (KC), normaliza o comutador |G, G¥] em v4(G). Denotaremos por T¢(G)
o subgrupo normal de v1(G): |G, G?].(K).

Nosso primeiro resultado relacionando v?(G) ao quadrado g-tensorial,

G®1G, generaliza um resultado de Rocco (cf. Proposicao 1.7).

Teorema 2.10 Vale o isomorfismo:

TI(G) = G @' G. (2.21)

Demonstracao:

Primeiro consideremos |G, G¥| (KC) como subgrupo de (G * G¥) (K), no-

tamos que [G, G¥] é um subgrupo normal de (G * G¥).
Observemos que [G,G%] (K) admite a¢oes de G, G¥ ¢ K dadas pelas
relacoes definidoras de v%(G). As seguintes propriedades valem em [G, G¥] (K) :

[91,9%)° = [919. 951[g1, 951" (2.22)

(91,951 = [91,9°T " [91. (929)"). (2.23)

Seja,

pe [G,GPI(K) — GG
91, 95] — g1 ® g2

{ky = {k}

Temos que Y(G) é o quociente de [G, G¥] (K) pela relagoes definidoras de
v9(G); usando as identidades (2.22) e (2.23) para reescrever essas relagoes , obtemos

T9(G) como o quociente de [G,G?] (K) pelas seguintes relagoes:

(9192, 95] = [97%, (95°)%11g2, 95|

91, (9293)7] = [91, 95197, (95°)%]
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g1, 951t = [gF", (g5")¢)
. )

ek} = T e
(k). (] = [k, (k)7

{lg1, 921} = [91, 9517

Mas essas relagoes sao levadas por p nas relagoes definidoras de G ®7 G;
portanto p induz um epimorfismo de T9(G) em G ®7G (que também indicamos por
1)

Consideremos a aplicacao

T: GRIG — TIG)
q®g > [91,95] -
{ky — K}
Temos que 7 também é um epimorfismo, e como p-7 = 1y e 7+ 1 = lggag, segue
o isomorfismo desejado, isto é, T4(G) = G ®1G. O

O resultado a seguir, cuja demonstragao foi baseada num resultado seme-
lhante de Ellis em [6], é uma generalizagdo de um resultado obtido por Rocco para
q = 0 (cf. Proposicao 1.8), e desempenha um papel importante no desenvolvimento

subseqiiente do nosso trabalho.

Teorema 2.11 Eziste um isomorfismo:

v(G) = ((GeIG) x G) x G¥. (2.24)

Demonstracgao:
Temos que v1(G) = v(G)x F(K)/J e TI(G) = [G, G?|(K) <v(G) e além
disso, T9(G) = G®?G. Podemos formar o produto semi-direto (GRIG) x G usando
91, 9217 = 929, (927)%]
{k}? = {K}

Além disso existe uma agao bem-definida de G¥ em (G®YG) x G dada

a agao de G sobre GRIG dada por:

por:

(7-7 gl)g‘P = (Tg*” [gv glip]v gl)
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onde 7 € GRIG, g1 € G e g¥ € G¥.

Com estas agdes podemos considerar o produto semi-direto ((G®IG) X

G) x G%.
Seja 1 : v(G) * F(K) — ((G®G) x G) x G?, 0 homomorfismo definido
por:
¢(91) - (17917 1)7
w(g?o) = (17 1792¢)7
v({k}) = ({k}, 1,1).
E facil ver que J C ker(¢), e assim 1 induz um homomorfismo bem-
definido ¢:

6 (Q) * F(K))J — (GAG) x G) x G¥ (2.25)

Temos o seguinte diagrama comutativo:

T4(G) V1(G) G x G¥

: w :

GRIG (GRIG) x G) x G? G x G¥

Onde ¢’ é a restricao de ¢ a TI((G). Mas temos que ¢’ é um isomorfismo,
¢

e assim segue o resultado desejado.

A seguir identificamos o segundo grupo de homologia do grupo G' com
coeficientes no G-médulo trivial Z,, Hs(G,Z,), com uma segao do grupo v?(G).

Para isto consideremos as seguintes aplicacgoes:
p: V(G — G
g |
g¥ —

{k} +— k¢
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p=plrie: TG — G
[91,92%] +— 91,92
{k‘} — k4
Agora consideremos os seguintes subgrupos:
01(G) = ker(p); (2.26)
pl(G) = Ker(p) = TUG)NOYG); (2.27)
ANG) = (9,971 g€ G) < pi(G). (2.28)
Como, 01(G) < vi(G), segue que O(G)T(G) é um subgrupo de v4(G).
Também temos que:
TG/ (G) =2 Im(p) = G'GI. (2.29)

Teorema 2.12 Seja Hy(G,Z,) o sequndo grupo de homologia do grupo G com co-

eficientes no G-mddulo trivial Z,. Entao p4(G)/AYG) =

Demonstracao:
Seja F' / R uma apresentacao livre de G.

Em [6], temos que :

GANG = F'F'/ RR,F).

E pelo isomorfismo (1.16), Capitulo 1, segue que:

Hy(G,Z,) = (GAG)N R/ RIR, F].

Mas,

R/ RYR,F| = MYG): q— multiplicador de G.

Hy(G,Zy,).
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Ou seja,

Ho(GLZ,) = (GATG) N (MUG)).

Temos a sequéncia exata:
Hy(G,Z,) - GANG L @
onde (8 é induzida por p'. Logo , ker(8) = Hi(G,Z,).
Mas, pi(G)/AYG) = ker(f). E assim segue o isomorfismo:
§(G) | AG) = (G,

Observacao 2.7 Uma outra formulacao deste resultado foi obtida por McDer-
mott (cf. [14]).

Proposigao 2.12 [2] Se G é g-perfeito entao YU(G)/AYG) € a inica extensdo g-

central universal de G, a menos de isomorfismos.

Com os resultados e notagoes apresentados acima, obtemos o seguinte

diagrama:
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Diagrama 1

vi(G)

TG)0(G)

0(G)

\ Hy(G,Zq)

{1}



Capitulo 3

O Quadrado ¢-Tensorial de um

Grupo Soluvel

Neste capitulo abordaremos algumas propriedades do produto g-tensorial
de grupos soluveis, propriedades que sao preservadas e as séries centrais dos grupos
envolvidos. Construiremos também uma tabela de exemplos de grupos v4(G), para

grupos G de ordem pequena, e seus principais subgrupos.

Consideremos G' e G¥ grupos soluveis, finitos, distintos e isomorfos dados
pelos AG-sistemas {ay, ...,a,} e {b1,...,b,}, respectivamente, onde ¢ : G — G¥
¢ um isomorfismo tal que a; — b;, ,1 < ¢ < n. As correspondentes relacoes
poténcias-conjugados satisfeitas por estes sistemas sao chamadas de G-relagoes e

G¥-relagoes.

Sejam S’, R}, R, e R} as relagoes correspondentes as relagoes S, Ry, Rs

e R3 consideradas para todos g € {ay,...,a,}, g° € {b1,...,b,} e para todo {k} € K.

Proposigao 3.13 Os conjuntos de relagoes {S’, R}, R, Ry} e {S, Ri, Ry, Rs3}

sao equivalentes.

Demonstracao:
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A demonstracao para o conjunto de relagoes S foi feita em [20].
Agora consideremos g; = a...a® e gy = a?*...aP", elementos quaisquer
de G, onde 0 < a;, 3; < 1j,1 < j <n. De acordo com (1.8).
i) R
Por hipétese temos que : {k} = {k9}, Vg € {aq, ...,a,}. Dai,

{k} = g1 {k}gn
=a, " ...a; *a]; “"{k}aTrag?...an"

—ap
n

Qn

=a,*...a;a; " ...a; (a7 {k}Yay)ay...a1.a52...a®

—Qn
n

Qn

—ao —1 —1 ay [
way*aray {k" Yay.aq.09? . al

=a

Como k™ € @G, segue que {k} € K e podemos entdo seguir assim

repetidamente, de maneira que obtemos a seguinte igualdade:
{k}9" = {k'}, para todos k, g; € G.
(ii) R
De maneira analoga temos que:
{k}95 = {k}, ¥ g € G¥.
(iii ) Rs
Por hipdtese, temos que:

g, h?1HY = [g¥", (h¥")#)

para todos g € {ay,...,a,} e h¥ € {by, ..., b, }.

Considere ay, as e ag geradores de G. Entao segue que:

[ar, af]™) = [a}", (a5")7] (3.1)

[az, a$]") = [a3", (a5")7] (3.2)

para todo k € G.
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Primeiramente mostraremos que:

[a1az, a1 = [(ara2)™, (a5™")?)]

Pois,

[a1as, af]™ = ([ay, af]™[as, af])
= [a’h ag]m{k} [CL?? a?]{k}
= [ai, ag](az{k}agl)az [az, af]™

—1
= [ab ag]{k 2 a2 [a2? a?]{k}

-1 -1
=" " (@l ")) 4y, af) B

-1 -1
k)% ka)® a
=" (@))% [0, af) B

= a2 (@R )02 ay, o)

= [a*"", (a5*")?][az, af] ™).

Por outro lado,
[(alaz)kq; (a’gfq)“"] = [alququ7 (agq)@]

= [(a1)™, (a§")?1%" a5, (a5")7]
= [(al)kqa (agq)w]quaqu las, a3¢]{k}

= [ala ag]aqu [a27 a3@] {k}

agkq7 (aaqu)w] as, a3¢]{k}

= [a1 3

Entao,
[alag,ag]{k} = [(aya)™, (aé:q)gp].

Procedendo desta maneira, segue o resultado.

Tendo em vista o teorema acima, podemos diminuir os calculos dos

exemplos que envolvem grupos soliveis, pois diminuimos assim o nimero de relagoes.
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3.1 Exemplos

Com o objetivo de visualizarmos o grupo v9(G) e seus principais subgru-
pos comegamos construindo um grupo de ordem pequena, v3(Ss). Neste exemplo

podemos utilizar a Proposicao 3.13, o que facilita bastante os calculos. Temos que:

Sz = (a1, az | ar®, az®, a1®* = ar ™) (3.3)

S3% = (by, by | b1°, b®, b = b7 Y) (3.4)

e que o levantamento de S3, denotado por K, é o grupo gerado pelo conjunto:

{2172’272’3,24,25,2?6}, Onde 21 = {1}; 2o = {a1}7 3 = {CL12}, Z4 = {CLQ}, 25 =

{a1as}, z6 = {a;%as}. Entao inicialmente temos a seguinte apresentacao de v3(Ss3):

3 3
v (SS) == <CL1, a2, b17 b27 21, 22, 23, 24, 25, Z¢ ‘ ai,

a227 a1d2 :al_ly b137 b22a b1b2 :b1_17 S’ R> (35)
onde S e R sao dadas em (2.13) a (2.20).

Pela Proposicao 3.13, nos conjuntos de relagoes S, Ry, Ry e R3 consid-

eraremos apenas as relagoes envolvendo os elementos geradores do grupo v3(S3).

Dessa maneira obtemos uma apresentacao de v3(S3) com 10 geradores e
130 relagoes. Usando transformagoes de Tietze no sistema GAP (cf. [9]) reduzimos

a apresentacao, chegando a 5 geradores e 15 relacoes.

O grupo [S3, S3%] é trivial e K é isomorfo a Cy. Portanto, pelo isomorfismo
em (2.21), temos que S3®3S3 é isomorfo a Cy. Pelo Teorema 2.11 segue o seguinte

isomorfismo:

1/3(Sg) = (Cg X Sg) X 834’0 (36)

Usando o sistema GAP construimos a tabela a seguir, que exibe exemp-
los de (@) para alguns grupos nao-abelianos G de ordens pequenas, para g = 2, 3
ou 4. Calculamos para cada grupo G, e inteiro ¢, a ordem de v(G) e identificamos

alguns subgrupos importantes.
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Tabela 3.1:
GRUPO G | q | v4(G)| V1(Q) GRIG G,G?] | K
Dy 0| 24 (Cy x Co*) % Dy Cyx Co® | CyxC* | 1
D, 2 256 ((Cy x Co) x Dy) x Dy | Cy x Cy Cy Cy
D, 3 128 (Cy x Dy) x Dy Cs 1 Cy
D, 4 128 (Cy x Dy) x Dy Cy 1 Cy
Ss 2 144 (Cy x S3) % S3 Cy Cy Cy
Ss 3 72 (Cy x S3) % S3 Cy 1 Cy
Sy 4 144 (Cy x Cy) x S3) xS Cy x Oy O, Cy
Qs 0| 2'2 (Cy? x Co?) x Qg Cl2xC|CP2xC2| 1
Qs 2 128 (Cy x Q) X Qs Cs Cy 1
Qs 3 64 (1 x Qg) Qs 1 1 1
Qs 4| 2048 (TCy x Qg) % Qs TC, T Cy
Ds 2| 400 (Cy % Ds) x Dy Cy Cs Cy
Ds 3] 200 (Cy x Ds) x D5 Cy 1 Cy
Ds 4 200 (Cy x Ds5) x Dy Cy 1 Cy

onde T' é o grupo abeliano elementar de ordem 16 e os casos em que ¢ = 0 foram
obtidos em [20].

Agora, se G é um grupo abeliano, vimos no Teorema 2.9 o seguinte

isomorfismo:

GRIG = (G/GY) @ (G/GY). (3.7)

Temos que v?(G) foi definido como o produto semi-direto ((G®IG) x
G) x G¥, onde na constru¢ao de (G®IYG) x G consideramos a seguinte a¢ao de G
sobre GRIG:

(91, 927)° = [, (92%)%]

{k} = {+}

para g1, 92,9 € G e {k} € K.
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Na construcao de ((G®IG) x G) x G¥ consideramos a seguinte agao de
G¥ sobre (G®IG) x G-
(9" = (7"[g,2%],9)
onde 7 € GRIG e g,x € G.

Portanto quando consideramos G um grupo abeliano, a agao de G em
G®IG é trivial, ou seja, (GRIG) x G = (G®IG) x G. E a agdo de G¥ em
(G®IG) x G é dada por:

(1,9)"" = (7lg,2%],9).

Sendo assim,
vI(G) = ((GRIG) x G) x G¥ (3.8)

com a acao dada acima.

Primeiro consideremos o caso em que med(q,n) = 1 e G é o grupo ciclico

de ordem n, C),.

Neste caso, G = G, e dai G/G? é trivial e pelo isomorfismo em (3.1)

segue que GRIG também ¢é trivial. Logo,

VI(C,) = Cp x C¥.

Agora no caso em que mdc(q,n) = d # 1, G* = ()4, e entdo a ordem

de G/G7 é d, ou seja, G/GY = C,. Portanto,

GRIG = Oy ®; Cqg = Cy.

Segue que:

vi(Cp) = (Cqgx Cp) xCy?¥ (3.9)
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onde C,¥ é isomorfo a C,, através do isomorfismo .

Logo, se considerarmos Cy = (z|z%), C,, = (y|y™) e C,¥ = (z|2"), tere-

1mos:

z

viIG) = (z,y, 22 y", 2", (2, 9], [2, 2], y° = ya™).

Finalmente seja G um grupo abeliano finito. Entao G é o produto direto

de um numero finito de grupos ciclicos finitos. Suponhamos que G' = Cy, x Cy, X

. x Cy, ¢ G = (x1,29,...,x5), onde (x;) = Cy, , para i = 1,... k, e d;|d;1+1, para
i=1,.k—1.

Neste caso, G/G? = Cy x Cyyr X ... x Cg s, onde d; = mde(q, d;), para
i=1,...,k. Portanto, d;'|d;;," e

G®QG = (Odll X Cd2/ X ... X Cdk') X7 (Cdll X Cd2/ X ... X Cdk')

Mas o produto tensorial usual se distribui sobre o produto direto, e como

Cqy®@2Cq; = Cyy, para todo k > j > i, segue que:

q ~ —
GRIG=Cgyr.. x Cgyr X Cgyr X 0. X Cpyr X . X Oy 1 X Cy 10 x Cyr =

= <U11,1112, ...,’Ulk,l}gl,vgz, "'71}219—17 ...,’Uk1>

E temos a seguinte apresentacao de v4(G):

d;.’
J
<0117'U127 ceny U1y, V215 U295 vy U2y ooy Ukyy Ty ooy Ty Y1, "'7yk|[/0iavj]7vij ’

[/Uia xj]a [Uiayj]a xidia yidivxiyj = mivija v Z)] = 17 () k)



Capitulo 4

O Quadrado g-Tensorial de um

Grupo Nilpotente

Neste capitulo calculamos as séries centrais de alguns subgrupos im-
portantes de v(G).Fazemos um estudo sobre a nilpoténcia de GRG e de v(G).

Posteriormente trabalhamos com grupos nilpotentes finitos.
Para simplificar a notagdo denotaremos o subgrupo (K) de v?(G) por K.

Usaremos a seguinte proposicao para calcularmos a série central inferior
do subgrupo K de v(G).

Proposicao 4.14 Sejam x1,,...,x, € G. Entao, em vi(G), temos a sequinte
tqualdade:

{1} o {zn_ o {xn )] = [0199, .., xn_l(e”‘l)q, (x,"1)%], para todon € N, n > 2.

onde e; = 1, para todo 1 =1,...,n.

Demonstracao:

Usaremos inducao sobre n. Primeiro consideraremos n = 2 e provaremos

que para quaisquer x,y € G e eg, ey € {1, —1},

[{x}elv {y}62] = [xqv (yq><p]'

O caso e; = e = 1 segue da relagdo Ry de v4(G).
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Consideremos agora o caso e; = —e; = 1. Comecamos observando que,
por R4a
Loy ={1} ={yy ™'} = {y}H )y},
ou seja,
q—1
W =1l " Ny "= Flyy )y ')
i=1
Portanto,

(e} ) = b £y D™ = Had o Nl Fn 10,

Onde,
Ko}, fly D] = 2% f(y,y™)]
por R,
— e T ) =
e [ )l )
= ol D [ ]l (y~H)e 7,
Mas,
[y (Y =y ()L 2 =y ()2,

pelo Lema 1.2,
= [y y L @) = [y (] (@) = 1

Abrindo o comutador
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de maneira andloga ao caso anterior, e fazendo o uso dos mesmos argumentos repeti-

das vezes, segue que [{z}, f(y,y~!)] = 1. Portanto,

{a} A1 =Hat Ay '}

Os casos e; = —eg = —1 e e; = e; = —1 seguem por simetria.

Suponhamos, por inducao, que para quaisquer xi,s,...,T,_1 € G e
l17l27 "‘7ln—1 € {]-7 _1}7

[{xl}lla {xQ}ba ) {mnfl}ln_l] = [$1QZlﬂx2ql27 XX (xnflqln_l)w]'

Se x,, também é um elemento de G e [,, € {1,—1}, entéao

e O o o o U P GO N R P (o
= [{xl}llﬁ {x2}l27 0 {$nfl}ln_l]71[{l’1}ll, {.%'2}12, . {xnfl}l"—l]{xn}l"

= [xlllqa lezqa EX3) (mn—lln_lq)w]_l[xlllqa x212q7 EEES) (xn—l " 1q) ]{xn}l"
pela hipotese de indugao.

Se e, = 1, por R3 segue que

Ho} o {maat {za}] =

= [2119 229, L (2 D)) T B 0 (1)) =

= [[xlllqa HS) (xnflln_lq)cp]aan] = [xlllqa cey xnflln_lqa (an)w]a (41)
pelo Lema 1.2.

Se e, = —1,

[{xl}h? XS {xn—l}hklv {xn}_l] = [[x111q7 x2l2q7 [RED) (In—llnilqyp]v {xn}_l] =
- [[$1l1q7 x212q7 ) (In—llnilq)@] (CL’n, Tn ){J?n_l}]

- Hxlllq’ x2l2q’ Y (;C ln 1q> ] {xnil}][[ ha ) L2 q7 A (xnilln71q><,0]’ f(wny $n71>]{wn_1}'
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Reescrevendo f(,,z, '), como no primeiro passo de indugao, e usando

a Proposicao 1.10, segue que
Hxlllqv x2l2q7 L) ($nflln71q>w]7 f(xna xnil)] = 17

e, por (4.1), temos que

[[xlllq, o129 L (xn,ll”‘lq)“p], {z, '} = [xlllq, ooy Ty 1Y (x,~9)%].
Portanto,
Ha 3 o {ze Yt {7 = [299  2p  (2,7 )7,
seguindo assim o resultado desejado. O

4.1 A Série Central Inferior de K

Proposicao 4.15 Em v(G) temos a segquinte propriedade:

Y(K) C [vi-1(G?), (G?)?], para todo i € N, i > 2.

Demonstragao:

Primeiro consideraremos ¢ = 2. Temos que,

72(K> = <[k7k/] ‘ k7k/ € K>

Para provarmos que 72 (K) C [G?, (G7)¥] usaremos indugao sobre o com-

primento das palavras em K, lembrando que K = ({z}|z € G). Sejam,

Ty = {al}ll7 Ty = {a2}127 vy Ty = {am}lma

n = {bl}h? Yo = {bZ}T27 vy Ym = {bm}rm>

palavras em K de comprimento 1, onde [;,r; = %1, para j = 1,...,m. E sejam

t1 = [z1, 1], st = [T, Ym] elementos de o (K).

Pela Proposigao 4.14, segue que t; = [z;,y;] € [G?,(G?)¥], e assim t =
tita...ty € [G9, (G)?].
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Agora suponhamos, por inducao, que se u; e v; sao palavras quaisquer
em K de comprimento r — 1 e s — 1, respectivamente, para j = 1,...,m, entao

(U1, V1] [, V] € [GY, (G9)?].

Sejam x; e y;, para j = 1,...,m, palavras em K de comprimentos r e s,

respectivamente. Podemos escrever

z; = ui{a}, y; = vi{b;}

onde u; e v; sao palavras em K de comprimentos r — 1 e s — 1, respectivamente, nos

geradores de K. Portanto,

t; = [y y5) = [w{ag}, ;{053 = [y {0119 [y, 0] {05}, {0, [{ay ), 0]

Mas pelo primeiro passo de indugao,
[{a;},{b;}] € [G*, (G*)7]
e, por R3 e a hipdtese de indugao, os comutadores
[, {031, Tuag, vy OO0, [{ag), 0] )

pertencem a [G?, (G?)%].

Portanto, t; € [G9,(GY)¥], para j = 1,...,m, e assim t = t1ts...t,, €
(G, (G)?].

Logo, 12(K) € [G7, (G7)7].

Procedemos agora por inducao sobre n, admitindo que ~,(K) C

s (G, (G9)9). )

Para provarmos que v,11(K) C [v,(G9), (G?)¥] usaremos indugao sobre

o comprimento das palavras em K.

Primeiro consideremos as seguintes palavras em K de comprimento 1

211 = {%1}1“7 ooy Rl(ntl) = {$1(n+1)}ll(”+1>, ey

Zml = {xml}lmly ey Zm(n+1) = {xm(n+l)}lm(n+1)

onde [;; = %1, parai=1,...,mej=1,...,(n+1).
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Sejam,

t; = [Zih ~---7Zin7zi(n+1)] = [[Zila ey zin]azi(n+1)]

para i = 1,...,m, elementos de ~,,1(K). Pela hipétese de indugao, [z, ..., 2in] €
[n-1(G?), (G")?].

Para (21, ...., zin] = [a,b?], onde a € 7,_1(G?) e b € G, temos
t; = [[a, b%], {xi(n+1)}l“"+1)] = [[a, b%], (xi(n+1)Q)li(n+1)] = [[a, 0], ((xi(n+1)li(n+1))q)§0]’
pela Proposigao 4.14, e assim, ¢; € [v,(G?), (G9)¥]. Portanto,

t= tltgtm c [’)/n(Gq), (Gq)cp]
Suponhamos, por indugao, que se 1, ..., Upn(n+1) S0 palavras em K, onde

U1, Uga-.., Uj(n4-1) t€M comprimentos 71 —1, rp—2,..., 7,41 —1, respectivamente, para

1=1,...,m, entao,

1= [u117 D) ul(n+1)]a ey b = [umla '-'aum(n+1)]
et=t..ty, € [1(G?),(G9)?].

Sejam S;1, ..., Si(n+1) palavras em K de comprimentos 71,72, ..., Tnt1,

respectivamente, para ¢ = 1,...,m. Podemos escrever,
sij = u{x;;}, para j=1,..,n+1, eparai=1,...,m

onde w;;, para j = 1,..., (n+ 1), sdo palavras em K de comprimentos r; — 1, respec-

tivamente, nos geradores de K, para i =1,...,m.

Sejam,

ty = [Slla B Sl(n—l—l)]a ey b = [Smh st Sm(n—&-l)];
elementos de 7,11 (K).

Temos que,

ti = [Sit, o Sins Si(nt1)] = [Sits s Sins Sitng1)] =

= [[Si1, s Sin)s Witn+ 1) {Titna 1) H = [[Si1, ---s S, {Zi(nr1) }] [[801 ---7Sin]aui(n+1)]{xi(n+l)}-
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Abrindo o comutador [s;1, ..., Sin|, a0 escrevermos cada palavra s;; da

seguinte maneira,
sij = ui{xy;}, paraj=1,..,n

usando R3 e a hipétese de indugao sobre o comprimento das palavras em K, segue

que,
[[Si15 -y Sin)s Ui 1)] € [ (G?), (G9)?].
Por outro lado, se [s;1, ..., Sin] = [a,b¥], onde a € ~,,_1(G9)eb € G, temos
[[si1, - sin], {zimany ] = [la, b7], {zina) }]-
Por R3 e o Lema 1.2, segue que

[[a, b7], {xitn i1y }] € [1m(GT), (G1)*].

Um argumento de inducao usando calculo de comutadores e as relacoes de
v9(G) mostram que, para qualquer [s;1,..., S| = [a1,b1%][ag, b2¥]...[am, bn?] €
[Yn_1(G?), (G9)?] vale,

([sit; - sin], {Ziman 3] € [1a(G9), (G)7]
e conseqiientemente,
t = tite...tm € [ (G?), (G?)?].
Portanto,

1 (K) S [1(G7), (GT)7]. (4.2)

4.2 A Série Central Inferior de T

SejaT = [G,G¥] < v,(G). Entao:

T = (lg,h7]lg,h € G). (4.3)

Na proposicao a seguir usaremos algumas propriedades de produtos ten-

soriais de grupos nao-abelianos listadas no Capitulo 1.
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Proposicao 4.16 Sejam [x1,x2%] € [y1,y2¥] elementos quaisquer de T. Entao:
(w1, 2277, [y, 1271%] = [l 2], ([y1,52]%)7] (4.4)
onde ey, eg = +1.
Demonstracgao:
Primeiro consideraremos e; = e5 = 1. Assim,
[[1, 227, [yr, 2] = [, 0?] 7 [0, o #] 127
— [xl,:cf]fl.[xl,xg“"][yl’yﬂ
— [xl’@cp]fl.[xh m24/9][y17yz}“’
= [[z1, 227, [y1, v2)7]
= [1, %27, [y1, 2]7]
= [m1, 72, [y1,92]7]
= [[z1, 22, [y1, 1]
No caso em que 6; = —1 = —0,, temos:
(1, 22°) 7, lyr, 927] = [y, 207 ([, %] 7)) =
= [21, 22%)([x1, m P ¥ )71 =
= [w1, 20°)([ary, w?) W0 2) 7t =
= [[w1,22%] 7 [y, 2] = ([ (22™)%), [, 2] =
= a7 (@2™)%, [y, v2]] = [ 22™, g1, 1))
= [l 2™, [y1, 92)?] = ([, 22] 7 [, 2],
Por simetria seguem os outros casos e o resultado desejado. ]
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Proposicao 4.17 Em v(G) temos a sequinte propriedade:

Yi(T) € [1i-1(72(G)), 72(G)?]

para i € N, i > 2.

Demonstracao: Primeiro consideremos i« = 2. Temos que:

% (T) = ([z,y] |z, y€T).

Para provarmos que vy, (7T") C [12(G), 72(G)¥] usaremos indugao sobre o comprimento

das palavras em T.

Sejam,
= [ahbl(p]ll? To = [a2762¢]l27 ey T = [a/ﬁbk@]lk;
Y = [Cl,dfp]ml, Yo = [C2jd2cp]m27 Yk = [Ck,dkéﬂ]mk7
palavras de comprimento 1 em 7', onde [;,m; = *£1, para j = 1,...,k. Sejam
t1 = [z1, 1], ta = [x2, 2], ..., tk = [Tk, yx] elementos de v, (7).

Pela Proposicao 4.14, segue que t; € [12(G), 2(G)?], e asssim t = t1...t;, €
[12(G), 72(G)?].

Agora suponhamos, por indugao, que se u;, v; sao palavras em T de
comprimento r—1 e s—1, respectivamente, para j = 1, ..., k. Entao [uy, v1]...[ux, vi] €

[12(G), 72(G)?].

Sejam z;, y;, para j = 1,...,k, palavras em T de comprimentos r e s,

respectivamente. Podemos escrever,
= ulas b.? = v:les d?
r; = ujlaj, b;7], y; = vjlc;, d;¥],

onde u; e v; sao palavras em 7" de comprimentos r — 1 e s — 1, respectivamente, nos

geradores de T'. Portanto,

t; = [uj, vs] = [uja;, b;¥], vjle;, d;7]] =

= [y, [ej, di#]]1% % uy, o)l [ay, 0;9], e, 42 [[ay, ;7] 0] 7).
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Mas pelo primeiro passo de indugao,

[[aj, 571, [cj, d;%]] € [12(G), 12(G)?].

Pela hipétese de inducao,
[uj, [e, di71N; Tug, vl Tlag, 057) 03] € [72(G), 72(G)7).
Usando o Lema 1.2, segue que
tj € [12(G),72(G)7], para j =1,... k,

conseqlientemente, t = t1ts...tx € [12(G), ¥2(G)¥]. Portanto,

Y(T) C [172(G),7(G)?].

Procedemos agora por inducgao sobre n, admitindo que
Y(T) € n-1(12(G)), 72(G)].

Para provarmos que Y,11(T) C [v.(12(G)),72(G)?] usaremos indugao

sobre o comprimento das palavras em 7.

Primeiro consideremos palavras em 7' de comprimento 1. Entao,

211 = [fu, ($11/)¢]luy 212 = [35127 ($12/)(’D]l12, ooy Z1(n+1) = [ml(n+l)a (xl(n+1)/)‘p]ll(n+l)a e

2kl = [ijl’ (Ikll)w]lk17 e Zk:(n-i—l) = [xk(n+1), (Ik(n+1)/)w]lk(n+l>

onde [;; = £1, paratodos i =1,....kej=1,...,(n+1).
Sejam
ti = [2i1, Zigs -y Zimay) = [[2i1, Zi2s -y Zin], Zin41))s

= .k, elementos de 7,41(T"). Pela hipdtese de inducao, [z, zi2, ..., Zin] €
( 2(G)), 72(G)*].

Para [zi1, ..., zin] = [a,b%], onde a € 7,-1(712(G)) e b € % (G),

.—.@

[[a b? ] Zi n+1)] = HCL b¥ ] [J,’Z (n+1) y‘»a(n+1)]li(n+1)]
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e pela Proposicao 4.14, segue que t; € [1,(72(G)),712(G)%]. Assim,
t =t € [1(72(@)), 12(G)7].
Suponhamos, por indugao, que i, ..., Ugn+1) sao palavras em T, com

Ui1, Ui2, -y ing1) de comprimento ry —1, ro —1,..., 7,41 — 1, Tespectivamente, para

1=1,..., k, entao,

tl = [ulla "'7uk(n+l)]7 7tk: = [ukla "'7uk(n+l)]a

et =ti..t; € [1n-1(12(G)), 12(G)7].

Sejam S;1, ..., Sitn+1) Palavras em T' de comprimentos ry, ra,...,7py1, Te-

spectivamente, para ¢ = 1, ..., k. Podemos escrever
Sij = Wij[Tij, Yi; 7], paratodos j=1,..,n+1, ei=1,.. k,

onde u;j, para j = 1,...,n + 1, sao palavras em 1" de comprimentos r; — 1, respecti-

vamente, para ¢ = 1,...,n 4+ 1, nos geradores de 7.

Sejam,

t1 = [S11, s S1(nt1))s oo Tk = [Sk1---Sk(mi1)],

elementos de 7,41(7T).

Temos que,

ti = [Si1s ooy Sins S )] = [[Sits s Sinl, Si(n+1))

onde [S;1, -+, Sin] € Yu(T) C [1n_1(12(G)), 12(G)7].

Para [s;1, ..., Sin] = [a, %], onde a € 4, 1(72(G)) e b € %(G) temos,

ti = Ha7 b@]a Si(n-‘rl)] = Hav b¢]7 Uj(n+1) [xi(n+1)7 yi(n+1)@]] =

— [[a, b“’], [Ii(n+1), yz'(n+1)“’]] Ha, b@]a ui(nﬂ)][:vi(nﬂ),yi(nﬂ)”}_

Agora pela Proposigao 4.14 e a hipétese de indugao sobre o comprimento das palavras
em T segue que t; € [1,(72(G)),72(G)¥]. Um argumento de indugao usando célculo

de comutadores e as relagdes de v?(G) mostram que, para qualquer [s;1, ..., Sin] =
[a1, blw]"'[ama bmSO] € ['Yn_l('YQ(G», 72(G)¢]a vale:

ti = [[8i1, -+, Sinl, Signr1)] € [1n(72(G)), 712(G)7]
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e consequentemente,

t=tits...tm € [10(72(G)), 12(G)7].

Portanto,

Vi1 (T) C [ (12(G)), 72(G)7]. (4.5)

4.3 A Nilpoténcia de GRIG:

Consideremos G um grupo nilpotente de classe n, Cl(G) = n, ou seja,
’Yn—l-l(G) =1.

Segue que G’ é nilpotente com C1(G’) < n. E para G? seguem os mesmos

resultados do grupo G.

Teorema 4.13 G®IG € nilpotente com cl(GRIG) < 2(n + 1).

Demonstracao:

Como CI(G) = n, segue que G’ é nilpotente com CI(G') < n e G é
nilpotente com C1(GY) < n. Portanto,

Ynt1(G?) = 1, 7n+1(G/) =1
Pelas Proposicoes 4.15 e 4.17 segue que,

’Vn-&-?(K) g [’Vn—l—l(Gq)v(Gq)w] = 1-7

Ym(T) S (@), (G)7] = 1,

onde m é o menor inteiro maior ou igual a ”T_l Ou seja, K e T sao nilpotentes com

classe de nilpoténcia no maximo n + 1. Também temos que K e T sao subgrupos
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normais de v4(G), entao, pelo Teorema de Fitting (cf. Teorema 1.1), GRIG = TK

¢ nilpotente de classe no méaximo cl(K) + cl(T') = 2n.

4.4 A Série Central Inferior de 14(G)

Para calcularmos a série central inferior de v,(G) precisaremos dos

seguintes resultados:

Proposicao 4.18 Em v(G) wvale:

K.,; G] < [7i(G),G¥], parai> 1.

Demonstragao:
Usaremos inducao sobre 1.

Para provarmos que [K, G] < [G, G¥], usaremos indu¢ao sobre o compri-

mento das palavras em K.

Primeiro consideremos {k} € K e g € G-

[{k}, g = {k} kY = {k} kY = f(k, k™) {k™ HA}
por R; e Ry.

Mas,

{k7'k7} = (k7 H (R RO {R} =

= {ET HE (L R R, (R} = {67 HE} mod(T),
por Rj.

Portanto,

{k} gl = {lk, g} =1 mod(T),
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por Rs. Ou seja, [{k},g] € T =[G, G¥].

Quando consideramos {k}™' € K e g € G analogamente segue que
{k} gl eT.

Suponhamos, por inducao, que se x é uma palavra em K de comprimento

negéeGq,entao [z,g] €T.

Sejam T = xz{z} € K e g € G. Entao,

Z.9] = [2{z}. 9] = [z, 9] [{z}. 4].

Mas pelo primeiro passo de inducdo [{z},g9] € T. Pela hipétese de

inducdo e Rs, segue que [z, g]t* € T portanto, [z, g] € T, e conseqiientemente,

K,G) < T.

Suponhamos, por inducao sobre 7, que
K, G] = K,G,...,G] < [%(G),G*].
Entao,
[K.i41 G] = [[K,: G, G] < [i(G), G*], G] = [1i41(G), G¥]

pelo Lema 1.2.

Analogamente, temos que [K,; G¥] < [G,v;(G?)].

Proposicao 4.19 Em v(G) wvale:

[T,i K] < [7i+1<G)7 G‘P], pCLT’CL’i > 1.

Demonstragao:
Usaremos indugao sobre 1.

Para provarmos que [T, K] C [y2(G), G¥] usaremos indugao sobre o com-

primento das palavras em K e em T.
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Primeiro consideremos {k} € K e [g, h¥] € T, temos que:
[[g, 7], {k}] = [lg, h¥1, k) = [lg, h], (k)?] € [%2(G), (G7)7]. (4.6)
Por Ry, temos que {k}~' = f(k,k~1){k~'}. Entao,

g 1), (k3] = [lg, h#), S (k, k™R

= [lg. 1), {k~ " Hllg. 1), £ (k. k)]

De maneira anédloga & (4.6), temos que [[g, h?], {k™'}] € [%(G), (G1)?].

Também temos que:

(g, h¢], f(k k7)) € %2(T) C [2(G),12(G)?] C [12(G), G]
pela Proposicao 4.17.

Portanto,

(g, 7). {k}] € [2(G), G7],
onde e; = 1.

Agora suponhamos, por indugao sobre o comprimento das palavras em

K, que se z € K é uma palavra de comprimento n, vale:
[g, h7], x] € [72(G), G7].
Seja o' = x{z} € K. Entao,
[lg. 1#),2') = [[g. n#], {=}][lg, h¥), 2] .

Por (4.6), segue que [[g, h¥],{z}] € [12(G), G¥]. Pela hip6tese de indugao
e por Ry, [[g, h¢], z]1*} € [2(G), G¥]. Portanto,

g, h¥],2"] € [%(G), G¥].

Se considerarmos [g, h¥]™' € T, de acordo com a Proposicao 1.10,

g, ) = [g7, h#)7 = [(g7)7, (h9)*],
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e de maneira analoga,

lg, 9]~ k] € [1(G), (G9)¥], para k € K.

Suponhamos, por induc¢ao, que para qualquer palavra t € T', de compri-

mento n, vale:

segue que:

[t, k] € [72(G), (G")?], para k € K.

Seja t' = t[g, h¥] uma palavra em 7" de comprimento n + 1. Entao,

[t,a k] = [t[97 h%’], k] = [ta k] lo:17] [[ga hSDL k]

Pelo primeiro passo de inducao, Lema 1.2 e pela hipdétese de indugao,

[, k] € [72(G), (G*)7].

Portanto,

[T, K] € [2(G), (G7)7].

Agora suponhamos, por inducao, que:

[T n-1) K] € [m(G), (G)7].

Entao,

[T K] = [[T(n-1) K], K] € [[m(G), 6], K] =

= [m(G),G%, G = [(G), G, (G)?] = [ (G), (G1)7].

Proposicao 4.20 Em v(G) vale:

Yi(V1(G)) < %(G)vi(G?)yiea (K)T, parai > 2.
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Demonstragao:
Para i = 2,
1((G)) = Q)1 (G)] = [(TK x G) x G, (TK x G) x G] <
< 72(G)n(G?)TK
pelas relagoes definidoras de v4(G), pela normalidade de T'K e pela Proposigao 1.1.

Suponhamos, por inducao sobre i > 2, que,
%(V1(G)) < %(G)i(GF)vima (KT

Entao,

(@), G] < 7 (@) G, (GO (K), GIT, K] <
< i1 (GG, (GO T 2(G), (GN)?] = 7ia (G)T

Por simetria, segue que:

i (v(G)), G7] < 7ia (GO)T-

Também temos que:

(@), K] < (@), K][7:(G7), K]n(K)[T, K] <

[%(G), G(p] [G, %(@o)]%([() [72(G)7 (Gq)ﬂ

pela Proposicao 4.18,

=[G, n(G7)n(K).

(@), T] < (@), TN (G7), T (K), The(T) <
< [1i41(@), GG, 741 (GO 16 (G), (G) (T

Portanto,

Vi1 (V(G)) < i1 (G) i (GF) v (K)T.
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4.5 A Nilpoténcia de v(G)

Consideremos G um grupo nilpotente de classe n, ou seja, v,+1(G) = 1
e Ynt1(G¥) = 1. Portanto, pelas Proposicoes 4.15 e 4.17, v,12(K) =1 e v, (T) =1,

onde m é o menor inteiro positivo maior ou igual a "T_l
Pela Proposicao 4.20, v,43(v9(G)) < T.

Pela proposicao 4.18, [K,41)G] = 1, ou seja, G age nilpotentemente
sobre K de classe n + 1. E pela Proposi¢ao 4.19, [T,, K] = 1, ou seja K age

nilpotentemente sobre T' de classe n.

Sob estas hipoteses temos o seguinte resultado:
Proposicao 4.21 v(G) € nilpotente.

Demonstracao:

Primeiro observamos que:

[7n+3<7/q(G>)’G] < [Ta G} < [72<G)’ch]’
(n43(V(G)), G¥] < (G, 72(G¥)],

[7n+3<yq(G>>7 K] < [T7 K] < hQ(G% (Gq><p]’
pela Proposicao 4.19,

ts(W(@)), T] < 72(T) < [12(G), 72(G¥)],
pela Proposicao 4.16.

E assim,

Yntra(V1(G)) < [72(G), GG, v (GO, K]y (T).

Suponhamos , por inducao, que

’Y(n+3)+i(Vq(G)) < Vi1 (G), GG, Y1 (GO)[Ti Klyiga (T).
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Entao,

[’Y(n+3)+i(yq(G))7 G] < [7i+2(G)7 Gw] [G7 %-I—Q(G(p)L (47)
pois [T, K,G|] < [[7i:2(G),G¥]], pela Proposicao 4.19, e [y1(T),G] <
(i (G)], G] < [G7i42(G¥)].

Analogamente,
N2+ (V1(G)), G| < [i42(G), GF)[G,7ig2(G?)). (4.8)
Agora,
Nty (v1(G)), K] < [1641(G), G, K][G,%i41(G?), K][Ti1 K] [7i:1(T), K] <

< [’7i+2(G)’ ch] [G’ ’YH-Q(G@H [T7i+1 K]? (49)
pela Proposicao 4.16.

Também temos que,
Vn+3)+i(VH(G)), T < [1i41(G), GZ, TG, 7i42(G¥), K]vig2(T) <
< [it2(G), G?Iira(T). (4.10)
Por (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) segue que,

Vn+3)+i+1) (V1(G)) < [Yira(G), GG, Yig2 (GO T i1 Klyiga(T).

Portanto,

7(n+3)+m(yq<G)) < [’7m+1<G)7 G@] [Gv'Vm—i-l(th)HTam K]’Vm+1(T)7 para m > L.

Como, G é nilpotente de classe n, temos que,
'7n+1(G) = 'Yn-‘rl(G(p) =1,

7., K] =1,
Yn+2(T) = 1.

Portanto,

72n+4)(Vq(G)) =1,

ou seja, (@) é nilpotente, de classe no maximo 2n + 4.
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4.6 O Grupo vY{G) de um Grupo Nilpotente

Finito

Sejam N <G e G = G/N. O epimorfismo canénico 7 : G — G da

origem ao epimorfismo:

7 vI(G) — vi(G)
g — 9 (4.11)
9¢ g
{k} — {k}

onde g¥ = g*.

Sob estas hipoteses temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.22

(i) [N,G.K < 19(G) ¢ [G,N9.K < vi(G)

(ii) ker(m) = (N,N¥¢ {N}).IN,G?.|G,N%], onde {N} = {{n}|n €
N} (levantamento de N )

Demonstragao:

(i) Sejamn € N, g,k,w € G, entdo:
[n, g*]* = [n", (¢")7] € [N, G7],

ou seja, G normaliza [N, G¥].

Analogamente G¥ normaliza [NV, G¥].

Também temos que:
[n, g? 1™ = [n*", (6*")¢] € [N, G¥),

que implica que K também normaliza [N, G¥].

Portanto [V, G¥] < v9(G), e como K < v9(G), segue que [N, G?].K <
Vi(G).
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(ii ) Temos que:
ker(w) = {m € v¥(G) | #(m) = 1,4}
Consideremos o seguinte subgrupo de v4(G): M = (N, N¥ {N})|N, G¥]

|G, N¥]. Levando em conta as relagoes definidoras de v9(G), verificamos
que M < ker(m)e M < vi(G).

Seja,
0: GUGPUK — v(G)/M
g M
7 — 7 (4.12)
7 Mg
{k} —  M{k}

As restricoes de 6 a G, G° e K sao homomorfismos, portanto existe um
tinico homomorfismo 6* que estende 6 ao produto livre G * G* * K.
Temos que as relagoes R e S sao preservadas por 6*. Conseqiientemente

6 induz um homomorfismo:
0 : VU(G) — vU(G)/M

e como M < ker(m), obtemos um epimorfismo:

7 v1(G) /M — 1(G) (4.13)

e assim podemos construir o seguinte diagrama:

ker(7) \ /yq(G)/M
V(@) \ T
M / ' (@)
tal que:
™ Mg +— g
Mg‘p — g7 (4.14)

M{k} — {k}
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Entao:
70 : 11(G) — 1v1(G)
g7 (4.15)
gSD — g‘P
{k} — {k}
Ou seja,
70 = La(a)
e assim @ é um isomorfismo.
Portanto M = ker(T).
O

Nos resultados a seguir generalizamos alguns resultados semelhantes aos

obtidos por Rocco em [20].
Proposicao 4.23 Sejam N e H subgrupos normais de G tais que G = N x H.
Entao:

(i) vi(G) = (N,N? {N}).IN, H?].[H, N?].(H, H?, {H});

(i) vi(H)=(H,H?,{H}) evi(N) = (N,N¥? {N}).

Demonstracao:
(i) Temos que G/N = H,7:v1(G)— vi(H), e
ker(m) = (N, N*, {N})[G, N¥][N, G¥] (4.16)

pela Proposicao 4.22.

Pelo isomorfismo (2.24), temos que:
VI(G) = vI(NH) = ([NH, N*H|({NH}) x NH) x N°H?,
onde,
[NH,N?H¥] = [N, N?|[N, H?|[H, N¥|[H, H?],
e pelo conjunto de relagoes Ry de v?(G),

{NH}) = (NH({H}) mod[N, H?][H, N¥].
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Portanto, podemos reescrever v9(G) da seguinte maneira,

vI(G) =2 (N,N? {N})[N, H?|[H, N?|(H, H? ,{H}). (4.17)

(ii ) Temos que,

vI(G) [ ker(m) =

vi(H).

Mas por (4.16) e pelo isomorfismo (4.17), segue que,

vi(H) = (H,H?,{H}).

Se considerarmos G/H = N, analogamente obtemos

VI(N) = (N, N? {N}).

De acordo com a proposi¢ao anterior, temos que:

vI(G)

vI(N)[N, H?][H, N?|vi(H).

Agora consideremos GG um grupo nilpotente finito, G = Py X Py X ... X P,,,
onde {Py, Ps, .., P,} é o conjunto de p;—subgrupos de Sylow de G.

Para qualquer primo p | |G|, seja P um p—subgrupo de Sylow de G e N
um p—complemento normal de P em G.

Temos que: [N, P¥] =[P, N¥] =1, pelo Lema 1.3 (cf.[17]). Dali,

v1(G) vi(P) x vI(N).

(4.18)

Portanto, por inducao, segue o resultado:

vI(G) = vi(P) x VI(Py) X ... x V1(P,). (4.19)



Capitulo 5

O Quadrado g-Tensorial de
Grupos Nilpotentes de Classe 2

Finitamente Gerados

Neste capitulo descrevemos uma apresentacao mais conveniente para
o grupo v(G), quando G é um grupo nilpotente n-gerado de classe 2 | a qual
traz vantagens computacionais significativas tendo em vista o niimero reduzido de

relagoes.

Consideremos G = (z1, x3, ..., T,) um grupo nilpotente de classe 2 e G¥ =

(1%, 297, ..., x,%), isomorfo a G através do isomorfismo ¢ : g — g%, Vg € G.

Proposicao 5.24 Sob as hipoteses acima, temos

(i) T =I[G,G?] ¢ abeliano.
(i) [0 (@) =1

Demonstracao:
(i) Sejam [g1, g2%], [g,h¥] € T. Pelo Lema 1.2, temos que

[9,h] X l9,h] ’ [g,h]‘/’]

[gl,g2ap][g,h"’] = g1, 927 =g g2 = [g1, g=%],

pois G' < Z(G).

Portanto T é abeliano.
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(ii ) Sejam [ay, as], [b1,b2] € G'. Entéo, pela Proposicao 1.10,
[[a17 a?]; [blu b2]<p] — [[ah aQW]v [bla bQQOH — 1

Portanto, como G é de classe 2 e pelas propriedades de comutadores
segue que [G', (G")?] =1

g

Sejam Si’, Sy, R\, Ry, R3', Rs' e R¢ as relacoes correspondentes a
Si, So, Ry, Ry, R3, Rs e Rg, de v%((), consideradas para todo gy,¢2,k, k' €

{.Tl,.Tg, "'7'7:71} € ggo)ngO € {xlwaxQ('D? "'7xn¢}'

Teorema 5.14 As relacoes Si, Sa, Ri, Re, R3, Rs e Rg podem ser obtidas de Sy,
Sy, R, Ry, R3', Rs' e Ry/.

Demonstragao: Suponhamos que S;’, S5/, Ri’, Ry, R3', Rs' e R¢' sao validas.

Pela solubilidade de G vale a Proposicao 3.13. Portanto, as relagoes S
e Sy podem ser obtidas de Sy’ e Sy’. Consideremos separadamente (caso a caso) as

demais relagoes.

(i) Ry: {k}9={k9},Vk,g€eG.
A Proposi¢ao 3.13 garante que a identidade {k}9 = {k9} decorre das
identidades {k}" = {k™}, Vk € G e i = 1,...,n. Sendo assim resta-
nos provar a validade de R; a partir das identidades {z;}? = {9},
Vi =1,...,n e Vg € G. Para tanto comecaremos estabelecendo alguns
resultados preliminares.
Recordamos que de acordo com a notacao estabelecida no Capitulo 2,
temos que se y, z € G, entao

q—1

fl.2) =] "

=1

1—qg+
)

“l e |G, G%].

Segue direto da definigao que se y, z,g € G, entao f(y,2)? = f(y?, 29).

Lema 5.5 Para todom e N ei1=1,....,n, temos que,
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G) {z:m} = {z}"[ay, 2,2 6O,

(i) {z ™} = {&} s, 27 G,
Demonstracgao:

(i) Usaremos inducao sobre m.

O caso m = 1 segue direto. Se m = 2, por R, temos que:

{2°} = {w:} f (s, x){x:}.

Por Rs', pela Proposicao 3.13, e como f(z;, ;) = [z, 2;%]®

pelo Lema 1.4, segue que:

{22} = {z:}ws, 27 Oz} = {o:H oo, 2,9 Ot =

= {xi}2[xia T ] @) {xz} [ Ty 7(xi:qu)<p]—(g)ziq = {Ii}Q[l'i,l'i(p]_(g).
Agora suponhamos que,

(m-1)y _ ooy m=11. o=
{L } {xz} [xzaﬁz ] .

M

Entao,
{z,"} = {xi(m_l)ﬂfi} = {-Ti(m_l)}f(ﬂfi(m_l), ri){wi}

(m—1)

= {2, Y[z, %] C" D[z, 2,2) VD g}

= {z;}" Dz, 2,2V {2}

q

—{xz} [%l‘z ] &")(2)

(ii ) Também usaremos inducao sobre m.

Se m = 1, entao,

{x_l} flxi, vy ){xz} t= [, w){w}™ b=

por Ry,

= {z:} 7 (i, i) = {2}, xﬁ]’(g).
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Suponhamos, por indugao, que
{27} = fai} " 2O,
Entao,

{a; ") = {a7ma7 ) = a7 a7, a7 ) a7t} =

= {oi} s 2] Ol 2 ) g 2,7
pelo Lema 1.4 e pela hipdtese de inducao,
= {i} "o ] 6,

seguindo assim o resultado desejado.

Lema 5.6 {z;"}9 = {(x;")9},Vm € Z,Vge G eVi=1,...,n
Demonstracgao:

Seja m € N, entao,

Portanto,

q

{z;™}9 = ({xim})gqxi?miv]f(é”)(g))g

= {29}z, (2,9)9]" GG =

= {(@)"} = {(@")}).

O caso em que m é um inteiro negativo, segue de maneira analoga.

Lema 5.7 {[zi,z;]'} = {[z;,z;]}}, onde 1 <i<j<neVleZ.

Demonstracgao:

Primeiro consideraremos [ € N.
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Usaremos indugao sobre [. Se | = 2,

{lai, 23]} = {lai, 23]} f (i, 5], [, ) { [, 5]} = {[3, 250},

pela Observacao 1.3.

Agora suponhamos que: {[z;, z;]'} = {[x;, z;]}'. Entao,

{[zs, )Y = {[ws, 2] [, 5]}

= {[Ii,xj]l}f([l’i,xj]l’ [z, ;) { [z, 2]} = {[xi’xj]}(brl)‘

O caso em [ é um inteiro negativo, segue de maneira analoga.

O
Lema 5.8 {[z;,z;]'}9 = {[z;,2;]¥}, 1<i<j<neVgeGel €l
Demonstracgao:
Consideraremos o caso em que | € N, pois o caso em que [ é um inteiro
negativo segue de maneira inteiramente analoga.
Usaremos inducao sobre .
Sel =2,

{lwe, 23]} = ({[w, 2,1})* = ([, 2;°1)%)* = ([, (2;7)7)%)?

= {[:%, 21} = {25, 217} = {[ws, 25)*} = {[2s, 23]}

Agora suponhamos que:{[z;, 7;]¢=V}9 = {[z;, z;]¢~V9}. Entdo,

{[zi, 25"} = {[ws, 2] Vs, ]} = {0, 2,) D3 { [, 5]}

= {[as, 2]V [m1, 200} = {[as, 23]}

O que prova o lema. O

Para concluir a validade de R; usaremos inducao sobre n.
Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = (x1, ), e consideremos

g € G. Entao g = 2™ %[z, 2)"2, onde my, my, l15 € Z. Entao,

{2 @™ w1, 2]"2) 7 = {(21™ 2™ ([0, 72) )}
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= {1 ™ @™ f (2™ 122, [0, 0] 1) { [, 2] "2}
= {2 ™ P f (2™, 2™2)9 {292} f (21 ™ ™2, [0, 19)112) 9 { [0, 7] 1129}

= {(z19)™ }f ((19)™, (222)™){(@27) ™2} f (21 ™ 2227, [w1, 2)"29){ [0, w2]"129}

por Ry,

= {(xlg)ml (x2g)m2}f(($1m1$2m2)g, ([1‘1, Qfg]llz)g){([ggl’ x2]112)9}

R e A R

Agora suponhamos, por inducdo, que para todo grupo nilpotente de
classe e (n — 1)—gerado o resultado seja verdadeiro. Consideremos G

n-gerado por {x1, zy,...,x,}. Se k € G, entdo

n
k=[lam I1 ley el
i=1

1<j<k<n

onde m;, L, € Z.
Como G' < Z(G), podemos reescrever k da seguinte maneira: k = hs,

Cco1m

n—1
S U KSR | e
=1

1<j<k<n—1

s = Inmn [xn—la xn]l(n_l)n

onde h € H = (1, ...,x,_1), € podemos usar a hip6tese de indugao, ou

seja,

{hy? = {h"}

es €S = (r,1,%,), e pelo primeiro passo de indug¢ao:

{s}? = {s"}.
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Portanto,

{k}? = {hs}? = {n}[(h, s)"{s}? = {h}F (W7, s)){s"} = {(hs)*} = {K*}.

(iii ) Re: {k} = {k9}

Este caso segue de maneira andloga ao caso anterior.

(iv) Rs: [g1, 971" = [g1", (92"")7]

A Proposicdo 3.13 garante que a identidade [g1, g2?]* = [g:%, (92*)¥]
decorre das identidades [z, z;?]"" = [z (z;*")?], Vk € G e Vi,j =
1,...,n. Sendo assim resta-nos provar a validade de R3 a partir das iden-
tidades [g1, g27]{® = [g1%", (2™")?], Vi=1,...,ne Vg € G.

Usaremos indugao sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = (x1,z3), e consideremos
g € G. Entao g = 2™ %[z, 22)"2, onde my, my, 115 € Z.

Temos que:

k) = (@™, 22"}
= (o™ a2 P o™ ™, o, o)) {fon, )
— (o™ M ™ s ™ ™™, o, ) (o, ]}
= (o} o ] ED f ™ 2™ ™

[352, $2@]7(;n2)(g)f(«751m1«752m2, [$1, $2]112)[$1> x2¢]q112
pois Rg' é valida e portanto chegamos & igualdade:
{k} = {1} ha{aa} ™ he,
onde hy, hy € T =[G, G?].
Portanto,

{k} _ [ {z1}"1h1{z2}"2h2

[91, 92“7] g1, 92“’]
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= [gl(xlq)mla (92(“(1)7”1 )w]hl{x2}m2h2
— [gl(wlml)q, (92(x1m1)<1)<p]h1{x2}m2h2

= [g " (g ()T LR

pela Proposicao 1.10,

A

= [g ) (92
Mas (21™)9(22™?)? = (x,™ x2™2)?h/, onde h' € G'.Portanto,

[gl’ 9290]{]‘5} — [‘91(1‘17"13327”2)qh'7 (92($1m1m2m2)qh/)¢]

($1m1x2m2)q ( (I1m1$2m2)q)<p]

= [gl » (92

1M1z ™2 [z ,x0]l12)4 1M1 xe™2[x1,22]M12)9\ @
1( [ ]'12) ’(92( [ ]"12) )4]

=[g

= [glkqv (g2kq)(’p]'
Agora suponhamos que para todo grupo (n — 1)—gerado o resultado seja

vélido e consideremos G n—gerado pelo conjunto {xy, ..., x,}.

Seja,

n
k=1lem 11 Gl
1=1

1<j<k<n

Podemos reescrever k da seguinte maneira: k = hs, com

n—1
h=]lam TI [l
i=1

1<j<k<n—1

s=mx,"" [mn—la xn]l(nil)n

onde h € H = (x1,...,x,_1), e podemos a usar a hip6tese de indugao, ou

seja,

(g1, 9271 = [g:"", (go"")*].
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Também temos que s é um elemento do grupo 2—gerado (r,_1,x,) e

portanto podemos usar o primeiro passo de inducao.

Seque que:

{k} — [ so]{h}f(h,s){s} — [glgq7 <g2hq)<p]f(h,s){s}

[917 92“’] 91, g2

= [g"", (")) = [0, (92""*")¥]

pois f(h,s) € T = [G,G¥], e T é abeliano.

= [ " (go")")?] = [g:*", (92"")7].

R : {[g1, 92} = 91, 927]"

Usaremos indugao sobre n.

Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = (x1,z3), e consideremos
g1, g2 € G. Entdo, g1 = z1™a5?[[x1, 2212, go = 2151252 [[11, 22]112 onde
my, ma, 112, S1, S92, tlg e 7.

Temos que:

{lg1, 92]} = {[w1™ 2™ w1, 22]"2, 1% 02" [y, 22) 2]}

= {[z1™ 2™, 21 @™}
pois G’ € Z(G).

= {[z1™, 2% [xo"2, 217} = {[21, 2] ™ [0, 1] }

— {[xl,x2]m1s2—m281} — {[xl,x2]}m182—m251'

Por outro lado,

[gb g280]q — [xlrmxzmz [-Tla 1'2]112, <x131x232 [-Tla :L.Z]tm)so]q

— [x1m1x2m2, (Ilslxgsz [xh x2]t12)¢]qux17 x2]112’ (x181x282)<.0]q
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= (2™ ™2, (21 22%2)?) 9 [21 ™ 2™, ([, 39]12) 919 [0, 20]12, (1% 29%2) )

= [21™ @™, (21" 29™)¥) ™ o™, (11, 29)P] 12 [, o), (217 2™ ¥] 1121

pelo Lema 1.4.

Mas pela Proposicao 1.10,

x1m1x2m2)q[

[21™ 2™ 21, 0] )T = |21, IBQ";]_( r1, 2977 =

= ([56'17wzw]q)i(mm@m%[%l,ngo]q

= {[w1, 2]} [y, o]}

pela hipétese, pois x; e x5 sao geradores de G. E por Ry, a ultima ex-

pressao é igual a,

= {1, ma] Y Y [, o]} = {[w1, 2]} H{[m1, 2]} = 1.

Portanto,
[xlmlemQ, ["131,1'2](’0](1 =1. (51)

Analogamente [[z1, 2], (215 25%2)%)]7 = 1.

Fazendo célculos andlogos aos feitos para chegar em (5.1), segue que:

[91, 92%]" = [x1™ 2™, (217 227)%)]?
= ™, (21" %) ?)] 72wy ™2, (217 %2) %))
= (21" w1, mo] ™™, (1% o™ 1™ 2™, 322]) 7))
(2272, (w9°2) %] ™2, ((1*)™27)#]T =

= 21", (21% 29"2) %) g, 27|22 1,2, (217)7] =
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= [21™, (22™)?)9[1™, (21%) 2] [, 20] } "2 2572, (21°1)7]

::[$17$2¢]"”8”ﬂau,[xa,aa]@T”1@2”ﬂau,[xl,xzrﬂ(?1”2%

S1 m2

'[x27 xlga]mgslq[x% [xl, x2]ap]qm2(2 )[x27 [x27 xl]v’]fI(z )s1
= 1, 227" g, 7] 20
= {[x1, 2]} %2 {[xg, 1]}

= {[z1, 2]} %2 { |1, 1‘2]_1}m251

= {[wy, mp] prseme

Logo,
91, 92]* = {191, 2 }-

Agora suponhamos que Ry seja valida para quaisquer gq, g2 € H, onde
H é (n — 1)—gerado e nilpotente de classe dois. E suponhamos que G

seja n—gerado.

Seja“m g1, 92 € G7

n
gr=]Tam 11 lzsed
=1

1<j<k<n

n
92=H33i5i H [z, xg)*
i—1

1<j<k<n

onde my, Lk, si,tji € Z.

Podemos escrever g; e go da seguinte maneira:

g1 = hiui, g2 = hous, (5-2)
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onde,

n—1
m; l;
hi = HIz ' H [, 2],
=1

1<j<k<n—1

m Ui
Uy = Tn n[xnfhxn] (n 1>n7

n—1

Si t;

o= Ile Tl
=1

1<j<k<n—1

s tin_
U = Ty n[xnfla xn] (n=1)m

Temos que hyq, hy pertencem ao grupo (n — 1)—gerado H = (xy, ..., z,), e

pela hipétese de indugao: [hy, ho?] = {[h1, hao]}.

Também temos que ug, up pertencem ao grupo 2—gerado U = (z,_1, Ty).

Conseqilientemente, [u1, us¥]? = {|ug, us]}.

Portanto,

[glag2w]q = [hlula (hzuz)gp]q = [hb (h2u2)¢]ulq[ula (h2u2)@]q
= [h1, u2?" Ry, ho®]"2 " [y, ug?][uy, ho?]"2?
= [P, ug®]" (R, ha] } > { [ua, ug] Hua, ho?]*>

= [ha, u?]""{[ha, ho| H{[ur, ua] Hus, ho®]"*.

Mas,

[Py, u2?)? = [hq, (,°" [@n1, xn]t("_l)")@]q
= [hh ([xnfla xn]t(n_l)n)w]q[hly (In8n>‘9]q

= [, (n™)7]* (5.3)
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de maneira anédloga ao caso (5.1).

Agora podemos escrever h; da seguinte maneira:
hy = viwy,

onde,

n—2
m; l;
U1:||$z’ ' || [, 2] ¥,
i=1

1<j<k<n—2

Wy = Tp_q"Y

Tn-2, xn—l]l(nimmil) .
E assim, por (5.3),
[h/17 uQSD]q - [U1w17 (ann)W]q == [vla (‘/L‘nsn)cp]qwl [wla (‘,L‘nSn)S@]q.

Mas vy, ,*" sdo elementos do grupo (n — 1)—gerado (xq, ..., Ty _2,T,) €
wy, x,* sao elementos do grupo (n — 1)—gerado (s, ..., z,). Portanto,

podemos usar a hipdtese de inducao nos dois casos, ou seja,

(a1t = {[or, 2 Hwr, 2%} = {[r, 20°7]}
pois f([vn, 2], [wr, 7)) € (G, (G')¥] =1,
= ([, 2]y, (o, w0}
pois [h1, [Tn_1, 2a]] = 1( G’ C Z(G)). Com isso chegamos 4 igualdade:
[y o) = {0 1, 2 0]} = {[B, o]}

Analogamente, se reescrevermos hy da seguinte maneira hy = vows, onde,

n—2

Si ts;

vy = | |[Eil H (2}, zk] 7"
i=1

1<j<k<n—2

Sp_ tim— _
Wy = Tp-1 ! [In—Qa xn—l] (n=2)(n—1)
obtendo,

[u, ho?)? = {[uy, hol}.
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(vi)

Finalmente, segue que:

(91, 92%]" = { [P, wa] }** {[ha, ha }{[ur, ua] H{[u1, ho] }*

= {[h, ua] H{[ha, ha] H{[w1, ua] }{[u1, ho] }

= {[h1, ugho] H{[u1, uahol} = {[h1u1, uzhsl} = {[g1, g2]}-

Portanto,

[91’92<p] = {[91792]}’ Vgth eG.

Rs: [{k}, {K}] = [k, (K")7]

Agora, como Rg € valida segue o seguinte resultado necessario a demon-

stragao deste caso.

Proposicao 5.25 K age trivialmente sobre |G, G¥].
Demonstracao: Sejam g1, g2 € G e {k} € K, entao,

[91792“0]%} = [91»92¢]kq = [glkq> (gqu)so]

= (9191, k], (g2]g2, K7])?] =

= 91,9291, ([92, K])) " llg1, K17, (g2, K1) %1191, k1%, 92

= [91, gz‘%

Basta usarmos o Lema 1.4, a relacao Rg e a Proposicao 1.10.

O
Agora, usaremos indugao sobre n.
Primeiro suponhamos que n = 2, ou seja G = (x1, ), e consideremos
g1, g2 € G. Entao, k = x1™ab?([xy, 2012, k' = 21052 [[21, 25]112 onde

mi, My, li2, 81, 52, t12 € Z.
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Entao,

(kY (B} = Ha ™ ay™ ey, 29]12}, {2 2™ [y, 9] 12 }]
= [z ™™} f (2™ o™, (w1, 29]12) {1, 3] 2,

{w1"r o™} f (1™ %2, [0, )2 ){ [0, 2] 2}
Sejam,
.CL'/ = [x17$2]a tl = f(x1m1x2m2a [mla x?]lm)a t2 = f(x151x2527 [$17$2]t12)

Pelo Lema 5.7, temos que {2/} = {2/}, Vm € Z.

Segue que:

(kY AR = o™ ™ b {a ), {2 o {2
= {1 ™ ay™ b {22, {2 20 Mo {2 }12]
= [{m™ a2}, {a Y202 (g mgymay o) {eF 20 la}he
o™ g™}, {a g R0 N [y foryhe] ()2 g (a2 4he
[t1, {ay*t a2 )il [ {4 e (7))
[/}, o] 12 ({2, gy ]2, (5.4)

Agora temos os seguintes resultados:

[t ta] = 1, [{2'}" {a}?] = 1. (5.5)

Pela Proposicao 5.25, segue que,

Hzi™z™ ) ] =1, [t {2'}?] =1 (5.6)
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[tl, {ZE181£C252}] = 1, [{x/}l”,tz] = 1. (57)
Também temos que,

Hz ™ a2}, {2/ }2] = 1. (5.8)

{1 ™ o™ b {1 M 2o™ ] = [{z }" {22}, {2} {22} (5.9)

Voltando em (5.4), e usando (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), obtemos:

[k} ARY] = ™y, {o )] = [} o)™, {o ) {a} )
= (o)™ {ea) "™ ™, )=

{za}™ {x2} [ [{22}™, {21 }7].
Mas temos que,
) 0" = Lo, (@)
Logo,

o }™ {aa}?] = {an} ™ a0 = [0, (2297772 = [{a}, {a2}]™.

Portanto,

{E} AR = [}, {ao}]meemmee, (5.10)

Por outro lado,
K9, (K')?) = [(m1™ o2 [, w2)"12) 7, (217 22 w1, 3]12) )]

= [(x1m1x2m2)qx/l12q, (((l,ls1$2sz>q$/t12q)w]

= ™ ™), () )y ™ ™), () ()]
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= (@™ ™)1, (1 22%2) )]
pela Proposicao 1.10, e pela relacao Rg,

— [xlmquszq[@, xl]mqu7 (Ilsqu282Q[x27 xl]slsw)tp]
= [z, (@27)7]™ 2 2o, (219)7]™

= [{a} {w}]™ 2 {aa}, {w ™ = [{an}, {ao}]™ 7™ (5.10)
Portanto, por (5.10) e (5.11), segue que:
[{k} AR = [k, (K)7].

Agora suponhamos que Rj seja vélida para todo grupo (n — 1)—gerado,

e consideremos G = (21, ..., x,). Sejam k, k' € G, onde,

n
k=]Twm T eyl
=1

1<j<k<n

n
[Tee II oo
=1

1<j<k<n

Como em (5.2) podemos reescrever k, k' da seguinte maneira:
k= hiuy, k' = hous.
Dai,
{k} = {l}f(h,u){w}, {K'} = {ha}f(ho, u2){us},

onde hy,hy € H = (x1,...T7,_1) € U1, Uus € S = (Tp_1,Tn).

Portanto,

{EL AR = [{ha} f (b, un){ua ks {ha} f(ho, ug){us2}]

= (g} QB g f ()|
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[{hl}, {hQ}]f(h2,u2){u2}f(h1’u1){u1}

[f (P, ), o} [ f (B ), f(Ba, )] (02 00}

£ (hy, wy), {hy})f (2 2} e}

{ur}, {us})[{us}, f(ho, u)] 2 [{u}, {ho}]/ 22 tuad, (5.12)

Temos que h; pode ser reescrito da seguinte maneira h; = v;w;, como
em (5.4), onde vy € (X1, ..., Ty 2) € Wo € (XTy_2,Tpy_1).

Assim,

[{ha}s {uz}] = {oi}f(or, wi){wi }, {uz}]
= [{or}, {ua}/ 00 [ f (v 1), {ua )0 [{w }, {un}]

= [, (&™) ) ?][wi, (u3)”]

pela Proposicao 1.10, e pelo fato de que v; e x,°" pertencem ao grupo
(n — 1)—gerado (x1, ..., T2, T,), podendo assim usarmos a hipétese de
inducao.

Também temos os seguintes resultados:

[{h1}, fho,ug)] =1

{1}, {ha}] = [11, (h3)”] (5.13)

pois hy, hy € (x1,...,2,-1) € podemos usar a hipétese de indugao.

[f(h1,u1),{us}] =1
[f<h17u1), f(hQ,UQ)] =1

{ua}, {ua}] = [ud; (u3)7]

pois uy, us € (x,_1,%,), e podemos usar o primeiro passo de indugcao.
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Portanto, segue de (5.12) que,

[{k}, AR = [of, ((2a™")") 2w, (u3)?][R1, (R3] [uf, (u3)7]

= [h{, (u3)?[ui, (R3)7][h1, (R3)*][ui, (u3)”]. (5.14)
Por outro lado,

(K9, (K')?] = [(haur)?, ((houg)?)?]
= [hfufur, 1)@, (h§ud[us, ho]@)]

= [h1, (u3)?][h1, (h3)?][uf, (u3)?)ud, (h3)7). (5.15)
Finalmente, de (5.14) e (5.15), segue que,

[{k} {K}] = [K7, (K)7]. (5.16)

Entao com o Teorema 5.14 obtemos uma apresentacao simplificada de
vi(@G), 09(G) = (G,G?, K|Sy, S, Ry, Ry, Ri, Ry, RL, Rg),eem §9(G) basta con-
siderarmos que as relacgoes S, 5o, Ry, Ra, R3, R5, Rg sao validas nos geradores de G
e de G¥. Mas isto nao se estende a relacao Ry, e portanto temos ainda um nimero

grande de relagoes no grupo §7(G): 4n? + 3n® + (|G| — 1)%
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