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ABSTRACT

In this work, we study the action of the generalized quaternionic groups Q4t on the

spheres to compute the Reidemeister torsion of the quotient spaces, which are called

Quaternionic Spherical Space Forms.

Using the base of the homology defined by Ray and Singer in [27] we compute also

the Ray-Singer torsion of the spheres, lens spaces and the cone over the spheres. This

last one provides the disc as a particular case. For the closed manifolds we obtain

the analytic torsion using the Cheeger-Müller Theorem [7, 22] and for the disc using a

formula proved by Brüning and Ma in [5].
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a ação dos grupos dos quatérnios generalizados Q4t, nas

esferas, com o objetivo de calcularmos a torção de Reidemeister dos espaços quocientes,

chamados de Formas Espaciais Esféricas Quaterniônicas.

Calculamos a torção de Ray-Singer das esferas, dos espaços lenticulares e do cone sobre

as esferas, este último fornecendo o caso particular do disco, usando a base para a

homologia definida em [27]. Para as variedades fechadas, obtivemos a torção analítica

por meio do Teorema de Cheeger-Müller [7, 22], e para o disco, por meio de uma fórmula

provada por Brüning e Ma em [5].
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INTRODUÇÃO

Uma forma espacial esférica é uma variedade Riemanniana conexa completa de curvatura

constante positiva, ou seja, é exatamente o quociente Sn/Γ da esfera pela ação de um subgrupo

Γ ⊂ O(n + 1,R) de isometrias livres de ponto fixo. Desde que Sn/Γ é conexa, H0(Sn/Γ;Z) ' Z.
Como Sn é compacta e p : Sn → Sn/Γ é uma cobertura regular, então Sn/Γ é compacta e

Hn(Sn/Γ;Z) é isomorfo a Z ou Z2, dependendo se é orientável ou não orientável, respectivamente.

Se n é par, então as únicas formas espaciais esféricas (a menos de isometria) são a esfera e o

espaço projetivo (Proposição 2.6), obtidas com Γ = {1} ou Γ = {±1}. Se n é ímpar, então Sn/Γ

é orientável pois, como veremos no Capítulo 2, as representações do grupo Γ em O(n + 1,R)

originam-se de representações complexas e portanto se reduzem a SO(n+1,R). Também, o grupo

das transformações cobertura (ou transformações ‘deck’) é Γ. Por meio da seqüência exata de

homotopia de p segue que π1(Sn/Γ) ' Γ e πk(Sn/Γ) ' πk(Sn), para k > 1.

Uma classificação completa das formas espaciais esféricas foi feita por J. Wolf em [31]. Em

resumo, dados um grupo finito G e uma representação ortogonal irredutível livre de ponto fixo

σ : G → O(n + 1,R), temos uma variedade Riemanniana conexa completa Sn/σ(G), de dimensão

n e curvatura constante positiva. Por [31, Teorema 5.1.2], toda variedade Riemanniana conexa

completa de curvatura constante positiva é isométrica a uma variedade obtida deste modo e duas

representações de G dão origem a variedades isométricas se, e somente se, são representações

equivalentes. Portanto, o problema de classificação das formas espaciais esféricas se divide em

duas partes: (1) descrever os possíveis grupos que podem ocorrer e (2) como tais grupos podem

ocorrer. Ambas as partes dependem essencialmente da teoria de representação de grupos finitos. A

divisão em duas partes foi observada por Vincent [29], porém a maior parte do trabalho na busca de

tais grupos foi feita por Zassenhaus [32] em um outro contexto. Nas Seções 2.2 e 2.3 apresentamos

um breve resumo, com alguma ênfase para o grupo dos quatérnios generalizado (também chamado

de grupo quaterniônico).

A torção de Whitehead (W torção) é introduzida na teoria de homotopia simples a fim de se

definir um invariante mais “sensível” do que os grupos de homotopia de um espaço. Este invariante

nos permite encontrar exemplos de espaços com o mesmo tipo de homotopia mas não homeomorfos,

ou seja, distingue espaços que a homotopia considera iguais. No entanto, a torção de Whitehead é
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xii Introdução

geralmente definida para complexos acíclicos, isto é, complexos com homologia trivial. Portanto,

ou iniciamos com um espaço acíclico ou então devemos encontrar uma representação do grupo

fundamental que define um complexo (com coeficientes locais) que seja acíclico. Trabalharemos

com espaços não acíclicos cujos complexos acíclicos (como acima) não existem. Assim, após alguns

ajustes, apresentamos a definição adequada da torção nestes casos.

A torção de Reidemeister (R torção) é um importante invariante topológico introduzido ori-

ginalmente por Reidemeister [28], Franz [15] e de Rham [13] para classificar os espaços lenticulares

(Apêndice A). Para espaços não acíclicos, a R torção depende da homologia. No entanto, para

variedades Riemannianas, Ray e Singer [27] introduziram um invariante geométrico (RS torção).

Eles usaram a estrutura Riemanniana para lidar com a dependência da homologia na R torção.

No mesmo trabalho, procurando uma descrição analítica para a RS torção, também introduziram

a torção analítica, que posteriormente tornou-se um importante invariante geométrico e tem sido

estudada profundamente por vários autores, por exemplo, [3] e as referências lá citadas. A equi-

valência entre a RS torção e a torção analítica, conjecturada por Ray e Singer (em [26] foi calculada

explicitamente a torção analítica dos espaços lenticulares, coincidindo com a R torção e sugerindo

assim uma possível equivalência, em geral), foi posteriormente provada por Cheeger [7] e Müller

[22], para variedades fechadas. Tal resultado será citado aqui por Teorema de Cheeger-Müller.

Cheeger também estudou o caso de variedades com bordo, mostrando que neste caso um termo

extra poderia aparecer. Posteriormente, tal termo foi explicitado por Lott e Rothenberg [18] e

Lück [19], para o caso de variedades com uma estrutura de métrica produto próximo ao bordo.

Recentemente, Dai e Fang [10] deram uma fórmula para a diferença da RS torção e da torção

analítica em uma variedade com bordo, sem qualquer hipótese para a métrica próximo ao bordo.

Nesta fórmula, alguns novos termos aparecem. No entanto, em um trabalho recente de Brüning

e Ma [5] sobre métricas Ray-Singer em variedades com bordo, uma outra fórmula é dada com

outra contribuição do termo do bordo. Os resultados dados no Teorema 4.13 são obtidos usando

a fórmula de Brüning e Ma.

Apesar do extenso estudo e da grande literatura disponível, poucos resultados comparativos

existem no estudo quantitativo, isto é, cálculos explícitos da torção analítica, como por exemplo

[12, 26, 30]. Continuando nesta linha, estudamos o caso mais simples de uma variedade com bordo,

ou seja, um disco. Seja (W, g) uma variedade Riemanniana compacta e conexa, com bordo ∂W

e métrica g, e seja ρ : π1(W ) → O(k,R) uma representação ortogonal do grupo fundamental de

W . Denotamos por τRS((W, g); ρ) a RS torção de (W, g), por τRS((W,∂W, g); ρ) a RS torção de

(W,∂W, g). Denotamos por Tabs((W, g); ρ) a torção analítica de (W, g), com condições de contorno

absolutas em ∂W , e por Trel((W, g); ρ) a torção analítica de (W, g), com condições de contorno

relativas, ambas com respeito à representação ρ (Capítulo 1). Isto pôsto, obtemos a RS torção do
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cone geométrico sobre as esferas (Seção 4.4) e a torção analítica do disco (Seção 4.5).

De volta às formas espaciais esféricas, apresentamos no Capítulo 3 a construção da região

fundamental F4t,4n−1 para a ação do grupo dos quatérnios generalizado Q4t sobre a esfera de

dimensão ímpar 4n − 1. Com isso, construímos um complexo de cadeias de modo a calcularmos

a R torção (Teorema 4.6) do espaço quociente, chamado de forma espacial esférica quaterniônica,

para uma dada representação ρ para seu grupo fundamental. Aproveitamos tal complexo para

aplicarmos a teoria da Seção 1.4 e calcularmos também a RS torção (Teorema 4.7).

Observamos que o cálculo da torção analítica das esferas foi feito explicitamente em [30], por

meio do uso do espectro do operador Laplaciano. Optamos por calcular a RS torção das esferas

(Teorema 4.1), obtendo assim um resultado equivalente, porém de um modo mais simples e sucinto,

por meio do Teorema de Cheeger-Müller.

Por fim, apresentamos no Apêndice A a construção dos espaços lenticulares, bem como a

classificação destes espaços por meio da R torção. Já no Apêndice B, apresentamos um pouco da

geometria utilizada nos cálculos, como por exemplo, Geometria Riemanniana e Teoria de Hodge.

Os Teoremas, Lemas, Exemplos e afins, as Equações e também as Seções, estão numerados

de acordo com a numeração dos Capítulos. A diferença é que as equações vêm entre parênteses.

Portanto, ‘(3.3)’ refere-se à uma equação enquanto ‘3.5’ refere-se a um resultado ou a uma seção.

Por isto, tomamos o cuidado de preceder a numeração com o tipo de objeto a que ela se refere, como

por exemplo, ‘Proposição 3.5’, ‘Seção 1.1’, etc. . . Os ítens da bibliografia são, como de costume,

exibidos entre colchetes, por exemplo ‘[31]’.
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Capítulo 1
W, R, RS TORÇÕES E TORÇÃO ANALÍTICA

Neste capítulo, apresentamos inicialmente as definições necessárias para o estudo das
torções. Por seguinte, definimos a W torção e a R torção, torções com aspecto mais algébrico.
Por fim, concluímos com as definições da RS torção e torção analítica, fazendo uso da geometria
da variedade em questão. As referências clássicas são [21, 27].

Convenção: A palavra “módulo” será sempre usada para “R-módulo à esquerda finitamente

gerado”. Também exigiremos o seguinte para o anel R: o módulo livre de ‘rank’ r sobre R não

deve ser isomorfo ao módulo livre de ‘rank’ s, se r 6= s.

1.1 Preliminares e notações

Nesta seção colocamos os fatos básicos sobre a torção e introduzimos algumas notações. Prefe-

rimos definir a torção de Reidemeister (R torção) a partir da torção de Whitehead (W torção),

mais abstrata. Por um lado, isto torna a apresentação mais geral, e muito mais útil para novas

aplicações, por outro lado nos permite descrever de uma maneira concisa as principais propriedades

de invariância da R torção, necessária para nossas aplicações. Pelas mesmas razões, consideramos

o caso geral de um espaço não simplesmente conexo. Esta seção é essencialmente baseada em

[9, 21, 27].

Seja R um anel associativo com unidade. O grupo (aditivo) de todas as matrizes n × n não

singulares sobre R será denotado por GL(n, R) (por vezes usaremos uma estrutura de anel). Iden-

tificamos cada M ∈ GL(n,R) com a matriz
(

M 0
0 1

)
∈ GL(n + 1, R)

e obtemos inclusões GL(1, R) ⊂ GL(2, R) ⊂ · · · . A união é chamada grupo linear geral infinito,

denotado por GL(R).

Uma matriz é chamada elementar se coincide com a identidade exceto para um único elemento

fora da diagonal principal.

1.1 LEMA (J.H.C. WHITEHEAD): O subgrupo E(R) ⊂ GL(R) gerado por todas as matrizes ele-

mentares é igual ao subgrupo comutador de GL(R).

3



4 Capítulo 1 – W, R, RS torções e torção analítica

PROVA: Denotemos por aEij a matriz com a na entrada (i, j) e zero, caso contrário. A igualdade

(I + aEij)(I + Ejk)(I − aEij)(I − Ejk) = (I + aEik),

para i 6= j 6= k 6= i, mostra que cada matriz elementar em GL(n,R) é um comutador, para n ≥ 3

(se n = 2 basta incluir em dimensão maior).

Reciprocamente, as três igualdades abaixo mostram que cada comutador XY X−1Y −1 em

GL(n,R) pode ser expresso como um produto de matrizes elementares no grupo maior GL(2n,R).

1.
(

XY X−1Y −1 0
0 I

)
=

(
X 0
0 X−1

)(
Y 0
0 Y −1

)(
(Y X)−1 0

0 Y X

)
,

2.
(

X 0
0 X−1

)
=

(
I X
0 I

)(
I 0

I −X−1 I

)(
I −I
0 I

)(
I 0

I −X I

)
,

3.
(

I X
0 I

)
=

n∏

i=1

2n∏

j=n+1

(I + xijEij). ¥

Segue que E(R) é um subgrupo normal de GL(R), com grupo quociente comutativo. O quo-

ciente será chamado de grupo de Whitehead

K1(R) = GL(R)/E(R).

Geralmente pensaremos em K1(R) como um grupo aditivo.

1.2 OBSERVAÇÃO ([9, SEÇÃO 10]): As classes do quociente GL(R)/E(R) são as classes da

relação de equivalência: A ∼ B se, e somente se, existem matrizes elementares E1, E2 ∈ E(R) tal

que A = E1BE2.

Se o anel R for comutativo, denotando por R× as unidades de R, a função determinante

det : K1(R) → R×, [A] 7→ det(A), é um homomorfismo de grupos bem definido, desde que

transformações elementares não modificam o determinante de uma matriz, ou seja, detAE =

detA detE = detA, pois detE = 1. A imagem está em R× pois as matrizes do grupo linear

geral GL(R) são invertíveis. Considerando o grupo linear especial SL(R), consistindo de todas as

matrizes em GL(R) com determinante 1, podemos definir o quociente SL(R)/E(R), denotado por

SK1(R) e chamado de grupo de Whitehead especial. Notemos a decomposição em soma direta

K1(R) ' R× ⊕ SK1(R),

devido à inclusão R× ⊂ GL(1, R) ⊂ GL(R) e à seqüência exata curta

0 // SK1(R) i // K1(R) det // R× // 0 .
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1.3 EXEMPLO: Se F é um corpo então K1(F) ' F× = F−{0}. Se F é um anel de divisão, então

K1(F) pode ser identificado com o grupo abelianizado F×/[F×,F×]. O homomorfismo natural

GL(n,F) → K1(F) é exatamente o determinante de Dieudonné [1, 2, 14], descrito na Seção 1.2.

1.4 LEMA: Seja M(n,R) o grupo de todas as matrizes n× n sobre o anel R. Então

K1(M(n,R)) ' K1(R).

PROVA: Qualquer matriz k × k com entradas em M(n,R) pode ser pensada como uma matriz

kn× kn com entradas em R. Em outras palavras

GL(k, M(n,R)) ' GL(kn, R).

Tomando o limite quando k →∞ e então abelianizando obtemos o isomorfismo desejado, ou seja,

K1(M(n,R)) ' K1(R). ¥

1.5 DEFINIÇÃO (GRUPO DE WHITEHEAD REDUZIDO): Seja [−1] ∈ K1(R) o elemento de ordem

2 correspondendo à unidade (−1) ∈ GL(1, R) ⊂ GL(R). O quociente

K̄1(R) = K1(R)/{[1], [−1]}

será chamado1 de grupo de Whitehead reduzido de R.

A vantagem de passar para tal quociente é que duas matrizes A,B que diferem somente por uma

permutação de colunas (ou linhas) representam o mesmo elemento em K̄1(R). De fato, se A = BP

(ou A = PB) com P ∈ GL(n,R) obtida permutando as colunas (ou linhas) da identidade por meio

de uma permutação σ ∈ Sn, então [A] = [B] ∈ K̄1(R), já que [P ] = [sgn(σ)] = [±1] ∈ K1(R), ou

seja, [P ] = [1] ∈ K̄1(R).

Dois exemplos importantes. O grupo de Whitehead do grupo trivial é trivial. De fato, como

o anel de grupos inteiro do grupo trivial é Z, toda matriz pode ser escrita como o produto de

uma matriz diagonal com um produto de matrizes elementares (ver Lema 1.14). Para os números

reais R, K̄1(R) é isomorfo ao grupo multiplicativo R+ dos números reais positivos. Um isomor-

fismo específico é dado pela correspondência (aij) 7→ | det(aij)|. Para outros exemplos bem mais

sofisticados, ver [25].

Se R é comutativo, o homomorfismo determinante det : K1(R) → R× definido anteriormente

passa para o quociente (também denotado por det) det : K̄1(R) → R×/{±1}, ou seja, se A =

±BE então detA = ± detB, pois matrizes elementares possuem determinante 1. Assim sendo,

det[A] = det[B] ∈ R×/{±1}.
1Em alguns casos não comutativos pode acontecer de [−1] = [1] de modo que K̄1(R) = K1(R).
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1.6 EXEMPLO: Sejam G um grupo e RG seu anel de grupos real. Podemos definir uma função

determinante em K1(RG) mesmo se RG não é abeliano. De fato, seja ρ : G → O(n,R) uma

representação que se estende a um homomorfismo de anéis ρ : RG → RO(n,R) = M(n,R).

Então, se A = (aij) é uma matriz k × k com entradas em RG, ρ(A) = (ρ(aij)) é uma matriz

nk × nk com entradas em R e portanto a função det : K1(RG) → R×, det : [A] 7→ det(ρ(A)), é

um homomorfismo bem definido.

1.7 DEFINIÇÃO (GRUPO DE WHITEHEAD DE UM GRUPO): Dados um grupo G e um anel R,

formamos o anel de grupos RG. Seja ϕ : G → GL(RG) o homomorfismo induzido da inclusão

ϕ : G → (RG)× = GL(1, RG). Esta imersão passa para o quociente definindo um homomorfismo

ϕ : G → K̄1(RG). O quociente

Wh(RG) = K̄1(RG)/ϕ(G)

é o grupo de Whitehead de RG e a projeção natural é denotada por

w : K̄1(RG) → Wh(RG).

Em particular, se R = Z temos o grupo de Whitehead de G, Wh(G).

Seja M um R-módulo livre e sejam b = (b1, . . . , bk) e c = (c1, . . . , ck) duas bases distintas para

M . Tomando ci =
∑

aijbj obtemos uma matriz não singular (c/b) = (aij) com entradas em R.

O elemento correspondente no grupo de Whitehead reduzido K̄1(R) será denotado por [c/b]. Se

[c/b] = 0, dizemos que b é equivalente a c (b ≈ c). As igualdades [b/b] = 0 e [d/c] + [c/b] = [d/b]

mostram que “≈” é uma relação de equivalência.

1.8 EXEMPLO: Para um módulo livre de rank 2, as bases (b1 + ab2, b2), (b1, ab1 + b2) e (b2, b1)

são todas equivalentes a (b1, b2).

Consideremos uma seqüência exata curta

0 → E → F → G → 0

de módulos livres. Dadas bases e = (e1, . . . , ek) para E e g = (g1, . . . , gl) para G, podemos construir

uma base eg para F do seguinte modo: levantamos cada gi ∈ G a um elemento g′i ∈ F . Então

eg = (e1, . . . , ek, g′1, . . . , g
′
l)

é a base desejada. Claro que esta base eg depende da escolha de g′i. No entanto, a classe de

equivalência de eg depende somente de e e g. De fato, se

eg = (e1, . . . , ek, g′′1 , . . . , g′′l )
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é obtida com outra escolha g′′i , então [eg/eg] = [e/e]+[g/g] = 0, pois se ē e ḡ são bases alternativas

para os módulos E e G, respectivamente, então [ēḡ/eg] = [ē/e] + [ḡ/g], já que

(ēḡ/eg) =
(

(ē/e) 0
0 (ḡ/g)

)
.

1.9 OBSERVAÇÃO (MÓDULO ESTAVELMENTE LIVRE): A construção acima pode ser feita também

para módulos estavelmente livres ao invés de módulos livres. Um módulo M sobre R é estavelmente

livre se a soma direta de M com algum módulo livre é livre. Lembramos que todos os módulos

aqui são finitamente gerados. Para mais detalhes, ver [21, §4].

1.2 Determinante não comutativo

Na Álgebra, um determinante é uma função que associa a cada matriz A (n × n) um escalar,

det(A). Fixado um inteiro n > 0, existe uma única função determinante para as matrizes n×n sobre

um anel comutativo R. No entanto, também para anéis não comutativos é possível definirmos a

função determinante. Apresentamos aqui um resumo da construção do determinante de Dieudonné

e o aplicamos ao anel dos quatérnios H. Para maiores detalhes e para as provas omitidas, sugerimos

o bom trabalho de H. Aslaksen [2] e as referências lá citadas ou [1].

Os quatérnios, descoberto por Sir William Rowan Hamilton em 1843, formam uma álgebra

associativa não comutativa sobre R,

H = {a + bi + cj + dk; a, b, c, d ∈ R},

onde

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik, i2 = j2 = k2 = −1.

Podemos escrever z ∈ H na forma z = x+ yj, onde x, y ∈ C, mas precisamos lembrar que jy = ȳj,

para y ∈ C. Note que H não é uma álgebra sobre C, desde que o centro de H é somente R. A

conjugação em H é definida por a + bi + cj + dk = a−bi−cj−dk e satisfaz uv = v̄ū. Os quatérnios

da forma bi + cj + dk, com b, c, d ∈ R, serão chamados de quatérnios puros. O seguinte lema nos

diz que esta álgebra é isomorfa à uma subálgebra de M(2,C).

1.10 LEMA: Para cada quatérnio q = a + bi + cj + dk, definimos A(q) ∈ M(2,C) por

A(q) =
(

a + bi c + di
−c + di a− bi

)
. (1.1)

Então a aplicação q 7→ A(q) é injetora e A(q1q2) = A(q1)A(q2).

Definimos a norma (Euclidiana) de um quatérnio por

|q|2 = qq̄ = a2 + b2 + c2 + d2 (q = a + bi + cj + dk). (1.2)
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Segue que |q|2 = |q̄|2 e se |q|2 6= 0, isto é, q 6= 0, então q(q̄/|q|2) = 1, de modo que cada quatérnio

não nulo possui um inverso multiplicativo q−1 = q̄/|q|2. Enunciamos então o seguinte:

1.11 LEMA: A álgebra H dos quatérnios é uma álgebra de divisão, isto é, para cada quatérnio

não nulo q existe um inverso (à direita e à esquerda) q−1.

De (1.1) e (1.2) é imediato que, para todo quatérnio q, |q|2 = det A(q) e portanto

|q1q2|2 = det A(q1q2) = det(A(q1)A(q2)) = det A(q1) det A(q2) = |q1|2|q2|2. (1.3)

De (1.3) deduzimos que o conjunto dos quatérnios de norma 1 forma um grupo multiplicativo,

denotado por H1. De (1.2) segue que para q ∈ H1, q−1 = q̄. Se pensarmos H como um espaço

4-dimensional com coordenadas a, b, c, d então H1 é simplesmente a 3-esfera em R4.

Sejam R um anel e R× as unidades de R, ou seja, os elementos invertíveis. Se R é um anel

de divisão (diferencia-se de um corpo pelo fato de não exigirmos que o produto seja comutativo),

então R× = R − {0}. Seja M(n,R) o anel das matrizes n × n com entradas em R. Denotaremos

o conjunto das matrizes invertíveis de M(n,R) por GL(n, R) e por E(n,R) o subgrupo gerado

pelas matrizes elementares bEij , que coincidem com a matriz identidade, exceto pelo elemento b

na entrada (i, j), i 6= j (comparar com a Seção 1.1).

Uma função d : M(n,H) → H é chamada de determinante se satisfaz os seguintes axiomas:

A1. d(A) = 0 se, e somente se, A é singular.

A2. d(AB) = d(A)d(B), para quaisquer A,B ∈ M(n,H).

A3. Se A′ é obtida de A somando um múltiplo à esquerda de uma linha a outra linha ou um

múltiplo à direita de uma coluna a outra coluna, então d(A′) = d(A).

Pode-se provar que se d não é nula nem constante igual a 1, então o Axioma 2 implica que

d(A) = 0 para todas as matrizes singulares. Assim, precisamos apenas definir o determinante

de matrizes invertíveis. Uma questão natural é saber quando tal determinante existe. Para isso,

enunciamos o seguinte teorema.

1.12 TEOREMA: Se d é um determinante, ou seja, d satisfaz os três axiomas acima, então a

imagem d(M(n,H)) é um subconjunto comutativo de H.

A prova do Teorema 1.12 é baseada nos dois seguintes lemas. Sem perda de generalidade,

podemos supor n = 2.

1.13 LEMA: Sejam a 6= 0 e d um determinante. Então
(

a 0
0 a−1

)
=

(
1 0

−a−1 1

)(
1 a− 1
0 1

)(
1 0
1 1

)(
1 a−1 − 1
0 1

)
, (1.4)
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e

d

(
a 0
0 a−1

)
= 1.

PROVA: Um cálculo direto prova a igualdade na equação (1.4), cujas matrizes do lado direito são

obtidas da matriz identidade através de operações elementares nas colunas, sendo assim aplicadas

por d no elemento 1, pelo Axioma 3. Por fim, pelo Axioma 2, segue o resultado. ¥

1.14 LEMA: Toda matriz A ∈ GL(n,H) pode ser escrita na forma A = D(x)B, com B ∈ E(n,H)

e

D(x) =




1
. . .

1
x


 .

PROVA: Como A é invertível, existe ao menos um elemento não nulo na primeira linha, digamos

a1j 6= 0. Somando a j-ésima coluna, multiplicada por a−1
1j (1 − a11), à direita da primeira coluna,

obtemos uma matriz com a11 = 1. Podemos então zerar todos os outros elementos na primeira

linha (através de operações nas colunas) e proceder por indução. ¥

PROVA DO TEOREMA 1.12: Definimos f : H → H por f(x) = d(D(x)). Segue do Lema

1.14 que f(H) = d(M(n,H)). Podemos supor n = 2, por simplicidade. Temos que

d

(
x 0
0 1

)
= d

((
x 0
0 x−1

)(
1 0
0 x

))
= f(x),

pelo Axioma 2 e Lema 1.13. Mas então

f(x)f(y) = d

((
x 0
0 1

)(
1 0
0 y

))
= d

(
x 0
0 y

)

= d

((
1 0
0 y

)(
x 0
0 1

))
= f(y)f(x)

e assim vemos que f(H) = d(M(n,H)) é comutativo. ¥

O Lema 1.1 na página 3 nos diz que E(n,H) é o subgrupo comutador de GL(n,H), ou seja,

E(n,H) = [GL(n,H), GL(n,H)]. O Lema 1.14 acima nos diz que é suficiente definirmos o deter-

minante para as matrizes D(x). A preocupação com a unicidade em tal decomposição nos leva à

seguinte questão: para quais x ∈ H, D(x) ∈ E(n,H)? A resposta é dada pelo Lema 1.15 abaixo.

1.15 LEMA ([2, LEMA 7]): O elemento D(x) ∈ GL(n,H) é um comutador, isto é, D(x) ∈ E(n,H)

se, e somente se, x ∈ H× é um comutador.
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Segue que, na decomposição A = D(x)B, nem x nem B são únicos, mas a classe lateral

x[H×,H×] ∈ H×/[H×,H×] é única. Isto foi exatamente o que Jean Dieudonné usou em seu artigo

de 1943 [14]. Seu objetivo foi mostrar como o determinante poderia ser expresso em termos da

teoria de grupos. Assim, seu principal teorema afirma que, para qualquer anel de divisão R, existe

um isomorfismo

GL(n, R)/[GL(n,R), GL(n,R)] → R×/[R×, R×].

Para R = H, isto é imediato dos Lemas 1.14 e 1.15. Definimos então o determinante de Dieudonné

por

det A = det(D(x)B) = x[H×,H×],

bem definido devido ao Lema 1.15, cujo núcleo é E(n,H), coincidindo neste caso com SL(n,H),

o grupo linear especial. Se estendermos a definição para M(n,H), o determinante terá valores em

H×/[H×,H×] ∪ {0}. O Lema 8 de [2] prova que [H×,H×] ' H1. Assim, H×/[H×,H×] é isomorfo

ao conjunto dos números reais positivos, via x[H×,H×] 7→ |x|.

1.16 OBSERVAÇÃO: Além dos três axiomas, o determinante de Dieudonné possui várias outras

propriedades, dentre elas, é invariante pela troca de duas linhas. De fato, trocar as linhas i e j

corresponde a multiplicar à esquerda pela matriz Pij = (1Eij)(−1Eji)(1Eij). Porém, −1 ∈ H1 e

assim detPij = 1H1. Também, multiplicar por m uma linha à esquerda ou uma coluna à direita,

multiplica o determinante por mH1. Este último produto pode ser à direita ou à esquerda, já que

H×/H1 é comutativo.

Para n = 2,

det
(

a b
c d

)
= det

(
a b
0 d− ca−1b

)
= (ad− aca−1b)H1 (a 6= 0) (1.5)

e

det
(

0 b
c d

)
= det

(
c d
0 b

)
= cbH1 = −bcH1. (1.6)

Por outro lado, não podemos fatorar um múltiplo à direita de uma linha, pois

det
(

1 a
b ab

)
= (ab− ba)H1 e bH1 det

(
1 a
1 a

)
= 0.

Usaremos tal determinante no Capítulo 4, quando calcularemos a torção das formas espaciais

esféricas quaterniônicas.

1.3 W e R torções

Seja

C : Cm
∂m // Cm−1

∂m−1 // . . . ∂2 // C1
∂1 // C0
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um complexo de cadeias de R-módulos livres (de dimensão finita). Denotamos por Zq = ker ∂q,

por Bq = im ∂q+1 e por Hq = Zq/Bq, como usual. Para cada q, assumimos que ambos Bq and Hq

são R-módulos livres e fixamos bases2 cq para Cq e hq para Hq. Escolhemos uma base bq para Bq.

Usando as inclusões 0 ⊆ Bq ⊆ Zq ⊆ Cq e os isomorfismos Zq/Bq ' Hq e Cq/Zq ' Bq−1, vemos que

as bases bq, hq, bq−1 se combinam para produzirem uma nova base bqhqbq−1 para Cq. No entanto,

distinguiremos a base bq−1 em Cq obtida pelo isomorfismo acima denotando-a por b̃q−1. Assim, a

nova base para Cq é bqhq b̃q−1.

1.17 DEFINIÇÃO (W TORÇÃO DE UM COMPLEXO DE CADEIAS): Nas condições acima, a torção de

Whitehead do complexo C com relação à base graduada h = {hq} é a classe

τW(C;h) =
m∑

q=0

(−1)q[bqhq b̃q−1/cq],

em K̄1(R). Tal torção não depende da escolha de bi desde que, escolhendo bases diferentes b′i,

temos
m∑

q=0

(−1)q[b′qhq b̃
′
q−1/cq] =

m∑
q=0

(−1)q([bqhq b̃q−1/cq] + [b′q/bq] + [b̃′q−1/b̃q−1]),

onde os últimos dois termos se somam a zero. É claro que τW(C;h) depende de cq e hq.

1.18 DEFINIÇÃO (R TORÇÃO DE UM COMPLEXO DE CADEIAS): Se o anel R é abeliano, a torção

de Reidemeister do complexo C com relação à base graduada h = {hq} é

τR(C;h) =
m∏

q=0

det(bqhq b̃q−1/cq)(−1)q ∈ R×/{±1}. (1.7)

Seja (K,L) um par de complexos celulares conexos finitos de dimensão m e seja (K̃, L̃) sua

cobertura universal. Identificamos o grupo fundamental de K com o grupo das transformações

cobertura de K̃. Seja C((K̃, L̃); R) o complexo de cadeias de (K̃, L̃) com coeficientes em R. A

ação do grupo das transformações cobertura transforma cada grupo Cq((K̃, L̃); R) em um módulo

sobre o anel de grupos Rπ1(K) e cada um destes módulos é Rπ1(K)-livre e finitamente gerado,

pela escolha natural das q-células de K − L. Desde que K é finito, segue que C((K̃, L̃); R) é

livre e finitamente gerado sobre Rπ1(K). Temos então um complexo de módulos livres finitamente

gerados sobre Rπ1(K) que, seguindo a notação canônica, denotaremos por C((K̃, L̃); Rπ1(K)).

2Abusando da notação, diremos que o módulo trivial possui ∅ como única base.
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Qualquer escolha de bases graduadas c para C((K̃, L̃); Rπ1(K)) e h para H(C((K̃, L̃); Rπ1(K)))

nos permite definir a torção τW(C((K̃, L̃); Rπ1(K));h) em K̄1(Rπ1(K)). No entanto, ainda existe

alguma ambigüidade devido à arbitrariedade da escolha das células representantes na cobertura

K̃, que se projetam sobre as células representantes da base fixada de Cq. Usando coeficientes

inteiros, as diferentes escolhas de células representantes na cobertura originam diferentes torções

em K̄1(Zπ1(K)) que se projetam sobre a mesma classe em Wh(π1(K)).

1.19 DEFINIÇÃO (W TORÇÃO DE UM COMPLEXO CELULAR): Nas condições acima, suponhamos

que Hq(C((K̃, L̃);Zπ1(K))) sejam módulos livres finitamente gerados sobre Zπ1(K). A torção de

Whitehead de K com relação à base graduada h é a classe

τW((K, L); h) = w(τW(C((K̃, L̃);Zπ1(K));h)),

em Wh(π1(K)). Se (K,L) é a decomposição celular (ou simplicial) de um espaço (X,A), a torção

de Whitehead de (X, A) é definida analogamente e denotada por τW((X, A); h).

Foi provado em [21] que τW((X, A); h) não depende da decomposição K.

Se ϕ : R → R′ é um homomorfismo de anéis, podemos formar um novo complexo R′ ⊗R Cq,

usando o homomorfismo ϕ para tornar R′ um R-módulo à direita. Então, τW(R′ ⊗R C;h′) =

ϕ∗τW(C;h). Tal construção é usada para definirmos a torção com relação à uma representação

do grupo fundamental. Seja ρ : π1(X) → G uma representação do grupo fundamental em algum

grupo G. Então, ρ se estende a um único homomorfismo de anéis de Zπ1(X) para ZG e assim

formamos o complexo

Cq((X,A); (Zπ1(X))ρ) = ZG⊗ρ Cq((X̃, Ã);Zπ1(X))

de ZG-módulos livres finitamente gerados. A torção de Whitehead de (X, A) com relação à repre-

sentação ρ (e base graduada h) é definida por

τW((X, A); h, ρ) = w(τW(C((X, A); (Zπ1(X)ρ));h)),

em Wh(G).

1.4 RS torção

Seja W uma variedade Riemanniana orientável e conexa de dimensão m, com métrica g, pos-

sivelmente com bordo ∂W . Então, todas as hipóteses anteriores são satisfeitas e podemos definir

uma R torção absoluta τR((W, ∅); h, ρ) e uma R torção relativa τR((W,∂W ); h, ρ), para cada re-

presentação ρ do grupo fundamental e para cada base graduada h fixada, para a homologia de

(W, ∅) ou para a homologia relativa de (W,∂W ), respectivamente. Neste contexto, Ray e Singer

[27] sugerem um invariante geométrico natural, fixando uma base apropriada h, fazendo uso da

estrutura geométrica, como segue.
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Seja K uma triangulação suave de W . Seja Eρ → W o fibrado vetorial real associado à

representação ρ : π1(K) → O(k,R), isto é, Eρ é o fibrado com grupo estrutural ρ(π1(K)), cons-

truído do seguinte modo: desde que a cobertura universal K̃ → K é um fibrado com fibra π1(K),

podemos simplesmente mudar a fibra tomando o produto tensorial K̃ ⊗ρ R
k, obtendo o fibrado

Eρ. Seja Ω∗(W,Eρ) o espaço linear graduado das formas diferenciais em W com valores em Eρ

[4, §7], isto é, Ωq(W,Eρ) é o espaço das seções dos fibrados Ωq(W ) ⊗ρ R
k, onde Ωq(W ) é o

espaço das q-formas diferenciais sobre W (ver Seção B.1). Uma base para Ωq(W,Eρ) é da forma

{C∞(W )⊗ dxI ⊗ρ ei}, onde I = (i1, . . . , iq) é um multi-índice, {xj} são coordenadas em W e {ei}
é uma base para Rk.

A derivada exterior em W define uma derivada exterior d : Ωq(W,Eρ) → Ωq+1(W,Eρ) por

d(ω ⊗ρ v) = dω ⊗ρ v. A métrica g define o operador ? de Hodge em W e portanto em Ωq(W,Eρ),

? : Ωq(W,Eρ) → Ωm−q(W,Eρ). Usando o produto interno em Eρ, define também um produto

interno em Ωq(W,Eρ), como segue: dadas as formas

ω =
∑

I,j

ωI,j(x)dxI ⊗ ej , η =
∑

I′,j′
ηI′,j′(x)dxI′ ⊗ ej′ ,

o produto interno entre elas é dado por

(ω, η) =
∑

I,I′,j,j′

∫

W

ωI,j(x)ωI′,j′(x)dxI ∧ ? dxI′(ej , ej′), (1.8)

onde (v, w) é o produto interno em Rk e ∧ é o produto exterior em Ω∗(W ).

Lembramos que existe uma decomposição natural de Ω∗(W ) como soma direta de fibrados

vetoriais, Ω∗(∂W )⊕N∗W , onde N∗W é o dual do fibrado normal (no bordo). Mais precisamente,

seja ∂r o vetor normal unitário no bordo “apontando para dentro” e dr a 1-forma correspondente.

Próximo ao bordo, temos a decomposição C(∂W ) = ∂W× [0, ε) e se y é um sistema de coordenadas

locais no bordo ∂W , então x = (y, r) é um sistema de coordenadas locais em C(∂W ). As formas

diferenciais próximas ao bordo de W decompõem-se como ω = ωtan + ωnorm, onde ωtan está em

Ω∗(W ) e ωnorm é a projeção ortogonal no subespaço gerado por dr. Podemos então decompor uma

forma ω ∈ Ω∗(W ) em ω = ω1 + ω2 ∧ dr, ωj ∈ C∞(W )⊗ Ω∗(∂W ), com ?ω2 = dr ∧ ?ω.

Definimos condições de contorno absolutas e relativas por

Babs(ω) = ωnorm|∂W = ω2|∂W = 0, Brel(ω) = ωtan|∂W = ω1|∂W = 0.

Seja B(ω) = B(ω)⊕ B((d + d†)(ω)), para B ∈ {Babs, Brel}. Assim, o operador ∆ = (d + d†)2,

com condições de contorno B(ω) = 0, é auto-adjunto [16, Lema 2.7.2(a)]. Note que

Babs(ω) = 0 ⇐⇒
{

ωnorm|∂W = 0
(dω)norm|∂W = 0

e Brel(ω) = 0 ⇐⇒
{

ωtan|∂W = 0
(d†ω)tan|∂W = 0

,
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pois (d + d†)(ω)norm = d(ω)norm e (d + d†)(ω)tan = d†(ω)tan.

Sejam

Hq(W,Eρ) = {ω ∈ Ωq(W,Eρ) | ∆qω = 0},
Hq

abs(W,Eρ) = {ω ∈ Ωq(W,Eρ) | ∆qω = 0, Babs(ω) = 0},
Hq

rel(W,Eρ) = {ω ∈ Ωq(W,Eρ) | ∆qω = 0, Brel(ω) = 0},

espaços das formas harmônicas (com condições de contorno nos dois últimos).

Temos então as seguintes aplicações de de Rham Aq, que induzem isomorfismo em cohomologia,

Aq
abs : Hq

abs(W,Eρ) → Cq(W ; Eρ), Aq
rel : Hq

rel(W,Eρ) → Cq((W,∂W ); Eρ),

com

Aq
abs(ω)(c⊗ρ v) = Aq

rel(ω)(c⊗ρ v) =
∫

c

(ω, v),

onde c⊗ρ v pertence a Cq(W ; Eρ) no primeiro caso e a Cq((W,∂W ); Eρ) no segundo caso, e c está

identificada com a q-célula (simplicial ou celular) que representa.

Seja K (resp. L) uma decomposição celular ou simplicial de W (resp. ∂W ). Seja sd(K) a

primeira subdivisão baricêntrica de K. Seja K̂ o complexo bloco dual de K. Para cada q-célula

(simplexo) c em K, seja ĉ o (m−q)-bloco dual de c (ver [23, §15]). Se tomarmos q-células c em K−L,

então a coleção de células ĉ é uma base para o grupo de (m − q)-cadeias relativas Cm−q(K̂;Z).

Portanto, a bijeção c ↔ ĉ induz uma bijeção entre as bases de Cq(K, L;Z) e Cm−q(K̂;Z), e

portanto um isomorfismo comutando com os operadores bordo,

ϕq : Cq(K,L;Z) → Cm−q(K̂ − L̂;Z), ϕq(c) = ĉ.

Note que a imagem de ϕq está em K̂ − L̂, desde que ĉ é disjunto de L̂, se c ∈ K −L. A Figura 1.1

exemplifica a bijeção acima, para o par (K, L) = (S1, ∅).

•
v0

•
v1

•
v2

//
γ0

1111111111111

XX γ1

°°
°°
°°
°°
°°
°°
°

§§γ2

•
v′0

•
v′1

•
v′2

oo •
γ′0

//

1111111111111
»»

•
γ′1

XX

°°
°°
°°
°°
°°
°°
°

FF

•
γ′2

§§

•̂
γ0

oo
v̂0

oo

1111111111111

•γ̂1

»» v̂1

»»

°°
°°
°°
°°
°°
°°
°

•γ̂2

FFv̂2

FF

Figura 1.1: Complexos K, K ′ = sd(K) e K̂ = dual(K).

Considerando c∗ a cocadeia dual da cadeia c, de mesma dimensão, temos o isomorfismo de

Lefschetz-Poincaré

Pq : Cq(K,L;Z) → Cm−q(K̂ − L̂;Z), Pq(c) = (ĉ)∗,
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induzindo um isomorfismo Pq : Hq(K,L;Z) → Hm−q(K̂ − L̂;Z).

Podemos também construir uma aplicação Aq : Ωq(W,Eρ) → Cq(K̂ − L̂;Z), com

Aq(ω) : Cq(K̂ − L̂;Z) → R, Aq(ω)(ĉ) =
∫

ĉ

ω,

induzindo nas formas harmônicas um isomorfismo Aq : Hq(W,Eρ) → Hq(K̂ − L̂;Z).

Seguindo Ray e Singer [27], introduzimos as aplicações de de Rham Aq pela composição

Hq(W,Eρ)
?q // Hm−q(W,Eρ)

Am−q
// Hm−q(K̂ − L̂;Z)

ε(q)P−1
q // Hq(K, L;Z) ,

ou seja, Aq = ε(q)P−1
q Am−q ?q, com ε(q) = (−1)q(m−1). Para condições de contorno relativas e

absolutas, temos explicitamente

Arel
q : Hq

rel(W,Eρ) → Hq(K,L;Z), Aabs
q : Hq

abs(W,Eρ) → Hq(K;Z),

ambas definidas por

Arel
q (ω) = Aabs

q (ω) = (−1)q(m−1)
∑

j,i

(∫

ĉq,j

(?ω, ei)

)
cq,j ⊗ρ ei, (1.9)

onde a soma é sobre todos os q-simplexos cq,j de K no primeiro caso, porém sobre todos os q-

simplexos cq,j de K − L no segundo caso.

1.20 DEFINIÇÃO (RS TORÇÃO): Seja a uma base ortonormal graduada para o espaço das formas

harmônicas em Ω∗(W )⊗ρ R
k. O número real positivo

τRS((W, g); ρ) = τR(W ;Aabs(a), ρ)

é chamado de RS torção de (W, g) com relação à representação ρ e condições de contorno absolutas,

e

τRS((W,∂W, g); ρ) = τR((W,∂W );Arel(a), ρ)

é chamado de RS torção de (W,∂W, g) com relação à representação ρ e condições de contorno

relativas.

1.21 OBSERVAÇÃO: Ambas τRS((W, g); ρ) e τRS((W,∂W, g); ρ) não dependem da escolha da

base ortonormal a, desde que uma mudança de base, neste caso, é dada por uma matriz ortogonal.

Também, é independente da escolha dos representantes dos simplexos de K em K̃, bem como da

triangulação K para W . [27, Proposição 3.7].
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Voltando para a construção anterior, obtemos que a fórmula na equação (1.7) na presente

situação nos dá a seguinte fórmula para a RS torção (onde N pode ser ∂W ou o conjunto vazio e

Aq pode ser absoluta ou relativa, respectivamente)

τRS((W,N, g); ρ) =
m∏

q=0

∣∣∣det ρ(bqAq(aq)b̃q−1/cq)
∣∣∣
(−1)q

, (1.10)

onde det é o determinante usual, no caso acima, da matriz mudança de base no complexo de

espaços vetoriais reais C((W,N); Eρ):

Cm ⊗ρ R
k

∂m⊗ρ1 // · · · ∂2⊗ρ1 // C1 ⊗ρ R
k

∂1⊗ρ1 // C0 ⊗ρ R
k. (1.11)

1.5 Torção analítica

Concluímos o capítulo com a definição da torção analítica. Primeiro, assumimos que W não

possui bordo. Com o produto interno definido na equação (1.8), Ω∗(W,Eρ) é um espaço de Hilbert.

Seja d† = (−1)m(q+1)+1 ? d ? o adjunto de d. Como em (B.4), o Laplaciano ∆ = (d + d†)2 é um

operador simétrico positivo definido em Ω∗(W,Eρ), com espectro Sp ∆ puramente pontual. Seja

∆q a restrição de ∆ a Ωq(W,Eρ). Então definimos a função zeta de ∆q pela série

ζ(s, ∆q) =
∑

λ∈Sp+ ∆q

λ−s,

para Re(s) > m
2 , onde Sp+ denota a parte positiva do espectro. A série acima converge uniforme-

mente para Re(s) > m
2 e se estende a uma função meromorfa analítica em s = 0.

1.22 DEFINIÇÃO (TORÇÃO ANALÍTICA): Definimos a torção analítica T de (W, g) por

log T ((W, g); ρ) =
1
2

m∑
q=1

(−1)qqζ ′(0, ∆q). (1.12)

Se W possui bordo, denotamos por Tabs((W, g); ρ) (resp. Trel((W, g); ρ)) o número definido pela

equação (1.12) com ∆ satisfazendo condições de contorno absolutas (resp. relativas).

Enunciamos duas propriedades da torção analítica, análogas às propriedades conhecidas da R

torção. As provas serão omitidas e podem ser encontradas em [27, §2].

1.23 TEOREMA: Seja W uma variedade compacta orientável sem bordo, de dimensão par.

Então log T ((W, g); ρ) = 0. O mesmo vale para τR(W ) (ver [20]).

1.24 TEOREMA: Sejam W1 e W2 variedades compactas orientáveis sem bordo, com W2 sim-

plesmente conexa. A torção analítica do produto W1 ×W2 é dada por

log T (W1 ×W2) = χ(W2) log T (W1),
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onde χ(W2) é a característica de Euler de W2. O resultado correspondente para a R torção

encontra-se em [17].

Em [30] foi calculada a torção analítica da esfera S2m−1, ou seja, T (S2m−1) = 2πm

(m−1)! . Ressalta-

mos que o método utilizado é puramente analítico e faz uso dos autovalores do Laplaciano. No

entanto, apresentamos na Seção 4.1 o mesmo resultado, porém com a abordagem descrita até então,

utilizando a RS torção.





Capítulo 2
FORMAS ESPACIAIS ESFÉRICAS

Neste capítulo apresentamos as definições básicas e alguns resultados que nos fornecerão
os possíveis grupos ocorrendo na construção das formas espaciais esféricas. Daremos maior
atenção a um grupo em particular, o grupo dos quatérnios generalizado, estudado com mais
detalhes no Capítulo 3. A referência aqui utilizada é [31, Parte III].

2.1 Representação de grupos finitos

Sejam G um grupo e V um espaço vetorial sobre um corpo F. Uma representação de G em

V é um homomorfismo π de G no grupo das transformações lineares invertíveis de V . π é uma

representação sobre F e V é chamado o espaço representação de π. Se V é de dimensão finita

(e neste caso dizemos que π é de dimensão finita), então a dimensão de V é chamada de grau

de π. Considerando V ∗ o espaço dual de V , temos uma representação π∗ de G em V ∗ induzida

por π definida por (π∗(g)(v∗))(v) = v∗(π(g−1)(v)). Assim, π∗ é a representação dual de π. Se

V ∗∗ = V (por exemplo, se V é de dimensão finita) então π∗∗ = π. π é chamada de ‘faithful’ se é

injetora. Se ψ é uma representação de G em um espaço vetorial W sobre o mesmo corpo F, então

π e ψ são equivalentes se existe um isomorfismo f : V → W tal que fπ(g) = ψ(g)f para todo

g ∈ G. O caractere de uma representação de dimensão finita π é a função χπ : G → F definida por

χπ(g) = tr(π(g)). Observe que representações equivalentes de dimensão finita possuem o mesmo

caractere, pois tr(π(g)) = tr(f−1ψ(g)f) = tr(ψ(g)ff−1) = tr(ψ(g)).

Se U ⊆ V é um subespaço π(G)-invariante, então π′(g) : u 7→ π(g)u define uma representação

π′ : G → U . Representações π′ desta forma são chamadas de sub-representações de π. Uma

sub-representação π′ em U é própria se U é um subespaço próprio de V , isto é, se 0 ( U ( V .

π é chamada irredutível se não possui sub-representações próprias. Se {πi} são representações em

espaços vetoriais {Vi} sobre F, então a soma direta
∑

πi é a representação na soma direta
∑

Vi

dada por (
∑

πi)(g) :
∑

vi →
∑

πi(g)vi, vi ∈ Vi. π é totalmente irredutível se é equivalente a

uma soma direta de representações irredutíveis. Se π e ψ são representações dos grupos A e B nos

espaços V e W , então o produto tensorial π ⊗ ψ é a representação de A×B em V ⊗W dada por

(π ⊗ ψ)(a, b) : v ⊗ w 7→ π(a)(v)⊗ ψ(b)(w).

19
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Se π(a) e ψ(b) possuem autovalores {λi} e {µk}, respectivamente, então {λiµk} são os autovalores

de (π ⊗ ψ)(a, b).

Sejam π e ψ representações de G sobre F. Se V e W são seus espaços representações, então

I(π, ψ) denota o conjunto de todas as transformações lineares f : V → W tais que fπ(g) = ψ(g)f

para todo g ∈ G. Os elementos de I(π, ψ) são chamados de operadores ‘intertwining’ de π e ψ.

Note que π é equivalente a ψ se, e somente se, algum operador ‘intertwining’ é um isomorfismo.

Se G é abeliano então π(G) ⊂ I(π, π). De fato, sejam g, g0 ∈ G e π(g) : V → V . Assim,

π(g0)π(g) = π(g0g) = π(gg0) = π(g)π(g0) e então π(g) ∈ I(π, π).

2.1 OBSERVAÇÃO ([31, 4.2.8]): Duas representações de G são equivalente se, e somente se,

possuem o mesmo caractere.

Seja σ uma representação irredutível de G em um espaço vetorial de dimensão finita V sobre

K. A extensão escalar VF = V ⊗K F é um espaço vetorial de mesma dimensão sobre F que pode

ser criado escolhendo uma base {vi} de V sobre K e definindo VF = {∑ aivi, ai ∈ F}. Agora σ(G)

é também um conjunto de transformações F-lineares de VF, assim σ nos dá uma representação σF

de G em VF. σ é chamada absolutamente irredutível se σF é irredutível.

Consideremos agora um grupo finito G de ordem N e representações de G sobre o corpo dos

números reais R ou sobre o corpo do números complexos C. Uma representação sobre R (resp.

sobre C) é chamada representação real (resp. representação complexa). Se uma representação

complexa π é equivalente a σC para alguma representação real σ, então cometeremos um abuso de

linguagem e diremos que π é equivalente a uma representação real.

As isometrias lineares f : V → V formam um grupo, chamado grupo ortogonal de V no caso real

e grupo unitário de V no caso complexo. Se V é real (resp. complexo), então uma representação

de G em V é chamada representação ortogonal (resp. representação unitária) se sua imagem está

contida no grupo ortogonal (resp. unitário) de V . Se V e W são reais (resp. complexos) e se

σ e τ são representações de G em V e W , então σ e τ são ortogonalmente equivalentes (resp.

unitariamente equivalentes) se existe uma isometria linear f : V → W tal que fσ(g) = τ(g)f , para

todo g ∈ G, e neste caso, é claro, σ e τ são equivalentes.

2.2 LEMA ([31, LEMA 4.7.1]): Toda representação real (resp. complexa) de G é equivalente a

uma representação ortogonal (resp. unitária). Duas representações ortogonais (resp. unitárias) de

G são equivalentes se, e somente se, são ortogonalmente (resp. unitariamente) equivalentes. Se σ

e τ são representações ortogonais (resp. unitárias) ‘faithful’ de G em V e W , então existe uma

isometria linear f : V → W tal que τ(G) = fσ(G)f−1 se, e somente se, existe um automorfismo α

de G tal que τα é equivalente a σ.
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2.3 LEMA ([31, LEMA 4.7.2]): Seja π uma representação complexa de G. Se {vi} é uma base do

espaço representação V e se π(g) tem matriz (π(g)ij) relativa a {vi}, então seja π̄(g) a transformação

linear de V cuja matriz relativa a {vi} é a matriz complexa conjugada (π(g)ij) de (π(g)ij). Então

π̄ é uma representação de G em V que é equivalente à dual π∗ de π. π̄ é chamada de conjugada

de π.

PROVA: Se mudamos a base de V por uma matriz m = (mij), então o elemento π(g)ij é trocado

por (mπ(g)m−1)ij e π̄(g)ij por (m̄π̄(g)m̄−1)ij . Assim, π̄ é definida (a menos de equivalência) sem

menção à base {vi}. Podemos então supor que π é unitária e que {vi} é ortonormal. Se {vi} é a

base de V ∗ dual de {vi} e π∗(g) tem matriz (π∗(g)ij) nesta base, então

π∗(g)ij = (π∗(g)(vi))(vj) = vi(π(g−1)(vj)) = vi(π̄(g)t(vj)) = π̄(g)ij . ¥

2.4 DEFINIÇÃO (GRUPO LIVRE DE PONTO FIXO): Se π é uma representação de um grupo G e se

1 6= g ∈ G implica que π(g) não tem +1 como autovalor, então π é livre de ponto fixo. Um grupo

livre de ponto fixo é um grupo finito abstrato que possui uma representação livre de ponto fixo.

2.5 OBSERVAÇÃO: Sejam G um grupo e X um subconjunto compacto de Rk. Se existe uma

ação propriamente descontínua de G em X então G é finito. De fato, dados 1 6= g ∈ G e x ∈ X

fixado, tomamos a seqüência S = (xn = gnx)n≥0 em X. Pela compacidade de X, S possui um

ponto de acumulação y ∈ X. Como a ação é propriamente descontínua, existe uma vizinhança

aberta U de y tal que gU ∩U 6= ∅ implica g = 1. Como y é ponto de acumulação, existe m tal que

xn ∈ U , para n ≥ m, ou seja, gmx, gm+1x, . . . ∈ U . Portanto gm+1x ∈ gU ∩ U e então gm+1 = 1.

Logo G é finito.

2.6 PROPOSIÇÃO (AÇÃO EM DIMENSÃO PAR): Se G é um grupo livre de ponto fixo que atua na

esfera Sn de dimensão par então G = Z2.

PROVA: Suponha que ϕ : G × Sn → Sn seja uma ação livre de G em Sn, com n par. Seja

e 6= g ∈ G e definimos Lg : Sn → Sn por Lg(x) = ϕ(g, x). Desde que Lg(x) 6= x para todo x ∈ Sn,

então Lg ∼ a, onde a : Sn → Sn é a aplicação antipodal. Portanto deg(Lg) = deg(a) = (−1)n+1.

Do mesmo modo, para outro elemento e 6= h ∈ G, deg(Lh) = (−1)n+1.

Suponha que gh 6= e e assim deg(Lgh) = (−1)n+1. Por outro lado, deg(Lgh) = deg(LgLh) =

deg(Lg) deg(Lh) = (−1)2(n+1). Logo, 2(n + 1) ≡ n + 1 mod 2 e assim n deve ser ímpar, con-

tradizendo a hipótese. Logo, gh = e para quaisquer g, h ∈ G− {e}, ou seja, G = Z2. ¥
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2.7 OBSERVAÇÃO: Se π é equivalente a uma representação livre de ponto fixo, então π é livre

de ponto fixo. Se π é livre de ponto fixo, então π é ‘faithful’. Se π é livre de ponto fixo, então π

é uma soma direta de representações irredutíveis livres de ponto fixo. Se {πi} são livres de ponto

fixo, então
∑

πi é livre de ponto fixo. Se π é uma representação sobre um subcorpo de F, então π

é livre de ponto fixo se, e somente se, πF é livre de ponto fixo.

2.8 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.1.2]): Dados um grupo finito G e representações ortogonais

irredutíveis livres de ponto fixo {σ1, . . . , σr} de G, associamos a variedade Riemanniana conexa

completa1 Sn−1/(σ1 ⊕ · · · ⊕ σr)(G), n =
∑

i deg(σi), de dimensão n − 1 e curvatura constante

K > 0. Toda variedade Riemanniana conexa completa de curvatura constante positiva é isométrica

a uma variedade obtida deste modo e chamada de forma espacial esférica. (G, {σ1, . . . , σr}) e

(G, {τ1, . . . , τs}) originam variedades isométricas se, e somente se, r = s e existe uma permutação

k → ik de {1, . . . , r} e um automorfismo α de G tal que τkα é equivalente a σik
.

O Teorema 2.8 acima sintetiza o trabalho de G. Vincent [29] e leva à classificação das variedades

Riemannianas completas conexas de curvatura constante positiva. Tal problema ficou conhecido

como Problema das Formas Espaciais Esféricas de Clifford-Klein. A abordagem utilizada foi a

seguinte:

1. Encontrar condições necessárias para que um grupo abstrato finito seja livre de ponto fixo.

2. Classificar os grupos abstratos finitos que satisfazem tais condições, obtendo assim uma

família {Gλ}λ∈Λ de grupos.

3. Determinar as classes de equivalência de representações complexas irredutíveis livres de ponto

fixo de cada Gλ, aplicar o Lema 2.2 acima e o Teorema 4.7.3 de [31], obtendo as classes de

equivalência de representações ortogonais irredutíveis livres de ponto fixo.

4. Determinar o grupo de automorfismos de cada Gλ e decidir quando duas representações

ortogonais irredutíveis livres de ponto fixo são equivalentes, módulo um automorfismo.

A Seção 5.2 de [31] apresenta alguns resultados sobre p-grupos, como por exemplo o Teorema de

Sylow. Assim, as condições necessárias para que um grupo seja livre de ponto fixo são apresentadas

no teorema abaixo. O caso p = q é devido a Burnside [6] e o caso geral devido a Zassenhaus [33].

2.9 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.3.1]): Seja G um grupo finito que admite uma representação

livre de ponto fixo sobre um corpo F. Se H é um subgrupo de ordem pq em G, p e q primos, então

H é cíclico.
1Ou seja, a conexão de Levi-Civita é completa. Ver [31, §2.1].
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Sejam G um grupo finito e p, q primos. Se todo subgrupo de ordem pq em G é cíclico, dizemos

que G satisfaz a pq-condição. O Teorema 2.9 diz que todo grupo livre de ponto fixo satisfaz todas

as pq-condições. Em particular, satisfaz todas as p2-condições. Juntamente com o Teorema 5.3.2

de [31], temos que os grupos livres de ponto fixo se dividem em duas classes. A primeira classe

consiste de todos os grupos finitos nos quais todo subgrupo de Sylow é cíclico; a segunda classe

consiste de todos os grupos finitos nos quais os subgrupos de Sylow ímpar são cíclicos e os 2-

subgrupos de Sylow são os quatérnios generalizados Q2a (ver Seção 3.1, página 31). Os grupos da

primeira classe estão completamente caracterizados no teorema a seguir.

2.10 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.4.1 (BURNSIDE)]): Seja G um grupo finito de ordem N no qual

todo subgrupo de Sylow é cíclico. Então G é gerado por {A,B} com relações

Am = Bn = 1, BAB−1 = Ar, N = mn, mdc((r − 1)n,m) = 1, rn ≡ 1 mod m. (2.1)

O grupo comutador G′ é gerado por {A} e o grupo quociente G/G′ é gerado pela classe {BG′}.
Seja d a ordem de r no grupo multiplicativo de resíduos módulo m dos inteiros primos com m.

Então d divide n e G satisfaz todas as pq-condições se, e somente se, n/d é divisível por todo

divisor primo de d.

Reciprocamente, qualquer grupo dado por (2.1) tem ordem N e todo subgrupo de Sylow é

cíclico. Também, são equivalentes: (1) G é cíclico, (2) A = 1, (3) r = 1, (4) d = 1.

O seguinte teorema foi provado por Vincent [29, Théorème III*], utilizando cálculos diretos

ao invés de representações induzidas do subgrupo H. φ denota a função de Euler2 e todas as

representações são complexas de dimensão finita.

2.11 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.1]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as

pq-condições e tem todo subgrupo de Sylow cíclico. Em outras palavras, G tem geradores {A, B}
com relações Am = Bn = 1, BAB−1 = Ar, N = mn = mn′d e mdc((r − 1)n,m) = 1, onde d é

a ordem2 de r em Km e todo divisor primo de d divide n′. Seja H o subgrupo de G gerado por

{A,Bd}. Então H é subgrupo cíclico normal de ordem mn′ e índice d em G, gerado por {ABd} e

suas representações irredutíveis são de grau 1 e dadas por

σk(ABd) = e2πik/mn′ . (2.2)

Seja πk a representação de G induzida por σk, necessariamente de grau d. Então πk é equivalente

a πl se, e somente se, k ≡ l mod n′ e k ≡ rul mod m com 0 ≤ u < d. Além disto, são equivalentes:

2φ(l) é a ordem do grupo multiplicativo Kl de resíduos módulo l dos inteiros primos com l. Assim, φ(l) é o
número de geradores do grupo cíclico Cl de ordem l.
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(i) π é uma representação irredutível ‘faithful’ de G.

(ii) π é uma representação irredutível livre de ponto fixo de G.

(iii) π é equivalente a alguma πk, com mdc(k, N) = 1.

Em particular, as representações irredutíveis livres de ponto fixo de G têm grau d e são em quantia

de φ(N)/d2.

O Teorema 2.11 pode ser enunciado de uma forma mais compreensiva e plausível para o estudo

dos automorfismos de G.

2.12 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.6]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as

pq-condições e tem todo subgrupo de Sylow cíclico, com geradores e relações como no Teorema

2.11. Dados k, l ∈ Z com mdc(k, m) = 1 = mdc(l, n), definimos

πk,l(A) =




e2πik/m

e2πikr/m

e2πikr2/m

. . .

e2πikrd−1/m




, πk,l(B) =




0 1
...

. . .
0 1

e2πil/n′ 0 · · · 0


 . (2.3)

Dados s, t, u ∈ Z com mdc(s, m) = 1 = mdc(t, n) e t ≡ 1 mod d, definimos

ψs,t,u(A) = As, ψs,t,u(B) = BtAu.

Então:

1. As representações complexas irredutíveis ‘faithful’ de G são exatamente as πk,l, de grau d e

livres de ponto fixo.

2. Os automorfismos de G são exatamente os ψs,t,u.

3. πk,lψs,t,u é equivalente a πsk,tl e πa,b é equivalente a πa′,b′ se, e somente se, b′ ≡ b mod n′ e

a′ ≡ arc mod m, para algum inteiro c com 0 ≤ c < d.

4. Se G é cíclico então πk,l é equivalente a sua conjugada se, e somente se, N ≤ 2, e neste caso

πk,l é equivalente a uma representação real. Se G não é cíclico, então πk,l não é equivalente

a uma representação real e πk,l é equivalente a sua conjugada se, e somente se, n′ = 2.

O Teorema 2.12 nos permite descrever as representações reais livres de ponto fixo de G.
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2.13 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.10]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as

pq-condições e tem todo subgrupo de Sylow cíclico, ou seja, como no Teorema 2.12 acima. Suponha

que G não é cíclico de ordem 1 ou 2. Seja a matriz de rotação

R(θ) =
(

cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
.

Dados k, l ∈ Z com mdc(k,m) = 1 = mdc(l, n), seja π̂k,l a representação real de G de grau 2d

definida (em blocos 2× 2) por

π̂k,l(A) =




R(k/m)

R(kr/m)

. . .
R(krd−1/m)




, π̂k,l(B) =




0 1
...

. . .
0 1

R(l/n′) 0 · · · 0


 . (2.4)

Então, uma representação real de G é livre de ponto fixo se, e somente se, é equivalente a uma

soma de representações π̂k,l. π̂k,l é equivalente a π̂k′,l′ se, e somente se, existem números e = ±1 e

c ∈ {0, 1, . . . , d − 1} tais que k′ ≡ ekrc mod m e l′ ≡ el mod n′. Existem exatamente φ(N)/d2 ou

exatamente φ(N)/2d2 representações π̂k,l não equivalentes, para n′ = 2 ou n′ 6= 2, respectivamente.

O lema abaixo merece destaque, pois descreve as representações para um grupo em particular

que não se encaixa nos teoremas acima, pois não possui todo subgrupo de Sylow cíclico. Mais

precisamente, o 2-subgrupo de Sylow do grupo dos quatérnios generalizado de ordem 2a, Q2a , é o

próprio grupo Q2a , que claramente não é cíclico.

2.14 LEMA ([31, LEMA 5.6.2]): Seja Q2a (a ≥ 3) o grupo dos quatérnios generalizado de ordem

2a, gerado por {A,B} com relações

A2a−1
= 1, B2 = A2a−2

, BAB−1 = A−1. (2.5)

Se k é um dos φ(2a−2) = 2a−3 números {1, 3, 5, . . . , 2a−2 − 1}, definimos a representação αk de

Q2a por

αk(A) =

(
e2πik/2a−1

0
0 e−2πik/2a−1

)
, αk(B) =

(
0 −1
1 0

)
. (2.6)

Então as seguintes condições são equivalentes:

1. α é uma representação complexa irredutível ‘faithful’ de Q2a .

2. α é uma representação complexa irredutível livre de ponto fixo de Q2a .

3. α é equivalente a alguma αk.
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Além disto, as αk são mutuamente não equivalentes, cada uma é equivalente a sua conjugada e

nenhuma é equivalente a uma representação real.

PROVA: Claramente αk é uma representação irredutível bem definida. Sejam ζ = e2πik/2a−1
e

χ o caractere de αk. Como todo elemento de Q2a tem a forma At ou BAt (ver Seção 3.1), temos

que

αk(At) =
(

ζt 0
0 ζ−t

)
, αk(BAt) =

(
0 −ζ−t

ζt 0

)
.

Portanto χ é uma função real e assim, pela Observação 2.1, αk é equivalente a sua conjugada. αk

não é real pois SO(2) é abeliano e Q2a não é. Os autovalores de αk(At) e αk(BAt) são ζ±t e ±i,

respectivamente, de onde segue que αk é livre de ponto fixo e mutuamente não equivalentes (pois

possuem caracteres distintos).

Provamos então que (3) ⇒ (2) ⇒ (1). Por fim, seja α uma representação complexa ‘faithful’

irredutível de Q2a . Portanto, α = σQ2a , com σ representação complexa ‘faithful’ irredutível do

grupo cíclico gerado por {A}, necessariamente da forma σ(At) = (e2πikt/2a−1
), com k ímpar.

Assim, α é equivalente a αk (se 0 < k < 2a−2) ou αk−2a−2 (se k > 2a−2). ¥

Os Teoremas 2.8 e 2.13 fornecem uma classificação completa das variedades Riemannianas

conexas completas M de curvatura constante positiva nas quais o grupo fundamental G tem todo

subgrupo de Sylow cíclico. Se G é trivial então M é a esfera. Se G é cíclico de ordem 2 então M

é o espaço projetivo. Caso contrário, M é isométrica a

S2vd−1/(π̂k1,l1 ⊕ · · · ⊕ π̂kv,lv )(G)

na notação do Teorema 2.13, onde {(k1, l1), . . . , (kv, lv)} é determinado por M no sentido de que

M é também isométrica a uma variedade S2vd−1/(π̂a1,b1 ⊕ · · · ⊕ π̂av,bv )(G) se, e somente se, existe

uma permutação j → ij e existem ej , cj , s, t ∈ Z tais que ej = ±1, 0 ≤ cj < d, mdc(s,m) = 1 =

mdc(t, n), t ≡ 1 mod d, kij ≡ ejsajr
cj mod m e lij ≡ ejtbj mod n′.

2.2 Grupos livres de ponto fixo

Em [31, Capítulo 6] encontramos a classificação dos grupos finitos que possuem representações

livres de ponto fixo, divididos em seis tipos. Os quatro primeiros tipos são para grupos solúveis e os

outros dois para não solúveis. Em [31, Capítulo 7] é feita a classificação, a menos de automorfismos,

das classes de equivalência de representações ortogonais de cada um dos seis tipos de grupos obtidos

anteriormente. Isso soluciona o problema das formas espaciais esféricas de Clifford-Klein.
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Apresentaremos aqui, de modo resumido, apenas os resultados para os Tipos I e II definidos

abaixo, que englobam o grupo cíclico e o grupo dos quatérnios generalizado Q2a , como mostrado

na Observação 2.15.

Tipo Geradores Relações Condições Ordem

I A,B
Am = Bn = 1,
BAB−1 = Ar

m ≥ 1, n ≥ 1,
mdc(n(r − 1),m) = 1,
rn ≡ 1 mod m

mn

II A,B, R

Como em I,
R2 = Bn/2,
RAR−1 = Al,
RBR−1 = Bk

Como em I,
l2 ≡ rk−1 ≡ 1 mod m,
n = 2uv, u ≥ 2,
k ≡ −1 mod 2u,
k2 ≡ 1 mod m

2mn

Tabela 2.1: Dois tipos de grupos livres de ponto fixo. Para os outros quatro tipos, ver a tabela
completa em [31, pág. 179].

2.15 OBSERVAÇÃO: O grupo cíclico Ck de ordem k é dado por I, gerado por {B}, com n = k

e m = r = 1. O grupo dos quatérnios generalizado Q2a (a ≥ 3) é dado por II, gerado por {B,R},
com m = 1, n = 2a−1, u = 2, v = 2a−3, k = −1, r, l ∈ Z.

Seja G um grupo finito que admite uma representação livre de ponto fixo. Seja FC(G) o conjunto

de todas as classes de equivalência de representações complexas irredutíveis livres de ponto fixo

de G. Descreveremos FC(G), estabelecendo uma notação para seus elementos. Em [31, Teorema

7.2.18] há uma descrição completa de FC(G), para os outros quatro tipos de grupos.

Tipo I. G é gerado por {A,B} com Am = Bn = 1, BAB−1 = Ar, onde m ≥ 1, n ≥ 1,

rn ≡ 1 mod m, mdc(n(r − 1), m) = 1 e todo divisor primo da ordem d de r em Km divide

n′ = n/d. Então FC(〈A, Bd〉) consiste de todas

σk ⊗ σl : AuBvd 7→ e2πiku/me2πilv/n′ , mdc(k, m) = 1 = mdc(l, n). (2.7)

Assim, FC(G) consiste das φ(mn)/d2 representações de grau d dadas por

πk,l = (σk ⊗ σl)G, σk ⊗ σl ∈ FC(〈A,Bd〉). (2.8)

πk,l = πa,b se, e somente se, k ≡ aru mod m e ld ≡ bd mod n, com 0 ≤ u < d. Estes fatos estão

contidos no Teorema 2.11.

2.16 OBSERVAÇÃO: Em particular, para o grupo cíclico Cn de ordem n, para cada l primo com

n temos uma representação complexa irredutível livre de ponto fixo πl, de grau 1. Como πa = πb

se, e somente se, a ≡ b mod n, basta considerarmos l < n e assim existem φ(n) tais representações

não equivalentes.
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Tipo II. G é gerado por {A,B, R} onde 〈A,B〉 é do tipo I, R normaliza ambos {A} e {B} e

n1 ≡ 0 mod 4. Então FC(G) consiste das φ(mn)/2d2 = φ(2mn)/(2d)2 representações de grau 2d

dadas por

αk,l = πG
k,l, πk,l ∈ FC(〈A,B〉), (2.9)

onde αk,l = αa,b se, e somente se, k ≡ εaru mod m1, k ≡ aru mod m2, ld ≡ εbd mod n1 e

ld ≡ bd mod n2, com ε = ±1 e 0 ≤ u < d. Para as definições de mi e ni, ver [31, Seção 7.2].

2.17 OBSERVAÇÃO: Em particular, para o grupo Q2a , como observado em 2.15, 〈B〉 = C2a−1

e assim n = n1 = 2a−1 (n1 ≡ 0 mod 4 pois a ≥ 3). Para cada uma das φ(2a−1) representações

complexas πl ∈ FC(C2a−1), temos a representação induzida αl = πQ2a

l de grau 2 (d = 1). Porém, se

l > 2a−2 então l ≡ −b mod 2a−1, com b < 2a−2. Logo, podemos dividir pela metade a quantia de

representações, ou seja, existem φ(2a−1)/2 = 2a−3 representações complexas αl não equivalentes,

como afirmado acima.

Ação dos automorfismos nas representações: Seja G um grupo finito que admite uma repre-

sentação complexa livre de ponto fixo. Dado o conjunto FC(G) de todas as classes de equivalência

de representações complexas irredutíveis livres de ponto fixo, os automorfismos de G atuam em

FC(G) por composição, ψ : π 7→ πψ. Definimos AC(G) como sendo o grupo das transformações

de FC(G) induzidas por automorfismos de G.

A tabela abaixo resume a situação para os grupos dos Tipos I e II. Em [31, Teorema 7.3.21]

temos a descrição completa para os outros tipos.

Tipo Elementos de AC(G) Ação em FC(G) Condições

I
II Aa,b

πk,l → πak,bl

αk,l → αak,bl

mdc(a,m) = 1
mdc(b, n) = 1
b ≡ 1 mod d

Tabela 2.2: Ação dos automorfismos de G em FC(G). Para os outros quatro tipos, ver a tabela
completa em [31, pág. 217].

2.3 Classificação das formas espaciais esféricas

Os Teoremas 5.1.2, 7.2.18 e 7.3.21 de [31] classificam as variedades Riemannianas conexas

completas M de curvatura constante positiva, a menos de isometria global. O Teorema 5.1.2 é

o Teorema 2.8 na página 22 deste trabalho e os Teoremas 7.2.18 e 7.3.21 englobam os resultados

(particularizados) das Seções 2.2 e 2.2 acima.
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Seja G o grupo fundamental de M . Então M é obtida como segue: se G tem ordem 1 ou 2,

então M é isométrica à esfera ou ao espaço projetivo, respectivamente, de dimensões apropriadas.

Se G é do Tipo I com ordem maior que dois, então M é isométrica a alguma

S2sd−1/(π̂k1,l1 ⊕ · · · ⊕ π̂ks,ls)(G) (2.10)

onde3 (π̂k,l)C = πk,l ⊕ π̄k,l. O conjunto {(ki, li)} é determinado a menos de uma transformação

(ki, li) → (xi, yi) para a qual existe uma permutação i → i′ de {1, . . . , s} e existem ei, ui, a, b ∈ Z
tais que

ei = ±1, 0 ≤ ui < d, mdc(a,m) = mdc(b, n) = 1, b ≡ 1 mod d,

xi′ ≡ eiakir
ui mod m, yi′d ≡ eiblid mod n.

Se G é do Tipo II, então M é isométrica a alguma

S4sd−1/(α̂k1,l1 ⊕ · · · ⊕ α̂ks,ls)(G) (2.11)

onde3 (α̂k,l)C = αk,l ⊕ ᾱk,l. O conjunto {(ki, li)} é determinado a menos de uma transformação

(ki, li) → (xi, yi) para a qual existe uma permutação i → i′ de {1, . . . , s} e existem ei, εi, ui, a, b ∈ Z
tais que

ei = ±1, εi = ±1, 0 ≤ ui < d, mdc(a,m) = mdc(b, n) = 1, b ≡ 1 mod d,

xi′ ≡ εieiakir
ui mod m1, xi′ ≡ eiakir

ui mod m2,

yi′d ≡ εieiblid mod n1, yi′d ≡ eiblid mod n2.

Os demais tipos estão descritos em [31, Seção 7.4].

2.18 OBSERVAÇÃO (ESPAÇOS LENTICULARES): Considerando o grupo cíclico Cn, de ordem n,

gerado por {B}, como em 2.15, temos que as representações reais são de grau 2 e dadas por (2.4),

ou seja, π̂l(B) = R(l/n), para cada l primo com n (l < n). A ordem dos índices li não importa e

se li′ ≡ ±bli mod n, com b ≡ 1 mod d, obtemos variedades isométricas. Na notação do Apêndice

A, temos

S2s−1/(π̂l1 ⊕ · · · ⊕ π̂ls)(Cn) = L(n; l1, . . . , ls).

2.19 OBSERVAÇÃO: Em [16, §4.2.5] são apresentadas formas espaciais esféricas com o mesmo

espectro, com o mesmo grupo fundamental não abeliano, mas que não são isométricas. Porém, em

[16, Teorema 4.2.15], são exibidos espaços lenticulares (grupo fundamental abeliano) que possuem

o mesmo espectro mas não são isométricos.

3Lembramos que uma representação real ω pode ser vista como uma representação complexa ωC e que η ⊕ η̄ é
da forma ωC para toda representação complexa η.





Capítulo 3
FORMAS ESPACIAIS ESFÉRICAS QUATERNIÔNICAS

Neste capítulo, apresentamos o grupo dos quatérnios generalizado Q4t, também co-
nhecido por grupo quaterniônico. Estudamos a ação deste grupo nas esferas de dimensão
ímpar, construímos um complexo de cadeias coerente com tal ação a fim de lidarmos com o
espaço quociente, o qual chamaremos de forma espacial esférica quaterniônica. Este capítulo
fornecerá o material necessário para o cálculo da R torção destes espaços.

3.1 Grupo dos quatérnios generalizado Q4t

Seja Q4t = 〈x, y : xt = y2, yxy−1 = x−1〉 o grupo dos quatérnios generalizado, de ordem 4t.

Como de costume, escrevemos x0 = 1, o elemento neutro do grupo. Podemos então obter algumas

relações úteis:

1. x−k = (yxy−1) · · · (yxy−1) = yxky−1.

2. yxk = x−ky.

3. xkyxk = y.

4. x−t = yxty−1 = yy2y−1 = y2 = xt e assim 1 = x2t = y4.

5. yxy = yx(y−1y)y = x−1y2 = x−1xt = xt−1.

6. xyx = xyx(y−1y) = x(x−1)y = y.

7. y−1xy = y−2(yxy−1)y2 = y−2x−1y2 = x−tx−1xt = x−1.

8. x−kyxk = (yxky−1)(yxk) = yx2k.

Resumindo:

xt = y2 yxky−1 = x−k yxy = xt−1 xyx = y xkyxk = y

1 = x2t = y4 y−1xy = x−1 x−kyxk = yx2k yxk = x−ky

Então, podemos listar os elementos, ou seja,

Q4t = {1, x, x2, . . . , x2t−1, y, xy, . . . , x2t−1y}

31
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pois

xky2 = xkxt = xk+t = xj , xky3 = xky2y = xjy,

para 0 ≤ j ≤ 2t− 1. Logo, |Q4t| = 4t.

3.1 OBSERVAÇÃO: Podemos classificar o grupo dos quatérnios generalizado de acordo com t,

ou seja, para a ≥ 3 e t = 2a−2 temos Q2a ; para q ímpar, i ≥ 1 e t = 2iq temos Q2i+2q; para t ímpar

temos Q4t.

Em [31], o termo ‘quaterniônico generalizado’ é associado apenas ao grupo Q2a . Porém, os

três tipos estão descritos na Tabela 2.1 (ou [31, pag. 179]). A correspondência entre os geradores

A,B, R (de [31]) e os geradores x, y (deste texto) segue.

Tipo Q2a = Q4t, a ≥ 3, t = 2a−2: Tipo II na Tabela 2.1 com

A = 1, B = x, R = y,

m = 1, n = 2a−1, u = 2, v = 2a−3, k = −1, (r, l ∈ Z)

e assim

Bn = x2a−1
= x2t = 1, R2 = y2 = xt = B2a−2

= Bn/2,

RBR−1 = yxy−1 = x−1 = B−1.

Tipo Q4t, t = 2iq, q ímpar, i ≥ 1: Tipo II na Tabela 2.1 com

A = x2i+1
, B = xq, R = y, m = q, n = 2i+1,

r = 1, l = k = −1, u = 2, v = 2i−1,

e assim

Am = x2i+1q = x2t = Bn, R2 = y2 = x2iq = B2i

= Bn/2,

BAB−1 = xqx2i+1
x−q = x2i+1

= Ar,

RAR−1 = yx2i+1
y−1 = (x−1)2

i+1
= A−1 = Ak,

RBR−1 = yxqy−1 = (x−1)q = B−1 = Bl.

Tipo Q4t, t ímpar: Tipo I na Tabela 2.1 com

A = x2, B = y, m = t, n = 4, r = −1,

e assim

Am = x2t = y4 = Bn = 1,

BAB−1 = yx2y−1 = (yxy−1)(yxy−1) = x−2 = Ar.
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3.2 Representações de Q4t

Seja H subgrupo de G, de índice n. Se σ é uma representação de H em U , então existe uma

representação induzida σG de G em V = U ⊕ · · · ⊕ U (n vezes) dada por σG(g) = (σ(b−1
i gbj)ij),

ou seja, a entrada (i, j) da matriz de σG(g) é σ(b−1
i gbj), onde G =

⋃n
i=1 biH, b1 ∈ H, e σ(c) = 0

para c 6∈ H.

Assim sendo, escrevemos Q4t = C2t ∪ yC2t, onde C2t = 〈x : x2t = 1〉 é o subgrupo cíclico de

índice 2 e ordem 2t. Seja {b1 = 1, b2 = y} conjunto de representantes para as classes laterais.

Note que yC2t = yxC2t e outras escolhas para b2 dão origem à representações equivalentes. Assim,

dada uma representação complexa πk (mdc(k, 2t) = 1) para C2t, como na Observação 2.16, temos

a representação complexa induzida πQ4t

k , cuja matriz de πQ4t

k (g) é definida em blocos por

πQ4t

k (g) =




πk(b−1
1 gb1) πk(b−1

1 gb2)

πk(b−1
2 gb1) πk(b−1

2 gb2)


 .

De modo mais específico, temos nos geradores x, y:

πQ4t

k (x) =




πk(x) πk(xy)

πk(y−1x) πk(x−1)


 =




e2πik/2t 0

0 e−2πik/2t


 =




eπik/t 0

0 e−πik/t


 , (3.1)

πQ4t

k (y) =

(
πk(y) πk(y2)

πk(1) πk(y)

)
=

(
0 eπi

e2πi 0

)
=

(
0 −1

1 0

)
, (3.2)

coincidindo com (2.6) do Lema 2.14 (para A = x e B = y). Note que

πQ4t

k (yx) =

(
πk(yx) πk(xt−1)

πk(x) πk(xy)

)
=

=

(
0 e2πik(t−1)/2t

e2πik/2t 0

)
=

(
0 −e−2πik/2t

e2πik/2t 0

)
=

(
0 −1

1 0

)(
e2πik/2t 0

0 e−2πik/2t

)
= πQ4t

k (y)πQ4t

k (x),

já que π(g1g2) = π(g1)π(g2).
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3.3 Região fundamental para a ação de Q4t nas esferas

3.3.1 Notações

A partir daqui, θ = π/t e ζ = eiθ é uma raíz primitiva 2t-ésima da unidade. Também,

q1, q2, . . . , qn são inteiros (não necessariamente distintos) com mdc(qj , 2t) = 1 e r1, r2, . . . , rn são

os inversos multiplicativos módulo 2t, isto é, qjrj ≡ 1 mod 2t. Como de costume, identificamos Cn

com R2n de modo que cada cópia de C seja gerada pelos vetores canônicos ei, ei+1 ∈ R2n. Deste

modo, o plano gerado por {ep, eq} será chamado de plano-pq.

A região fundamental para a ação de Qµ em Sν será denotada por Fµ,ν .

3.2 OBSERVAÇÃO: Suponhamos que plano-pq e plano-rs interceptam-se apenas na origem.

Sejam C1, C2 subconjuntos das circunferências de raio 1 centradas na origem contidas no plano-pq

e no plano-rs, respectivamente. Dados dois pontos A ∈ C1 e B ∈ C2, existem α, β ∈ [0, 2π] tais

que A = (. . . , 0, cosα, sen α, 0, . . .) e B = (. . . , 0, cos β, sen β, 0, . . .), ou seja, as únicas entradas não

nulas de A (resp. B) são p, q (resp. r, s). Assim, existe um plano em Cn passando pela origem e por

A,B, interceptando S2n−1 em uma circunferência de raio 1. Como os vetores ~A, ~B são ortogonais,

então o arco menor que liga A a B tem comprimento π/2. Tais arcos serão usados para a descrição

da região fundamental.

3.3 DEFINIÇÃO (‘CURVED JOIN’): Na situação descrita em 3.2 acima, o conjunto de todos os

arcos de comprimento π/2 que ligam pontos de C1 com pontos de C2 será chamado de ‘curved

join’ e denotado por C1 ∗̃ C2. Difere do ‘join’ convencional pois este último é construído através

de segmentos e não arcos (em uma situação mais geral).

Sejam Σj a 1-esfera unitária S1 na j-ésima cópia de C em C2n e Σj = Σ1 ∗̃ · · · ∗̃ Σj , com

Σ0 = ∅, de modo que a esfera unitária S4n−1 nada mais é que Σ2n = Σ1 ∗̃ · · · ∗̃ Σ2n. Os pontos

vj = eπi/2 ∈ Σ2j e os arcos Ij = [vj , x
rj vj ] ⊂ Σ2j e Jj = [vj , yvj ], ligando vj a xrj vj e vj a yvj ,

respectivamente, serão relevantes para a construção da região fundamental F4t,4n−1.

3.3.2 Ação de Q8 em S3

Descreveremos aqui o processo de construção da região fundamental F8,3. Optamos por começar

com o caso particular t = 2, n = 1, pois assim a notação mais geral introduzida acima torna-se

mais clara e auto-explicativa. Lembramos que a esfera unitária S3 ⊂ R4 possui como “equador” a

esfera S2 e que os “pólos norte/sul” são os pontos ±e4.

Seja α : Q8 → U(2,C) dada por

α(x) =
(

i 0
0 −i

)
e α(y) =

(
0 −1
1 0

)
,
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como em (3.1) e (3.2), para k = 1. Portanto, podemos considerar α(x), α(y) : C2 → C2. Uma base

ordenada sobre R para C2 é {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)} e nesta base escrevemos

α(x)(1, 0) = (i, 0) ≡ (0, 1, 0, 0) ∈ R4 α(y)(1, 0) = (0, 1) ≡ (0, 0, 1, 0) ∈ R4

α(x)(i, 0) = (−1, 0) ≡ (−1, 0, 0, 0) ∈ R4 α(y)(i, 0) = (0, i) ≡ (0, 0, 0, 1) ∈ R4

α(x)(0, 1) = (0,−i) ≡ (0, 0, 0,−1) ∈ R4 α(y)(0, 1) = (−1, 0) ≡ (−1, 0, 0, 0) ∈ R4

α(x)(0, i) = (0, 1) ≡ (0, 0, 1, 0) ∈ R4 α(y)(0, i) = (−i, 0) ≡ (0,−1, 0, 0) ∈ R4

ou seja,

α(x) ≡




0 −1

1 0

0 1

−1 0




e α(y) ≡




−1 0
0 −1

1 0
0 1


 .

Calculamos então a ação de x, y, xy em cada ei, obtendo

x · e1 = e2 x · e2 = −e1 x · e3 = −e4 x · e4 = e3

y · e1 = e3 y · e2 = e4 y · e3 = −e1 y · e4 = −e2

xy · e1 = −e4 xy · e2 = e3 xy · e3 = −e2 xy · e4 = e1

Por simplicidade, escreveremos gei para a ação de g em ei. A Figura 3.1 mostra tais ações,

lembrando que os segmentos que possuem ±e4 como um de seus vértices são, na verdade, arcos de

comprimento π/2.
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Figura 3.1: Representação tridimensional para a esfera S3.
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3.4 OBSERVAÇÃO: Notemos que a ação de x corresponde a uma rotação de θ no sentido

horário (resp. anti-horário) no plano-34 (resp. plano-12 ) e que a ação de y (também de xy) aplica

o plano-12 no plano-34 e o plano-34 no plano-12 seguido de uma rotação de π.

Deste modo, F8,3 é mostrado na Figura 3.2 e terá como 0-células os pontos

e4, xe4, ye4, xye4, x2e4 = y2e4 = (xy)2e4 = −e4,

como 1-células os arcos

I1 = [e4, xe4], J1 = [e4, ye4], K1 = [e4, xye4],

xI1 = [xe4, x
2e4], xJ1 = [xe4, xye4], xyK1 = [xye4, (xy)2e4],

xyI1 = [xye4, ye4], yJ1 = [ye4, y
2e4],

como 2-células os “simplexos” σ1, σ2, σ3 abaixo (observo que apesar de usarmos a notação simplicial

para descrevermos σi, são na verdade células)

σ1 = [e4, ye4, xe4] + [xe4, ye4, x
2e4],

σ2 = [e4, xe4, xye4] + [xye4, ye4, e4],

σ3 = [xe4, x
2e4, xye4] + [xye4, x

2e4, ye4]

e uma única 3-célula γ, que pode ser descrita como γ = (1 + x)I1 ∗̃ xyI1.
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Figura 3.2: Região fundamental F8,3.

Podemos escolher dentre as células acima um conjunto de representantes (células fundamentais)

em cada dimensão, obtendo o complexo de cadeias (3.3) sobre o anel de grupos Z[Q8], possuindo

apenas uma 0-célula, duas 1-células, duas 2-células e uma 3-célula.

0 // Z[Q8]〈γ〉 ∂3 // Z[Q8]〈σ1, σ2〉 ∂2 // Z[Q8]〈I1, J1〉 ∂1 // Z[Q8]〈e4〉 // 0 (3.3)
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Denotando uma k-célula fundamental por c̃k, então

c̃0 = e4, c̃1
1 = I1, c̃2

1 = σ1, c̃3 = γ,

c̃1
2 = J1 c̃2

2 = σ2,

pois σ3 = −xσ1 − xyσ2. Os bordos são

∂1(c̃1
1) = (1− x)c̃0, ∂2(c̃2

1) = −(1 + x)c̃1
1 + (1 + y)c̃1

2, ∂3(c̃3) = (1− x)c̃2
1 + (1− xy)c̃2

2,

∂1(c̃1
2) = (1− y)c̃0, ∂2(c̃2

2) = (1 + xy)c̃1
1 + (x− 1)c̃1

2.

3.5 PROPOSIÇÃO: O complexo de cadeias (3.3) é semi-exato.

PROVA: A fim de calcularmos as composições ∂i∂i+1, utilizaremos a notação matricial

[
∂i∂i+1

]
=

[
∂i+1

] [
∂i

]
,

onde cada linha da matriz corresponde à imagem de um elemento da base. Portanto,

[
∂2∂3

]
=

[
1− x 1− xy

] [ −1− x 1 + y
1 + xy x− 1

]

=
[ −(1− x)(1 + x) + (1− xy)(1 + xy) (1− x)(1 + y) + (1− xy)(x− 1)

]

=
[

x2 − 1 + 1− (xy)2 1− x + y − xy + x− xyx− 1 + xy
]

=
[

0 0
]
,

pois x2 = y2 = (xy)2 e xyx = y. Analogamente,

[
∂1∂2

]
=

[ −1− x 1 + y
1 + xy x− 1

] [
x− 1
y − 1

]

=
[ −(1 + x)(x− 1) + (1 + y)(y − 1)

(1 + xy)(x− 1) + (x− 1)(y − 1)

]

=
[ −x2 + 1 + y2 − 1

x− 1 + xyx− xy + xy − x− y + 1

]

=
[

0
0

]
.

¥

A fim de visualizarmos a região fundamental como um todo e as três células de seu bordo,

utilizamos na Figura 3.3 segmentos ao invés de arcos.
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Figura 3.3: Decomposição celular da região fundamental F8,3.

3.3.3 Ação de Q4t em S3

Nesta seção, trabalharemos com o grupo Q4t e construiremos a região fundamental F4t,3, gene-

ralizando assim o processo da seção anterior. O leitor perceberá que isto ocorre naturalmente, com

poucas modificações. Lembramos que θ = 2π/2t = π/t e ζ = cos θ+i sen θ ∈ C é uma raíz 2t-ésima

da unidade, ou seja, ζ2t = 1.

Definimos α : Q4t → U(2,C) por

α(x) =
(

ζ 0
0 ζ̄

)
e α(y) =

(
0 −1
1 0

)
.

Como anteriormente, calculamos

α(x)(1, 0) = (ζ, 0) ≡ (cos θ, sen θ, 0, 0) ∈ R4 α(y)(1, 0) = (0, 1) ≡ (0, 0, 1, 0) ∈ R4

α(x)(i, 0) = (iζ, 0) ≡ (− sen θ, cos θ, 0, 0) ∈ R4 α(y)(i, 0) = (0, i) ≡ (0, 0, 0, 1) ∈ R4

α(x)(0, 1) = (0, ζ̄) ≡ (0, 0, cos θ,− sen θ) ∈ R4 α(y)(0, 1) = (−1, 0) ≡ (−1, 0, 0, 0) ∈ R4

α(x)(0, i) = (0, iζ̄) ≡ (0, 0, sen θ, cos θ) ∈ R4 α(y)(0, i) = (−i, 0) ≡ (0,−1, 0, 0) ∈ R4

ou seja,

α(x) ≡




cos θ − sen θ

sen θ cos θ

cos θ sen θ

− sen θ cos θ




e α(y) ≡




−1 0
0 −1

1 0
0 1


 .
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Como na Observação 3.4, x representa uma rotação de θ = π/t no sentido anti-horário (resp.

horário) no plano-12 (resp. plano-34 ), tornando-os invariantes. A ação de y é a mesma. Notemos

que xke4 = e3 se, e somente se, k = t/2 ∈ Z, ou seja, t ≡ 0 mod 2.

A região fundamental F4t,3 pode ser vista na Figura 3.4. Posteriormente, escolheremos as

células fundamentais de modo a construirmos um complexo de cadeias, como feito na seção an-

terior. O ângulo entre J1 e K1 é θ = π/t, assim como os comprimentos dos arcos de referência

I1, xI1, . . . , x
t−1I1, xyI1. Os arcos J1,K1, yJ1, xyK1 medem π/2, já que ligam (a menos de sentido)

±e4 ao “equador” da S3, ou seja, a esfera S2 da Figura 3.1.
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Figura 3.4: Região fundamental F4t,3.

Representando o plano-12 e o plano-34 separadamente, a posição dos arcos de referência uti-

lizados na região fundamental pode ser vista na Figura 3.5 (perceba a troca dos planos feita pela

ação de xy).
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Figura 3.5: Arcos de referência da região fundamental F4t,3.

Denotando por Lx = 1 + x + · · ·+ x2t−1 e Nx = 1 + x + · · ·+ xt−1, segue que

F4t,3 = xyI1 ∗̃ NxI1.
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Note que não há intersecção entre tal região e sua imagem pela ação de qualquer elemento não

trivial do grupo, exceto pelos pontos do bordo, pois um ponto está no interior de uma região se

pertence ao interior de um arco cujos bordos são pontos interiores dos arcos de referência de tal

região, ou seja, dos arcos utilizados para o ‘curved join’.

3.6 OBSERVAÇÃO: Para o grupo Q16, a Figura 3.6 mostra a ação de cada um dos 16 elementos.

Pode-se ver o movimento de rotação realizado pelos elementos da forma xk (coluna esquerda) e

xky (coluna direita).
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Figura 3.6: Ação de Q16 em F16,3.
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Com a notação da Seção 3.3.2, obtemos o complexo de cadeias semi-exato (cuja prova é análoga

à prova de 3.5, apenas usando a relação xt = y2 = (xy)2)

0 // Z[Q4t]〈γ〉 ∂3 // Z[Q4t]〈σ1, σ2〉 ∂2 // Z[Q4t]〈I1, J1〉 ∂1 // Z[Q4t]〈e4〉 // 0

com

∂1(I1) = (x− 1)e4, ∂2(σ1) = −NxI1 + (1 + y)J1, ∂3(γ) = (1− x)σ1 + (1− xy)σ2,

∂1(J1) = (y − 1)e4, ∂2(σ2) = (1 + xy)I1 + (x− 1)J1.
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Figura 3.7: Decomposição celular da região fundamental F4t,3.

3.3.4 Ação de Q16 em S7

A fim de construirmos a região fundamental F4t,4n−1, apresentamos aqui mais um caso parti-

cular, diferenciado dos anteriores pela dimensão da esfera. O fato de trabalharmos agora em R8

nos leva a perceber uma periodicidade no complexo de cadeias, que será concretizada no caso geral.

Seja Σ2 = LxI1 uma cópia de S1 no plano-34 possuindo uma decomposição celular com 2t

0-células {e4, xe4, . . . , x
2t−1e4} e com 2t 1-células {I1, xI1, . . . , x

2t−1I1}. Note que Σ1 = xyΣ2 está

no plano-12 e que xyΣ2 ∗̃ Σ2 é uma 3-esfera, que pode ser obtida por

xyΣ2 ∗̃ Σ2 = Px,y(xyI1 ∗̃ NxI1), (3.4)

onde Px,y = Lx(1 + y). A região fundamental será

F16,7 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xyI2 ∗̃ NxI2,
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Figura 3.8: Arcos de referência da região fundamental F16,7.

onde γ′ = xyI2 ∗̃ NxI2 se comporta como γ na região F4t,3, permitindo o uso das decomposições

já obtidas na Seção 3.3.3. A situação torna-se mais clara com o auxílio da Figura 3.8.

As k-células ck
i são

c7 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xyI2 ∗̃ NxI2

c6
1 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ ye8 ∗̃ NxI2 c6

3 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xyI2 ∗̃ xte8

c6
2 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xye8 ∗̃ NxI2 c6

4 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xyI2 ∗̃ x0e8

c5
1 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ ∅ ∗̃ NxI2 c5

2 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xyI2 ∗̃ ∅

c4
1 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ ∅ ∗̃ xte8 c4

3 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ ye8 ∗̃ ∅
c4
2 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ ∅ ∗̃ x0e8 c4

4 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ xye8 ∗̃ ∅

c3 = xyΣ2 ∗̃ Σ2

c2
1 = ye4 ∗̃ NxI1 c2

3 = xyI1 ∗̃ xte4

c2
2 = xye4 ∗̃ NxI1 c2

4 = xyI1 ∗̃ x0e4

c1
1 = NxI1 c1

2 = xyI1

c0
1 = xte4 c0

3 = ye4

c0
2 = x0e4 c0

4 = xye4
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Escolhemos então as k-células fundamentais c̃k
i , onde σ′i se comporta como σi.

c̃7 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ γ′

c̃6
1 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ σ′1 c̃6

2 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ σ′2

c̃5
1 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ I2 c̃5

2 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ J2

c̃4 = xyΣ2 ∗̃ Σ2 ∗̃ e8

c̃3 = xyI1 ∗̃ NxI1

c̃2
1 = σ1 c̃2

2 = σ2

c̃1
1 = I1 c̃1

2 = J1

c̃0 = e4

Resumindo, para I1 = [e4, xe4], J1 = [e4, ye4], I2 = [e8, xe8] e J2 = [e8, ye8] temos as cadeias

C7(F4t,7) = 〈c̃7〉 C3(F4t,7) = 〈c̃3〉
C6(F4t,7) = 〈c̃6

1, c̃
6
2〉 C2(F4t,7) = 〈c̃2

1, c̃
2
2〉

C5(F4t,7) = 〈c̃5
1, c̃

5
2〉 C1(F4t,7) = 〈c̃1

1, c̃
1
2〉

C4(F4t,7) = 〈c̃4〉 C0(F4t,7) = 〈c̃0〉

e os operadores bordo são dados por (notando que ∂4 = Px,y devido à equação (3.4))

[
∂7

]
=

[
∂3

]
=

[
1− x 1− xy

]
,

[
∂6

]
=

[
∂2

]
=

[ −Nx 1 + y
1 + xy x− 1

]
,

[
∂5

]
=

[
∂1

]
=

[
x− 1
y − 1

]
,

[
∂4

]
=

[
Px,y

]
.

3.7 PROPOSIÇÃO: Nas condições acima, o complexo de cadeias (3.5) é semi-exato.

0 // Z[Q4t]〈c̃7〉 ∂7 // Z[Q4t]〈c̃6
1, c̃

6
2〉

∂6 // Z[Q4t]〈c̃5
1, c̃

5
2〉

∂5 // Z[Q4t]〈c̃4〉 ∂4 //

∂4 // Z[Q4t]〈c̃3〉 ∂3 // Z[Q4t]〈c̃2
1, c̃

2
2〉

∂2 // Z[Q4t]〈c̃1
1, c̃

1
2〉

∂1 // Z[Q4t]〈c̃0〉 // 0

(3.5)
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PROVA: De modo semelhante à prova de 3.5, temos

[
∂6∂7

]
=

[
1− x 1− xy

] [ −Nx 1 + y
1 + xy x− 1

]

=
[ −(1− x)Nx + (1− xy)(1 + xy) (1− x)(1 + y) + (1− xy)(x− 1)

]

=
[

xt − 1 + 1− (xy)2 1− x + y − xy + x− xyx− 1 + xy
]

=
[

0 0
]

=
[

∂2∂3

]
,

pois xt = y2 = (xy)2 e xyx = y. Também,

[
∂5∂6

]
=

[ −Nx 1 + y
1 + xy x− 1

] [
x− 1
y − 1

]

=
[ −Nx(x− 1) + (1 + y)(y − 1)

(1 + xy)(x− 1) + (x− 1)(y − 1)

]

=
[ −xt + 1 + y2 − 1

x− 1 + xyx− xy + xy − x− y + 1

]

=
[

0
0

]
=

[
∂1∂2

]
,

[
∂4∂5

]
=

[
x− 1
y − 1

] [
Px,y

]

=
[

(x− 1)Lx(1 + y)
(y − 1)Lx(1 + y)

]

=
[

0
0

]
=

[
∂0∂1

]
,

[
∂3∂4

]
=

[
Px,y

] [
1− x 1− xy

]

=
[

Px,y(1− x) Px,y(1− xy)
]

=
[

0 0
]
,

pois

Px,y(1− xy) = (1 + x + · · ·+ x2t−2 + x2t−1) + (y + xy + · · ·+ x2t−1y)︸ ︷︷ ︸
a

− (xy + x2y + · · ·+ x2t−1y + x2ty)︸ ︷︷ ︸
a

−(yxy + (xy)2 + · · ·+ x2t−2(xy)2)

= (1 + x + · · ·+ x2t−2 + x2t−1)− (yxy + (xy)2 + · · ·+ x2t−2(xy)2)

= (1 + x + · · ·+ x2t−2 + x2t−1)− (xt−1 + xt + · · ·+ xt−2)

= 0,
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Px,y(1− x) = (1 + x + · · ·+ x2t−2 + x2t−1) + (y + xy + · · ·+ x2t−1y)

− (x + x2 + · · ·+ x2t−1 + x2t)− (yx + xyx + · · ·+ x2t−1yx) = 0,

devido à yx = x−1y = x2t−1y. ¥

3.3.5 Ação de Q4t em S4n−1

Com as notações da Seção 3.3.1, a ação do grupo Q4t em S4n−1 se dá através da representação

α = αq1 ⊕ αq2 ⊕ · · · ⊕ αqn : Q4t → U(2n,C), (3.6)

onde αqj
: Q4t → U(2,C) é dada por

αqj
(x) =

(
ζqj 0
0 ζ−qj

)
e αqj

(y) =
(

0 1
−1 0

)
.

Tal representação faz com que a ação de x seja uma rotação de qjθ no sentido horário (resp.

anti-horário) em Σ2j (resp. Σ2j−1). A ação de y é como descrita anteriormente. Todos os casos

particulares feitos anteriormente podem ser obtidos tomando qj = 1 e conseqüentemente, rj = 1.

Assim sendo, a região fundamental é

F4t,4n−1 = Σ1 ∗̃ Σ2 ∗̃ · · · ∗̃ Σ2n−3 ∗̃ Σ2n−2 ∗̃ xrnyIn ∗̃ Nxrn In,

cujas células fundamentais são

c̃4k−1 = Σ2k−2 ∗̃ γ′, c̃4k−2
1 = Σ2k−2 ∗̃ σ′1, c̃4k−3

1 = Σ2k−2 ∗̃ Ik, c̃4k−4 = Σ2k−2 ∗̃ vk,

c̃4k−2
2 = Σ2k−2 ∗̃ σ′2, c̃4k−3

2 = Σ2k−2 ∗̃ Jk,

o complexo de cadeias sobre Z[Q4t] é

· · · // Z[Q4t]〈c̃4k−1〉 ∂4k−1 // Z[Q4t]〈c̃4k−2
1 , c̃4k−2

2 〉 ∂4k−2 //

∂4k−2 // Z[Q4t]〈c̃4k−3
1 , c̃4k−3

2 〉 ∂4k−3 // Z[Q4t]〈c̃4k−4〉 ∂4k−4 // · · ·
(3.7)

com operadores bordo dados por

[
∂4k−1

]
=

[
1− xrk 1− xrky

]
,

[
∂4k−2

]
=

[ −Nxrk 1 + y
1 + xrky xrk − 1

]
,

[
∂4k−3

]
=

[
xrk − 1
y − 1

]
,

[
∂4k−4

]
=

[
Pxrk ,y

]
,

para 1 ≤ k ≤ n (exceto ∂0 = 0). O uso de xrk é necessário pois o vértice adjacente (no sentido

horário) a vk ∈ Σ2k é exatamente xrkvk, já que rkqk ≡ 1 mod 2t.

Observe que a prova de 3.5 se aplica ao complexo (3.7), apenas trocando x por xrk , mostrando

então que tal complexo é semi-exato. Podemos então introduzir o espaço quociente.
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3.8 DEFINIÇÃO (FORMA ESPACIAL ESFÉRICA QUATERNIÔNICA): Seja Q4t o grupo dos quatérnios

generalizado de ordem 4t. Sejam q1, . . . , qn inteiros (não necessariamente distintos) primos com 2t.

Com a ação de Q4t em S4n−1 descrita acima, formamos o espaço quociente

Q(2t; q1, . . . , qn) = S4n−1/α(Q4t), (3.8)

chamado de forma espacial esférica quaterniônica.

3.9 LEMA: Qualquer forma espacial esférica quaterniônica é homeomorfa a uma forma como em

(3.8), com 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qn < t.

PROVA: Primeiramente, Q(2t; q1, . . . , ql, . . . , qn) ≈ Q(2t; q1, . . . ,−ql, . . . , qn). De fato, conside-

rando f : S4n−1 → S4n−1 o homeomorfismo definido por f(z1, . . . , z2n) = (z̄1, . . . , z̄2n), vemos que

f é compatível com as ações α1 e α2 (a ação de y é a mesma nos dois casos) dadas por

(α1(x))(. . . , z2l−1, z2l, . . .) = (. . . , ζqlz2l−1, ζ
−qlz2l, . . .),

(α2(x))(. . . , z2l−1, z2l, . . .) = (. . . , ζ−qlz2l−1, ζ
qlz2l, . . .),

definindo assim os espaços Q(2t; . . . , ql, . . . , qs, . . .) e Q(2t; . . . , qs, . . . , ql, . . .). Tomando o quo-

ciente, temos o homeomorfismo desejado.

Por fim, são homeomorfos Q(2t; . . . , ql, . . . , qs, . . .) ≈ Q(2t; . . . , qs, . . . , ql, . . .). De fato, seja

h : S4n−1 → S4n−1 o homeomorfismo dado por

h(. . . , z2l−1, z2l, . . . , z2s−1, z2s, . . .) = (. . . , z2s−1, z2s, . . . , z2l−1, z2l, . . .).

Como acima, h também é compatível com as ações

(α1(x))(. . . , z2l−1, z2l, . . . , z2s−1, z2s, . . .) = (. . . , ζqlz2l−1, ζ
−qlz2l, . . . , ζ

qsz2s−1, ζ
−qsz2s, . . .)

(α2(x))(. . . , z2l−1, z2l, . . . , z2s−1, z2s, . . .) = (. . . , ζqsz2l−1, ζ
−qsz2l, . . . , ζ

qlz2s−1, ζ
−qlz2s, . . .),

e portanto, segue o resultado. ¥

Os grupos de homologia: Aproveitamos o complexo (3.7) acima e calculamos os grupos de

homologia de Q = Q(2t; q1, . . . , qn), com representações ρ : Q4t → Z2 (em particular, com coefi-

cientes em Z). As possíveis representações para Q4t devem preservar as relações do grupo, ou seja,

devem satisfazer às equações

ρ(x)t = ρ(xt) = ρ(y2) = ρ(y)2, (3.9)

ρ(xyx) = ρ(x)ρ(y)ρ(x) = ρ(y). (3.10)
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Seja ρ0 : (x, y) 7→ (1, 1) a representação trivial. Os operadores bordo são dados por

[
∂4k−1

]
=

[
0 0

]
,

[
∂4k−2

]
=

[ −t 2
2 0

]
,

[
∂4k−3

]
=

[
0
0

]
,

[
∂4k−4

]
=

[
4t

]
,

exceto por ∂0 = 0, de onde segue que ker ∂0 ' Z. Assim, obtemos os núcleos e imagens, dados por

∂4k−1 ∂4k−2 ∂4k−3 ∂4k−4 6=0

ker Z 0 Z⊕Z 0

im 0 2Z⊕ 2Z t par
Z⊕ 4Z t ímpar 0 4tZ

O cálculo de im(∂4k−2) merece atenção, pois necessitamos de algumas mudanças nos geradores,

dependendo da paridade de t. Suponhamos t par. Como

∂4k−2(c̃4k−2
1 ) = −tc̃4k−3

1 + 2c̃4k−3
2 e ∂4k−2(c̃4k−2

2 ) = 2c̃4k−3
1 ,

mudamos, por uma matriz de determinante 1, o conjunto de geradores

{
c̃4k−2
1 , c̃4k−2

2

} −→ {
c̃4k−2
1 + t/2 c̃4k−2

2 , c̃4k−2
2

}
,

obtendo 2c̃4k−3
1 , 2c̃4k−3

2 ∈ im(∂4k−2). No entanto, c̃4k−3
1 , c̃4k−3

2 6∈ im(∂4k−2), pois para isto teríamos

que obter solução em Z para os sistemas
{ −tx + 2y = 0

2x = 1 e
{ −tx + 2y = 1

2x = 0 ,

o que não ocorre. Logo, im(∂4k−2) ' 2Z⊕ 2Z.

Suponhamos t = 2k + 1 ímpar, para algum k ∈ N. Mudamos então os geradores em dimensão

4k − 3, ou seja,
{
c̃4k−3
1 , c̃4k−3

2

} −→ {
3c̃4k−3

1 + 2c̃4k−3
2 , 4c̃4k−3

1 + 3c̃4k−3
2

}
,

obtendo

∂4k−2(c̃4k−2
1 + (k + 2)c̃4k−2

2 ) = 3c̃4k−3
1 + 2c̃4k−3

2 ,

∂4k−2(6c̃4k−2
1 + (8 + 3t)c̃4k−2

2 ) = 4(4c̃4k−3
1 + 3c̃4k−3

2 ).

Porém,

4c̃4k−3
1 + 3c̃4k−3

2 , 2(4c̃4k−3
1 + 3c̃4k−3

2 ), 3(4c̃4k−3
1 + 3c̃4k−3

2 ) 6∈ im(∂4k−2),

por motivos análogos ao do caso anterior. Logo, im(∂4k−2) ' Z⊕ 4Z.

Obtemos então os grupos de homologia com coeficientes em Z,

H4n−1(Q;Z) ' H0(Q;Z) ' Z, H4k−1(Q;Z) ' Z4t,

H4k−2(Q;Z) = H4k−4(Q;Z) = 0, H4k−3(Q;Z) '
{
Z2 ⊕Z2 t par
Z4 t ímpar .
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Seja ρx : (x, y) 7→ (−1, 1) uma representação não trivial. Por (3.9), apenas o caso t par é

permitido e os operadores bordo são

[
∂4k−1

]
=

[
2 2

]
,

[
∂4k−2

]
=

[
0 2
0 −2

]
,

[
∂4k−3

]
=

[ −2
0

]
,

[
∂4k−4

]
=

[
0

]
,

com geradores para ker(∂i) e im(∂i) dados por

∂4k−1 ∂4k−2 ∂4k−3 ∂4k−4

ker 0 c̃4k−2
1 + c̃4k−2

2 c̃4k−3
2 c̃4k−4

im 2(c̃4k−2
1 + c̃4k−2

2 ) 2c̃4k−3
2 −2c̃4k−4 0

Portanto,

H4k−1(Q;Zρx) = 0, Hi(Q;Zρx) ' Z2, i 6= 4k − 1.

Seja ρy : (x, y) 7→ (1,−1) uma representação não trivial. Aqui podemos ter t par ou ímpar.

Em ambos os casos, os grupos de homologia coincidem, ou seja, independem da paridade de t. O

processo de cálculo é o mesmo, resultando em

H4k−1(Q;Zρy ) = 0, H4k−2(Q;Zρy ) ' H4k−4(Q;Zρy ) ' Z2, H4k−3(Q;Zρy ) = Zt.

Para a representação ρxy : (x, y) 7→ (−1,−1), o resultado é o mesmo que o obtido para ρx.



Capítulo 4
CÁLCULO DAS TORÇÕES

Neste capítulo, faremos o cálculo da RS torção das esferas, dos espaços lenticulares, das
formas espaciais esféricas quaterniônicas (para estas, também a R torção) e do cone sobre as
esferas (em particular, dos discos). Para as três primeiras variedades, o Teorema de Cheeger-
Müller [7, 22] nos fornece a torção analítica destes espaços. Finalizamos com o cálculo da
torção analítica do disco, por meio do uso de uma fórmula que a relaciona com a RS torção.

4.1 Torções das esferas

Weng e You deram em [30] uma fórmula para a torção analítica de uma esfera com a métrica

Euclidiana. Tal resultado foi obtido pelo cálculo direto aplicando a definição da torção analítica

(Definição 1.22) e é baseado no conhecimento do espectro do Laplaciano sobre as formas. Provamos

nesta seção uma fórmula diferente para a torção analítica de uma esfera e mostramos que esta nova

fórmula é equivalente àquela dada em [30]. Nossa prova é baseada em fatos puramente geométricos

e topológicos, mais precisamente, no cálculo da RS torção (Definição 1.20) e na aplicação do

Teorema de Cheeger-Müller. As principais motivações, apesar de uma diferente prova, são: (1) a

abordagem topológica é natural e mais simples; (2) nossa fórmula fornece uma boa interpretação

geométrica do resultado.

4.1 TEOREMA (RS TORÇÃO DA ESFERA): Seja Sn
l a esfera de raio l > 0 em Rn+1 (n > 0) com

a métrica Riemanniana gl induzida pelo mergulho. Seja ρ0 a representação ortogonal trivial de

π1(Sn
l ). Então

τRS((Sn
l , gl); ρ0) =

{
1 se n é par,

(Volgl
(Sn

l ))rk(ρ0) se n é ímpar.

PROVA: Lembramos que Sn
l pode ser parametrizada em coordenadas polares por

Sn
l =





x1 = l sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 cos θ1

x2 = l sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 sen θ1

...
xn = l sen θn cos θn−1

xn+1 = l cos θn

(4.1)

49
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com 0 ≤ θ1 ≤ 2π, 0 ≤ θ2, . . . , θn ≤ π. A métrica Riemanniana induzida é

gl = l2

(
(dθn)2 + (sen θn)2(dθn−1)2 + · · ·+

n∏

i=2

(sen θi)2(dθ1)2
)

,

com

|gl| = l2n(sen θn)2(n−1)(sen θn−1)2(n−2) · · · (sen θ3)4(sen θ2)2,
√
|gl| = ln(sen θn)n−1(sen θn−1)n−2 · · · (sen θ3)2(sen θ2),

isto é, gl = l2g1 e
√
|gl| = ln

√
|g1|.

Consideremos a decomposição celular canônica de Sn
l , com uma n-célula e uma 0-célula. Seja

ρ0 a representação trivial quando n = 1, de ‘rank’ m. Então o complexo relevante é

C : 0 // R〈cn〉 // 0 // · · · // 0 // R〈c0〉 // 0 ,

com bases preferenciais cn = {cn
1} e c0 = {c0

1}. Para fixarmos a base para a homologia, precisamos

de uma base ortonormal graduada a para as formas harmônicas. Sejam a0 = {a0
1} =

{
1√

Volgl
(Sn

l )

}

e an = {an
1} =

{
1√

Volgl
(Sn

l )

√
|gl|dθ1 ∧ · · · ∧ dθn

}
. Aplicando a fórmula da equação (1.9) obtemos

h0 = {h0
1}, hn = {hn

1}, com

h0
1 = A0(a0

1) =
1√

Volgl
(Sn

l )

∫

Sn
l

√
|gl|dθ1 ∧ · · · ∧ dθnc0

1 =
√

Volgl
(Sn

l ) c0
1,

hn
1 = An(an

1 ) =
1√

Volgl
(Sn

l )

∫

pt

?
√
|gl|dθ1 ∧ · · · ∧ dθncn

1 =
1√

Volgl
(Sn

l )
cn
1 .

As únicas mudanças de base relevantes são em dimensão 0 e n. Como bq = ∅, para todo q,

segue que

| det(h0/c0)| =
(√

Volgl
(Sn

l )
)m

, | det(hn/cn)| = 1(√
Volgl

(Sn
l )

)m .

Aplicando a definição na equação (1.10), obtemos

τRS((Sn
l , gl); ρ0) =

(√
Volgl

(Sn
l )

)m
(

1√
Volgl

(Sn
l )

)(−1)nm

, (4.2)

completando a prova do teorema. ¥

4.2 OBSERVAÇÃO: Lembramos que

Γ
(n

2
+ 1

)
=





(n

2

)
! se n é par,

√
π

n!!

2
n+1

2

se n é ímpar.
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O volume da esfera Sn−1 é

Vol(Sn−1) =
2π

n
2

Γ(n
2 )

.

Logo, se queremos as esferas de dimensão ímpar, tomamos n = 2m de modo que

Vol(S2m−1) =
2π

2m
2

Γ( 2m
2 )

=
2πm

Γ(m)
=

2πm

(m− 1)!
.

Portanto, a expressão para a torção analítica calculada por Weng e You [30] coincide com o

volume das esferas de dimensão ímpar.

4.3 OBSERVAÇÃO: Considerando o produto Sn
a × Sk

b das esferas unitárias, tendo 4 células c0
1,

cn
1 , ck

1 , and cn+k
1 , obtemos

τRS(Sn
a × Sk

b ) =





Vol(Sk
b )χ(Sn

a ) n par, k ímpar,

Vol(Sn
a )χ(Sk

b ) k par, n ímpar,

1 n, k pares ou n, k ímpares,

em concordância com uma das principais propriedades da torção [17].

4.2 Torções dos espaços lenticulares

Os espaços lenticulares são formas espaciais esféricas, obtidas pela ação do grupo cíclico Cn nas

esferas. Pela Proposição 2.6, faz sentido considerarmos apenas as esferas de dimensão ímpar. No

Apêndice A, apresentamos uma construção mais familiar de tais espaços, com a notação tradi-

cionalmente utilizada. Porém, nesta seção, aplicamos os resultados para o grupo cíclico de modo

a calcularmos a RS torção dos espaços lenticulares.

Seja L = S2s−1/(π̂q1⊕· · ·⊕π̂qs)(Cn) o espaço lenticular de dimensão 2s−1, como na Observação

2.18. Seja rk o inverso multiplicativo de qk módulo n, ou seja, qkrk ≡ 1 mod n. Sabemos que,

ao tomarmos uma representação em C para Cn que aplica o gerador x em uma raíz primitiva da

unidade, o complexo de cadeias

· · · // Z[Cn]〈c2k〉 Lxrk // Z[Cn]〈c2k−1〉 xrk−1 // Z[Cn]〈c2k−2〉 // · · · (4.3)

torna-se acíclico, já que mdc(rk, n) = 1. Este é o processo utilizado para o cálculo da R torção

dos espaços lenticulares. Para o cálculo da RS torção, usamos uma representação que mantém a

homologia, ao menos nas extremidades do complexo. Mais precisamente, seja ρ0 a representação

trivial em R, aplicando o gerador x em 1. Obtemos então o complexo de cadeias com bases

preferenciais ck = {ck
1}, possuindo um único gerador em cada dimensão,

· · · // R〈c2k+1
1 〉 0 // R〈c2k

1 〉
×n // R〈c2k−1

1 〉 // · · · (4.4)
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com ker ∂2s−1 = 〈c2s−1
1 〉 e ker ∂0 = 〈c0

1〉, resultando na existência de homologia.

Como ∂2k+1 ≡ 0 é claro que b2k = ∅ e portanto b̃2k = ∅. Em dimensões ímpares, tomamos

b2s−1 = ∅ e b2k−1 = {nc2k−1
1 }, para k 6= s, e portanto b̃2s−1 = ∅ e b̃2k−1 = {c2k

1 }, para k 6= s. Por

fim, para a homologia obtemos h0 = {h0
1} = {

√
Vol(L) c0

1} e h2s−1 = {h2s−1
1 } =

{
1√

Vol(L)
c2s−1
1

}
.

Fazendo a mudança da base preferencial ck para a base bkhk b̃k−1, obtemos

|det(b0h0b̃−1/c0)| = | det(h0/c0)| =
√

Vol(L),

| det(b2k−1h2k−1b̃2k−2/c2k−1)| = | det(b2k−1/c2k−1)| = n,

|det(b2kh2k b̃2k−1/c2k)| = | det(b̃2k−1/c2k)| = 1,

| det(b2s−1h2s−1b̃2s−2/c2s−1)| = | det(h2s−1/c2s−1)| = 1√
Vol(L)

.

Portanto

τRS(L; ρ0) =
1

ns−1

√
Vol(L)

(
1√

Vol(L)

)−1

=
1

ns−1
Vol(L). (4.5)

4.3 Torções das formas espaciais esféricas quaterniônicas

Quando definimos as formas espaciais esféricas quaterniônicas, fizemos uso da representação

complexa α : Q4t → U(2n,C), definida em (3.6). Como π1(Q(2t; q1, . . . , qn)) ' Q4t, faremos o

cálculo da R torção utilizando uma representação em U(2,C), obtida pela composição

ρ : Q4t −→ H
A−→ M(2,C),

onde A é definida em (1.1).

Mais precisamente, sejam θ = π/t e ζ = cos θ+i sen θ ∈ H1 raíz 2t-ésima da unidade. Definimos

então

ρ(x) = A(ζ) =
(

ζ 0
0 ζ̄

)
e ρ(y) = A(j) =

(
0 1
−1 0

)
. (4.6)

Portanto, o complexo de Z[Q4t]-módulos (3.7) passa a ser um complexo de Z[H]-módulos (ou

seja, H-módulos) e além disto deverá ser acíclico. Provemos isto.

4.4 PROPOSIÇÃO: O complexo de cadeias de Z[H]-módulos

· · · // Z[H]〈c̃4k−1〉 ∂4k−1 // Z[H]〈c̃4k−2
1 , c̃4k−2

2 〉 ∂4k−2 //

∂4k−2 // Z[H]〈c̃4k−3
1 , c̃4k−3

2 〉 ∂4k−3 // Z[H]〈c̃4k−4〉 ∂4k−4 // · · ·
(4.7)
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com operadores bordo dados por

[
∂4k−1

]
=

[
1− ζrk 1− ζrkj

]
,

[
∂4k−2

]
=

[ −Nζrk 1 + j
1 + ζrkj ζrk − 1

]
,

[
∂4k−3

]
=

[
ζrk − 1
j − 1

]
,

[
∂4k−4

]
=

[
Pζrk ,j

]
,

é acíclico.

PROVA: Já temos que o complexo (4.7) é semi-exato, como observado na Seção 3.3.5. Notemos

também que ∂4k−4 = 0, pois Pζrk ,j = (1 + ζrk + · · ·+ ζrk(2t−1))(1 + j) = 0. Concluindo, temos:

1. ker ∂4k−1 = im ∂4(k+1)−4 = 0 pois se ∂4k−1(ac̃4k−1) = a(1− ζrk)c̃4k−2
1 + a(1− ζrkj)c̃4k−2

2 = 0

então a(1− ζrk) = 0 e a(1− ζrkj) = 0. Logo, a = 0, já que 1− ζrk , 1− ζrkj são não nulos.

Também, im ∂4k−1 = 〈(1− ζrk)c̃4k−2
1 + (1− ζrkj)c̃4k−2

2 〉.

2. ker ∂4k−2 = im ∂4k−1 pois

∂4k−2(ac̃4k−2
1 + bc̃4k−2

2 ) = (−aNζrk + b(1 + ζrkj))c̃4k−3
1 + (a(1 + j) + b(ζrk − 1))c̃4k−3

2 = 0

⇔
{
−aNζrk + b(1 + ζrkj) = 0

a(1 + j) + b(ζrk − 1) = 0

⇔
{
−a(1− ζrk)−1(1− ζrk)Nζrk + b(1− ζrkj)−1(1− ζrkj)(1 + ζrkj) = 0

a(1− ζrk)−1(1− ζrk)(1 + j) + b(1− ζrkj)−1(1− ζrkj)(ζrk − 1) = 0

⇔
{

a(1− ζrk)−1(ζrk(t−1)) + b(1− ζrkj)−1(1− (ζrkj)2) = 0

a(1− ζrk)−1(1− ζrk + j − ζrkj) + b(1− ζrkj)−1(ζrk − ζrkjζrk − 1 + ζrkj) = 0

⇔
{

(a(1− ζrk)−1 − b(1− ζrkj)−1)(ζrk(t−1)) = 0

(a(1− ζrk)−1 − b(1− ζrkj)−1)(1− ζrk + j − ζrkj) = 0

⇔ a(1− ζrk)−1 = b(1− ζrkj)−1.

Também,

im ∂4k−2 = 〈−Nζrk c̃4k−3
1 + (1 + j)c̃4k−3

2 , (1 + ζrkj)c̃4k−3
1 + (ζrk − 1)c̃4k−3

2 〉
= 〈−Nζrk (ζrk − 1)(ζrk − 1)−1c̃4k−3

1 + (1 + j)(j − 1)(j − 1)−1c̃4k−3
2 ,

(1 + ζrkj)(ζrk − 1)(ζrk − 1)−1c̃4k−3
1 + (ζrk − 1)(j − 1)(j − 1)−1c̃4k−3

2 〉
= 〈(1− ζrkt)[(ζrk − 1)−1c̃4k−3

1 − (j − 1)−1c̃4k−3
2 ],

(ζrk − 1 + j − ζrkj)[(ζrk − 1)−1c̃4k−3
1 − (j − 1)−1c̃4k−3

2 ]〉
= 〈(ζrk − 1)−1c̃4k−3

1 − (j − 1)−1c̃4k−3
2 〉.
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3. ker ∂4k−3 = im ∂4k−2 pois

∂4k−3(ac̃4k−3
1 + bc̃4k−3

2 ) = (a(ζrk − 1) + b(j − 1))c̃4k−4 = 0

⇔ a(ζrk − 1) + b(j − 1) = 0.

Claramente, im ∂4k−3 = 〈c̃4k−4〉.

4. ker ∂4k−4 = im ∂4k−3, já que ∂4k−4 = 0. Obviamente im ∂4k−4 = 0. ¥

4.5 OBSERVAÇÃO: O resultado acima ainda é válido se tomarmos uma representação ρa,b mais

geral, ou seja, dados a, b inteiros, mdc(a, 2t) = 1 e mdc(b, 4) = 1, seja

ρa,b(x) = A(ζa) =
(

ζa 0
0 ζ−a

)
e ρa,b(y) = A(jb) =

(
0 ±1
∓1 0

)
.

No entanto, facilmente vemos que são equivalentes ρa,1 e ρa,3 e portanto, podemos omitir o índice

b e escrever apenas ρa.

Podemos agora calcular a R torção τR(Q(2t; q1, . . . , qn); ρa). Antes porém, ressalto a mu-

dança na notação: por simplicidade escreveremos apenas o representante para a classe lateral em

H×/[H×,H×], ou seja, q[H×,H×] será denotado apenas por q.

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

b4k−1 = ∅, b4k−2 = {(1− ζark)c̃4k−2
1 + (1− ζarkj)c̃4k−2

2 },
b4k−3 = {−Nζark c̃4k−3

1 + (1 + j)c̃4k−3
2 }, b4k−4 = {c̃4k−4},

b̃4k−1 = ∅, b̃4k−2 = {c̃4k−1},
b̃4k−3 = {c̃4k−2

1 }, b̃4k−4 = {(ζark − 1)−1c̃4k−3
1 }.

Assim, as matrizes relevantes de mudança de base (distintas da matriz identidade) ocorrem nas

dimensões 4k − 2 e 4k − 3, mais precisamente,

(b4k−2b̃4k−3/c4k−2) =
(

1− ζark 1− ζarkj
1 0

)
,

(b4k−3b̃4k−4/c4k−3) =
( −Nζark 1 + j

(ζark − 1)−1 0

)
,

cujos determinantes não comutativos são, por (1.5) e (1.6),

det(b4k−2b̃4k−3/c4k−2) = −(1− ζarkj),

det(b4k−3b̃4k−4/c4k−3) = −(−Nζark )(ζark − 1)−1(−Nζark )−1(1 + j)

= −(ζark − 1)−1(1 + j).
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Então a R torção é (lembrando que para todo quatérnio não nulo q−1 = q̄/|q|2)

τR(Q(2t; q1, . . . , qn); ρa) =
n∏

k=1

(1− ζarkj)(1 + j)−1(ζark − 1)

=
n∏

k=1

1
2
(1− ζarkj)(1− j)(ζark − 1),

ou seja, é um elemento em H×/[H×,H×] ' R+. Observamos que, para cada k, o quatérnio

(1− ζarkj)(1 + j)−1(ζark − 1) possui norma 2(1− cos θ).

Provamos então o seguinte teorema.

4.6 TEOREMA (R TORÇÃO): Dado o grupo dos quatérnios generalizado Q4t, para cada inteiro

a primo com 2t, seja ρa : Q4t → U(2,C) uma representação. Então a torção de Reidemeister da

forma espacial esférica quaterniônica, com relação à representação ρa é

τR(Q(2t; q1, . . . , qn); ρa) =
n∏

k=1

1
2
(1− ζarkj)(1− j)(ζark − 1) ∈ H×/[H×,H×].

Assim como foi feito para as esferas e os espaços lenticulares, podemos tomar o complexo (3.7),

usar a representação trivial para torná-lo um complexo de R-módulos e então calcularmos a RS

torção, em função do volume do espaço. Pelo cálculo da homologia feito na página 46, podemos

ver que apenas H0 e H4n−1 são livres de torção. Após uma escolha natural das bases, temos os

determinantes

det(bk b̃k−1hk/ck) =





√
Vol(Q), k = 0

1, k ≡ 1 mod 4, 0 < k < 4n− 1
1/4, k ≡ 2 mod 4, 0 < k < 4n− 1
1, k ≡ 3 mod 4, 0 < k < 4n− 1
1/4t, k ≡ 0 mod 4, 0 < k < 4n− 1
1/

√
Vol(Q), k = 4n− 1

Portanto, temos:

4.7 TEOREMA (RS TORÇÃO): Dado o grupo dos quatérnios generalizado Q4t, seja ρ0 : Q4t → R

a representação trivial. Então a RS torção da forma espacial esférica quaterniônica, com relação à

representação ρ0 é

τRS(Q(2t; q1, . . . , qn); ρ0) =
1
4n

1
(4t)n−1

Vol(Q) ∈ R+.



56 Capítulo 4 – Cálculo das torções

4.4 RS torção do cone geométrico sobre a esfera

Nesta seção calculamos a RS torção do disco m-dimensional de raio l > 0, Dm
l , por meio do

caso mais geral de um cone. Mais precisamente, consideraremos o cone CSn construído em Rn+2

sobre a esfera Sn, m = n + 1. Claro que CSn não é uma variedade Riemanniana suave, mas

é um espaço com singularidade cônica como definida por Cheeger em [8]. Obviamente isto não

faz diferença no que diz respeito à parte topológica/algébrica do problema e portanto podemos

definir a W torção e a R torção. Quanto à RS torção, precisamos de algum cuidado, desde que não

sabemos como se estende a teoria de de Rham, ou seja, nem sempre é possível definir a aplicação

de de Rham Aq para espaços com singularidades. No entanto, como veremos a seguir, podemos

definir tais aplicações no caso particular de CSn e portanto definimos a RS torção de acordo. Em

particular, a construção engloba o caso do disco, enunciado no Corolário 4.10.

Seja Sn
b a esfera de raio b > 0 em Rn+1 (n > 0), Sn

b = {x ∈ Rn+1; |x| = b} (escreveremos

apenas Sn quando b = 1). Seja CαSn
l sen α o cone de ângulo α sobre Sn

l sen α em Rn+2. Note que

Dn+1
l = Cπ

2
Sn

l . Parametrizamos CαSn
l sen α por

CαSn
l sen α =





x1 = r sen α sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 cos θ1

x2 = r sen α sen θn sen θn−1 · · · sen θ3 sen θ2 sen θ1

...
xn+1 = r sen α cos θn

xn+2 = r cosα

(4.8)

com 0 ≤ r ≤ l, 0 ≤ θ1 ≤ 2π, 0 ≤ θ2, . . . , θn ≤ π, α real positivo fixado e 0 < a = 1
ν = sen α ≤ 1.

A métrica induzida é

gE = dr ⊗ dr + r2a2gSn

= dr ⊗ dr + r2a2




n−1∑

i=1




n∏

j=i+1

(sen θj)


 dθi ⊗ dθi + dθn ⊗ dθn


 ,

e
√
|gE | = rnan(sen θn)n−1(sen θn−1)n−2 · · · (sen θ3)2(sen θ2).

Seja K a decomposição celular de CαSn
l sen α, com uma célula de dimensão máxima, uma n-

célula e uma 0-célula, K = cn+1
1 ∪ cn

1 ∪ c0
1. Seja L sub-complexo de K, L sendo a decomposição

celular de Sn
l sen α, L = cn

1 ∪ c0
1.

4.8 PROPOSIÇÃO (RS TORÇÃO (ABSOLUTA) DO CONE): Para condições de contorno absolutas

temos

τRS((CαSn
l sen α, gE); ρ) =

(√
VolgE

(CαSn
l sen α)

)rk(ρ)

,
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onde ρ é uma representação ortogonal do grupo fundamental.

PROVA: Pela equação (1.11), o complexo relevante é

Cabs : 0 // R〈cn+1
1 〉 // R〈cn

1 〉 // 0 // · · · // 0 // R〈c0
1〉 // 0 ,

com bases preferenciais cn+1 = {cn+1
1 }, cn = {cn

1} e c0 = {c0
1}. Portanto, Hp(K) = 0, para

p > 1, e H0(K) = R〈c0
1〉. Como a forma constante 1 é uma base para Ω0(CαSn

l sen α), temos

a0 = {a0
1} =

{
1√

VolgE
(CαSn

l sen α)

}
. Aplicando a fórmula na equação (1.9) para a aplicação de de

Rham, obtemos h0 = {h0
1}, com

h0
1 = Aabs

0 (a0
1) =

1√
VolgE

(CαSn
l sen α)

∫

CαSn
l sen α

? 1 c0
1

=
√

VolgE (CαSn
l sen α) c0

1.

Como bn = {cn
1} e bq = ∅, para q 6= n, então b̃n = {cn+1

1 } e b̃q = ∅, para q 6= n. Assim,

|det(b̃n/cn+1)| = 1, |det(bn/cn)| = 1, | det(h0/c0)| =
√

VolgE
(CαSn

l sen α).

Aplicando a definição na equação (1.10), segue o resultado. ¥

4.9 PROPOSIÇÃO (RS TORÇÃO (RELATIVA) DO CONE): Para condições de contorno relativas te-

mos

τRS((CαSn
l sen α, Sn

l sen α, gE); ρ) =
(√

VolgE
(CαSn

l sen α)
)(−1)n rk(ρ)

,

onde ρ é uma representação ortogonal do grupo fundamental.

PROVA: O complexo de espaços vetoriais reais em (1.11) é

Crel : 0 // R〈cn+1
1 〉 // 0 // · · · // 0 // 0 ,

com base preferencial cn+1 = {cn+1
1 }. Para escolhermos a base para a homologia, precisamos de

uma base ortonormal graduada a para as formas harmônicas. Como uma base para Ωn+1(CαSn
l sen α)

é {
√
|gE |dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn} temos an+1 = {an+1

1 } =
{ √

|gE |√
VolgE

(CαSn
l sen α)

dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn

}
.

Aplicando a fórmula na equação (1.9) para a aplicação de de Rham, obtemos hn+1 = {hn+1
1 }, com

hn+1
1 = Arel

n+1(a
n+1
1 ) =

1√
VolgE (CαSn

l sen α)

∫

pt

?
√
|gE | dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn cn+1

1

=
1√

VolgE (CαSn
l sen α)

cn+1
1 .
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Note que, para todo q, bq = ∅ e portanto b̃q = ∅. Assim, apenas para dimensão n + 1,

| det(hn+1/cn+1)| = 1√
VolgE

(CαSn
l sen α)

.

Aplicando a definição na equação (1.10), segue o resultado. ¥

4.10 COROLÁRIO (RS TORÇÃO DO DISCO): A RS torção do disco Dm
l de raio l > 0 em Rm com

a métrica Euclidiana gE induzida pelo mergulho no espaço Euclidiano e com uma representação

ortogonal ρ do grupo fundamental é

τRS((Dm
l , gE); ρ) =

(√
VolgE

(Dm
l )

)rk(ρ)

.

Na mesma situação, a RS torção do par (Dm
l , Sm−1

l ) é

τRS((Dm
l , Sm−1, gE); ρ) =

(√
VolgE

(Dm
l )

)(−1)m−1 rk(ρ)

.

PROVA: Seguem das Proposições 4.8 e 4.9, tomando α = π
2 . ¥

4.5 Torção analítica do disco

O objetivo desta seção é calcular (de modo indireto) a torção analítica do disco. Faremos uma

breve descrição do processo, apresentando os fatos que nos levam à conclusão do teorema. Algumas

provas serão simplificadas e outras omitidas. Para os detalhes, ver [11].

Precisamos de uma fórmula para a razão entre a torção analítica e a torção de Reidemeister.

Observamos que, pelo resultado de Cheeger [7], esta razão depende somente de alguns termos

geométricos provenientes da geometria da variedade próxima ao bordo. Desde que a singularidade

na ponta do cone não afeta a geometria próxima ao bordo, podemos fazer nosso cálculo para o

caso geral do cone CαSn
l sen α. No entanto, surgiriam algumas dificuldades técnicas que estão além

do objetivo deste trabalho. Como observado na Introdução, existem duas fórmulas distintas para

tal razão, uma no Teorema 1 de [10] e a outra no Teorema 1 de [5], que será a utilizada aqui.

Basicamente, temos duas etapas para a prova do Teorema 4.13. Primeiro, obtemos do Lema

4.11 uma fórmula para a razão em termos de alguns invariantes geométricos. Isso segue do Teorema

1 de [5] e nos dá, no caso de dimensão ímpar, a razão em termos da característica de Euler do bordo.

O caso de dimensão par é bem mais complicado e necessita de algumas notações e ferramentas

apresentadas em [3, 5]. Segundo, o Lema 4.12 fornece o cálculo da integral que aparece na segunda

equação do Lema 4.11, concluindo assim o caso de dimensão par.

Considerando a parametrização dada em (4.8) e as métricas

g1 = gE = dr ⊗ dr + a2r2gSn , g0 = dr ⊗ dr + a2l2gSn ,
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enunciamos o lema abaixo, onde
∫ B denota a integral de Berezin e S2p−1

1 é uma forma definida

em (1.8) e (1.15) de [5].

4.11 LEMA: A razão entre a torção analítica e a torção de Reidemeister do disco Dm
l , de dimen-

são ímpar m = 2p − 1 e de dimensão par m = 2p (p > 0), com condições de contorno absolutas

são, respectivamente,

log
Tabs((D

2p−1
l , g1); ρ)

τRS((D2p−1
l , g1); ρ)

=
1
4

rk(ρ)χ(S2p−2
l , gE)

(
log 2 +

1
2

p−1∑
n=1

1
n

)
, (4.9)

log
Tabs((D

2p
l , g1); ρ)

τRS((D2p
l , g1); ρ)

=
1
2

rk(ρ)
2p−1

√
π(2p− 1)!!

p∑

j=1

1
2j − 1

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 . (4.10)

PROVA: Temos da equação (0.6) e da Seção 4.1 de [5],

log
Tabs((Dm

l , g1); ρ)
Tabs((Dm

l , g0); ρ)
=

1
2

rk(ρ)
∫

Sm−1
l

(
B(∇TDm

l
1 )−B(∇TDm

l
0 )

)
, (4.11)

onde as formas B(∇TX
j ) estão definidas na equação (1.17) de [5]. Desde que g0 é um produto

próximo ao bordo, pelo resultado de [19] temos

log
Tabs((Dm

l , g0); ρ)
τRS((Dm

l , g1); ρ)
=

1
4

rk(ρ)χ(Sm−1, g1) log 2,

ou seja,

log Tabs((Dm
l , g0); ρ) = log τRS((Dm

l , g1); ρ) +
1
4

rk(ρ)χ(Sm−1, g1) log 2.

Substituindo em (4.11), obtemos

log
Tabs((Dm

l , g1); ρ)
τRS((Dm

l , g1); ρ)
=

1
4

rk(ρ)χ(Sm−1, g1) log 2 +
1
2

rk(ρ)
∫

Sm−1
l

(
B(∇TDm

l
1 )−B(∇TDm

l
0 )

)
.

Resta-nos calcularmos o segundo termo da soma acima.

Se m = 2p + 1 (p ≥ 0) então

1
2

rk(ρ)
∫

Sm−1
l

(
B(∇TDm

l
1 )−B(∇TDm

l
0 )

)
=

1
8

rk(ρ)
p∑

n=1

1
n

χ(S2p, g1),

provando (4.9).

Se m = 2p (p ≥ 1), afirmamos que (detalhes em [11])

B(∇TD2p
l

1 ) =
1

2Γ(p + 1
2 )

p−1∑

j=0

1
2p− 2j − 1

∫ B

S2p−1
1

=
2p

2
√

π(2p− 1)!!

p−1∑

j=0

1
2(p− j)− 1

∫ B

S2p−1
1

=
2p−1

√
π(2p− 1)!!

p∑

j=1

1
2j − 1

∫ B

S2p−1
1 ,
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e como B(∇TDm
l

0 ) se anula (em ambos os casos, na verdade), então

1
2

rk(ρ)
∫

Sm−1
l

(
B(∇TDm

l
1 )−B(∇TDm

l
0 )

)
=

1
2

rk(ρ)
2p−1

√
π(2p− 1)!!

p∑

j=1

1
2j − 1

∫

Sm−1
l

∫ B

S2p−1
1 ,

(4.12)

provando (4.10). ¥

A equação (4.10) do Lema 4.11 pode ser simplificada pelo lema abaixo, cuja prova será omi-

tida por ser extensa e muito técnica, saindo assim dos objetivos em questão, mas que pode ser

encontrada em [11, Seção 4, Lema 2].

4.12 LEMA: Na equação (4.12), pode-se mostrar que

2p−1

√
π(2p− 1)!!

∫

S2p−1
l

∫ B

S2p−1
1 = 1.

Com isto, apresentamos:

4.13 TEOREMA (TORÇÃO ANALÍTICA DO DISCO): A torção analítica do disco Dm
l de raio l > 0

em Rm, com a métrica Euclidiana gE induzida pelo mergulho, com condições de contorno absolutas

no bordo e com representação ortogonal ρ para o grupo fundamental é (p > 0)

log Tabs((D
2p−1
l , gE); ρ) =

1
2

rk(ρ) log VolgE (D2p−1
l ) +

1
2

rk(ρ) log 2 +
1
4

rk(ρ)
p−1∑
n=1

1
n

,

log Tabs((D
2p
l , gE); ρ) =

1
2

rk(ρ) log VolgE
(D2p

l ) +
1
2

rk(ρ)
p∑

n=1

1
2n− 1

.

PROVA: Pela Proposição 4.8, temos

log τRS((Dm
l , gE); ρ) =

1
2

rk(ρ) log VolgE (Dm
l ).

Como a característica de Euler de uma esfera de dimensão par é 2, por (4.9) temos a prova para

m ímpar. O caso m par segue por simples substituição da igualdade acima em (4.10), juntamente

com o Lema 4.12. ¥



Apêndice A
ESPAÇOS LENTICULARES

Ilustramos neste Apêndice o uso da R torção na classificação de espaços. Definições e
resultados são apresentados, como por exemplo, a estrutura celular e o cálculo da homologia
de tais espaços, e por fim faz-se a classificação por homotopia e homotopia simples. O leitor
perceberá grande semelhança com a construção realizada no Capítulo 3, bem como certa
familiaridade com a notação aqui utilizada. Para maiores detalhes, consultar [9].

Seja p ≥ 2 um inteiro (não necessariamente primo) e sejam q1, q2, . . . , qn inteiros relativamente

primos com p, isto é, mdc(qj , p) = 1. Então, o espaço lenticular L(p; q1, . . . , qn) é uma variedade

(2n− 1)-dimensional, a qual definiremos como Σ2n−1/G, para apropriados Σ2n−1 e G.

Se p > 2, seja Σ1 o polígono regular (1-esfera simplicial) em R2 com vértices vq = e2πiq/p,

q = 0, 1, 2, . . . , p−1. Seja Σ2n−1 o poliedro em R2n = R2×· · ·×R2 obtido fazendo o ‘join’ iterado

Σ2n−1 = Σ1 ∗ Σ2 ∗ · · · ∗ Σn = {λ1z1 + · · ·+ λnzn;
∑

j λj = 1, λj ≥ 0, zj ∈ Σj},

onde Σj é a cópia de Σ1 na j-ésima cópia de R2 em R2n e cada z ∈ Σ2n−1 é unicamente expresso

como uma tal soma. Σ2n−1 é um complexo simplicial e, como ‘join’ de circunferências, é uma

(2n− 1)-esfera.

Quando p = 2, devemos alterar o procedimento acima (já que dois pontos não determinam uma

circunferência). Seja Σ1 o polígono regular com vértices v0 = 1, A = eπi/2, v1 = eπi e B = e3πi/2.

Σ2n−1 é então descrita como acima.

Para construirmos um grupo G que atue em Σ2n−1, seja Rj a rotação de Σj por qjθ, onde

θ = 2π/p radianos. Seja g = R1 ∗R2 ∗ · · · ∗Rn : Σ2n−1 → Σ2n−1, isto é,

g(
∑

j λjzj) =
∑

j λjRj(zj).

Sendo um ‘join’ de isomorfismos simpliciais, g é um isomorfismo simplicial. Claramente gp = 1,

mas se 1 ≤ k ≤ p− 1, gk não fixa pontos de Σ2n−1, pois se z =
∑n

j=1 λjzj , com λj0 6= 0, então

mdc(qj0 , p) = 1 ⇒ Rk
j0(zj0) 6= zj0 ⇒ gk(z) =

∑
j λjR

k
j (zj) 6=

∑
j λjzj = z.

Portanto, G = {1, g, g2, . . . , gp−1} é um grupo de ordem p de homeomorfismos que atua livremente

em Σ2n−1 e com isto definimos

L(p; q1, . . . , qn) = Σ2n−1/G.
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Claramente, L = L(p; q1, . . . , qn) é uma variedade e π : Σ2n−1 → L é uma cobertura com G como

grupo das transformações cobertura.

A.1 OBSERVAÇÃO: L(p; q1, . . . , qn) pode também naturalmente ser definido como uma va-

riedade diferenciável tratando-o como um quociente da esfera S2n−1. Seja ḡ : R2n → R2n dada

por ḡ(z1, . . . , zn) = (R1(z1), . . . , Rn(zn)), onde Rj é a rotação de R2 por 2πqj/p radianos. Então

ḡ é uma transformação ortogonal tal que ḡ, ḡ2, . . . , ḡp−1 não têm pontos fixos além de 0. Portanto

Ḡ = {ḡk
|S2n−1 ; 0 ≤ k ≤ p− 1} é um grupo de difeomorfismos de S2n−1 e S2n−1/Ḡ é uma variedade

diferenciável.

A conexão com Σ2n−1/G é feita notando que g = ḡ|Σ2n−1 e que, se T : Σ2n−1 → S2n−1 é dada

por T (z) = z/|z|, o seguinte diagrama comuta.

Σ2n−1

g

²²

T

'
// S2n−1

ḡ|S2n−1

²²
Σ2n−1

'
T // S2n−1

A.1 O espaço tridimensional Lp,q

Seja D3 a bola unitária fechada em R3 e sejam D2
+ e D2

− os hemisférios fechados superiores

e inferiores do bordo ∂D3. Sejam p, q inteiros com p ≥ 2 e mdc(p, q) = 1. Seja R a rotação de

R2 por 2πq/p radianos e definimos h : D2
− → D2

+ por h(x, y, z) = (R(x, y),−z). Deste modo, o

espaço lenticular tridimensional Lp,q é geralmente definido como o espaço quociente pela relação

de equivalência gerada por h.

Tentaremos intuir porque Lp,q é, a menos de homeomorfismo, o espaço que chamamos de

L(p; q, 1) na seção anterior.

Considere a esfera S3 como a compactificação de R3, isto é, S3 = R3 ∪ {∞}. Sejam Σ1 a

circunferência unitária em R2×{0} e Σ2 = (eixo-z)∪{∞}. Então S3 pode ser vista como Σ1 ∗Σ2,

como união de uma família de “cones curvados” v ∗ Σ1, para v ∈ Σ2. Por exemplo,

v = (0, 0, 0) ⇒ v ∗ Σ1 = B2 × {0},
v = (0, 0, 1) ⇒ v ∗ Σ1 = D2

+,

v = (0, 0,−1) ⇒ v ∗ Σ1 = D2
−,

v = ∞ ⇒ v ∗ Σ1 = {(x, y, 0); x2 + y2 ≥ 1}.

Cada um destes “cones” é obtido rotacionando um arco de v a (0, 1, 0), que está no plano-yz, ao

redor do eixo-z.
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Seja R1 : Σ1 → Σ1 a rotação de 2πq/p radianos. Decompomos Σ2 em p segmentos, um deles

sendo o segmento finito de (0, 0,−1) a (0, 0, 1) e um outro sendo o segmento infinito que tem

∞ como ponto interior. Seja R2 : Σ2 → Σ2 o isomorfismo simplicial que levanta cada vértice

ao próximo acima, exceto pelo mais alto vértice que se tornará o mais baixo. Desde que todo

ponto de S3 − (Σ1 ∪ Σ2) está em um único arco de Σ1 a Σ2, podemos definir g = R1 ∗ R2 :

S3 → S3 por g[z1, z2, t] = [R1(z1), R2(z2), t], onde [a, b, t] denota o ponto que está a t`ab unidades

de comprimento ao longo do arco de a a b, `ab sendo o comprimento deste arco. Se tomarmos

G = {1, g, g2, . . . , gp−1} então S3/G ' L(p; q, 1) como definido na seção anterior. Por outro lado,

se π : S3 → S3/G é a aplicação quociente, segue de πgk = π e S3 = ∪kgk(B3) que π(B3) = S3/G.

Assim S3/G é homeomorfo ao espaço quociente de D3 pelas identificações induzidas por π|D3 .

Mas tal espaço quociente é precisamente D3/h desde que g|D2
−

= h|D2
−
, g(D3) ∩ D3 = D2

+ e

gk(D3) ∩D3 = ∅ se k 6≡ ±1 mod p. Portanto

L(p; q, 1) ' S3/G ' D3/h = Lp,q.

A.2 Estrutura celular e grupos de homologia

Quando p > 2 denotamos os vértices de Σ1 por vj = e2πij/p e os 1-simplexos por Ij = [vj , vj+1],

0 ≤ j ≤ p − 1. Quando p = 2 os vértices são v0, A, v1, B e definimos I0 = [v0, A] ∪ [A, v1] e

I1 = [v1, B]∪ [B, v0], para A,B como anteriormente. Para 0 ≤ i ≤ n−1, os seguintes subcomplexos

simpliciais de Σ2n−1 são importantes (onde Σ−1 = ∅, E0
j = vj e E1

j = Ij):

Σ2i−1 = Σ1 ∗ Σ2 ∗ · · · ∗ Σi ⊂ R2i,

E2i
j = Σ2i−1 ∗ vj (vj ∈ Σi+1),

E2i+1
j = Σ2i−1 ∗ Ij < Σ2i+1.

Por exemplo, D3, D2
−, D2

+ correspondem a E3
j , E2

j , E2
j+1 onde vj = (0, 0,−1) e vj+1 = (0, 0, 1).

Os Ek
j são bolas fechadas que fornecem uma decomposição CW para Σ2n−1 cujas células são

ek
j = Int(Ek

j ) (0 ≤ j ≤ p− 1, 0 ≤ k ≤ 2n− 1). Segue, de propriedades elementares do ‘join’, que

∂E2i
j = Σ2i−1, ∂E2i+1

j = E2i
j ∪ E2i

j+1, E2i
j ∩ E2i

k = Σ2i−1 (j 6= k),

E2i+1
j ∩ E2i+1

k =





Σ2i−1, j − k 6≡ 0,±1 mod p

E2i
j+1, k ≡ j + 1 mod p, p 6= 2

E2i
0 ∪ E2i

1 , j = 0, k = 1, p = 2.
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Orientamos Ek
j (tratando-os por um momento como cadeias simpliciais) estipulando que E0

j = vj

é positivamente orientado e, indutivamente, que E2i+1
j é orientado (i ≥ 0) tal que ∂E2i+1

j =

E2i
j+1 − E2i

j , Σ2i+1 é orientado tal que E2i+1
j ↪→ Σ2i+1 preserva orientação e E2i+2

j é orientado tal

que ∂E2i+2
j = Σ2i+1 = E2i+1

0 +E2i+1
1 +· · ·+E2i+1

p−1 . As orientações de Ek
j naturalmente determinam

elementos base para o complexo de cadeias celular Ck(Σ2n−1) determinado por esta estrutura CW

e usaremos ek
j para denotarmos tais elementos.

Considerando Σ2n−1 como a cobertura universal de L(p; q1, . . . , qn) = Σ2n−1/G, torna-se natu-

ral (como veremos abaixo) denotarmos ek
0 = ẽk (0 ≤ k ≤ 2n−1). Se g = R1∗R2∗· · ·∗Rn como antes,

notemos que gt
|Σ2i−1 : Σ2i−1 → Σ2i−1 é um isomorfismo simplicial que preserva orientação (desde

que é homotópico à identidade) de modo que gt
|E2i

0
= (gt

|Σ2i−1) ∗ (gt
|v0

) e gt
|E2i+1

0
= (gt

|Σ2i−1) ∗ (gt
|I0

).

Assim, gt aplica células orientadas isomorficamente em células orientadas, preservando orientação,

e as cadeias celulares básicas satisfazem

ek
j = gtẽk, tqj ≡ j mod p

∂ẽ2i+1 = gri+1 ẽ2i − ẽ2i, ri+1qi+1 ≡ 1 mod p

∂ẽ2i = ẽ2i−1 + gẽ2i−1 + · · ·+ gp−1ẽ2i−1

∂g = g∂ : Ck(Σ2n−1) → Ck(Σ2n−1)

L(p; q1, . . . , qn) obtém uma estrutura CW natural, da estrutura celular de Σ2n−1, via projeção

π : Σ2n−1 → L(p; q1, . . . , qn), com exatamente uma célula em cada dimensão. As células são

ek = π(ẽk) = π(ek
j ), (0 ≤ j ≤ p− 1, 0 ≤ k ≤ 2n− 1),

com aplicações características π|Ek
0

: Ek
0 → L(p; q1, . . . , qn). A orientação que escolhemos para ẽk

induz uma orientação para ek. Mais precisamente, a aplicação cadeia induzida pela aplicação celular

π aplica um elemento básico ẽk de Ck(Σ2n−1) em um elemento básico ek de Ck(L(p; q1, . . . , qn)).

Para calcularmos H∗(L(p; q1, . . . , qn)), notemos que

∂e2i = ∂π(ẽ2i) = π∂(ẽ2i)

= π(ẽ2i−1 + gẽ2i−1 + · · ·+ gp−1ẽ2i−1) = pe2i−1,

∂e2i+1 = π∂(ẽ2i+1) = π(gri+1 ẽ2i − ẽ2i) = 0.

Assim, o complexo celular é

0 // C2n−1
0 // C2n−2

×p // C2n−3
0 // · · · ×p // C1

0 // C0
// 0 .

Portanto, os grupos de homologia de L(p; q1, . . . , qn) com coeficientes inteiros são

H2n−1 ' Z, H2i−1 ' Zp (1 ≤ i < n), H2i = 0 (i > 0), H0 ' Z.
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Desde que a esfera é a cobertura universal dos espaços lenticulares e G é o grupo das transformações

cobertura, π1(L(p; q1, . . . , qn)) ' Zp e πi(L(p; q1, . . . , qn)) ' πi(S2n−1), para i 6= 1.

A.2 OBSERVAÇÃO: A discussão acima mostra que os diferentes (2n − 1)-espaços lenticulares

determinados por um p fixado têm os mesmos grupos de homologia e homotopia. No entanto,

mostraremos rapidamente que nem todos têm o mesmo tipo de homotopia.

A.3 Classificação homotópica

Colocaremos aqui os principais resultados que nos darão a classificação homotópica dos espaços

lenticulares, ilustrando assim a Observação A.2. Omitiremos as provas, por serem extensas e não

tão ilustrativas e relevantes quanto os resultados a que se referem. Para maiores detalhes, ver [9,

§29].

Suponhamos p ≥ 2 e (q1, . . . , qn), (q′1, . . . , q
′
n) n-uplas de inteiros relativamente primos com p.

Sejam Rj e R′j rotações de Σj de qjθ e q′jθ, θ = 2π/p, respectivamente. Sejam g = R1 ∗ · · · ∗ Rn,

g′ = R′1 ∗ · · · ∗R′n e sejam G, G′ os grupos cíclicos (de ordem p) gerados por g, g′. Denotemos por

L = L(p; q1, . . . , qn) = Σ2n−1/G e L′ = L(p; q′1, . . . , q
′
n) = Σ2n−1/G′, com aplicações quociente π e

π′. Sejam também ek = π(ẽk) e e′k = π′(ẽk), onde ẽk foi definida na página 64.

A.3 DEFINIÇÃO: Se f : Σ2n−1 → Σ2n−1 é uma aplicação e se g ∈ G, h ∈ G′ então f é

(g, h)-equivariante se, e somente se, fg = hf . Duas aplicações f0 e f1 (g, h)-equivariantes são

equivariantemente homotópicas se existe uma homotopia ft : Σ2n−1 → Σ2n−1 tal que ft é (g, h)-

equivariante, para todo t.

Seguem alguns resultados sobre aplicações (g, h)-equivariantes de Σ2n−1.

A.4 LEMA: Se f0 e f1 são aplicações (g, h)-equivariantes de Σ2n−1 então deg(f0) ≡ deg(f1) mod p.

Se deg(f0) = deg(f1) então f0 e f1 são equivariantemente homotópicas.

A questão de quais classes de resíduos mod p são determinadas pelo grau de uma aplicação

equivariante e quais números na classe de resíduos podem ser realizados, é respondida por:

A.5 PROPOSIÇÃO: Se d, a ∈ Z então existe uma aplicação (g, g′a)-equivariante f : Σ2n−1 →
Σ2n−1 de grau d se, e somente se, d ≡ anr1 · · · rnq′1 · · · q′n mod p, com rjqj ≡ 1 mod p.

Podemos considerar os resultados acima para aplicações entre espaços lenticulares.
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A.6 PROPOSIÇÃO: Suponhamos que L = L(p; q1, . . . , qn) e L′ = L(p; q′1, . . . , q
′
n) são orientados

pela escolha de e2n−1 e e′2n−1 como geradores de H2n−1. Então:

1. Dadas f0, f1 : L → L′,

f0 ∼ f1 ⇔ deg(f0) = deg(f1), f0# = f1# : G → G′.

2. Sejam d, a ∈ Z. Existe uma aplicação f : L → L′ com deg(f) = d e f#(g) = g′a se, e somente

se, d ≡ anr1 · · · rnq′1 · · · q′n mod p, com rjqj ≡ 1 mod p.

3. Dada f : L → L′, f é equivalência de homotopia se, e somente se, deg(f) = ±1.

Note que, quando p = 2, L = L′ = L(2; 1, . . . , 1) = RP 2n−1 é o espaço projetivo real. A

proposição anterior nos diz que existem exatamente duas auto-equivalências de homotopia de

RP 2n−1, uma de grau 1 e outra de grau −1. Todos os outros casos são dados pela seguinte

classificação de equivalências de homotopia.

A.7 TEOREMA: Sejam L = L(p; q1, . . . , qn) e L′ = L(p; q′1, . . . , q
′
n), com p > 2, rjqj ≡ 1 mod p

e r′jq
′
j ≡ 1 mod p, para todo j. Denotemos por E [L,L′] o conjunto das classes de equivalência por

homotopia de equivalências de homotopia f : L → L′. Então existe uma bijeção

φ : E [L,L′] → {a; 0 < a < p, an ≡ ±q1 · · · qnr′1 · · · r′n mod p}

dada por φ([f ]) = a se f#(g) = g′a. Além disto, se φ([f ]) = a então deg(f) = ±1, onde o sinal

coincide com o acima.

A.8 COROLÁRIO: Lp,q e Lp,q′ têm o mesmo tipo de homotopia se, e somente se, existe um

inteiro b tal que qq′ ≡ ±b2 mod p. Assim, temos os exemplos

L5,1 � L5,2 e L7,1 ∼ L7,2,

onde “∼” denota equivalência de homotopia. No entanto, L7,1 e L7,2 não têm o mesmo tipo de

homotopia simples devido ao Teorema A.9 abaixo. De fato, se f : L7,1 → L7,2 é uma equivalência

de homotopia tal que f#(g) = g′a com a2 ≡ 2 mod 7 ou a2 ≡ 5 mod 7, e se ζ = e2πi/7, então

|(ζ − 1)2| 6= |(ζa − 1)(ζ4a − 1)|.

A.9 TEOREMA: Sejam L = L(p; q1, . . . , qn) e L′ = L(p; q′1, . . . , q
′
n) e suponha que f : L → L′ é

uma equivalência de homotopia simples. Se f#(g) = g′a então existem números εi = ±1 tais que

(q1, . . . , qn) é igual (módulo p) a alguma permutação de (ε1aq′1, . . . , εnaq′n).



Apêndice B
GEOMETRIA

Finalizamos este trabalho, apresentando ao leitor os conceitos básicos de Geometria
utilizados anteriormente, de modo que o leitor possa consultar este Apêndice com facilidade.
Devido à grande quantidade de definições e resultados, omitimos a maioria das provas, que
podem ser encontradas na referência [24].

B.1 Tensores e formas diferenciais

Nota: Desde o início, alertamos o leitor para o uso da “soma de Einstein”: se o mesmo índice

aparece duas vezes, sobrescrito e subscrito, então o índice é somado sobre todos os valores possíveis.

Por exemplo, se µ varia de 1 a m, temos

AµBµ =
m∑

µ=1

AµBµ.

Um vetor dual é um objeto linear que aplica um vetor a um escalar. Isto pode ser generalizado

para objetos multilineares, chamados tensores, que aplicam vários vetores e vetores duais a um

escalar. Um tensor T do tipo (p, q) é uma aplicação multilinear que aplica p vetores duais e q

vetores a um número real, ou seja,

T : V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗
︸ ︷︷ ︸

p vezes
⊗V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

q vezes
→ R.

Por exemplo, um tensor do tipo (0, 1) aplica um vetor a um número real e está identificado com

um vetor dual. Analogamente, um tensor do tipo (1, 0) é um vetor. Se ω aplica um vetor dual e

dois vetores a um escalar, então ω : V ∗ × V × V → R é do tipo (1, 2).

O conjunto de todos os tensores do tipo (p, q) é chamado o espaço tensor do tipo (p, q) e

denotado por T p
q . O produto tensorial τ = µ⊗ ν ∈ T p

q ⊗T p′

q′ é um elemento de T p+p′

q+q′ definido por

τ(ω1, . . . , ωp, ξ1, . . . , ξp′ ; u1, . . . , uq, v1, . . . , vq′) =

= µ(ω1, . . . , ωp; u1, . . . , uq) ν(ξ1, . . . , ξp′ ; v1, . . . , vq′).

B.1 DEFINIÇÃO: Uma forma diferencial de ordem r, ou uma r-forma, é um tensor totalmente

anti-simétrico do tipo (0, r).

67
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Definimos o produto ‘wedge’ ∧ de r 1-formas pelo produto tensorial totalmente anti-simétrico

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr =
∑

σ∈Sr

sgn(σ)dxµσ(1) ⊗ dxµσ(2) ⊗ · · · ⊗ dxµσ(r) . (B.1)

Por exemplo,

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ,

dxλ ∧ dxµ ∧ dxν = dxλ ⊗ dxµ ⊗ dxν + dxν ⊗ dxλ ⊗ dxµ + dxµ ⊗ dxν ⊗ dxλ

−dxλ ⊗ dxν ⊗ dxµ − dxν ⊗ dxµ ⊗ dxλ − dxµ ⊗ dxλ ⊗ dxν .

Rapidamente se verifica que o produto ‘wedge’ satisfaz:

1. dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr = 0, se algum índice µi aparece pelo menos duas vezes.

2. dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr = sgn(σ)dxµσ(1) ∧ · · · ∧ dxµσ(r) .

3. dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr é linear em cada dxµi .

Se denotarmos o espaço vetorial das r-formas em p ∈ Mm, por Ωr
p(M), o conjunto das r-formas

(B.1) forma uma base para Ωr
p(M) e um elemento ω ∈ Ωr

p(M) é escrito como

ω =
1
r!

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ,

onde ωµ1µ2...µr são totalmente anti-simétricos, refletindo a anti-simetria da base.

Desde que existem
(
m
r

)
escolhas do conjunto (µ1, µ2, . . . , µr), a dimensão do espaço vetorial

Ωr
p(M) é (

m

r

)
=

m!
r!(m− r)!

.

Por conveniência, definimos Ω0
p(M) = R. Claramente Ω1

p(M) = T ∗p (M). Se r em (B.1) excede m,

o espaço se anula desde que algum índice aparece no mínimo duas vezes no somatório. A igualdade
(
m
r

)
=

(
m

m−r

)
implica dimΩr

p(M) = dimΩm−r
p (M). Desde que Ωr

p(M) é um espaço vetorial, Ωr
p(M)

é isomorfo a Ωm−r
p (M).

Definimos o produto exterior de uma q-forma e uma r-forma, ∧ : Ωq
p(M)×Ωr

p(M) → Ωq+r
p (M),

por uma extensão trivial. Sejam ω ∈ Ωq
p(M) e ξ ∈ Ωr

p(M). A ação da (q + r)-forma ω ∧ ξ em q + r

vetores é definida por

(ω ∧ ξ)(v1, . . . , vq+r) =
1

q!r!

∑

σ∈Sq+r

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(q)) ξ(vσ(q+1), . . . , vσ(q+r)),

onde vi ∈ Tp(M). Se q + r > m, ω ∧ ξ é identicamente nula. Com este produto definimos uma

álgebra

Ω∗p(M) = Ω0
p(M)⊗ Ω1

p(M)⊗ · · · ⊗ Ωm
p (M).
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Ω∗p(M) é o espaço de todas as formas diferenciais em p e é fechado pelo produto exterior.

Podemos associar suavemente uma r-forma a cada ponto de uma variedade M . Denotamos

o espaço das r-formas suaves em M por Ωr(M). Também definimos Ω0(M) sendo a álgebra das

funções suaves, C∞(M). Em resumo, temos a seguinte tabela:

r-formas Base Dimensão
Ω0(M) = C∞(M) {1} 1
Ω1(M) = T ∗(M) {dxµ} m
Ω2(M) {dxµ1 ∧ dxµ2} m(m− 1)/2

...
...

...
Ωm(M) {dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm} 1

B.2 DEFINIÇÃO: A derivada exterior dr é uma aplicação dr : Ωr(M) → Ωr+1(M) cuja ação

em uma r-forma

ω =
1
r!

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr

é definida por

drω =
1
r!

(
∂

∂xν
ωµ1...µr

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr .

B.3 EXEMPLO: As r-formas em um espaço tridimensional são

ω0 = f(x, y, z),

ω1 = ωx(x, y, z)dx + ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz,

ω2 = ωxy(x, y, z)dx ∧ dy + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz, +ωzx(x, y, z)dz ∧ dx

ω3 = ωxyz(x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz.

A ação de dr nestas formas é

d0ω0 = ∂xf(x, y, z)dx + ∂yf(x, y, z)dy + ∂zf(x, y, z)dz,

d1ω1 = (∂xωy(x, y, z)− ∂yωx(x, y, z))dx ∧ dy,

+ (∂yωz(x, y, z)− ∂zωy(x, y, z))dy ∧ dz

+ (∂zωx(x, y, z)− ∂xωz(x, y, z))dz ∧ dx,

d2ω2 = (∂xωyz(x, y, z) + ∂yωzx(x, y, z) + ∂zωxy(x, y, z))dx ∧ dy ∧ dz,

d3ω3 = 0.

Portanto, a ação de d em ω0 é identificada com ‘grad’, em ω1 com ‘rot’ e em ω2 com ‘div’, como

no Cálculo Diferencial e Integral.
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B.4 PROPOSIÇÃO: d2 = 0 (ou dr+1dr = 0).

PROVA: Seja ω = 1
r!ωµ1µ2...µr

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ∈ Ωr(M). A ação de d2 em ω é

d2ω =
1
r!

(
∂2ωµ1µ2...µr

∂xλ∂xν

)
dxλ ∧ dxν ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr .

Assim, d2ω é identicamente nulo, desde que ∂2ωµ1µ2...µr
/∂xλ∂xν é simétrico com relação a λ e ν

enquanto que dxλ ∧ dxν é anti-simétrico. ¥

A derivada exterior dr induz a seqüência

0 // Ω0(M)
d0 // Ω1(M)

d1 // · · · dm−2 // Ωm−1(M)
dm−1 // Ωm(M)

dm // 0 .

Esta seqüência é chamada de complexo de de Rham. Desde que d2 = 0, temos im dr ⊆ ker dr+1.

Um elemento de ker dr é chamado r-forma fechada, enquanto um elemento de im dr−1 é chamado

r-forma exata. O espaço quociente ker dr/ im dr−1 é chamado de r-ésimo grupo de cohomologia de

de Rham.

B.2 Geometria Riemanniana

Uma variedade é um espaço topológico que é localmente homeomorfo ao Rn, para algum n.

O cálculo em uma variedade é garantido pela existência de um sistema de coordenadas suaves.

Uma variedade pode carregar uma outra estrutura se estiver equipada com um tensor métrico,

que é uma generalização natural do produto interno entre dois vetores do Rn, para uma variedade

arbitrária.

Na geometria elementar, o produto interno entre dois vetores u, v é definido por 〈u, v〉 =
∑m

i=1 uivi, onde ui, vi são as componentes dos vetores em Rm. Em uma variedade, um produto

interno é definido em cada espaço tangente Tp(M).

B.5 DEFINIÇÃO: Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana g em M é

um tensor do tipo (0, 2) em M que satisfaz o seguinte, para cada ponto p ∈ M :

1. gp(u, v) = gp(v, u).

2. gp(u, u) ≥ 0, onde a igualdade vale somente quando u = 0.

Aqui, u, v ∈ Tp(M) e gp = g|p. Em resumo, gp é uma forma bilinear simétrica positiva-definida. O

par (M, g) é chamado de variedade Riemanniana.
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Temos definido o produto interno entre um vetor v ∈ Tp(M) e um vetor dual ω ∈ T ∗p (M)

como sendo um aplicação 〈 , 〉 : T ∗p (M) × Tp(M) → R. Se existe uma métrica g, definimos

um produto interno entre dois vetores u, v ∈ Tp(M) por gp(u, v). Desde que gp é uma aplicação

Tp(M)⊗Tp(M) → R, podemos definir uma aplicação linear gp(u, ) : Tp(M) → R por v 7→ gp(u, v).

Então gp(u, ) é identificada com uma 1-forma ωu ∈ T ∗p (M). Analogamente, ω ∈ T ∗p (M) induz

vω ∈ Tp(M) por 〈ω, u〉 = gp(vω, u). Assim, a métrica gp dá origem a um isomorfismo entre Tp(M)

e T ∗p (M).

Sejam (U, φ) uma carta em M e {xµ} as coordenadas. Desde que g ∈ T 0
2 (M), g é expandida

em termos de dxµ ⊗ dxν como

gp = gµν(p)dxµ ⊗ dxν . (B.2)

Facilmente verifica-se que

gµν(p) = gp(∂/∂xµ, ∂/∂xν) = gνµ(p). (B.3)

Geralmente omitimos p em gµν , a menos que possa causar confusão. É comum tratar (gµν) como

uma matriz cuja entrada (µ, ν) é gµν . Desde que (gµν) tem ‘rank’ maximal, (gµν) tem uma inversa

denotada por (gµν), satisfazendo gµνgνλ = gλνgνµ = δλ
µ. O determinante det(gµν) é denotado por

g e det(gµν) = g−1. O isomorfismo entre Tp(M) e T ∗p (M) pode agora ser expresso como

ωµ = gµνuν uµ = gµνων .

De (B.2) e (B.3) reescrevemos a definição de uma métrica como o quadrado de uma distância

infinitesimal

ds2 = g(∂/∂xµdxµ, ∂/∂xνdxν) = g(∂/∂xµ, ∂/∂xν)dxµdxν = gµνdxµdxν .

Também chamamos a quantidade ds2 = gµνdxµdxν de métrica, embora em um sentido mais

estrito ela seja um tensor g = gµνdxµ ⊗ dxν . Desde que (gµν) é uma matriz real e simétrica, seus

autovalores são todos reais e positivos.1

Seja M uma subvariedade de dimensão m de uma variedade Riemanniana N de dimensão n,

com uma métrica gN . Se f : M → N é um mergulho que induz a estrutura de subvariedade de M ,

o ‘pullback’ f∗ induz a métrica natural gM = f∗gN em M . As componentes de gM são dadas por

gMµν(x) = gNαβ(f(x))
∂fα

∂xµ

∂fβ

∂xν
,

onde fα denota as coordenadas de f(x). Por exemplo, considere a métrica da esfera unitária

mergulhada em (R3, gE). Seja (θ, φ) a coordenada polar de S2 e defina f pela inclusão usual

f : (θ, φ) 7→ (sen θ cosφ, sen θ sen φ, cos θ),
1Para uma métrica pseudo-Riemanniana podem haver autovalores negativos.
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da qual obtemos a métrica induzida

gµνdxµ ⊗ dxν = gEαβ
∂fα

∂xµ

∂fβ

∂xν
dxµ ⊗ dxν

= dθ ⊗ dθ + (sen θ)2dφ⊗ dφ.

B.3 Teoria de Hodge

Se M é uma variedade diferenciável orientável de dimensão m, existe uma m-forma ω que não

se anula em ponto algum. Esta m-forma é chamada elemento volume (ou forma de volume) e faz

o papel de uma medida quando integramos uma função f ∈ C∞(M) sobre M . Se M possui uma

métrica g, existe um elemento volume natural que é invariante por transformações coordenadas.

Definimos o elemento volume invariante por

ΩM =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxm,

onde g = det(gµν) e {xµ} são as coordenadas da carta (U, φ). A m-forma ΩM é, de fato, invariante

por uma mudança de coordenada. Sejam {yλ} as coordenadas da carta (V, ψ), com U ∩ V 6= ∅.
Em termos da coordenada y, o elemento volume invariante é

∣∣∣∣det
(

∂xµ

∂yκ

∂xν

∂yλ
gµν

)∣∣∣∣
1/2

dy1 ∧ · · · ∧ dym.

Notando que dyλ = ∂yλ/∂xµdxµ, isto torna-se

|det(∂xµ/∂yκ)|
√
|g| det(∂yλ/∂xν)dx1 ∧ · · · ∧ dxm = ±

√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm.

Se x e y definem a mesma orientação, det(∂xµ/∂yκ) é estritamente positivo em U ∩ V e ΩM é

invariante pela mudança de coordenada.

Como notado anteriormente, Ωr(M) é isomorfo a Ωm−r(M), para uma variedade M de di-

mensão m. Se M possui uma métrica g, podemos definir um isomorfismo natural entre Ωr(M) e

Ωm−r(M), chamado ? de Hodge. Para isto, definimos o tensor totalmente anti-simétrico ε por

εµ1µ2...µm =





+1 se (µ1µ2 . . . µm) é uma permutação par de (12 . . .m),
−1 se (µ1µ2 . . . µm) é uma permutação ímpar de (12 . . . m),
0 caso contrário.

Note que εµ1µ2...µm = gµ1ν1gµ2ν2 · · · gµmνmεν1ν2...νm = g−1εµ1µ2...µm .

A ? de Hodge é uma aplicação linear ? : Ωr(M) → Ωm−r(M) cuja ação em um vetor da base

de Ωr(M) é definida por

?(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ) =

√
|g|

(m− r)!
εµ1...µr

νr+1...νmdxνr+1 ∧ · · · ∧ dxνm .
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Notemos que ? 1 é o elemento volume invariante

? 1 =

√
|g|

m!
εµ1...µmdxµ1 ∧ · · · ∧ dxµm =

√
|g|dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµm .

Para

ω =
1
r!

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ∈ Ωr(M)

temos

?ω =

√
|g|

r!(m− r)!
ωµ1...µrε

µ1...µr
νr+1...νmdxνr+1 ∧ · · · ∧ dxνm .

B.6 TEOREMA: Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e ω ∈ Ωr(M). Então

? ? ω = (−1)r(m−r)ω.

Assim, encontramos que (−1)r(m−r) ? ? é a identidade em Ωr(M). Definimos a inversa de ? por

?−1 = (−1)r(m−r) ? .

Sejam ω, η ∈ Ωr(M) dadas por

ω =
1
r!

ωµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr ,

η =
1
r!

ηµ1µ2...µrdxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµr .

O produto exterior ω ∧ ? η é uma m-forma,

ω ∧ ? η =
1

(r!)2
ωµ1...µrην1...νr

√
|g|

(m− r)!
εν1...νr

µr+1...µm dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ∧ dxµr+1 ∧ · · · ∧ dxµm

=
1
r!

∑
µ,ν

ωµ1...µrη
ν1...νr

1
r!(m− r)!

εν1...νrµr+1...µm εµ1...µrµr+1...µm

√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm

=
1
r!

ωµ1...µrη
µ1...µr

√
|g|dx1 ∧ · · · ∧ dxm.

Esta expressão mostra que o produto é simétrico, ou seja, ω ∧ ? η = η ∧ ?ω. Desde que ω ∧ ? η é

uma m-forma, sua integral sobre M está bem definida. Assim, definimos o produto interno (ω, η)

de duas r-formas por

(ω, η) =
∫

ω ∧ ? η =
1
r!

∫

M

ωµ1...µrη
µ1...µr

√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxm.

Desde que ω∧? η = η∧?ω, o produto interno é simétrico, (ω, η) = (η, ω). Se (M, g) é Riemanniana,

o produto interno é positivo definido, isto é, (ω, ω) ≥ 0, onde a igualdade é válida somente se ω = 0.
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B.7 DEFINIÇÃO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão m, com derivada ex-

terior d : Ωr−1(M) → Ωr(M). O operador derivada exterior adjunto d† : Ωr(M) → Ωr−1(M) é

definido por

d† = (−1)m(r+1)+1 ? d ? .

Um elemento de ker d† é chamado de r-forma cofechada e um elemento de im d† é chamado de

r-forma coexata.

Em resumo, temos o seguinte diagrama (a menos de (−1)m(r+1)+1):

Ωm−r(M) d // Ωm−r+1(M)

?

²²
Ωr(M)

?

OO

d†
//____________ Ωr−1(M)

O operador d† é nilpotente pois (d†)2 = ? d ? ? d ? = ± ? d2 ? = 0.

Seja Ωr(M) o conjunto das r-formas diferenciais sobre a variedade M . Existe um complexo de

cadeias e um operador bordo d, bem como um complexo de cocadeias e um operador cobordo d†,

isto é,

· · · // Ω3(M)oo

d†3

// Ω2(M)
d2oo

d†2

// Ω1(M)
d1oo

d†1

// Ω0(M)
d0oo // 0oo

e definimos o Laplaciano

∆r = d†r+1dr + dr−1d
†
r : Ωr(M) → Ωr(M).

Note que o Laplaciano comuta com o operador (co)bordo, isto é, o diagrama abaixo comuta,

Ωr(M)

∆r

²²

d†r

// Ωr−1(M)
dr−1oo

∆r−1

²²
Ωr(M)

d†r

// Ωr−1(M)
dr−1oo

pois, como d2 = 0 ((d†)2 = 0) temos

dr−1∆r−1 = dr−1(d†rdr−1 + dr−2d
†
r−1) = dr−1d

†
rdr−1 =

= d†r+1drdr−1 + dr−1d
†
rdr−1 = (d†r+1dr + dr−1d

†
r)dr−1 = ∆rdr−1.

Analogamente para ∆r−1d
†
r = d†r∆r.

Assim, se ω ∈ Ωr(M) é autoforma de ∆r, isto é, ∆r(ω) = λω para algum λ ∈ R, então drω é

autoforma de ∆r+1, pois

∆r+1(drω) = dr∆r(ω) = drλω = λdrω.
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Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. O Laplaciano ∆ é um operador positivo

em M no sentido de que

(ω, ∆ω) = (ω, (dd† + d†d)ω) = (dω, dω) + (d†ω, d†ω) ≥ 0. (B.4)

Uma forma ω é chamada harmônica se ∆ω = 0. Denotamos o conjunto das r-formas harmônicas

em M por Hr(M). Como conseqüência imediata de (B.4), temos:

B.8 PROPOSIÇÃO: Uma forma ω sobre uma variedade compacta é harmônica se, e somente

se, ω é fechada e cofechada.

B.9 TEOREMA (DECOMPOSIÇÃO DE HODGE): Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orien-

tável compacta sem bordo. Então Ωr(M) é unicamente decomposto como

Ωr(M) = Hr(M)⊕ dr−1Ωr−1(M)⊕ d†r+1Ω
r+1(M),

ou seja, qualquer r-forma ωr é escrita globalmente como

ωr = γr + dr−1αr−1 + d†r+1βr+1,

com αr−1 ∈ Ωr−1(M), βr+1 ∈ Ωr+1(M) e γr ∈ Hr(M).

O operador ∆r deixa tal decomposição invariante. De fato, se dr−1ω ∈ dr−1Ωr−1(M) então

∆r(dr−1ω) = d†r+1drdr−1ω + dr−1d
†
rdr−1ω = dr−1(d†rdr−1ω) = dr−1ζ

onde ζ = d†rdr−1ω ∈ Ωr−1(M). Analogamente para d†r+1Ω
r+1(M).
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