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Nao tenho um caminho novo.
O que eu tenho € um jeito novo de caminhar.

(Thiago de Mello)






A querida Alini,
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ABSTRACT

In this work, we study the action of the generalized quaternionic groups Q4: on the
spheres to compute the Reidemeister torsion of the quotient spaces, which are called

Quaternionic Spherical Space Forms.

Using the base of the homology defined by Ray and Singer in [27] we compute also
the Ray-Singer torsion of the spheres, lens spaces and the cone over the spheres. This
last one provides the disc as a particular case. For the closed manifolds we obtain
the analytic torsion using the Cheeger-Miiller Theorem [7, 22] and for the disc using a
formula proved by Briining and Ma in [5].
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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a agao dos grupos dos quatérnios generalizados Q4:, nas
esferas, com o objetivo de calcularmos a torgao de Reidemeister dos espagos quocientes,

chamados de Formas Espaciais Esféricas Quaternionicas.

Calculamos a torcao de Ray-Singer das esferas, dos espagos lenticulares e do cone sobre
as esferas, este ultimo fornecendo o caso particular do disco, usando a base para a
homologia definida em [27]. Para as variedades fechadas, obtivemos a torgéo analitica
por meio do Teorema de Cheeger-Miiller [7, 22], e para o disco, por meio de uma férmula

provada por Briining e Ma em [5].

ix






INTRODUCAO

Uma forma espacial esférica é uma variedade Riemanniana conexa completa de curvatura
constante positiva, ou seja, é exatamente o quociente S™/T" da esfera pela agdo de um subgrupo
I' C O(n + 1,R) de isometrias livres de ponto fixo. Desde que S™/I' é conexa, Ho(S™/T';Z) ~ Z.
Como S™ é compacta e p : S” — S™/T' & uma cobertura regular, entdo S™/I' é compacta e
H,(S™/T;7Z) é isomorfo a Z ou Zs, dependendo se é orientavel ou ndo orientavel, respectivamente.
Se n é par, entdo as Unicas formas espaciais esféricas (a menos de isometria) sdo a esfera e o
espago projetivo (Proposi¢ao 2.6), obtidas com I' = {1} ou I" = {£1}. Se n é impar, entdo S™/T
¢é orientavel pois, como veremos no Capitulo 2, as representagdes do grupo I' em O(n + 1,R)
originam-se de representages complexas e portanto se reduzem a SO(n+ 1, R). Também, o grupo
das transformagoes cobertura (ou transformagoes ‘deck’) é I'. Por meio da seqliéncia exata de
homotopia de p segue que 71 (S™/T") ~ T e 7 (S"/T") ~ 7 (S™), para k > 1.

Uma classificagdo completa das formas espaciais esféricas foi feita por J. Wolf em [31]. Em
resumo, dados um grupo finito G e uma representacao ortogonal irredutivel livre de ponto fixo
o:G — O(n+ 1,R), temos uma variedade Riemanniana conexa completa S™/c(G), de dimensao
n e curvatura constante positiva. Por [31, Teorema 5.1.2], toda variedade Riemanniana conexa
completa de curvatura constante positiva é isométrica a uma variedade obtida deste modo e duas
representagoes de GG dao origem a variedades isométricas se, e somente se, sao representagoes
equivalentes. Portanto, o problema de classificacao das formas espaciais esféricas se divide em
duas partes: (1) descrever os possiveis grupos que podem ocorrer e (2) como tais grupos podem
ocorrer. Ambas as partes dependem essencialmente da teoria de representacao de grupos finitos. A
divisao em duas partes foi observada por Vincent [29], porém a maior parte do trabalho na busca de
tais grupos foi feita por Zassenhaus [32] em um outro contexto. Nas Segoes 2.2 e 2.3 apresentamos
um breve resumo, com alguma énfase para o grupo dos quatérnios generalizado (também chamado
de grupo quaterniodnico).

A tor¢io de Whitehead (W torgao) é introduzida na teoria de homotopia simples a fim de se
definir um invariante mais “sensivel” do que os grupos de homotopia de um espago. Este invariante
nos permite encontrar exemplos de espagos com o mesmo tipo de homotopia mas ndo homeomorfos,

ou seja, distingue espagos que a homotopia considera iguais. No entanto, a torcao de Whitehead é
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geralmente definida para complexos aciclicos, isto €, complexos com homologia trivial. Portanto,
ou iniciamos com um espaco aciclico ou entao devemos encontrar uma representacao do grupo
fundamental que define um complexo (com coeficientes locais) que seja aciclico. Trabalharemos
com espagos nao aciclicos cujos complexos aciclicos (como acima) nao existem. Assim, apds alguns

ajustes, apresentamos a definicdo adequada da torcao nestes casos.

A tor¢ao de Reidemeister (R torgao) é um importante invariante topologico introduzido ori-
ginalmente por Reidemeister [28], Franz [15] e de Rham [13] para classificar os espagos lenticulares
(Apéndice A). Para espagos nao aciclicos, a R tor¢do depende da homologia. No entanto, para
variedades Riemannianas, Ray e Singer [27] introduziram um invariante geométrico (RS tor¢ao).
Eles usaram a estrutura Riemanniana para lidar com a dependéncia da homologia na R torcao.
No mesmo trabalho, procurando uma descri¢ao analitica para a RS torcao, também introduziram
a tor¢ao analitica, que posteriormente tornou-se um importante invariante geométrico e tem sido
estudada profundamente por varios autores, por exemplo, [3] e as referéncias 1a citadas. A equi-
valéncia entre a RS tor¢ao e a torgao analitica, conjecturada por Ray e Singer (em [26] foi calculada
explicitamente a torgao analitica dos espagos lenticulares, coincidindo com a R torcao e sugerindo
assim uma possivel equivaléncia, em geral), foi posteriormente provada por Cheeger 7] e Miiller
[22], para variedades fechadas. Tal resultado sera citado aqui por Teorema de Cheeger-Miiller.
Cheeger também estudou o caso de variedades com bordo, mostrando que neste caso um termo
extra poderia aparecer. Posteriormente, tal termo foi explicitado por Lott e Rothenberg [18] e
Liick [19], para o caso de variedades com uma estrutura de métrica produto préximo ao bordo.
Recentemente, Dai e Fang [10] deram uma férmula para a diferenca da RS tor¢do e da torgao
analitica em uma variedade com bordo, sem qualquer hipotese para a métrica proximo ao bordo.
Nesta formula, alguns novos termos aparecem. No entanto, em um trabalho recente de Briining
e Ma [5] sobre métricas Ray-Singer em variedades com bordo, uma outra formula é dada com
outra contribui¢do do termo do bordo. Os resultados dados no Teorema 4.13 sdo obtidos usando

a formula de Briining e Ma.

Apesar do extenso estudo e da grande literatura disponivel, poucos resultados comparativos
existem no estudo quantitativo, isto €, calculos explicitos da torcao analitica, como por exemplo
[12, 26, 30]. Continuando nesta linha, estudamos o caso mais simples de uma variedade com bordo,
ou seja, um disco. Seja (W, g) uma variedade Riemanniana compacta e conexa, com bordo OW
e métrica g, e seja p : m (W) — O(k,R) uma representagao ortogonal do grupo fundamental de
W. Denotamos por mrs((W, g);p) a RS torcao de (W, g), por Trs((W,0W, g);p) a RS torcdo de
(W, 0W, g). Denotamos por Tans((W, g); p) a torgao analitica de (W, g), com condigbes de contorno
absolutas em OW, e por T,e1((W, g); p) a torgao analitica de (W, g), com condigdes de contorno

relativas, ambas com respeito a representacao p (Capitulo 1). Isto posto, obtemos a RS torgao do
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cone geométrico sobre as esferas (Segdo 4.4) e a tor¢ao analitica do disco (Segao 4.5).

De volta as formas espaciais esféricas, apresentamos no Capitulo 3 a construgao da regiao
fundamental Fy; 4,,—1 para a agdo do grupo dos quatérnios generalizado Qu; sobre a esfera de
dimensao impar 4n — 1. Com isso, construimos um complexo de cadeias de modo a calcularmos
a R torgao (Teorema 4.6) do espago quociente, chamado de forma espacial esférica quaternionica,
para uma dada representacio p para seu grupo fundamental. Aproveitamos tal complexo para
aplicarmos a teoria da Segao 1.4 e calcularmos também a RS tor¢ao (Teorema 4.7).

Observamos que o calculo da tor¢ao analitica das esferas foi feito explicitamente em [30], por
meio do uso do espectro do operador Laplaciano. Optamos por calcular a RS torgdo das esferas
(Teorema 4.1), obtendo assim um resultado equivalente, porém de um modo mais simples e sucinto,
por meio do Teorema de Cheeger-Miiller.

Por fim, apresentamos no Apéndice A a construcao dos espacgos lenticulares, bem como a
classificagao destes espagos por meio da R torgdo. Ja no Apéndice B, apresentamos um pouco da
geometria utilizada nos calculos, como por exemplo, Geometria Riemanniana e Teoria de Hodge.

Os Teoremas, Lemas, Exemplos e afins, as Equagoes e também as Segoes, estao numerados
de acordo com a numeragao dos Capitulos. A diferenga é que as equagOes vém entre parénteses.
Portanto, ‘(3.3)’ refere-se & uma equagdo enquanto ‘3.5’ refere-se a um resultado ou a uma segao.
Por isto, tomamos o cuidado de preceder a numeracao com o tipo de objeto a que ela se refere, como
por exemplo, ‘Proposigao 3.5°, ‘Secao 1.1°, etc...Os itens da bibliografia sao, como de costume,

exibidos entre colchetes, por exemplo ‘[31]’.
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CAPITULO 1
W, R, RS TORCOES E TORCAO ANALITICA

Neste capitulo, apresentamos inicialmente as definigdes necesséarias para o estudo das
tor¢oes. Por seguinte, definimos a W torgao e a R torgao, tor¢des com aspecto mais algébrico.
Por fim, concluimos com as defini¢oes da RS torcéo e torg¢ao analitica, fazendo uso da geometria

da variedade em quest@o. As referéncias classicas sao [21, 27].

Convencao: A palavra “moédulo” serd sempre usada para “R-modulo & esquerda finitamente
gerado”. Também exigiremos o seguinte para o anel R: o mddulo livre de ‘rank’ r sobre R nao

deve ser isomorfo ao mdodulo livre de ‘rank’ s, se r # s.

1.1 Preliminares e notagoes

Nesta sec¢ao colocamos os fatos bésicos sobre a torcao e introduzimos algumas notagoes. Prefe-
rimos definir a tor¢io de Reidemeister (R torgdo) a partir da tor¢io de Whitehead (W torgao),
mais abstrata. Por um lado, isto torna a apresentagao mais geral, e muito mais tutil para novas
aplicagoes, por outro lado nos permite descrever de uma maneira concisa as principais propriedades
de invaridncia da R torcao, necessaria para nossas aplicagoes. Pelas mesmas razoes, consideramos
o caso geral de um espaco nao simplesmente conexo. KEsta secao é essencialmente baseada em
[9, 21, 27].

Seja R um anel associativo com unidade. O grupo (aditivo) de todas as matrizes n x n nao
singulares sobre R sera denotado por GL(n, R) (por vezes usaremos uma estrutura de anel). Iden-

tificamos cada M € GL(n, R) com a matriz

( A04 (1) > € GL(n+1,R)

e obtemos inclusées GL(1,R) C GL(2,R) C --- . A unido é chamada grupo linear geral infinito,
denotado por GL(R).
Uma matriz é chamada elementar se coincide com a identidade exceto para um tnico elemento

fora da diagonal principal.

1.1 LEMA (J.H.C. WHITEHEAD): O subgrupo F(R) C GL(R) gerado por todas as matrizes ele-

mentares é igual ao subgrupo comutador de GL(R).
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PROVA: Denotemos por aE;; a matriz com a na entrada (i, j) e zero, caso contrario. A igualdade
(I + CLEZ‘j)(I—F Ejk)(l — aEij)(I — Ejk) = (I + aEik),

para i # j # k # i, mostra que cada matriz elementar em GL(n, R) é um comutador, para n > 3
(se n = 2 basta incluir em dimensao maior).
Reciprocamente, as trés igualdades abaixo mostram que cada comutador XY X 'Y ™! em

GL(n, R) pode ser expresso como um produto de matrizes elementares no grupo maior GL(2n, R).

()-8 R (U ),
2 <)0( Xol):<é )I(>(I—IX1 ?)(é I[)(I—IX ?)

3. <é )I()ﬁ ﬁ (I +2i;Es7). n

i=1j=n-+1
Segue que E(R) é um subgrupo normal de GL(R), com grupo quociente comutativo. O quo-

ciente serd chamado de grupo de Whitehead
Ki(R) =GL(R)/E(R).
Geralmente pensaremos em K7 (R) como um grupo aditivo.

1.2 OBSERVACAO ([9, SECA0 10]): As classes do quociente GL(R)/E(R) sio as classes da
relagdo de equivaléncia: A ~ B se, e somente se, existem matrizes elementares Ey, Fs € E(R) tal

que A= ElBEQ.

Se o anel R for comutativo, denotando por R* as unidades de R, a func¢do determinante
det : Ki(R) — R*, [A] — det(A), é um homomorfismo de grupos bem definido, desde que
transformagoes elementares nao modificam o determinante de uma matriz, ou seja, det AE =
det Adet E = det A, pois det E = 1. A imagem estd em R* pois as matrizes do grupo linear
geral GL(R) sdo invertiveis. Considerando o grupo linear especial SL(R), consistindo de todas as
matrizes em GL(R) com determinante 1, podemos definir o quociente SL(R)/FE(R), denotado por

SK1(R) e chamado de grupo de Whitehead especial. Notemos a decomposi¢ao em soma direta
Ki(R)~ R* ® SK1(R),
devido & inclusdo R* C GL(1, R) C GL(R) e a seqiiéncia exata curta

00— SK{(R) —> K{(R) 2> px — 0.
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1.3 EXEMPLO: Se FF ¢ um corpo entdo Ki(IF) ~ F* = F—{0}. Se IF é um anel de divisdo, entao
K, () pode ser identificado com o grupo abelianizado F*/[IF*,F*]. O homomorfismo natural

GL(n,F) — K;(F) é exatamente o determinante de Dieudonné [1, 2, 14], descrito na Secao 1.2.
1.4 LEMA: Seja M(n, R) o grupo de todas as matrizes n x n sobre o anel R. Entao

PROVA: Qualquer matriz k x k com entradas em M (n, R) pode ser pensada como uma matriz

kn x kn com entradas em R. Em outras palavras
GL(k,M(n,R)) ~ GL(kn, R).

Tomando o limite quando &k — oo e entao abelianizando obtemos o isomorfismo desejado, ou seja,

K1(M(n,R)) ~ K1 (R). ]

1.5 DEFINICAO (GRUPO DE WHITEHEAD REDUZIDO): Seja [—1] € K;(R) o elemento de ordem
2 correspondendo & unidade (—1) € GL(1, R) C GL(R). O quociente

Ki(R) = K1(R)/{[1],[-1]}
sera chamado® de grupo de Whitehead reduzido de R.

A vantagem de passar para tal quociente é que duas matrizes A, B que diferem somente por uma
permutacio de colunas (ou linhas) representam o mesmo elemento em K;(R). De fato, se A = BP
(ou A = PB) com P € GL(n, R) obtida permutando as colunas (ou linhas) da identidade por meio
de uma permutacio o € S, entdo [A] = [B] € K;(R), ja que [P] = [sgn(c)] = [£1] € K;1(R), ou
seja, [P] = [1] € K1(R).

Dois exemplos importantes. O grupo de Whitehead do grupo trivial é trivial. De fato, como
o anel de grupos inteiro do grupo trivial é Z, toda matriz pode ser escrita como o produto de
uma matriz diagonal com um produto de matrizes elementares (ver Lema 1.14). Para os ntimeros
reais R, K;(R) é isomorfo ao grupo multiplicativo R dos ntimeros reais positivos. Um isomor-
fismo especifico é dado pela correspondéncia (a;;) — |det(a;;)|. Para outros exemplos bem mais
sofisticados, ver [25].

Se R ¢ comutativo, o homomorfismo determinante det : K;(R) — R* definido anteriormente
passa para o quociente (também denotado por det) det : Ki(R) — R*/{%1}, ou seja, se A =
+BFE entao det A = +det B, pois matrizes elementares possuem determinante 1. Assim sendo,

det[A] = det[B] € R* /{£1}.

'Em alguns casos ndo comutativos pode acontecer de [—1] = [1] de modo que K1(R) = K1(R).
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1.6 EXEMPLO: Sejam G um grupo e RG seu anel de grupos real. Podemos definir uma funcio
determinante em K;(RG) mesmo se RG nado é abeliano. De fato, seja p : G — O(n,R) uma
representacao que se estende a um homomorfismo de anéis p : RG — RO(n,R) = M(n,R).
Entéo, se A = (a;;) ¢ uma matriz k x k com entradas em RG, p(A) = (p(a;;)) é uma matriz
nk x nk com entradas em R e portanto a fungdo det : K3 (RG) — R*, det : [A] — det(p(A)), é

um homomorfismo bem definido.

1.7 DEFINICAO (GRUPO DE WHITEHEAD DE UM GRUPO): Dados um grupo G e um anel R,
formamos o anel de grupos RG. Seja ¢ : G — GL(RG) o homomorfismo induzido da inclusao
¢: G — (RG)* = GL(1, RG). Esta imersao passa para o quociente definindo um homomorfismo
¢ : G — Ki(RG). O quociente

Wh(RG) = K1(RG)/¢(G)

é o grupo de Whitehead de RG e a projecao natural é denotada por
w: K1 (RG) — Wh(RG).
Em particular, se R = Z temos o grupo de Whitehead de G, Wh(G).

Seja M um R-modulo livre e sejam b = (by,...,bg) € ¢ = (c1, ..., ¢x) duas bases distintas para
M. Tomando ¢; = > a;;b; obtemos uma matriz ndo singular (¢/b) = (a;;) com entradas em R.
O elemento correspondente no grupo de Whitehead reduzido K;(R) serd denotado por [¢/b]. Se
[¢/b] = 0, dizemos que b é equivalente a ¢ (b ~ ¢). As igualdades [b/b] = 0 e [d/c] + [¢/b] = [d/b]

mostram que “~” é uma relagao de equivaléncia.

1.8 EXEMPLO: Para um médulo livre de rank 2, as bases (by + aba,bs), (b1, ab; + b2) e (ba,by)

sdo todas equivalentes a (b1, ba).
Consideremos uma seqiiéncia exata curta
00— F—->F—-G—0

de modulos livres. Dadas bases e = (ey,...,ex) para Ee g = (¢1,..., ) para G, podemos construir

uma base eg para I’ do seguinte modo: levantamos cada g; € G a um elemento g, € F. Entao

€g = (617"'361679/1;"'39[/)

é a base desejada. Claro que esta base eg depende da escolha de g;. No entanto, a classe de

equivaléncia de eg depende somente de e e g. De fato, se

—_— " 1
eg:(elv"'7ekvglv"'agl)
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¢ obtida com outra escolha g/, entdo [eg/eg] = [e/e]+ [g/g] = 0, pois se € e g sdo bases alternativas

para os modulos E e G, respectivamente, entdo [eg/eg] = [€/e] + [3/g], j& que

(5/eg) = ( S ) |

1.9 OBSERVACAO (MODULO ESTAVELMENTE LIVRE): A construcio acima pode ser feita também
para maodulos estavelmente livres ao invés de médulos livres. Um moédulo M sobre R é estavelmente
livre se a soma direta de M com algum moédulo livre é livre. Lembramos que todos os moédulos

aqui sao finitamente gerados. Para mais detalhes, ver [21, §4].

1.2 Determinante nao comutativo

Na Algebra, um determinante é uma funcio que associa a cada matriz A (n x n) um escalar,
det(A). Fixado um inteiro n > 0, existe uma tnica fun¢ao determinante para as matrizes nxn sobre
um anel comutativo R. No entanto, também para anéis ndo comutativos é possivel definirmos a
fungao determinante. Apresentamos aqui um resumo da construgao do determinante de Dieudonné
e o aplicamos ao anel dos quatérnios H. Para maiores detalhes e para as provas omitidas, sugerimos
o bom trabalho de H. Aslaksen [2] e as referéncias 14 citadas ou [1].

Os quatérnios, descoberto por Sir William Rowan Hamilton em 1843, formam uma &algebra

associativa nao comutativa sobre IR,
H={a+bi+cj+dk; a,b,c,d € R},
onde
P .. g . Y R 2 .2 g2
ij=k=—ji, jk=i=—-kj, ki=j=—ik, i“=j5"=k"=-1.

Podemos escrever z € H na forma z = z + yj, onde x,y € C, mas precisamos lembrar que jy = §j,
para y € C. Note que H néo é uma algebra sobre C, desde que o centro de H é somente R. A
conjugacao em H ¢ definida por a + bi + cj + dk = a—bi—cj —dk e satisfaz w0 = vu. Os quatérnios
da forma bi + cj + dk, com b, c,d € R, serao chamados de quatérnios puros. O seguinte lema nos

diz que esta algebra é isomorfa & uma subéalgebra de M (2, C).

1.10 LEMA: Para cada quatérnio q = a + bi + ¢j + dk, definimos A(q) € M (2, C) por

_ a+bi c+di
Ala) = ( —c+di a—bi ) (1.1)

Entao a aplicagdo ¢ — A(q) é injetora e A(q1q2) = A(q1)A(g2)-
Definimos a norma (Euclidiana) de um quatérnio por

|q|2:qq—:a2+b2+62+d2 (q:a—l—bi—l-Cj-i-dk?). (12)
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Segue que |q|> = [g]? e se |q|? # 0, isto &, q # 0, entdao ¢(g/|q|?) = 1, de modo que cada quatérnio

1

nao nulo possui um inverso multiplicativo ¢! = G/|¢|>. Enunciamos entdo o seguinte:

1.11 LEMA: A algebra H dos quatérnios é uma algebra de divisao, isto é, para cada quatérnio

ndo nulo ¢ existe um inverso (a direita e & esquerda) ¢~ *.

De (1.1) e (1.2) é imediato que, para todo quatérnio ¢, |¢|* = det A(q) e portanto

|(]1(]2|2 = det A(q1g2) = det(A(q1)A(g2)) = det A(qq) det A(g2) = |q1|2|q2|2. (1.3)

De (1.3) deduzimos que o conjunto dos quatérnios de norma 1 forma um grupo multiplicativo,
denotado por H;. De (1.2) segue que para q € Hy, ¢~ = ¢. Se pensarmos H como um espago
4-dimensional com coordenadas a, b, ¢, d entdo H; é simplesmente a 3-esfera em R?.

Sejam R um anel e R* as unidades de R, ou seja, os elementos invertiveis. Se R é um anel
de divisao (diferencia-se de um corpo pelo fato de nao exigirmos que o produto seja comutativo),
entdo R* = R — {0}. Seja M(n,R) o anel das matrizes n X n com entradas em R. Denotaremos
o conjunto das matrizes invertiveis de M(n, R) por GL(n, R) e por E(n,R) o subgrupo gerado
pelas matrizes elementares bF;;, que coincidem com a matriz identidade, exceto pelo elemento b
na entrada (i,7), i # j (comparar com a Secao 1.1).

Uma fungéo d : M(n,H) — H é chamada de determinante se satisfaz os seguintes axiomas:
Al. d(A) =0 se, e somente se, A é singular.
A2. d(AB) = d(A)d(B), para quaisquer A, B € M(n,H).

A3. Se A’ é obtida de A somando um miltiplo & esquerda de uma linha a outra linha ou um

miltiplo & direita de uma coluna a outra coluna, entdo d(A’) = d(A).

Pode-se provar que se d nao é nula nem constante igual a 1, entdo o Axioma 2 implica que
d(A) = 0 para todas as matrizes singulares. Assim, precisamos apenas definir o determinante
de matrizes invertiveis. Uma questao natural é saber quando tal determinante existe. Para isso,

enunciamos o seguinte teorema.

1.12 TEOREMA: Se d ¢ um determinante, ou seja, d satisfaz os trés axiomas acima, entdo a

imagem d(M (n,H)) é um subconjunto comutativo de H.

A prova do Teorema 1.12 é baseada nos dois seguintes lemas. Sem perda de generalidade,

podemos supor n = 2.

1.13 LEMA: Sejam a # 0 e d um determinante. Entao

Gl)-(L D06 ) o
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a 0
(50 )

PROVA: Um célculo direto prova a igualdade na equacio (1.4), cujas matrizes do lado direito sao

obtidas da matriz identidade através de operagoes elementares nas colunas, sendo assim aplicadas

por d no elemento 1, pelo Axioma 3. Por fim, pelo Axioma 2, segue o resultado. |

1.14 LEMA: Toda matriz A € GL(n, H) pode ser escrita na forma A = D(z)B, com B € E(n, H)

e

D(z) =

PROVA: Como A é invertivel, existe ao menos um elemento nao nulo na primeira linha, digamos
a1; 7 0. Somando a j-ésima coluna, multiplicada por afjl(l —aq1), & direita da primeira coluna,
obtemos uma matriz com a;; = 1. Podemos entao zerar todos os outros elementos na primeira

linha (através de operagdes nas colunas) e proceder por indugao. |

PROVA DO TEOREMA 1.12: Definimos f : H — H por f(z) = d(D(x)). Segue do Lema
1.14 que f(H) = d(M(n,H)). Podemos supor n = 2, por simplicidade. Temos que

(5 9)=1((5 ) (0 0))=r@

pelo Axioma 2 e Lema 1.13. Mas entao
e =a((5 1) (5 ) =(5 )
0 z 0
(5 ) (0

e assim vemos que f(H) = d(M(n,H)) é comutativo. |

O = O8

O Lema 1.1 na pagina 3 nos diz que E(n,H) é o subgrupo comutador de GL(n,H), ou seja,
E(n,H) = [GL(n,H), GL(n,H)]. O Lema 1.14 acima nos diz que ¢é suficiente definirmos o deter-
minante para as matrizes D(z). A preocupacao com a unicidade em tal decomposi¢ao nos leva a

seguinte questao: para quais « € H, D(z) € E(n,H)? A resposta é dada pelo Lema 1.15 abaixo.

1.15 LEMA ([2, LemMA 7]): O elemento D(z) € GL(n, H) é um comutador, isto &, D(z) € E(n, H)

se, e somente se, x € H* é um comutador.
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Segue que, na decomposicdo A = D(x)B, nem x nem B sdo unicos, mas a classe lateral
x[H*,H*] € H*/[H*,H*] é tnica. Isto foi exatamente o que Jean Dieudonné usou em seu artigo
de 1943 [14]. Seu objetivo foi mostrar como o determinante poderia ser expresso em termos da
teoria de grupos. Assim, seu principal teorema afirma que, para qualquer anel de divisdo R, existe
um isomorfismo

GL(n, R)/|GL(n, R),GL(n,R)] — R* /[R*, R¥].

Para R = H, isto é imediato dos Lemas 1.14 e 1.15. Definimos entao o determinante de Dieudonné
por

det A = det(D(x)B) = z[H*, H*],

bem definido devido ao Lema 1.15, cujo niucleo é E(n,H), coincidindo neste caso com SL(n,H),
o grupo linear especial. Se estendermos a definigao para M (n,H), o determinante tera valores em
H*/[H*,H*]U{0}. O Lema 8 de [2] prova que [H*,H*] ~ H;. Assim, H* /[H*,H*] é isomorfo

ao conjunto dos numeros reais positivos, via z[H*, H*] — |z|.

1.16 OBSERVACAO: Além dos trés axiomas, o determinante de Dieudonné possui varias outras
propriedades, dentre elas, é invariante pela troca de duas linhas. De fato, trocar as linhas i e j
corresponde a multiplicar & esquerda pela matriz P;; = (1E;;)(—1E;;)(1E;;). Porém, —1 € H; e
assim det P;; = 1IH;. Também, multiplicar por m uma linha & esquerda ou uma coluna a direita,
multiplica o determinante por mH;. Este tltimo produto pode ser & direita ou & esquerda, ja que
H*/H; é comutativo.

Para n = 2,

det( Z Z ) :det( 8 d—cba’lb ) = (ad — aca™'b)H, (a #£0) (1.5)

0 b ¢ d
det(c d)det<0 b>cb]I-11bc]H1. (1.6)

Por outro lado, ndo podemos fatorar um multiplo & direita de uma linha, pois

1 a 1 a
det(b ab)z(ab—ba)]Hl e b]Hldet(1 a)zO.

Usaremos tal determinante no Capitulo 4, quando calcularemos a torcao das formas espaciais

esféricas quaternionicas.

1.3 W e R torgoes

Seja
01

am 87-,,,71 32
C: Cp——0Ch e

Cl C(]
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um complexo de cadeias de R-modulos livres (de dimensdo finita). Denotamos por Z,; = ker d,,
por By =im0y41 e por H, = Z,/ By, como usual. Para cada ¢, assumimos que ambos B, and H,
sao R-modulos livres e fixamos bases? ¢, para C; e h, para H,. Escolhemos uma base b, para B,.
Usando as inclusées 0 C B, C Z, C C, e os isomorfismos Z,/By ~ H, ¢ Cy/Z, ~ B,_1, vemos que
as bases by, hq, by—1 se combinam para produzirem uma nova base byhgb,—1 para Cy. No entanto,
distinguiremos a base b,—1; em C, obtida pelo isomorfismo acima denotando-a por l~)q_1. Assim, a

nova base para Cy é bqhql;q,l.

1.17 DEFINICAO (W TORCAO DE UM COMPLEXO DE CADEIAS): Nas condicdes acima, a tor¢do de

Whitehead do complezo C' com relagdo a base graduada h = {h,} é a classe

m

w(Cih) = Z(_l)q[bqhngfl/cq}’

q=0

em Ki(R). Tal tor¢io nao depende da escolha de b; desde que, escolhendo bases diferentes b,

temos

m

(=1 [y hgby—1/cal = Y (=1)"([bghyby—1/eq] + [y /bg) + b1 /bg-1]),
q=0

NE

<
Il
=]

onde os tltimos dois termos se somam a zero. E claro que 7w (C;h) depende de ¢, e hy,.

1.18 DEFINICAO (R TORCAO DE UM COMPLEXO DE CADEIAS): Se o anel R é abeliano, a tor¢io

de Reidemeister do complexo C com relacdo & base graduada h = {h,} é

(C;h) = H det(bghgby_1/ce) ™V € R* J{£1}. (1.7)

q=0

Seja (K, L) um par de complexos celulares conexos finitos de dimensao m e seja (f( ,f/) sua
cobertura universal. Identificamos o grupo fundamental de K com o grupo das transformacoes
cobertura de K. Seja C((K,L); R) o complexo de cadeias de (K, L) com coeficientes em R. A
acdo do grupo das transformagoes cobertura transforma cada grupo C’q((K’ ,L); R) em um modulo
sobre o anel de grupos Rmi(K) e cada um destes modulos é Ry (K)-livre e finitamente gerado,
pela escolha natural das g-células de K — L. Desde que K ¢é finito, segue que C((K,L);R) é
livre e finitamente gerado sobre R (K). Temos entdo um complexo de modulos livres finitamente

gerados sobre R (K) que, seguindo a notagao canénica, denotaremos por C((K, L); Rmi(K)).

2 Abusando da notacdo, diremos que o médulo trivial possui ) como tnica base.



12 CapituLo 1 — W, R, RS torgoes e tor¢ao analitica

Qualquer escolha de bases graduadas ¢ para C((K, L); Rmy(K)) e h para H(C((K, L); Rm1(K)))
nos permite definir a tor¢ao mw(C((K,L); Rmi(K)); h) em K;(Rm (K)). No entanto, ainda existe
alguma ambigiiidade devido & arbitrariedade da escolha das células representantes na cobertura
K. que se projetam sobre as células representantes da base fixada de C,. Usando coeficientes
inteiros, as diferentes escolhas de células representantes na cobertura originam diferentes torgoes

em K, (Zm(K)) que se projetam sobre a mesma classe em Wh(m; (K)).

1.19 DEFINICAO (W TORCAO DE UM COMPLEXO CELULAR): Nas condi¢des acima, suponhamos
que H,(C((K, L); Zm (K))) sejam modulos livres finitamente gerados sobre Zr (K). A torgao de

Whitehead de K com relagao & base graduada h é a classe
mw((K, L); h) = w(rw(C((K, L); Zm (K)); b)),

em Wh(m(K)). Se (K, L) é a decomposicao celular (ou simplicial) de um espago (X, A), a torgao
de Whitehead de (X, A) ¢ definida analogamente e denotada por 7w ((X, A4); k).

Foi provado em [21] que 7w ((X, A); k) ndo depende da decomposigio K.

Se ¢ : R — R’ & um homomorfismo de anéis, podemos formar um novo complexo R’ ®p Cy,
usando o homomorfismo ¢ para tornar R’ um R-moédulo & direita. Entdo, rw (R ®r C;h') =
ps«7w(C; h). Tal construcao é usada para definirmos a torgdo com relagdo & uma representagao
do grupo fundamental. Seja p : m1(X) — G uma representagao do grupo fundamental em algum
grupo G. Entéo, p se estende a um tnico homomorfismo de anéis de Zm;(X) para ZG e assim

formamos o complexo
Cy((X, A); (Zmi (X)) = ZG ©, Cy((X, A); Zm (X))

de ZG-moédulos livres finitamente gerados. A torgdo de Whitehead de (X, A) com relagdo a repre-
sentagdo p (e base graduada h) é definida por

w((X, A); b, p) = w(rw (C((X, A); (Zmi(X),)); b)),

em Wh(G).

1.4 RS torcgao

Seja W uma variedade Riemanniana orientével e conexa de dimensao m, com métrica g, pos-
sivelmente com bordo OW. Entéo, todas as hipdteses anteriores sao satisfeitas e podemos definir
uma R tor¢ao absoluta mr((W,0); h, p) e uma R torgao relativa T ((W, 0W); h, p), para cada re-
presentagdo p do grupo fundamental e para cada base graduada h fixada, para a homologia de
(W, 0) ou para a homologia relativa de (W, W), respectivamente. Neste contexto, Ray e Singer
[27] sugerem um invariante geométrico natural, fixando uma base apropriada h, fazendo uso da

estrutura geométrica, como segue.
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Seja K uma triangulacdo suave de W. Seja E, — W o fibrado vetorial real associado &
representacao p : m(K) — O(k,R), isto é, E, é o fibrado com grupo estrutural p(m(K)), cons-
truido do seguinte modo: desde que a cobertura universal K — K é um fibrado com fibra m; (K),
podemos simplesmente mudar a fibra tomando o produto tensorial K ®p R*, obtendo o fibrado
E,. Seja Q*(W, E,) o espago linear graduado das formas diferenciais em W com valores em E,
[4, §7], isto &, QI(W,E,) é o espago das segdes dos fibrados Q¢(W) ®, R*, onde Q¢(W) & o
espaco das g-formas diferenciais sobre W (ver Secdo B.1). Uma base para Q¢(W, E,) é da forma
{C*(W)®dx; ®,e;}, onde I = (i1,...,iq) é um multi-indice, {z;} sdo coordenadas em W e {e;}
é uma base para R*.

A derivada exterior em W define uma derivada exterior d : QY(W, E,) — Q4+t (W, E,) por
d(w ®, v) = dw ®, v. A métrica g define o operador x+ de Hodge em W e portanto em Q(W, E,),
*: QUW,E,) — Q" 9(W, E,). Usando o produto interno em E,, define também um produto

interno em Q4(W, E,), como segue: dadas as formas
w= ZwI,j(x)de ® ey, n= Z N i (x)dep @ ey,
I,j 1,5
o produto interno entre elas é dado por

(w,n) = Z / wr j(@)wp j(x)der ANxdzp(e;,ej), (1.8)
15 W
onde (v,w) é o produto interno em R* e A é o produto exterior em Q*(W).

Lembramos que existe uma decomposi¢ao natural de Q*(W) como soma direta de fibrados
vetoriais, *(OW) & N*W, onde N*W ¢é o dual do fibrado normal (no bordo). Mais precisamente,
seja 0, o vetor normal unitério no bordo “apontando para dentro” e dr a 1-forma correspondente.
Proximo ao bordo, temos a decomposi¢ao C(OW) = OW x [0, €) e se y é um sistema de coordenadas
locais no bordo OW, entdo « = (y,r) é um sistema de coordenadas locais em C(0W). As formas
diferenciais proximas ao bordo de W decompoem-se como w = Wian + Wnorm, onde wiay €std em
Q*(W) e wnorm € & projecao ortogonal no subespago gerado por dr. Podemos entdo decompor uma
forma w € Q*(W) em w = w1 + w2 Adr, w; € C°(W) @ Q*(OW), com *xws = dr A *w.

Definimos condigoes de contorno absolutas e relativas por

Babs(w) = Wnorm|dW = W2|oW = 0, Brel(w) = Wtanjow = Wijogw = 0.
Seja B(w) = B(w) @ B((d + d")(w)), para B € {Baps, Brel}. Assim, o operador A = (d + d')?,

com condigdes de contorno B(w) = 0, é auto-adjunto [16, Lema 2.7.2(a)|. Note que

Whorm|oW = 0 Wran|oW = 0
Baps(w) = 0 <= orm| e Br(w) =0« )
o (dw)norm\BW =0 ¢ (dTW)tan\(’)W =0
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pois (d + d")(w)norm = d(W)norm € (d + dN)(wW)tan = dF (W)tan-
Sejam
HYW,Ep) ={w € QI(W,E,) | Afw = 0},
Hin (W Ey) = {w € QW Ep) | Alw = 0, Baps(w) = 0},

HL,(W, E,) = {w € QU(W, E,) | A% = 0, Bra(w) = 0},

rel

espagos das formas harmonicas (com condi¢oes de contorno nos dois altimos).

Temos entao as seguintes aplicagoes de de Rham 49, que induzem isomorfismo em cohomologia,

AL H (W, E,) — CUW; B,), AL HE (W, E,) — CO((W,0W); E,),
com
AL (@)(c®pv) = AL (@)(c®, v) = / (w,0),

onde ¢ ®, v pertence a C4(W; E,) no primeiro caso e a C?((W,0W); E,) no segundo caso, e ¢ esta
identificada com a g-célula (simplicial ou celular) que representa.

Seja K (resp. L) uma decomposigio celular ou simplicial de W (resp. OW). Seja sd(K) a
primeira subdivisdo baricéntrica de K. Seja K o complexo bloco dual de K. Para cada g¢-célula
(simplexo) cem K, seja ¢ o (m—q)-bloco dual de ¢ (ver [23, §15]). Se tomarmos g-células cem K —L,
entdo a colegdo de células ¢ é uma base para o grupo de (m — g)-cadeias relativas C’m,q(f{ 7).
Portanto, a bijegdo ¢ « ¢ induz uma bijecdo entre as bases de Cy(K,L;Z) e C’m,q(f(; Z), e

portanto um isomorfismo comutando com os operadores bordo,
g Cy(K,L;Z) — Cm_q(f( —L: Z), @q(c)=c¢.

Note que a imagem de ¢, esta em K- IA/, desde que ¢ é disjunto de ﬁ, sec€ K — L. A Figura 1.1
exemplifica a bije¢do acima, para o par (K, L) = (S*,0).

/
V2 Ug

V2 ga! Y2 71

Vg 7o V1 vl o) v o Yo
Figura 1.1: Complexos K, K’ = sd(K) e K = dual(K).

Considerando ¢* a cocadeia dual da cadeia ¢, de mesma dimensdo, temos o isomorfismo de

Lefschetz-Poincaré
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induzindo um isomorfismo P, : H,(K, L; Z) — Hm_q(f( —L; 7).
Podemos também construir uma aplicagio A9 : Q4(W, E,) — C4(K — L;Z), com
Alw): Cy(K — L;Z) = R, A(w)(¢) = /w,
induzindo nas formas harménicas um isomorfismo A9 : HY(W, E,) — HY(K — L; 7).

Seguindo Ray e Singer [27], introduzimos as aplicagbes de de Rham A, pela composicao

m—gq ~ ~ 5(9)P71
A H" (K - 1,7 :

HI(W, E,) ——> H™ (W, E,) H,(K,L;Z)

ou seja, Ay = €(q)P; LA™ 9%, com €(q) = (—1)9"~V. Para condigdes de contorno relativas e

absolutas, temos explicitamente

At HE (W, E,) — Hy(K, L; Z2), A2bs 1l (W, E,) — Hy (K3 7Z),

rel abs

ambas definidas por

A;el(w) _ Agbs(w) — (71)11(771*1) Z (/ .(*w,ei)> Cq,j ®p €, (19)

J

onde a soma é sobre todos os g-simplexos ¢, ; de K no primeiro caso, porém sobre todos os g-

simplexos ¢4,; de K — L no segundo caso.

1.20 DEFINICAO (RS TORCAO): Seja a uma base ortonormal graduada para o espaco das formas

harmoénicas em Q*(W) ®, R¥. O ntimero real positivo
Trs((W, 9);: p) = (W3 A™(a), p)

é chamado de RS tor¢ao de (W, g) com relagao a representacao p e condigoes de contorno absolutas,

e

rs (W, 0W, 9); p) = TR ((W, 0W); A" (a), p)

é chamado de RS tor¢cao de (W,0W, g) com relagdo a representacdo p e condigdes de contorno

relativas.

1.21 OBSERVACAO: Ambas 1rs((W, g); p) e Trs((W,0W, g); p) ndo dependem da escolha da
base ortonormal a, desde que uma mudanca de base, neste caso, é dada por uma matriz ortogonal.
Também, é independente da escolha dos representantes dos simplexos de K em K , bem como da

triangulacao K para W. [27, Proposigao 3.7].
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Voltando para a construgdo anterior, obtemos que a formula na equagdo (1.7) na presente
situac@o nos d4 a seguinte formula para a RS tor¢ao (onde N pode ser 9W ou o conjunto vazio e
A, pode ser absoluta ou relativa, respectivamente)

rRs((W, N, 9);p) = H ‘det P(quq(aq)l;q—l/Cq) o ) (1.10)

q=0
onde det é o determinante usual, no caso acima, da matriz mudanca de base no complexo de
espacos vetoriais reais C((W, N); E,):

Om®,1 02®,1 01®,1

Cp @, RF C; ®, RF

Co ®, RF. (1.11)

1.5 Torcgao analitica

Concluimos o capitulo com a definicao da torgao analitica. Primeiro, assumimos que W nao
possui bordo. Com o produto interno definido na equagao (1.8), Q*(W, E,) é um espaco de Hilbert.
Seja df = (—1)™@+tD+1 5 dx o adjunto de d. Como em (B.4), o Laplaciano A = (d + d)? é um
operador simétrico positivo definido em Q*(W, E,), com espectro Sp A puramente pontual. Seja
A1 a restricao de A a Q4(W, E,). Entao definimos a fungao zeta de A9 pela série

((s, A7 = Y A,
AESp, Ad
para Re(s) > %, onde Sp, denota a parte positiva do espectro. A série acima converge uniforme-
mente para Re(s) > 7 e se estende a uma fungdo meromorfa analitica em s = 0.

1.22 DEFINICAO (TORGCAO ANALITICA): Definimos a tor¢do analitica T de (W, g) por

m

log T((W, 9):0) = 5 _(~1)1ac’ (0, A). (112)

Se W possui bordo, denotamos por Tops((W, g); p) (resp. Tre((W, g); p)) o nimero definido pela

equagao (1.12) com A satisfazendo condigbes de contorno absolutas (resp. relativas).

Enunciamos duas propriedades da torgao analitica, andlogas as propriedades conhecidas da R

torgao. As provas serdo omitidas e podem ser encontradas em [27, §2].

1.23 TEOREMA: Seja W uma variedade compacta orientavel sem bordo, de dimensdo par.
Entao logT((W,g); p) = 0. O mesmo vale para g (W) (ver [20]).

1.24 TEOREMA: Sejam W, e W, variedades compactas orientéveis sem bordo, com W sim-

plesmente conexa. A torc¢ao analitica do produto Wi x Wy é dada por

logT(W1 X Wg) = X(WQ) log T(Wl),
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onde x(Ws) é a caracteristica de Euler de W5. O resultado correspondente para a R torgao

encontra-se em [17].

Em [30] foi calculada a torgao analitica da esfera S?™~1 ou seja, T'(S*™~1) = (n?ﬁ)! . Ressalta-

mos que o método utilizado é puramente analitico e faz uso dos autovalores do Laplaciano. No
entanto, apresentamos na Se¢ao 4.1 o mesmo resultado, porém com a abordagem descrita até entao,

utilizando a RS torgao.






CAPITULO 2
FORMAS ESPACIAIS ESFERICAS

Neste capitulo apresentamos as defini¢gdes bésicas e alguns resultados que nos fornecerao
0s possiveis grupos ocorrendo na construgao das formas espaciais esféricas. Daremos maior
atencao a um grupo em particular, o grupo dos quatérnios generalizado, estudado com mais

detalhes no Capitulo 3. A referéncia aqui utilizada é [31, Parte III].

2.1 Representacao de grupos finitos

Sejam G um grupo e V um espago vetorial sobre um corpo F. Uma representacio de G em
V' é um homomorfismo 7 de G no grupo das transformagoes lineares invertiveis de V. 7 é uma
representagao sobre I e V é chamado o espago representacdo de w. Se V é de dimensao finita
(e neste caso dizemos que 7 é de dimensdo finita), entdo a dimensdo de V é chamada de grau
de 7. Considerando V* o espago dual de V, temos uma representagdo 7* de G em V* induzida
por 7 definida por (7*(g)(v*))(v) = v*(7(g~)(v)). Assim, 7% & a representac¢io dual de w. Se
V** =V (por exemplo, se V' é de dimensdo finita) entdo 7** = w. = é chamada de ‘faithful’ se é
injetora. Se 1 é uma representacao de G em um espago vetorial W sobre o mesmo corpo I, entao
7 e 1 sdo equivalentes se existe um isomorfismo f : V. — W tal que fw(g) = ¢(g)f para todo
g € G. O caractere de uma representacao de dimensao finita 7 é a fungao x, : G — I definida por
X=(g) = tr(n(g)). Observe que representagoes equivalentes de dimensao finita possuem o mesmo
caractere, pois tr(m(g)) = tr(f "¢ (g9)f) = tr(v(g) ff 1) = tr(s(g))-

Se U C V & um subespago 7(G)-invariante, entdo 7'(g) : u — mw(g)u define uma representacao
7' : G — U. Representagoes 7’ desta forma sao chamadas de sub-representacoes de w. Uma
sub-representagdo 7’ em U & prdpria se U é um subespago proprio de V', isto é, se 0 C U C V.
7 é chamada irredutivel se ndo possui sub-representagoes proprias. Se {m;} sdo representagdes em
espagos vetoriais {V;} sobre IF, entdo a soma direta > m; é a representagdo na soma direta » . V;
dada por (> m)(g) : Yovi — Y. mi(g)vi, v; € Vi. 7w & totalmente irredutivel se é equivalente a
uma soma direta de representacoes irredutiveis. Se 7 e 1 sdo representagdes dos grupos A e B nos

espacos V e W, entao o produto tensorial m ® 1 é a representacdo de A x B em V ® W dada por
(r@¢)(a,b) : v @w — m(a)(v) @ P(b)(w).

19
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Se 7(a) e 1(b) possuem autovalores {\;} e {p}, respectivamente, entdo {\; 1} sdo os autovalores
de (7 ® ¥)(a,b).

Sejam 7 e 1) representagoes de G sobre . Se V e W sao seus espagos representagoes, entao
I(m, 1) denota o conjunto de todas as transformagoes lineares f : V' — W tais que fr(g) = ¥ (g)f
para todo g € G. Os elementos de I(m, ) sdo chamados de operadores ‘intertwining’ de 7 e .
Note que 7 é equivalente a 1) se, e somente se, algum operador ‘intertwining’ é um isomorfismo.
Se G é abeliano entdao 7(G) C I(m,m). De fato, sejam g,g0 € G e w(g) : V — V. Assim,
7(g0)7(9) = m(g0g) = 7(g990) = 7(g)7(go) € entdo w(g) € I(m, 7).

2.1 OBSERVACAO ([31, 4.2.8]): Duas representacoes de G sdo equivalente se, e somente se,

possuem O mesmo caractere.

Seja o uma representagao irredutivel de G em um espago vetorial de dimensao finita V' sobre
K. A extensdo escalar Vp = V @k IF é um espago vetorial de mesma dimensao sobre I que pode
ser criado escolhendo uma base {v;} de V sobre K e definindo Vi = {>_ a,;v;,a; € F}. Agora o(G)
é também um conjunto de transformagoes FF-lineares de Vp, assim ¢ nos da uma representagao op
de G em VF. o é chamada absolutamente irredutivel se o é irredutivel.

Consideremos agora um grupo finito G de ordem N e representagdes de G sobre o corpo dos
nameros reais R ou sobre o corpo do nimeros complexos €. Uma representacao sobre R (resp.
sobre C) é chamada representacdo real (resp. representagdo complexa). Se uma representagao
complexa 7 é equivalente a o¢ para alguma representacao real o, entao cometeremos um abuso de
linguagem e diremos que 7 é equivalente a uma representagdo real.

As isometrias lineares f : V' — V formam um grupo, chamado grupo ortogonal de V no caso real
e grupo unitdrio de V no caso complexo. Se V é real (resp. complexo), entdo uma representagio
de G em V ¢é chamada representa¢ao ortogonal (resp. representagdo unitdria) se sua imagem esta
contida no grupo ortogonal (resp. unitario) de V. Se V e W séo reais (resp. complexos) e se
o e T sao representagdes de G em V e W, entdo o e 7 sdo ortogonalmente equivalentes (resp.
unitariamente equivalentes) se existe uma isometria linear f : V' — W tal que fo(g) = 7(g)f, para

todo g € G, e neste caso, é claro, o e T sao equivalentes.

2.2 LEMA ([31, LEMA 4.7.1]): Toda representacio real (resp. complexa) de G é equivalente a
uma representacao ortogonal (resp. unitaria). Duas representagdes ortogonais (resp. unitéarias) de
G séo equivalentes se, e somente se, sdo ortogonalmente (resp. unitariamente) equivalentes. Se o
e T sdo representagoes ortogonais (resp. unitérias) ‘faithful’ de G em V e W, entao existe uma
isometria linear f : V — W tal que 7(G) = fo(G)f~! se, e somente se, existe um automorfismo «

de G tal que T« é equivalente a o.
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2.3 LEMA ([31, LEMA 4.7.2]): Seja 7 uma representacio complexa de G. Se {v;} ¢ uma base do
espago representacao V e se w(g) tem matriz (m(g);;) relativa a {v; }, entéo seja 7(g) a transformacao
linear de V cuja matriz relativa a {v;} é a matriz complexa conjugada (7(g);;) de (7(g);;). Entao
7 € uma representacao de G em V que é equivalente a dual 7* de w. 7 é chamada de conjugada

de 7.

PROVA: Se mudamos a base de V por uma matriz m = (m;;), entdo o elemento 7(g);; ¢ trocado
por (mm(g)m=1);; e @(g)i; por (M7 (g)m~1);;. Assim, 7 é definida (a menos de equivaléncia) sem
mengao a base {v;}. Podemos entdo supor que 7 é unitaria e que {v;} é ortonormal. Se {v'} é a

base de V* dual de {v;} e 7*(g) tem matriz (7*(g);;) nesta base, entao

T (9)i = (" (9) (") (v;) = ' (m(g™ ") (vy)) = v'(7(9)" (v))) = 7(9)is- =

2.4 DEFINICAO (GRUPO LIVRE DE PONTO FIX0): Se 7 é uma representacio de um grupo G e se
1 # g € G implica que 7(g) nao tem +1 como autovalor, entao 7 é livre de ponto fizo. Um grupo

livre de ponto fizo é um grupo finito abstrato que possui uma representagao livre de ponto fixo.

2.5 OBSERVACAO: Sejam G um grupo e X um subconjunto compacto de R¥. Se existe uma
acao propriamente descontinua de G em X entao G é finito. De fato, dados 1 # g€ Gexz € X
fixado, tomamos a seqiiéncia S = (z, = g"x)p>0 em X. Pela compacidade de X, S possui um
ponto de acumulacdo y € X. Como a agao é propriamente descontinua, existe uma vizinhanga
aberta U de y tal que gU NU # () implica g = 1. Como y é ponto de acumulacao, existe m tal que
x, € U, para n > m, ou seja, g"x, g™z, ... € U. Portanto ¢" 'z € gU NU e entdo ¢g"*! = 1.
Logo G é finito.

2.6 PROPOSICAO (ACAO EM DIMENSAO PAR): Se G é um grupo livre de ponto fixo que atua na

esfera S™ de dimensao par entao G = Zs.

PROVA: Suponha que ¢ : G x S® — S™ seja uma acdo livre de G em S™, com n par. Seja
e # g € G e definimos L, : S™ — S™ por Ly(x) = ¢(g,x). Desde que Ly(x) # = para todo z € S”,
entdao L, ~ a, onde a : S™ — S™ é a aplicagdo antipodal. Portanto deg(L,) = deg(a) = (—1)".
Do mesmo modo, para outro elemento e # h € G, deg(Lp) = (—1)"*1.

Suponha que gh # e e assim deg(Lgp) = (—1)"*!. Por outro lado, deg(L,yn) = deg(LyLy) =
deg(L,) deg(Ly) = (—1)2**Y. Logo, 2(n + 1) = n + 1 mod 2 e assim n deve ser impar, con-
tradizendo a hipotese. Logo, gh = e para quaisquer g, h € G — {e}, ou seja, G = Zs. ]
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2.7 OBSERVACAO: Se 7 é equivalente a uma representacio livre de ponto fixo, entao 7 é livre
de ponto fixo. Se 7 é livre de ponto fixo, entao 7 é ‘faithful’. Se 7 é livre de ponto fixo, entao 7
é uma soma direta de representagoes irredutiveis livres de ponto fixo. Se {m;} sdo livres de ponto
fixo, entao Y m; é livre de ponto fixo. Se 7 é uma representagao sobre um subcorpo de I, entao =

é livre de ponto fixo se, e somente se, 7 € livre de ponto fixo.

2.8 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.1.2]): Dados um grupo finito G e representacdes ortogonais
irredutiveis livres de ponto fixo {o1,...,0,} de G, associamos a variedade Riemanniana conexa
completa! S"7!/(o1 ® -+ @ 0,)(G), n = Y, deg(0;), de dimensdo n — 1 e curvatura constante

K > 0. Toda variedade Riemanniana conexa completa de curvatura constante positiva é isométrica

a uma variedade obtida deste modo e chamada de forma espacial esférica. (G,{o1,...,0.}) e
(G,{m1,...,7s}) originam variedades isométricas se, e somente se, r = s e existe uma permutacao
k — i de {1,...,7} e um automorfismo « de G tal que T« é equivalente a o, .

O Teorema 2.8 acima sintetiza o trabalho de G. Vincent [29] e leva a classificacao das variedades
Riemannianas completas conexas de curvatura constante positiva. Tal problema ficou conhecido
como Problema das Formas Espaciais Esféricas de Clifford-Klein. A abordagem utilizada foi a

seguinte:
1. Encontrar condigoes necessarias para que um grupo abstrato finito seja livre de ponto fixo.

2. Classificar os grupos abstratos finitos que satisfazem tais condigoes, obtendo assim uma

familia {Gx}xea de grupos.

3. Determinar as classes de equivaléncia de representagoes complexas irredutiveis livres de ponto
fixo de cada G, aplicar o Lema 2.2 acima e o Teorema 4.7.3 de [31], obtendo as classes de

equivaléncia de representagoes ortogonais irredutiveis livres de ponto fixo.

4. Determinar o grupo de automorfismos de cada G e decidir quando duas representagoes

ortogonais irredutiveis livres de ponto fixo sao equivalentes, modulo um automorfismo.

A Segao 5.2 de [31] apresenta alguns resultados sobre p-grupos, como por exemplo o Teorema de
Sylow. Assim, as condigbes necessarias para que um grupo seja livre de ponto fixo sdo apresentadas

no teorema abaixo. O caso p = g ¢ devido a Burnside [6] e o caso geral devido a Zassenhaus [33].

2.9 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.3.1]): Seja G um grupo finito que admite uma representacio
livre de ponto fixo sobre um corpo IF. Se H é um subgrupo de ordem pg em G, p e g primos, entao

H é ciclico.

1Ou seja, a conexdo de Levi-Civita é completa. Ver [31, §2.1].
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Sejam G um grupo finito e p, g primos. Se todo subgrupo de ordem pg em G é ciclico, dizemos
que G satisfaz a pg-condi¢ao. O Teorema 2.9 diz que todo grupo livre de ponto fixo satisfaz todas
as pg-condicoes. Em particular, satisfaz todas as p?-condicdes. Juntamente com o Teorema 5.3.2
de [31], temos que os grupos livres de ponto fixo se dividem em duas classes. A primeira classe
consiste de todos os grupos finitos nos quais todo subgrupo de Sylow é ciclico; a segunda classe
consiste de todos os grupos finitos nos quais os subgrupos de Sylow impar sao ciclicos e os 2-
subgrupos de Sylow sdo os quatérnios generalizados Qg. (ver Secao 3.1, pagina 31). Os grupos da

primeira classe estao completamente caracterizados no teorema a seguir.

2.10 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.4.1 (BURNSIDE)]): Seja G um grupo finito de ordem N no qual

todo subgrupo de Sylow é ciclico. Entao G é gerado por {A, B} com relagoes
Am=B"=1, BAB'=A", N=mn, mde((r—1)n,m)=1, r"=1modm. (2.1)

O grupo comutador G’ é gerado por {A} e o grupo quociente G/G’ é gerado pela classe { BG'}.
Seja d a ordem de r no grupo multiplicativo de residuos modulo m dos inteiros primos com m.
Entao d divide n e G satisfaz todas as pg-condigbes se, e somente se, n/d é divisivel por todo
divisor primo de d.

Reciprocamente, qualquer grupo dado por (2.1) tem ordem N e todo subgrupo de Sylow é

ciclico. Também, sdo equivalentes: (1) G é ciclico, (2) A=1,3)r=1, (4) d=1.

O seguinte teorema foi provado por Vincent [29, Théoréme III*|, utilizando calculos diretos
ao invés de representacoes induzidas do subgrupo H. ¢ denota a funcdo de Euler? e todas as

representacoes sdo complexas de dimensao finita.

2.11 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.1]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as
pg-condigdes e tem todo subgrupo de Sylow ciclico. Em outras palavras, G tem geradores {A, B}
com relagoes A™ = B" =1, BAB™! = A", N = mn = mn'd e mdc((r — 1)n,m) = 1, onde d é
a ordem? de r em K,, e todo divisor primo de d divide n’. Seja H o subgrupo de G gerado por
{A, B4}. Entao H ¢ subgrupo ciclico normal de ordem mn’ e indice d em G, gerado por {AB?} e

suas representacoes irredutiveis sao de grau 1 e dadas por
or(ABY) = 2mik/mn’ (2.2)

Seja mj a representacao de G induzida por oy, necessariamente de grau d. Entdo 7y é equivalente

a m se, e somente se, k =l mod n’ e k = r*l mod m com 0 < u < d. Além disto, sao equivalentes:

24(l) & a ordem do grupo multiplicativo K; de residuos moédulo I dos inteiros primos com I. Assim, ¢(I) é o
nimero de geradores do grupo ciclico C; de ordem [.
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i) m é uma representagdo irredutivel ‘faithful’ de G.

G
(ii) m & uma representagao irredutivel livre de ponto fixo de G.
(ili) 7 é equivalente a alguma 7, com mde(k, N) = 1.

Em particular, as representagoes irredutiveis livres de ponto fixo de G tém grau d e sao em quantia

de ¢(N)/d2.

O Teorema 2.11 pode ser enunciado de uma forma mais compreensiva e plausivel para o estudo

dos automorfismos de G.

2.12 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.6]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as
pg-condigoes e tem todo subgrupo de Sylow ciclico, com geradores e relagoes como no Teorema

2.11. Dados k,l € Z com mdc(k,m) = 1 = mdc(l,n), definimos

eZTrik/m
eQTrikr/m 0 1
wikr?/m :
mha(A) = emikr/ ComaB) = @
eQﬂ'il/n/ 0

e27rikrd71/m
Dados s,t,u € Z com mdc(s,m) = 1 = mdc(t,n) e £ = 1 mod d, definimos
ws,t,u(A) = AS7 'l/)s,t,u(B) = BtAu

Entao:

1. As representacoes complexas irredutiveis ‘faithful’ de G sao exatamente as 7, de grau d e

livres de ponto fixo.
2. Os automorfismos de G s@o exatamente 0s 15 ¢ .

3. Tiistu € equivalente a my € Ty € equivalente a my o se, € somente se, b’ = bmod n' e

a’ = ar® mod m, para algum inteiro ¢ com 0 < ¢ < d.

4. Se G é ciclico entao 7, ¢é equivalente a sua conjugada se, e somente se, N < 2, e neste caso
T, € equivalente a uma representagdo real. Se G nao é ciclico, entdo 7,,; nao é equivalente

a uma representacao real e my; ¢ equivalente a sua conjugada se, e somente se, n’ = 2.

O Teorema 2.12 nos permite descrever as representagoes reais livres de ponto fixo de G.
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2.13 TEOREMA ([31, TEOREMA 5.5.10]): Seja G um grupo de ordem N que satisfaz todas as
pg-condigoes e tem todo subgrupo de Sylow ciclico, ou seja, como no Teorema 2.12 acima. Suponha
que G nao é ciclico de ordem 1 ou 2. Seja a matriz de rotagao

R(6) = ( cosf sene)

—senf cosf

Dados k,l € Z com mdc(k,m) = 1 = mdc(l,n), seja 7y, a representacao real de G de grau 2d

definida (em blocos 2 x 2) por

R(k/m)

R(kr/m) : .
7ATk7l(A) = . s ﬁkl(B) = . ) . (24)

. 0
Rk fm) R(l/n)) 0 --- 0

Entao, uma representagao real de G é livre de ponto fixo se, e somente se, é equivalente a uma
soma de representacoes 7. T, é equivalente a 73/ se, e somente se, existem niimeros e = +1 e
c€{0,1,...,d— 1} tais que k¥’ = ekr® mod m e I’ = el mod n’. Existem exatamente ¢(N)/d? ou

exatamente ¢(INV)/2d? representagdes 7 ; nao equivalentes, para n’ = 2 oun’ # 2, respectivamente.

O lema abaixo merece destaque, pois descreve as representagoes para um grupo em particular
que ndo se encaixa nos teoremas acima, pois nao possui todo subgrupo de Sylow ciclico. Mais
precisamente, o 2-subgrupo de Sylow do grupo dos quatérnios generalizado de ordem 2%, Qsa, € 0

proprio grupo Qsa, que claramente nao é ciclico.

2.14 LEMA ([31, LEMA 5.6.2]): Seja Qoa (a > 3) o grupo dos quatérnios generalizado de ordem
2% gerado por {A, B} com relagoes

AT — B2 = A>, BAB'= A1 (2.5)

Se k & um dos ¢(2%72) = 2973 ntimeros {1,3,5,...,29"2 — 1}, definimos a representagio oy de

Qoa por

e2mik /297! 0 0 -1
ax(4) = < 0 o—2mik/2e7t | ap(B) = 1 0/ (2.6)
Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

1. « é uma representacao complexa irredutivel ‘faithful’ de Qsa.

2. « é uma representacao complexa irredutivel livre de ponto fixo de Qsa.

3. «a é equivalente a alguma «y.
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Além disto, as aj sao mutuamente nao equivalentes, cada uma é equivalente a sua conjugada e

nenhuma é equivalente a uma representagao real.

PROVA: Claramente aj, é uma representacio irredutivel bem definida. Sejam ¢ = €27/ 270 o

x o caractere de a. Como todo elemento de Qza tem a forma A ou BA! (ver Segao 3.1), temos

(A1) = <<Ot <9f>’ ap(BAY) = (Cot ‘%_t)

Portanto y é uma funcao real e assim, pela Observagao 2.1, ay é equivalente a sua conjugada. ay

que

nio é real pois SO(2) é abeliano e Qqa ndo é. Os autovalores de ay(A?) e ay(BA?) sdo ¢t e 44,
respectivamente, de onde segue que «y, ¢ livre de ponto fixo e mutuamente nao equivalentes (pois
possuem caracteres distintos).

Provamos entdo que (3) = (2) = (1). Por fim, seja o uma representacdo complexa ‘faithful’
irredutivel de Qsa. Portanto, o = 0<2*, com o representacdo complexa ‘faithful’ irredutivel do

e2m‘kt/2“’1)

grupo ciclico gerado por {A}, necessariamente da forma o(A?) = ( , com k impar.

Assim, « é equivalente a oy (se 0 < k < 2972) ou a_ga—2 (se k > 2972). [ |

Os Teoremas 2.8 e 2.13 fornecem uma classificacao completa das variedades Riemannianas
conexas completas M de curvatura constante positiva nas quais o grupo fundamental G tem todo
subgrupo de Sylow ciclico. Se G é trivial entao M é a esfera. Se G é ciclico de ordem 2 entao M

é o espago projetivo. Caso contréario, M é isométrica a
S24  (Fry ® - @ Tk 1) (G)

na notagao do Teorema 2.13, onde {(k1,01),..., (ky,l»)} é determinado por M no sentido de que
M ¢ também isométrica a uma variedade S?V4=1/ (7, p, @ -+ ® 7a, b, )(G) se, e somente se, existe
uma permutacdo j — i; e existem ej,c;,s,t € Z tais que e; = £1, 0 < ¢; < d, mde(s,m) =1 =

mdc(t,n), t =1 mod d, k;; = e;jsa;7% mod m e l;; = e;jtb; mod n'.

2.2 Grupos livres de ponto fixo

Em [31, Capitulo 6] encontramos a classificagdo dos grupos finitos que possuem representagoes
livres de ponto fixo, divididos em seis tipos. Os quatro primeiros tipos sdo para grupos soluveis e os
outros dois para nao solaveis. Em [31, Capitulo 7] é feita a classificagdo, a menos de automorfismos,
das classes de equivaléncia de representacoes ortogonais de cada um dos seis tipos de grupos obtidos

anteriormente. Isso soluciona o problema das formas espaciais esféricas de Clifford-Klein.
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Apresentaremos aqui, de modo resumido, apenas os resultados para os Tipos I e II definidos
abaixo, que englobam o grupo ciclico e o grupo dos quatérnios generalizado Qg«, como mostrado

na Observacao 2.15.

[ Tipo | Geradores | Relacoes \ Condicoes | Ordem |
m _ pn __ m Z 1; n Z ]-7
I A,B /BlAg—?—;}’ mdc(n(r —1),m) =1, mn
B r"® =1 mod m
C Como em I,
omo em [ 2 = b1 = | mod
R2 _ pn/? =r*1 =1 mod m,
II A B, R RAR’l—;ll n=2"%,u > 2, 2mn
PR k = —1 mod 2%
RBR™!' = B* ’

k2 =1modm

Tabela 2.1: Dois tipos de grupos livres de ponto fixo. Para os outros quatro tipos, ver a tabela
completa em [31, pag. 179].

2.15 OBSERVACAO: O grupo ciclico Cj, de ordem k é dado por I, gerado por {B}, com n =k
em =1 =1. O grupo dos quatérnios generalizado Qg. (a > 3) ¢ dado por II, gerado por {B, R},

comm=1n=2"1 u=20v=2"3 k=—-1,rlecZ.

Seja G um grupo finito que admite uma representagao livre de ponto fixo. Seja §¢(G) o conjunto
de todas as classes de equivaléncia de representagoes complexas irredutiveis livres de ponto fixo
de G. Descreveremos ¢ (G), estabelecendo uma notacdo para seus elementos. Em [31, Teorema

7.2.18] ha uma descrigdo completa de F¢(G), para os outros quatro tipos de grupos.

Tipo I. G é gerado por {A, B} com A™ = B" = 1, BAB™! = A", onde m > 1, n > 1,

n

™ = 1 mod m, mde(n(r — 1),m) = 1 e todo divisor primo da ordem d de r em K, divide

n' =n/d. Entdao Fc((A, BY)) consiste de todas
oK ® 0y 2 AVBY s 2riku/mp2mile/n mdc(k,m) =1 = mdc(l,n). (2.7)
Assim, F¢(G) consiste das ¢(mn)/d? representagoes de grau d dadas por
Ty = (0 ® O'Z)G, or ® o1 € Fe((4, Bd>). (2.8)
Tkl = Tap S€, € somente se, k = ar"” mod m e ld = bd mod n, com 0 < u < d. Estes fatos estao

contidos no Teorema 2.11.

2.16 OBSERVACAO: Em particular, para o grupo ciclico C,, de ordem n, para cada [ primo com
n temos uma representacao complexa irredutivel livre de ponto fixo m;, de grau 1. Como m, =
se, e somente se, a = b mod n, basta considerarmos | < n e assim existem ¢(n) tais representagoes

nao equivalentes.
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Tipo II. G é gerado por {A, B, R} onde (A, B) é do tipo I, R normaliza ambos {A} e {B} e
n1 = 0mod 4. Entdo F¢(G) consiste das ¢(mn)/2d? = ¢(2mn)/(2d)? representagoes de grau 2d
dadas por

g = ng, k1 € Sc((4, B)), (2.9)

onde o = gy se, e somente se, k = ear* mod mi, k = ar* mod my, Id = ebd mod n; e

Id = bd mod na, com ¢ = +1 e 0 < u < d. Para as definigdes de m; e n;, ver [31, Segao 7.2].

2.17 OBSERVACAO: Em particular, para o grupo Qga, como observado em 2.15, (B) = Cga—1
e assim n = n; = 27! (n; = 0 mod 4 pois a > 3). Para cada uma das ¢(27!) representagdes
complexas m; € F¢(Caa—1), temos a representacao induzida o = WIQQQ de grau 2 (d = 1). Porém, se
1>29"2 entdo | = —bmod 2%, com b < 22, Logo, podemos dividir pela metade a quantia de
representagoes, ou seja, existem ¢(2¢71)/2 = 2973 representagoes compleras a; nao equivalentes,

como afirmado acima.

Acao dos automorfismos nas representagoes: Seja G um grupo finito que admite uma repre-
sentagao complexa livre de ponto fixo. Dado o conjunto F¢(G) de todas as classes de equivaléncia
de representagoes complexas irredutiveis livres de ponto fixo, os automorfismos de G atuam em
Fc(G) por composicao, ¢ : m +— wip. Definimos 2g(G) como sendo o grupo das transformacoes
de F¢(G) induzidas por automorfismos de G.

A tabela abaixo resume a situac¢do para os grupos dos Tipos I e II. Em [31, Teorema 7.3.21]

temos a descricao completa para os outros tipos.

[ Tipo | Elementos de 2¢(G) | Agao em Fo(G) | Condigoes ‘
I e mdc(a,m) =1
11 Aaqb kil 7 Takbl HldC(b, TL) =1
Gkl 7 Gakbl =1 mod d

Tabela 2.2: Acao dos automorfismos de G em §¢(G). Para os outros quatro tipos, ver a tabela
completa em [31, pag. 217].

2.3 Classificacao das formas espaciais esféricas

Os Teoremas 5.1.2, 7.2.18 e 7.3.21 de [31] classificam as variedades Riemannianas conexas
completas M de curvatura constante positiva, a menos de isometria global. O Teorema 5.1.2 é
o Teorema 2.8 na péagina 22 deste trabalho e os Teoremas 7.2.18 e 7.3.21 englobam os resultados

(particularizados) das Segbes 2.2 e 2.2 acima.
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Seja G o grupo fundamental de M. Entao M é obtida como segue: se G tem ordem 1 ou 2,
entao M é isométrica a esfera ou ao espago projetivo, respectivamente, de dimensoes apropriadas.

Se G é do Tipo I com ordem maior que dois, entdao M é isométrica a alguma
S (Fpy gy @ - @ Fop, 1,)(G) (2.10)

onde® (#x;)¢ = 7k ® 7ky. O conjunto {(k;,l;)} é determinado a menos de uma transformagao
(kiy 1) — (x4,y;) para a qual existe uma permutacdo i — i’ de {1,...,s} e existem e;, u;,a,b € Z

tais que
e; = *+1, 0<u; <d, mdc(a, m) = mde(b,n) =1, b= 1modd,

xy = e;ak;r™ mod m, yird = e;bl;d mod n.

Se G é do Tipo II, entdo M é isométrica a alguma
ST (g, ® - ® G, 1,)(G) (2.11)

onde® (Gk)ec = gy ® agy. O conjunto {(k;,l;)} é determinado a menos de uma transformagao
(ki,l;) — (z;,y;) para a qual existe uma permutagao i — i’ de {1,..., s} e existem e;,&;, u;,a,b € Z

tais que
e; = *+1, g; = =+1, 0<u; <d, mdc(a, m) = mde(b,n) = 1, b= 1modd,

Ty = gie;ak;r" mod my, i = ejak;r™ mod mo,
yird = g;e;bl;d mod nq, yird = e;bl;d mod no.

Os demais tipos estdo descritos em [31, Segéo 7.4].

2.18 OBSERVACAO (ESPACOS LENTICULARES): Considerando o grupo ciclico C,, de ordem n,
gerado por {B}, como em 2.15, temos que as representagdes reais sao de grau 2 e dadas por (2.4),
ou seja, 7;(B) = R(l/n), para cada [ primo com n (I < n). A ordem dos indices I; ndo importa e
se l;; = £bl; mod n, com b = 1 mod d, obtemos variedades isométricas. Na notacdo do Apéndice
A, temos

S%V (7, @ - @) (Cn) = Lins 1y, ..., 1y).

2.19 OBSERVACAO: Em [16, §4.2.5] sdo apresentadas formas espaciais esféricas com o mesmo
espectro, com o mesmo grupo fundamental nao abeliano, mas que nao sao isométricas. Porém, em
[16, Teorema 4.2.15], sdo exibidos espagos lenticulares (grupo fundamental abeliano) que possuem

0 mesmo espectro mas nao sao isométricos.

3Lembramos que uma representacio real w pode ser vista como uma representacio complexa wg e que n @ 7 é
da forma wg para toda representagao complexa 7).






CAPITULO 3
FORMAS ESPACIAIS ESFERICAS QUATERNIC)NICAS

Neste capitulo, apresentamos o grupo dos quatérnios generalizado Qa:, também co-
nhecido por grupo quaterniéonico. Estudamos a acdo deste grupo nas esferas de dimensao
impar, construimos um complexo de cadeias coerente com tal acdo a fim de lidarmos com o
espago quociente, o qual chamaremos de forma espacial esférica quaternionica. Este capitulo

forneceré o material necessario para o calculo da R torgao destes espagos.

3.1 Grupo dos quatérnios generalizado Q4

Seja Qu = (z,y : ' = ¥y, yzy~t = 271 o grupo dos quatérnios generalizado, de ordem 4t.
Como de costume, escrevemos 2° = 1, o elemento neutro do grupo. Podemos entdo obter algumas
relagoes uteis:

Lo =(yay™t) - (yay ') = yahy L.

2. yrk =27 Fy.
3. zhyak =y
4. vt =yaty ' = yyPy ! =y =2t e assim 1 = 2% = y*.
5. yry =ya(y~'y)y =27y’ =a7 il =27l
6. xyr=ayx(y~'y) =z Dy =y.
2 2,.—1,2 —t,.—1,.t -1

8. z Fyah = (yaFy=1)(ya*) = ya

Resumindo:
ot = g2 yxky—l _ ok yry = 21 TyT =y xk'yxk —y
1= 22t — y4 y lxy — ! r kymk _ mek yxk — ky

Entao, podemos listar os elementos, ou seja,
_ 2 2t—1 2t—1
Q4t—{1,$,$,...,$ Y, Y, oo, T y}

31
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pois
k, 2 kot k+t j k,3 k, 2 j
zhy? = aFat = 2P = o7, "y = xyty = 2y,

para 0 < j <2t — 1. Logo, | Q4| = 4t.
3.1 OBSERVACAO: Podemos classificar o grupo dos quatérnios generalizado de acordo com t,

ou seja, para a > 3 e t = 2472 temos Qq.; para g impar, i > 1 e t = 2%q temos Qyit24; para t impar

temos Qus.

Em [31], o termo ‘quaternionico generalizado’ é associado apenas ao grupo Qsa. Porém, os
trés tipos estdo descritos na Tabela 2.1 (ou [31, pag. 179]). A correspondéncia entre os geradores

A, B, R (de [31]) e os geradores z,y (deste texto) segue.

Tipo Qs = Qu, a > 3, t =2%"2: Tipo II na Tabela 2.1 com

A=1, B =z, R =y,
m =1, n=2"1 u=2, v =273, k=-1, (r,l € Z)
e assim
B — 2" g2t 1, R2 — 42 — ot — B2°7% _ pn/2

Tipo Qu, t = 2q, ¢ impar, i > 1: Tipo II na Tabela 2.1 com

A:inH, B =21, R=y, m=q, n = 21T
r=1, l=k=-1, u=2, v=2""1
e assim
Am — 2 e 2t B", R? =2 = 22— g2 — B2,

_ i1 it+1
BAB ' =g92% 1z 1=22" =A",

RAR™ = ya® "yl = (a71)?" = A7t = 4F,

RBR™' = yagiy™' = (2719 =B~ = B..

Tipo Qu, t impar: Tipo I na Tabela 2.1 com

A =22 B =y, m =t, n =4, r=-—1,

e assim
Am:$2t:y4:Bn:17

BAB™' = yay ™! = (yry ) (yay ') =2t = A"
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3.2 Representagoes de QO

Seja H subgrupo de G, de indice n. Se ¢ é uma representacao de H em U, entao existe uma
representagio induzida 0% de G em V =U @ --- ® U (n vezes) dada por 0% (g) = (o (b; 'gb;)i;),
ou seja, a entrada (4, j) da matriz de 0%(g) é o(b; 'gb;), onde G = |, b;H, by € H, e o(c) = 0
parac & H.

Assim sendo, escrevemos Qy; = Ca¢ U yCoy, onde Coy = (x : 2% = 1) & o subgrupo ciclico de
indice 2 e ordem 2¢. Seja {b; = 1,by = y} conjunto de representantes para as classes laterais.
Note que yCo; = yxCos e outras escolhas para by dao origem & representacoes equivalentes. Assim,
dada uma representagao complexa 7 (mde(k,2t) = 1) para Co, como na Observagao 2.16, temos

Qut
k

a representagao complexa induzida 7,°*, cuja matriz de W,?‘“ (g) é definida em blocos por

o mr(by T gb1) e (by gbo)
T 4t (9) =
mr(by "gb1) e (by gbo)

De modo mais especifico, temos nos geradores x, y:

o me(z)  me(zy) e2mik/2t 0 emik/t 0
et (z) = . = _ _ 7
m(y~tz) mp(xl) 0 e—2mik/2t 0 o—mik/t

oy (W) w0 ey (01
k (y)_(m(l) Wk(y)>_<e2m- 0>—<1 0>, (3.2)

coincidindo com (2.6) do Lema 2.14 (para A =z e B =y). Note que

Qu(y - <7rk(yx) wk(xt1)> -
T T) = =

me(x)  mr(zy)

0 eQﬂ'ik(t—l)/% 0 _e—2ﬂ'ik/2t
- <€27rik/2t 0 ) - <627Tik7/2t 0 ) -

0 —1 lerik/Zt 0
e | G B e )

I
—
@
-
S~—"

ja que 7(g192) = 7(g1)7(g2)-
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3.3 Regiao fundamental para a agcao de Q4 nas esferas

3.3.1 Notagoes

A partir daqui, § = 7/t e ( = € ¢ uma rafz primitiva 2¢-ésima da unidade. Também,
¢1,92, - - -, Qn sA0 inteiros (nao necessariamente distintos) com mdc(g;,2t) = 1 e r1,72,...,7, s80
os inversos multiplicativos médulo 2t, isto ¢, ¢;7; = 1 mod 2¢. Como de costume, identificamos C"
com R?" de modo que cada copia de C seja gerada pelos vetores canonicos e;, ;11 € R?™. Deste
modo, o plano gerado por {ep,e,} serd chamado de plano-pq.

A regido fundamental para a acao de @, em S” serd denotada por F, .

3.2 OBSERVACAO: Suponhamos que plano-pq e plano-rs interceptam-se apenas na origem.
Sejam C7, Cy subconjuntos das circunferéncias de raio 1 centradas na origem contidas no plano-pg
e no plano-rs, respectivamente. Dados dois pontos A € C; e B € Oy, existem «, 3 € [0, 27] tais
que A= (...,0,cosa,senc,0,...) e B=(...,0,cos8,sen3,0,...), ou seja, as tnicas entradas nao
nulas de A (resp. B) séo p, q (resp. r,s). Assim, existe um plano em C™ passando pela origem e por
A, B, interceptando S?"~! em uma circunferéncia de raio 1. Como os vetores /T, B sdo ortogonais,
entdo o arco menor que liga A a B tem comprimento 7/2. Tais arcos serdo usados para a descrigao

da regiao fundamental.

3.3 DEFINICAO (‘CURVED JOIN’): Na situacdo descrita em 3.2 acima, o conjunto de todos os
arcos de comprimento 7/2 que ligam pontos de C; com pontos de Cy sera chamado de ‘curved
join’ e denotado por C7 * C5. Difere do ‘join’ convencional pois este tltimo é construido através

de segmentos e nao arcos (em uma situa¢do mais geral).

Sejam ¥; a l-esfera unitéria S' na j-ésima copia de C em C?" e ¥J = ¥; % -+ % %;, com
Y9 = (), de modo que a esfera unitaria S4”~! nada mais é que 2" = %; % --- ¥ ¥o,. Os pontos
— ,mi/2 _ T _ : T
v =e 12 ¢ Y9; e os arcos I; = [vj,2™v;] C Xgj e J; = [v5,yv;], ligando v; a z™v; e v a yvj,

respectivamente, serdo relevantes para a construcao da regiao fundamental Fa ap—1.

3.3.2 Acao de Qg em 5°

Descreveremos aqui o processo de construcao da regiao fundamental F5 3. Optamos por comegar
com o caso particular t = 2, n = 1, pois assim a notagado mais geral introduzida acima torna-se
mais clara e auto-explicativa. Lembramos que a esfera unitaria S® C R* possui como “equador” a
esfera S? e que os “polos norte/sul” sdo os pontos +ey.

Seja o : Qg — U(2,C) dada por



3.3. Regiado fundamental para a agao de Q¢ nas esferas 35

como em (3.1) e (3.2), para k = 1. Portanto, podemos considerar a(x), a(y) : C?> — C2. Uma base

ordenada sobre R para C? ¢ {(1,0), (i,0),(0,1),(0,4)} e nesta base escrevemos

a(z)(1,0) = (4,0) = (0,1,0,0) € R* a(y)(1,0) = (0,1) = (0,0,1,0) € R*
a(x)(i,0) = (=1,0) = (~1,0,0,0) € R* a(y)(i,0) = (0,i) = (0,0,0,1) € R*
a(x)(0,1) = (0, —i) = (0,0,0,—1) € R* a(y)(0,1) = (=1,0) = (~1,0,0,0) € R*
a(x)(0,i) = (0,1) = (0,0,1,0) € R* a(y)(0,i) = (—i,0) = (0,—1,0,0) € R*
ou seja,
0 -1
-1 0
L0 0 -1
alz) = 01 e a(y) = 1o
0 1
-1 0
Calculamos entao a agao de x,y, ry em cada e;, obtendo
Xr-€e1 = €2 T €y = —e1 €Tr-€e3 = —¢€4 T -€e4 = €3
Yy-ep =es Y-ex=¢€q Yy-e3=—¢€ Y-eq4 = —€3
TYy-€1 = —€4 TY - €y = €3 TY - €3 = —€2 TY - €4 = €1

Por simplicidade, escreveremos ge; para a agdo de g em e;. A Figura 3.1 mostra tais agoes,

lembrando que os segmentos que possuem +e, como um de seus vértices sao, na verdade, arcos de

comprimento /2.

Figura 3.1: Representacao tridimensional para a esfera S3.
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3.4 OBSERVACAO: Notemos que a acdo de z corresponde a uma rotacdo de 6 no sentido
horario (resp. anti-horério) no plano-34 (resp. plano-12) e que a agdo de y (também de zy) aplica

o plano-12 no plano-34 e o plano-34 no plano-12 seguido de uma rotagao de 7.
Deste modo, Fg 3 ¢ mostrado na Figura 3.2 e terd como 0-células os pontos
2, .2, 2, _
€4, Ty, Yeéy, TYEy, Treq =Y €4 = (Z‘y) €4 = —€4,

como 1-células os arcos

I = [eq, ed], J1 = [ea, yeal, K1 = [e4, Tyey),
zl; = [veq, v%e4], xJy = [xeq, xyed], zyK1 = [zyes, (zy)ed],
xyly = [wyey, yes], yJi = [yes, y’ed],

como 2-células os “simplexos” 01, 02, 03 abaixo (observo que apesar de usarmos a notacao simplicial

para descrevermos o;, sdo na verdade células)

01 = [eq, yeq, Tey] + [veq, yey, x2ey],
o9 = leq, Teq, xYyey]| + [Tyey, yeq, e4],
03 = [veq, x%ey, wyes) + [Tyes, 2% eq, yes)
e uma unica 3-célula ~, que pode ser descrita como v = (1 + x)I; * xyl;.

xreg xrey

(EIl

Figura 3.2: Regiao fundamental Fg 3.

Podemos escolher dentre as células acima um conjunto de representantes (células fundamentais)
em cada dimensdo, obtendo o complexo de cadeias (3.3) sobre o anel de grupos Z[Qg], possuindo

apenas uma 0-célula, duas 1-células, duas 2-células e uma 3-célula.

0 —=Z[Qs](7) S Z[Qs]{o1,02) N Z]Qs](11, J1) o 71Qsgl(es) —=0 (3.3)
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Denotando uma k-célula fundamental por &, entdo
50:64, 5%:-[1, 6?20’17 63:7»
5% = J1 5% =02,
pois 03 = —xo1 — zyos. Os bordos sao
(E) =(1-2)&, (@) =—-1+a)a +(L+y)e,  05(e%) = (1—2)& + (1 - 2y)d,
h(e) =1 -y,  0(&) =1 +zy)e + (v — 1)
3.5 PROPOSICAO: O complexo de cadeias (3.3) é semi-exato.
PROVA: A fim de calcularmos as composicoes 0;0;41, utilizaremos a notacdo matricial
[ 001 [ =[ en [ 0 ],
onde cada linha da matriz corresponde a imagem de um elemento da base. Portanto,
—-1—-z 1+y
[8283] = [1—33 I—JCy] 1+l’y r—1
= [-1-2)Q+2)+Q-ay)Q+azy) I-2)1+y)+1—-zy)(z—1) ]
= [2?=1+1—(ay)? l-z+y—ay+z—ayzr—1+ay |
= [0 0],
pois 22 = y% = (2y)? e wyx = y. Analogamente,
[ -1-z2 1+y z—1
[ 010, ] = | 14wy x—l} {;,—1]
_ [ +a)@ -+ 1 +y)(y—1) }
(I+azy)z—1)+ (= -1)(y—-1)
] 22+ 1492 -1
|l r—lt4wyr—aytay—x—y+1
]o
= ol
|

A fim de visualizarmos a regidao fundamental como um todo e as trés células de seu bordo,

utilizamos na Figura 3.3 segmentos ao invés de arcos.
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€4
L B
Tyeqs Teq
Ji
Tyeq ey Yyl e, e Ty
TYE4 o Tey year
1
xly le
—ey —€4
—ey
(a) 3-célula ~ (b) 2-células 02,03 (c) 2-célula o1

Figura 3.3: Decomposigao celular da regiao fundamental Fg 3.

3.3.3 Acgao de Q4 em S8

Nesta secao, trabalharemos com o grupo Qy; e construiremos a regiao fundamental Fy; 3, gene-
ralizando assim o processo da sec@o anterior. O leitor percebera que isto ocorre naturalmente, com
poucas modificagoes. Lembramos que § = 27/2t = 7/t e ( = cosf@+isend € C é uma raiz 2¢t-ésima
da unidade, ou seja, (% = 1.

Definimos «a : Q4 — U(2,C) por

_ (¢ 0 (0 -1
alz) = (O : e aly) = 1 0 )
Como anteriormente, calculamos

,1)=(0,0,1,0) € R*
,i) = (0,0,0,1) € R*
~1,0) = (-1,0,0,0) € R*

cos) —senf
senfl  cosf 0 -1
cosf)  senf

—senfl cosf
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Como na Observagdo 3.4, = representa uma rotagdo de § = 7/t no sentido anti-horario (resp.
horario) no plano-12 (resp. plano-34), tornando-os invariantes. A agdo de y é a mesma. Notemos
que zFe; = e se, e somente se, k = t/2 € Z, ou seja, t = 0 mod 2.

A regiao fundamental Fy 3 pode ser vista na Figura 3.4. Posteriormente, escolheremos as
células fundamentais de modo a construirmos um complexo de cadeias, como feito na se¢ao an-
terior. O angulo entre .J; e Ky é 0 = 7/t, assim como os comprimentos dos arcos de referéncia
Ii,zly,..., 2" I, xyly. Os arcos Ji, K1,yJ1, zyK; medem 7/2, ja que ligam (a menos de sentido)

+e, ao “equador” da S3, ou seja, a esfera S? da Figura 3.1.

€3 €3

Tyey

Figura 3.4: Regiao fundamental Fy; 3.

Representando o plano-12 e o plano-34 separadamente, a posicao dos arcos de referéncia uti-

lizados na regidgo fundamental pode ser vista na Figura 3.5 (perceba a troca dos planos feita pela

agao de zy).
€2 € I
' zey
l‘Il
B ,1’264
o1 Pe
: , "
: . /
./' TYey /xt_le4
y€4 zyly It64 xtflh
(a) plano-12 (b) plano-34

Figura 3.5: Arcos de referéncia da regido fundamental Fyy 3.

Denotando por L, =1+ x4+ -+ 22 1e N, =142 +---+ 2t !, segue que

.7'—475,3 = a:y]l ¥ Nxfl.
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Note que nao ha interseccao entre tal regiao e sua imagem pela acao de qualquer elemento nao
trivial do grupo, exceto pelos pontos do bordo, pois um ponto estd no interior de uma regiao se
pertence ao interior de um arco cujos bordos sao pontos interiores dos arcos de referéncia de tal

regiao, ou seja, dos arcos utilizados para o ‘curved join’.

3.6 OBSERVACAOQO: Para o grupo Qjg, a Figura 3.6 mostra a acdo de cada um dos 16 elementos.
Pode-se ver o movimento de rotacdo realizado pelos elementos da forma z* (coluna esquerda) e

zFy (coluna direita).

O
*
*

D)

. zylh . . 31 .
ol " Fies 2%y Fie,3 e z?
Y 4

2F16,3

2yFi6,3 z° \N ¢

g =2 Fi3 22y Fie,3 x .
4
'y
cTNGy " &y ch’/ .
o a2ty e :: o 2PyN, Iy ol 20 .
. . 7 . .
. 2 Fie3 Yy 23y Fie3 .
zty 8
Sy o T
o Pyl e (RS ) .
S, * a:4f16,3 9042/7:16,3 Sy *
28
15? . . \ T
aSyt  abyl . T (A
- : 2°Fies PyFies : .

25 F163 25y Fi6,3

7
R 2" Fie
3

Figura 3.6: Ac¢ao de Q16 em Fig,3.
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Com a notagao da Segéo 3.3.2, obtemos o complexo de cadeias semi-exato (cuja prova é andloga

a prova de 3.5, apenas usando a relagio =t = y? = (1y)?)
e} 0. 19}
0 — Z[Qu]{y) —= Z[Qui|(01, 02) —> Z[Que] (11, J1) — Z[Qus](e4) —=0
com

O1(I1) = (x — 1)es, Oa(o1) = —=NoI1 + (1 +y)Ju, d3(7) = (1 = x)or + (1 — xy)o,
81(J1) = (y — 1)64, 82(0'2) = (1 + l‘y)Il 4+ (,I — 1)J1

Tey

t—1
—eq4 T I1

(a) 3-célula v (b) 2-células 02,01

Figura 3.7: Decomposigao celular da regiao fundamental Fy; 3.

3.3.4 Acdo de Qi em 5”7

A fim de construirmos a regido fundamental Fy; 4,,—1, apresentamos aqui mais um caso parti-
cular, diferenciado dos anteriores pela dimensao da esfera. O fato de trabalharmos agora em R®
nos leva a perceber uma periodicidade no complexo de cadeias, que seré concretizada no caso geral.

Seja X9 = L,I; uma coépia de S' no plano-34 possuindo uma decomposicao celular com 2t
0-células {eq, xeq, ..., 2% ey} e com 2t 1-células {I;,x1y,..., 2%~ I;}. Note que X1 = zy¥s esta

no plano-12 e que xy¥s * Yo € uma 3-esfera, que pode ser obtida por
l‘yEQ * 22 = Pw,y(l‘yll * lel), (34)
onde P, = Ly(1+y). A regido fundamental sera

.7:16’7 = xyEg ¥ 22 ¥ .1'y12 * NwIQ,
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Figura 3.8: Arcos de referéncia da regido fundamental Fig 7.

.-

) X2 no plano-34

(a) zyX2 no plano-12

€g IQ

S Tes
IL'[Q
(ﬂzeg
1'212
1’368
. é468 mBIQ

(d) NzI2 no plano-78

oes

'//:ryeg

yes yl2

(¢) zyl2 no plano-56

onde v/ = zyly % N,I» se comporta como vy na regido Fy 3, permitindo o uso das decomposigdes

j& obtidas na Secao 3.3.3. A situagdo torna-se mais clara com o auxilio da Figura 3.8.

As k-células cF sdo

= xyXo * Mo % zyly * Nyl
TYdg * Mo * yeg ¥ N I cg =YXy * Mo % zyly * zleg
TYXg * Mo * xyeg * Nyl cg = xyXo * Mo * zyly * xoeg
TyYe ¥ ¥ ¥ 0 ¥ NIy 5 =ayXy ¥ No ¥ ayly ¥ 0
zyYo ¥ Yo ¥ 0 % 2leg c3 = xyYa ¥ Bo ¥ yeg ¥ 0
zySo ¥ Bg ¥ 0 % 2leq cj = xyYo ¥ Yo ¥ ayeg ¥ ()
TYdg * o
yeq * NpIq c% =yl * xzley
xyey * NpIy ci =xyl, * x°ey
NI c% =yl
xley ) = yes
xoe4 Cy = TYey
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Escolhemos entao as k-células fundamentais Ef, onde o} se comporta como o;.

¢ =aydy ¥ Bg ¥ 7/
~6 = = ~6 ~ S,
C] =Yg * Xg * 0] Cy = TYXg * 2o * 0y
B =xySy ¥ Xy ¥ Iy B =xyly ¥ Yo ¥ Jo
~4:a:y§]2 ¥ Yo * eg

6%20'1 53202
ér=1 ey =Jy
~0:64

Cr(Fasr) = (&) Ca(Fae,) = (&%)
Co(Far,r) = (21, 3) Co(Fae7) = (¢1,33)
Cs(Faryr) = (1, 33) C1(Faer) = (¢1,¢3)
Ca(Fasr) = (&) Co(Faz,7) = (&%)

[87]:[83]:[1—x l—xy]7

(o )=[a]=] % 0]

Lo ]=[a]=];71 ]
(o] =[ P ]

3.7 PROPOSICAO: Nas condigdes acima, o complexo de cadeias (3.5) é semi-exato.

0 —> Z[Qu](67) 2> Z[Qu)(E5, 88) 2> Z[Qu) (3, &) 2> Z[Qui] (1) 2>

(3.5)

2 Z[Qu)(@) 2> Z[Qu(E2, B) —2> Z[Qu) (e, &) 2> Z[Qu] (&) —= 0
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PROVA: De modo semelhante & prova de 3.5, temos

l—2 1- ][l—i—xy x—l]

[
[ -Q—2)No+(L—zy)(l+azy) 1—2)1+y)+(1—ay)(z—1) ]
= [x 1+1— (2y)? 1fx+yfxy+x7myx71+my}

[0 0]=[00],

[ 9607 | =

pois z! = y? = (29)? e xyx = y. Também,
[ —-N, 1+y

[8586] - 1+zy -1

[1571]
—Ny(z=1)+(1+y)(y—1) ]
| A+zy) -1+ (-1y—1)

| —zl+1+y% -1
| r—l4wyr—aytay—x—y+1

- [o]-tom)

[0u0s | =

[ 004 ] = [Poy J[1-2 1-ay ]

pois

2t—1

Poy(l—ay)=Q+z+ - +2 2422 ) 4 (y+ay+ -+ 221y

a

—(zy+ 2Py + -+ 2y + 2%y) —(yay + (zy)? + -+ 23 (2y)?)

a

Lbad. 2™ 4227 = (yoy + (oy)” + -+ 277 (2y)°)

(
(1 e+ th—Q + .TQt_l) _ (l‘t_l + .’IJt R J,‘t_Q)
0,
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Px,y(l—x):(1+;C+---+x2t_2+m2t_1)+(y+a?y+~--+x2t_1y)
— (42 + -+ 2?2 — (yr +ayz 4+ -+ 2% yx) =0,

devido & yz = x~ty = 2%~ 1y, |

3.3.5 Acao de Q4 em S4!

Com as notacdes da Secdo 3.3.1, a acdo do grupo Qy; em S*"~! se da através da representacio
a=aq Bag, d--Bag, : Qu — U(2n, ), (3.6)

onde oy, : Q4 — U(2,C) é dada por

o= (5 L) e = (" )

Tal representagdo faz com que a agdo de x seja uma rotagdo de ¢;0 no sentido horario (resp.
anti-horario) em Xo; (resp. Xo;_1). A acdo de y é como descrita anteriormente. Todos os casos
particulares feitos anteriormente podem ser obtidos tomando g; = 1 e conseqiientemente, r; = 1.
Assim sendo, a regiao fundamental é
Fuatan—1 =21 * Do % -+ % Mogp_3 % oo * 2"yl ¥ Nyra Iy,
cujas células fundamentais sao
Gh—1 _ y02k=2 g 1

Ak—2 — EQ}C—Q / ~4k—3 _ 2216—2 ot Ik:, é4k_4 _ 22]{:—2

x7, * oy, & * Uk,
Gk=2 322 g o1 k=3 _ 322 5 g
o complexo de cadeias sobre Z[Qy;] é
~dk—1 Oak—1 k-2 <Ak—2y Oak—2
> Z[Qu[(c"" ) Z[Qul(e\" 7, &) —— 37)
3.7
Oak—2 ~4k—3 ~4k-3 Oak—3 cAk—4 Osk—a
Z[Qui|(c\" ", 6" 7) Z[Qu](e* ™)
com operadores bordo dados por
r r 7NIT 1 +
[ Oapr | = 1—a™ 1—a™y |, [ Qa2 | = 1+$r:y xrk_yl 5
' —1
[841@3]{ y—1 ], [ Ouh—a | = Pornyy |,

para 1 < k < n (exceto p = 0). O uso de z™ & necessario pois o vértice adjacente (no sentido
horario) a vy € Yok € exatamente " vy, ja que Txqx = 1 mod 2t.
Observe que a prova de 3.5 se aplica ao complexo (3.7), apenas trocando x por "+, mostrando

entao que tal complexo é semi-exato. Podemos entao introduzir o espago quociente.
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3.8 DEFINICAO (FORMA ESPACIAL ESFERICA QUATERNIONICA): Seja Q4 o grupo dos quatérnios
generalizado de ordem 4¢. Sejam ¢y, .. ., ¢, inteiros (nfo necessariamente distintos) primos com 2t.

Com a acdo de Q4 em S*"~1 descrita acima, formamos o espaco quociente
Q(Qt; Q17'~~vqn) = S4n71/a(g4t)v (38)
chamado de forma espacial esférica quaternionica.

3.9 LEMA: Qualquer forma espacial esférica quaternionica é homeomorfa a uma forma como em

(38),com1<qg <g<...<q, <t.

PROVA: Primeiramente, Q(2t;q1,...,q,---,qn) ~ Q(2t;q1,...,—q,...,qn). De fato, conside-
rando f : §4"~1 — §4"=1 5 homeomorfismo definido por f(z1,...,22,) = (Z1,.. ., Z2n), Vemos que

f é compativel com as agbes a1 e ay (a agdo de y é a mesma nos dois casos) dadas por

(051(33))( C 22015220, - - ) = ( . .,quZQZ_l,CiquQl7 .. .),

(052(56))( C 2201, 220, - - ) = ( . .,CiquQI_l’quZQl7 .. .),

definindo assim os espagos Q(2¢;...,q;,...,qs,--.) € Q(2t;...,¢s,...,qi,...). Tomando o quo-
ciente, temos o homeomorfismo desejado.
Por fim, sdo homeomorfos Q(2¢;...,q,...,¢qs,...) = Q(2¢;...,¢s,...,q,...). De fato, seja

h: §4n—1 — §4n=1 5 homeomorfismo dado por

h’( c o3 R21—15 %205 - -5 R25—17R2s85 - - ) = ( <5 R25—15R285 -+ -5 R2l—15R2]5 - - )

Como acima, h também é compativel com as agoes

— qi —q Qs —dqs
, 29— _ =(... _ _
(a1 (@))(- oo z21-1, 2205+ o5 22515 2265+ -) = (oo, (P21, ¢ P2y, (2051, (T T 20,00 0)
2 ey _ _ )= 1(... SZol—1, 4 Ay e ey 2s—1,GC " 2og,...),
(a2(x)) (.o 2211, 2215 - -5 Z25—15 2285 --) = (o, (T 21, (T 2 "z ¢ )
e portanto, segue o resultado. |

Os grupos de homologia: Aproveitamos o complexo (3.7) acima e calculamos os grupos de
homologia de Q@ = Q(2t;¢1,...,¢n), com representagoes p : Qq¢ — Zo (em particular, com coefi-
cientes em 7). As possiveis representagdes para Q4; devem preservar as relagoes do grupo, ou seja,

devem satisfazer as equagoes

p(x) = p(z') = p(y®) = p(y)?, (3.9)

pleyz) = p(x)p(y)p(x) = p(y)- (3.10)
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(1,1) a representagao trivial. Os operadores bordo sao dados por
—t 2 }

Seja po : (z,y) —
[ Oz | = [ 9 0

[ Ous ] =0 0],
0
[ O3 | = N [ Oap—a | =1 4t ],
exceto por Jy = 0, de onde segue que ker dy ~ Z. Assim, obtemos os ntucleos e imagens, dados por
Oak—1 Osp—2 Osk—3  Osk—a+0
ker 7 0 737 0
27 & 27, t par 47

m 0 7, @47, t impar
O calculo de im(9y—2) merece atengao, pois necessitamos de algumas mudangas nos geradores

dependendo da paridade de t. Suponhamos ¢ par. Como

~4k—3 ~4k—3 ~Ak—2 ~4k—3
—tc; + 26, e Ogp—o(éy %) =2¢,""7,

a4k 2( ~dk— 2)_

~4k—2 ~4k—2

mudamos, por uma matriz de determinante 1, o conjunto de geradores
Cy" %, Cy ,

{~4k: 2 ~4k 2}_}{04145 2+t/2

obtendo 2641““ 3 2““C 3¢ im(9O4x—2). No entanto, c4k 3 02k 3 ¢ im(94x—2), pois para isto terfamos

que obter solu¢ao em Z para os sistemas
—tx+2y = 0 —tr+2y = 1
2 = 1 ° 2 = 0

0 que nao ocorre. Logo, im(Oy—2) ~ 27 @ 27
Suponhamos t = 2k + 1 impar, para algum k& € IN. Mudamos entao os geradores em dimensao

4k — 3, ou seja,
{~4k 3 421k 3} _){3041@ 3+264k 3 4ih- 3+3C4k 3}
obtendo
Dar—2(&" 7% + (k +2)6" %) = 361" + 26377,
+ (8 + 31)&F2) = 4(4&tF 73 1 363770,

a4k 2(664k 2
Porém,
4~4k‘ 3 + 304k‘ 3 2(4~4k 3 + 36316—3)7 3(4541“6‘—3 + 35421](3 3) ¢ lm(a4k 2)
por motivos anélogos ao do caso anterior. Logo, im(Oyx—2) ~ Z @ 47.

Obtemos entao os grupos de homologia com coeficientes em Z

Hyp1(Q: 7)) ~ Ly,

Hyy, 1(Q;Z) = HO(Q;Z) ~Z,
) ) Z2®7Zs tpar
Hayp—3(Q2Z) = { 7.y t impar

Hyp2(Q;7) = Hap—4(QZ) = 0,
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Seja pr : (z,y) — (—1,1) uma representagido nao trivial. Por (3.9), apenas o caso ¢ par é

permitido e os operadores bordo sao

[u]=[2 2], Lona )=y 5],

[ona ) =[], [ ]=[0],

com geradores para ker(9;) e im(9;) dados por

Osp—1 Osk—2 Osk—3  Oar_y
ker 0 arTgktr gk At
im | 2(6" 7 +&"7) 26,7 —2&=1 0
Portanto,
H4k_1(Q;sz) :O7 Hz(Qasz) 2Z27 Z7é4k‘—1

Seja py 1 (z,y) — (1,—1) uma representacdo nao trivial. Aqui podemos ter ¢ par ou impar.
Em ambos os casos, os grupos de homologia coincidem, ou seja, independem da paridade de t. O

processo de célculo é o mesmo, resultando em
Hyp1(2;Z,,) =0,  Hu2(Q;7Z,,) ~ Hip4(2;Z,,) ~ 2,  Hu3(2;7Z,,) = Zs.

Para a representacao puy : (2,y) — (—1,—1), o resultado é o mesmo que o obtido para p,.



CAPITULO 4
CALCULO DAS TORCOES

Neste capitulo, faremos o calculo da RS torgao das esferas, dos espagos lenticulares, das
formas espaciais esféricas quaternioénicas (para estas, também a R torcéo) e do cone sobre as
esferas (em particular, dos discos). Para as trés primeiras variedades, o Teorema de Cheeger-
Miiller [7, 22] nos fornece a torgdo analitica destes espagos. Finalizamos com o célculo da

torgao analitica do disco, por meio do uso de uma féormula que a relaciona com a RS torgao.

4.1 Torcgoes das esferas

Weng e You deram em [30] uma formula para a tor¢ao analitica de uma esfera com a métrica
Euclidiana. Tal resultado foi obtido pelo calculo direto aplicando a definigao da torgao analitica
(Definigao 1.22) e é baseado no conhecimento do espectro do Laplaciano sobre as formas. Provamos
nesta se¢ao uma féormula diferente para a torgao analitica de uma esfera e mostramos que esta nova
formula é equivalente aquela dada em [30]. Nossa prova é baseada em fatos puramente geométricos
e topologicos, mais precisamente, no calculo da RS tor¢ao (Definicdo 1.20) e na aplica¢do do
Teorema de Cheeger-Miiller. As principais motivagoes, apesar de uma diferente prova, sdo: (1) a
abordagem topologica é natural e mais simples; (2) nossa formula fornece uma boa interpretacao

geométrica do resultado.

4.1 TEOREMA (RS TORCAO DA ESFERA): Seja S;* a esfera de raio [ > 0 em R (n > 0) com
a métrica Riemanniana g; induzida pelo mergulho. Seja py a representagao ortogonal trivial de
m1(S]). Entao

1 se n é par,

TRS((SI 791);/70) = { (Volgl(sln))rk(/)o) se n é impar.

PROVA: Lembramos que Sj* pode ser parametrizada em coordenadas polares por

r1 = lIsenf,senf,_1---senfssenbscosb
r9 = lIsenf,send,_1---senfssenbysenb;
Sit = (4.1)
z, = Ilsen6, cosb,_1
Tpy1 = lcosO,

49
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com 0 <6y <2m, 0<60,,...,0, <7m. A métrica Riemanniana induzida é

g =1 ((dﬁn)2 + (sen 6,,)*(d6, 1) -+ H (sen 0;)?(d6,) ) ,

com

lg1] = 12" (sen 0,,)2" Y (sen 6,,_1)2" " ... (sen f3)* (sen 6)?,
Vgl = 1"(sen6,)" *(sen,,_1)" % --- (sen 3)*(sen ),
isto &, g; = I%g1 e \/|gi| = 1”\/@.

Consideremos a decomposigao celular canénica de S]', com uma n-célula e uma 0-célula. Seja

po a representacao trivial quando n = 1, de ‘rank’ m. Entao o complexo relevante é

C: 00— R<Cn> 0 e 0 IR<CO> 0 5

com bases preferenciais ¢, = {c'} e ¢y = {c}}. Para fixarmos a base para a homologia, precisamos

de uma base ortonormal graduada a para as formas harménicas. Sejam ag = {a} = \/1(5")}
o

ea,={at} = {\/\/olli(sn)’ /lgi|dfy A - A dGn}. Aplicando a formula da equagao (1.9) obtemos
g1 l
ho = {h{}, hy, = {h7}}, com

= Ap(ad) = VoL S / V0gildoy A -+ A dbyc) = 1/ Volg, (S7) ),
gl
B = An(al) = —— /*\/| [0y A Adlpc? = ——- _n
— nla — e nCl — Cq.
! VT VoL, (0 Sy Y LT N, (5 !

As tnicas mudangas de base relevantes sao em dimensao 0 e n. Como b, = (), para todo g,
segue que
1

| det(ho/co)| = ( Voly, (Sl”)) , | det(hy/cn)| = W.

Aplicando a definigdo na equagao (1.10), obtemos

m (=1)"m
n . — n 1
(570 o) = (/Volo (57)) < Volgl(Sl”)> , (4.2

completando a prova do teorema. |

4.2 OBSERVACAO: Lembramos que

n

(7)! se n é par,

n 2

r (7 + 1) - n!!

\/EF se n é fmpar.
=
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O volume da esfera S"~! ¢é .
27wz
—.
I'(3)
Logo, se queremos as esferas de dimensao impar, tomamos n = 2m de modo que

Vol(§" 1) =

— 22 2™ 2™
VOU(S™™ ) = Fmy = CE

2

[~
ho
2

Portanto, a expressdo para a tor¢ao analitica calculada por Weng e You [30] coincide com o

volume das esferas de dimensdo impar.

4.3 OBSERVACAO: Considerando o produto S” x Sf das esferas unitérias, tendo 4 células Y,

e, ek, and C?Jrk, obtemos
Vol(SF)x(5a) n par, k impar,
Trs (S x SF) = Vol(S}})X(S{:) k par, n impar,
1 n, k pares ou n, k impares,

em concordancia com uma das principais propriedades da torgao [17].

4.2 Torgoes dos espacos lenticulares

Os espagos lenticulares sdo formas espaciais esféricas, obtidas pela agdo do grupo ciclico C,, nas
esferas. Pela Proposigao 2.6, faz sentido considerarmos apenas as esferas de dimensao impar. No
Apéndice A, apresentamos uma construcao mais familiar de tais espagos, com a notacao tradi-
cionalmente utilizada. Porém, nesta segao, aplicamos os resultados para o grupo ciclico de modo
a calcularmos a RS torcao dos espagos lenticulares.

Seja L = S2571/(#,, ®- - -®7,,)(Cn) 0 espago lenticular de dimensédo 2s— 1, como na Observagao
2.18. Seja 1 o inverso multiplicativo de gx moédulo n, ou seja, gxrry = 1 mod n. Sabemos que,
ao tomarmos uma representagdo em C para C, que aplica o gerador £ em uma raiz primitiva da

unidade, o complexo de cadeias

L.'l:"'k

= Z[C) () — s g, (k)

ZIC () —> - (43)

torna-se aciclico, ja que mdc(rg,n) = 1. Este é o processo utilizado para o calculo da R torgao
dos espagos lenticulares. Para o célculo da RS torgao, usamos uma representagao que mantém a
homologia, ao menos nas extremidades do complexo. Mais precisamente, seja pg a representacao
trivial em R, aplicando o gerador x em 1. Obtemos entao o complexo de cadeias com bases
preferenciais ¢, = {c¥}, possuindo um tinico gerador em cada dimensdo,

0 Xn

R(EHH) — e Rt — " R —— - (44
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com ker Ogs 1 = (c3*71) e ker 9y = (c}), resultando na existéncia de homologia.
Como ;11 = 0 ¢ claro que by, = () e portanto ng = (). Em dimensoes impares, tomamos
bos—1 =0 e bop_1 = {ncfkil}, para k # s, e portanto bos_1 = 0 € bop_1 = {c2*}, para k # s. Por

fim, para a homologia obtemos ho = {h%} = {/Vol(L) ¢} e ho,_1 = {h3*7} = {\/\#(L) c%s_l}

Fazendo a mudanca da base preferencial ¢, para a base bkhkék,l, obtemos
|dCt(b0th~)_1/Co)| = |dCt(h0/Co)‘ = \/VOI(L),
| det(bak—1hog—1b2—2/cax—1)| = |det(bag—1/car—1)| = n,

| det (bog honbar_1/cor)| = | det(bar_1/cor)| = 1,

1

V/Vol(L)

| det(bag_1has_1b2s—2/cas—1)| = | det(has_1/cas—1)| =

Portanto

—— Vol(L). (4.5)

—1
Trs(L; po) = nil Vol(L) <1> -

4.3 Torcoes das formas espaciais esféricas quaternidnicas

Quando definimos as formas espaciais esféricas quaternidnicas, fizemos uso da representagao
complexa « : Q4 — U(2n,C), definida em (3.6). Como 71(Q(2t;q1,...,qn)) =~ Qu, faremos o

célculo da R torgao utilizando uma representacao em U(2, C), obtida pela composi¢ao
A
p:Qy —H— M(2,0),

onde A é definida em (1.1).
Mais precisamente, sejam 6 = 7/t e ( = cos @+isenf € H; raiz 2¢t-ésima da unidade. Definimos

entao
s =a@=(§ &) e sm=a=( " ¢)- (1)

Portanto, o complexo de Z[Q4]-mddulos (3.7) passa a ser um complexo de Z[H]-mo6dulos (ou

seja, H-modulos) e além disto devera ser aciclico. Provemos isto.

4.4 PROPOSICAO: O complexo de cadeias de Z[H]-mo6dulos

Oak—1 Oak—2
oA

Z[H] (1) ZIH)(E" 2,577

» -2
(4.7)
Oar—3 Oak—_a

Z[H] <541ka37 54211@73> Z[H] (&4+4) -
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com operadores bordo dados por

T Tk A —N¢r ]'+
[84;6,1]:[1—Ck 1—ij], [841072}: 1_’_57":]' C'f’k_jl
e ]
Lona )= . [ Ouea ] = [ P ]
é aciclico.

PROVA: Ja temos que o complexo (4.7) é semi-exato, como observado na Segao 3.3.5. Notemos

também que Oyp—4 =0, pois Pere j = (1 +¢™ 4+ -+ + ¢+(=1)(1 + j) = 0. Concluindo, temos:

1. kerdyp—1 = imdy(p41y—a = 0 pois se Dg—1(ad® 1) = a(1 — (™)E" 2 +a(1— ¢ j)é 2 =0
entao a(l — Crk) =0e a(]_ — CTk ) =0. Logo7 a=0, Ja que 1— CTk’ 1— Crk] s30 nao nulos.
Tambem, im dge—1 = (1= ()& > + (1 ¢™j)5" ).

2. ker Oqr_o = im O4p_1 pois

Anp—2(aéF 2 + 023" 2) = (—alNer +b(1+ (™ §))E* 2 + (a(l +j) +b(¢™ —1))&" 2 =0

L [ maNer kb4 ¢ =0
a(l+j) +b(C™ —1) =0

& { —a(l = (™)L = ™) Nemw +b(1 = ¢g) 7H(L = ™) (L4 ¢Tj) =0
a1l = ¢ T L= ¢ (1 43) 4+ b1 =€) L1 = R = 1) = 0
& { a1l =€) THEHD) 4 b1 = ) L= (€)=
a1 = ) T L= ¢+ = R 4 (L =€) AT = TR = 1 () = 0
" { (a(1 = €)™ b1 =€) HEH ) = 0
(a(1 =€) = b1 = ¢"55) (1= ¢+ = ¢5g) =

& a(l=¢)7h=b(1- ")
Também,

ima—z = (~Nen &2 + (14 )&, (L4 ¢ )e 2 + (¢ = D& ?)
= (=Nen (¢ = 1)(¢™ =D P+ L+ )G - DG - 1)71& 2,
L+ D™ = D™ =D P+ (=D - DG - 1)7'E )
= (1= ¢"IC™ =7 P = (-,
(€ =147 = PDIC™ = P = (G-I & )

=™ =D - (G-,
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3. ker Oqr_3 = im O4p_o pois

Oap—3(actF 2 403" %) = (a(¢™ — 1) +b(j — 1))t =0
S al™ —1)+b(G—1)=0.

Claramente, im Oy, _3 = (¢**~4).

4. ker Oyp—q = im Oyp_3, j& que J45_4 = 0. Obviamente im Oyp,_4 = 0. |

4.5 OBSERVACAO: O resultado acima ainda ¢ valido se tomarmos uma representacio p, , mais

geral, ou seja, dados a, b inteiros, mdc(a, 2t) = 1 e mde(b,4) = 1, seja

B ey _ [ C* 0 by 0 =1
pa7b($> - A(C ) - ( 0 <7a ) € pa,b(y) - A(] ) - < F1 0 .
No entanto, facilmente vemos que s@o equivalentes p, 1 € pq 3 € portanto, podemos omitir o indice

b e escrever apenas pg.

Podemos agora calcular a R tor¢do mr(Q(2t;q1,-..,qn); pa). Antes porém, ressalto a mu-
danga na notagao: por simplicidade escreveremos apenas o representante para a classe lateral em
1> /[H*,H*], ou seja, q[H*,H*] serd denotado apenas por g.

Escolhemos as bases da seguinte maneira:

bar—1 =10, bar—2 = {(1 = )& 2 + (1= ()& %),
bap—s = {—Neare 61" 72+ (L4 )& %}, bapoa = {271,

bap—1 = 0, bap—2 = {71},

ban—3 = {&1° 7}, ba—a = {(¢* — 1)1

Assim, as matrizes relevantes de mudanca de base (distintas da matriz identidade) ocorrem nas

dimensoes 4k — 2 e 4k — 3, mais precisamente,
7 1 — (ark 1 — (oTkj
(bag—2bap—3/can—2) = ( lg g J ) 7

~ —Nyar 1+ ]
(bak—3bak—a/car—3) = ( (¢are < 13_1 0 J ) ;

cujos determinantes ndo comutativos sao, por (1.5) e (1.6),
det(bak—obar—s3/car—2) = —(1 — C*"*5),

det(b4k,3l~)4k,4/64k,3) = —(—Ngark)(cark - 1)_1(—N<ﬂr%)_1(1 +j)
= (" =17 (1 +).
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Entdo a R torgao é (lembrando que para todo quatérnio ndo nulo ¢~! = ¢/|q|?)

TR(Q(2 1, an)ipa) = [[ (1= ¢ )M+ 7)1 (¢ = 1)
k=1

|
=
DO |

(1 =" )1 =) (¢ = 1),

£
I
-

ou seja, ¢ um elemento em H*/[H*,H*] ~ RT. Observamos que, para cada k, o quatérnio
(1= ¢4 ) (14 5)~1(¢?* — 1) possui norma 2(1 — cos ).

Provamos entao o seguinte teorema.

4.6 TEOREMA (R TORCA0): Dado o grupo dos quatérnios generalizado Qy, para cada inteiro
a primo com 2t, seja p, : Q¢ — U(2,C) uma representacio. Entao a tor¢ao de Reidemeister da

forma espacial esférica quaternionica, com relagao & representacao p, é

(1= ¢ ) (1 =4)(¢*™ —1) € H*/[H*, H*].

N |

R(Q(2t a1, an)ipa) = [ |
k=1

Assim como foi feito para as esferas e os espagos lenticulares, podemos tomar o complexo (3.7),
usar a representacao trivial para torné-lo um complexo de R-moédulos e entao calcularmos a RS
torgao, em fungao do volume do espago. Pelo calculo da homologia feito na pagina 46, podemos
ver que apenas Hy e Hy,_1 sao livres de torcao. Apos uma escolha natural das bases, temos os

determinantes

Vol(Q), k=0
1, k=1mod4, 0<k<4n-—1
~ 1/4, k=2mod4, 0<k<dn-—1
dot(bubi—she/er) = 4 | k=3mod4, 0<k<dn—1
1/4t, k=0mod4, 0<k<dn—1
1/4/Vol(Q), k=4n—1

Portanto, temos:

4.7 TEOREMA (RS TORCA0): Dado o grupo dos quatérnios generalizado Qy, seja pg : Q4 — R
a representacao trivial. Entao a RS tor¢ao da forma espacial esférica quaternionica, com relacao a

representacao pg €

1

1
mrs(Q(2t;q1,- -+, qn); po) = T @t Vol(Q) € RT.
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4.4 RS torgao do cone geométrico sobre a esfera

Nesta secao calculamos a RS tor¢ao do disco m-dimensional de raio I > 0, D], por meio do
caso mais geral de um cone. Mais precisamente, consideraremos o cone C'S™ construido em R"*+?2
sobre a esfera S™, m = n + 1. Claro que C'S™ nao é uma variedade Riemanniana suave, mas
é um espaco com singularidade conica como definida por Cheeger em [§]. Obviamente isto nao
faz diferenga no que diz respeito a parte topologica/algébrica do problema e portanto podemos
definir a W tor¢ao e a R tor¢ao. Quanto a RS tor¢ao, precisamos de algum cuidado, desde que néo
sabemos como se estende a teoria de de Rham, ou seja, nem sempre é possivel definir a aplicagao
de de Rham A7 para espagos com singularidades. No entanto, como veremos a seguir, podemos
definir tais aplicagoes no caso particular de C'S™ e portanto definimos a RS tor¢ao de acordo. Em
particular, a construgao engloba o caso do disco, enunciado no Corolario 4.10.

Seja Sp' a esfera de raio b > 0 em R"™ (n > 0), Sp' = {& € R"™!; |z| = b} (escreveremos

n

Ieno O cone de angulo « sobre S} em R"™2. Note que

lsen a

apenas S™ quando b = 1). Seja C,S

Dt = Cz Sp'. Parametrizamos C, S, , Por

r1 = rsenasenf,send,_1---senfssen by cos b
r9 = rsenasenf,senb,_1---senfbssendysendy
COtSlnsenoz = . (48)
Tpe1 = rsenacosb,
Tpyz = TCoSq
com0<r<[,0<6; <2m, 0<40,,...,0, <, a real positivo fixado e 0 < a = % =sena < 1.

A meétrica induzida é

gr = dr @ dr +r?a®ggn

n—1 n
=dr ® dr + r’a> Z H (senb;) | df; ® db; + db, ® db, |,
i=1 \j=i+1

e /|ge| =r"a"(sen6,)" " L(senf,,_1)" "2 (senf3)?(senby).
Seja K a decomposicado celular de Co S, ,, com uma célula de dimensdo méxima, uma n-
célula e uma 0-célula, K = c’f“ UctUc). Seja L sub-complexo de K, L sendo a decomposi¢ao

n — an 0
celular de S}%,., ,, L =cl Ucy.

4.8 PROPOSICAO (RS TORCAO (ABSOLUTA) DO CONE): Para condicdes de contorno absolutas

temos

rk(p)
TRS((COZSlnsenong);p) = (\/VOIQE(COZSZTLsena)> ’
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onde p é uma representacao ortogonal do grupo fundamental.

PROVA: Pela equacio (1.11), o complexo relevante &

Cabs : 0 —=R{c{"™) R(ct) 0 0 —=R({c}) —=0,

com bases preferenciais c,11 = {c]™'}, ¢, = {c}} e co = {c}}. Portanto, H,(K) = 0, para

p > 1, e Hy(K) = R{(c}). Como a forma constante 1 é uma base para Q°(C, S

lsen a) temos

ap = {af} = T . Aplicando a féormula na equagdo (1.9) para a aplicagao de de
IE

l'sen o)

Rham, obtemos hg = {h{}, com

1
:Aabs / *1 0
0 (al) \/VolgE (CoS c,8n “

lsena) lsen o

= \/VOIQE (Caslnsena) c

Como b, = {c]'} e by = 0, para ¢ # n, entao by = {1} e Eq = (), para q # n. Assim,
| det(bn/cnt1)| = 1, | det(bn/cn)| =1, | det(ho/co)| = \/VOlgE (CoSisena)-
Aplicando a definigdo na equagéo (1.10), segue o resultado. ]

4.9 PROPOSICAO (RS TORCAO (RELATIVA) DO CONE): Para condicoes de contorno relativas te-

mos

(=1)" rk(p)
TRS((C Sl sen Slscnong <\/V019E lseno)) ’

onde p é uma representagao ortogonal do grupo fundamental.
PROVA: O complexo de espacos vetoriais reais em (1.11) é

Crer i 0—=R(cMH1) 0 0 0,

com base preferencial ¢, ;1 = {c{'*'}. Para escolhermos a base para a homologia, precisamos de

uma base ortonormal graduada a para as formas harménicas. Como uma base para Q"1 (C, S, )
. V0gE]
é {\/|geldr A doy A --- A dB,} temos a,q = {a]T!} = {\Mdr AdOL A - A dﬁn}

Aplicando a férmula na equagao (1.9) para a aplicagdo de de Rham, obtemos h, 1 = {h?“}, com

/ *\/|gg| dr ANdfy A - Adby c’f“

h?Jrl Azejrl( n+1) = \/VOI C qn
9E

lsena
1

~ Vol (Ca ST

n+1
1 .
lscna)
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Note que, para todo ¢, b, = () e portanto I;q = (). Assim, apenas para dimensao n + 1,

1
det(h Cn = .
| det(hnq1/cni)| VAT RTIN)
Aplicando a definigdo na equagao (1.10), segue o resultado. [ |

4.10 COROLARIO (RS TORCAO DO DIscO): A RS torgao do disco D" de raio [ > 0 em R™ com
a métrica Euclidiana gg induzida pelo mergulho no espaco Euclidiano e com uma representacao

ortogonal p do grupo fundamental é

rk(p)
TRS«DZ”,gE);p):( VolgE<Dr>) .

Na mesma situacao, a RS torgao do par (D]", Slm—l) é

(=1 rk(p)
mrs((DI™, 8™ gi); p) = ( VolgE(D;")) )

PROVA: Seguem das Proposicdes 4.8 e 4.9, tomando a = 5

4.5 Torcao analitica do disco

O objetivo desta segao é calcular (de modo indireto) a tor¢ao analitica do disco. Faremos uma
breve descricao do processo, apresentando os fatos que nos levam a conclusao do teorema. Algumas
provas serao simplificadas e outras omitidas. Para os detalhes, ver [11].

Precisamos de uma féormula para a razdo entre a torgdo analitica e a tor¢do de Reidemeister.
Observamos que, pelo resultado de Cheeger [7], esta razao depende somente de alguns termos
geométricos provenientes da geometria da variedade préoxima ao bordo. Desde que a singularidade
na ponta do cone nao afeta a geometria proxima ao bordo, podemos fazer nosso célculo para o
caso geral do cone C, S}, - No entanto, surgiriam algumas dificuldades técnicas que estao além
do objetivo deste trabalho. Como observado na Introducao, existem duas formulas distintas para
tal razao, uma no Teorema 1 de [10] e a outra no Teorema 1 de [5], que sera a utilizada aqui.

Basicamente, temos duas etapas para a prova do Teorema 4.13. Primeiro, obtemos do Lema
4.11 uma férmula para a razao em termos de alguns invariantes geométricos. Isso segue do Teorema
1 de [5] e nos d4, no caso de dimensdo impar, a razao em termos da caracteristica de Euler do bordo.
O caso de dimensao par é bem mais complicado e necessita de algumas notagoes e ferramentas
apresentadas em [3, 5]. Segundo, o Lema 4.12 fornece o calculo da integral que aparece na segunda
equagao do Lema 4.11, concluindo assim o caso de dimensao par.

Considerando a parametrizacao dada em (4.8) e as métricas

g1 =gp = dr®dr+a’*rgsn, go = dr @ dr + a*lgsn,
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. . B . . 2p—1 ;
enunciamos o lema abaixo, onde [~ denota a integral de Berezin e S;” " é uma forma definida

em (1.8) e (1.15) de [5].

4.11 LEMA: A razao entre a tor¢ao analitica e a tor¢ao de Reidemeister do disco D]", de dimen-
sao fmpar m = 2p — 1 e de dimensdo par m = 2p (p > 0), com condic¢oes de contorno absolutas

sao, respectivamente,

Tons(DPP Y 91)ip) 1 - BSE
log abs((Df 9):p) =1 rk(P)X(Slzp ) <log2 + 9 Z nl’ (4.9)
n=1

mrs((D7P, 91); p)

TabS((D2pagl)§P) 1 2r—1 u 1 B _
log % = 5k()) =5 ”22'—1/ ) / s (4.10)
rs((D;”, 91); p) V(2p = DI e~ 2j g2
PROVA: Temos da equacio (0.6) e da Secao 4.1 de [5],

Tans (D", g1)1p) 1. Top D
LD g0y p) 2" /S (BT = ™), (411)

onde as formas B(VJTX ) est@o definidas na equagao (1.17) de [5]. Desde que go ¢ um produto

log

proximo ao bordo, pelo resultado de [19] temos

Tans((D]™, 90); p)

lo
& Trs (D], 91); p)

= irk(p)x(Sm’l,gOlog 2,
ou seja,

log Taws (D[, 90); p) = log Trs (D[, 91); p) + i rk(p)x (8™, g1) log 2.
Substituindo em (4.11), obtemos

Tans((D]",01);p) 1 - 1
log —= LT — Zrk Sm=1 g log2 4+ = rk /
g TRS((DlTnagl);p) 4 (P)X( gl) g 2 (p) S;”*l

Resta-nos calcularmos o segundo termo da soma acima.

(BT = B9 7).

Sem=2p+1 (p>0) entdo

30 [ (BT = BIT) = G0 32 (a0,

provando (4.9).
Se m = 2p (p > 1), afirmamos que (detalhes em [11])

TD2P 1 = 1 B a1
B(V; V)= - / SP
(V1 ) 21“@4.%)%2;0*2]—1 1

2» = 1 B
— Z / 821)71
2y/m(2p - D = 2(p - 5) — 1 !

.
- NI i rooo
Vr(2p — 1! = 2j—1
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Tpm ~
e como B(V, ' ) se anula (em ambos os casos, na verdade), entéo

lrk( )/ (B(VTDZM) —B(VTDZM)) . lrk( ) op—1 zp: 1 / /B g2t
2"V Jgn ! o) TR R O 1 g ) T

(4.12)
provando (4.10). ]

A equacgao (4.10) do Lema 4.11 pode ser simplificada pelo lema abaixo, cuja prova sera omi-
tida por ser extensa e muito técnica, saindo assim dos objetivos em questao, mas que pode ser

encontrada em [11, Segéo 4, Lema 2].

4.12 LEMA: Na equagio (4.12), pode-se mostrar que

2r—1 B 2p—1
S — 1o,
ﬁ(zp—wu/bfw/ 5

Com isto, apresentamos:

4.13 TEOREMA (TORCAO ANALITICA DO DISCO): A tor¢ao analitica do disco DI de raio [ > 0
em R™, com a métrica Euclidiana gg induzida pelo mergulho, com condigoes de contorno absolutas

no bordo e com representagao ortogonal p para o grupo fundamental é (p > 0)

1

~ 1 1 1 L,
log Tuns (D}, gm); p) = 5 Tk(p) log Voly,, (D) + 5 tk(p)log 2 + 2 1k(p) > -
n=1

1
on—1°

1 1 a
10g Tans (D77, g1); p) = 5 tk(p) log Voly,, (D) + 5 tk(p) >

n=1

PROVA: Pela Proposicao 4.8, temos

m 1 m
log Trs (D}, 9£); p) = §Tk(ﬂ) log Volg,, (D}").

Como a caracteristica de Euler de uma esfera de dimensao par é 2, por (4.9) temos a prova para
m impar. O caso m par segue por simples substitui¢ao da igualdade acima em (4.10), juntamente

com o Lema 4.12. ]



APENDICE A
ESPACOS LENTICULARES

Tlustramos neste Apéndice o uso da R torcao na classificagdo de espagos. Defini¢bes e
resultados sdo apresentados, como por exemplo, a estrutura celular e o célculo da homologia
de tais espagos, e por fim faz-se a classificagdo por homotopia e homotopia simples. O leitor
perceberd grande semelhanga com a construgado realizada no Capitulo 3, bem como certa

familiaridade com a notacao aqui utilizada. Para maiores detalhes, consultar [9].

Seja p > 2 um inteiro (ndo necessariamente primo) e sejam q1, qo, - - . , ¢, inteiros relativamente
primos com p, isto é, mdc(g;,p) = 1. Entdo, o espago lenticular L(p;qi,...,qn) é uma variedade
(2n — 1)-dimensional, a qual definiremos como ¥2"~! /G, para apropriados ¥?"~1 e G.

Se p > 2, seja B! o poligono regular (1-esfera simplicial) em R? com vértices v, = €7/,

¢g=0,1,2,...,p—1. Seja 27! o poliedro em R?” = R? x - - - x R? obtido fazendo o ‘join’ iterado
yin-l EDNE DK R D W :{/\121—|—~-+/\nzn; Ej/\j =1,1; >0,z sz},

onde X; é a copia de X! na j-ésima copia de R? em R?" e cada z € ¥2"~! ¢ unicamente expresso
como uma tal soma. X2"~! é um complexo simplicial e, como ‘join’ de circunferéncias, é uma
(2n — 1)-esfera.

Quando p = 2, devemos alterar o procedimento acima (ja que dois pontos ndo determinam uma
circunferéncia). Seja X! o poligono regular com vértices vg = 1, A = €™/2, v; = ¢™ e B = €37/2,
¥27~1 ¢ entdo descrita como acima.

Para construirmos um grupo G que atue em ¥?"7!, seja R; a rotagio de X; por g¢;60, onde

§ = 27 /p radianos. Seja g = Ry * Ry % -+ % R, : X271 — ¥2n=1 gt0 &,

9325 Nizi) = 225 A R;(2)).

Sendo um ‘join’ de isomorfismos simpliciais, g é um isomorfismo simplicial. Claramente g? = 1,

mas se 1 < k < p— 1, ¢*¥ ndo fixa pontos de £?"~!, pois se z = 22:1 Ajzj, com Aj, # 0, entao
mdc(qj,,p) = 1= R (2j,) # 2jo = 9"(2) = 20, \iRE(z)) # 22, Mz = 2.

Portanto, G = {1, ¢9,¢%,...,¢g° "} é um grupo de ordem p de homeomorfismos que atua livremente

em Y2" 1 ¢ com isto definimos

L(p;qr,-..,qn) = > 1/G.

61
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Claramente, L = L(p;qi,...,qn) ¢ uma variedade e 7 : £2"~1 — [ é uma cobertura com G como

grupo das transformagoes cobertura.

A.1 OBSERVACAO: L(p;qi,...,q,) pode também naturalmente ser definido como uma va-
riedade diferenciavel tratando-o como um quociente da esfera S?"~1. Seja g : R?" — R?" dada
por g(z1,...,2n) = (R1(21),..., Rn(2,)), onde R; é a rotacao de R? por 2mg;/p radianos. Entao
g ¢ uma transformacdo ortogonal tal que g, g, ...,g” "' ndo tém pontos fixos além de 0. Portanto
G = {gfﬂs%fl? 0 <k < p—1} éum grupo de difeomorfismos de S?"~! e §?"~1 /G & uma variedade
diferenciavel.

A conexao com %271 /G ¢ feita notando que g = gjs2n-1 € que, se T': w2l §2n—1 ¢ dada

por T(z) = z/|z|, o seguinte diagrama comuta.

EQn— 1 —T> 5277,—1

gi \Lg.g%nl

$12n—1 T Gg2n—1

A.1 O espago tridimensional L, ,

Seja D3 a bola unitaria fechada em R3 e sejam D2+ e D? os hemisférios fechados superiores
e inferiores do bordo dD3. Sejam p, q inteiros com p > 2 e mdc(p,q) = 1. Seja R a rotacido de
R? por 2mq/p radianos e definimos h : D> — D? por h(z,y,z2) = (R(z,y), —z). Deste modo, o
espago lenticular tridimensional L, , é geralmente definido como o espago quociente pela relagao
de equivaléncia gerada por h.

Tentaremos intuir porque L, , é, a menos de homeomorfismo, o espago que chamamos de
L(p; ¢,1) na segao anterior.

Considere a esfera S® como a compactificagdo de R3, isto é, S® = R? U {co}. Sejam ¥; a
circunferéncia unitaria em R? x {0} e X9 = (eixo-z) U{oo}. Entdo S® pode ser vista como ¥ * g,

como uniao de uma familia de “cones curvados” v x 31, para v € 5. Por exemplo,

v =(0,0,0) = v* Y, = B? x {0},

v =(0,0,1) = vx ¥, = D3,

v=(0,0,—1) = vx ¥ = D?,

v =00 = v* Y = {(z,y,0); 2?2 +y*>1}.

Cada um destes “cones” é obtido rotacionando um arco de v a (0,1,0), que estd no plano-yz, ao

redor do eixo-z.
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Seja Ry : 1 — X a rotagdo de 2mq/p radianos. Decompomos Yo em p segmentos, um deles
sendo o segmento finito de (0,0,—1) a (0,0,1) e um outro sendo o segmento infinito que tem
oo como ponto interior. Seja R : Yo — Yo o isomorfismo simplicial que levanta cada vértice
ao proximo acima, exceto pelo mais alto vértice que se tornard o mais baixo. Desde que todo
ponto de S3 — (X1 U 39) estd em um tnico arco de X7 a Yo, podemos definir ¢ = Ry * Ry :
S3 — 83 por glz1, 22,t] = [R1(21), Ra(22),t], onde [a, b, t] denota o ponto que esté a tf,;, unidades
de comprimento ao longo do arco de a a b, {4, sendo o comprimento deste arco. Se tomarmos
G={1,9,¢%...,g" '} entdao S?/G ~ L(p;q,1) como definido na secio anterior. Por outro lado,
se : 5% — S3/G é a aplicacdo quociente, segue de mg* = 7 e S3 = Upg®(B?) que 7(B?) = $3/G.
Assim S3/G é homeomorfo ao espago quociente de D? pelas identificagoes induzidas por TT|Ds-
Mas tal espago quociente ¢ precisamente D3/h desde que g p> = hip2, g(D*) N D* = D% e
g*(D?*) N D? = () se k # +1 mod p. Portanto

L(p;q;1) = 8%/G ~ D*/h = Lyq

A.2 Estrutura celular e grupos de homologia

Quando p > 2 denotamos os vértices de X! por v = e2™1/P ¢ os 1-simplexos por I = [vj,vj41],
0 <j<p-—1 Quando p = 2 os vértices sao vy, 4,v1, B e definimos Iy = [vg, A] U [A,v1] €
I = [v1, B]JU[B, vg], para A, B como anteriormente. Para 0 < i < n—1, os seguintes subcomplexos

simpliciais de ¥*"*~! sao importantes (onde ™" = 0), EY = v; e Ej = I):

2]21'71 :21*22**27 CRQ'L"
EJQ’L — n2i-1 vj (Uj € Xit1),

E?i-i—l — 222’71 " I] < 22i+1.

Por exemplo, D3, D?, D? correspondem a E?,E?,E]?+1 onde v; = (0,0,—-1) e vj11 = (0,0, 1).
Os E]k sdo bolas fechadas que fornecem uma decomposicaio CW para X271 cujas células sao

eé? = Int(E]’?) (0<j<p—-1,0<k<2n-—1). Segue, de propriedades elementares do ‘join’, que

oEY = 521 OB = E¥ U B, EY NEF =X (5 # k),
y2i-1 j—k#£0,£1 modp
B =B, k=g Tmedp,p#2

E3UFE? j=0,k=1,p=2.
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Orientamos E]k (tratando-os por um momento como cadeias simpliciais) estipulando que E]Q = v
é positivamente orientado e, indutivamente, que Ef”l é orientado (i > 0) tal que 8Efi+1 =
EffH — Efi, Y.2+1 ¢ orientado tal que E?”l —s 221 preserva orientacdo e E?”z é orientado tal
que JEZH? = $2H — BRI BRI L. B2 As orientagdes de EX naturalmente determinam
elementos base para o complexo de cadeias celular Cj(%2"~1) determinado por esta estrutura CW
€ usaremos e? para denotarmos tais elementos.

Considerando ¥2"~! como a cobertura universal de L(p; g1, ..., ¢,) = X271 /G, torna-se natu-
ral (como veremos abaixo) denotarmos ef = é* (0 < k < 2n—1). Se g = Ry*Ro*- - -*R,, como antes,
notemos que g‘tzm_1 : %=1 1271 ¢ um isomorfismo simplicial que preserva orientacio (desde
que é homotépico a identidade) de modo que g|tEgi = (g‘tzzi,l) % (g‘tvo) e g‘tEgi+1 = (g‘txzi,l) % (g‘tjo).
Assim, g' aplica células orientadas isomorficamente em células orientadas, preservando orientacao,

e as cadeias celulares basicas satisfazem

ef = g'e*, t¢’ = j mod p
aéQ’H—l — gT11+1'é2i _ ’éZi’ Tit1qi+1 =1 modp
9% — 21 4 gg?iml L 4 grlgRinl

g = g0 : Crp(B*" 1) — Cp(22" )

L(p;q1,...,q,) obtém uma estrutura CW natural, da estrutura celular de ¥2"~!, via projecao

732" — L(p;qu, ..., qn), com exatamente uma célula em cada dimensdo. As células sdo

" =m(e") =m(el), 0<j<p—-1,0<k<2n-1),

com aplicagoes caracteristicas | Bk Ek — L(p;qu,-...,qn). A orientacio que escolhemos para é*

induz uma orientacio para e*. Mais precisamente, a aplicacdo cadeia induzida pela aplicacdo celular
7 aplica um elemento bésico é¥ de C;,(X?"~1) em um elemento basico e* de Cy(L(p;qi,-- -, qn))-

Para calcularmos H,(L(p; qi,---,qn)), notemos que

e = or (&%) = mo(&*)

~2i—1

+g€ 2i—1

éZifl +'..+gp71é'2i71) = pe ,

:ﬂ'(

9! = mA(@H1) = m(gh e — &%) = 0.

Assim, o complexo celular é

0 Xp 0

0 xp
0—>Cop1 — Cop_g Con—3 C, Cy 0.
Portanto, os grupos de homologia de L(p;qi, ..., ¢,) com coeficientes inteiros sdo

Hop 1 >7, Ho; 1 ~ Zp (1 <1< n), Hy; =0 (’L > 0), Hy >~ 7.
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Desde que a esfera é a cobertura universal dos espagos lenticulares e G é o grupo das transformagoes

cobertura, m1 (L(p; q1, -+, qn)) = Zp e T (L(p;qus - - - qn)) = m(S?"71), para i # 1.

A.2 OBSERVACAO: A discussdo acima mostra que os diferentes (2n — 1)-espacos lenticulares
determinados por um p fixado tém os mesmos grupos de homologia e homotopia. No entanto,

mostraremos rapidamente que nem todos tém o mesmo tipo de homotopia.

A.3 Classificagao homotoépica

Colocaremos aqui os principais resultados que nos darao a classificacao homotdopica dos espagos
lenticulares, ilustrando assim a Observagdo A.2. Omitiremos as provas, por serem extensas e nao
tao ilustrativas e relevantes quanto os resultados a que se referem. Para maiores detalhes, ver [9,
§29].

Suponhamos p > 2 e (q1,---,qn), (q},---,q,) n-uplas de inteiros relativamente primos com p.
Sejam R; e R} rotagdes de ¥; de ¢;0 e ¢}0, 6 = 27 /p, respectivamente. Sejam g = Ry * - * R,
g =R|x---x R esejam G, G’ os grupos ciclicos (de ordem p) gerados por g, ¢’. Denotemos por
L=Lp;q,...,qn) =3X*""Y/Ge L' = L(p;q},---,q,) = 2?71 /G, com aplicacdes quociente 7 e

k

7', Sejam também ¥ = 7(e*) e €/ = 7'(é*), onde é* foi definida na pagina 64.

A.3 DEFINICAO: Se f : ¥2"~! — %27~1 ¢ uma aplicacio e se ¢ € G, h € G’ entdo f &
(g, h)-equivariante se, e somente se, fg = hf. Duas aplicagdes fy e f1 (g, h)-equivariantes sdo
equivariantemente homotopicas se existe uma homotopia f; : ¥2"~1 — ¥27~1! tal que f; é (g, h)-

equivariante, para todo t.
Seguem alguns resultados sobre aplicacdes (g, h)-equivariantes de %271,

A.4 LEMA: Se fy e fi sdo aplicagdes (g, h)-equivariantes de 2" ! entao deg(fo) = deg(f1) mod p.

Se deg(fo) = deg(f1) entdo fy e f1 sdo equivariantemente homotopicas.

A questao de quais classes de residuos mod p sdo determinadas pelo grau de uma aplicacao

equivariante e quais nimeros na classe de residuos podem ser realizados, é respondida por:

A.5 PROPOSICAO: Se d,a € Z entdo existe uma aplicacio (g, g’*)-equivariante f : £2n~1 —

¥27=1 de grau d se, e somente se, d = a"ry -+ - rpq} - - - ¢/, mod p, com r;q; = 1 mod p.

Podemos considerar os resultados acima para aplicagoes entre espagos lenticulares.
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A.6 PROPOSICAO: Suponhamos que L = L(p;qi1,...,q,) e L' = L(p;q}, ... ,q,) sdo orientados

2n—1 6/27171

pela escolha de e e como geradores de Hs,_1. Entao:

1. Dadas fo, f1: L — L/,

fo~ f1 < deg(fo) = deg(f1), foxr = frig : G — G'.

2. Sejam d,a € Z. Existe uma aplica¢do f : L — L' com deg(f) = d e f«(g) = ¢’* se, e somente

se, d =a"r - rnq) - ¢, mod p, com 7;¢; =1 mod p.
3. Dada f: L — L', f é equivaléncia de homotopia se, e somente se, deg(f) = £1.

Note que, quando p = 2, L = L' = L(2;1,...,1) = RP?"~! ¢ o espago projetivo real. A
proposicao anterior nos diz que existem exatamente duas auto-equivaléncias de homotopia de
RP?"~! uma de grau 1 e outra de grau —1. Todos os outros casos sao dados pela seguinte

classificacao de equivaléncias de homotopia.

A.7 TEOREMA: Sejam L = L(p;q1,...,qn) € L' = L(p; q},....q,), com p > 2, rjq; = 1 mod p
e 1:q; = 1 mod p, para todo j. Denotemos por £[L, L] o conjunto das classes de equivaléncia por

homotopia de equivaléncias de homotopia f : L — L’. Entao existe uma bijecao
¢:EL, L] —{a;0<a<p,a” ==q - qur; -7, mod p}

dada por ¢([f]) = a se fu(g) = ¢’*. Além disto, se ¢([f]) = a ent@o deg(f) = %1, onde o sinal

coincide com o acima.

A.8 COROLARIO: L, , e L, , tém o mesmo tipo de homotopia se, e somente se, existe um

inteiro b tal que g¢’ = £b? mod p. Assim, temos os exemplos
L5y Lso e L7y~ Lrg,

onde “~” denota equivaléncia de homotopia. No entanto, L7 1 e Lz 2 nao tém o mesmo tipo de
homotopia simples devido ao Teorema A.9 abaixo. De fato, se f : Ly 1 — L7 2 é uma equivaléncia

2mi )T

de homotopia tal que f4(g) = ¢’* com a* =2mod 7oua?*=5mod 7,ese ( =e , entao

(€= D2 #1(C* = 1)(¢* — ).

A.9 TEOREMA: Sejam L = L(p;qi,...,q,) € L' = L(p;q},.-.,q,) e suponha que f: L — L' é
uma equivaléncia de homotopia simples. Se fx(g) = ¢'* entdo existem ntmeros ¢; = £1 tais que

(q1,-..,qn) € igual (mddulo p) a alguma permutagio de (e1aqy, ..., eqaq),).



APENDICE B
GEOMETRIA

Finalizamos este trabalho, apresentando ao leitor os conceitos bésicos de Geometria
utilizados anteriormente, de modo que o leitor possa consultar este Apéndice com facilidade.
Devido & grande quantidade de defini¢Ges e resultados, omitimos a maioria das provas, que

podem ser encontradas na referéncia [24].

B.1 Tensores e formas diferenciais

Nota: Desde o inicio, alertamos o leitor para o uso da “soma de Einstein” se o mesmo indice
aparece duas vezes, sobrescrito e subscrito, entao o indice é somado sobre todos os valores possiveis.

Por exemplo, se p varia de 1 a m, temos
m
A'B, =Y A'B,.
p=1

Um vetor dual é um objeto linear que aplica um vetor a um escalar. Isto pode ser generalizado
para objetos multilineares, chamados tensores, que aplicam vérios vetores e vetores duais a um
escalar. Um tensor T' do tipo (p,q) é uma aplicacdo multilinear que aplica p vetores duais e ¢

vetores a um numero real, ou seja,

T:V'® - V*eV® -0V —R.

p vezes q vezes

Por exemplo, um tensor do tipo (0,1) aplica um vetor a um ntimero real e estd identificado com
um vetor dual. Analogamente, um tensor do tipo (1,0) é um vetor. Se w aplica um vetor dual e
dois vetores a um escalar, entdo w: V* x V x V — R é do tipo (1, 2).

O conjunto de todos os tensores do tipo (p,q) é chamado o espago tensor do tipo (p,q) e

denotado por 7%. O produto tensorial T =p®@v € TH® TZ: é um elemento de Ts_tg,/ definido por

T(W1y ey Wpy &1y e Epr i ULy e ey Ugy V1,5 - e e, Ut ) =
= M(wla" .,u)p;Uh...,'U/q) V(§17'~'agp';vlw"avq/)'
B.1 DEFINICAO: Uma forma diferencial de ordem 7, ou uma r-forma, é um tensor totalmente

anti-simétrico do tipo (0, r).

67
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Definimos o produto ‘wedge’ A de r 1-formas pelo produto tensorial totalmente anti-simétrico

dz"t ANdzH? A - Ndatr = Z sgn(o)dzt*® @ dat*® ® - - @ dato™. (B.1)
o€eS,

Por exemplo,

dzt Ndx¥ = dr" ® da¥ — dz¥ @ dz*,

dz? A dzt A dxb = dz? @ da* @ dz¥ + dz¥ @ dz’ @ dz* + do @ dx¥ @ da?
—dr? @ da’ @ da* — dz¥ @ dz* @ dz — dat @ da @ dx”.

Rapidamente se verifica que o produto ‘wedge’ satisfaz:
1. dz#* A--- Adxt =0, se algum indice u; aparece pelo menos duas vezes.
2. dzt Ao Adatr = sgn(o)dzte® A - Adxte,
3. dx" A --- AdzFr é linear em cada dx'i.

Se denotarmos o espago vetorial das r-formas em p € M™, por Q;(M ), o conjunto das r-formas

(B.1) forma uma base para (M) e um elemento w € {2 (M) & escrito como

1

- M1 M2 1
w = T,“muz--urdm A dzH? N A dzHr,

onde wy, ..., 520 totalmente anti-simétricos, refletindo a anti-simetria da base.

Desde que existem (T) escolhas do conjunto (u1, uo, ..., u.), a dimensdo do espago vetorial

(M) ¢
m m!
(r) B ri(m —nr)!l’

Por conveniéncia, definimos Q9 (M) = R. Claramente Q)(M) = T,;(M). Se r em (B.1) excede m,
0 espago se anula desde que algum indice aparece no minimo duas vezes no somatorio. A igualdade
(™) = (,,",) implica dim Q7 (M) = dim Q7" (M). Desde que (M) & um espago vetorial, €27 (M)
¢ isomorfo a " (M).

Definimos o produto exterior de uma g-forma e uma r-forma, A : Qf (M) x Q7 (M) — Qg*"“(M)7
por uma extensdo trivial. Sejam w € QI (M) e § € Qp(M). A acdo da (¢+r)-forma wA§ em g+r

vetores é definida por

1

(w/\f)(U17~-~>Uq+r) = W

Z Sgn(g)w<va(l)7 v aUU(q)) g(vo'(qul)v LR 7’00'(q+r))7

0ESqr
onde v; € T,(M). Se g+ 17 > m, wA¢ é identicamente nula. Com este produto definimos uma
algebra

(M) = QM) @ QLM) ® - © QP (M)
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Q5 (M) é o espago de todas as formas diferenciais em p e é fechado pelo produto exterior.
Podemos associar suavemente uma r-forma a cada ponto de uma variedade M. Denotamos
o espaco das r-formas suaves em M por "(M). Também definimos Q°(M) sendo a algebra das

fungoes suaves, C*°(M). Em resumo, temos a seguinte tabela:

r-formas Base Dimensao
QO(M) =C>(M) {1} 1

QY M) =T*(M) {dx*} m

0% (M) {dz" A dzt2} m(m —1)/2
Q™ (M) {dxt Ndx® A -+ A dz™} 1

B.2 DEFINICAO: A derivada exterior d, é uma aplicagio d, : Q" (M) — Q"+ (M) cuja agio

em uma r-forma

1
w= —‘cumm___#rdac“1 Adxt2 Ao NdatT
7!

é definida por
1/ 0 y
drw = — G Pt dz” N dxP NdxP? Ao Adatr.

r!

B.3 EXEMPLO: As r-formas em um espaco tridimensional sdo

wo = f(SC,y,Z),
w1 = wy(x,y, 2)de + wy(z,y, 2)dy + w.(z, y, 2)dz,
Wa = Wyy(2,y, 2)de A dy + wy.(x,y, 2)dy A dz, +w,. (2, y, 2)dz A dx

W3 = Wyys(,y, 2)dz A dy A dz.
A acdo de d, nestas formas é

dowo = Op f(2,y, 2)dx + 0y f (x,y, 2)dy + 0. f (2, y, 2)dz,
diwr = (Ogwy(z,y, 2) — Oywa(x,y, 2))dx A dy,
+ (Oywz(z,y, 2) — Owy(z,y, 2))dy A dz
+ (Ozwe(, y, 2) — Opw.(x,y, 2))dz A dz,
dows = (Opwyz (2, Y, 2) + Oywz (2, Y, 2) + Dyway(z,y, 2))dax A dy A dz,

d3w3 =0.

Portanto, a agao de d em wy € identificada com ‘grad’, em w; com ‘rot’ e em wy com ‘div’, como

no Célculo Diferencial e Integral.
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B.4 PROPOSICAO: @ =0 (ou d,41d, = 0).

PROVA: Scja w = Lwy, s, dah Adat> A--- Ndatr € Q7(M). A agao de d? em w é

2 ]. a2w#1p2...ur A v
dw:—' W dl’ /\dl’ /\deﬂl/\dIle/\"'/\dxur~
r

Assim, d?w ¢é identicamente nulo, desde que 8%w,,, ,1,.. , /02 0z¥ ¢ simétrico com relagio a A e v

enquanto que dz* A dz¥ é anti-simétrico. |

A derivada exterior d, induz a seqiiéncia

A — A — m

0 —= QO(M) Lgl(M) L)...*2>mel(M) TS Qm(M) L>0 i
Esta seqiiéncia é chamada de complezo de de Rham. Desde que d?> = 0, temos imd, C kerd, ;.
Um elemento de ker d, é chamado r-forma fechada, enquanto um elemento de imd,._; é chamado
r-forma exata. O espago quociente kerd,./imd,_; é chamado de r-ésimo grupo de cohomologia de

de Rham.

B.2 Geometria Riemanniana

Uma variedade é um espago topologico que é localmente homeomorfo ao R”, para algum n.
O calculo em uma variedade é garantido pela existéncia de um sistema de coordenadas suaves.
Uma variedade pode carregar uma outra estrutura se estiver equipada com um tensor métrico,
que é uma generalizagao natural do produto interno entre dois vetores do R", para uma variedade
arbitraria.

Na geometria elementar, o produto interno entre dois vetores u,v é definido por (u,v) =
2211 u;v;, onde u;, v; sao as componentes dos vetores em RR”. Em uma variedade, um produto

interno ¢ definido em cada espago tangente T}, (M).

B.5 DEFINICAO: Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Riemanniana g em M é

um tensor do tipo (0,2) em M que satisfaz o seguinte, para cada ponto p € M:
1. gp(u,v) = gp(v,u).
2. gp(u,u) >0, onde a igualdade vale somente quando u = 0.

Aqui, u,v € T,(M) e g, = g|p- Em resumo, g, ¢ uma forma bilinear simétrica positiva-definida. O

par (M, g) é chamado de variedade Riemanniana.
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Temos definido o produto interno entre um vetor v € T,(M) e um vetor dual w € T (M)
como sendo um aplicagao ( , ) : T, (M) x T,(M) — R. Se existe uma métrica g, definimos
um produto interno entre dois vetores u,v € T,,(M) por g,(u,v). Desde que g, é uma aplica¢do
T,(M)®T,(M) — R, podemos definir uma aplicacéo linear g,(u, ) : T,(M) — R por v — g,(u,v).
Entao gp(u, ) ¢ identificada com uma 1-forma w, € T, (M). Analogamente, w € T, (M) induz
vy € Tp(M) por (w,u) = gp(vy,u). Assim, a métrica g, da origem a um isomorfismo entre T),(M)
e Ty(M).

Sejam (U, ¢) uma carta em M e {z"} as coordenadas. Desde que g € 7% (M), g é expandida
em termos de dz* ® dx¥ como

Gp = Guv(p)dat @ dx”. (B.2)

Facilmente verifica-se que
QW(P) = gp(a/axua a/axu) = gu#(p)' (B?’)

Geralmente omitimos p em g, a menos que possa causar confusio. E comum tratar (g,,) como
uma matriz cuja entrada (u,v) é g,,. Desde que (g,,) tem ‘rank’ maximal, (g, ) tem uma inversa
denotada por (g"¥), satisfazendo g,,9"* = g™ gy, = 6;). O determinante det(g,,,) é denotado por

g e det(g"”) = g~'. O isomorfismo entre T,,(M) e Ty (M) pode agora ser expresso como
Wy = g,u,uuy ut = gl“/wl/'

De (B.2) e (B.3) reescrevemos a definigdo de uma métrica como o quadrado de uma distancia

infinitesimal
ds® = g(0/9z"da*,0/0x"dx") = g(0/0x",0/0x")dxtda” = g, dx"dz".

Também chamamos a quantidade ds? = guvdrtdx” de métrica, embora em um sentido mais
estrito ela seja um tensor g = g, dz* ® dz¥. Desde que (g,,) ¢ uma matriz real e simétrica, seus
autovalores sdo todos reais e positivos.!

Seja M uma subvariedade de dimensao m de uma variedade Riemanniana N de dimensao n,
com uma métrica gy. Se f: M — N é um mergulho que induz a estrutura de subvariedade de M,
o ‘pullback’ f* induz a métrica natural gp; = f*gny em M. As componentes de g, sao dadas por

of>ofb
a1 (2) = g (1) 9L

onde f* denota as coordenadas de f(z). Por exemplo, considere a métrica da esfera unitaria

mergulhada em (R3, gg). Seja (#, ¢) a coordenada polar de S? e defina f pela inclusao usual

f:(0,0) — (senf cosd,senfsen ¢, cosb),

1Para uma métrica pseudo-Riemanniana podem haver autovalores negativos.
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da qual obtemos a métrica induzida

_ af~of’
T IBB i
=df ® df + (sen 6)?*d¢ @ de.

g drt @ dx” dr* ® dx”

B.3 Teoria de Hodge

Se M é uma variedade diferenciavel orientével de dimensao m, existe uma m-forma w que nao
se anula em ponto algum. Esta m-forma é chamada elemento volume (ou forma de volume) e faz
o papel de uma medida quando integramos uma fungéo f € C°°(M) sobre M. Se M possui uma
métrica g, existe um elemento volume natural que é invariante por transformagoes coordenadas.

Definimos o elemento volume invariante por
Qun = lglde* Ndz? A --- A da™,

onde g = det(g,,) e {z"} sao as coordenadas da carta (U, ¢). A m-forma Qs ¢, de fato, invariante
por uma mudanga de coordenada. Sejam {y*} as coordenadas da carta (V,v), com UNV # {.

Em termos da coordenada y, o elemento volume invariante é

e (2200
By~ oy I

Notando que dy* = dy*/0z"dz", isto torna-se

| det(dz" /0y")|\/|g| det(dy> /0" )dxr A --- A dx™ = ++/|gldz* A -+ A da™.

Se x e y definem a mesma orientacgao, det(dz*/Jy"*) é estritamente positivo em U NV e Qy é
invariante pela mudanga de coordenada.

Como notado anteriormente, Q" (M) é isomorfo a Q™" (M), para uma variedade M de di-
mensao m. Se M possui uma métrica g, podemos definir um isomorfismo natural entre Q" (M) e

Qm™~"(M), chamado * de Hodge. Para isto, definimos o tensor totalmente anti-simétrico ¢ por

+1 se (p1p2 ... thy) € uma permutacao par de (12...m),

Epr iz = —1 se (uipo ... ) € uma permutagao impar de (12...m),
0 caso contréario.
vl — v V2 ... ghmVm — 4,1
Note que 6/"'1["2 1 — gﬂl 19#2 2 g”’ 81/11/2...117" =g E;U«IIJQ---,U/m'

A x de Hodge é uma aplicagao linear x : Q"(M) — Q™" (M) cuja agdo em um vetor da base

de Q" (M) é definida por

*(dxtt N Ndatr) = ———— Ma“l"'“" vy TN - At

Vpgl...
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Notemos que * 1 é o elemento volume invariante

*1 = |g|5u14..umd'r'u1 Ao Ndahm = \/de#1 A Ndxtr

m!
Para
w = %wmm...wdgpﬂl Adzt2 A - ANdat e Q’I‘(M)
temos

B.6 TEOREMA: Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e w € Q"(M). Entao
*kw = (=1)7m "y,
Assim, encontramos que (—1)"(™~") xx ¢ a identidade em Q" (M). Definimos a inversa de % por
*x = (=1)rmTn) o

Sejam w,n € Q"(M) dadas por

1
w = ﬁwu1ﬂz~~#7-dxul Adzh2 A - A dm;tr7

1
77 = 7”#1”2.,,H7.dfljul /\ d.THQ /\ st /\ d(L’MT.
T

O produto exterior w A xn é uma m-forma,

1 Vg
wANA*xn = (r!)?wm"'u"nyl'"yr(7n|7|')!‘€’/1'“uru7-+1~~#m dz"r A - Adatt AdzPrrr oA - A dgMm

1 1
— E Vi...Vr / 1 m
- F wlLl“-lLr’r] ,',,[(m _ r>|€yl~~-l’7‘ﬂ'7‘+1--~llm 6#1~~-#Tﬂr+1~--#m |g‘dl’ ARERNAN d.’If
8%

1
= ﬁwm_umn‘“'”“ﬂ/ lgldzt A - A da™.

Esta expressao mostra que o produto é simétrico, ou seja, w A xn = n A xw. Desde que w A xn é
uma m-forma, sua integral sobre M esta bem definida. Assim, definimos o produto interno (w,n)

de duas r-formas por

1
(w,n) = /w/\*n: ﬁ/ Wy oM/ gl A A dT™
Y

Desde que wAxn = nAxw, o produto interno é simétrico, (w,n) = (n,w). Se (M, g) é Riemanniana,

o produto interno é positivo definido, isto é, (w,w) > 0, onde a igualdade é valida somente se w = 0.
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B.7 DEFINICAO: Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo m, com derivada ex-
terior d : Q"1 (M) — Q"(M). O operador derivada exterior adjunto df : Q"(M) — Q"~1(M) &
definido por

dh = (—l)m(”l)“*d*.

Um elemento de kerd! é chamado de r-forma cofechada e um elemento de imd' é chamado de

r-forma coexata.

Em resumo, temos o seguinte diagrama (a menos de (—1)™("+D+1);

d

Qm=r (M) QT ()
OM)---—---— {;““’Qr_l(M)

O operador d' ¢ nilpotente pois (d1)? = xdxxd* = £ xd?>x = 0.
Seja Q" (M) o conjunto das r-formas diferenciais sobre a variedade M. Existe um complexo de

cadeias e um operador bordo d, bem como um complexo de cocadeias e um operador cobordo dT,

isto &,
d d d
c == O3(M) <:>jQQ(M) <—%>91(M) <—%>QO(M) e — |
d3 d2 dl

e definimos o Laplaciano
A, =d de 4 deadl QT (M) — Q" (M).

Note que o Laplaciano comuta com o operador (co)bordo, isto é, o diagrama abaixo comuta,

dr_1

(M) f Q1 (M)
d"‘

4 -
del

Qr(M) : Qr1(M)
d

pois, como d? = 0 ((d")? = 0) temos

dro1 D1 = dpoy(didy—1 + dp_ad]_)) = dp_ydid, 1 =
=dlyded,y +drrdid,—1 = (d]ydy + dpordl)d 1 = Apdyy.

Analogamente para A,«,ldi = dIAT.
Assim, se w € Q" (M) é autoforma de A,, isto é, A,.(w) = Aw para algum A € R, entdo d,w é
autoforma de A, 1, pois

A1 (drw) = dpAr(w) = dpdw = Adyw.
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Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. O Laplaciano A é um operador positivo

em M no sentido de que
(w, Aw) = (w, (dd' + did)w) = (dw, dw) + (d'w, diw) > 0. (B.4)

Uma forma w é chamada harmoénica se Aw = 0. Denotamos o conjunto das r-formas harmonicas

em M por H"(M). Como conseqiiéncia imediata de (B.4), temos:

B.8 PROPOSICAO: Uma forma w sobre uma variedade compacta é harménica se, e somente

se, w é fechada e cofechada.

B.9 TEOREMA (Decomprosi¢Ao DE HODGE): Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orien-

tavel compacta sem bordo. Entao Q"(M) é unicamente decomposto como
Q"(M) =H" (M) & d—1 Q" Y(M) @ dl Q" (M),
ou seja, qualquer r-forma w, é escrita globalmente como
Wy =Yp +dr_10p_1 + dl+1ﬂr+1,
com a1 € U YM), Bry1 € QM) ey, € H'(M).
O operador A, deixa tal decomposicao invariante. De fato, se d,_ 1w € d,_1Q" 1 (M) entdo
Ap(drow) = d!dydew + dpdidyw = dyp_y (didy—w) = dr 1€

onde ¢ = did,_ 1w € O"~'(M). Analogamente para d_, Q"+ (M).
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