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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a existéncia ou nao de bases nor-
mais auto-duais para extensoes galoisianas finitas de corpos, mostrando que toda ex-
tensao galoisiana finita de grau impar posui uma base normal auto-dual, enquanto que
para extensoes galoisianas de grau par, apresentamos algumas condigoes suficientes que

garantem a nao existéncia de bases normais auto-duais.



Abstract

In this work, we present a study about the existence or not of self-dual normal bases
for finite galoisian extensions of fields, showing that all the odd degree finite galoisian
extension has a self-dual normal base, whereas for even degree galoisian extensions,
we present some sufficient conditions that assure the non-existence of self-dual normal

bases.
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Introducao

Na teoria de Galois sobre corpos, ou mais precisamente, no estudo de extensoes fini-
tas de corpos L O K, é de fundamental importancia encontrarmos bases especiais para
L sobre K. Um tipo de base especial sao as chamadas bases normais. Sejam L O K
uma extensao galoisiana de corpos com grau n e grupo de Galois G = {01, 09,...,0,}.
Uma base normal de L sobre K é uma base da forma B = {o1(a),03(a),...,0,(a)},
para algum a € L, chamado o gerador da base normal B. Assim, dizemos que a extensao
galoisiana L O K admite uma base normal se existe um elemento a € L tal que seus
conjugados formam uma base de L sobre K.

Também para extensoes galoisianas, podemos considerar a forma bilinear traco,
induzida pela aplicacao trago Ty /i de L sobre K e, termos a nocao de ortogonalidade,
ou seja, uma base B’ = {ay, as, ..., a,} de L sobre K é dita ser ortogonal se T'(a;, a;) =
0, para i # j,onde T : L x L — K é a forma bilinear traco de L sobre K.

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a existéncia ou nao de bases nor-
mais auto-duais para extensoes galoisianas finitas de corpos, mostrando que toda ex-
tensao galoisiana finita de grau impar possui uma base normal auto-dual, enquanto que
para extensoes galoisianas de grau par, apresentamos algumas condigoes suficientes que
garantem a nao existéncia de bases normais auto-duais.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos e propriedades basicas necessarias para o
desenvolvimento e compreensao dos resultados principais do trabalho, que serao apre-
sentados nos capitulos seguintes, finalizando com a demonstracao do Teorema da Base

Normal.



Introducao 2

O Capitulo 2, baseado em [2], é dedicado a demonstrar a existéncia de bases normais
auto-duais no caso em que o grau da extensao galoisiana de corpos é fmpar.
Por fim, no Capitulo 3, baseado em [6], mostraremos condigoes suficientes que

garantem a nao existéncia de bases normais auto-duais.



CAPITULO 1

Preliminares e o teorema da base normal

Neste primeiro capitulo apresentamos os conceitos e alguns resultados preliminares
necessarios para o entendimento e desenvolvimento dos dois resultados que serao apre-
sentados nos dois proximos capitulos.

Alguns resultados basicos da teoria de Galois sobre corpos e sobre formas bilineares,
serao apresentados sem demonstracao que, caso seja do interesse do leitor, podem ser

encontradas em [8] e/ou [9].

1.1 Extensoes galoisianas de corpos

Nesta secao, para facilitar a leitura do restante deste trabalho, apresentamos alguns
resultados sobre extensoes de corpos e grupos de Galois que fazem parte de qualquer
curso basico de teoria de Galois, cujas demonstracoes podem ser encontradas, por
exemplo em [5] e/ou em [9].

No que segue em todo esse trabalho, denotaremos por L O K a extensao de corpos
L sobre K e, por [L : K] o seu grau. Todas as extensoes de corpos consideradas serao
assumidas serem finitas, isto ¢, [L : K] < oc.

O conjunto dos K-automorfismos de L, isto é, dos automorfismos ¢ : L. — L, tais
que o(z) = z, para todo x € K, com a operacao de composigao, forma um grupo, dito

ser o grupo de Galois de L sobre K e denotado por Gal(L/K).
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Se G é um grupo finito, denotamos por |G| o nimero de elementos de G, que é a
ordem de G. Da mesma forma, se o € (G, denotamos por |[c]| a ordem do subgrupo
ciclico [o].

Seja L O K uma extensao de corpos. Um elemento a € L é dito ser separdvel sobre
K se o seu polinémio minimal sobre K nao possuir raizes multiplas. A extensao L O K
é dita ser uma extensao separdvel se cada elemento de L for separavel sobre K.

A extensao L O K ¢ dita ser uma extensao normal se L for corpo de raizes de
algum polinoémio f(X) € K[X], ou seja, L for o menor corpo que contém K e todas as
raizes de f(X). O fécho normal de L O K é a menor extensao F' de L tal que F' O K
é normal.

A extensao separavel L O K é dita ser uma extensao de Galois, ou L é dita ser
uma extensao galoisiana de K, se [L : K] = |Gal(L/K)|, ou seja, o grau da extensao
L O K éigual a ordem do grupo de Galois de L sobre K.

O préximo resultado apresenta uma caracterizagao das extensoes galoisianas:

Teorema 1.1 Seja L O K wuma extensao de corpos. As sequintes condi¢oes $ao

equivalentes:

(a) L O K € uma extensao galoisiana;
(b) L € corpo de raizes de algum polinémio separdvel f(X) € K[X];
(¢c) L é normal, separdvel e tem dimensao finita sobre K.

Finalizamos esta secao com a apresentacao do teorema fundamental da teoria de
Galois. Para tanto, considere L O K uma extensao galoisiana de corpos, com grupo
de Galois G = Gal(L/K).

Sejam A = {F corpo; L O F O K} o conjunto dos subcorpos intermediérios de
LD Ke ¥={H CG; H € subgrupo de G}, o conjunto dos subgrupos de G.

Para cada elemento H € X, associamos o elemento de A, L# = {z € L; o(x) = z,

para todo o € H}, ou seja, o subcorpo dos elementos de L fixados por H. Por outro
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lado, para cada F' € A, temos que L O F é uma extensao galoisiana de corpos e,
associamos a F' o subgrupo de G, Gal(L/F) = {0 € G;0(x) = z, para todo x € F} o

subgrupo dos elementos de G que fixam F. Com estas notagoes, temos:

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental de Galois) As aplicagoes H — L% e F
Gal(L/F), com H € ¥ e F € A, sdo bijecoes sendo uma inversa da outra. Além disso,

temos que:
(a) Tais aplicagoes invertem inclusoes;
(b) |H| =[L: L") e|G:H =[L":K];
(¢) H é um subgrupo normal de G se, e somente se L O K ¢é uma extensio normal.

Neste 4iltimo caso temos também que Gal(L¥ /K) = G/H.

Seja L O K uma extensao de corpos. Dizemos que L O K é uma extensao simples,
ou que L admite um elemento primitivo sobre K, se existir a € L tal que L = K(a),
ou seja, L é gerado por K e a. Neste caso, se [L : K] = n, entao {1,a,a?,--- ,a" '}
é uma base de L sobre K, dita ser a base gerada pelo elemento primitivo a. Sobre

extensoes simples temos:

Teorema 1.3 Seja L O K uma extensdao de corpos. Temos que L O K € uma extensao

simples se, e somente se existem um numero finito de corpos intermedidrios entre L e

K.

Demonstragao: Vamos supor inicialmente que existe a € L tal que L = K(a). Sejam
F um subcorpo de L contendo K, f(X) € K[X] o polinémio minimal de a sobre K
e g(X) € F[X] o polinémio minimal de a sobre F. Entao, temos que g(X)|f(X) em
F[X]. Seja E o subcorpo de L gerado por K e pelos coeficientes de g(X). Entao,
E C F e claramente o polinémio minimal de a sobre E também é g(X). Como

L = F(a) = E(a), temos que [L : F] = grau(g(X)) = [L : E], de onde concluimos
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que F' = E. Com isso, mostramos que o nimero de corpos intermediarios entre K e L
devera ser finito pois o nimero de divisores de g(X) é finito.

Reciprocamente, vamos supor agora que L O K possui um numero finito de corpos
intermedidrios. Se K é finito, entdo L também ser finito, j& que |L| = |K|F¥]. Pelo
fato de L ser um corpo finito, sabemos que o grupo multiplicativo (L = L—{0},.) é um
grupo ciclico e portanto existe a € L tal que L = [a], logo L = K (a), ou seja, a extensao
L O K é simples. Podemos entdo assumir que K é infinito. Como [L : K| < oo,
temos que L = K(ay, - ,a,), para alguns a,--- ,a, € L, ou seja, L é gerada por
K e {ay, -+ ,a,}. Agora, usando indugao sobre n, é suficiente mostrarmos o caso em
que n = 2, ou seja, basta mostrarmos que para dois elementos quaisquer a,b € L a
extensao K(a,b) O K é simples. Consideremos os subcorpos K(a + ¢b) C K(a,b),
onde ¢ € K. Por hipdtese temos que existe somente um nimero finito de tais corpos,
e, como K ¢ infinito existem ¢ # d em K tais que K(a + ¢b) = K(a + db). Logo,
b= (c—d)™! (a +cd— (a— db)) € K(a+ cb), o que mostra que K (a,b) = K(a + cb),

ou seja, a + c¢b é um elemento primitivo de K(a,b), como queriamos demonstrar. W

Como conseqiiéncia deste teorema, temos o teorema do elemento primitivo.

Corolario 1.4 Toda extensao finita e separdvel de corpos admite um elemento primi-

tivo.

Demonstracgao: Sejam L O K uma extensao finita e separavel e ' O K seu fécho
normal. Desde que F' O K ¢ finita, se mostrarmos que F O K é uma extensao
separavel, entao teremos que F' é uma extensao galoisiana de K. Para isso, observemos
que todo elemento de F' é raiz do polinomio minimal de algum elemento de L. Como
L D K é separavel, temos que o polinomio minimal de todo elemento de L é separavel
sobre K. Assim, todo elemento de F' é separavel sobre K. Logo, F' O K é galoisiana.

Notemos que corpos intermedidrios de L O K sao também corpos intermedidarios de

F O K. Como existe apenas uma quantidade finita de subgrupos do grupo Gal(F/K),
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o teorema 1.2 (teorema fundamental da teoria de Galois), nos garante que existe apenas
uma quantidade finita de corpos intermediarios de F' O K. Conseqiientemente, L O K
tem somente uma quantidade finita de corpos intermediarios, o que implica, do teorema

anterior, que L O K admite um elemento primitivo. [ |

1.2 Formas bilineares e hermitianas

Nesta segao, comecaremos apresentando, a nogao de forma e/ou médulo hermitiano
sobre um anel com elemento identidade. Depois, apresentaremos as nocoes basicas
sobre formas bilineares e alguns resultados sobre anéis de Witt dos espacos bilineares
sobre corpos, que serao importantes para demonstrarmos a existéncia de bases normais
auto-duais para extensoes galoisianas de grau impar de corpos.

No que segue, A denotard um anel com elemento unidade 1, todos os A-mdédulos
considerados, a menos de mencao contraria, serao A-médulos a esquerda unitarios.

Uma involucdo sobre o anel A é uma aplicacao — : A — A, tal que para todo

a,b € A, temos:

ou seja, uma involugao sobre A é um anti-automorfismo de A de ordem 2.

Observe que uma involugdo — : A — A é sempre bijetora, pois de (c¢) temos a

=l

sobrejecio e se @ = b, entdo a =a = b = b.

Sejam —: A — A uma involugao e M um A-médulo. Uma forma sesquilinear sobre
M é uma aplicacdo s : M x M — A tal que

(a) s(x+y,z)=s(x,2)+ sy, 2);

(b) s(z,y+2z)=s(z,y)+s(z,2);

(¢) s(az,by) = as(z,y)b,

para quaisquer que sejam a,b € Ae x,y € M.
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Uma forma hermitiana sobre M é uma forma sesquilinear h : M x M — A que
satisfaz h(z,y) = h(y,z), para todo z,y € M. O par (M,h) é dito ser um mddulo
hermitiano sobre A. Um médulo hermitiano (M, h) é dito ser hermitiano par se existir
uma forma sesquilinear s : M x M — A com h(z,y) = s(x,y) + s(y,x), para todo
x,y € M.

O proximo resultado mostra que sobre certas condigoes, todo médulo hermitiano

sobre o anel A é par.

Lema 1.5 Seja Z(A) o centro do anel A. Se existe a € Z(A), tal que a+a =1, entdo

todo maodulo hermitiano sobre A € par.

Demonstracao: Sejam (M, h) um médulo hermitiano sobre Aea € Z(A), com a+a =
1. Consideremos s : M x M — A, definida por s(z,y) = ah(z,y), para todo x,y € M.
Temos que s é uma forma sesquilinear sobre M. Agora, para todo x,y € M, temos

h(z,y) = 1h(z,y) = (a +a)h(z,y) = ah(z,y) + ah(z,y) = ah(x,y) + ah(y, ).

Note que s(y, z) = ah(y, z) = ah(y, z), pois a € Z(A). Conseqiientemente,

W, y) = ah(z,y) +ah(y, ©) = s(z,y) + s(y, ),

o que mostra que (M, h) é par. [ ]

Observagao 1.6 Se K é um corpo de caracteristica distinta de 2, Car(K) # 2, entao
todo médulo hermitiano sobre K é par. De fato, considerando sobre K a involugao

trivial, temos que a = 5 € Z(K) satisfaz o lema 1.5.

Dado a € A, com @ = a, denotaremos por (a) : A x A — A a forma hermitiana de
posto 1, definida por (r,s) — ras, para todo r, s € A.

Sejam M um A-médulo e M* = Hompg(M, A) o seu dual, que tem uma estrutura
de A-médulo a esquerda dada por (af)(z) = f(z)a, paratodoa € A, f € M* ex € M.

Se (M,h) é um médulo hermitiano sobre A, entdo a aplicagdo A-linear
H : M — M*, dada por H(z)(y) = h(y,z), para todo z,y € M, é chamada a aplicagcdo

adjunta de h.
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Dizemos que a forma hermitiana h é nao-singular, ou que o mddulo hermitiano
(M, h) é nao-singular, se a aplicagdo adjunta é um isomorfismo de A-médulos & es-
querda. Note que a forma hermitiana (a) é nao-singular se, e somente se a € A, onde
A denota o grupo dos elementos inversiveis do anel A.

Vejamos agora algumas nocoes béasicas da teoria algébrica das formas bilineares
sobre corpos. A definigdo de formas e/ou espagos bilineares e a construgao do anel de
Witt dos espacos bilineares, sobre corpos, serao omitidos aqui e, podem ser encontrados

m [11].

Sejam L O K uma extensao de corpos, V um espaco vetorial sobre L, s : L — K
uma funcao K-linear nao nula e b: V x V — L uma forma bilinear simétrica sobre L.
Notemos que V' é também um K-espaco vetorial e a composta sb: V xV — K, é uma
forma bilinear simétrica sobre K. Mais ainda, se z,y € V' sao ortogonais no L-espaco
bilinear (V,b), ou seja, b(x,y) = 0, entdao = e y também serdo ortogonais no K-espago
bilinear (V sb).

O K-espaco bilinear (V, sb) é chamado o transfer de (V,b) e denotado por s*(V,b).
Pode-se mostrar que s* leva L-espacos hiperbélicos em K-espacos hiperbdlicos e que
s* induz um homomorfismo de grupos s* : W(L) — W(K), com (V,b) — (V, sb), onde
W (L) e W(K) sao os anéis de Witt dos espagos bilineares sobre L e K respectivamente
e, denotamos também por (V,b) a classe do espago bilinear (V,b) no anel de Witt.

Sejam x € L e G = Gal(L/K) = {0y =id,09,...,0,}. A norma de L sobre K
de x é definida por Ny x(x Hol . Sem(X)=X"+a X"+ +agéo
polinémio minimal de = sobre K entao Np/k(x) = (=1)"ao. De fato, se uy,--- ,u, sao
as raizes do polinomio minimal, entao m(X) = (X —uy) - (X —u,) = X" +a, 1 X"+

-+ ag, conseqlientemente ag = (—1)7Hui. Observe que para o € Gal(L/K) temos
i=1

que o(m(X)) = m(X). Portanto ag = o(ag) = 0( Huz) = (—1)THa(ui) =

HUZ 1)"Np/k(x), ou seja, Np/x(z) = (—1)"ap.
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Para a € L, denotamos por (a) o espago bilinear (a) : L x L — L, definido por
(a)(x,y) = xay, para todo =,y € L. Nos préximos resultados, utilizaremos o simbolo
~ para denotar que duas formas bilineares sao isométricas.

O préximo resultado, devido a Scharlau, mostra como é a imagem do espago (1)

em W (L) para uma extensao simples L O K e um particular transfer s*.

Teorema 1.7 Seja L = K(a) O K uma extensao simples com [L : K] =nes: L — K

uma aplicagio K-linear, definida por s(1) =1,s(a) = --- = s(a" ') = 0. Entdo,

(a) Sen =2m, temos s*((1)r) ~ (m — 1)Hg L (1,—=Np/k(a)), onde Hg denota o

plano hiperbdlico (1,—1) sobre K e (1)1, € o espaco bilinear (1) sobre L;

(b) Sen =2m+1, temos s*((1)1) ~ mHyg L (1)g, onde (1) € o espago bilinear
(1) sobre K.

Demonstragao: Note que {1, a,d?,...,a" '} é uma base de L sobre K e s*({1)1)(z,y)
= s(zy), para todo x,y € L.

Seja Ly = Ka+ Ka*> + ...+ Ka™' C L. Com relagio a forma bilinear s*({1).),
temos que os subespacos K e Lj sao ortogonais. De fato, para todo x € K e y =

yia+ ...+ y,_1a" ! € Ly, temos

s (L)) (x,y) = s(zy) = piws(a) + ... + ynws(a” ) = 0.

Assim, temos que s*((1)) = (1)x L Ly.

Agora, analisemos separadamente os casos em que n = [L : K| é par e impar.

Se n = 2m, entao dimgLo = 2m — 1 e {a,a?, ..., a™ '} gera um subespago total-
mente isotrépico de Ly, pois s*((1)1)(a’, a?) = s(a’*?) = 0, paratodoi,j = 1,...,m—1.
Por um resultado classico sobre formas bilineares (ver teorema 4.5 em [11]), temos que
Ly contém um subespaco hiperbélico de dimensao 2(m — 1), que é isométrico a uma
soma de (m — 1) planos hiperbdlicos Hj, de onde obtemos que Lo ~ (m — 1)Hy L Ly,

com dimg Ly = 1. Resta determinarmos a forma bilinear restrita ao subespaco L;.
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Para tanto, consideremos a matriz da forma bilinear s,((1);) restrita a Ly, com

relagao a base {a,a?,...,a" 1}
s(a?)  s(a®) s(a™t)  s(a™)
s(a’ s(a* s(a™ s(a
| st stat) @) sl
s(a") s(a™h) .- s(@"7) s(a"?)
Como s(a') = 0, para i = 1,...,n — 1, resta calcularmos s(a"). Como L = K(a) e

[L : K] = n, temos que o polindmio minimal de a sobre K é da forma X" +c¢, ;X" !+
-+ c1X +co. De onde segue que a® = —c,_1a" —---—cia—cy e, como s é K-linear,
obtemos s(a™) = —cy.

Calculando os determinantes, temos det(Lg) = det(M) = (=1)"cp™! = (=1)"cp .

Por outro lado, Ly ~ (m — 1)Hg L Ly, entdo
(—=1)"cp~t = det(Lg) = det((m — D)Hg L Ly) = (—1)""'det(L,),

o que implica que det(L;) = —cg™ ! = —coK2.
Mais ainda, como o polindmio minimal de @ é X" +c,_1 X" ' +- - 4 ¢y, temos que

Ni/k(a) = (—=1)"co = ¢o. Assim, quando n = 2m, temos
8*(<1>L) ~ <1>K 1 LO ~ (m — 1)HK 1 <1, _NL/K(a)>>

como queriamos.

Se n é impar, entao n = 2m + 1, entao dimLy = n — 1 = 2m e, como visto
acima obtemos que {a,a?, ..., a™} gera um subespaco totalmente isotrépico de Ly com
dimensdo m, o que mostra que Ly = mHyg e, neste caso, s*((1)r) ~ (1) L Ly =~

(1) L mH, o que mostra o teorema. |

No que segue, K denotard um corpo cuja caracteristica é diferente de 2, A uma
K-algebra de dimensao finita e — uma involugao K-linear sobre A.
Se (M, h) é um mdédulo hermitiano nao-singular sobre A e se (V,b) é um espago

bilinear nao-singular sobre K, entao o produto b ® h ¢ uma forma hermitiana sobre
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A, definida no A-médulo M ®k V. De fato, como Car(K) # 2, temos que toda
forma bilinear simétrica sobre K é da forma (as,...,a,), ou seja, V tem uma base
{v1,...,v,}, ortogonal com respeito a forma b, isto é, com b(v;,v;) = 0 se i # j e
b(vi, v;) = a;.

Assim, b= (ay,...,a,) e,

<a1,...,an>®Kh:(<a1)J_---J_<an>)®Kh:

<a1)®KhJ_(a2>®KhJ_---J_<an>®Kh2a1hJ_---J_anh.

Esta multiplicagao, induz uma estrutura de W(K)-moédulo no anel de Witt dos
espagos hermitianos sobre A, W (A).

Se L O K é uma extensao de corpos, entao podemos estender a involucao — de A
para uma involugao 7 de A = A®g L, com aQz" = a®x, paratodoa € Aex € L.

Para cada médulo hermitiano (M, h) sobre A a extensao de h a My, = M @ L é o

par (Mp, hr), onde
hL My x M;, — AL
(z®@c,y®d) — h(z,y) ®cc.

Esta extensao induz um homomorfismo de anéis

r :W(A) — WI(AL)
(M,h) +— (Mp,hy)=(M,h) QL .

Seja s : L — K uma transformacao K-linear. Estendemos s a um homomorfismo
A-linear s4 : A, — A, onde s4(a ® x) = as(x), para todo a € A e x € L e obtemos

um homomorfismo de grupos

sy : W(AL) — W(A)
(M,h) — (M,ssh) .

Considerando o homomorfismo anélogo s, : W (L) — W(K), temos
S (b@71*(h)) = s«(b) ® h em W(A), (%)

para todo b € W(L) e h € W(A).
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Para mostrarmos esta tultima igualdade, devemos mostrar que a aplicacao K-linear

r®L(Yy®c) — cx®y

¢ uma isometria. De fato, para todo z,2’ € V, y,v/ € M e ¢,c € L, temos

se(b@pr(h)(z @ (y® ), 2’ @ (y @)

(sa(b®@rp hp)) (@@L (y@c), 2’ @ (Y ® ) =
sa((b(z,2') @ hr(y @ ¢,y ® ) =

sa(b(z, 2")ech(y, y')) = sa(blcx, dx))h(y,y')) =
(sab@h)(cx @y, dr' @y') =

5.()@h(P(z @ (y®c), 2’ @ (Y @)).

Com estas notagoes temos:

Teorema 1.8 Sejam L O K uma extensao de corpos de grau impar e A uma K -dlgebra
de dimensao finita. Entdo o homomorfismo r* : W(A) — W (AyL), definido acima, é

mjetor.

Demonstracao: Basta mostrarmos o resultado no caso em que L é uma extensao
simples de K, pois como [L : K] é impar, temos que o grau das extensoes intermediarias
também sao impares, e, o caso geral seguird de maneira recursiva.

Desta forma, sejam L = K(a) e s : L — K a aplicagdo K-linear, definida por
s(1) =1, s(a) = s(a?) = --- = s(a" ') =0, onde n = [L : K]. Tomando b = (1), em
(%), temos s,((1)y @ r*(h)) = s.({1)r) ® h em W(A). Como (1), ® r*(h) = r*(h) e
[L : K] é impar, temos do teorema 1.7 que s.((1),) @ h = (1), ® h = h em W(A), o

que mostra que s.(r*(h)) = h, para todo h € W(A) e, portanto, r* é injetora. [ |

O préximo resultado o teorema do cancelamento de Witt para formas hermitianas
pares, é muito conhecido na teoria algébrica das formas hermitianas. Sua demonstragao
envolve conceitos que estao além dos nossos objetivos, e por essa razao deixaremos

apenas sua referéncia.
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Teorema 1.9 Seja A uma K-dlgebra de dimensdo finita. Sejam (M, h), (M',K') e

(N, g) mddulos hermitianos pares, nao-singulares, sobre A. Se
(M,h) L (N,g) =~ (M',h) L (N,g),
entio (M,h) ~ (M',h').

Demonstracao: Ver teorema 9.1 do Capitulo 7 da referéncia [11]. |

Usando o teorema do cancelamento de Witt para médulos hermitianos pares, obte-

mos um refinamento do teorema 1.9.

Teorema 1.10 Sejam A uma K-dlgebra de dimensao finita, e L O K uma extensdo de
corpos de grau impar e (M, h), (M’ h') A-mddulos hermitianos pares nao-singulares.

Se (Mp,hp) ~ (M}, h}), entao (M,h) ~ (M’ h').

Demonstracao: Como (M, hr) ~ (M}, h}), temos que eles representam o mesmo
clemento em W(Ar). Como r* é injetora, temos que (M, h) e (M',h') s@o iguais em

W (A). Logo, existem A-mddulos hermitianos hiperbédlicos (N, g) e (N, ¢’) tais que
(M,h) L (N,g)~ (M h") L (N g).

Assim, M @ N =2 M’ & N’ como A-médulos e, mais ainda, M = M’ como A-
modulos, pois My, = M; como Ap-médulos. Pelo teorema de Krull-Schmidt (6.4 em
[10]) obtemos que N = N’, como A-médulos.

Logo, (N,g) = (N',¢') como A-médulos hermitianos, pois médulos hermitianos
hiperbdlicos sobre médulos isomorfos sao isomorfos (ver 4.10.1 em [1]). Agora, usando
o teorema do cancelamento de Witt para moédulos hermitianos pares, obtemos que

(M, h) = (M’ k'), como querfamos. |
1.3 Independéncia dos caracteres e a forma traco

Nesta secao apresentamos o teorema de independéncia dos caracteres de Dedeking,

um resultado sobre extensoes galoisianas, a nocao de forma traco de uma extensao
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galoisiana de corpos e alguns resultados bésicos sobre o comportamento de tais formas
tracos, que serao uteis no desenvolvimento dos outros capitulos.
Um caracter de um mondide H em um corpo F' é um morfismo de H no grupo

multiplicativo F.

Teorema 1.11 (Teorema de independéncia de Dedeking) Sejam F um corpo,
H um mondide e oq,...,0, caracteres distintos de H em F. FEntao os unicos ele-

mentos aq,...,a, em F tais que

a101(9p) + az02(¢) 4 - - - + anon(¢) = 0,

para todo ¢ € H, sao a; = as = -+ = a, = 0, ou seja, os caracteres oy,...0, S0

linearmente independentes sobre F'.

Demonstragao: Mostraremos este resultado por inducao sobre n. Se n = 1, entao
ajo1(¢) = 0, para todo ¢ € H. Se a; # 0 teremos que o1(¢) = 0, para todo ¢ € H,
o que nos da um absurdo, pois ¢ leva elemento neutro em elemento neutro, ou seja,
o(14) = 1r # 0. Portanto, a; = 0.

Suponhamos que n > 1 e que o teorema ¢é verdadeiro para n — 1 caracteres. Se

a101(¢) + aso2(¢) + - - - + ano,(¢) = 0, (%)

para todo ¢ € H, como o teorema ¢é valido para n — 1 caracteres, podemos supor que
ai, ..., a, sao todos nao nulos. Como oy # 09, existe ¢y € H tal que o1(dg) # o2(do).

Substituindo ¢ por ¢g¢ em (%), obtemos

a101(¢0)o1 (@) + azoa(do)o2(p) + -+ + anon(Po)on(d) = 0.

Por outro lado, multiplicando os dois lados da igualdade (x) por o;(¢) obtemos

a101(¢0)o1(P) + azo1(do)o2(@) + ... + ano1(do)on(d) = 0.

Subtraindo estas duas ultimas igualdades temos que

6202(¢> +eoe bnan(¢) =0,
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onde b; = a; (0;(¢o) — o1(¢o)), com 2 < i < n.
Por hipétese de indugao temos que b; = 0, para todo ¢ = 2,--- ,n, o que contradiz

o fato de que by = as(01 (o) — 02(¢y)) # 0. Portanto, o resultado segue. [ |

Corolario 1.12 Sejam L e F' corpos e 01,09, ...,0, itmersoes distintas de L em F.

Entao 04,09, ...,0, sao linearmente independentes sobre F.

Demonstracao: Claramente as restrigoes de o; para L sao caracteres do grupo mul-

tiplicativo H = L em F, e o resultado segue do teorema anterior. [ |

Nosso préximo objetivo é apresentarmos um resultado sobre extensao de corpos e
extensoes de escalares que usaremos nos proximos capitulos. Para tanto, consideremos
L O K uma extensao de corpos e G = Gal(L/K) o seu grupo de Galois. Seja L% o
subcorpo de L fixado por G, isto é, LY = {a € L;o(a) = a, para todo o € G}.

Seja V um L-espago vetorial de dimensao |G| com base {u,;0 € G}. Em V defini-
mos o seguinte produto

(Z%%) <Zbruf) = > a,0(b;)tor,

oeG TEG o,7eG

para todo a,,b, € Le o, 7 € G.

Para todo a € L% e x,y € V, temos que (az)y = x(ay) = a(ry). Com este
produto e as operacoes de espaco vetorial de V, temos que V' é uma L%-élgebra. Como
K C L%, temos também que V é uma K-algebra. Considere Endy (L) = {¢ : L — L;
¢ € K — linear}. A aplicacao ¥ : V — Endg(L), definida por

¥( S o) =

ceG ceG

¢ um homorfismo de K-algebras que é L-linear. Com tais nomenclaturas temos:

Teorema 1.13 Sejam L O K uma extensao galoisiana de corpos e G = Gal(L/K).
Entédo a aplicacio ¢ : L @k L — L%, dada por p(x @ y) = (z0(y))seq, € um isomor-

fismo de L-dlgebras.
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Demonstracao: Como L O K é galoisiana, temos que [L : K] = |G|. Utilizando o
teorema 1.11 (independéncia de Dedeking) é facil ver que ¥, como definida acima, é uma
aplicacdo injetora. Observe também que dimgV = dimpV.dimgL = |G|.dimxL =
(dimgL)*. Sabemos também que dimy <EndK(L)) = (dimgL)?, o que mostra que,
¥ é um isomorfismo de K-dlgebras.

Como V' é uma K-algebra, podemos considerar V-médulos. Mostraremos agora
que para todo V-médulo & esquerda M a aplicacdo p : L @x MY — M, dada por
pu(r®@m) = xm, é um isomorfismo de L-espagos vetoriais, onde MY = {y € M; oy =1y
para todo o € G}. Com a agdo de G em M dada por 0.y = u,y, para todo y € M.

De fato, seja M um V-modulo a esquerda, como V' é um L-espaco vetorial, obtemos
que M é também um L-espaco vetorial.

Sejam {x1,...,2,} C L uma base de L sobre K e ¢1,...,¢, € Homg(L, K), tais
que ¢;(z;) = d0;;, a base dual. Se ¢ € Homg (L, K), entao ¢ pode ser estendida trivial-
mente a um K-endomorfismo de L, logo Hom (L, K') pode ser visto como um subcon-
junto de Endg (L). Desde que ¥ é um isomorfismo, podemos tomar v; = U=1(¢;) € V,
paracadat=1,...,n.

Mostraremos que a inversa de p é a aplicacdo v : M — L ®@x MY, definida por
v(y) = Zx, ® vy, para todo y € M.

Paraf:élostrarmos que v ¢ a inversa de i, devemos mostrar inicialmente que

(a) viy € M, paratodo1<i<neyec M.

(b) Za:iui = uy, onde u; = u,, com o =id € G.

(c) ;:(lxy) = (U(v)(x))y, paratodoxr € L, v € V e y € MC.

Para demonstrarmos (@), observemos que, para todo = € L,
U(uovi)(z) = U(ue) (¥ (ri)(2)) = o(¢i(x)) = di(x),
pois ¢;(z) € K. Logo V(usv;) = ¢; = V(1;) e, como ¥ é um isomorfismo, obtemos

usv; = v; para todo 0 € G e 1 < i <mn. Assim, para todoy € M e 1 <1i < n temos

que o(vyy) = u,vsy = vy, para todo o € G, o que mostra que vy € MY,
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O item (b) segue da igualdade

\If(gxiyi)(x):g\lf(m Zmz =2 =V(uw)(z),

para todo x € L e do fato de WU ser injetor.

Para mostrarmos (¢), tomemos z € L, v = Zagug €V eye M®. Entao

V(y) = (vlaw))y = ((Z(;u) () )y =
(}jmmum%)y:(}j%gmoyzﬂwomw.

oeG geG

Mostraremos agora que v é a inversa de y. Para cada y € M, temos ,u(y(y)) =

M(sz ® I/l(y)> = (szm) (y) = ui1(y) = y. Paracadax € L ey € MY, temos
i=1
V(/L(LU ® y)) =V xy sz & v xy sz & \I] V'L sz ® (bz =

sz(ﬁl(x) ®y =x ®y. Portanto pu é um isomorfismo de L-espacos vetoriais.

Seja ¢ : L ®p L — L% definida por p(z ® 2) = (v0(2))seq. Mostremos que ¢ é

um isomorfismo de L-algebras. Observe que
L =L x...x L= Map(G,L),

onde o isomorfismo é dado por

(aO’)UEG — ¢: G — L

o = Qy

Logo, Map(G, L) é uma L-algebra e, G age em Map(G, L) através da acao 0.¢p =
go¢oo !t para cada ¢ € Map(G,L) e para cada 0 € G. Essa agao induz uma
estrutura de V-mddulo a esquerda em Map(G, L).

Tomando M = Map(G, L), temos que p : L @ Map(G, L)Y — Map(G, L) é um

isomorfismo de L-4lgebras. Resta mostrarmos que Map(G, L)Y = L. Para tanto,
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considere
A: Map(G,L)* — L
¢ = o(1).

Claramente A é um homomorfismo de L-dlgebras. Seja

AN: L — Map(G,L)¢
T o

onde ¢,(0) = o(x), paratodoz € Le o € G.

Assim, para cada x € L temos Ao A'(z) = AN (7)) = A(¢,) = ¢.(1) = 1(x) =z, e
para cada ¢ € Map(G, L), (N0 A)(6) = N'(#(1)) = by Mas dy0)(0) = o(6(1)) =
o(p(c7to)) = (0.9)(0) = ¢(0), pois ¢ € Map(G, L)¢. Logo (A'oA)(¢) = ¢ e portanto
A é um isomorfismo.

Compondo os isomorfismos
L®g L=L®g Map(G, L)% = Map(G, L) = LI,

temos

TR2— TR ¢z — x¢z = (xgbz(o-))aeG = (wa(z))UEG’

que é o isomorfismo ® desejado. [ |

No restante desta secao, iremos introduzir a nocao de forma traco e alguns resultados
bésicos, que sao excenciais para o desenvolvimento do conteido do capitulo 2.

Sejam L O K uma extensao galoisiana de corpos e G = Gal(L/K) = {01 =
id, 09, ..., 0n} 0 seu grupo de Galois. Para x € L, o elemento, Ty k() = Zai(x), é
dito ser o traco de L sobre K de x. =

Desde que o(Trp x(x)) = Try/k(x), paratodo o € G e x € L, temos que Tr i (x)
pertence a K, ou seja, T'ry/x ¢ uma funcao de L em K, claramente K-linear.

Agora, do fato de T'ry/kx ser K-linear e das propriedades dos elementos de G, é
facil ver que T': L x L — K, definida por T'(x,y) = Tri/k(zy) = Za(my), para todo
x,y € L, é uma forma bilinear simétrica de L sobre K dita ser ge?orma traco de L

sobre K.
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A seguir, apresentamos um primeiro resultado sobre a forma trago, que sera usado

varias vezes no que segue.

Lema 1.14 Sejam L O K wma extensao galoisiana com grupo de Galois G e
T:LxL— K aforma trago de L sobre K. Entao a condigao T(o;(a),o;(a)) = 0;j,
para cada 0;,0; € G ea € L, é equivalente a

0, seo #id;
1, seo=1id,

para todo o € G.

Demonstracao: Como 7' é G-invariante, para todo a € L e 0;,0; € G, temos que
T(oi(a),04(a)) = T(a,0; 'oj(a)). Assim T(0;(a),o;(a)) = d;; se, e somente se o; = 0

e, o resultado segue. [ |

Nosso proximo objetivo é mostrarmos que se L O K é uma extensao galoisiana de
corpos, entao a forma trago é nao-singular, ou seja, a sua adjunta ¢ : L — L*, dada

por p(z)(y) = T(z,y), para todo x,y € L, é um isomorfismo de K-espagos vetoriais.

Teorema 1.15 Se L O K € uma extensao galoisiana de corpos, entao a forma traco

T de L sobre K ¢é nao-singular.

Demonstragao: Basta mostrarmos que a matriz da adjunta de T, ¢ com relagao
a um par de bases B e (' de L e L* sobre K, respectivamente, é inversivel. Se
B = {ej,es,...,e,} é uma base de L sobre K, escolhemos para L* a base dual
B* = {fi,..., fn}, onde fi(e;) = d;j, para todo 7,57 € {1,...,n}. Com isso, temos

que se f € L*, entao f se escreve de modo tnico, como
n
=Y flepfs.
j=1
Para cadat=1,--- ,n, temos

ole;) = Z@(ei)(ej)fj = ZT(ei,ej)fj.
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Logo, a matriz de ¢ em relacao as bases B e B* é (T'(e;, e;))1<i j<n- Queremos entao
mostrar que det(1'(e;,e;)) # 0.
Como L O K é uma extensao finita e separavel de corpos, entao do corolario 1.4

temos que L = K(a), para algum a € L. Além disso, pelo primeiro teorema do
K[X]
[m(X)]
K. Do fato de m(a) = 0, temos que o(m(a)) = 0, ou seja, m(o(a)) = 0, para cada

1%

isomorfismo, temos que K (a) , onde m(X) é o polinémio minimal de a sobre
o€ G=Gal(L/K). Como a extensao L DO K ¢ separavel, temos que o(a), com o € G,
sdo todas as rafzes distintas de m(X), e portanto m(X) = H(X —o(a)).
oeqG
Mais ainda, se a = ay,ag, ..., a, sdo as raizes de m(X), temos do fato de L O K
ser separavel, que sao todas raizes distintas. Como podemos escolher B uma base de L

sobre K arbitréria, tomamos B = {1,qa,...,a" '}. Se G = {o1,...,0,} e a; = 7/(a),

para todo 1 < j < n, temos que a} = o;(a’). Assim,
n
T(a',a’) = Tryx(a™) = o.(a™).
r=1
Logo, escrevendo e; = a'~! para cada i = 1,...,n, temos

det(T(ei, ;) = det(T(a*,a’™ 1)) =

T(1,1) T(1,a) T(1,a™!
(a,1)  T(a,a) T(a,a"")
= det =
T(a™ 1 1) T(a" 1, a1
TTL/K(l) TTL/K(CLn_l>
= det : =
TTL/K(a" 1) T’T’L/K(CLQ(H_U)

= det : : =
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1 1 _
1 a ay!
al Y a/n
= det _ _ N : =
: : n1
n—1 n—1 I a, a,,
(11 a’n
a8\ 2
1 1 1
a a2 Qp
2 2 2
= | det aj as an =
n—1 n—1 n—1
| @1 g an ~ |

=< H (ak_a€)> #0,

1<k<t<n

pois ay # a;, para todo 1 < k < £ < n, o que mostra que a forma trago é nao-singular.

O préximo resultado estabelece o comportamento da fungao traco de uma cadeia

de corpos L O F DO K.
Teorema 1.16 Se L O F D K sao extensoes galoisianas de corpos, entao
TTL/K = TTF/K e} TTL/F-

Demonstracao: Sejam Gal(F/K) = {p1,- - ,pm} € Gal(L/F) = {¢1,--- ,¢.}. Por
um resultado basico da teoria de corpos, podemos estender, de modo unico, cada p;,
com i = 1,--- ,m, a um K-automorfismo p; de L. Denotaremos p; por p; para nao
carregar a notagao. Para todo i =1,--- ,rej=1--- m, temos que p;¢; ¢ um K-
automorfismo de L, e portanto p;¢; € Gal(L/K). Observe também que |Gal(L/K)| =
L : K| =[L: F|[F: K] =|Gad(L/F)||Gal(F/K)| = rm e portanto Gal(L/K) =
{pjti;1 <i<rel<j<m}. Destaforma, Trp/x o Trip(a) =Trp/K (i¢i(a)) =
i=1

ij (Zgbz(a)) = Z ijgbi(a) =Trr/k(a), para cada a € K.
j=1  Ni=1

j=1 i=1
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1.4 O teorema da base normal

Esta secao tem por objetivo demonstrar a existéncia de bases normais para extensoes
galoisianas de corpos. Como o leitor pode notar esse resultado é o primeiro passo para
garantir a existéncia das bases normais auto-duais no caso em que o grau da extensao
¢ fmpar.

Sejam L O K uma extensao separavel de corpos com [L: K| =n, eseja F' 2O K o

fécho normal de L D K.

Teorema 1.17 Com F O L O K como acima, o numero de imersoes de L em F €

n=|[L:K]e, seo; =id,os,...0, sao tais imersoes, entao a sequéncia de n elementos
de L {ay,ay, - ,a,} € uma base de L sobre K se, e somente se
a Qs e a,
e P
sul@r) o) - onlan)

Demonstracao: Note que ' O K é uma extensao galoisiana. Sejam G = Gal(F/K)
e H o subgrupo de G formado pelos elementos que fixam os elementos de L. Entao
do teorema 1.2 (teorema fundamental de Galois), temos que n = [L : K] = [G : H] e,
podemos escrever

G=pHUdHU.. .U H

onde ¢;H, com i =1,...,n, sao as classes laterais distintas de H em G e ¢, = id.
Para cada i = 1,--- ,n seja 0; = ¢;|,. Entdo o; é uma imersdao de L em F e,
0; # 0j, se i # j. De fato, se 0; = 0, com i # j, entdo ¢; ' (¢;(a)) = a, para todo
a € L. Assim ¢, 1¢j € H e, conseqiientemente ¢; [ = ¢;H, contrariando a hipdtese.
Seja ¢ uma imersao de L em F. Como F O K ¢é normal e finita, temos que F' é
corpo de raizes de um polinomio f(X) € K[X]. Como L C F e (L) C F, temos que
F é também corpo de raizes de f(X) sobre L e sobre o(L). Assim por um resultado

conhecido de extensdes de corpos, o isomorfismo ¢ de L em o(L) pode ser extendido
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a um automorfismo ¢ de F. Como ¢ € Gal(F/K), obtemos ¢ = ¢;\, para algum
A € H. Mas entao o = ¢|,= ¢;|,= 0y, para cada i = 1,...,n. Mostramos assim que
01,09, ...,0, formam a lista de todas as imersoes de L em F.

Suponhamos agora que os elementos a1, as, . . ., a, de L sao linearmente dependentes

sobre K. Entao existem ¢; € K, com i = 1,...,n, nao todos nulos tais que
c1a1 + ceas + - - - + cpa, = 0.
Aplicando o; na igualdade acima, para cada j = 1,...,n, temos
coj(ar) + - -+ cpo4(a,) = 0.

Com isso obtemos que o seguinte sistema linear homogéneo admite uma solucao
nao trivial.

o1(a))xy + -+ o1(ap)r, = 0
O'Q(al)ﬂfl +"'+O’2((Zn)l’n =0

on(a))zy + -+ op(ay)r, = 0

Conseqiientemente, temos que det (o;(a;)) # 0.

Reciprocamente, suponhamos que det (o,(a;)) = 0. Entao o sistema acima é inde-
terminado, ou seja, admite uma solugdo nao trivial (¢, cs,...,c,) € K™ Neste caso,
{a1, as, ..., a, } ndo é uma base de L sobre K pois, caso contrario, todo elemento a € L

poderia ser escrito como
a = dya; + dyag + - - - + dpay,

com d; € K, para 1 <i <n. Assim,

chaj(a) = Z cidioj(a;) = Zdi <Z cjaj(ai)> = Z d;0 = 0.

1<i,j<n j=1

Mas isto contradiz a independéncia linear das imersoes oy, ..., 0, de L sobre K, o

que mostra que {aq, - ,a,} é uma base de L sobre K. [ |

O proéximo resultado sobre polindomios nos sera 1til no que segue.
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Lema 1.18 Se F' é um corpo infinito e f(Xi,...,X,) € um polindmio nio nulo em

F[X1,...,X,], entao existem aq,...,a, em F tais que f(a;...,a.) #0.

Demonstracao: Faremos a demonstracao por inducao sobre r. Se r = 1, sabemos que
um polinémio f(X) de grau n, tem no maximo n raizes. Como F' é um corpo infinito,
temos que existe a € F tal que f(a) # 0. Agora assumiremos que r > 1 e o resultado

vale para r — 1. Podemos escrever
f(Xla"'aXr) :b0+b1Xr+b2X3++an;L7

onde b; € F[Xq,...,X,_1], com b, = b,(X1,...,X,_1) # 0. Pela hipétese de inducao,

sabemos que existem ay,...,a,_1 € F, tais que b,(ay,...,a,_1) # 0. Assim,

f(al, N ,ar_l,XT) = bo(al, N ,ar_l) + b1<a1, Ce ,ar_l)X,, + ...

+bn(a1, .. ,CL7‘_1))<:,I S F[XT]

é um polindmio nao nulo de grau n. Agora, basta escolher a, € F tal que f(aq, ..., a,) #

0 e o resultado segue. [ |

Para o proximo resultado, necessitaremos da noc¢ao de imersoes algebricamente
independentes.

Sejam L O K uma extensao separavel de corpos, F' O K seu fécho normal e

01, ,0p, imersoes de L em F. Dizemos que oy, ,0, sao algebricamente inde-
pendentes sobre F' se o tnico polinomio f(Xy,---,X,) € F[Xy, -+, X,] satisfazendo
f(o1(a), -+ ,o,(a)) =0, para todo a € L, é o polinomio nulo. Com esta no¢ao temos:

Teorema 1.19 Sejam K um corpo infinito, L O K uma extensao separdvel de corpos
e ' D K o seu fécho normal. Sen =[L: K| e 01,09,...,0, sao as imersoes distintas

de L em F, entao estas imersoes sao algebricamente independentes sobre F'.

Demonstracao: Seja f(Xy,...,X,) € F[X1,..., X,] satisfazendo f(oy(a),...,on(a))

= 0, para todo a € L. Temos que mostrar que f é o polinomio nulo. Seja {ai,...,a,}
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uma base de L sobre K. Para quaisquer ¢; € K, com 1 <17 < n, temos

- (chalal. Zczanal)

Consideremos o polinéomio g definido por

9(Xq,..., X (Z(jlaz P Zanal Z)

Temos g(cy, .. .,c,) = 0 para quaisquer ¢; € K, com 1 <1i <n.

Seja {v1,...,v,} uma base de F sobre K. Entao podemos escrever

g<X17 R 7Xn) - Zgj(Xh . JX'I’L)Uj7
j=1

onde ¢;(Xy,...,X,) € K[Xq,...,X,].

A condicao g(cy, ..., ¢,) = 0, implica que g;(cy,...,¢,) =0paracada j=1,...,m.
Como, para cada ¢ = 1,...,n, o polindbmio g se anula para todo ¢; € K, com
1 <i < n, e K é infinito, concluimos, pelo lema 1.18, que g;(Xy,...,X,) = 0 para
cada j = 1,...,m. Conseqiientemente g(Xy,...,X,) =0.

Agora, do teorema 1.17, temos que det (0;(a;)) # 0. Assim a matriz (0;(a;)) possui

inversa (d;;) € M, (F).

Como g(Xy,..., X <Zal (a;) X, .. Zan (a;) ,), temos que
(Zdljaj ar) X, - .. deaj ) ) = f(X1,..., Xp).

7.k
Mas como ¢(X3,...,X,) = 0, temos que f(Xi,...,X,) = 0, provando assim a

independéncia algébrica de o4, ..., 0, sobre F. [ |

O préximo resultado nos mostra que o grupo de Galois de uma extensao finita de

corpos finitos é ciclica.
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Proposicao 1.20 Sejam K um corpo finito com q = p™ elementos e L O K uma
extensao de grau n. Entdo, Gal(L/K) € ciclico gerado pelo K-automorfismo o : a +—

a?, para cada a € L.

Demonstracao: Usando que Car(K) = p, é facil ver que o : L — L é um homo-
morfismo de corpos. Se o(a) = 0, para algum a € L, entdo a? = 0 no corpo L, o que
implica que a = 0, mostrando assim que o é injetor. O fato de L ser finito implica que
o é também sobrejetor. Logo o é um automorfismo de L. Agora, como |K| = ¢, temos
que a? = a para todo a € K, o que mostra que o € Gal(L/K).

Mostramos agora que a ordem de o é n. Como L tem ¢" elementos, temos que
a?" = a, para todo a € L. Dessa forma, ¢” = 1. Se 0" = 1 para algum r < n, temos
a? = a, para cada a € L, o que contradiz o fato de que o polinomio X? — X de grau
¢" tem no méaximo ¢" raizes distintas em L. Portanto, a ordem de ¢ é n. Seja F = L.
Pelo teorema 1.2 (teorema fundamental da teoria de Galois) temos que [L : F] = n
e Gal(L/F) = [o]. Por outro lado, como o € Gal(L/K), temos que K C F. Logo
n=[L:K|=[L:F]F:K|=n[F:K]| oque mostra que F = K e, entao, L O K é

galoisiana com Gal(L/K) = [o], como querfamos. |

Podemos agora demonstrar o principal resultado deste capitulo que é o teorema da

base normal. Tal resultado garante apenas a existéncia de base normal.

Teorema 1.21 (Teorema da Base Normal) Toda extensio galoisiana de corpos

admite uma base normal.

Demonstragao: Seja L O K uma extensao galoisiana de corpos. Dividiremos a
demonstracao em duas partes, uma considerando L O K uma extensao ciclica, ou
seja, Gal(L/K) um grupo ciclico e a outra considerando K um corpo infinito. Estas
duas condicoes englobam todos os casos pois se K é finito, entao L serd finito e portanto

pela proposigao 1.20, L O K serd uma extensao ciclica.
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Primeiro assumiremos L O K ciclica com Gal(L/K) = [o] = {id,o,...,0" 1},
onde n = [L : K].

Observe que L é um K-espaco vetorial de dimensao finitae o : L — L é um operador
K-linear. Além disso, pelo fato de |[o]| = [L : K], temos que o polinémio minimal de
o sobre K ira coincidir com o seu polinomio caracteristico. Portanto, pelo teorema
da decomposicio racional (7.2 em [4]), existird a € L, tal que {a,c(a),--- ,0" (a)} é
uma base naturalmente normal de L sobre K.

Faremos agora o caso em que K é um corpo infinito. Pelo teorema 1.19, os K-
automorfismos o1, ..., 0, de L sao algebricamente independentes sobre K. Temos do
teorema 1.17 também que se a € L, entao {o1(a),...,0,(a)} é base de L sobre K se,

e somente se
det (0;05(a)) # 0.

Como o4, ...,0, sao algebricamente independentes sobre L, temos que existe um
a € L tal que det (0,0;(a)) # 0, pois o determinante ¢ um polinémio em n? varidveis.
Entao {o1(a),09a),. .. ,0,(a)} é uma base normal de L sobre K, como queriamos demon-

strar. u



CAPITULO 2

Sobre a existéncia de bases normais auto-duais

O objetivo deste capitulo ¢ mostrarmos que toda extensao galoisiana, de grau impar,
de corpos, admite uma base normal auto-dual. Para tanto, neste capitulo, L O K ¢é
uma extensao galoisiana de corpos, G = Gal(L/K) = {o1,...,0,}, T: Lx L — K ¢
a forma trago de L sobre K, e K[G] é a K-édlgebra de grupo de G.

Seja B = {ey, e, ...,e,} uma base de L sobre K. Dizemos que B = {ej,ez,...,e,}
é uma base auto-dual se ela for sua propria base dual com relacao a forma bilinear
traco, isto é, T'(e;, e;) = 0;;, para todo 1 <1i,5 <n.

Dizemos que uma base normal {o(a);c € G} de L sobre K é uma base normal
auto-dual de L sobre K se T(0;(a),04(a)) = &;;, para todo 1 <1i,j < n.

Denotamos por — : K[G] — K|[G] a involu¢do K-linear dada por @ = ¢!, para
todo o € G.

O corpo L é um K[G]-médulo livre de posto 1, com a multiplicacdo por escalar
dada por

(cro1+ -+ cpon).x = o () + - - - + cpon (),
paratodox € Lecy,--- ,c, € K.
Com relagao a estrutura destes modulos, temos
Lema 2.1 Se a € L, entio B = {o1(a),...,0.(a)} € uma base normal de L sobre K

se, e somente se {a} € uma base de L sobre K[G].

29
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Demonstracgao: Dado x € L, existem ¢; € K, 1= 1,--- ,n, tais que
x=co(a)+ -+ cuon(a) = (cog + -+ + cpoy).a,

onde ¢y01 + -+ - + ¢,0, € K[G]. Portanto, {a} gera L sobre K|[G].

Além disso, se (c101 + -+ + ¢p0y).a = 0, entdo cyo1(a) + - - - + c,on(a) = 0 e como
B ¢ linearmente independente sobre K, temos que ¢; = - -+ = ¢, = 0 0 que mostra que
{a} é linearmente independente sobre K[G].

Por outro lado, se {a} é uma base de L sobre K[G], para mostrarmos que B é uma
base de L sobre K, basta mostrarmos que B gera L, pois o nimero de elementos de B é
|G| = [L : K], pois L O K é galoisiana. Dado = € L, temos que existe Zciai € K[G]

i=1

tal que

= (10144 cpop).a = cro1(a) + -+ - + cpo,(a),

o que mostra que B gera L sobre K. [ |

A forma bilinear trago T : L x L — K, induz uma aplica¢ao hy : L x L — K|[G]
dada por

hT<x’y) = T<01(I)7 y)ﬁl + -+ T(O’n(l‘), y>6na

para todo x,y € L.

A aplicagdo hy é uma forma hermitiana nao-singular de L sobre o anel K[G].
De fato, mostraremos inicialmente que hp é sesquilinear. Usando que T é bilinear e
o; € G, obtemos facilmente que hy(z + y,2) = hr(x,2) + hr(y, 2) € hr(z,y + 2) =
hr(z,y) + hr(z, z), para todo z,y, z € L.

Mais ainda, para todo 0,7 € G e z,y € L, temos:

h(o.x,7.y) = hr(o( ZT 0i(0(2)), 7(y))7.

Mas, do lema 1.14, temos T'(o;(o(x)), 7(y)) = T(7 o;0(x),y). Logo,

hr(o.z,T.y) ZTT 0,0 ZT% Y)oUT =
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o ( z:; T(¢s(x), y)%) 7 = ohr(x,y)T,

de onde segue que hr(a.x,b.y) = ahp(x,y)b, para todo a,b € K[G] e z,y € L,
mostrando assim que hr é sesquilinear.

Agora, para todo x,y € L, temos

by, 2) =D Tloi(y), 2)7 = Y T(01(y), 7)o =

n

> Ty.o; ' (x))oi = Z T(o; ' (x),y)oi = Z T(7i(x), y)7,

i=1
onde 7; = o; !, para cada i, o que mostra que hr(y,x) = he(z,y), ou seja, hy é uma
forma hermitiana de L sobre K[G].

Mostraremos agora que hp é nao-singular. Para tanto, note que do lema 2.1 L =
K|[G].a, onde {o4(a),- - ,0,(a)} é uma base normal de L sobre K. Assim, para mostrar
que hp é ndo-singular, basta mostrar que hr(a,a) # 0. Para isso, é suficiente mostrar

que T'(o(a),a) # 0 para algum o € G. Mas se T'(c(a),a) = 0, para todo 0 € G, e a

matriz de T" em relagao a base {o1(a), -+ ,0,(a)} é
T(a,a) T(a,09(a)) T(a,o,(a))
T(o5(a),a) T(o(a),02(a)) T(oz(a), ou(a)) | _
T(rala)sa) T(0n(@),02()) .. T(oala)son(@)
0 T(a,02(a)) T(a,on(a))
0 T(o2(a),05(a)) T(o2(a), on(a))
0 T(on(a),oa(a)) ... T(on(a),on(a))

o que implicaria que T seria singular, o que contradiz o teorema 1.15, pois L O K ¢
separavel.
O proximo resultado relaciona bases normais auto-duais de L sobre K, com bases

ortonormais de L sobre K|[G].
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Lema 2.2 Sea € L, entio B={01(a),...,0,(a)} € uma base normal auto-dual de L

sobre K se, e somente se {a} € uma base ortonormal (relativamente a hy) de L sobre

KI[G].

Demonstracao: Se B é uma base normal auto-dual de L sobre K, entao T'(o;(a), 0j(a))

= 0;;. Em particular, T'(c(a),a) =0, para 0 # id e T(o(a),a) = 1 se 0 = id. Assim,
hr(a,a) = T(o1(a),a)a, + - -+ T(on(a),a)o, =id =1 € K[G].

Logo, {a} é uma base ortonormal de L sobre K[G], com relagdo a hr.

Por outro lado, se hr(a,a) = id, entdo
T(o1(a),a)c + - +T(on(a),a)d, = id,
ou seja,
(T(o1(a),a) = 1).1 + T(os(a),a)ds + - - - + T(0,(a),a)T, = 0.

Como G ¢é uma base de K[G] sobre K, obtemos que T'(0(a),a) = id se 0 = id
e T(o(a),a) = 0 se 0 # id. Agora, do lema 2.2 temos que a base normal B =

{o1(a), -+ ,0,(a)} é auto-dual. |

Se a € L gera uma base normal de L sobre K, seja u = hy(a,a). Considerando as

formas hermitianas de posto 1, (1) e (u) ~ (L, hr) sobre K[G], temos:

Lema 2.3 A extensao galoisiana L O K admite uma base normal auto-dual gerada

pora € L se, e somente se as formas hermitianas (1) e (u) sio isométricas sobre K|[G].

Demonstracio: Se a € L é um gerador da base normal auto-dual de L sobre K, entéo
do lema anterior, temos que hr(a,a) = 1. Portanto, a forma hermitiana (u) ~ (1).
Por outro lado, se (u) ~ (1), entdo u = hr(a,a) = 1 e, portanto do item (b) do

lema anterior, temos que {a} gera uma base normal auto-dual de L sobre K. |
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Lema 2.4 A dlgebra de Galois L @ L admite uma base normal auto-dual sobre L.

Demonstracao: Pelo teorema 1.13 temos que se L O K é galoisiana entdo LICl =
L ®g L, como K-algebras. Logo, basta mostrarmos que L!¢! admite uma base normal
auto-dual sobre L. Para cada o € G, definimos e, = (z,),cc € LGl onde x, =1, se
p=o,ex,=0,sep#o.
Afirmamos que B = {e,},c¢ ¢ uma base normal auto-dual de LI¢l sobre L. De
fato, em LI¢! o produto é dado por €pes = 0,5.€,5 € NOte que Zeg = (1,...,1), ou
ced

seja, os elementos de B sdo idempotentes ortogonais de LIl cuja soma é 1 em LIC!.

Todo elemento de LI pode ser escrito na forma E Co€o, CcOM ¢, € L, e a acao de
celG

6 (z ) S e

ceG ceG

G em LISl ¢ dada por

para todo ¢ € G. Temos que B é uma base normal de LI¢ sobre L, pois

{U(ep)}oeG = {ecrp}oeG = {eg}oeG =B.

Mostremos agora que essa base é auto-dual. Para todo o,7 € G, temos

T(es,e.) = Zp(eUeT).

peG
Usando que Zep = 1, temos que Zp(eg) = 1. Portanto, T'(e,,e,) = 57, OU SEja,

peG peG
{e,}seq ¢ uma base normal auto-dual de L!! sobre L. [ |

Como conseqiiéncia dos dois tltimos lemas, temos
Corolario 2.5 As formas hermitianas (1) e (u) sdo isométricas sobre L|G].

Demonstragao: No lema 2.4, mostramos que a algebra de Galois L ® x L admite uma
base normal auto-dual. Portanto, pelo lema 2.3, as formas hermitianas (1) e (u) séo

isométricas sobre L[G]. n
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Para os préximos dois resultados, assumiremos que G = Gal(L/K) = {o1,...,0,},

= K|G

Car(K)=2,s= ZU“ B = sK|G] é a subdlgebra de K[G] gerada por s e A = %
=1

a algebra quocientg.

Observe que so = os, para cada 0 € (G e, conseqiientemente, st = xs, para cada
r € K[G]. Logo, dado b = sz € B, temos b = 37 = 75 = 5% = sT € B, pois
5 =s. Assim, B = B e a involugdo — de K[G] induz uma involucdo — em A. Também
assumiremos, no que segue, que L O K é uma extensao de corpos de grau impar. Com

as consideracoes acima, temos:
Lema 2.6 Temos que K[G] = A x K, onde A, K e G sao como acima.

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que s é idempotente. De fato,
n n n n n
32:(Zai><20i>: 010i+2020i+~--+20n0i:n3:s,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
pois n é impar e Car(K) = 2. Temos também (1 —s)? = (1 —s) e s+ (1 —s) = 1.
Observemos também que sK[G] e (1—s) K[G] possuem intersecgao vazia. Mostraremos
agora que

K|G] = sK[G] x (1 —s)K[G] = B x A.

Consideremos ¢ : K[G] — sK[G] x (1 — s)K|[G] definida por ¢(x) = (sz, (1 — s)z),
para todo z € K[G]. Usando que s e (1 —s) sdo idempotentes, obtemos facilmente que
¢ é um homomorfismo de K-algebras. Mais ainda, ¢ é bijetora. De fato, se p(z) =0,
entdo st =0e (1 —s)z =0, logo (1 —s)z =2 — sx = x = 0 e, portanto, ¢ é injetora.
Seja (sz, (1—s)y) € sK[G] x (1—s)K[G]. Tomando z = y—sy+ sz € K[G], temos que
o(z) = (sz, (1—5)y). Logo,  é sobrejetora, e portanto, um isomorfismo de K-algebras.

Mostremos agora que A = (1 — s)K|[G], como K-algebras. Para tanto, considere-
mos ¢ : K[G] — (1 — s)K[G], o homomorfismo sobrejetor de K-algebras obtido pela
composigao de ¢ a projecao na segunda coordenada, ou seja ¢(z) = (1 — s)x, para

todo = € K[G]. Note que ¢(x) = 0 se, e somente se z = sx e, usando que s é idem-



Capitulo 2 Sobre a existéncia de bases normais auto-duais 35

potente, obtemos que o nicleo de ¢ é B. Conseqiientemente, do primeiro teorema do

K|G
isomorfismo, obtemos A = % =~ (1-s5)KI[G].
Resta apenas mostrarmos que sK |G| = K, como K-élgebras. Para isso, mostremos

inicialmente que sK[G] = sK. De fato, para cada z = cy01 + - - - + ¢,,0,, € K[G], temos

st = s(ciop+ -+ cpon) = 1801+ -+ SO, = 1S+ -+ S

= s(c1+ -+ ¢ € sK,

e, claramente, sK C sK|[G|. Portanto, sK = sK[G]. Por fim, basta notarmos que
sK = K, pois a aplicagao ¢ : sK — K, dada por sa — a, é um isomorfismo de
K-élgebras. Portanto, B = sK[G] = sK = K e assim, K[G] = Ax K, como querfamos.

Pelo lema 1.5 e pelo préoximo lema, obtemos que todos os A-médulos hermitianos

Sao pares.
Lema 2.7 Euxiste a € Z(A) que satisfazendo a +a = 1.

Demonstracao: Como |G| é impar, todo elemento de G distinto da identidade nao é
conjugado do seu inverso.
Vamos supor inicialmente que a afirmacao acima seja verdadeira. Em particular,

1 o que é imediato pelo teorema de

temos que se 0 € G e o # 1, entao 0 # o~
Lagrange. Logo, existe um subconjunto D de G invariante por conjugacao, isto é,
ocDo~! = D, para todo ¢ € G, tal que todo elemento distinto da identidade estd em
D ou tem seu inverso em D, mas nao em ambos, ou seja, G = {1} U D U D™! onde

Dt={c"1'e@G; o€ D}.

Tomemos a = 1 + ZJ. Entao
c€eD

a+a=1+) o+1+> o'=1+) o=1+s=1,

ceD oceD ceG
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Mostremos agora que a € Z(A). Para isso, é suficiente mostrar que a comuta com
os elementos de GG. De fato, para v € GG, temos

ay = (1+Za>7:7+207:7+Zva:7<1+20> = a,

oeD ceD ceD oceD

onde usamos o fato que para cada o, € D, existe o; € D tal que yoi, = 07, pois D é
invariante por conjugacao.

Para terminarmos a demonstragao resta apenas mostrarmos que a primeira afirma-
cao é verdadeira.

Vamos supor por absurdo que exista v € G, distinto da identidade, tal que oyo™! =

~v~1 para algum o € G. Seja 7 a classe de conjugacao de v. Se ¢ € 7, entdo existe

B € G tal que ByB~! = ¢, logo ¢! = B71y7143, ou seja, ! € y~1. Como v~ =7,
temos que ¢! € 7. Como |G| é impar, ¢ # ¢!, para todo ¢ # 1 em G. Portanto, ¥
tem um numero par de elementos, o que é um absurdo pois |G| é impar e, a ordem de

G é divisivel pelo nimero de elementos de suas classes de conjugagao. [ |

Possuimos agora todas as ferramentas que nos permitirao demonstrar o teorema

principal deste capitulo.

Teorema 2.8 Se L O K € uma extensao galoisiana de grau impar, entdo L admite

uma base normal auto-dual sobre K.

Demonstragao: Se Car(K) # 2, da observacao 1.6, temos que toda forma hermitiana
sobre corpos de caracteristica distinta de 2 é par. Pelo corolario 2.5 e o teorema 1.10
podemos concluir que (1) e (u) s@o isométricas sobre K|[G] e, do lema 2.3 teremos que
L possui uma base normal auto-dual sobre K.

K
Consideremos agora que Car(K) = 2. Sejam s = Za, B =sK[G] e A= ﬁ

B
oeG
Vimos no lema 2.6 que K[G] = Ax K. Dolema 2.5, existe y = (ya,yx) € L|G] = A xL
tal que 47 = u em K[G], com u = (v,2) € A x K. Logo, (y4,yx) T T%) = (v, 2),

ou seja, yaya = v e ygyx = z. Como a involucao em K é a identidade, temos que
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y% = z € K, o que implica que yx € K. De fato, yx é raiz do polinémio X?—z € K[X]
e, portanto, [K(yk) : K] = 1 ou 2. Como [K(yx) : K| divide [L : K] que é impar,
temos [K(yx) : K| = 1, isto é, yx € K. Pelos lemas 2.7 e 1.5, temos que toda forma
hermitiana sobre A é par.

Como ys¥a = v, temos que (1) e (v) sdo isométricos sobre Ay. Do teorema 1.10,
temos que (1) e (v) sdo isométricos sobre A, isto é, existe x4 € A tal que z4T4 = v.
Consideremos = = (z4,yx) € A x K = K[G]. Entao, 2T = (xATa, yxUx) = (v,2) = u
em K[G]. Portanto, (1) e (u) sdo isométricas sobre K[G] e do lema 2.3, temos que

L DO K admite uma base normal auto-dual. [ ]
Finalizamos este capitulo com um exemplo:

Exemplo 2.9 Sejam K = Qe f(X) = X® - 3X +1 € Q[X]. Entdo L = Q(a) com
a =X+ (f(X)) é uma extensao galoisiana de grau 3 e Gal(L/K) = [0], onde ¢ é o

K-automorfismo de L é dado por o(a) = a* — 2.
2
Seja a = —1+ % + % € L. Afirmamos que B = {a,0(a),0%(a)} é uma base

normal auto-dual de L sobre K.

De fato, em L temos
0(@)2(%2+§—1)2—2 a4+2a3 5a’>  2a 20> a 11

2 4 2 2 2
9 a a a a 19a 10a 5
(L% ) 42 ) yo= -2
(@) (3+3 ) (3+3 >+ 9 "7 9

Como [L : K] = 3, basta mostrarmos que B ¢é linearmente independente para ser
uma base de L sobre K.

Se cia + cy0(a) + c303(a) = 0, com ¢; € K, temos

a2+a D 4 202 a 11 N 19a2+10a 5 0
al =+ — ol ———=—— c — -] =
"3 "3 2 9 9 9 U9 27 9

Usando que {1,a,a?} é uma base de L sobre K, obtemos que ¢, ¢y e c3 satisfazem
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o seguinte sistema linear homogéneo:
3¢y — 2¢o 4+ 19¢5

9¢y — 3¢y 4+ 10c¢3
—961 - ].102 - 503

0
0
0

cuja tnica solugao é a trivial. Com isso, temos que B é uma base normal de Q(a) sobre

Q.

Mostremos que B é auto-dual. Lembremos que, neste caso, a forma trago de Q(a)

sobre Q é dada por T'(x,y) = zy+o(zy)+0*(zy), para todo z,y € Q(a). Com simples

calculos mostra-se que T'(a, ) = T(o(a),0(a)) = T(0*(a),0?(a)) = a® + o(a?) +

o*(a?); T(a, o(a))

T(o,0%(a)) = T(o(a),0%(e))

ao(a) + ac?(a) + o(a)o?(a).

Agora,
a2_x4+2x3_51:2_2x+1
9 9 9 3 ’
(0(a))? (?) 4t 4xd 45x® 22¢ 121
ola)) =o0(a") = — + — —_—+ —
81 ' 81 81 81 = 81’
361zt 38023 161022 100z 25
2 2 2 2\ _ _ _
(o))" = 07(a”) = = 243 729 243 ' 81
e, conseqiientemente,
o+ o(a?) 1 0%(a?) = 374X4+227X3_374X2_3O7X 308
81 81 27 81 81
B 374X4+227X3 374X2% 307X 227 81
8l 81 27 81 81 = 81
374X 227
= (X -3X+1)[—/—+=]+1
( 3 +)( & +81)+
= 1.
Mais ainda,
wo(@) + ao(a) + o(a)o?(a) = 13X* 19X°  780X? 302X | 199
81 81 243 243 81
13X 199
= 33X 4+ /422 =
(w =3X +1) 31 a1 0,

0 que mostra que B é uma base normal auto-dual de Q(a) sobre Q.



CAPITULO 3

Sobre a nao existéncia de bases normais auto-duais

O principal resultado do capitulo 2 diz que toda extensao galoisiana de corpos de
grau fmpar admite uma base normal auto-dual. A questao natural que surge é: As
extensoes galoisianas de corpos de grau par nao admitem bases normais auto-duais?
Neste capitulo, responderemos em parte esta pergunta, mostrando que em alguns tipos
de extensoes galoisianas de corpos de grau par nao admitem bases normais ortogonais
e conseqiientemente normais auto-duais.

O principal resultado deste capitulo é o teorema abaixo, que foi demonstrado por
D. S. Kang em [6], a qual seguimos juntamente com [7], para fazermos o estudo que

apresentaremos a seguir.

Teorema 3.1 Seja G um grupo finito de ordem par.

(a) Se G tem um subgrupo de indice 2, entio L O K nao admite base normal

ortogonal para qualquer extensdo de corpos L O K com grupo de Galois G.

(b) Se um 2-subgrupo de Sylow de G € abeliano, entdo L O K ndo admite uma base

normal ortogonal para alguma extensdo de corpos L O K com grupo de Galois

G.

O restante do capitulo é dedicado a apresentacao da demonstragao deste teorema.

Para tanto, apresentaremos algumas nocoes e resultados auxiliares. No que segue, os

39



Capitulo 3 Sobre a nao existéncia de bases normais auto-duais 40

corpos considerados serao de caracteristica distinta de 2.

Sejam L O K uma extensao galoisiana de corpos com grupo de Galois G =
Gal(L/K) e T : L x L — K a forma bilinear traco de L sobre K. Associada a
esta forma bilinear, temos a forma quadratica, que também chamaremos de forma
traco de L sobre K, dada por qr/x(x) = T'(z,z) = Trp/k(2?), para todo z € L.

Para a € L, a # 0, a forma quadrética qf ., definida por q%/K(:r;) = Trp/k(az?),
para todo x € L, é dita ser a forma traco escalar de L sobre K. Note que qi/K =dqr/K-

O préximo lema determina a forma traco de uma extensao quadratica.

Lema 3.2 Seja L = K(\/l_)) O K, para algum b € K, uma extensao quadrdtica de

corpos. Entao qr/x = (2,2b).

Demonstracao: Neste caso, temos que |G| = |Gal(L/K)| = 2 e, portanto, G = {1, 0},
onde o(v/b) = —v/b. Vamos mostrar que, em relacao a base {1,v/b} de L sobre K, a
forma quadrética qr/x tem a diagonalizagao (2,2b). De fato,

qx(1) =T(1,1) =1+0(1) =2

T(1,vb) = T(Vb,1) = Vb + o(V/b) = 0;

qr/x(Vb) = T(Vb,Vb) = b+ p(vb.V/b) = 2b,

o que mostra que qr/x = (2, 2b). [ |

Vejamos agora, como é o comportamento da forma trago com relacao a uma cadeia

de corpos.
Lema 3.3 Sejam L 2 F D K eatensoes de corpos. Se qr/p = (a1,as, ... ,a,), entdo

(a) dr/Kk = qzrl/]{ 1 q(}lT?/K Lo L q%r;K;

(b) Se a; € K, para todo i =1,...,n, entdo qr/x = (a1,as,...,0n) @ qr/K-

Demonstracao: (a) Seja {vy,...,v,} uma base de L sobre F' tal que a decomposigao

de qz/r, com relacao a esta base, é qr/p = (a1, az,...,ay), com ay,...,a, € F. Entao,
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L = Fvy & Fvy @ --- @ Fuv, como espaco vetorial sobre K. Mais ainda, esta soma
é ortogonal com respeito a qp/k, pois se i # j e ¢;,¢; € F, entao T(cv;,cjvj) =
Tryk(cicjvivy) = Trpjg o Trrp(cicjvv;) do teorema 1.16. Como Ty p é F-linear,
temos T'(c;v;, ¢;v;) = Trp i (cic;Tr r(viv;)) = 0, pois v; e v; sdo vetores de uma base
ortogonal de L sobre F.

Agora, mostraremos que a restricao da forma traco qr,x a cada subespago Fv; é
da forma, q?;'/ 1+ 0 que finaliza a demonstragao do item (a).

Para cadat=1,--- ,n, se ¢ € F', novamente usando o teorema 1.16, temos
qr/rc(cvi) = Trp g (Pv?) = Trp () Tr r(vF) =

(TTF/K o T?”L/F(CQ))(TTF/K ©) TTL/F(’U?)) ==
TTF/K(CQ)TTF/K(CM) = TTF/K(az‘C2) = Q?/K(C),

como queriamos.

(b) Se a; € K, para todo i = 1,...,n, entdo, para cada a € F, temos

qr (a) = Trr/x(a;a®) = a;Trp/x(a®) = (a;) ® qr/r(1 @ a).

Assim, do item anterior, obtemos que
qo/k = q?;/K L qg’Q/K Lo L q?;}K
= ((a1) ® qryi) L ({a2) ® qr) L -+ L ((an) ® qr/k)
= (ay,az,...,0n) @ qr/K,

como queriamos. [ |

Seja K um corpo contendo uma raiz n-ésima primitiva da unidade, para um inteiro
positivo par n. Seja L = K(/a), com a € K, uma extensao ciclica de K de grau n, ou
seja, cujo grupo de Galois Gal(L/K) ¢ ciclico. Neste caso, temos que Gal(L/K) = [0},

onde o é o K-automorfismo de L que leva z = {/a em wzx, com w € K uma raiz n-ésima
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primitiva da unidade. Mais ainda, para cada i = 1,--- ,n, ¢'(z) = w'z. Com estas
consideragoes, apresentamos a classe de gk no anel de Witt dos espagos bilineares

sobre K, W(K).
Lema 3.4 Para L O K como acima, temos que qrx = (n,na) em W(K).

Demonstragao: Considere a base de L sobre K, {1,z,2% --- 2" '}, onde z = {/a.
Como n é par, podemos considerar o subespago de L gerado por {1, " 21

Afirmamos que a forma trago gz k restrita a este subespaco é (n,na).
n

De fato, ¢k (1) = Trix(1?) = Y o'(1) = |G| = n, qux(@"/?) = Tryx(z") =
Trik(a ZU Zaai(l) = alG| = na, e T(1,2"?) = Trpe(a™?) =
=1

Zai(x”ﬂ).

- Como o(z) = wr, temos que o(z™?) = w™2x™2. Mas w é raiz n-ésima primitiva

da unidade e n é par, entdo w™/? = —1, pois (W2 — 1)(W"? +1) =w" -1 =0c¢

w2 £ 1. Assim, o(2"/?) = —x”/2 o que implica que ¢*(2"™/?) = (—1)'z™?, para cada

i=1,---,n. Logo T(1,2"?) = Zo "/2 = 2:(—1)%”/2 = 0, pois n é par, o que
i=1

mostra a afirmacao.

Agora, vamos mostrar que para ¢ = 1,--- — 1, a forma traco qL/K restrita ao

n
2
subespago Kz' ® Kz"" é hiperbdlica. Como gy x(x') = Try K (x Za] 2 e,

o(z*) = w¥2? temos que o’ (%) = w? 2%, de onde segue que

QL/K<xi) — in(w2i+<w2i)2+_ . .+(w2i>n71+(w2i)n) — x2i(1+w2i+<w2i>2+_ . .+(w2i)n71).
g — 1, o que implica que w?* # 1 e, como w* é raiz
do polinémio f(X) = X" 14+ X"2+...41, obtemos que g1k (') = 0, ou seja, z* é um

Mas, 2t < n, paracadai=1,...,

vetor isotrépico e, como T'(z',2""") = Trp x(2") = Trp/k(a) = na, temos que qr/x

"~* ¢ uma forma quadratica nao-singular isotrépica.

restrito ao subespaco Kx' @ K«
Conseqiientemente, do teorema 4.5 de [11], temos que esta restricao é isométrica ao

plano hiperbélico (1, —1).
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n—2

Assim, qr/x ~ (n,na) L ( )(1, —1), o0 que mostra o lema. [ |

Lema 3.5 Seja L O K wuma extensio galoisiana de corpos, com qr/x = (a,a) para
algum a € K. Entio qr/kx € hiperbolica se, e somente se K contém uma raiz quarta

da unidade.

Demonstracao: Desde que uma forma quadratica de dimensao 2 é hiperbdlica se,
e somente se o seu determinante ¢ menos um quadrado, temos que qr/x = (a,a) é
hiperbélica se, e somente se a® = det(qr/x) = —1 em K/K?. Mas a®> = —1 em K /K>
se, e somente se K contém uma raiz quarta primitiva da unidade, o que mostra o lema.

Nosso proximo objetivo é relacionarmos a existéncia de base normal ortogonal com o
fato da forma traco gr,x ser hiperbdlica. Para isso, se L 2 K ¢ uma extensao galoisiana
de corpos com grupo de Galois G, dizemos que uma base normal {o(a);o0 € G} de L
sobre K é uma base normal ortogonal se ela for ortogonal em relacao a forma trago,
ou seja,

T(oi(a),04(a)) = Try k(0i(a)oj(a)) = 0,

para todo o; # 0; em G.

Teorema 3.6 Sejam K um corpo contendo uma raiz quarta primitiva da unidade,
L D K uma extensdo galoisiana com G = Gal(L/K) de ordem par. Se L O K admite

uma base normal ortogonal, entao qr/x € hiperbdlica.

Demonstracao: Sejam B = {o1(a),03(a),...,0,(a)} uma base normal ortogonal de
L sobre K, onde a € L e n = [L : K] é par. Como a forma traco é uma aplicacao
G-invariante, isto é, T'(x,y) = T(o(z),0(y)), para todo z,y € L e 0 € GG, temos que

existe ¢ = Trp/x(a?) € K tal que

T(o(a),0(a)) =Tryk(o(a)o(a)) = T’I“L/K(CT((IZ)) = TT’L/K((IZ) =c,
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para cada o € G.

Assim, a decomposicao de qr/x com relacao a base B é qp/x = (c,c, - ,c) =
(e,e) L{e,e)y L--v L{c,e)= g(c,c>.

Como K contém uma raiz quarta primitiva da unidade, teremos pelo lema anterior

que a forma (c, c) é hiperbdlica e, conseqiientemente, qr,/x ¢ hiperbdlica. [ |
Como conseqiiéncia imediata temos

Corolario 3.7 Seja L O K uma extensao galoisiana de corpos. Se L sobre K admitir

uma base normal ortogonal, entdo det(qr k) € um quadrado em K.

Demonstracgao: Como a forma traco é uma aplicacao G-invariante, como na demon-
stracdo do teorema acima, temos que existe ¢ € K tal que ¢k = (c,c,...,c) e

n

det(qr/x) = ¢*. Sen = [L : K| é par, entao det(qr/x) é um quadrado em K. Se
n ¢é impar, entao do teorema 2.8, temos que L O K admite uma base normal auto-
dual. Neste caso, ¢ = Ty k(a®) = qr i (a) = 1 e, portanto, det(qr/x) = 1, que é um

quadrado em K. [ |

O préximo resultado nos mostra a nao existéncia de base normal auto-dual para

extensoes galoisianas de corpos de grau 2.

Lema 3.8 Seja L O K uma extensao galoisiana de grau 2. Entdo L nao admite base

normal ortogonal sobre K.

Demonstracgao: Suponhamos que L O K admite uma base normal ortogonal. Como
L O K é uma extensao quadratica e galoisiana, do lema 3.2 temos que, ¢,k = (2, 20b),
onde b € K, ndo é um quadrado e L = K(v/b). Assim, det(qr k) = 4b que nao é um

quadrado em K, o que contradiz o corolario 3.7. [ |

Nos préximos trés resultados, estaremos apresentando as relagoes entre a existéncia

de bases normais ortogonais e/ou auto-duais, de extensoes galoisianas de corpos L O K,
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com a existéncia de tais bases para extensoes F' O K, onde F' é um corpo intermediario.
Recordemos que se H é um subgrupo normal de Gal(L/K), entao L¥ denota o subcorpo

de L fixado por H, ou seja L = {x € L;o(x) = z, para todo o € H}.

Lema 3.9 Seja L O K uma extensdo galoisiana de corpos com grupo de Galois G.
Para H subgrupo normal de G tal que, Car(K) ndo divide [G : H|, F =L" ey € F,
temos:

(a) Existey' € L, tal que y = Z¢(yl)
peH

(b) Paray € L, como no item anterior, temos que T"(x,y)= T (z,y") onde T"(z,y) =

Tre/x(zy) e T(x,y')=Trix(xy’), para todo x € F.
Demonstracao: Se y € I, basta considerarmos ' = g, onde m = [G : H]. De fato,
m

o1(Y) + G2 (y) + -+ oY) =

¢1(%>+¢2(%)+...+¢m(%> _

g_i_..._i_g:y’
m m

mostrando assim o item (a).
Para mostrarmos (b) consideremos G = Gal(L/K) = {o1,...,0,}, ¢ G/H =

{p1, -, pm} = Gal(F/K) o grupo quociente. Assim para todo z,y € F, temos que

T’([p, y) = T’I’F/K([L'y TTF/K( Z qb )

peH
> p<x>p(2¢<y'>> = Y S (0@ ()W) =
pEG/H peH pEG/H ¢cH
Za =Tryk(zy’) =T(z,y). [ ]

oeG

Lema 3.10 Se L O K ¢ uma extensao galoisiana que possui uma base normal auto-
dual sobre K e H é um subgrupo normal de G = Gal(L/K), tal que, Car(K) ndo
divide |G : H|, entdo:
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(a) A forma trago qp/r, de F' = L sobre K é isométrica a forma (1,1,...,1),

[F: Kl-vezes.

(b) A extensao galoisiana L = F O K admite uma base normal auto-dual.

Demonstragao: Sejam a € L um gerador da base normal de L sobre K e G/H =
{p1,--.,pm} 0 grupo quociente. Para cada p € G/H, definimos
a, = > opla). (%)
¢cH
Agora o resultado do item (a) segue imediatamente do fato que a familia (a,),cq/u
é uma base auto-dual de I’ sobre K com relacao a forma traco 7" de F' sobre K, pois,
para cada p, p’ € G/H, usando o lema anterior, obtemos que

T' (. a,) = T(ap, /(@) 23" T(op(a). p/(@)) = Y oy = 0.

pEH ocH

Finalmente, o resultado do item (b) segue do fato que o elemento a; = Zqﬁ(a) ¢

¢eH
um gerador de uma base normal auto-dual de F' sobre K, ou seja, {p(a1); p € G/H}

é uma base auto-dual de F' sobre K.

Do fato de H ser normal em G, temos que para cada p € G/H, p(a;) = Zp¢(a) =
peH
qup’(a), para algum p’ € G/H. De (%), temos que p(a;) = a,/, mostrando assim que
¢cH
{p(a1); p € G/H} = (a,)pec/u. Agora o resultado segue da demonstracao do item

(a). |

Demonstragao do Teorema 3.1, item (a)

Queremos mostrar que se GG é um grupo finito de ordem par que possui um subgrupo
H de indice 2, entao L O K nao admite base normal ortogonal para qualquer extensao
de corpos L O K com grupo de Galois G. Faremos o caso mais geral, substituindo

base normal ortogonal, por base normal auto-dual.
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Suponhamos que existe uma extensao galoisiana de corpos L 2 K com G =
Gal(L/K) tal que L admite uma base normal auto-dual sobre K. Desde que H é
em subgrupo de G de indice 2, temos que H é um subgrupo normal de G e, con-
seqiientemente H = Gal(L" /K), ou seja, L O K ¢é uma extensdo galoisiana de grau
2.

Temos entao as extensoes galoisianas de corpos L O L O K com L O K admitindo
uma base normal auto-dual. Desde que Car(K') # 2, temos que esta nao divide [G : H],
do lema 3.10 temos que L¥ O K admite uma base normal auto-dual, o que contradiz

o lema 3.8, pois [L¥ : K] = 2, mostrando assim o item (a).

Demonstracao do Teorema 3.1, item (b)

No que segue, nos dedicaremos a demonstragao do item (b) do teorema 3.1, ou seja,
mostrar que se G é um grupo de ordem par e seu 2 subgrupo de Sylow é abeliano,
entao existe uma extensao galoisiana de corpos L O K com grupo de Galois G tal que
L nao admite uma base normal ortogonal sobre K.

Dizemos que G é um 2-grupo se sua ordem for uma poténcia de 2. O expoente
de um grupo finito G' é o menor inteiro positivo n tal que ¢ = 1, para todo o € G.
Observe que o expoente de um 2-grupo é obrigatoriamente uma poténcia de 2.

Vamos mostrar agora que nenhuma extensao de corpos L O K com grupo de Galois
(G, sendo G um 2-grupo abeliano e com expoente d, e K contendo uma d-ésima raiz
primitiva da unidade, possui a forma traco q;,/x hiperbdlica.

De fato, seja G um 2-grupo abeliano. Da decomposi¢ao dos grupos abelianos finitos,
temos que G = Zy, X Zp, X -+ X Ly, onde n; q1|n;, para cada i = 1,--- r —1 e
|G| = ning---n,. Observe que cada n; é uma poténcia de 2. Consideremos o caso
r = 2. Para obtermos o caso geral, basta aplicarmos o processo de inducao finita sobre
r.

Sejam K; um corpo contendo as raizes n;-ésimas primitivas da unidade, para i =
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1,2, K = Kq(a1,a2) e L = K1(W/a1, %/az), onde a; e ay sao variaveis algebricamente
independentes sobre K.

Para F' = K(%/a;), temos K C F C L. Do lema 3.4 temos que qp/x = (ni,nias)
e qr/r = (n2,n2az). Mais ainda, do teorema 1.16, temos que qr/x = (n1,n101) ®
(ng,ngaz) = (ning) @ ((1,a1) ® (1,a9)) = (|G|) ® ((1,a1) ® (1,as)). Esta forma é
anisotrépica e conseqiientemente nao-hiperbdlica sobre Ki(ay,as).

Mostraremos que de fato q;,x ¢ anisotrépica. Note que

(1,a1) ® (L a2) = ((1) © (1, 1)) L ((az) @ (1, a1)) = (1, 1) © (a2)(1, ax).

Se qr/k for isotrépica, existird = € L, tal que qr/k(x) = 0. Assim, (1,a1)(z) L
(as)(1,a;1)(x) = 0 e, conseqiientemente, (1, a;)(x) = —(az)(1, a1)(z).

Note que do lado esquerdo da tltima igualdade temos um polinémio p(ay) com grau
digamos m. Do lado direito da igualdade temos um outro polinémio g(ay) com grau

m + 1, o que leva a uma contradicao. Usando isso e um processo indutivo, obtemos

Lema 3.11 Sejam G = Z,, X -+ X Ly, um 2-grupo abeliano, K = K(ay,...,a,)

e L = Ki(v/ai,..., w/a,) onde Ky é um corpo contendo as n;-ésimas raizes prim-
itwas da unidade, com i = 1,2,---,r, e ay,as,...,a, sao varidveis algebricamente

independentes sobre K. Entdo qr/x nao € hiperbolica sobre K.

Sejam H um 2-subgrupo de Sylow de G abeliano, m = [G : H] e |G| = 2"m, para

algum r € N.

Lema 3.12 Eziste uma unica forma quadrdtica ¢', de dimensdo 2", tal que qr/x ~
(m) ® ¢, isto €, qr/k € isométrica a soma direta ortogonal de m cdpias de q. Esta

forma € unica a menos de isometria.

Demonstracao: A existéncia segue do resultado 6.1 em [3]. Mostraremos a unicidade.
Se qr/x ~(m)®q", entao (Mm)®(¢'— ¢")=0 em W(K), o que implica que ¢’ ~ ¢”, pois

W (K) nao possui divisores de zero de dimensao impar, ver corolario 2.6.5 em [11]. H
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Iremos utilizar o seguinte resultado sobre o comportamento de formas quadraticas

sobre extensoes transcendentes.

Lema 3.13 Sejam F' um corpo e ¢ uma forma quadrdtica sobre F'. Se q € anisotropica
sobre F, entao q também serd anisotropica sobre F(X), o corpo de frag¢oes do anel de

polinomios em uma varidvel X, sobre F.

Demonstracao: Como Car(F') # 2, temos que ¢ é da forma (ay,as, - ,a,), com a; €

F, para todo i = 1,2,--- ,n. Se ¢ é isotrépica sobre F(X), entao , multiplicando por

um polindmio conveniente, se necessario, temos que existem polinomios f;(X) € F(X),
n

nao todos nulos, tais que Zai fi(X)? = 0. Mais ainda, podemos assumir, sem perda

de generalidade, que X néé:(iivide todos os polindomios f;(X). Em particular, tomando

X = 0, obtemos Zaifi(O)Q = 0, onde f;(0) € F sdao nao todos nulos. Portanto, ¢ é
=1

1=
isotropica sobre I, o que contradiz a hipdtese. [ |

Para atingirmos o nosso objetivo final, iremos relacionar formas quadraticas hiper-
bélicas com representagoes lineares fiéis de um grupo fnito G.

Uma representacdao de um grupo GG em um espaco vetorial V' sobre um corpo K
é um homomorfismo de grupos ® : G — GL(V) ={f :V = V; f €é K —
automorfismo}, isto é, uma representagao é uma aplicacao ® : G — GL(V) tal que
O(0109) = P(01)P(09), para todo 01,09 € G.

Neste caso, V' é chamado o espaco de representacao e a dimensao de V' é chamada a
dimensao da representacao. Uma representagao de grupo é dita ser uma representacao
fiel se ela for injetora. Observe que para falarmos de uma representagao de um grupo,
devemos exibir o espaco vetorial V' e o homomorfismo. Algumas vezes, neste trabalho,
por abuso de notacao, denotaremos a representagao de um grupo, apenas por V.

Denotaremos também K (V) O K como uma extensao de corpos, onde K (V) =
K(VU(oy), -+, ¥(o,)) e ¥ é a representacao do grupo G = {0y, -+ ,0,} sobre o K-

espaco vetorial V.
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Iremos agora relacionar representagoes lineares fiéis com as extensoes de corpos e
suas respectivas formas tragos. No préximo resultado, mostraremos que o fato da forma

traco ser hiperbdlica nao depende da escolha de uma representacao fiel.

Lema 3.14 Sejam V e V' duas representacoes lineares fiéis de um grupo finito G sobre
um corpo K, e consideremos L = K(V), K; = LY, I' = K(V') e K| = L'%. Se qp/x,

€ hiperbélica, entao qr/r; também serd.

Demonstracao: Sejam n = dimg(V), n' = dimg(V’), s = (1,82, ,8,) e t =
(t1,...,t,) uplas de varidveis independentes sobre K e K’, respectivamente. Pelo
lema sem nome no apéndice 3 de [12], temos que L(t) = L'(s) como K[G] algebras,
onde G age trivialmente nas varidveis.

Assim, desde que qz,/k, ¢ hiperbdlica, temos que qr,)/x, (1) = qr/(s)/ K7} (s) € hiperbolica
sobre Ki(t) = Kj(s). Agora, o resultado segue do fato que a aplicacao natural

W(K}) — W(K{(s)) é injetiva. A injetividade segue do lema anterior. |

Vamos agora mostrar que sob certas condigoes, a extensao galoisiana L sobre K
nao admite uma base normal ortogonal. Feito isso, poderemos enfim, concluir a de-

monstragao do item (b) do teorema 3.1.

Proposicao 3.15 Seja V' uma representacao linear fiel de um grupo G sobre um corpo
K, L = Ki(V), K = LY, e seja Gy < G um 2-subgrupo de Sylow abeliano de G.
Suponha que n € o expoente de Gy e que K contém uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Entao a extensao galoisiana L sobre K nao admite uma base normal ortogo-

nal.

Demonstragao: Se mostrarmos que ¢, (vy/k,(v)% = 41162 nao € hiperbdlica, entao
pelo lema 3.12 teremos que gr/x nao sera hiperbodlica, e portanto pelo teorema 3.6
teremos que L sobre K nao possui base normal ortogonal e, conseqiientemente, nao

possui base normal auto-dual.
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Mostraremos entao que g,¢, nao é hiperbdlica.

Seja Gy = Zp, X ZLp, X -+ X Ly, um 2-grupo abeliano com expoente n. Note que
se 0 € Gy entdo podemos associar ¢ a uma r-upla (my,...,m,) onde m; € Z,, e
1 <m; <n;, paracadai=1,...,r. O subgrupo G5 possui uma representagao fiel ¢

de dimensao r sobre K7 x --- x K; = K] = S dada por
o= @(o)(zi) = (wn,)™" @i,

onde w,, é uma raiz n;-ésima primitiva da unidade e z = (z1,...,z,) € S. Mostremos
que de fato ® é uma representagao de Go. Note que para z = (x1,...,2,) € S e

o,p € Gg, com o associado a (my,...,m,) e p associado a (ly,...,[,), temos

D(op)(x) = (op)(x1, T2y ..., 2p) = (Wi g, .y rg,) =

(wptty, ... ,wﬁxr)(wfjlxl, . ,wﬁ[rscr) = (o) (z)P(p)(z).

A representacio ® é de fato fiel, pois se ®(c) = ®(p), entdao (wp,)™z; = (wp,)"

ixia
paracadai = 1,2,...,r. Conseqiientemente (w,, )™ = (w,,)", paracadai =1,2,...,7.
Como 0 < m,, l; < n; ew, éuma n,;-ésima raiz primitiva da unidade, temos que m; = [,

79 Y1 (2 ng (] ) 1 (2

para cada 1 =1,2,...,r, e portanto ¢ é injetora.

Observe que

Kl(S) = Kl(n\l/a_la"'v n\r/a_r) S Kl(V)G2 - Kl(ala"'aar) )

;g
7

onde aq,as,...,a, sao variaveis algebricamente independentes sobre Ky, e a; = x
com i = 1,---,7. De fato, considere o € G associado ao elemento (1,...,1), entao
V(o) (x;) =wn,z;, para cada i=1,...,7. Portanto, K;1(S)=K;(wp,x1,...,wn,z,). Além
disso, para cada ¢ = 1,...,7, temos que wy,z; = "\/F = w/a;, pois a; = x}", por-

tanto a igualdade segue. Pelo lema 3.11, temos que gy, (s)/k, (s)¢2 nao € hiperbdlica e

consequentemente pelo lema 3.14 teremos que g,/ 6, também nao sera hiperbdlica. W

A proposicao demonstrada acima é uma versao mais fraca do teorema 3.1 item (b),

pois neste teorema, nao garantimos que o corpo K tenha a n-ésima raiz primitiva da
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unidade. Logo, para fecharmos a demonstragao do item (b) vamos supor agora que
K nao contenha uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja w uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Consideremos entao a extensao de corpos L(w) 2 K(w). Basta
mostrarmos que esta extensao é galoisiana pois, feito isso, as hipoteses da proposigao
3.15 estarao satisfeitas e portanto o teorema 3.1, item (b), estard provado.

Como a extensao L O K ¢é galoisiana, temos que L é o corpo de raizes de um
polinoémio separdvel p(X) € K[X]|. Se w € L, entao ainda teremos que L serd corpo
de raizes do polinomio separavel p(X) € K(w)[X]. Conseqlientemente, a extensao
L = L(w) sobre K(w) é uma extensao galoisiana.

Se w ¢ L, entdo consideremos ¢(X) = p(X)(X™ — 1). Claramente, temos que
¢(X) é um polinémio separavel em K (w)[X] e L(w) é o corpo de raizes de ¢(X) sobre
K(w)[X]. Seja G = Gal(L/K) = {01, ...,0,}. Temos que o;(x) = z, para todo x € K,
com?=1,...,n.

Consideremos G' = Gal(L(w)/K(w)). Desde que cada elemento de G deixa w fixo,
temos que G' = G. Temos entdo que L(w)/K (w) satisfaz as hipdteses da proposicao

3.15, e portanto o teorema 3.1 (b) estd provado. [ |

Para compreender melhor esse resultado, vamos apresentar um exemplo.

Exemplo 3.16 Consideremos a extensao de corpos L 2 K dada por L = Zs(i),
K = 7Z3 com 1 a unidade imaginédria. Mostraremos que o teorema 3.1 se aplica neste
exemplo, ou seja, a extensao L sobre K nao possui base normal ortogonal. Na verdade,
mostraremos que todas as possiveis bases normais desta extensao nao sao ortogonais.

Primeiro, note que o polindmio minimal de i sobre Z3 ¢ o polinémio p(X) = X2 +1.
Esse polinomio é irredutivel sobre Zs, pois nao possui raizes em Zs. Claramente i é
a raiz de p(X). Concluimos entdo que [Z3(7) : Z3] = 2, logo |G| = |Gal(L/K)| = 2,
entdo G = {1,0} com (i) = 2i. Temos também que Z3(i) = {0,1,2,4,2i,1 +i,2 +

i T+32i,7 +2i).
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Analisando todos os possiveis casos, obtemos que as tnicas bases normais de Z3(1)
sobre Zz sao By = {1+ 4,1+ 2i} = {1+4,0(1+4)} e By = {2+ 2,2 +i} =
{2+ 2i,0(2+2i)}.

Com relagao a By, temos que

= 2i4+(—=2i) =0,

T(1+1i,1+2i)) = T(1+2,1+1)

T(1+2i,142i) = Tryk(i)=i+o(i)=1i+2i=0,
ou seja, B; é uma base normal nao ortogonal.
Com relagao a By, temos
T(2+2i,242i) = TryK(2)=0,
T(242i,2+1) = T2+1,2+2i)="Trx(2) =1,
T(2+414,2+14) = Tryx(i) =0,

ou seja, By também é uma base normal nao ortogonal.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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