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Resumo

Motivados por fendmenos fisicos importantes, estudamos as equagoes bidimensionais de
Navier-Stokes, em dominios limitados, com a condicao de fronteira tipo Navier de fric¢ao (a
velocidade tangencial é proporcional 4 componente tangencial do estresse viscoso) e com a
condigao de fronteira de ndo penetracao (velocidade normal nula). Provamos a existéncia,
unicidade e regularidade de solucao para este problema e estabelecemos uma limitagao
uniforme em L°° para a vorticidade.

Além disso, analisamos o limite inviscido, ou seja, para cada coeficiente de viscosidade
1 consideramos a solugao u* do problema e provamos que a fungao u = hir(l] ut satisfaz as
equacoes de Euler incompressiveis. '

Finalmente, enfraquecendo a regularidade do dado inicial e da forca externa, ainda
conseguimos provar a existéncia e a unicidade de solucao para o problema. Da mesma
forma, provamos que o limite inviscido ainda satisfaz as equagoes de Fuler com dados

menos regulares.
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Abstract

Motivated by important physical phenomenons, we study the twodimensional Navier-
Stokes equations, in bounded domains, with Navier friction type boundary condition (the
tangential velocity is proportional to the tangential component of the viscous stress) and the
non-penetration boundary condition (zero normal velocity). We prove existence, unique-
ness and regularity of the solution to the equations and we deduce a uniform L*°-bound
for the vorticity.

Also, we analyze the inviscid limit, that is, for each viscosity coefficient u, we consider
the solution u* of the problem and we prove that the function u :}}E(l) ut satisfies the
incompressible Euler equations.

Finally, weaken the regularity of the initial data and of the external force, we prove

existence and uniqueness of a solution to the problem. In the same way, we prove that the

inviscid limit satisfies the incompressible Euler equations, with less regular data.
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Introducao

Um dentre os mais famosos modelos matematicos em dinamica de fluidos, é aquele que
descreve as equagoes de Navier-Stokes. Estas equagoes, as quais sao equacgoes a derivadas
parciais que permitem determinar os campos de velocidade e de pressao do fluido, sao um
dos mais tteis conjuntos de equagoes, pois descrevem a fisica de um grande nimero de
fenomenos de interesse economico e académico. Elas sao usadas para modelar o clima,
correntes oceanicas, fluxos da agua em canos, etc. Estas equacoes, podem ser derivadas
diretamente das leis de Newton sobre as hip6teses de que o fluido é incompressivel (i.e., a
pressao nao exerce influéncia no volume por eles ocupado). Este assunto pode ser encon-
trado no capitulo 1 de [7].

Um dos assuntos de interesse no estudo das equagoes diferenciais trata da boa colocacao
do problema, ou seja, da existéncia e unicidade da solucao. Entretanto é facil notar que
com coeficiente de viscosidade nulo, as equacoes de Navier-Stokes descrevem as equacgoes
de Euler. Assim, se considerarmos a solucao u* para o problema de Navier-Stokes com
viscosidade g, podemos fazer a pergunta: a sequéncia u! converge para a solucao das
equagoes de Euler quando a viscosidade tende a zero?

Dentre os estudos feitos neste sentido, temos Constantin e Foias, em [6], que provam a
existéncia, unicidade e regularidade de solugao para as equacoes de Navier-Stokes, quando
o dominio é todo o R", e garantem a existéncia do limite inviscido e que esta funcao limite
satisfaz as respectivas equagoes de Euler. Também quando consideramos apenas o semi-
espago, vemos em [19, 20] uma resposta parcial para o problema. Por outro lado, embora
consigamos existéncia, unicidade e regularidade de solucao para as equacoes de Navier-
Stokes com condigao classica de fronteira no-slip (u = 0), gracas a formacao da camada
limite, a questao do limite inviscido ainda é um assunto em aberto. Como caso particular,

observando o que foi feito em [16], se considerarmos o problema com condigao de fronteira



chamado de ”fronteira livre”, que ocorre quando impomos as condicoes de fronteira de nao
penetracao e w = curlu = 0, obtemos que o limite inviscido se comporta como o desejado.

De um ponto de vista fisico, a condi¢ao de fronteira sem deslizamento no-slip é jus-
tificada apenas onde a viscosidade molecular é considerada, mas em muitos casos que
possuem significado pratico, a interpretagao da viscosidade nao é clara. Assim, por nao ser
uma condi¢do muito intuitiva, foi contestada por Navier em [18], o qual propos a seguinte
condicao de fronteira: a velocidade tangencial na fronteira deve ser proporcional a compo-
nente tangencial do estresse viscoso. Esta condigao de fronteira é chamada de tipo Navier
de friccao, ou apenas Navier de friccao.

Este texto estuda o artigo [5] de Clopeau, Mikelic e Robert e tem por objetivo provar
a existéncia, unicidade e regularidade de solugao para as equagoes bidimensionais incom-
pressiveis de Navier-Stokes com condicoes de fronteira tipo Navier de friccao e de nao
penetragao (velocidade normal nula). Concluimos que o limite inviscido é soluc¢do das
respectivas equacoes de Euler, mostrando que nesse caso a camada limite nao é um pro-
blema. Por fim, enfraquecemos a regularidade do valor inicial e da forca externa e ainda
assim obtemos a existéncia e unicidade de solucao para o problema proposto. Ainda mais,
concluimos que o limite inviscido continua satisfazendo o problema de Euler com dado
inicial e forga menos regulares.

Este trabalho estd organizado como segue:

No CAPITULO 1, unificamos as notacoes, elaboramos definicoes bdsicas e resultados
gerais, conhecidos da teoria, que serao utilizados por todo o restante do texto.

No CAPITULO 2, estudamos o problema de Navier-Stokes com condicoes de fronteira
tipo Navier de friccao e de nao penetragao usando o método de Faedo-Garlekin, obtendo
existéncia, unicidade e maior regularidade de solugao.

No CAPITULO 3, estudamos o limite inviscido da solucao das equacoes de Navier-Stokes
e concluimos que ela satisfaz as respectivas equacoes de Euler.

No CAPITULO 4, tratamos de dados menos regulares, mostrando que ainda obtemos
a existéncia e a unicidade de solucao para o problema de Navier-Stokes com condigoes de
fronteira tipo Navier de friccao e de nao penetracao e que o limite inviscido da solucao

existe e satisfaz as respectivas equacoes de Euler.



Capitulo

1

Conceitos Béasicos

O objetivo deste capitulo inicial é estruturar os conceitos, os resultados basicos e unificar
a notacao que usaremos neste texto. Como tais fatos fazem parte da teoria classica dos
espagcos de Sobolev ou da teoria das equacoes de Navier-Stokes, suas provas serao suprimidas
e geralmente tais resultados serao apenas citados. Observe que o objetivo deste texto é
estudar um problema bidimensional, assim os resultados que seguem sao para abertos de

R2, embora muitos deles sejam validos para abertos em R".

1.1. Espagos de Funcoes

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R? com fronteira representada por Of.
Para simplificar a notacao durante esta secao, a menos que fique explicito o contrario,

trabalharemos com funcgoes definidas em €2 a valores reais.

Definigao 1.1.1. Denotaremos por C°(€2) o conjunto das fungoes continuas e para cada
m € Z*, definimos C™(Q) = {¢ € C'(Q) : D* € C°Q), V|a|] < m}. Como, para

cada m € Z*, as fungoes de C™(€)) nao sdo necessariamente limitadas, definimos o espago

C™(Q) = {¢ € C™(Q) : D*¢ sdo limitadas e uniformemente continuas em €, V|a| < m}.

O espaco C™(€2) é de Banach com a norma

|¢llom @y = max sup[DG(z)|.

0<as<m zec

Definigao 1.1.2. Considere C*(Q) = {u € C%Q) : u possui infinitas derivadas em
CO(Q)}. E facil ver que a igualdade C=(Q) = ﬁzgm(Q) é valida. De maneira anéloga,
me

definimos C*°(2) e conclufmos que C=(2) = N C™().

meZ+t



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Observagio 1.1.3. Para m € ZT U {oo}, diremos que u € C°(Q) é de classe C™ em ) se
u € C™(Q). Neste caso, se ndo houver confusao quanto ao dominio da fun¢ao em questao,

diremos simplesmente que a funcao é de classe C™.

Definigao 1.1.4. Para cadam € Z* com 0 < A < 1, definimos C™*(£2) como o subespaco

de C™(f)) consistindo das fungoes ¢ tal que para |a| < m, existe uma constante ¢ € R

onde
|D*¢(x) — D*¢(y)| < ¢z —y|, z, y € Q.

O espaco C™*(Q) é de Banach com a norma

Dl ema@) = lllom@ + [Blomar@)

onde a semi-norma [ - Jom.a g, ¢ dada por

|DY(z) — D*¢(y)|
m, = Imax su .
[Cb] cm (8 la|<m x;ﬁly) ‘:U y‘A

z, yeEQ
Observagdo 1.1.5. Quando o expoente A for igual 1, C"™'(Q) serd o espaco das funcdes

Lipschitz-continuas.

Observacgdo 1.1.6. Analogo a Observacio 1.1.3, diremos que u € C°(Q2) é de classe O™
em Q se u € C™*Q). Neste caso, se ndo houver confusio quanto ao dominio da funcio

em questdo, diremos simplesmente que a funcao é de classe C™*.

Como muitos teoremas sobre os espacos de Sobolev envolvem propriedades geométricas

da fronteira de um dado aberto 0 C R?, é necessario definir e avaliar a regularidade de 95.

Definicao 1.1.7. Seja m um inteiro positivo. Diremos que 052 é de classe C"™ se para cada
ponto xy € 0f) existir uma vizinhanga U,, de xy cuja a intersec¢ao com 02 € o grafico de

uma funcgao de classe C™.
Observacao 1.1.8. Por sua vez, 02 é de classe C se for de classe C™ para todo m € Z*.

Definicao 1.1.9. Diremos que 952 é de classe C™* se para cada ponto z, € 0f) existir

uma vizinhanca U,, de xy cuja a interseccao com 02 é o grafico de uma funcao de classe

Cm,)\



1.1. ESPACOS DE FUNCOES

Observagao 1.1.10. No caso m = 0 e A = 1 diremos apenas que 952 é Lipschitz-continua.

Definicao 1.1.11. Suponha que 99 C R? seja uma l-superficie em R de classe C2.

i) Seja zg € 0. O segmento [zg,a] = {xg + t(a — x0);0 < ¢t < 1} é normal a I com

relacao a xg, se v = a — xg estiver sobre algum vetor normal de 92 no ponto x.

ii) O segmento normal [zg,a] em z7 € 0N tem tamanho menor que € se Yy € [zg, a]
tivermos ||y —xo|| < €. A bola normal B, . ¢ a reuniao de todos os segmentos normais

a 0f) no ponto zy de tamanho menor que e.

iii) Diz-se que o numero real € é um raio admissivel para 92 quando, dados dois seg-

mentos [p,al e [g,b], normais a 02, com comprimento menor que €, com p, g € 02,

p # q, tem-se [p,al N [g, b] = 0.

Podemos ainda tratar um subespaco particular das funcoes infinitamente diferencidveis

que possui propriedades importantes na teoria dos espacos de Sobolev.

Definicao 1.1.12. Seja f uma funcao definida em um espacgo topolégico X com imagem

em um espaco vetorial V. Definimos o suporte como sendo

supp f = {z € X : f(z) # 0}.

Definigao 1.1.13. O espago C°(€2) é constituido das fungoes infinitamente diferencidveis

com suporte compacto contido em 2, ou seja,
C57(Q2) ={¢ € C*=(Q),supp ¢ CC Q}.

Diremos que uma sequéncia {¢,} C C5°(€2) converge para ¢ em C§°(€2), se, e somente

se, D%¢;, — D%¢ uniformemente para todo multi-indice «.

Observagao 1.1.14. Mais detalhes sobre este espago podem ser encontrados em [9](paginas
262-263).

Como os teoremas abordados neste texto envolvem a integral de Lebesgue e todas as
suas propriedades sobre subconjuntos do R?, vamos definir e considerar propriedades dos

espacos LP.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Definigao 1.1.15. Se 1 < p < oo, entao LP(Q2) denotard o espago consistindo de todas
as classes de equivaléncia de fun¢oes mensuraveis, segundo a medida de Lebesgue, que sao
p-integraveis, ou seja
/|u|pdx<oo, 1<p<oo.
Q

Caso p = 00, entao L>°(Q2) denotard o espago consistindo de todas as fungoes u essencial-
mente limitadas. Uma funcao u é dita essencialmente limitada se existir uma constante

¢ =c(u) >0 com
u(z)] < ¢

em quase toda a parte de 2.

Para 1 <p < oo, LP(€2) com a norma

1
P
ulPde | , p<oo
ull oy = (/Q" ) poe

sup essqlu|, p = o0

serd um espaco de Banach.

Observagao 1.1.16. O supremo essencial de uma fungao u é dado por
sup esso|u| = inf{c: |[u| <¢, ¢.t.p.}.

Observagao 1.1.17. Se 1 < p < 0o, o espaco dual de LP(Q) é identificado com L4(f2), onde
1/p+1/q=1. No caso em que p = 1 conseguimos também que L'(£2) tenha como espaco
dual L*>(Q2), entretanto o contrario nao é vélido. Com isso, para 1 < p < 0o, temos que

LP(§2) é um espaco reflexivo.

Observagio 1.1.18. No caso p = 2 podemos definir um produto interno em L?(£2), que gera

a norma definida acima, por

((u,v))r2(0) =/uv dx.

Q

Portanto, L?(2) é um espaco de Hilbert reflexivo.

Definicao 1.1.19. Uma funcao u definida em quase toda parte de €2 é dita integravel em

Q seu e L'(Q). Se ao invés disso, u € L'(U) para todo aberto U CC £, dizemos que u é

6



1.1. ESPACOS DE FUNCOES

localmente integrdvel em e nesse caso escrevemos que u € L}, ().

Observagao 1.1.20. O conceito de localmente integravel pode ser estendido para todo

1 < p < oo da forma; u estd em L () se u € LP(U) para todo aberto U CC Q.

loc

Neste ponto estamos prontos para tratar da teoria das distribui¢oes de Schwartz, que
tem um papel muito importante no estudo das equacoes tratadas neste texto. Para maiores
detalhes veja [1].

Defini¢ao 1.1.21. Seja C5°'(€2) o espago das distribuigoes em €, que associa a cada fungao
¢ € C§°(Q) um valor real. Em C§*'(2) usamos a topologia da convergéncia pontual sobre
o espago C§°(2). Resumindo, podemos citar as propriedades vetoriais e de convergéncia

deste espago da forma
i) (S+T,¢) =(5,0) +(T,¢), Vo e (),
i) (T, ¢) = (T, ), Vo5 (),
i) 7, — T em C°'(Q) & Tp(¢) — T(¢) em R, Vo € C°(Q).

Observagao 1.1.22. Toda fungao u localmente integravel pode ser identificada com uma

distribuicao ¥, dada por:

(W, 6) = / w(@)p(z) dx Vo € C(9).

Definicao 1.1.23. Se T é uma distribuicao, sua derivada distribucional D*T ainda é uma
distribuicao e é dada por
(DT, ¢) = (=1)*(T, D"¢).

Observagao 1.1.24. Toda distribuigao possui infinitas derivadas distribucionais, e todas as
suas derivadas distribucionais sao distribuicoes.
Uma ferramenta importante na teoria que introduziremos a seguir é o conceito de

derivada fraca que generaliza o conceito classico de derivada.

Definig¢ao 1.1.25. Sejam u, v € Lj,.(2) e @ um multi-indice. Entao v serd a a-ésima

derivada fraca de u, escrita na forma

D% = v,

7



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

se para toda funcao teste ¢ € C§°(£2)

/QuD% de = (—1)|a|/9v¢ dz.

Observagao 1.1.26. Se uma funcao possuir derivada classica, entao sua derivada fraca exis-

tird e serd igual a sua derivada classica.

Observagao 1.1.27. Sempre que existir a derivada fraca de uma funcao, esta sera igual a

sua derivada distribucional.

Em muitos problemas de matematica nao ¢é suficiente lidarmos com solugoes classicas de
equacoes diferenciais, assim se faz necessario a introducao de espacos mais gerais chamados

espacos de Sobolev.

Definicao 1.1.28. Fixe 1 < p < 0o e seja k um inteiro positivo. O espaco de Sobolev
Whe(Q)

¢ dado pelo conjunto das fungoes de L} () tal que para cada multi-indice o com |a| < k,
Dy existe no sentido fraco e pertence a LP(2). Se p = 2, denotamos W*?2(Q) por H*(Q).

O espaco W*P(Q) é um espaco de Banach quando consideramos a norma dada por

P
_ <Z|a|§k/ | D%ul? dﬂr) , p <00
HUHW’W(Q) = Q .

> jaj<k SUP €sso|Du|, p = oo
Denotaremos por Wi (€) o fecho de C5°(€2) em W P(Q). Em particular, quando p = 2,
o fecho de C§°(2) em H*(Q) serd denotado por que HE ().

Observagao 1.1.29. Nas condigoes acima temos que W(f () é um espago de Banach, mu-
nido da topologia induzida de W*?(Q).

Observagao 1.1.30. Ainda mais, quando p = 2 o espago H*(2) serd de Hilbert com produto

interno

() ey = Y ((D*u, D)) 2(q).

| <k

Observagao 1.1.31. Tendo em vista que C§°(§2) C W(;c P(€)) densamente, um funcional linear

limitado em Wok P pode ser visto como uma distribui¢ao. Por outro lado, se f € L1(Q)

8



1.1. ESPACOS DE FUNCOES

podemos tomar a distribuicao 0% f, para |a| < k, que se estende continuamente ao dual de
WEP(Q). Assim, denotamos o dual de WP(Q) por W54(Q). Mais detalhes podem ser

encontrados em [1](pdgina 50).

Neste texto também tratamos de funcoes u : Q — R? e neste caso consideramos espacos
dados pelo produto cartesiano LP(2)2, WH5P(Q)? ou C5°(2)2, entre outros, munidos da
topologia usual dos espacos cartesianos.

Se s € RT podemos definir os espagos W*P?(R") usando transformadas de Fourier. Este

espaco serd um subespaco das distribuicoes temperadas e sua norma sera dada por

1+ wereny = 111+ [€17)*" 0l [ o0y

Ele coincide com W*P(R") quando s = k € Z*. No caso de W*P(Q), com s € Rep > 1

podemos encontrar a teoria em [12](paginas 14-20).
Observagao 1.1.32. No caso em que p = 2, escrevemos W*P(Q) = H*(Q2).

Observagao 1.1.33. Fica claro que estes espacos fraciondrios sao uma generalizacao dos

espacos com expoente inteiro.

Observagao 1.1.34. Por varios momentos neste texto sera necessario lidarmos com espagos
LP e de Sobolev de fungoes definidas em 0f2. Para estes espagos, usamos as notagoes LP(0€2)
e W5P(9Q). Para se definir tais espagos, precisamos de nogdes mais profundas da teoria de
superficies e portanto apenas assumiremos que sua construgao segue como em [13](segao
5.3). Os teoremas de imersao e interpolacdo de Sobolev sao também validos para estes

espacos definidos em 0f2.

Definicao 1.1.35. Dado U um espaco de Banach, se T' > 0 é um nimeroreale 1 < p < oo,
representamos por LP(0,7;U) o espaco das fungoes vetoriais u : [0,7] — U tais que u é
mensuravel segundo a medida de Lebesgue e ||u(t)||u € LP(]0,T]). Este espaco é de Banach

quando consideramos a norma

T » 1/p
lullzoray = ([ hate)s ae)™"
0

Quando p = oo 0 espago L>(0,T; U) representara as fungdes u : [0,7] — U mensuraveis

9



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

e essencialmente limitadas. Este espaco é de Banach quando consideramos a norma

[[u|| Lo (0,707 = sup essjo r1||u(t)||u-

De maneira andloga, definimos o espago C°([0,7T];€) como sendo o espaco das funcoes

u: [0,T] — U continuas, o qual é de Banach quando consideramos a norma
lullcoorie) = sup [Ju(t)||u.
te[0,T)

Observagao 1.1.36. Se 1 < p < oo e U for reflexivo, demonstra-se que LP(0,T; U) também
é reflexivo. De maneira mais explicita, obtém-se que o dual topoldgico de LP(0,7;U) é o

espago L7(0,7;U’), onde 1/p+1/q = 1.

Observagao 1.1.37. De maneira analoga ao ja feito neste texto, podemos construir os es-
pacos de Sobolev W*?(0, T; U).

Neste texto trataremos de maneira bastante frequente as imersoes entre espagcos vetoriais
normados, assim surge a necessidade de definirmos uma imersao e classifica-la segundo

nossos objetivos.

Definicao 1.1.38. Um espaco normado U estd imerso em um espago normado V, es-
crevendo U — V como notacao para a imersao, se U for um subespaco vetorial de V.

Nestas condigoes:

i) A imersdo de U em V sera dita continua, se existir uma constante ¢ > 0 tal que

lullv < dlullu,  Vuel;

ii) A imersao de U em V serd dita compacta, se para toda sequéncia limitada {u,}>,
em U, existir uma subsequéncia {u,, }7>, C {u,}5>, que converge segundo a topolo-
gia de V.

1.2. Resultados Gerais

Nesta secao introduzimos, nas mesmas condigoes da secao anterior, resultados basicos

usados neste texto.

10



1.2. RESULTADOS GERAIS

Seja U um espago de Hilbert, com norma denotada por || - ||u; seja U’ o seu dual
topoldgico e considere a paridade dual entre U’ e U denotada por (-,-). Sejam (u,v) +—
T (u,v) um operador bilinear em U x U, [ € U’ e considere o problema:

Encontrar w € U tal que
T(u,v) = (l,v) Vv e U. (1.1)

O Teorema de Lax-Milgram soluciona esta questao.

Teorema 1.2.1 (Lax-Milgram). Suponha que existam constantes reais M, 3 > 0 tal que
Z(w, v)| < Mlullullvllo,  Vu,v eU; (1.2)

Bllullyy < F(u,u), VYu eU. (1.3)

Entao, o problema (1.1) tem uma e somente uma solugio u € U. Ainda mais, a transfor-

macgao | — u € um isomorfismo entre U’ e U.

Prova:. Ver em [8], paginas 297-299.
|

Observagao 1.2.2. Quando ocorrerem (1.2) e (1.3), dizemos que o operador T é U- eliptico.

Observagao 1.2.3. Se ocorrer (1.2) e ao invés de (1.3) existir um outro espago de Hilbert V
munido da norma || - ||v, onde U possa ser imerso densamente e continuamente e também

existirem constantes C' > 0 e § > 0 tal que:
Bllull < Fu,w) + Cllully;,  Yu €U

dizemos que T é (U, V)- coercivo. Uma referéncia pode ser encontrada em [23].

Teorema 1.2.4. Se U € um espaco de Banach reflexivo e V € um subespaco vetorial

fechado de U, entao V dotado da norma induzida de U, é um espaco reflexivo.

Prova:. Ver em [3], pagina 45.

11



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Teorema 1.2.5 (Autovetores de um Operador Simétrico e Compacto). Seja U um espago
de Hilbert separdavel, e suponha S : U +— U € um operador compacto e simétrico. Entdo
existe uma base ortonormal e enumerdvel de U consistindo de auto-funcoes de S, de modo

que 0s auto-valores {\;}52, respectivos, possuam a propriedade de lim \; = 0.

1—00
Prova:. A existéncia da base de auto-fungoes é garantida em [8], pagina 645. A pro-
priedade dos auto-valores é dada da teoria do espectro de operadores compactos, que pode
ser encontrada em [8], paginas 643-644.
|

Teorema 1.2.6. Sejam U um espaco de Banach com espac¢o dual U’ e as fungoes u e g

em L'(0,T;U). Entdo, as sequintes condi¢oes sio equivalentes

i) Erziste £ € U tal que
u(t) :§+/0 g(s) ds, (g.t.p.) em [0,T];

i) Para cada ¢ € C3°((0,T)),

ii1) Para cada £ € U,
d
E(uaTD - <9777>7

i) u € igual (q.t.p.) a uma funcao absolutamente continua de [0,T] em U.

Prova:. Ver em [21], paginas 250-252.
|

Teorema 1.2.7. Sejam U, V e U’ espacos de Hilbert com U C V C U’, onde U’ € o espago
dual de U. Se uma fungio u € L*(0,T;U) com v € L*(0,T;U’), entio u € C°([0,T]; V)
e vale que p

Chully = 20, ).

Prova:. Ver em [21], paginas 260-261.
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Observagao 1.2.8. O Teorema 1.2.6 aplicado ao Teorema 1.2.7 garante que ||u||? é igual

(q.t.p.) a uma fungao absolutamente continua de [0,7] em V.
Sejam U, V e W espacos de Banach com U € V € W. Suponha que a imersao

U — V seja compacta e U e W reflexivos. Considere

d
= {u cue L0, T;U), o = d—;‘ e Lpl(O,T;W)}

onde 0 < T <ooel<pg,p <oo. O espago IT munido da norma

[ull = l[ullzeo ors0) + 1] |Lor 075w
¢ um espaco de Banach.

Teorema 1.2.9 (Aubin-Lions). Sobre as hipdteses consideradas acima, a imersao I «—
LPo(0,T;V) é compacta.

Prova:. Ver em [16], paginas 57-60.

Teorema 1.2.10 (Desigualdades Elementares).

i) Sejam a, b, €, p e ¢ nimeros reais com € > 0, 1 < p,q < oo tal que 1/p+1/q = 1.

Assim valem as desigualdades:

a) DESIGUALDADE DE CAUCHY.

2 b2
p< L 42
Ww=5ty

b) DESIGUALDADE DE CAUCHY COM €.

b2
b<ea®+ —.
ab < ea +4€

¢) DESIGUALDADE DE YOUNG.

P
abga—+—, (a,b>0).
p q

13



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

d) DESIGUALDADE DE YOUNG COM Ee.

ab < ea? + C(e)b?, para C(e) = (ep)~9Pq! (a,b>0).

ii) Sejam Q) C R2 um aberto e p, q e pp, k = 1,...,m, nimeros reais com 1 < p,q < 00

tal que 1/p+1/g=1el1 <py,...,pm < 00 tal que 1/p1 + 1/po+ ...+ 1/py = 1.
Assim valem as desigualdades:

a) DESIGUALDADE DE HOLDER. Se u € LP(2) e v € L%(12),

jQ|uv|dxf5|h4hm@»anLqu

b) DESIGUALDADE DE HOLDER GERAL. Se uy € LP*(Q) para k =1,...,m,

/ |u1u2 .. .um| dr < ||U1||LP1(Q)||U2||LP2(Q) - ||um||LPm(Q).
Q
Prova:. Ver em [8], paginas 622-623.
|

Teorema 1.2.11 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial). Seja n(-) uma fungdo

absolutamente continua nao negativa em [0,T], que satisfaz em quase toda parte de [0,T],
a desigualdade diferencial

' (t) < 9(E)n(t) + o(t)
onde 9(t) e o(t) sdo fungoes integrdveis e nao negativas em [0,T].
i) Entdo
t
(t) < el 000 [0) + [ pls)ds]
0
para todo 0 <t <T.
it) Em particular, se
' <dn em [0,T] en(0) =0,
entao
n=0em|0,T].

Prova:. Ver em [8], paginas 624-625.
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Teorema 1.2.12. Seja 0Q) C R? uma I-superficie compacta de classe C?. Entao:

i) Eziste € > 0 um raio admissivel para 0N2, isto €, para todo p, ¢ € OS2 temos que
Bpf N Bq’g = @,’

ii) A reunido das bolas normais de 02, ou seja, Ve = Vo(0Q) = |J Byye € um aberto
zo€IN
de R? e é chamado de vizinhanca tubular de 02 com raio €.

ii1) A projecao 7 : Ve — 0S), que associa a cada ponto q € Ve(02) o unico elemento de

00 que estd no segmento normal que contem q, é de classe C'.

Prova:. Ver em [15], paginas 106-110.
|

Teorema 1.2.13 (Imersoes de Sobolev). Seja 2 C R™ um aberto limitado com 02 Lipschitz

continua.

i) Seja 1 < p < oo, entdo caso p > n, a imersao W'P(Q) — L1(Q) € continua e
compacta para 1 < q¢ < 0o e caso 1 < p < n, a imersao WIP(Q) — LI(Q) € continua

e compacta para todo 1 < q < ¢, onde 1/¢' =1/p — 1/n;
ii) Sejam p, q,r es em R com 1< q,p<oo ek €Z", entdo:
a) Casok+1>s—n/p>kea=s—n/p—k, aimersio W*P(Q) — C**(Q) é
continua,

b) Caso s >r eq>p coms—n/p=r—mn/q, aimersio W»P(Q1) — W™I(Q) é

continua,
c) Caso s >r >0, aimersao W*P(Q) — W"P(Q) é continua e compacta.
Prova:. Ver referéncia em [12], paginas 26-28 e em [21], pagina 160.
|

Observagao 1.2.14. Se tivermos a imersao continua W*P(Q) — W™1(Q), fica claro que
ainda obtemos a imersao continua W57 (Q) — W?(Q2) e usando a dualidade, conseguimos

a imersao continua W~="9(Q) — W~ (Q), onde 1/p+1/p' =1el/q+1/¢ = 1.
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Teorema 1.2.15 (Trago). Seja Q C R? um aberto limitado com 99) de classe C* para
algum inteiro k > 1. Tome p > 1 e s > 0 dois numeros reais tal que s < k + 1,

s — }—17 =140 ondel > 1 é um inteiro e 0 < o < 1. Entao existe uma transformacao

continua u — {you, iu} = {u/oq, 3% /aa} como um operador de

1

WeP(Q)  sobre W TrP(0Q) x WTTrP(90).
Prova:. Ver referéncia em [12], paginas 37-38, ou em [11], pdginas 8-9.
|

Observagdo 1.2.16. Quando p = 2 operador traco 7y estd definido de H*(2) em H*~1/2(Q)

e nesse caso o seu nicleo serd o espago, ja definido, H¥(Q2). Fica simples ver que se uma

fungao u € HE(Q), entdao D = 0 em 0S) para |o| < k.

Observagao 1.2.17. Considere H°(Q,A) = {2z € L*(Q) : Az € L*(Q)}. Por resultado
encontrado em [2](segao 12.2), ou mesmo citado em [17](pdgina 213), concluimos que existe
o traco de ordem zero de uma funcdo em H°(Q, A) e que o (H(Q, A)) € H~/2(09).

Considere H(€; div) o seguinte espago auxiliar:
H(Q;div) = {u € L*(Q)*: divu € L*(Q)}.
Este espaco é de Hilbert quando munido do produto interno

((u, ) H(div) = (U, 0)) 202 + ((divu, dive)) p2(g)

que origina a norma

|l esaivy = {((w, ) reyai) 2.

Teorema 1.2.18 (Férmula de Stokes). Seja Q um subconjunto aberto de R? com 0 de
classe C?. Entdo existe uma transformacdo linear, continua e sobrejetora vy, : H(Q; div) —
H=2(0Q) tal que

YU =u-V/sq, Yu € H(Q; div).

Ainda mais, a férmula generalizada de Stokes é vdlida para todow € H(Q;div) ew € H'(Q)
((w, Vw))r2@p2 + ((divu, w))r2@) = (wu, Yow) - (1.4)
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1.2. RESULTADOS GERAIS

Prova:. Ver em [21], paginas 9-12.

Considere H(€; curl) o seguinte espago auxiliar:
H(Q;curl) = {u € L*(Q)?: curlu € L*()}.
Este espaco é de Hilbert quando munido do produto interno

((w, ) m@seunrty = ((usv))r2(@)2 + ((curlu, curlv)) 2 (o)

que origina a norma

||U| |H(Q;cur1) = {((U, u))H(Q;cur])}l/Q-

Teorema 1.2.19 (Férmula da Tangente). Seja © um subconjunto aberto de R?* com

O de classe C*. FEntdio existe uma transformacgdo linear, continua e sobrejetora vy, :

H(Q; curl) — H=Y2(09Q) tal que
YU = U T/ o0, Yu € H(S); curl).

Ainda mais, a formula generalizada da tangente € vdlida para todo uw € H(2; curl) e
w € HY(Q)
—
((ctrlu, )20 — (u, curiw)) e = (et Y1) (15)
Prova:. Ver em [11], paginas 34-35.
|

Teorema 1.2.20 (Integracao por Partes). Seja Q C R?* um aberto limitado com 0 de
classe C*(Q). Nessas condigoes, para todo uw € WHP(Q) ev € WH(Q) com 1/p+1/q=1

epara 1l <1 <2, temos:

/Q w(Dyw) do = — /Q (Dsu)v dz + / vo(w)vo(v)v: dS. (1.6)

o0

Prova:. A prova deste teorema usa a formula da integral por partes para fungoes em

C*(£2), a continuidade do traco 7,, a propriedade 1/p + 1/q = 1 e a densidade de C*°(€2)
em WHP(Q) e em WH(Q). Ver como referéncia [12], paginas 52-53.
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Teorema 1.2.21. Seja Q C R? limitado e conexo, com O de classe C*. Considere que
(u)g = (fﬂu dx)/(fQ 1 dx), a média de u sobre Q. Assim, se 1 < p < 0o, existe uma

constante ¢ = ¢(p, Q) tal que
[lu = (WallLr@) < cl[Vull ey

para toda fungao u € WHP(Q).
Prova:. Ver em [8], paginas 275-276.

Teorema 1.2.22. Suponha que Q C R? é um aberto simplesmente conexo, OS) é Lipschitz-
continua e considere L3(Q) = {z € L*(Q)?* : /z dz = 0}. Uma fungio u € L*(Q)
Q
satisfaz:
curlu = 0 em Q <= 3 uma tnica fun¢io p € H(Q) N L3(Q) tal que u = Vp.

Prova:. Ver em [11], paginas 31-32.
|

Teorema 1.2.23. Suponha que Q2 C R? é um aberto simplesmente conexo e OS) € Lipschitz-

continua. Para uma fun¢do u € L2()° vale:
divu=0 e (u-v,1)/9q =0 < I uma fungdio corrente ¢ € H'(Q) tal que u = (ﬁqﬁ

Prova:. Ver em [11], paginas 37-38.
|

Observagio 1.2.24. Uma consequéncia imediata desse teorema é que quando u € L*()?
para algum real s > 2 (respectivamente H™(Q2)? para algum inteiro m > 0) e u satisfaz

divu =0, (u-v,1) =0, entao
u = curlg com ¢ € W5(Q) (¢ € H™(Q)).

Observagao 1.2.25. Como €2 é conexo, a fungao corrente ¢ é inica a menos de constantes
aditivas. Ainda mais, ¢ é unicamente determinada se fixarmos uma dessas constantes. Por

exemplo, u tem uma e somente uma funcao corrente que se anula em 2.
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Teorema 1.2.26 (De Rham). Seja Q C R? aberto limitado e considere V = {¢ € C5°(Q)? :
dive = 0}. Se f € H ' (Q)? satisfaz

(f,v) =0, YveV
entio existe p € L*(Q) tal que

f=Vp.

Quando ) for conero, p € unica a menos de constante aditiva.

Prova:. Ver em [11], paginas 25-26.
|

Teorema 1.2.27 (Korn). Seja  um subconjunto aberto e conexo de R* com fronteira 09
Lipschitz-continua. Entao existe uma constante K = K(Q) > 0 tal que para todo campo

vetorial u € H'(Q)? temos
2 1 )
ij=1

Prova:. Ver em [13], paginas 106-109.
|

Teorema 1.2.28 (Interpolacio). Assuma que Q C R? seja um aberto limitado com 0) de

classe C*.

i) Sel<q<p< oo, obtemos

[ullzooy < lullpafoy lellfiay, Yo e WH(Q)

ondeazl—g.

p
ii) Sel < qg<p<ooer>2, obtemos

lullzo) < [lullpaollullivir @, Yu € WH(Q)
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|
| |1
S =

onde a =

Q=
+ |-
N

Prova:. Ver em [3], pagina 195.

Teorema 1.2.29. Seja Q@ C R? um aberto limitado com fronteira de classe C*. Se
1 <p<oo, o operador A : W?P(Q) N HY(Q) — LP(Q) é um isomorfismo. Também,
para todo uw € W*P(Q) N Hy(Q) vale que

|ullw2r@) < Cl|AU||Lr).-

Prova:. Este resultado é citado em [16] pagina 94, entretanto a sua prova pode ser en-

contrada em [22], pagina 242-243.

Teorema 1.2.30. Seja 2 C R? um aberto limitado, com fronteira OQ) Lipschitz-continua.

Assuma que r = q/(2 —q), se ¢ < 2 ou que r € [1,00), se ¢ > 2. Entao € valido que

1-)
l1o0(w)| |-y < ellullSaa ] ooy

onde ¢ =c(r,q,Q) e A\=2(r —q)/q(r —1).

Prova:. Ver em [10], paginas 43-44.
|

Vamos assumir que  C R? é um aberto limitado e que 9 é de classe C'. Considere

o problema nao-homogéneo de Dirichlet:

Dado f € H™'(Q) e g € H/?(09), encontrar uma funcio u tal que:

(1.7)

—Au=f em ()
u=gq em Of).

Nestas condigoes;
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Proposigao 1.2.31. O problema (1.7) tem uma e somente uma solugio v € H'(Q) e

existe uma constante ¢ = ¢(Q)) tal que

ullgr @) < e{llflla-1@) + |9l mr20) }-

Prova:. Ver em [11], paginas 11-12.

A generalizagao do problema (1.7) e da Proposicao 1.2.31 fica na forma;

Teorema 1.2.32. Seja Q C R? um aberto limitado e 9S) de classe C**1 para algum inteiro

k > 0. Suponha que f e g do problema (1.7) satisfacam
fewkrr(Q), g € Wh1/rr(9Q)

para algum real p com 1 < p < co. Entdou € W*2(Q) e existe uma constante c = c(k, p, Q)

tal que

||U||Wk+2m(9) < C{||f||W’“vP(Q) + ||g||W’€+2*1/P7P(6Q)}'
Prova:. Ver referéncia em [11], paginas 11-12.

Teorema 1.2.33. Seja Q C R? um aberto limitado com 9 de classe C?. Entao para todo
feLPQ) ege WHrr(9Q), existe um tinico u € W*P(Q) solucdo de

—Au=f em 2
u=g em 0f).

Prova:. Ver em [12], pagina 128.
|

Sejam © C R? um aberto limitado e 7' > 0. Para uma fungao u : Q x (0,7) — R

suficientemente regular, definimos o operador parabdlico L como
2 2
Lu=—u+ Z a’ Diju+ Z b'Diu + cu (1.8)
ij=1 i=1
onde a, b e ¢ estao em L>®(2x (0,7")). Nestas condigoes, enunciamos o seguinte teorema;
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Teorema 1.2.34. Sejam Q C R? aberto limitado com 9§ classe C*, T > 0 e considere o

problema parabolico

Lu=G em Q x (0,7)
u=70 em 02 x (0,7) (1.9)
U(,O):Qb emQ,

2
onde ¢ € L*(Q) e G =5 D;f' + g, com f', g em L*(Q x (0,T)). Suponha ainda que
i=1

existam constantes positi;as A, A1 e X tal que

2

> aigg > Mgl (1.10)
ij=1
para todo ¢ € R?,
2
> a7 < AN, (1.11)
ij=1
1 /o i 2 ¢ 2
ﬁ(Z [b - c] ) +5 <AL (1.12)

i=1

Assim, existe uma tinica solugdo fraca u € H} (2 x (0,T)) do problema (1.9).

Prova:. Ver em [14], paginas 104-105.
|

Teorema 1.2.35 (Principio do Méximo). Suponha que L € um operador parabdlico, como
em (1.8), que satisfaca (1.10)-(1.12) e

T
/ / (0D +eo) drdt <0 Vo€ Cg(Qx (0.7)), tal que 6> 0.
o Ja
Entao se Lu > 0 em Q x (0,T) temos que

sup u < sup u.
Qx(0,T) o0 x(0,T)

Prova:. Ver em [14], pagina 129.
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Capitulo

2

O Problema de Navier-Stokes

As equacoes de Navier-Stokes sao equacoes diferenciais parciais fundamentais que des-
crevem o fluxo de fluidos incompressiveis. O Problema classico de Navier-Stokes é tratado
em 2 C R"(n=2 ou 3) e busca como solugao uma funcao vetorial u € C*([0,T]; C*(Q))"
que descreve a velocidade do fluido e uma funcao p € C°([0,T]; C*(2)) que descreve a

pressao. Este problema é descrito pelas equacoes

Ou — pAu~+ (u-Viu+Vp=f em 2 x (0,7)
divu =0 em Q x (0,T)
u=0 em 002 x (0,7T)

com condic¢ao inicial
u(+,0) = ug em §).

Aqui, up(z) é uma funcdo vetorial em C*°(Q2) com divergente nulo, f;(x,t) sdo as com-
ponentes de uma dada forca externa, como por exemplo a gravidade, pu é um coeficiente

positivo de viscosidade e A é o Laplaciano nas variaveis do espaco.

As equagoes de Navier-Stokes jé foram estudadas em [21] e em [16], quando consider-
amos a condicao de fronteira u = 0. Neste texto, estudamos uma condicao de fronteira
diferente, chamada Navier de Fricgdo, que foi proposta por Navier em [18] no sentido de
obter-se uma melhor descricao fisica, ja que em muitos casos de significado pratico, como
em modelos geofisicos bidimensionais, a interpretagao da viscosidade no caso u = 0 em 02,

nao é clara.
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2.1. Resultados Auxiliares

Considere o sistema bidimensional das equagoes incompressiveis de Navier-Stokes

ou— pAu+ (u-Vu+Vp=f em Qx(0,7) (2.1)
divu=0 em Q x (0,7) (2.2)

u(-,0)=uy em§ (2.3)

u-v=0 em 0N x (0,7T) (2.4)
2D(u)v-7+au-7=0 em 02 x (0,T) (2.5)

onde p > 0 é o coeficiente de viscosidade, a(z) é uma fungdo duas vezes continuamente
diferencidvel definida em 02, u é o vetor velocidade e p a pressao. Consideramos D(u)
a parte simétrica do Jacobiano definido por D;j(u) = +(Dju; + Dju;) e sistematicamente
usaremos a definicao A : B = ZZ i A;;Bi;.

Vamos supor que 2 é um subconjunto aberto, limitado e simplesmente conexo de R?,
9Q ¢é de classe C?, v o vetor unitario normal e 7 o vetor unitdrio tangente, com {v, 7}
sendo uma base na fronteira. A funcao f(z,t) é uma forca dada e uy(z) é uma velocidade
inicial.

Neste capitulo vamos estudar a existéncia, unicidade e regularidade de solucao fraca
para o problema (2.1)-(2.5).

Para tratarmos deste problema, consideraremos espagos especiais. Seja V = {u €
Cs°(Q) : divu = 0 em Q}. Definimos H como sendo o fecho de V em L?*(2), que tem a

seguinte caracterizacao:
H={vel*Q)? divv=0emQ, v-v=0em N}

Observagao 2.1.1. Em [21](paginas 13-16) podemos encontrar a prova de que o espago H

possui tal caracterizagao.

Também, consideraremos

V={ve H(Q)? divv=0emQ, v-v=0em 0N}
W={veVnH*(Q)?:2D(w)v-7+av-7=0em 00}

Tais espacos possuem propriedades similares aos espacos considerados no caso de fron-
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teira classica, no-slip. Consideraremos os seguintes resultados relativos a estes espacos:

Teorema 2.1.2. Temos que V., H e V' sao espagos de Hilbert, quando consideramos V

2 2

munido da topologia induzida de H(2)? ¢ H munido da topologia induzida de L*(Q)* com

Ve H reflexivos. Ainda mais, V. C H C V' com a imersio V — H continua e compacta.

Prova:. Como H é um subconjunto fechado do espago completo L?(Q)% e V' é um sub-
conjunto fechado do espaco completo H'(£2)?, por teorema cldssico temos que V e H sao
espacos de Hilbert e também o Teorema 1.2.4 garante que V e H sao reflexivos. Assim,
V'’ também é um espaco de Hilbert reflexivo e usando a identificacdo padrao, temos que
VCH=H CcV'eportanto V C H C V'. A imersao continua e compacta de V em H,
decorre diretamente da imersao continua e compacta de H'(Q)? em L?(Q)?, pelo Teorema

das Imersoes de Sobolev .

Lema 2.1.3. Para qualquer p € [2,00) e para qualquer u € H com curlu € LP(Q), vale
|| Vul|Lray < C(Q)||curlul| o).

Prova:. Sejau € H com curlu € LP(S2). Pelo Teorema 1.2.23, existe uma fungao corrente

e H}(Q) tal que u = c_z;r_j . Aplicando o Teorema 1.2.29 obtemos que
¢ 0 q p q
[IVul| oyt < |9llw2r) < CllAG| o) = Cllcurlul|Lr(a),

o que conclui a prova.

Teorema 2.1.4 (Poincaré). Para todo u € V N WY (Q) existe uma constante ¢ > 0 tal
que

[lullr @y < cl[Vull o
Prova:. Sejau €V e fi(zr) =z € H(Q). Pelo Teorema 1.2.18 segue

/Qu-Vfl d:x+/9d1'vuf1 dx:/m(u-y)fl dx.
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Mas sabemos que divu =0 em Q e que u - v = 0 em 9f2. Com isso, deduzimos que

/ul dx:/u-Vfl dr = 0.
Q Q

Repetindo o mesmo processo anterior para fo(x) = 1o € H(£2), obtemos

/u2dx:/u-Vf2dx:0
0 0

/udx:O.

Q

Portanto, pelo Teorema 1.2.21 ficamos com

e assim

ullzr @2 < [Vl @)

Para que seja possivel encontrar solugao fraca (2.1)-(2.5), vamos considerar um teorema

sobre a construgao de uma base conveniente e os lemas necessarios para prova-lo.

Lema 2.1.5. Suponha que u € H*(Q)? eu-v =10 em 0Q. Entdo

1
D(u) -1 — §curlu—|—k;(u-7) =0, em Of)

-
onde curlu = Dius — Douy e k € a curvatura de 0S) dada por I = —kv, com s o

comprimento de arco.

Prova:. Sejau € H*(Q)? com u-v =0 em 9. Como 99 é de classe C?, pelo Teorema
1.2.12 existe uma vizinhanga tubular V onde podemos definir as funcoes 7 = v o 7w e

F=7om, com v, 7€ CYV).
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Assim em V obtemos

%(u-ﬁ) - (Dl(u-ﬂ),Dg(u~D)) 7
_ ((Dlul)ﬁl 4 ur(Dain) + (Daus) i + W(D@))ﬁ

+ ((Dzul)ﬁl + w1 (Do) + (Dauig) i + u2<DQﬁz))%2

e portanto, deduzimos em V a igualdade

0 . | o . . . . - _
g(u v)=Du)p -7 — icurlu(yzﬁ — 7)) + (Tlul(Dlul) + Tyug (Do) + Touy (Doiry)
+ %jLLQ(DQDQ)) .
0 d
Se restringirmos a igualdade acima a 92 C V, teremos §(u V) = d—(u - ) e assim
T s
d - 1 N - - -
E(uy) =D(u)v-T7— §cur1u+ (z‘lul(Dlyl) + Tug(D10o) + Toug (Do) + TQU/Q(DQVQ)J).
e

(2.6)

Usando que {v, 7} define uma base em 052, podemos escrever u = (u - v)v + (u-7)7T e

por u-v =0, temos que u = (u - 7)7T e portanto valem as igualdades

2
7'1(7'1161 +T2U2) = T1 U1 +T1T2u2 = U7

2
TQ(TQUQ + Tlul) = To Ug + T1ToU] = Ug.

Com este resultado podemos rescrever A, em 0f2, na forma

A= 7'12(71141 + TQU2)(D151) + 7172(7'1U1 + 7’2U2)(D1772) + 7’17'2(7'1U1 + Tous) (Datr )

+ T22<7'1U1 + T2u2)<D2ﬂ2)

e portanto,

A= <(D151)7'1 + (Dot )1, (D109) T + (D292)72> : <7'1(7'1U1 + Toug), o (T1uy + 7’2“2))

=Vor-71(u-T).
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Substituindo o valor de A em (2.6) e usando que u - v = 0 em 02, obtemos

= di(u V) = i(u ) =Du)v- -1 — %curlu—k Vor-1(u-T) em 0f2.
s

0 ds

Por hipédtese temos que d7/ds = —kv e portanto (dv/ds) -t = k. Como dv/ds = VT,

deduzimos que Vo7 - 7(u - 7) = (dv/ds) - T(u - 7) = k(u - 7), que resulta na igualdade

1
0=D(u)v-1— §curlu + k(u- 1) em 0,
para todo u € {u € H*(Q)? : u-v =0 em 0Q}.

Observagao 2.1.6. Como os argumentos usados neste lema nao envolveram condi¢oes sobre
o espaco LP(Q)? em que a funcao se encontra, podemos generalizd-lo para as funcoes em
W2P(Q)? com 1 < p < co.

Lema 2.1.7. Seu €V, entio (Vuu) - v = —ku®. Ainda mais, podemos deduzir que

/Vu - Vul" dx = —/ ku? dsS.
Q a0

Prova:. Sejau € H*(Q)?NV. Como feito no Lema 2.1.5, por u - v = 0 sobre 9 e por

podermos derivar u na fronteira, obtemos

0= - v) = V(u-v) -7 = (Vur) v+ (Vo) -u = (Vur) - v+ k(u-7)

e portanto
(Vur) -v=—k(u-1), em OS.

Usando o fato de u ser paralelo a 7, obtemos
(Vuu) - v = —ku?, em Of).

Agora, como

/ Vu : Vu'" dz = / div(Vuu) do = / (Vuu) - v dx
e 0

o0
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concluimos que

/ Vu: Vul" de = —/ ku? dS.
Q a0

Usando a densidade de H(2)> NV em V, e a continuidade do operador trago dada pelo
Teorema do Trago, conseguimos que os resultados sejam validos para todos os elementos
de V.

|

Observagao 2.1.8. Pelo mesmo motivo que no Lema 2.1.5, podemos generalizar o Lema

2.1.7 para as funcoes em W2P(2)?, para 1 < p < oo.

Lema 2.1.9. Seja Vo = H*(Q)N H () C H?(2) munido da topologia induzida de H*(S2).
Nestas condigoes, Vo € um espago de Hilbert e a imersao Vo — Hy () € densa, continua e

compacta.

Prova:. Seja {z,}°2; C V5 um sequéncia de Cauchy segundo a topologia de V5. Neste
caso, pela topologia de V; ser a induzida de H%(Q2), temos que {z,}°°, também é uma
sequéncia de Cauchy em HZ(€). Como H?(Q) é completo, existe um elemento z € H*(1?)
limite de {z,}°2, na topologia de H?*(Q2). Por {z,}°2, ser composta por elementos de
H}(Q) N H?() temos

||fL’n — xm”Hl(Q) S ||ZEn — meH?(Q)a Vn, m € Z+. (27)

Com essa desigualdade concluimos que {r,}52; é de Cauchy em H}(Q). Como H}(Q)
¢ completo, existe um elemento 7 € Hj () limite da sequéncia {z,}°°; com relagao a
topologia de Hj(€2). Assim por (2.7)

n—oo

2n — 2|1 @) < |20 — 2l|lm20) — |7 — 2||m10) < |7 — |[52(0) = 0.

Com isso # = T, o que nos garante que {x,}°2, converge para uma fungao em H{(£2) N
H?(Q) = V,. Como {z,}°2, é uma sequéncia de Cauchy arbitréria, temos que V5 é completo

e portanto um espaco de Hilbert, segundo a topologia induzida de H?(Q).

i) Continuidade

Como Vu € V5 temos |[ug1 (o) < [|ul|#2(0), a continuidade da imersao ¢ trivial.
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ii) Compacidade
Seja {x,}°°, C V5 uma sequéncia limitada. Como V, — H?(Q) continuamente,
{x,}22, também é limitada em H?(Q2). Pelo Teorema das Imersdes de Sobolev
garantimos que H?(Q) — H'(Q) compactamente, assim H{z,, }?2, C {r,}>2, e
r € HY(Q) tal que z,, — = segundo a topologia de H'(Q2). Observe que {z,, }3>, C
Vo C HY(Q) e que H(2) é completo, portanto x € H} ().

Como para toda sequéncia limitada em V5 existe uma subsequéncia convergente em

H}(Q), concluimos que a imersiao V5(2) — H}(Q) é compacta.

iii) Densidade
E suficiente observar que CS°(Q) C Vu € HA(Q), o que garante que a inclusio dos

fechos desses espagos com relacdo a topologia de HJ(f2) ainda ¢ mantida, ou seja,

Cee(Q) C Vo € HL(2). Como C5°(Q) com relagio a topologia de H} () é o préprio
HY(Q), temos que H} () C Vo C HY(Q) e assim Vo = H(S2), ou seja, Va é denso em
Hg ().

Teorema 2.1.10. Eziste uma base {v,} C H3(Q)?, para V, a qual também é uma base

ortonormal para H, que satisfaz
2D(vy,)v - T+ av, - T =0, em OfQ.

Prova:. Consideremos o problema espectral

A%) = —\AY em )
—AYp=—(2k —a)Vip-v em OS2 (2.8)
=0 em 0f).

Multiplicando ambos os lados da equacao diferencial por uma funcao ¢ € V5, qualquer

e integrando em €2, obtemos a igualdade

/ (A%))¢ dr = —A / A¥)pde Vo € Th
Q Q
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Integrando por partes esta expressao, concluimos que
/Asz(b da:—/ A¢V¢-l/d$z—)\/(Aw)¢ dx Vo € Vs
Q o0 Q

Como queremos que em 0f) a fungao 1 satisfaca —Ay = —(2k — «)V1) - v, a formulacao

variacional do problema (2.8) fica: encontrar ¢ € V3 tal que

/A¢A¢dm—/ (zk—a)w-yw.ydS:A/wwdaz Vo €V
Q [5)9] Q

Considerando a forma bilinear A : V5 x V5 — R, dada por

Az, ¢) = /QAZA¢ dx — /89 (2k —a)Vz-vVo- v dS,

temos que A é simétrica e pelo Teorema do Traco,

s

|A(z, ¢)| S/Q‘AzAgb‘ dx—i—/aﬂ‘(Zk—a)Vz-Vng-u

< |[zllz2@) |8l z2(0) + [ (2k — )|z @) [| V2 - V]| 2000)| [V @ - V]| 22 (00
< cllzlm2 @) |0l 52 (@), Vo, z € V.

Com isso, concluimos que A é um operador bilinear continuo em V5 x V5. Seja z € 1,
arbitrario. Através do Teorema 1.2.29, do Teorema do Trago e do Teorema 1.2.30, temos

que

2 2 “iz0 2 2
Az, 2) = /Q |Az| d:zc—/aQ (2k — a)|Vz-v|7dS > C’1||Z||Hz(ﬂ)—/(99 (2k —a)|Vz-v|* dS

= ClHZH%P(Q) - H(%—Oé)HLw(aﬁ)HVZH%%aQ) 2 ClHZHfW(Q) - H(Zk—@)HLw(aﬁ)HvzHiwag)

> Cil|zll32) = Coll(2k = @)z oo | 2] g (e 2l 20 -
Pela desigualdade de Cauchy com e = (' /2, temos

b G

Az, 2) > CIHZH%{?(Q) - 4(C1/2) C22H(2k - O‘)H%‘”(BQ)'VH?{&(Q) ) ||ZH12L12(Q)

1
= (01/2)“2“%12(9) - 2—01022‘“% - O‘)H%OO(BQ)HZH?{&(Q)'
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C

1 C
Tomando o = 2—1022H<2k‘ — a)H%OO(BQ) el = 71 deduzimos
Alz,2) + ollal By oy = Ollzl ey V2 € Vo (2.9)

com o > 0ef > 0. Pelo Lema 2.1.9 e por (2.9), concluimos que o operador A é (Va, H} (2))-
COETCIVO.

Dado v > o, considere o problema

A%+ yAYp = —AAf em )
—Ap = —(2k — )V - v em 0N (2.10)
=0 em Of).

Se f € HNQ), Af € H'(Q) e na forma variacional deste problema procuramos uma

funcao ¢ € V; tal que

A, ¢) + (VY Vo) = —MASf, 4),  VoeTa

Considere um novo operador A, : V4 x V5 +— R, dado por:

Ay (), 0) = A, 0) +7(VY, V).

Observe que por (2.9) e por v > o

C
Ay, 9) = A, w) + 19117y o) = AW 0) + ol ¥l ) = 5 Wl YU EVR

e portanto A, ¢ um operador Vs-eliptico. Também, A, ¢é continuo e simétrico. Como
Af € HYQ) e H(Q) ¢ um subconjunto do espago dual de V3, usando o Teorema de
Lax-Milgram, obtemos que para cada f € H}() o problema (2.10) possui uma tnica
solucao ¢y € V5.

Dessa forma, definimos o operador K : H}(Q) — Vo C H}(Q), que associa a cada f €
H(Q) a sua tinica solucao ¢y € V3 do problema (2.10), ou seja, K(f) = 1. E de maneira
padrao que se verifica que K ¢é linear, continuo e simétrico, assim se concluirmos que este
operador também é compacto, poderiamos utilizar da teoria de operadores compactos.

Sendo assim, se {z,}°2,; for uma sequéncia limitada de fungoes em H (), pela con-

tinuidade do operador K, { K(x,)}22, é uma sequéncia limitada de fung¢oes em V5 e por V,
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estar imerso compactamente em Hg (), existe {z,, }32, C {z,}5>, tal que {K(x,, )},
converge segundo a topologia de H}(€2). Com isso, concluimos que o operador K é com-

pacto.

Como K ¢é um operador que satisfaz as hipéteses do Teorema 1.2.5, existem {;}:2,

auto-fungoes e {7,;}°, auto-valores, com lim 7; = 0 tal que para cada i inteiro positivo

1— 00

K (¢;) = ~v;1; e portanto pela definicao de K os {1;}5°, satisfazem

A2 + Y AY; = —(N /1) Ay em 2
—AY; = —(2k — a)Vh; - v em OS2
;=0 em 0.

A
Com isso, encontramos funcoes 1; e escalares \; = ('y + —) satisfazendo
i

A%y = —(Ni) Ay em €
—Ap; = —(2k — a)Vi); - v em 0f) (2.11)
;=0 em O

com \; — 400 quando 1 — 4o00. O Teorema 1.2.5 também nos garante que as fungoes
{;}22, formam uma base ortonormal para Hj(2) e consequentemente, por V5 ser denso

em H}(Q), uma base para V5.

Pela equagao (2.11) como At € L*(2), teremos que A%*y; € L?(Q) e portanto w; =
—Ay; € H°Q,A). Pela observacio 1.2.17 do Teorema do Traco, o trago de ordem
zero das funcoes em H(2, A) existe e estd em H~Y2(9€). Como (2k — a) € C?(09)
e v1(v) =V -ve HY2(09Q) temos que (2k — a)Vy - v € HY2(9Q). Note também que

—\iw; € L*(Q) e portanto w; é solugao do problema de Dirichlet para o Laplaciano

—Awi = )\Zwi em €
(2.12)

wi = —(2k —a)Vi); - v em 0f).

Pelo Teorema 1.2.32, como w; ¢é solu¢ao do problema de Dirichlet com a condigao de

fronteira em H'/2(9€) e termo de forca em L?(Q), temos que w; € H?(Q2). Por outro lado,
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como Av); = w; € H?(Q), v; é solugao do problema de Dirichlet

Au = w; em €2
u=0 em 0f)

com termo de forga em H?(Q) e valor de fronteira nulo, portanto o Teorema 1.2.32 garante
que ¥; € HY(Q) N HY(Q).

—
Neste ponto, considere a funciao v; dada por v; = curlt;. Fica claro que v; € H3(Q)?
e que divy; = 0, w; = curlv; em . Também, pela Férmula de Stokes concluimos que

Vo € H*(Q)

((vi, V@) 202 + ((divvy, @) r20) = (i, 090) = ((vi, V@) 122 = (Wi, %09) -

Por outro lado, usando a Formula da Tangente para o campo V¢ e para a funcao ;,

obtemos

((curl Vo, 15)) 20y — (Vi Cll—l"jwi))L?(Q)2 = (7= V¢,70:) = ((Vi,vi))12(0)2 = 0.

Assim concluimos que (y,v;,70) = 0, V¢ € H*(Q) e portanto v; - v = 0 em 9. Ainda
mais, por (2.11)

curl (AUZ + )\ﬂ)z) = ACUI]Ui + )\Z'CUI"]UZ' = —(Azl/Ji + )\ZAQZJZ) = 0,

e como {2 é simplesmente conexo o Teorema 1.2.22 garante a existéncia de uma tunica

pressao m; € H'(Q) N L3(2) tal que Av; + A\jv; = Vmr;. Concluimos assim que v; satisfaz o

problema
—Av; + Vm; = \jv; em )
dive; =0 em €2
v;-v=>0 em Of).

Fica claro que como v; € H3(Q)?, temos que m; € H?*(Q2) N L3(2). Pelo Lema 2.1.5, v
satisfaz
2D(v;)v - T — curlv; + 2k(v; - 7) = 0.
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Mas curlv; = w; e por (2.12), vemos que w; = —(2k — a)V; - v em OS2, portanto
2D(v))v - T+ (2k — )V, - v + 2k(v; - ) = 0.
Como v = (13, —71), entdo V); - v = —v; - T 0 que nos garante

2D(v)v - T+ a(v; - 7) = 0.

Portanto v; satisfaz o problema

—Av; + Vm; = \v; em €2
divv; =0 em €
v;-v=>0 em 0f)
2D(vi)v- T+ a(v;- 1) =0 em 0f2.

Falta ainda garantir que o conjunto {v;}°, tem as propriedades de base enunciadas.
Para isso, tome u € V e note que, como divu = 0 em Q e (u-v,1) = 0, pelo Teorema
1.2.23 temos que existe ¢ € H*(Q) com u = <;r]>q§. Ainda mais, a observacao 1.2.25 nos
permite supor que existe um tunico ¢ € H?*(Q) N HJ () = V; tal que u = (ﬁqﬁ Pelo
concluido acima, como {9;}°, é base para V;, existe uma sequéncia {¢,}>2, contida no
conjunto gerado por {¢;}2; com ¢, — ¢ em V5. Como Eﬂﬁ ¢, estd no gerado pelos
{(ﬁwi}?il = {v;}32, entao ﬁqﬁn — cﬁ¢ = u em V. Isso nos garante que para todo
u € V existe uma sequéncia no conjunto gerado por {v;}$°; que converge para u segundo

a topologia de V', ou seja, {v;}32, forma uma base para V.

Da mesma forma, se w € H, como divu =0 em Q e (u-v,1) =0, pelo Teorema 1.2.23
temos que existe ¢ € H*(Q2) com u = c—ur_j ¢. Ainda mais, a observacgao 1.2.25 nos permite
supor que existe um tnico ¢ € H}(Q) tal que u = Eﬂﬁ ¢. Pelo concluido acima, como
{1;}32, é base para Hj(f2), existe uma sequéncia {¢, }>; contida no conjunto gerado por
{1;}32, com ¢, — ¢ em H}(Q). Como (;rjqbn estd no gerado pelos {(ﬁm};’il = {v;}32,
entao c;r_l) On — c;r_l) ¢ = uw em H. Isso nos garante que para todo u € H existe uma
sequéncia no conjunto gerado por {v;}°; que converge para u segundo a topologia de H,
ou seja, {v;}2, forma uma base para H. Para concluir que a base é ortonormal em H,

basta notar que

(vj,v3) = (V5, Vi) = ((¥5,¥i)) 510
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e por {1;}3°, formar uma base ortonormal em H_ (), pela igualdade acima {v;}3°, forma

também uma base ortonormal para H.

2.2. Existéncia, Unicidade e Regularidade

Nesta se¢ao, consideraremos o Teorema 2.1.10 provado na se¢ao anterior e os teoremas
e lemas seguintes que sao essenciais para a conclusao da prova dos teoremas de existéncia,
unicidade e regularidade de solucao fraca para as equagoes de Navier-Stokes com condicao

de fronteira tipo Navier de Friccao e de nao penetragao.

Lema 2.2.1. Considere b:V x V x V +— R dado por

b(u, v, w) = /Q (u-V)vw dx :i /Qui(Diuj)wj dx.

1,j=1

Neste caso, b € um operador trilinear, continuo e vale que
i) b(u,v,v) =0, Yu, v € V;
i) b(u,v,w) = b(u,w,v), Yu, v, w € V.
Prova:. Sejam u, v e w elementos de V. Pela desigualdade de Holder obtemos
|b(u, v, w)| < /Q |(u- V)vw| do < clul[pspe|v]|ar @l lwl] a2

Usando o Teorema das Imersoes de Sobolev concluimos que H'(2) < L*(Q) continuamente

e portanto existe uma constante c tal que
[b(w, v, w)| < cl|ullv]|v]lv[[wllv

ou seja, o operador b é continuo. E claro que b é trilinear, agora para concluir ) basta

notar que

(v)?
Ui(Di’l)j)’Uj dxr = uzDz dr = — Dlul
Q Q 2 Q
36
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Por definicao, temos que

2

2
1
b(u,v,v) :Z /Qui(Din)Uj dx = -3 Z /devu(vj)2
j=1

ij=1
2

1 2
+§jzl/m(u-l/)(vj) ds

e como u € V' temos que b(u,v,v) = 0.

Para concluir i) observe por i) que,

0="0b(u,v—w,v—w)=blu,v,v) — blu,v,w) — b(u, w,v) + b(u, w, w)

= —b(u,v,w) — b(u, w,v)
e assim,

b(u,v,w) = —b(u, w,v).

Lema 2.2.2. Para quaisquer u, v e w em V temos
1/2 1/2 1/2
b, v, w)] < el full g2 | Vull oty | V0l 2 ]| oty Vol | gy

Prova:. Usando a desigualdade de Hélder, o Teorema de Interpolagao e o Teorema de

Poincaré, verificamos que;

[b(u, v, w)| < ellull L@ [Vl 2@ |[wl] a2

1/2 1/2 1/2 1/2
< cfful| ot | Vul| oty V0l 2 g@ya ]| 7o V0 oty

|
Neste ponto, buscamos uma formulagao variacional para (2.1)-(2.5). Assim, se operar-
mos em ambos os lados de (2.1) com um v € V qualquer e integrarmos em 2, ficamos

om

/Gtu vdr — / Au(t)v dx + /Q(u(t) -Vu(t)v dx + /Q Vp(t)v de = /Qf(t)v dr.
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Usando integracao por partes, obtemos

Lty dx+2,u/QD(u(t)) . Do) dx—2u/ (D(u(®)) - 7)(v - ) dS

dt Jq o0

+ /Q (ult) - V)u(tyo d — /Q p(t)dive dz = /Q F(t da.

A igualdade acima, por meio da condicao de fronteira e por divv = 0, pode ser reescrita

da forma
d
pr Qu(t)v dx + QM/QD(u(t)) :D(v) dx + /ﬂ(u(t) -V)u(t)v dx

—i—,u/moz(u(t)-T)(v-T) dS:/Qf(t)v dz

a qual é a formulacao variacional do problema.

Teorema 2.2.3 (Existéncia). Para uma dada fungio f € H'(0,T; H) e ug € W, existe
uma funcio u € L*(0,T; V)N L>®(0,T; H) que satisfaz a formulagao variacional de (2.1)-
(2.5), isto é
d
Yv eV, 7 / u(t)v dx + 2,u/ D(u(t)) : D(v) dx + /(u(t) -V)u(t)v dx
Q Q Q

i /8 afu(t)-7)(w-7) dS = /Q f(#)o do (2.13)
u(0, +) = uy. (2.14)

Prova:. Este teorema é provado através de uma adaptacao da prova de existéncia do
teorema com condigoes de fronteira cldssica apresentado em [21]. Vamos dividir a prova

deste teorema em trés etapas;

» Etapa 1: Construcao da Solu¢ao Aproximada — Faedo-Garlekin

Pelo Teorema 2.1.10, existe uma base {v;}32; C W para o espago V' que ainda é uma
base ortonormal para o espago H. Para cada N €