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Resumo

Nessa dissertagao provamos que se n é um inteiro par ou primo, entao o Grupo de

n—1 _

Galois de 2" — ---—x —1 é o grupo simétrico 5,,. Essa familia de polinomios surge

naturalmente de uma generalizacao da sequéncia de Fibonacci.
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Abstract

In this dissertation we prove that if n is even integer or a prime number, then the

n—1

Galois Group of 2" — 2" — -+ — x — 1 is the symmetric group S,,. This polynomial

family arises quite naturally from a kind of generalized Fibonacci sequence.

vi






Introducao

Trabalhando com a teoria de Galois rapidamente se observa que descobrir o grupo de
Galois de um polinomio em geral nao é uma tarefa facil. Nao existe uma férmula ou um
método padrao para esse fim. Assim, uma alternativa é buscar familias de polinémios e

investigar seu grupo de Galois. Aqui apresentamos o resultado para o polinomio
fo(x)=a"—a2™ ' —2"?— . —2—1, n parou primo.

Uma excelente ferramenta para caracterizar o grupo de Galois de uma extensao pode
ser encontrada na Teoria Algébrica de Numeros. Para toda extensao de Q, o grupo de
Galois ¢é gerado pelos subgrupos de inércia dos primos que se ramificam. Entao, se obter-
mos informagoes sufucientes sobre esses subgrupos de inércia podemos obter propriedades
ou até mesmo caracterizar o grupo de Galois da extensao. E é justamente essa a técnica
usada nesta dissertagao.

Para leitura dessa dissertacao assumimos um conhecimento bésico de Teoria Algébrica
de Nimeros, como em [6], por exemplo. No entanto, ndo assumimos um conhecimentos
de Corpos Locais e de fato, vamos demonstrar a maioria dos resultados sobre esses corpos
utilizados nessa dissertacao.

Partindo do pressuposto que o leitor tenha conhecimentos de Algebra Comutativa, a
primeira secao do capitulo 1 constréi as bases da Teoria Algébrica de Nimeros que serao
utilizadas como: elemento inteiro, defini¢oes e teoremas relativos ao indice de ramificagao
e o grau de inércia da decomposicao de um ideal primo em uma extensao, e um critério
para que um primo se ramifique em uma extensao.

A préxima secao é uma preparacao para o estudos de Corpos Locais onde definimos o
corpo @Q,, que é um corpo completo, de duas maneiras distintas: usando limite projetivo
e o completamento em relacao a uma valorizacao de Q. Enunciamos também o teorema
de Hensel.

Na secao 1.3 estd o estudo de Corpos Locais. A definigao do indice de ramificagao e grau

de inércia para valorizacoes e a relagao entre subgrupo de inércia e a extensao maximal

viil



nao ramificada de um Corpo Local também sao apresentadas nessa secao. Terminamos o

capitulo com a regra de sinal de Descartes que sera usada na investigacao das raizes do

n—1_ ,.n—-2 _

polinémio f,(z) = 2" —x x w.—ax— 1.

O capitulo 2 trata das contas relativas ao polinomio e seu grupo de Galois. Na primeira
secao damos uma justificativa para o interesse nesse polinomio. A secao 2.2 trata das
caracteristica do polinomio: raizes, irredutibilidade e o discriminante.

Finalmente nas secoes 2.3 e 2.4 estd demonstrado que o Grupo de Galois do polinémio
folx)=a" —a" 1 =" 2 — .. —2—1¢S,, paran par ou primo. No caso de n par isso
¢ feito usando a teoria de Corpos Locais e no caso de n primo usando propriedades de
grupo de permutagoes e teoria de Corpos Locais. Resta observar que para n impar nao

primo nao se conhece ainda qual é o grupo de Galois do polinémio f,(x).

1X
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos definicoes e teoremas necessarios para leitura desta dis-
sertacao. Tomamos como ponto de partida um curso inicial de teoria algébrica de nimeros,
como em [6], por exemplo. Primeiro serdo enunciados alguns teoremas e defini¢ées bési-
cas. Depois daremos duas definigoes para o corpo dos nimeros p-adicos Q,. Em seguida
apresentamos alguns resultados sobre Corpos Locais. Por tultimo, demonstraremos um

teorema que nao esta diretamente relacionados a Teoria Algébrica de Nimeros.

1.1 Conceitos basicos

Definicao 1. Sejam B uma anel e A um subanel de B. Um elemento b € B € inteiro sobre
A se é raiz de um polinémio monico em Alz|. Seja p(x) € Alzx] um polindmio maénico tal
que p(b) = 0. A relagdo p(x) = 0 é chamada de relagao de dependéncia integral de b sobre
A.

Teorema 2. Seja B um anel, A um subanel de B e x € B. Sdo equivalentes

1. x € B ¢ inteiro sobre A.
2. O anel Alx] é um A-mddulo de finitamente gerado.

3. Eziste um subanel C' de B tal que C' contém A e x, e C é um A-mddulo finitamente

gerado.

Demonstracao: [6], pag. 28.

Definigao 3. Sejam B um anel e A um subanel de B. O conjunto A’ dos elementos de

B que sao inteiros sobre A é um anel. O anel A" é chamado de fecho integral de A em B.



1.1. CONCEITOS BASICOS

Definicao 4. Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fracoes. O fecho
integral de A em K ¢é chamado de fecho integral de A. O anel B € dito integral sobre A
se todo elemento de B ¢ inteiro sobre A. O anel A é dito integralmente fechado se todo

elemento de K que € inteiro sobre A estd em A.

Defini¢ao 5. Sejam L O K uma extensao Galoisiana e G = Gal(L/K). Seja x € L. A

norma de x relativa a L e K ¢ dada por

Ny () =[] o(x).

ceG

O tracgo de x relativo a K e L é dado por

Trik(x) = Za(x).
ceG
Teorema 6. Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fra¢oes. Seja L
uma extensao finita de K e x € L inteiro sobre A. Assuma que K possui caracteristica
zero. Entdo os coeficientes do polinomio minimal de x em K sao inteiros sobre A. Em

particular, Np ik e Trp i sdo inteiros sobre A.
Demonstragao: [6], pdg. 38.

Definicao 7. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-modulo livre

de posto finito n. Para (xy1,--- ,x,) € B™ o discriminante do conjunto (x1,--- ,,) € 0

elemento de A dado por
D(x1,--- ,xn) = det(Trpja(z;x;)).

Definicao 8. Um dominio de integridade A é chamado um dominio de Dedekind se é

Noetheriano, integralmente fechado e todo ideal primo nao nulo € maximal.

Teorema 9. Sejam A um dominio de Dedekind e K seu corpo de fragoes. Sejam L D
K uma extensdo finita de K e B o fecho integral de A em L. Assuma que K € de
caracteristica zero. Entao A" € um dominio de Dedekind e um A-mddulo finitamente

gerado.
Demonstragao: [6], pag. 49.

Definigao 10. Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Todo
A-submddulo I de K para o qual existe d € A\ {0} tal que d.I C A é chamado ideal

fraciondrio de A(ou de K com respeito a A).

Teorema 11. Sejam A um dominio de Dedekind e P o conjunto de ideais primos nao

nulos de A. Entao:



1.1. CONCEITOS BASICOS

1. Todo ideal fraciondrio nao nulo I de A pode ser unicamente expresso da forma

I = Hp”p(l),

peEP
onde p € P, ny(I) € Z e n,(I) =0 para quase todo p € P.
2. 0 monoide dos ideais fraciondrios nao nulos é um grupo.

Demonstracao: [6], pag. 51.
O teorema acima mostra que em um dominio de Dedekind todo ideal pode ser fatorado

como produto de idais primos.

Definigao 12. Sejam A um dominio de Dedekind de caracteristica zero e K seu corpo
de fragoes. Sejam L D K uma extensdao finita de grau n e B o fecho integral de A em L.
Sejam p um ideal primo de A e Bp o ideal em B gerado por p. Pelo teorema 11 podemos

escrever Bp da forma
q
Bp = H Piei’
i=1

onde os P!s sao ideais primos distintos de B e €}s sdo inteiros positivos.

-0 expoente e; € chamado indice de ramificacdo de P; sobre A.

-Como B é um A-mddulo finitamente gerado entio B/P; é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre A/p. A dimensao f; de B/P; como espaco vetorial de dimensdo
finita sobre A/p é chamado de grau de inércia de P; sobre A, isto €, f; = [B/F;: A/p].

Definigao 13. Os ideais primos P!s que aparecem na fatora¢io de Bp em B sao ditos

acima de p ( ou sobre p).

Teorema 14. Com as notagoes da defini¢ao 12:

q

Zeifi =[B/Bp: A/p]=n.

i=1

Demonstracao: [6], pag. 71.

Definicao 15. Com as notagoes da definicao 12 dizemos que um primo p de A se ramifica

em B se qualquer um dos indices de ramificagdo € maior que 1.

Definicao 16. Sejam K um corpo e L O K uma extensao. Sejam A e B os anéis de
inteiros de K e L respectivamente. O discriminante de B sobre A (ou de L sobre K) é
o ideal de A gerado pelo discriminante das bases de L sobre K que estdo contidas em B.

Notagao Dp/a.

Teorema 17. Um ideal primo p de A se ramifica em B se, e somente se, p contém o
discriminante Dp,a. Existe somente um nimero finito de primos de A que se ramificam

em B.



1.2. O corro Q,

Demonstracao: [6], pag. 74.

Teorema 18. (Hermite-Minkowski) Seja K uma extensao finita de Q o corpo dos nimeros

racionais, K # Q. Entdo o discriminante Dy g # £1.

Demonstracao: [6], pag. 58.
Nos teoremas a seguir usaremos as seguintes hipéteses: sejam A um dominio de
Dedekind e K seu corpo de fracoes, K de carcteristica zero. Sejam K’ O K uma en-

tensao Galoisiana de grau n com G o grupo de Galois de K’ sobre K e A’ o fecho integral
de A em K.

Teorema 19. Se p € um ideal primo de A entdo o0s ideais primos P; de A’ que aparecem
na fatoracao de A'p como produto de ideais primos de A’ sao todos conjugados. Eles

possuem o mesmo indice de ramificacao f e o mesmo grau de inércia e. Assim

en =cefq.
Demonstracao: [6], pdg. 89.

Definicao 20. Seja P, um ideal primo sobre p. O conjunto D dos o € G tais que
o(P;) = P, € chamado de grupo de decomposicio de B;. O subgrupo normal I de D
composto dos elemento de G que satisfazem o(x) —x € P; para todo x € A’ é chamado de

subgrupo de inércia de P;.

Teorema 21. Seja P’ um ideal mazimal de A" e assuma que A/p € finito ou de caracteris-
tica zero. Entao A’/ P’ é uma extesao Galoisiana de grau f de A/p e a aplica¢io o — 7 €
um homomorfismo sobrejetor de D no grupo de Galois de A’/ P" sobre A/p. Além disso,
|I| =e. Assim

D
T =~ Gal(A'/P'JA/p).
Demonstragao: [6] pag. 90.

Corolario 22. Um ideal primo p de A nao se ramifica em A’ se, e somente se, o grupo

de inércia I de P’ € trivial para todo P' sobre p.

1.2 O corpo Q,

Definigao 23. Seja (G, +,<) um grupo ordenado e oo um simbolo formal satisfazendo
g+oo=00¢€eg< oo para todo g € GU {oco}. Uma valorizagio v de um corpo K com

valores em G € uma aplicagao v : K — G que satisfaz

e v(zy) =v(z) +v(y);



1.2. O corro Q,

e v(z+y) > min{v(z),v(y)};
e v(z) =00z =0.

Se v € identicamente zero em K* dizemos que a valorizacao v € trivial.
Se G € um subgrupo discreto de R (por exemplo 7,), dizemos que v € uma valoriza¢ao

discreta e chamamos K de corpo de valorizacao discreta.

O conjunto A = {x € K tal que v(z) > 0} é um anel local, chamado de anel de
valorizagdo de K (anel de valorizacdo discreta, no caso de v ser discreta). Seu ideal
maximal é o conjunto M = {x € K tal que v(x) > 0}, que é principal; qualquer gerador

deste ideal é chamado de uniformizante local de v.

r

Exemplo 24. Seja p € Z primo. Dado x € Q podemos escrever x = p".Z, com n € Z e

£ € Q tal que (p,r) = (p,s) = 1. Defina v,(x) = n. Isso define uma valorizacao discreta

em Q.
Uma construcdo andloga é obtida se tomarmos p(x) € k[z], onde k é um corpo e p(x)
r(z)

s(z)?

r(x),s(x) € klz] tais que (p(z),r(x)) = (p(x), s(z)) = 1. Definimos v,,) = n, que é uma

comn € Z e com

¢ irredutivel. Dado f(z) € k[z] podemos escrever f(z) = p(z)".

valorizagao discreta em k(x).
Usando a valorizagao podemos definir uma norma em um corpo:

Definicao 25. Seja v uma valorizacao em uwm corpo k. Defina uma norma em k por:
|x|v — piv(z)

onde p € Z € primo e p~>° = 0.

E facil ver que |.|, define uma norma em k.
Obtemos assim nossa primeira defini¢ao de @Q,. Seja Q o corpo dos nimeros racionais,
v,(7) uma valorizagio definida como no exemplo 24 e |z|, = p~*®) uma norma em Q.

Observe que (Q, |.|,,) ndo é um espaco métrico completo.
Definicao 26. Q, € o completamento do espago métrico (Q, |.|,).
Outra maneira de definir Q, é através do limite projetivo.

Definigao 27. Um conjunto parcialmente ordenado (I,<) € direto se dado qualquer par
1,7 €1, existe k€I tal quetr <k e j <k.

Definigao 28. Seja (I, <) um conjunto ordenado direto. Um sistema projetivo de grupos
( ou anéis, ou espacos topoldgicos,...) é uma familia de grupos (G;)icr € aplicagoes ¢j; :

Gj— G, 1 < j, tais que
1. ¢;; = 1idg, para todo 1 € I;
2. Qi = @ji © Qr; para toda triplai < j <k em I.

7



1.2. O corro Q,

O limite projetivo sobre um sistema projetivo € um grupo ( ou anel, ou espago topoldgico,...)

G= 4 g,

el

gunto com aplicagoes ¢; - G — G; tais que o diagrama

oj

G——=0G;

N

Gi
comuta pra todo i < j.

O limite projetivo é caracterizado pela seguinte propriedade universal: dado um grupo
T e morfismos g; : T' — G tais que g; = ¢;; o g; para todo i < j, entao existe um tnico
g: T — G tal que g; = ¢; o g para todo i € I.

Uma construgao para G é como o subgrupo do produto [[,.; G; das uplas "coerentes”,

isto é,

G = {(O'l) € HGZ‘¢Jz(U]) = 0; para todo ¢ S ]}

il

Definimos Z,, o anel dos inteiros p-adicos como:

» Z, Z
Zpy = % —~ =~ {(f,) € H—n|fm = f. mod p" para todo n > m}
() 2oy (P7)

Seja f = (fn) € Z,, escolha F,, o tinico representante de f,, € % com 0 < F,, < p".

Escrevendo F;,, na base p temos
Fo=ay+ap+ap’+ ...+ a,_1p"", 0<a <p.

Para todo m < n é possivel escolher F;,,, um unico representante de f,, tal que 0 < F,,, <

p™. Como F,, = F, mod p™ temos
Fp=ag+aip+ap* + ... + amip™ ', 0<a; <p.

Podemos ver F,, como F), truncado no (m + 1)-ésimo termo. Logo um inteiro p-adico

corresponde unicamente a sequéncia de inteiros da forma
2
(ao, ap + arp, ap + arp +agp®,...) 0<a; <p
que é mais usualmente denotado por

ap+ a1p+ap® + ... com 0<a; <p.



1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

Definicao 29. Q, € o corpo de fragoes de Z,

Em Q, podemos definir a valorizagao v(f) = n € Z se f possui a fatoracao f = p".u
com u € Z,. Note que se f = ag+ a1p + ap* + ... com 0 < a; < p entdo
v(f) =min{n € Z | a,, # 0}.

Q, é um espaco métrico completo com a norma |z, = ¢ ™), q € Z primo.

Teorema 30. (Lema de Hensel.)

Seja K um corpo de valorizacao completo com anel de valorizacdo de A. Seja M
seu ideal mazimal e f(x) € Alx] um polinomio ménico de grau n sobre A. Para cada
polinémio h(z) € Alz], denotaremos por h a reducdo do polinémio mddulo M. Se a(z) e
o/(z) sao monicos e relativamente primos sobre A/M de grau r e n — r respectivamente,
tais que f(x) = a(z)d/(x), entdo existem dois polinémios ménicos g(z), ¢'(x) € Alx],
relativamente primos, de graus r e n — r respectivamente, tais que g(x) = a(x) e §'(x) =

o (x) e f(x) = g(x)g'(x).
Demonstracao: [10], pg. 279.

Corolario 31. Mantendo a notacao do teorema e tomando v como a valorizacao de K,

se f(x) = apx™ + ap_ 12" + ... + a1 + ag € um polinomio irredutivel em K[z| entdo

1@2}1 {v(a;)} = min{v(ag),v(a,)}.

Em particular, se a, =1 e ag € A entao a; € A para todo 1.

Demonstracao: Escolha i o menor inteiro tal que o minimo de {v(a;),0 < j < n}
seja atingido. Suponha que 0 < i < n e defina p(z) = a; ' f(x). Como v(a;) < v(a;) entdo
v(a;'.a;) = v(a;) — v(a;) > 0, logo p(x) € Afz]. Além disso p(x) # 0 em A/M, pois o
coeficiente de 2 é igual a 1. Para todo elemento em que o minimo nao ¢ atingido em f
o corresponde em p se anula, e isso acontece para todo j < i, pela defini¢ao de i. Entao
p(z) = 2'go(x), com go(0) = 1 e g e ' primos entre si ( gy é ndo constante pois i < n
e go # p pois i > 1). Logo, pelo lema de Hensel, p(x) se fatora de maneira nao trivial e

portanto f(x) nao é irredutivel.

1.3 Corpos locais e suas extensoes
Nesta secao nos restringiremos a valorizacoes em corpos locais.
Definigao 32. Um corpo local é uma extensdo finita L, de Q, ou de F,((t))*.

O primeiro resultado sobre corpos locais é que a extensao de uma valorizacao é tinica

e podemos explicitar sua formula a partir da valorizacao do corpo base.

LE,((t)) = corpo de fragoes de (F,[[t]]), onde F,[[t] = % f;’%t)], F, o corpo de p elementos



1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

Teorema 33. Seja K um corpo local com valorizacdo v e L uma extensao finita de K.

Entao existe uma unica valorizacao w em L estendendo v. Ela é dada por

1

w(x) = m.U(NL/K(.T)) para x € L.

Além disso, L é completo com respeito a w.

Demonstracao: Seja O o anel de valorizacao de K e B o fecho integral de Ok em
L.

1. Vamos mostrar que
B:{erL ‘ NL/K(SL’) GOK}. (11)

Como Ok é DFU entao Ok ¢ integralmente fechado em K, logo se x € B entao
Nik(x) € BNK = 0Ok, logo BC{rx €L | Nyk(x)€ Ok}

Seja x € L tal que Np/k(r) € Ok, isto é v(Nr/x(z)) > 0. Seja f(t) = t" +
Q11" .. Aast? +at+ag o polindmio minimal de x sobre K. Usando a definicao 5,
Nk () = [],eq 0(2), e o fato de ag ser o produto das raizes do polinémio minimal,
temos Np k() = £ag',m > 0. Logo v(ag) > 0. Pelo corolario 31 concluimos que
f(t) € Oklt], ou seja = € B.

2. Vamos mostrar que a férmula (1.1) define de fato uma valorizagdo em L. Sejam

r,y €L

o w(zy) = g wNyx(ry) = gr- Wk (@) + wNyk(y) = wz) +

w(y)
o w(z) =00 v(Nyk(x)) =00 Nyk(r) =0 2=0
e Observe que se w(z) > 0 entao w(1 + x) > 0. De fato,

~ (Npyr (7))

w(z) = LK >0=zreB=1+reB=w(l+z)>0.

Portanto, se w(z) > w(y) = (z/y) > 0= w(l+z/y) > 0= wly+z) >
w(y) = minfw(z), w(y)}.

3. Unicidade:

Suponha que exista w’ uma outra valorizacao em L extendendo w. Entao existe
um elemento b € L tal que w(b) > 0 e w'(b) < 0 ([2], pag. 26). Note que b € B.
Seja f(t) =t" + a,—1t""' + ... + a1t + a¢ 0 polinémio minimal de b sobre K. Como
Ok ¢ integralmente fechado f(t) € Oklt] ( [6], pdg. 38). Como w(b") < w(a;b’),

1 <17 < n, temos:
0 < v(ag) = w'(ag) = w'(=b" — ap, 10" ' — ... — a;b) = w(b") < 0.

10



1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

O que é um absurdo.

4. (L,w) é um espaco métrico completo:

Sejam wy, ..., w, uma base de L sobre K e (z;);>1 uma sequéncia de Cauchy em L.

Escreva cada termo da sequeéncia na base escolhida: x; = yjwi + ... ¥imwn, ¥ij € K.

Como K é completo e L é de dimensao finita sobre K, entao todas as normas de L

sao equivalentes.

Usando a norma do sup considere a sequéncia (y;;);>1. Mostremos que ela é de
Cauchy: seja € > 0, como (z;);>1 ¢ de Cauchy

sup {|yix — yixl} = |2i — 25| < e

1<k<n

Logo, fixado [ temos

lyi — yal < sup {|ya — yir|} <€
1<k<n

Como K ¢é completo entdo cada sequéncia (y;;);>1 converge para y; € K e portanto,

(wij)i>1 converge para & = yjwy + ...Ypwy, €m L. W

A seguir definiremos o indice de ramificacao e o grau de inércia para corpos locais.

Definicao 34. Sejam K um corpo local com wvalorizagao v, L uma extensao finita de
K e w a extensao unica de v a L. Sejam 7w e Il os uniformizantes locais e k e | os
corpos residuais de K e L, respectivamente. Definimos o indice de ramificagao, ek, da

extensao L D K como o indice da imagem de v como subgrupo da imagem de w:
€L/ K = [w(L*) : U(K*)]

Observe que, como v € a restricao de w, podemos ver k como subcorpo de l. O grau de

inércia, fr/i, da extensao L D K € o grau da extensdo de corpos:
fryx =1kl
Afirmacgao 35. Seguindo a notacdo da definicao 34, temos:
7 =ulIlv5 parau € L e w(u) = 0.

Demonstracao: Como 7 € (II) escreva 7 = w.II° tal que II ndo divida u. Logo
w(u) = 0. Logo w(m) = ew(Il). Basta mostrar que {0, v(II),2v(II),---, (e — 1)v(II)} é
um sistema de representantes para H = w(Lx)/v(Kx). Dado = + v(K*) € H qualquer,

podemos escrever w(z) = w(ull™), para algum m > 0. Usando o algoritmo da divisdo

11



1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

temos m = qe+scomq € Ze 0 < s < e Assim, w(z)= quw(ll®) + sw(Il). Portanto
w(x) = sw(Il) (mod v(K*)) com 0 < s <e. m

Como o indice de subgrupo e o grau de extensoes de corpos sao multiplicativos entao
o indice de ramificagao e o grau de inércia também sao. Dadas extensoes finitas de corpos

locais M D L D K temos

€EM/K — €EM/L-€L/K € fM/K = fM/L-fL/K-

Definicao 36. Uma extensdo de corpos locais L D K € nao-ramificada se seu indice de
ramificagao € 1, ep g = 1. Uma extensao de corpos locais € totalmente ramificada se o

indice de ramificagao € [L : K.

Lema 37. Seja K um corpo local com valorizagdo v. Defina a norma |z|, = p~ U@ com

p primo. Valem as sequintes propriedades:

1|z +ylp < mdz{|z(p, |ylp}-
2. A série Y f, converge em K & |f,| — 0.

Demonstracgao: 1- Imediato da definicao de valorizagao.
2- (=) vale para todo espac¢o métrico

(<) Seja ng tal que |f,|, < € para todo n > ny. Entao, se m > n > ng temos

n+1<i<m

|Zfi_2fj‘p:’fm—fmfl+---+fn+2+fn+l‘pS max {’fi’p}<€
i=1 j=1

Logo ), fn € de Cauchy e, como K é completo, ) f, converge.m

Os anéis de valorizagao dos corpos locais sao casos particulares de dominios de Dedekind
([6] pag. 44). No caso dos Corpos Locais os ideais maximais de O surgem a partir dos
anéis de valorizacao de K. Fixada uma extensao de L de K existe uma unica valorizagao
w de L que estende v de K. Assim, suspeitamos que o mesmo aconteca com os primos

acima de (). Isso fica explicitado no teorema:

Teorema 38. Seja L D K uma extensao de corpos locais de grau n. Seja v a valoriza¢do
em K e w sua unica extensao a L. Denote por Ok e Op os anéis de valorizagao de v e
w. Sejam m e Il os uniformizantes locais de v e w, e k el 0s corpos residuais de A e B

respectivamente. Entao:
e O indice de ramificacao e o grau de inércia da extensao L O K sdo finitos;
e Op € o fecho integral de Ok em L e € Og-modulo livre de posto n;

e Uma base de O como Og-mddulo é dada por {w;I|1 <i < f, 0 < j < e}, onde

wi,...,ws € Op sao representantes de uma base de | sobre k;

12



1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

e E'm particular, temos a relagao

ef =n.

Demonstragao: Para facilitar as contas vamos normalizar v(7) = 1, entao w(Il) =
1/e. Sejam wy,...,w, € O cujas imagens em [ sdo independentes sobre k, queremos
mostrar que o conjunto {wiHj tal que 1 <i < 7,0 < j < e} é linearmente independente
(Li.) sobre K.

Suponha El i a;jwllV = 0 com a;; € K nao todos nulos. Multiplique a equagao,
eliminando os denominadores, de maneira que a;; € Ok e pelo menos um deles seja
uma unidade. Seja jp 0 menor inteiro tal que a;;, € O™ para pelo menos um 4. Logo
> aijow; # 0 (mod(II)), pois os elementos que sao unidades nao pertencem a Il e wis sdo
l.i mod II. Entao

; j Jo . , .
w(z ajjwll’) > w(z aijowill’?) = ;,VJ # Jo-
Justificando a afirmagao acima:

® sej>Jp:

w32, aijwill?) = wIlV (3, ayw;) = jw(ll) + w3, aij) > jow(l) +w(X, aij) >
jow(H) = w(Zz aijowiHjo)v

e se j < joentdo Y . a;w; € 7Oy, logo
w3, aijwill?) = 37 wjw;. il = wIl (3 vywy)) = (7 + e)w(Il) + w3 vyw:)) >
1>
Portanto ZZ ; a;jw;Il? > 0, que é uma contradigao. Observe que:

1. Afirmacao 1: w(b) > 1 < b€ 70Oy. De fato,
~w(b) 21:>b:uHm:>%21z>m2@z>bzuﬂe+5:(ul'[§)7r.

b=70,=b=nb =11 = wb) = wlIl*) + w) =1+ wl') > 1.

2. Afirmacao 2: Or /7O é gerado sobre k pelas imagens de w;II/ com 1 < i < f e
1 < j < e. De fato, pelo item anterior podemos considerar b € Oy, — 7Oy, tal que
0 < w(b) < 1. Temos que b é da forma b = ull! com j = ew(b) e u € O} uma
unidade. Como {wy, ...,ws} é base de [ sobre k, podemos encontrar a;; € Ok tal que
u =Y, a;w; (mod)(Il). Portanto b = IV (Y, ajjw; + V'II) = Y, ajjw;Il7 + b7, com
w(b”) > L > w(b). Se w(b”) > 1 acabou, caso contrério repito o processo para b,

e assim por diante até que w(b®) > 1.

Mostremos que todo elemento b € O pode ser escrito como uma combinacao Og-
linear de {w;IlV tal que 1 < 7 < f,0 < j < e}( de maneira tnica, pois o conjunto é
1i.).
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1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

Seja b € Or, qualquer, pelas observagoes anteriores podemos escrever
b=cy+ by,
com cq gerado pelo conjunto {w;IIV tal que 1 <4 < f,0 < j < e}. O mesmo vale para b;:
b=co+ 1+ byr?,

com ¢; gerado pelo conjunto {w;IlV tal que 1 <7 < f,0 < j < e}. Prosseguindo indutiva-
mente:

b=co+am+ ...+ cym™ + by

Como o a norma do ultimo termo vai para zero , |b, 17" | — 0, entao pelo lema 37
b= 7,c. Logobé Og-gerado pelo conjunto {w;IlV tal que 1 < i < r,0 < j < e}.
Portanto, Oy, é um Og-mébdulo livre de posto ef.

Agora, dado | € L qualquer, seja m suficientemente grande tal que 7™ € Oy, logo
™ =37, 5 aijwdl7, como L é corpo | = 7~"™(37, s awill’). Portanto ef =n. m

Nos teoremas seguintes desta secao usaremos a seguinte notagao:
Ok = anel de valorizacao de v = {x € K|v(x) > 0}.

mg = ideal maximal de O = {x € Ok|v(z) > 0}.

Teorema 39. Sejam K um corpo local e L D K uma extensao nao-ramificada finita.
Seja K' uma extensdo arbitrdria finita de K. Se L' = LK’ € o compositum de L e K' (

em algum fecho algébrico de K) entdo L' O K' € nao-ramificada.

Demonstracao: Sejam k., k',l e " os corpos residuais de K, K’ L e L’ respectiva-
mente. Como Oy, é finitamente gerado como Ox-médulo entdao O = Og[6] com 6 € Oy,
tal que @ € 1 é um elemento primitivo sobre k. Como Oy, é integral sobre O, temos que 6
é integral sobre Ok e sobre Ok, que sao anéis integralmente fechados, logo os polinémios
minimais p(x) e g(z) de 6 sobre K e K’ pertencem a O[] e Ok [z] respectivamente. Além
disso, a imagem de p(z) € k[z] é o polindmio minimal de 6, se ndo fosse assim, terfamos
uma fatoragao de p(z) € k(x) em fatores de grau maior que 1, o que implicaria, pelo lema
de Hensel, que p(z) pode ser fatorado. Logo deg(p(z)) = deg(p(z)) = [L : K] = [l : k.
Como ¢(x)|p(z) em Ok [z] entdo q(x)|p(x) em k'[x]. Como k é um corpo perfeito entao
p(z), e consequentemente ¢(z), é separavel. Como ¢(x) é irredutivel entdao pelo lema de
Hensel g(z) é irredutivel em &'[z] e portanto é o polindmio minimal de § € I’ sobre k.

Portanto, como L' = K'(6) temos que

fuye 2 [K(0) - K] = deg(q(x)) = deg(q(x)) = [L": K7].

Por outro lado, fr//x < [L'/K'] em geral, entao vale a igualdade, provando que L' O K’

é nao ramificada.m
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1.3. CORPOS LOCAIS E SUAS EXTENSOES

Definicao 40. Sejam L D K wuma extensao Galoisiana de corpos locais com G =
Gal(L/K), O o anel de valorizagio de L e my seu ideal mazimal. O grupo de de-

composicao de L/ K é o grupo
Dpx = {0 € G tal que o(mr) = mz}.
O grupo de inércia de L/ K, € o subgrupo normal do grupo de Dy dado por
I = {0 € Dk tal que o(x) — = € my, para todo x € Or}.

Teorema 41. Seja L O K uma extensao Galoisiana de corpos locais com G = Gal(L/K)
e seja | D k a extensao dos correspondentes corpos residuais. Seja I o grupo de inércia
desta extensao. Denote por ¢ € Gal(l/k) o automorfismo induzido por o € G em I, o

corpo residual do anel de valorizacao de L. Entao

1. A aplicagio 0 — & induz um isomorfismo entre G/I e Gal(l/k). Em particular

temos |I| = er k.

2. O corpo fixzo por I, M = L', é a extensio maximal nao-ramificada de K contida

em L. Em particular, M é Galoisiana sobre K com grupo de Galois ciclico G/I =
Gal(l/k).

Dado o teorema anterior temos o seguinte diagrama:

L

totalmente ramificada |e

<

nao—ramificada

f
K

Demonstragao:

1. Defina a aplicagdo ¢ : G — Gal(l/k) dada por ¢(7) = 7. Mantendo a notagao
do teorema 39 considere § € Oy, tal que k() = I. Seja p(z) € Ok|r] o polindomio
minimal de 6 e ¢(z) € k[x] o polindmio minimal de . Logo ¢(z)|p(z) em k[z]. Segue
que todas as raizes de ¢(z) sao da forma a com p(a) =0ea € K.

Todo elemento 7y € Gal(l/k) é determinado por sua acdo em 6, que é o elemento
primitivo da extensdo. Suponha que 74(f) = 67 para algum j > 0, tome 7 € G tal

que 7(0) = 7, entao ¢(7) = 79. Portanto ¢ ¢é sobrejetora. Além disso,
ker¢ ={r € G tal que 7(x) = z,Ve € l = Or/mr} = I.

Portanto ¢ induz um isomorfismo < = Gal(l/k).

Temos eL/K-fL/K = |G| = ]I||Gal(l/k;)| = |I|fL/K
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1.4. REGRA DO SINAL DE DESCARTES

2. Seja k' o corpo residual de M = L!. Por definicdo o grupo de inércia da extensao
M D Lé

I'={7r € Gal(L/M) tal que 7(x) —x € mp,Vx € Or}.

Claramente I’ C I e dado o € I, o fixa M pela definicao de M, logo o € I'. Entao
er/k = er/m- Segue que fr =1, 0 seja M e L possuem o mesmo corpo residual
[, logo fu/k = fr/kx. Assim, M é uma extenao Gaolisiana de grau fr/x. Como o
indice de ramificagao ¢ multiplicativo entao ey g = 1, provando que M ¢ a extensao

maximal ramificada de K contida em L. m

1.4 Regra do sinal de Descartes

Teorema 42. Regra do sinal de Descartes [7]

O numero de raizes reais positivas de um polinomio com coeficientes reais € igual ao
numero de trocas de sinal na lista dos seus coeficientes ou € menor que esse numMero por
um multiplo de 2. Como as raizes negativas da equacdao f(x) =0 sdo raizes positivas de

f(=z) =0 a regra também serve para contar as raizes negativas.

Demonstracgao: Seja f um polinomio de grau n. Sem perda de generalidade podemos
supor
f)=a"+a, 12" '+ -+ a1+ ag ag # 0.

Definimos:
e V[f(z)] = O numero de variagoes de sinal dos coeficientes,

e P[f(z)] = O nimero de raizes positivas de f(x).

Analisemos o caso linear. Suponha f(z) = x + a¢ cuja raiz é —ag, que é positiva

quando aq é negativo e vice-versa.

Sinal de aq | V[f(2)] | P[f(x)]

+ 0 0
- 1 1
Observe que:
Se ag < 0 entdo V|[f(x)] é impar e se ag > 0 entdao V[f(x)] é par. (1.2)

Mostraremos, por inducao sobre o grau do polinomio f, que:

Se ag < 0 entdo P[f(x)] é impar e se ag > 0 entdao P[f(x)] é par. (1.3)
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1.4. REGRA DO SINAL DE DESCARTES

Seja f(x) = 2"+ ap_ 12" 1+ + a1z + ag, a9 # 0. O caso n = 1 segue do caso linear.
Agora suponha que a hipotese de é inducao valida para todo polinémio de grau menor

que n

e Se ap < 0.

Como f(0) = ap < 0 e f é continua entdo f tem uma raiz no intervalo (0, +00).
Podemos fatorar f(z) = (x — p)g(x) com p > 0 e deg(g) < deg(f). Se ¢ é o termo

constante de g entdo ¢ > 0 (—cp = ag). Logo Plg(z)] é par e consequentemente

¢ impar.
e Se ag > 0.

Se f nao possui raizes positivas o resultado ¢é valido.

Se f possui uma raiz positiva podemos fatorar f(z) = (z — p)g(x) com p > 0 e
deg(g) < deg(f). Se ¢ é o termo constante de de g entdo ¢ < 0 (—cp = ag). Logo

Plg(z)] é impar e consequentemente

Portanto P[f(x)] é par.

Portanto, por (1.2) e (1.3), V[f(z)] e
Mostremos por inducao sobre V[f(z)] que dado p > 0 real entao V[f(x)(z — p)] >

VIf(x)].

Se V[f(z)] = 0, isto é, todos os coeficientes sao maiores ou iguais a zero, entao

P[f(x)] diferem por um maltiplo inteiro de 2.

V[f(z)(x—p)] > 0, pois o termo constante de f(z)(x —p) é negativo. Suponha o resultado
vélido para todo polinomio h(z) com V[h(x)] < [ e seja f(z) tal que V[f(x)] =1 > 0.
Seja k = maxz{j, tal que a; < 0}, ou seja, a primeira troca de sinal da esquerda para

direita. Entao

fx)(z—p) = (@"+ap 12" '+ aiz+ag)(z —p)
= (@"+ - +ap") (@ —p)+ (a2 + -+ a1z + ag)(x —p).
T 1
Temos:
(I) = 2" + -+ — pag 12" tem uma troca de sinal,

(II) = agy 12" 4+ - agp que por hipétese de indugao possui mais de [ trocas de sinal.

Portanto, na lista dos coeficientes de f(x)(z — p) ha pelo menos [ + 1 trocas de sinal.
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1.4. REGRA DO SINAL DE DESCARTES

Concluindo: seja f(z) = 2"+ ap_12" ' 4 -+ + @12 + ag, ag # 0. Se p1,p2, -+ , Pm S8O
raizes positivas de f(z), entao f(z) = N(z)(x — p1)(x — p2) - - (£ — pi), onde N(z) nao

possui raizes positivas ( mas pode ter trocas de sinal).

VIN(@)(x = p)(z —p2) -+ (# —pm)] = VIN(@)(z —pi)(z —p2)-- (2 = pma)] +1
> VIN(z)(z —pi)(z —p2) - (2 = pm—2)] +2
>
> VI[N(@)(z—p1)]+m—1

v
=
=
=
+
3

IV
3

Portanto
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CAPITULO 2

O polindmio 2" — 2"t — .. — 2z — 1

2.1 Origem do polinomio

A sequencia de Fibonacci é bem conhecida: 1, 1, 2, 3, 5, 8..., obtida somando os dois
termos anteriores para se obter o préximo. Podemos formalizar essa definicao: fixando

elementos iniciais ag e a1, a sequéncia de Fibonacci é dada por:

Qp = Ap—2 + Ap—1.

Defina b,, = azzl. A sequéncia {b,} converge e vale a férmula b, 1, = b, + 1. Logo o

limite da sequéncia satisfaz

332:.r—l—1,

que é o caso n=2 do polindmio que investigamos. Se generalizarmos a sequéncia de

Fibonacci e ao invés de somarmos os dois termos anteriores, somarmos k deles, temos:

Ontk = Qpik—1 + Apyk—2 + * -+ Ay

Prosseguindo como no caso anterior definimos a sequéncia b, = “2+.
n
Observe que:
n+k Aptk Onik—1 An+1
= e = bpik_1bnik—2.-.bpi1bn. (2.1)
Qp, Qptk—1 Ontk—2 Qp,
Além disso,
Aptk Qp4k—1 An4k—2 An41 Qp,
= + +- + —. (2.2)
ap ap an ap, ap
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2.2. RAIZES, IRREDUTIBILIDADE E DISCRIMINANTE

Usando (2.1) e (2.2) temos:

bn+k—1bn+k—2'--bn+1bn - bn+k—2bn+k—3--'bn + bn+k—3bn+k—3-~bn + o+ bn+1bn-

Portanto se {b,} converge entao converge para uma raiz de

AT L |

que é o polinomio que estudaremos.
Defina

fol@)=a" 2" — .~z —-1,n>2

gn(2) = (z — 1) fu(z) = 2" — 22" +1,n > 2.

O polinémio g,(x) serd muito utilizado j& que, com excessao de x = 1, possui as mesmas

raizes de f,(x).

2.2 Raizes, irredutibilidade e discriminante

Sejan > 2. Entao f,(1) = —(n—1) e f,(2) = g.(2) = 1. Logo existe uma raiz, que
chamaremos de ¢, entre 1 e 2. Pela regra do sinal de Descartes essa é a tinica raiz positiva
de f.(z), (teorema 42). Para verificar as raizes negativas usaremos essa regra aplicada a
gn(—2) = (—2)""'—=2(—x)"+1. Se n é par g,(—r) tem uma troca de sinal e portanto uma
raiz negativa, logo f,,(z) tem uma raiz negativa (entre -1 e 0 pois f,(—=1) =1 f,(0) = —1).
Se n é impar g,(—x) ndo tem troca de sinal, logo f,(x) também nao e portanto, ¢, é a

tUnica raiz real de f,(x).

Teorema 43. [}] Sejam f, e g, € Clz] tal que fo(z) = 2" — 2"t — .. — 2 —1 ¢
gn(2) = (z = 1) fu(2), para n > 2. Entdo

1. f, possui um zero real ¢, tal que 1 < ¢, < 2.

2. Toda raiz z # ¢, de fn(x) em C verifica

2| < 1.
3. Os zeros de f,(z) sao simples.

Demonstracao: 1) Segue da primeira parte desta secao.

2) Como ¢, é o unico zero real positivo de f,, entdo, dado = € R,

x> ¢, = fulz) >0e0<x< ¢, = fulzx) <O. (2.3)
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Além disso, como as duas unicas raizes reais positivas de g, sao 1 e ¢,, temos
> ¢, = gu(r)>0el<z<o, = guz)<O. (2.4)

Suponha que f,, possua uma raiz complexa 2o com |2g| > |@,| entdo 2 = 2§ -+ 2+
1. Daf |zp|™ < |20|™ '+ - |20| + 1. Portanto f,(|z0]) = |20|™ — |20/* ' — -+ —]20| = 1 < 0.
Contradicao por (2.3).

Suponha que f,, possua uma raiz complexa zo com 1 < |zg] < ¢, logo
gn(20) = 20 =220 +1 =0 = 220 = 20" + 1 = 2|20 = |20 + 1| < |20 + 1.

Portanto g(|zp|) > 0. Contradi¢ao por (2.4).
Assim as raizes de f,, estao no disco fechado de raio 1 centrado no zero ou no circulo
de raio |¢,| e centro zero.

Seja zg # ¢, uma raiz de f,.

e Se|z| =1 entdo 2 = 2|z|" = |20 + 1] < |z[" +1=2.

Uma propriedade conhecidade de niimeros complexos é: dado a € C temos, |a+1| =

la| +1 < a € R. Portanto, z, € R.

~ 1
e Se |20 = ¢, entdo ¢+ 1 =297 = 2|z|" = |20 + 1] < |zo"T + 1 = ¢ + 1.
Pelo mesmo argumento do item anterior: z5 € R.
Em ambos os casos concluimos que zy é real. Contradicao, pois ¢, é a unica raiz real

positiva e as raizes reais negativas estao no intervalo (—1,0).

3) Suponha que 2y é uma raiz miltipla de f,,, logo é uma raiz multipla de g,. Segue

que g, e ¢/, tem uma raiz em comum. Mas as raizes de ¢/ (2) = (n + 1)2" — 2n2""! sdo 0
e f—fl ambas racionais. Contradi¢ao pois a unica raiz racional de g, é 1. De fato, se ’E’ é

raiz de f(z) = a,a™ + a, 12" + - - + a7 + ag entdo pla, e glay.m
Corolario 44. O polinémio f,(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao: Suponha que seja possivel fatorar f,(z) em polinémios de grau
maior ou igual a 1 em Z[z]. Entao f,(x) = ¢(x)y(z), p,¢ € Z[z]. Podemos supor n > 4
e deg(y) > 2, deg(v)) > 2 pois f,, nao possui raizes inteiras. Seja ¢,, a raiz positiva de f,.
Podemos supor ¢(¢,) = 0. Pelo teorema 3, as raizes de f, distintas de ¢,, tem mddulo
menor que 1, entao o mesmo acontece com as raizes de . Entao o termo constante de 1,
que é a multiplicagdo dessas raizes nao esta em Z. Contradigao. Logo f,(z) é irredutivel

em Z[z] e como f, é primitivo entao pelo lema de Gauss f,, ¢ irredutivel em Qlz].

Lema 45. O discriminante D,, de g,(x) €

n+1

Dy, = (=1)"Z)[(n 4 1)+t — 2n+ipn),
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Demonstracgao: Sejam aq, ao,

-+, py as raizes de g,(x) em C. Por [1], pag. 81
temos:
n+1 n+1
D H gn al
Calculando:
g (z) = (n+1)z" —2na"™ ' = 2" (n+ 1)z — 2n].
Entao

n+1 n+1

l_Ig;L(OzZ Ha [(n 4+ 1)a; — 2n].
i=1

1
Mas [[12) a; =

= (—=1)"* pois a;’s sao as raizes de g,,.
Substituindo,

n+1

Ha? [(n+1)a Haz ) H (n+1)ai—2n] = (=)™ [ [I(n+1)a; —2n),

i=1

colocando —(n + 1) em evidéncia e tirando do produtério temos

n+1

((—=1)m+tyn—t H[(n + 1)y — 2n] = (_1)("“)(”*1)(_1)“1(” + 1) H [nQ_fl _ ai] 7

=1

usando que g,(z) =

[T (z — o), temos

n+1

2n
H g, (o) = (n+1)"g, ( ) , pois n? 4+ n é sempre par.
n+1

Calculando
on on \" on \" 1
n = -2 l=—— 1)t — ontlpnl
g <n+1) (n—l—l) (n—l—l) + (n+ 1)ntt [(n+ ) n}
Portanto

D,

(_1)(71-2&-1) [<n + 1)n+1 _ 2n+1nn:| ™
Lema 46. O discriminante d,, de f,(z) €

D,
(n—1)*

Sejam 1 = ay, a9, -

d, =

Demonstragao:

, Qpp1 Taizes de g,(z). Usando a seguinte
férmula do determinante de g,, ([1] pag. 85):

n+1

D, = (1" [ T[(e

i=1 j#i
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2.3. O CASO n PAR

Segue que

n |d,,|

2 5

3 2211

4 563

5 24,599

6 205937

7 2084223

8 1319.126913

9 28.17.487.2851

10 7.35616734267

11 210.19.131.4550179

12 10607.211723.267679

13 212 6317.1328851967

14 112589.219361.87132013

15 214.941.2347.2879.5484307

16 131.1103237.74329019184449
17 216.83.2376011291.655308793
18 12479.3119618081.1833387643403
19 218.1439.4097227.4142481973103
20 || 167.1840593902677.1981694167788721

Tabela 2.1: Fatoragao de |d,,|.

2.3 O caso n par

Lema 47. Seja f(x) € Z[z].

O grupo de Galois Gal(f(x)/Q) € gerado pelos subgrupos

de inércia de todos os primos que se ramificam em L = cf(f(x)).
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2.3. O CASO n PAR

Demonstragao: Seja I o subgrupo de G = Gal(f(z)/Q) gerado pelos subgrupos de
inércia dos primos que se ramificam em L. Pelo teorema 39 a extensao L nao se ramifica.

Como pelo teorema 18 toda extensao de Q se ramifica entao L = Q, ou seja, I = G.m

Lema 48. ([5]). Seja G um grupo de permutacoes do conjunto Q@ = {1,2,---n} gerado

por transposicoes. Se G € transitivo em ), entdo ele € todo o grupo de permutacoes S,,.

Demonstragao: Seja (ij) uma transposigao contida em G e k € {1,--- ,n} qualquer.
Como G ¢ transitivo em 5, e gerado por transposicoes entao existe o € G tal que o0 =
(ki) (ipip—_1) -~ (i2i1)(117). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que os s,
1 < m < r sao distintos.

-Se i,, # i para 1 < m < r entao o(ij)o~ = (ik).

-Se i, = @ para algum m entao GG contém a permutagao

7 = (ki) (ir—1r—2) - (Imr2ims1) (Gmr1t).
Logo G contém 7(ij)7~! = (jk) e portanto contém a permutacao (i7)(7(ij)771)(ij) = (ik).
Em particular G contém o conjunto {(:1), (i2),---,(i n —1)(in)}, que gera o S,,.m

Teorema 49. Seja E, = cf(f.(2)/Q) o corpo de fatoragao de f, sobre Q. Sejam p um
primo de Q e P um primo de E,, acima de p. Se p nao divide d,, entao P nao se ramifica,
isto €, Ip € trivial. Se p > 2 e divide d,, entao Ip € gerado por uma transposicao ou Ip é

trivial.

Demonstracao: Se p é um primo de Q que nao divide d,, entdo f, nio tem raizes
miltiplas em F,. Logo, podemos escrever f, = fi-+- f, com fls € F,[x] monicos e
irreditiveis, 1 < i < m. Podemos considerar f,(x) € Z,[z|, onde Z, ¢ o anel dos inteiros
p-ddicos. Pelo lema de Hensel podemos levantar a fatoragio de f, & Q,. Assim existem

polinémios h;(x) € Q,[z], 1 < i < m, tais que
o hi= [
o deg(f;) = deg(hi);
e h; é monico irredutivel;

Mostremos que a extensao de QQ, gerada pelas raizes de h;, 1 <1i < m, é nao-ramificada.

Fixado h;, 1 <i < m, seja 6 uma raiz de h;. Como @, ¢ um corpo local,

[Qy(0) : Q] = ef

onde e = eq,(9)/q, ¢ 0 Indice de ramificacao e f = fq,0)/0, ¢ 0 grau de inércia. Seja [ o
corpo residual de Q,(#) e k o corpo residual de Q, entdo f = [l : k] = deg(f;) pois f; é
irredutivel e f;(8) = 0. Portanto

f=1[0:k = deg(f;) = deg(hi) = [Qy(0) : Q)] =ef.
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2.3. O CASO n PAR

Logo, e = 1.
Se @' é outra raiz de h;, usando o mesmo argumento temos que o indice de ramificacao,

¢/, da extensao Q,(60')/Q, é 1. Assim temos,

Q,(6,¢")

/ \
Qy(0) Qp (¢
x o /

Logo Q,(8,6") é um compositum de extensoes nao-ramificadas de Q,, e portanto é nao

)

ramificada ( teorema 39). Prosseguindo com este argumento concluimos que a extensao
N de Q, gerada por todas as raizes de todos h;’s, 1 <1i < m, é nao-ramificada.

Assim, temos o diagrama:

PcCcE, Qp

e

(p) CQ

Portanto o primo P nao se ramifica.

e

Seja p > 2 um primo que divide o discriminante d,,. Suponha que p se ramifica em F,,.

Defina h,, = (n + 1)g,(z) — zg,(z) = —22" + (n + 1). Entao as raizes de g e ¢’ sdo
n+1
T2
F,, portanto f, tem uma raiz multipla, digamos &. Mostremos que essa é a tnica raiz

raizes de h. Além disso, sao raizes n-ésimas de O discriminante de f,, é zero em

miltipla de f,. De fato, qualquer & que é raiz miltipla de f, satisfaz

n+1

@TL

[\]

e como g, (a) =0 temos

(n+1)a" —2na" ' = 0.

Como a # 0, pois & é raiz de g,, temos

27
n—+1

a =
Desta tultima igualdade podemos tirar duas conclusoes:

e & € [, ¢ a unica raiz multipla de g,, e consequentemente de f,;

o n #0(.
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2.3. O CASO n PAR

Para verificar que esta raiz é dupla usaremos o polinémio h. Note que

h! () = —2nx""! s6 tem zero como raiz, logo h e I/ ndo tém raizes em comum. Agora,
se g, possuisse uma raiz tripla entdo h, teria uma raiz dupla. Logo g, nio tem raizes
triplas. Logo f, também ndo tem raizes triplas.

Portanto podemos fatorar f,, = fifo--+ fm em F,, onde fi(z) = (z —a)? e for- fin
sao monicos irredutiveis. Se h;, 1 < i < m é o levantamento de ﬁ em Q,, usando o
argumentos anterior, sabemos que a extensao de Q, gerada pelas raizes de h;,7 > 2, ¢
nao-ramificada.

Seja B, = cf(f./Qp) o corpo de fatoragao de f,, sobre Q,. Como p se ramifica em E,,
entao p se ramifica em E,. Segue que eg,/g, > 2. Observe que eg, ()0, = 2, onde o' é
uma raiz de hi(z), pois se eg,()/g, = 1 entao pelo teorema 39 temos eg, g, = 1. Pelo

teorema 38,
2 = [Qu() : Q] = eq,(ar)/@p-fap(a)/Qp-

Portanto €Qp(a')/Qp — 2.

Pelo diagrama

E, = N.Q,(«)

™

Qy(a)

N
m /E@p =2
Qp

Seja P um primo em FE,, sobre p. Temos o diagrama

temos eg, /g, = 2.

(En)P = En@p

—

PCEn QP

Sejam
e Dp = Gal((E,)p/Q,) o grupo de decomposicao de P,
e [p o subgrupo de inércia e Tp o subcorpo de inércia (que é o corpo fixo de Ip).

Como N/Q, é uma extensdo nao-ramificada e pela teoria de corpos locais Tp é a extensao

maximal nao-ramificada, entao N C Tp e temos o seguinte diagrama
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2.4. O CASO n PRIMO

N

Q

com [(Ey,)p : Tp] = €(E,)p/0, = 2. Entao, pelo teorema 41, temos:
L] ‘[P’ =2
e [p fixa as raizes de f;, 1 > 2.

Sejam o/, 3 raizes de f1(z). Como sdo raizes de um polinomio quadratico irredutivel,
existe 7 € Ip C Gal((E,)p/Q,) tal que 7(/) = (3 e T fixa todas as outras raizes. Portanto

7 é uma transposicao. Portanto I, é gerado por uma transposicao.m

Corolario 50. Seja G,, o grupo de Galois de f,(x) sobre Q. Entio G, contém uma

transposicao.

Corolario 51. Seja G,, o grupo de Galois de f,(x) sobre Q. Sen é par entio G,, € gerado

por transposicoes.

Demonstracgao: Se n é par entao d,, é impar e p = 2 nao se ramifica em FE,. Logo
todos os primos que se ramificam tem seu subgrupo de inércia gerado por transposigoes.
Pelo teorema 18 sempre existe um primo que se ramifica. Portanto o grupo de Galois é

gerado por transposicoes.

Teorema 52. Seja n um inteiro par. O grupo de Galois de f, € o grupo de permutacoes

de n simbolos S,,.

Demonstracao: Pelo lema 44, f, é irredutivel e, portanto, Gal( f,,) é transitivo e pelo

corolario 51, Gal(f,) é gerado por transposigoes. Portanto pelo lema 48, Gal(f,) = S,

2.4 O caso n primo

1

Seja p um numero primo e f,(z) = 2? —aP~' — ...z — 1 a reducao médulo p de f,(z).

A seguir demonstraremos este polinomio ¢ irredutivel sobre .

Lema 53. Se p € um numero primo entao vale a sequinte formula em F[z]:

PR2 - 2) = fyfa).
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2.4. O CASO n PRIMO

Demonstracao: Uma igualdade bastante usada em algebra é:

(" +2" T+t ) (- 1) = 2"~ 1.

Em F, vale (z — 1)? = 2P — 1, entao

folx) = af —aP ' —o—x -1
_ Ip_ﬂ—l
r—1
— Ip_u
r—1

= 2P — (z—1)PL,

Logo,
PPE-T) = a2 - (1)
= 2P(2— %) —z(xr — 1) (2P = z,Va € Z,)

Como g,(r) = (v — 1) f,(x) = 2PTL — 227 4+ 1 entdo 227 — 1 = 2P+ — (z — 1) f, ().

Portanto,
PP ) = (- Dfyla) - oz -1
= z(2 — (2 - 1)) — (x — 1) f(2)
= fol@).
Lema 54. No anel quociente R = (;Z;;([g) temos &P = x, onde

E=—a?+a2P P4t +3.

Além disso, x € invertivel em R e £ = 2 — % (denotaremos a classe de equivaléncia

somente por z).

Demonstracao: Por definigao, g,(x) = (z — 1) f,(). Como = # 1 entao
Pt — 227 +1=0. (2.5)

Reescrevendo

w(zP — 220771 = —1
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2.4. O CASO n PRIMO

mostrando que x é invertivel em R.

Assim, podemos dividir a equacao acima por x

1
—= =P — 2777, (2.6)
x
Dividindo (2.5) por a?
1 1 1\”
:1:—2+—:0:>:1::2——:<2——) : (2.7)
xP xP x
Por (2.6) temos
- _2+—%+1_2+x7’—2w”’1+1_ +—:vp*1+a:p+1—x1’*1
r) (1—xz) (1—x) B (1—x)
—xP=1(1 — 1 — g1 1 — g1
et e e U ek A SRS R S I

(1—2) N (1—2x)

Provando assim o lema.m

Teorema 55. O polinémio f,(x) = 2P — 2P~  — ... —x — 1 € irredutivel em F,, para todo

P Primo.

Demonstragao: Como mostrado no lema 53 podemos escrever f,(r) = P —(z—1)P~L.
Afirmagao: f,(r) nio tem raizes em F,.

De fato, dado m € F:

-Se m # 1 (mod p) entdao f,(m) =mP — (m —1)P"' =m — 1% 0 (mod p).

-Se m =1 (mod p) entdo f,(1) =1 % 0 (mod p).

Agora mostremos que f,(z) é irredutivel.

Suponha que f, seja redutivel. Entdo podemos escrever

fo(@) = fi®)... fi(2)
tal que deg(f;(z)) =mn; >0 para j=1,.., k.
Seja A; o conjunto de raizes de f; num fecho algébrico de [F,. Se um polinémio h ¢é
irredutivel de grau n em [F,, entao seu corpo de fatoracao é uma extensao de [F, de grau n
cujo grupo de Galois ¢ ciclico gerado pelo automorfismo de Frobenius. Se «; ¢ raiz de f;

entao podemos escrever:

Aj:{aj,aﬁ-’,--- ol

. . - . ) ~
Considere a aplicacao injetora o — 2— ai . Pelo lema 53, ¢ age como uma permutagao
J

no conjunto das rafzes de f,. O conjunto {2 — +=,2— 5 .. 2 — lj_l} é uma Orbita do
J J oP
J

automorfismo de Frobenius, logo estd contido em um tnico A,,. Mas por 2.7 temos,
p
a; =2 — # = (2 — ai , ou seja, o € A, e, portanto, A; = A,,.
j J

Segue ofue ¢: A — A, dada por ¢(8) =2 — % é uma permutacao de A;.
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2.4. O CASO n PRIMO

Temos as seguintes igualdades:
sah) = 2- L) = @=Ly o
' J

L1 i —

2]
@
o)
o
@
Q
ot
@
<
x>
Q
=
LN
Q
b,*@&
o
joV) <
=
o
—+
]
o
o
o
I
\.)—‘
3
.
|
—_
@]
<
mz.
Q
<R
I
Q
kS
I
Q
padS]

Portanto ¢ ¢ um n;-ciclo.

ii) Mostremos por indugao que

k—(k+1)8
)= LD
(k—1)—kp
Para k = 1:
_ 1 _26-1 _ 1-(1+1)B
¢(5) =2- 3 B8 T (-1-13"
Supondo a férmula valida para k:

- - 1y h=RHDE=3)  Be—(k+1)(28-1) _ (k+D—(k+2)8
STH(B) = 7 ((B)) = ¢*(2 — )= (k—l)—k(2—§) = B+ —k(26-1) —  k-(k+DB
Por i) e ii) temos ¢" (a;) = o, ou seja,

nj — (nj +1)ay 2
= = ’I’LjO[j — 2njaj + n; = 0. (28)

(nj —1) = nja,

Como supomos f, redutivel entdo 0 < n; < p, isto é, n; # 0(mod p). Dividindo a
ultima igualdade por n; obtemos:
aj2-—2aj+1:O:>aj—2+aij:O:>aj:2—aij.
Logo, por 2.7, of = (2 — )P = a.
J
Entao «; ¢ raiz de 2 — z, ou seja, a; € F,. O que nao acontece, pois mostramos que

fp nao tem raizes em F,. m

Teorema 56. Seja p um nimero primo. Entao G, o grupo de Galois de f,(x), é o grupo

simétrico S, de p simbolos.

Demonstracao: Um subgrupo de S, que contém uma transposicao e um p-ciclo ¢ o
Sy, pois S, = ((12...n), (i7)) , Vi, j € {1,2,...,p},i # j. ([1], pdg. 214). Pelo corolédrio 50,

G contém uma transposi¢ao. Como

p+1

D, = (~1))[(p+ 1) — 220 = (1)) 20 (mod p)

entao p nao divide D, e, consequentemente nao divide d,. Logo p nao se ramifica.
Pelo teorema 55 f, é irredutivel em Z,, entdo pelo lema de Hensel, f, é irredutivel em
Q, e isto implica que o grupo de Galois Gal(f,/Q,) é ciclico de ordem p. Logo G contém

um p-ciclo e é, portanto, .S,.m
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