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Resumo

Estudamos singularidades de familias de matrizes simétricas. O objetivo é classificar as
singularidades simples de tais familias e estudar a geometria de alguns objetos associados a

elas.



Abstract

We study the singularities of families of symmetric matrices. The aim of this work is to
classify simple singularities of such families and study the geometry of some objects associated
to them.
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Introducao

Uma investigagao recente na teoria de singularidades diz respeito ao estudo de familias de
matrizes. Em [5], J. W. Bruce estuda as matrizes simétricas. Em [7], J. W. Bruce e F. Tari
estudam as matrizes quadradas e em [16], G. J. Haslinger estuda singularidades de matrizes
anti-simétricas. A investigacao da geometria associada as singularidades de tais matrizes ainda
¢ um problema em aberto de interesse. O artigo recente de V. V. Goryunov e D. Mond [14],
mostra que existem féormulas surpreendentes relacionando os invariantes classicos, o ntimero
de Milnor e o niimero de Tjurina, de singularidades de matrizes. Esse artigo também abre
uma ampla possibilidade de investiga¢gao no tema.

O objetivo deste trabalho é estudar familias de matrizes simétricas, entao nossa principal
referéncia é o artigo do Bruce [5]. Uma familia de matrizes simétricas é o germe de uma
aplicacao suave (K",0) — Sim,(K). Uma motivacdo para o desenvolvimento do tema ¢é
sua relagdo com a investigacao de Equagoes Diferenciais Binarias (EDB’s), que sdo equagoes

diferenciais da forma

a(x,y)dy* + 2b(x,y)drdy + c(x,y)dr* = 0,

onde a, b, ¢ sao fungoes reais suaves de duas variaveis. EDB’s sao estudadas extensivamente
e tém aplicagoes em geometria diferencial, equagoes diferenciais parciais e teoria de controle
(ver [8],[19]). Por exemplo, as linhas de curvatura ou as linhas assintoticas de uma superficie
em R? sao dadas por equacoes diferenciais binérias.

Dada uma EDB, a correspondente funcao discriminante § = b* — ac, desempenha um
papel muito importante: a EDB define pares de diregdes em pontos (z,y) na regiao do plano
onde § > 0, estas direcoes coincidem sobre o discriminante A dado por § = 0, e a EDB
nao tem solugoes em pontos onde 6 < 0. Observe que para r = n = 2, tomando A =
( alz,y) blz,y)

b(x,y) clx,y)
No trabalho, exibimos uma relacao de equivaléncia para classificar familias de matrizes

>, temos que 0 é a funcao discriminante de A.

simétricas. Uma das propriedades desta relacao é a de que ela preserva a singularidade
da fungao ¢ (muito estudada em EDB’s). Através desta relagdo exibimos formas normais
para germes simples (K", 0) — Sim,,(K) e sua classificacao detalhada é a principal parte do
trabalho.



No Capitulo 1, abordamos nogoes e resultados bésicos da teoria de singularidades, como
por exemplo, os conceitos de germes, jatos e o método de classificacao.

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos basicos necessarios para o estudo dos germes
(K",0) — Sim,(K), como o grupo G que age nestes germes e suas propriedades. Também
analisamos para quais valores de r e n, podemos obter germes simples e listamos os 1-jatos
para n = 2,3, que sao provenientes da teoria de pencils.

O Capitulo 3 contém a principal parte do trabalho. Através do método da transversal
completa, classificamos os germes simples usando os valores de r e n fornecidos no Capitulo
2 e obtivemos formas normais para estes germes.

No Capitulo 4, definimos alguns objetos associados a um germe A : (K",0) — Sim, (K).
Exibimos os tipos de singularidades destes objetos e obtivemos férmulas que relacionam estas
singularidades. Estudamos a geometria dos germes simples obtidos no Capitulo 3, sendo que
o caso r = n = 2 ¢ estudado com mais detalhes, ja que esté relacionado com EDB’s.

O trabalho também contém trés apéndices. No primeiro, exibimos alguns critérios de
determinacao finita nao mencionados no texto e também uma prova do critério geométrico
para determinacao finita em relacao ao grupo G, ja que para isto foram necessarias novas
defini¢oes e novos resultados. O segundo apéndice contém uma apresentacao do conceito de
simbolo segre, que aparece na classificacao de pencils. O terceiro contém uma apresentacao
sobre a Ky-equivaléncia de Damon, que durante o trabalho foi relacionada com a relacao
de equivaléncia que usamos para matrizes, garantindo assim que alguns resultados do nosso

contexto podem ser deduzidos do trabalho de Damon.



Capitulo 1

Teoria de classificacao

Classificar objetos é uma das principais preocupagoes em matematica. Uma das ferra-
mentas mais utilizadas para isto ¢ uma relagao de equivaléncia apropriada que permita listar
os diferentes tipos de objetos que possam aparecer. A motivagao para a busca de uma forma
simples para o representante de uma classe de equivaléncia é a de que tal modelo possui todas

as propriedades dos elementos de sua classe e os calculos com esse modelo sao mais simples.

Denotamos por Sim,(K), o conjunto das matrizes simétricas n x n com coeficientes no
corpo K (K = C ou R). Parte deste trabalho consiste em classificar localmente aplicagoes
suaves A : K” — Sim,(K), através de uma relagao de equivaléncia apropriada. Para isso,
vamos utilizar conceitos e resultados da teoria de singularidades, mais especificamente da

teoria de classificagao.

Na teoria de classificacao, o objetivo é listar formas normais de germes suaves [ €
M, O(n,p) sob a acao de um determinado grupo G. As agoes mais utilizadas para a classifi-
cacao de germes sao dadas pelos grupos de Mather G =R, L,C, K ou A. Uma das principais
idéias na teoria de singularidades é substituir o espago dos germes M, O(n,p) pelo espago
dos jatos J¥(n, p) e assim a classificacdo ¢ feita indutivamente em cada nivel dos k-jatos. Os
principais resultados usados para esse método sao a Transversal Completa, Lema de Mather e
critérios de determinagao finita. Veremos que a Transversal Completa ¢ usada para construir
cada k-jato do representante de um dado germe. Comegando pelo 1-jato e passando em cada
nivel até chegarmos em seu k-jato, sendo k igual ao grau de determinacao do germe f, po-
dendo ter possivelmente alguns destes niveis vazios. Em cada nivel, ela é alternada com o uso
do Lema de Mather para que se possa ir obtendo representantes de todas as possiveis orbitas.
Vamos utilizar este mesmo método para a classificagao de familias de matrizes simétricas uti-
lizando uma agao apropriada para este caso, porém menos conhecida, que sera apresentada

no Capitulo 2.

Inicialmente, apresentemos os conceitos gerais para este método (ver [13]| ou [24]).

3



1.1 Conceitos da teoria de classificacao

Introduzimos no conjunto de todas as aplicagoes suaves definidas em uma vizinhanca de

x em K" e com valores em K? a seguinte relagao de equivaléncia:

Definicao 1.1.1. Duas aplicagoes suaves f : U C K" — KP e g : V C K" — K? sao
equivalentes quando existir uma vizinhanga W C UNV de x em K" tal que as restrigoes fiw

e gw comncidem.

As classes de equivaléncia desta relagao sao chamadas de germes de aplicagoes em x e
um elemento dessa classe é chamado de representante do germe. Se f e g sao representantes
do mesmo germe entao devemos ter f(x) = g(z) e assim qualquer outro representante deve
assumir o mesmo valor em z, digamos y. Adotamos a notagao f : (K", z) — (KP,y), para
indicar o germe de aplicacao em x. Sem perda de generalidade tomamos x = 0.

O conjunto dos germes (K", 0) — KP é denotado por O(n,p). Quando p = 1 (germes de
fungdes), O(n,1) é denotado apenas por O,. Usando as operagoes de soma e multiplica¢ao
de K temos que O, possui uma estrutura de anel comutativo com identidade. Este anel
¢ um anel local (possui um tnico ideal maximal), cujo maximal é dado por M,, = {f €
O, / f(0) = 0}. Quando nao houver perigo de confusao, denotamos O,,, M,, apenas por O,

M, respectivamente.

Definigao 1.1.2. O espago dos k-jatos, J*(n,p), é o K-espagco vetorial das aplicagoes f :
K" — K?, onde cada componente de f € um polinomio de grau < k nas varidveis xy,...,x,

com termo constante nulo.
Temos que J*(n,p) é um espaco vetorial de dimensao finita e que
J¥(n,p) = M,O(n, p)/ M O(n, p).

A cada f € M, O(n, p) associamos o k—jato j*f € J*(n,p), que é o polinémio de Taylor
de f de grau < k.

A teoria de classificagdo tem como objetivo agrupar os elementos de M,,O(n,p) através
de uma relacao de equivaléncia. Para isto, necessitamos da nocao de acdao de um grupo e de

grupo de Lie.

Definigao 1.1.3 (Agao de Grupos). Uma a¢ao de um grupo G em um conjunto M ¢ uma

aplicacao ® : G x M — M, satisfazendo:
a) ®(1,z) =xz,Vr € M,
b) ®(gh,z) = P(g,P(h,z)),Vr € M eVg,h € G,
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onde 1 € a identidade de G.
Observacao 1.1.4. Geralmente escrevemos ®(g, ) = g.x.

Dada uma agao ®, podemos definir uma relagao de equivaléncia ~ em M. Dizemos que
x ~ y se existe g € G tal que y = g.x. Dado x € M, a 6rbita de = é por definigao a classe de

equivaléncia que contém z, ou seja, o conjunto
Gx={gx;g€eG}
Assim, dizemos que dois elementos sao G-equivalentes se eles pertencem & mesma Orbita.

Defini¢ao 1.1.5 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G, de

classe C*, dotada de uma estrutura de grupo em que a multiplicacao m : G x G — G,

1

m(g1,92) = 192 € a inversao i : G — G, i(g) = g~ ", sao aplicagoes de classe C*.

Uma a¢ao suave de um grupo de Lie em uma variedade suave M é uma agao

®:GxM— M,

em que ¢ é uma aplicacao suave.

Proposicao 1.1.6. Seja ® : G x M — M uma ag¢ao suave de um grupo de Lie em uma
variedade diferencidvel M. Suponha que as drbitas sao subvariedades suaves de M. FEntao

para qualquer x € M a aplicagio @, : G — G.x, dada por ®,.(g) = g.x, € uma submersao.
Demonstragao. Ver ([13], p. 74). O

Corolario 1.1.7. Nas condigoes da Proposicao 1.1.6, temos que o espago tangente a orbita
G.x em x € a imagem de d;®, : T'G — T,(G.x), ou seja, T,G.x = d1P,(T1G).

Relacoes de equivaléncia dos germes.

As relacoes de equivaléncia mais utilizadas para o problema de classificacao de germes sao
as G-equivaléncias, onde G é um dos grupos de Mather R, £,C, K ou A. Dentre estes, os que

nos interessam sao os grupos R,C e K.

Definigao 1.1.8. Denotamos por R o grupo dos germes de difeomorfismos h : (K", 0) —
(K™, 0).

Este grupo é chamado grupo de mudangas de coordenadas na fonte e age sobre M,,O(n, p)

por composicao a direita

R x M,O(n,p) — M,0O(n,p)
(h,f) +——  foh .



Definigao 1.1.9. Sejam f,g € M, O(n,p). Dizemos que f € R-equivalente a g se existe
h€R tal que foh™ =g.

Definicao 1.1.10. O grupo de contato, que denotamos por K, € o grupo dos germes de
difeomorfismos (K" x KP 0) — (K" x KP,0), que sdo da forma

H(z,y) = (h(z); O(z,y)),
onde h € R e ©(z,0) = 0, para x préozimo da origem.

Definicao 1.1.11. Dois germes f,g € MO(n,p) sao K-equivalentes quando existir H =
(h,©) € K, tal que:
(h(x), g o h(x)) = H(z, f(x)),

isto €, de uma forma especial, H leva o grdfico de f sobre o grdfico de g.

Denotamos por C o subgrupo de K formado pelos elementos da forma H = (id,, ©), onde
id, ¢ a aplicagao identidade de K". Da mesma forma, temos que dois germes f, g € MO(n,p)

sao C-equivalentes quando existir H € C tal que

H(z, f(x)) = (z,0(z, f(z))) = (z, g(x)).

Observagao 1.1.12. Podemos ver K como um produto semi-direto dos grupos R e C. Ver
([13], p. 150).

Lema 1.1.13. Dois germes f,g € MO(n,p) sao K-equivalentes se, e somente se, existe um

germe invertivel h : (K" 0) — (K™, 0) para o qual os germes f o h e g sao C-equivalentes.

Proposicao 1.1.14. As seguintes duas condi¢oes sobre dois germes f,g € MQO(n,p) sao

equivalentes:
(1) f, g sao C-equivalentes,

(i1) Existe uma matriz p X p invertivel U = (u;;) em que u;; € Oy, tal que

p
filz) = > uij(x)g;(x), para 1 <1 < p.
=1
Demonstragao. Ver ([13], p. 145). O

O espago tangente & orbita de um dado germe f pela acao de G, onde G = R, K, C, é
dado por:

TR.f =M {2L ... 2Ly TCf = f*(M,)O(n,p) e TKf = TR.f +TCf.

(9_:E1’ ) %
Definigao 1.1.15. Um germe f € M, O(n,p) é k-G-determinado se para todo germe g €
M, O(n,p) tal que j%g = j*f tem-se que g é G-equivalente a f. Dizemos que um germe f é

finitamente determinado se € k—determinado para algum k.



Lema 1.1.16. Sejam f,g € M,O(n,p). Se j*f e j*g ndao sao J*G-equivalentes em J*(n,p)

entao " f e j"g nao sao J"G-equivalentes em J™(n,p), ¥V m = k.

A determinagao finita significa que um germe finitamente determinado é equivalente a um
de seus polinémios de Taylor e assim o problema da classificagao pode ser reduzido ao espago
dos k—jatos, que é um espaco de dimensao finita.

Observemos que O(n,p) nao é uma variedade diferenciavel e muito menos G = R, K,C
sao grupos de Lie. Para cada f € M, O(n,p) associamos o k—jato j*f. A acdo de G sobre
M, O(n, p) fornece uma acao de J*G sobre J*(n, p) que é uma acio de grupo de Lie em um
espaco vetorial. A idéia é estudar a acdo de G sobre M,,O(n, p) através da agao de J*G sobre
J¥(n,p). A classificacio é feita indutivamente em cada nivel, ou seja, em cada k-jato de f.
As principais ferramentas para este método sao a Transversal Completa, o Lema de Mather

e os critérios de determinacao finita.

Teorema 1.1.17 (Transversal Completa). Seja f um k—jato em J*(n, p), escrevemos G4
para o subgrupo de G dos elementos cujo 1-jato € a identidade, e H***(n, p) para as aplicacdes
polinomiais homogéneas de grau k+1. Suponha que Ty J* Gy fOH (n, p)+T = H*(n,p)
para algum subespaco T de H*™'(n,p). Entdo todo (k + 1)-jato com k-jato f ¢ J*H1G-

equivalente a um jato da forma f+ B, com B € T. TalT € chamado de transversal completa.

Lema 1.1.18 (Lema de Mather). Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade suave
M. Seja N uma subvariedade conexa de M e suponhamos que as drbitas sao subvariedades de

M. Entao N estd contida em uma tunica orbita se, e somente se,
1. T,NCcT,G.x,Vr € N.
2. dimT,G.x =constante, Vx € N.

Demonstracao. Ver ([24], p. 8). O

Observemos que o Teorema da Transversal Completa é valido para um subgrupo G, de G.
Como estamos interessados na classificagao com o grupo G, usamos o Lema de Mather para
eliminar os termos desnecessérios que nao foram eliminados na Transversal Completa com o
grupo G.

Mais especificamente, em cada j* f usamos a Transversal Completa para obter uma para-
metrizacdo dos (k + 1)-jatos que tém o k-jato igual a j*f. Podemos usar o Lema de Mather
para produzir as G-6rbitas dentro desta parametrizacao. Aplicamos o teste de determinacao
finita a cada orbita no (k + 1)-jato (cujo k-jato é j%f). Se o germe é (k + 1)-finitamente
determinado paramos o processo. Se nao, consideramos o (k -+ 2)-jato e seguimos o raciocinio.

Para o estudo dos germes de aplicagoes A : K" — Sim,,(K), podemos aplicar o método

da transversal completa, apresentado acima, usando um determinado grupo. Apresentamos
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no proximo capitulo o grupo que agira em A e suas propriedades como o espago tangente a
orbita de um dado elemento e critérios para a determinacao finita.
Enunciamos a seguir dois resultados de algebra, que faremos referéncia durante este tra-

balho, e que sao bastante utilizados na teoria de singularidades.

Lema 1.1.19 (Lema de Nakayama). Sejam R um anel comutativo com identidade 1 e M
um ideal em R com a propriedade que 1+ x € invertivel em R para todo x € M. Seja C' um

R—madulo e A, B R-submddulos de C' com A finitamente gerado.
Se A C B+ 9MA entao A C B.

Proposicao 1.1.20. Seja C' um R-mddulo com base finita e seja T" C C' um R-submddulo.
Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que T tenha finita codimensao em C' € que exista
um inteiro k > 1 com IMF.C C T.

Demonstracao. Ver (|13], p. 104). O



Capitulo 2

Preliminares para a classificacao de

matrizes

Uma familia de matrizes simétricas é o germe de uma aplicagao suave (K", 0) — Sim,,(K).
Em [5], J. W. Bruce estudou estas familias e forneceu uma lista dos germes simples e infor-
magoes sobre sua geometria. Esta lista foi obtida usando uma relagao de equivaléncia definida
por mudancas de coordenadas suaves na fonte e por conjugacao parametrizada na meta. Este
artigo foi o primeiro de uma série de artigos sobre familias de matrizes. Em [7], foi dado
um tratamento semelhante para familias de matrizes quadradas em geral e em [16], matrizes
anti-simétricas foram estudadas. Familias de matrizes quadradas também foram estudadas
por Arnold em [1], onde as matrizes parametrizadas em GL, (K) agem por conjugacao. Vale
observar, que os métodos e ferramentas utilizados para a classificacao de familias de matrizes
de [5] e [7] s@o praticamente analogos.

Nosso trabalho se concentra no estudo de familias de matrizes simétricas. Neste capitulo,
definimos o grupo que age nestes elementos e que nos fornece a relacao de equivaléncia men-
cionada acima. Sera também apresentado o espaco tangente a orbita pela agao desse grupo e
critérios de determinacao finita. Esses conceitos serao principalmente utilizados no Capitulo

3, onde classificaremos os germes simples (K", 0) — Sim,,(K).

2.1 Resultados basicos e dualidade

Apresentamos algumas defini¢oes e ferramentas que vao ser utilizadas no estudo das apli-
cagoes A : (K",0) — Sim,(K). Vamos iniciar com uma breve discussao sobre formas
bilineares simétricas/quadraticas. Logo apods, apresentamos alguns resultados de dualidade.
Estes conceitos serao uteis principalmente na classificagao das aplicagoes A : K™ — Sim,,(K)

ao nivel do 1-jato. As referéncias para essa se¢ao sao [15] e [21].
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Comegamos definindo a seguinte a¢ao de G L, (K) em Sim,,(K):
U: GL,(K)x Sim,(K) — Sim,(K)
(X, A) — (X_l)tAX_l.
Dizemos que duas matrizes A, B € Sim,,(K) sdo G L, (K)-equivalentes quando pertencem

a mesma Orbita pela acao V.

Proposicao 2.1.1. Quando K = C, a ac¢do acima possui n + 1 drbitas e podemos escolher
como representante para cada orbita o elemento I, onde I} € a matriz diagonal com 1 nas

primeiras t-posicoes da diagonal e zero nas demais posigoes.
Proposicao 2.1.2. O espago tangente a drbita pela a¢io ¥ em um ponto A € Sim,(K),
isto € T4(GL,.A), € o K-espago vetorial dado por {B'A+ AB; B € M, (K)}, onde M,(K) ¢é
conjunto das matrizes n X n. com coeficientes em K.
Demonstragao. Pelo Corolario 1.1.7 temos Ta(GL,.A) = d;V 4(T;GL,,), onde I denota matriz
identidade n x n e
Vu: GL, — GL,.A
X — X'AX.
Lembrando que T;GL,, = M, temos:
diV,: M, — T4GL, A
B +— B'A+ AB,

e o resultado segue. O]

Observagao 2.1.3. Seja A € Sim,(K) uma matriz invertivel. Dado B € Sim,(K), temos

A-'B tA+A A-'B

TA(GL,.A) = Sim,(K) e assim a orbita de A é um conjunto aberto de Sim,(K).

= B = B € Tu(GL,.A). Como B é arbitrdrio, seque que

Denotamos por H?(n,1) o espago vetorial dos polindmios homogéneos de grau 2 em n
varidveis, ou seja, o espaco das formas quadréticas em n varidveis. Este espaco sobre K
n n(n+1)

possui dimensao 5 +n = — Quando n = 2, uma forma quadratica pode ser escrita

como az? + 2bxy + cy? e assim pode ser identificada com o ponto (a, b, c) € K3, ou ainda com

a

a matriz simétrica (
c

). Mais geralmente temos:

Proposigao 2.1.4. Hd um isomorfismo natural entre H*(n,1) e o espago das matrizes

simétricas n X n.

Demonstragdo. Denotando as varidveis de um elemento em H?(n,1) por xi,...,,, basta

definirmos:
T: Sim,(K) — H?*(n,1)

A — oAz,

onde x = (x1,...,2,). O
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Definig¢ao 2.1.5. Seja ' = {a: K" — K"/ « € uma transformagao linear invertivel}. Temos
a sequinte acao do grupo T' em H?*(n,1):

®: T'x H?*n,1) — H?*n,1)

(a,p) — poa .

Dizemos que duas quadrdticas p,q sao I'—equivalentes quando pertencem a mesma orbita por

esta acao.

Observagao 2.1.6. Esta ac¢ao possui formas normazs bem conheczdas da algebm linear.

Quando K = C, podemos tomar as quadrdticas Z z2, e em IR temos Z r? — Z x?
i=1 =1 i=s5+1

A agdo ® é compativel com a a¢ao de GL,(K) em Sim,(K) no seguinte sentido:

Proposicao 2.1.7. Duas quadrdticas sao I'-equivalentes se, e somente se, as suas matrizes

correspondentes, pelo isomorfismo T, sao G L, (K)-equivalentes.

Com a equivaléncia da Proposicao 2.1.7, podemos reduzir a classificagao de 1-jatos de
matrizes a classificacao de pencils de formas quadraticas.
As vezes, vamos olhar um germe A : (K", 0) — Sim,,(K), como um germe A : (K", 0) —

nn—+1
KV, onde N = w Assim, sera 1util o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.8. Existe um homomorfismo de grupos entre GL,(K) e GL(Sim,(K)) =
GLy(K).

A seguir, apresentamos alguns resultados gerais para espagos vetoriais, que nos fornecem
uma importante dualidade e nos permitem simplificar alguns casos de nossa classificacao de

1-jatos.

Definicao 2.1.9. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita e H um subgrupo de
GL(W). Dizemos que a1, € Hom(V,W) sao GL(V) x H-equivalentes quando existem
Be€GL(V)evye€ H, tais que:

g =7yoaqpof.

Definigao 2.1.10. Se o« € Hom(V, W) nds escrevemos a* para o correspondente elemento
de Hom(W* V*).

Defini¢ao 2.1.11. Seja U um subespaco de um espaco vetorial V. Escrevemos Ut para
{o € Vi 0(U) =0}

Lema 2.1.12. (1) As aplicagdes oy, an sao equivalentes se, e somente se, existe v € H que
leva im o em im as.

(2) Temos (im a)* = ker o*, (ker a)t = im o*.

(3) As aplicagoes aq, an sao equivalentes se, e somente se, para algum v € H a aplicagao

* * *
v* leva ker af em ker 3.
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Aplicando o Lema 2.1.12 para V = K", W = Sim,,(K) e H = GL,(K) agindo como um
subgrupo de GL(Sim,(K)) de maneira 6bvia, segue pelo item (1), que classificar aplicagoes
de posto k em Hom(K", Sim,(K)) pela GL,(K) x H-equivaléncia ¢ equivalente a classificar

subespagos k-dimensionais de Sim,(K) pela H-equivaléncia. Pelos itens (2) e (3), classificar

n(n+1)
2

de (Sim,(K))* pela H-equivaléncia. Isto nos fornece um resultado tutil de dualidade que

aplicacoes de posto k é equivalente a classificar subespacgos — k |-dimensionais

usaremos na classificacao dos 1-jatos de matrizes.

Proposicao 2.1.13. Hd um isomorfismo linear natural Sim,(K) — (Sim,(K))* definido por

A — tr(A.—) identificando esses dois espagos.

Sendo assim, para a dualidade acima podemos usar o seguinte resultado que nos garante
que classificar subespagos de dimensao k& em Sim,(K) é o mesmo que classificar subespagos

1
de dimensao nntl) 1 em Sim,(K).

Proposicao 2.1.14. Sejam {W;}, i = 1,2, ...s subespacos de dimensao k de Sim,, equivalentes
pela G L, (K)-equivaléncia. Entio os subespagos {W}s_,, onde W+ = {A € Sim,,;tr(AB) =

n(n+1)

0 para todo B € W}, € uma lista de subespagos de dimensao — k de Sim,, sobre a

mesma equivaléncia.

2.2 Grupo g

Denotamos por S o conjunto dos germes de aplicagoes suaves A : (K",0) — Sim,(K)
e por ‘H os germes de aplicagoes suaves (K",0) — GL,(K). Usando a estrutura de grupo
multiplicativo de GL,(K) podemos dar a ‘H uma estrutura de grupo. Como ja foi dito, sera
comum vermos um elemento de S como um germe de uma aplicacao (K”,0) — KV, onde
N — n(n + 1)'

Usand20 os grupos R e ‘H queremos definir uma ac¢ao de grupo em S que “preserve” certas
propriedades. Mas antes, relembremos o conceito de produto semidireto de dois grupos.

Sejam K e H dois grupos (ndo necessariamente finitos), se ¢ : K — Aut(H) ¢ um
homomorfismo do grupo K no grupo dos automorfismos de H entao , denotara a operagao

definida sobre o conjunto K x H da seguinte maneira:
(k,h)s(K',h") = (kK h.o(k)(R)).

Teorema 2.2.1. Seja K,H dois grupos e 0 : K — Aut(H) um homomorfismo. Entao
(K x H,;) € um grupo.

Definigao 2.2.2. O grupo (K x H,;) € chamado de produto semidireto de H por K com

homomorfismo o.
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Passemos a definir uma estrutura de grupo em R x H. Denotemos por Aut(H) o grupo

de automorfismos de H e definimos o seguinte homomorfismo de grupos:

c: R — Aut(H)
¢ — o) H — H

X — Xo¢ !, assim temos:
Definicao 2.2.3. O grupo G € o produto semidireto de R por H com homomorfismo o.

Defini¢ao 2.2.4. Dois germes suaves A, B € S sao G-equivalentes se existe (¢, X) € G tal
que:

B=X'Ao gb‘l)X.
Esta equivaléncia claramente nos fornece uma acao de G em S.

Observagao 2.2.5. Pela Proposi¢cio 2.1.8, temos um homomorfismo de grupos entre o grupo
GL,(K) e o grupo GL(Sim,) = GLy(K), que denotaremos por . Este homomorfismo nos
fornece um homomorfismo de grupos entre o grupo H e o grupo C. De fato, lembrando que as
estruturas de grupo de H e C, provém das estruturas de grupo de GL,(K) e GLN(K), basta

definirmos este homomorfismo por:

9: H — C
X — (oX.

Lema 2.2.6. O grupo G = R x H age no espaco das aplicagoes (K™,0) — KV como um

subgrupo do correspondente grupo de contato K.

Demonstracao. A agao do grupo R em ambos os casos claramente coincidem. Pela Observacao
2.2.5, temos um homomorfismo entre ‘H e C. Logo, dado X € H podemos correspondé-lo a
um elemento X € C , que age linearmente em KV da mesma forma que X age em Sim,,(K).
Em outras palavras, dada uma aplicagao A : (K",0) — (KV,0) e um par (¢, X) € R x H, a
agao deste par na aplicagdao A olhando um elemento de KV como um elemento de Sim,, (K)

coincide com a acao do par (¢, )?) €R xC =K em A, e o resultado segue. O
Exemplifiquemos a demonstragao acima para r =n = 2.

Exemplo 2.2.7. Dado um elemento X € H, ele atua nas aplicagies A : (K2,0) — (Sim»(K), 0),
da mesma forma que o elemento 9(X) = X € C atua nas aplicagoes A : (K2 0) — (K3,0)
onde :
o 20y AP
a [ ~
Xz( 6) e X=| af ad+py ~o
7 2 285 &
Mais explicitamente, dado A : (K?,0) — (Simy(K),0), podemos identifici-la trivialmente a

a

uma aplicagio A : (K2,0) — (K3,0), isto é, se ¢ = < )
c

b _
) entao A = (a,b,c). Logo,
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XtAX serd uma aplicagio de (K2,0) — Simo(K) e se a identificarmos com uma aplicagdo
(K2,0) — (K3,0), como acima, obtemos uma aplicagdo de (K?,0) — (K3,0) que serd igual a
XA.

O fato que nos permite usar todas as técnicas da teoria de singularidades para o grupo
G segue do fato que G é um subgrupo geométrico de Damon do grupo de contato K. Para a
defini¢ao de subgrupo geométrico, ver [9].

Exemplificamos abaixo algumas estruturas preservadas pela G-equivaléncia.
Definigao 2.2.8. O discriminante de um elemento A € S é o germe do conjunto:
D(A),0 ={x € K"; det(A(x)) =0},0.

O préximo resultado nos diz que o tipo de singularidade deste elemento é preservada pela

G-equivaléncia.

Proposigao 2.2.9. Se A, B € S sao G-equivalentes entao existe um germe de difeomorfismo
¢: (K", 0) — (K",0), preservando o discriminante, isto €, levando D(A) em D(B).

Vimos na introdugao, que uma motivagao para o estudo de germes (K", 0) — Sim,,(K) é
a sua relagao com equagoes diferenciais binarias (EDB’s). Lembremos que uma EDB é uma

equacao diferencial da forma
a(x,y)dy* + 2b(x,y)drdy + c(x,y)dr* = 0.

Dada uma EDB, podemos relacioné-la com a matriz

a(z,y) b(z,y)
b(x,y) ez, y)
a qual nés podemos pensar como uma aplicacio A : (IR?,0) — Simy(IR), cujo determinante é

o discriminante da EDB. Como vimos acima, G preserva as singularidades do determinante.

O seguinte resultado relaciona o fato acima com o estudo das EDB'’s.

Proposigao 2.2.10. Dada uma EDB F = a(x,y)dy* + 2b(x,y)dzdy + c(x,y)dx2 = 0,
escrevemos A(F) para o seu correspondente elemento de S. Se ¢ : (IR*,0) — (IR*,0) € o
germe de um difeomorfismo levando a EDB F =0 em uma EDB G = 0 entdo A(F) e A(G)

sao G-equivalentes.

No Capitulo 4 do artigo [25], o autor usa a classificacgao de matrizes simétricas para obter

resultados sobre as EDB’s.
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2.3 [Espaco tangente

Dada uma familia de matrizes A € S, escreveremos A,, para a matriz

1
S pode ser identificado com O(r, N), onde N = —n(n; )

correspondente grupo de contato K, como vimos na se¢ao anterior.

O conjunto

83% )

, € 0 grupo G com um subgrupo do

Na proxima proposicao exibimos quem serd o espaco tangente a o6rbita de um dado ele-
mento A. Mas para isso precisamos de algumas defini¢ces. Definimos Cj;(A) (respectiva-
mente R;;(A)) como sendo a matriz cuja i-ésima coluna (resp. linha) é a j-ésima coluna

(resp. linha) de A e nas outras posicoes igual a zero. A matriz A;; sera a matriz dada por

Aij = Cii(A) + Rii(A).

T T +
Exemplo 2.3.1. A = Y , temos que
T+y Y

T 0 r x4+ 20 x+
An = Ci(A) + Ru(A) = > + Y > Y )
r+y 0 T4y 0

x—i—y

J+("0)-
; a:j—y>+ . as+y> 2 Q(xx—H/))
Jo(00)

0 x+vy
r+y 2y

Agl - 021 (A) + R21 (A) -

Az = Ci2(A) + Ria(A) = (

Agy = Co(A) + Ron(A) = ( n
r+y vy

Proposicao 2.3.2 (Espago Tangente).

(1) O R-espago tangente & drbita de um elemento A € S € o O-mddulo gerado por x;A,,,

com 1 <4, <

(2) O espago tangente a orbita de A sobre o grupo H de G é o O-mddulo gerado por A;; =
Cij(A) + Ri;(A), com 1 <i,j < n. Portanto:

Observacao 2.3.3. A dimensdo do espaco tangente & orbita de um elemento em J'S pela

agao do grupo J'G serd no mdximo r* +n* — 1. Com efeito, podemos ver que 2> x;A,, =
i=1

n

> Aii, ou seja, existe pelo menos um gerador linearmente dependente. Portanto, sua dimen-

i=1

sdo pode ser no mdzimo r® +n? — 1.
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Definicao 2.3.4. O espago tangente estendido para o grupo G aplicado ao germe A, denotado
por T,GA é o O-modulo gerado por A,, e A;j.

Nos artigos [10] e [11], James Damon introduz a KCy-equivaléncia, onde V' é uma varie-
dade analitica real ou complexa. No Apéndice C, alguns resultados sobre esta teoria foram
apresentados para que o leitor tenha acesso direto as idéias aqui comentadas.

Relacionaremos nossa equivaléncia com a Ky -equivaléncia. Considerando a variedade
V = A, como sendo o conjunto das matrizes simétricas singulares e o ideal dos germes que se

anulam em V| denotado por (V) = I(A), que é gerado pelo germe:

det: (Sim,,0) — C
A — det(A).

Definigao 2.3.5. Denotamos por VH os campos de vetores em Sim,,(C) determinado pelo

grupo 'H, ou seja, VH é o On-modulo gerado por A;j.

Observacao 2.3.6. Cada A;; pode ser visto como um campo de vetores dado por

a 1 %)
Ay =2 (2—54 )a’”‘aak-'

k=1

Proposicao 2.3.7. O maddulo do campo de vetores holomdrficos tangentes ao discriminante

A, que denotamos por Derlog(A) (ver Apéndice C), coincide com VH.

Demonstragao. Claramente V'H CDerlog(A), pois H preserva A. Por outro lado, dado um
campo de vetores § = ) ;;0/0a;; € Derlog(A), devemos ter §(det) € I(A), ou seja, O(det) =
« det, para alguma funcao analitica . Temos que o campo de Euler pertence a ambos os

modulos. Subtraindo um multiplo dele de § podemos considerar 0(det) = 0, ou seja,

- Odet - i
D i = 2 a2 = 8)(—1) My =0

4,j=1 1,j=1

onde M;; é o menor complementar do elemento a;; e d;; ¢ o delta de Kronecker.
Em [18], temos que as relagoes entre os menores complementares sao geradas por:
n

Z(—l)ﬂ_kaijMik = 5jkdet(A) para 1 < j, k < n,

i=1
que sao obtidas pela igualdade A.adj(A) =det(A)I.

n 1 0
Segue facil que ( )aij para 1 < j,k < n geram Derlog(A). Mas, pela
i=1 \2 — ik daiy

Observagao 2.3.6 esses sao nossos geradores para VH, logo Derlog(A) € V'H. Portanto,
Derlog(A) = VH. O

Proposicao 2.3.8. Sobre C a nocao de Ka e G-equivaléncia coincidem.
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Demonstrag¢ao. O grupo H preserva o conjunto A, assim G C R x Ca. Mas pela Proposicao

2.3.7 os espacos tangentes coincidem e resultado segue. O]

Pelo Lema 2.2.6, podemos ver o grupo G como um subgrupo do correspondente grupo

contato K. Assim, temos também o seguinte resultado para G:

Proposigao 2.3.9 (Transversal Completa). Seja A um k—jato em JS, escrevemos G,
para o subgrupo de G dos elementos cujo 1-jato € a identidade, e H**'S para as aplicacoes
polinomiais homogéneas de grau k+ 1. Suponha que Ty J* G AN H*'S +T = H*'S para
algum subespaco T de H*™'S. Entdo todo (k + 1)-jato com k-jato A é J**1G-equivalente a

um jato da forma A+ B, com B € T. Tal T é chamado de transversal completa.

Observagao 2.3.10. Se A € S, temos que

TG A= M{A,, 1 <i<r}+ M{A;1<i,j<n}

2.4 Determinacao Finita

Nessa segao exibimos condi¢oes necessarias e suficientes para que um germe seja finita-
mente determinado e alguns critérios para verificar seu grau de determinagao.

Vimos na secao anterior que a nocao de Ky e G-equivaléncia coincidem sobre C. Assim,
alguns resultados que estao feitos para Ky, que podem ser encontrados em [10] e [11],
serao assumidos. Boa parte dos resultados obtidos para G (ou Ky ), sobre determinagao
finita, seguem analogo aos resultados encontrados em [26] para os grupos R, L, A,C e K.
Apresentamos também nessa secao uma caracterizagao geométrica dos germes G-finitamente
determinados.

Comecemos com algumas definigdes. Dado A : (K",0) — Sim,(K), definimos a G-
codimensao de A como

G — cod(A) = dimg(M,S/TG.A),

e a G.-codimensao de A como
Ge — cod(A) = dimg(S/T.G.A), assim:
Proposicao 2.4.1. Sao equivalentes:
(1) G—cod(A) < o0
(17) Ge—cod(A) < 0o
(iii) Ewiste [ tal que M'S C TGA
(iv) Emiste k tal que M*S C T.GA
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Demonstragao. As equivaléncias (i) < (iii) e (ii) < (iv), seguem direto da Proposigao 1.1.20.
Logo, resta mostrarmos (i) < (7).

(1) = (ii); Como TGA C T.GA, segue que se TGA tem codimensao finita entao T.GA tem
codimensao finita.

(ii) = (i); Por hipotese G.—cod A < oo, logo 3 k tal que M*S C T.GA, ou seja, M*S C
O{A,,, Aij}. Mas, M*S C O{A,,, Ai;} = M8 C M{A,,, Ai;} C O{MA,,, A;;} =TG.A,
ou seja, G-cod A < o0. O

As duas proximas proposicoes exibem critérios para que possamos verificar se um deter-

minado germe é finitamente determinado.
Proposigao 2.4.2. Se A: (K",0) — Sim,(K) é k-G-determinado, entio M**1S C TGA.

Demonstracao. Como A é k—determinado, sem perda de generalidade podemos supor que

A € J*S. Consideremos a seguinte projecao linear:

p: JHIS — JES
B — j*B

Como p é linear e sobrejetora, segue que p ¢ uma submersao e assim p~'(A) é uma
subvariedade em J*™S. Por [20], temos que o espago tangente de p~'(A) é o nicleo de p,
ou seja, M*S/ MFEFT2S = a0 espaco vetorial das aplicagoes polinomiais homogéneas de grau
k+1.

Afirmagao: p~'(A) C J*IG.A.

De fato, dado B € p~!(A) temos que j*B = A. Como A é k-determinado segue que B ¢
G-equivalente a A. Assim existe (¢, X) € G tal que B = X! (Ao ¢ 1) X. Logo, j*"B =B =
FUX (Ao ¢ 1) X] € JHHG.A. Portanto p~1(A) C JFIG.A.

Logo, a menos de identificacoes, segue que

MEFLS  MFFES = T(p~(A)) C TJ*'G.A = (TG.A+ MF2S) JMFFS.
= MF1S C TG.A + MF2S.

Usando o Lema de Nakayama 1.1.19 obtemos M**'S c TG.A n
Proposicao 2.4.3. Se M*S C TG.A entio A € k-determinado.
Demonstragao. Ver (|10], p. 708). O
Usando as proposicoes acima, podemos obter:

Proposigao 2.4.4. Uma condigao necessdria e suficiente para que um germe A € S seja

finitamente determinado é que M*S C T,G.A, para algum k € IN.
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Passemos a trabalhar sobre C. A Proposi¢ao 2.1.1 nos diz que a agao de GL,(C) sobre
Sim,,(C) possui n + 1 orbitas. Estas orbitas determinam uma estratificagao de Sim,,(C).
Dizemos que um germe A : (C",0) — Sim,(C) é transversal a estratificagdo de Sim,,(C)
em um ponto 2y € C" quando A, (C") 4 Tu(2)(GLn.A(20)) = Sim,(C), ou seja, quando o
C-espaco vetorial gerado por {A,(20), Aij(z0)} for todo Sim,(C).

Observacgao 2.4.5. Quando A(zy) for uma matriz invertivel seque da Observagao 2.1.3 que
o C-espago vetorial gerado por A;;(zo) € todo Sim,(C). Portanto, para todo zy € C" em que

A(zo) for invertivel temos que A € transversal a estratifica¢ao de Sim,(C) em z.

Assim como para os grupos de Mather, também temos uma caracterizagao geométrica para
germes G—finitamente determinados que sera enunciada na proxima proposi¢ao. Em [10],
James Damon exibi uma prova deste resultado para o grupo Ky que é praticamente analoga
a prova dada por Mather para o grupo X, com suas devidas modificagoes. Fornecemos esta
prova no Apéndice A para o grupo G. Em [5], J.W.Bruce fornece uma prova deste mesmo
resultado usando a teoria de feixes, que segue os argumentos utilizados por Gaffney. Para

maiores detalhes desta prova, usando feixes, ver [12| ou ([26], p. 492).

Proposicao 2.4.6. Um elemento A € S € G-finitamente determinado se, e somente se, A €

transversal a estratificagao de Sim,,(C) fora da origem.

Corolario 2.4.7. Seja A € S um germe G-finitamente determinado. Entdo nao existe pontos

. . ) ) s(s+1
x em uma vizinhang¢a da origem no qual a matriz A(x) possui coposto s, onde r < %

Demonstracao. O conjunto das matrizes simétricas de coposto s é uma variedade diferenciavel
s(s+1 . . .
sts+1) em Sim,(C). Dado A : (C",0) — Sim,(C), um germe G-finitamente

determinado, temos pela Proposicao 2.4.6 que ele é transversal as o6rbitas da estratificacao de

de codimensao

Sim,,(C) fora da origem. Assim, em uma vizinhanga furada da origem a imagem inversa do

s(s+1)
2

conjunto das matrizes de coposto s é uma variedade suave de codimensao

1 1
@. Portanto é vazia se r < S(STH

, Ou seja,
de dimensao r — O

Definicao 2.4.8. Dizemos que um elemento A € § € G-estavel quando T,GA = S.

Proposicao 2.4.9. Um elemento A € S ¢ G-estdvel se, e somente se, 0s vetores Ay;)(0) sao
transversais a drbita de GL,(C) em A(0).

Demonstra¢ao. Suponhamos que A é G-estavel. Dado B € Sim,,(C), consideremos o germe
constante W : (C",0) — Sim,(C), com W(z) = B, Vo € C". Como A ¢ G-estavel existem
flw"afraglla"'agnn € O tais que

W= Z fiAz; + ;gklAkl-
J )
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Aplicando na origem, temos

B =) f{(0)A,0) + Y gu(0)Au(0) .
j k.l

J/

-~

c Ty (GL.A(0))

Como B ¢ arbitrério, segue que os vetores A,,(0) sdo transversais a oérbita de GL,(C) em
A(0).

Por outro lado, se os vetores A, (0) sdo transversais a érbita de GL,(C) em A(0) entao
ScT.GgA+MS.

Aplicando o Lema de Nakayma 1.1.19, segue que S C T,G.A e portanto A é G-estavel.
O

Um resultado padrao na teoria de singularidades é que quase todas as aplicagoes sao K-
finitamente determinadas, ver ([26], p. 513). Com uma pequena variagdo na prova desse
resultado podemos obter um resultado analogo para o grupo §. Mas antes, necessitamos de
algumas defini¢oes e resultados.

Sejam V;, C J*S subconjuntos algébricos, com Vi1 C p~1(V4). O conjunto V dos germes
de aplicacoes f com j*f € V, para todo k, ¢ chamado de conjunto proalgébrico. Claramente,
cod Vi, < cod Vii1. Escreveremos cod V para o limite de cod Vi, quando k — oo. Uma
propriedade de germes de aplicacoes que é valida exceto em um conjunto proalgébrico de

codimensao infinita é chamada de propriedade geral.

Proposicao 2.4.10. Seja A um conjunto proalgébrico, temos que cod V = oo se, e somente

se, para cada z € J*S nos podemos exibir f ¢ V com j*f = z.
Demonstracao. Ver (|26], p. 513). O

Na pégina 513 de [26], mostra-se que o conjunto de germes que nao sao K-finitamente
determinados é um conjunto proalgébrico. Analogamente podemos mostrar que conjunto de
germes que nao sao G-finitamente determinados é um conjunto proalgébrico. Logo, obtemos

o seguinte resultado:

Proposicao 2.4.11. Para todo r,n os germes A : (C",0) — Sim,(C) que néao tém G-

codimensao finita formam um conjunto de codimensao infinita em S.

Demonstragcao. Usando a Proposicao 2.4.10 é suficiente mostrarmos que para todo germe
de aplicacoes polinomiais de grau m, A : (C",0) — Sim,(C) = C¥, podemos exibir uma
aplica¢do polinomial B : (C",0) — Sim,(C) de grau m + 1 com j™B = A e B com G-
codimensao finita.

Seja H™'! o espago das aplicagoes polinomiais homogéneas (C",0) — Sim,,(C) de grau
m+1 e considere a aplicagao G : C" x H™! — Sim,,(C), definida por G(z,C) = A(z)+C(x).
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Temos que G é uma submersao quando restrita a (C"™ — {0}) x H™"! e em particular G :
(Cr—{0})x H™"!' — Sim,,(C) é transversal & A. O Lema Basico de Transversalidade de Thom
(ver |13]), assegura que para quase todo C' € H™! nés temos G(—, C) : (C"—{0}) — Sim,,(C)
transversal & A. Seja C' tal que G(—,C) : (C" — {0}) — Sim,(C) é transversal & A e defina
B = A+ C. Claramente temos que ;7B = A e por construcao B é transversal a A fora
da origem. Pela Proposi¢ao 2.4.6 temos que B ¢é G-finitamente determinado e o resultado

segue. O

2.5 Germes Simples

Estamos interessados na classificacdo de germes simples de aplicagoes A : (C",0) —
Sim,,(C). Nesta se¢@o, vamos definir germes simples e apresentar critérios que os identi-
fiquem. Em seguida vamos discutir quais sao os possiveis valores de r,n para que possamos
obter germes simples. Entre esses valores, aparecerao n = 2 e n = 3, para os quais identifi-

camos na préoxima secao com pencils de quadraticas em 2 e 3 variaveis, respectivamente.

Definigao 2.5.1. Um germe finitamente determinado f € M, O(n,p) é dito G-simples se
existe vizinhanca V de j*f (k grande) em J*(n,p) tal que V encontra um nimero finito de
JFG-6rbitas.

Observagao 2.5.2. Se f € M, O(n,p) ¢ simples entio j*f(0) € simples para qualquer k > 1.

Dadas aplicacoes A; : (K",0) — Simy), 7 = 1,2, denotaremos por A; @ A, : (K",0) —

SiMp(1)4n(2) @ aplicagao dada por:

(,y) — ( Alwy) 0 )
’ 0 As(z,y)

Proposigao 2.5.3. Dado um germe A : (K",0) — Sim,(K), suponhamos que posto de A
na origem seja s. Quando K = C entao A € G-equivalente a um germe da forma I, & B,
onde B : (C",0) — Sim,_s(C) tem posto nulo na origem e I, é a matriz identidade s X s.
Sobre R trocamos I, por uma matriz com +1’s na diagonal. A G-codimensao de A € igual a
de B, seus desdobramentos sao naturalmente isomorficos e seus discriminantes coincidem. A
simplicidade de um € equivalente a simplicidade do outro. Dizemos que A € uma suspensao
de B.

O resultado acima nos mostra que podemos apenas considerar germes que se anulam na
origem. Sendo assim, passaremos a utilizar o método tradicional de classificacao apresentado
na Secao 1.1, para o qual os principais resultados sao: Transversal Completa, Lema de Mather

e critérios de determinagao finita.
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A Transversal Completa pode produzir uma familia de jatos que sao todos distintos sob
a G-equivaléncia. Neste caso, dizemos que esta familia possui médulo e que o germe é nao
simples. O proximo resultado nos fornece um critério para detectarmos a existéncia de modulo

e o utilizaremos para descartar os casos de germes nao simples.

Proposicao 2.5.4. Sejam V um K-espaco afim e G um grupo algébrico de Lie agindo em V.
Se W € uma subvariedade suave de V com a propriedade de que o conjunto {w € W; T, W C
TwGw} € uma subvariedade propria de W entao dado qualquer w € W, para toda vizinhanga

U de w temos que ela encontra um nimero infinito de G-orbitas.

Observagao 2.5.5. Em particular, se dim W > dim G entao temos mddulo. De fato, lem-

brando que dim T,G.w < dim G, temos que
dim T,,Gw < dim G < dim W

logo o conjunto {w € W;T,W C T, Gw} serd vazio, seque da Proposicao 2.5.4 que temos

modulo. Em particular, tomando W =V, temos que se dim'V > dim G, entao temos maodulo.

Observacao 2.5.6. A Proposicio 2.2.9 fornece uma ferramenta importante para a verificacao
de mddulo. Se a singularidade do discriminante de uma matriz possui um mdodulo que pode ser
realizado através da variacao dos coeficientes da matriz entao, por esta proposi¢ao, a matriz

¢ também nao simples.

Como estamos interessados em classificar germes suaves A : K" — Sim,(K), que sejam
G-simples, vamos primeiramente detectar os casos em que eles nao podem aparecer. Segue
do Lema 1.1.16, que se um elemento A € S possui 1-jato o« € Hom(K", Sim,,(K)) no qual
qualquer vizinhanca de a encontra infinitas 6rbitas em J'G entdo A é nao simples. Usando

esta idéia obtemos os seguintes resultados:

Proposicao 2.5.7. Nao hd germes simples se:
o =n=23;

en>4e2<r<(n*+n—4)/2.

Demonstragdo. A agao do grupo J'G no espaco dos 1-jatos de S, se reduz a agao de GL,(K)
e GL,(K) em Hom(K", Sim,(K)). A dimensao do grupo GL,(K) x GL,(K) é r* + n? e do

1
espago rn(nQ——f—) Pela Observacao 2.3.3, a dimensao de cada oérbita nesta a¢ao ¢ no maximo
1
r? +n? — 1. Segue da Observacao 2.5.5 que se % > 72 + n? entdo nio ha germes

simples. Verifiquemos para quais valores de r,n é satisfeita a inequagao:
rn? +rn —2r* —2n% > 0 (2.1)
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Para n = 1 ou n = 2, a inequagdo (2.1) nunca vale. De fato, para n = 1 e n = 2, temos

respectivamente:

r4r—2r* —2=2(—r*+r—1)
4r +2r — 29 — 8 = 2(—r* + 3r — 4)

Usando Bhaskara temos que o discriminante das expressoes (—r?+r—1) e (—r?+3r —4),
sao —3 e —7, respectivamente. Deste modo, ambas equagoes nao possuem raiz real e assim
(—r’+r—1)<0e(—r*+3r—4) <0, Vr € IN.

Para n = 3, temos
9r + 3r — o2 — 18 = —2<T2 — 67 + 9) — —2(7“ . 3)2

Portanto a inequagao (2.1) é satisfeita para n = 3 somente se r=3.
n(n+1)

2
De fato, sejam n > 4 e r > 2, fixos. Suponha que a inequagao (2.1) é satisfeita para esses

Afirmacgao: Sen >4 er > 2, a inequagao (2.1) vale se, e somente se, r < — 2.

valores de r e n. Assim, sdo equivalentes:

rn?+rn—2r2 —2n2 >0

r(n® +n—2r) > 2n
n*+mn—2r

r > nZ.
(=
Comon >4er>2 se(2.1) ¢ satisfeita, temos

n?+n—2r

— >0, (2.2)

2
1)—2 2 -2
e ainda, r,n € IN = % € IN. Podemos afirmar que % > 1. Com efeito,
n?+n—2r
se Supormos que ——— —— = 1, segue que
2
-2
r(w) >n?=r>n’

21

Usando que n > 4 = n < n? < r, logo n? + n — 2r < 0 o que contradiz (2.2). Portanto

n®+4+n—2r n®+n—2r n®+n
+—>1,ouseja,+—>2:> + —2=r
2 2
n?+n .
Por outro lado, suponhan > 4e2 <r < —2, queremos mostrar que para quaisquer

r e n nessas condigoes (2.1) se verifica.

Para tanto, seja n > 4 fixo e considere:
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g(r) = rmm?i+rn—2r?—2n?
= —=2r2+r(n®+n)—2n2

Calculando as raizes de g, obtemos:

L (N +n) —/(n?+n)2—16n2  (n®4n)++/(n?+n)? — 16n?
1= 4 y e = 1 .
Logo, para todo r tal que 1 < r < rq, temos g(r) > 0, ou seja, (2.1) é satisfeita. Sendo
assim, se mostrarmos que r; < 2 e n+n — 2 < ry, o resultado segue.
Mostremos que r; < 2.
Como 4 < n, temos:
64 < 16n
—1l6n+64 < 0
—16n? —16n+64 < —16n?
(n*+n—-28)* < (n*+n)?—16n
n*+n—8 < /(n?+n)?—16n
n*+n—+/(n?+n)?—-16n2 < 8
n2+n—\/(ni+n)2—16n2 < 9
r < 2.
Mostremos que n”n —2<ry.
Como 4 < n, temos:
64 < 16n
—1l6n+64 < 0
(n*+n)*=28)(n*+n)+64 < (n?+n)*—16n
(n*+n—28)? < (n?+n)?—16n?; (ambos os lados sdo positivos)
n*+n—8 < /(n?+n)?—16n
2n? +2n—8 < n?+2n+/(n?+n)?— 16n2
n2—|—n_2 . n?+2n++/(n%+n)? — 16n2
n? %l— n ) !
5~ 2 < e

]

Seja A : (K",0) — Sim,(K) e considere seu 1-jato o € Hom(K", Sim,,(K)) entao temos
que posto(a) = posto(dA(0)) e coposto(ar) = coposto(dA(0)). Usando este conceito e a

proposicao anterior, podemos melhorar a descricao dos casos que nos interessam.

Proposicao 2.5.8. Temos que a nao € G-simples a menos que um dos sequintes casos 0corra:

en=12our=1;
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er=2en=23;
e para n > 3, coposto(a) =0 ou 1;

e se n =3 entdo posto(a) = 4.

Demonstracao. Seja o € Hom(K", Sim,(K)) e suponha que coposto(or) = s. Pelo Lema

2.1.12 o nicleo da aplicagao dual o* : Sim; — (K")* tem dimensao s. Este nicleo é um
n(n+1)

5 , ou seja, é um elemento

subespac¢o s-dimensional de um espago de dimensao N =

de uma Grasmaniana de dimensao (N — s)s.

Temos uma a¢ao do projetivo do grupo linear PG L,, nesse espaco. Pela Observagao 2.5.5,

temos modulo quando:

e

5 —3}>n2,ouseja,sn2+n8—2$2—2n220

Mas note que pelas contas da proposicao anterior essa inequacgao sé € satisfeita para:

n?4+n—4
on2462<s<+Tou
en=s5=23.
- ) n*+n—4
Agora, se n > 4, para que nao haja modulo devemos ter — < sous < 2. Mas,
n?4+n—4 n®+n
quando +T < s, temos — s < 2. Logo, posto(a) deve ser 0 ou 1. Assim para
——
posto(a)

n > 4, temos posto(a) < 1 ou coposto(a) < 1.

Mas quando r > 2 os 1-jatos de posto 0 ou 1 tém orbita adjacente de posto 2, que tem
modulo. Portanto, se n > 4, poderemos encontrar germes simples somente quando » = 1 ou

coposto(a) = 0 ou coposto(a) = 1.

Quando n = 3, pela proposi¢ao anterior para encontrarmos germes simples devemos ter
r # 3 e pelo que foi dito acima também devemos ter s # 3. Assim, se r > 3 entao para que
nao haja modulo devemos ter s > 3 ou s < 3. Se s = 6 — posto(a) > 3 = 3 > posto(a),
logo qualquer elemento nessas condicoes possui 6rbita adjacente de posto 3, que tem modulo.
Portanto, para n = 3 podemos encontrar germes simples se r = 1, 7 = 2 ou posto(«) igual a

4; 5 ou 6. Nao ha condicao quando n =1, 2.

Sendo assim, para encontrarmos germes simples devemos ter
en=12o0ur=1
e (n=3er=2)ou (n=3ceposto(a) =4,5,6)
e para n > 4 posto(a) = 0;1

Claramente essas condi¢oes sao equivalentes aquelas enunciadas na proposigao. O]
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2.6 Classificacao dos 1-jatos provenientes dos pencils de

quadraticas

Vimos na Proposi¢ao 2.5.8, quais valores de r e n podem nos fornecer germes simples,
entre eles temos n = 2 e n = 3. A classificagdo dos 1-jatos a : K” — Sim,(K) para estes
casos sao provenientes dos pencils de quadraticas em 2 e 3 variaveis, respectivamente. Para
obter estas formas normais vamos usar resultados que relacionam formas quadraticas com
matrizes simétricas e resultados de dualidade (ver Secao 2.1).

Analisemos quando n = 2. Dado o 1-jato a € J'S temos que posto(a) < 3. O caso
posto(a) = 3 seré tratado na Proposicao 3.1.2. Assim, resta analisarmos quando posto(a) < 2.

Fazendo mudancas na fonte de o podemos escrevé-lo da forma:

o ( a1r + by  asx + boy ) _ . ( a; as ) +y ( by by > B, + By,
asx + by asx + b3y as as by b3
A acdo de J'G nos 1-jatos se reduz a agdo de GLy(C) x GLy(C) em Hom(K?, Simsy(K)).
A acdo na meta desses elementos nada mais ¢ do que a acdo de GLo(K) em Sims(K) e a
acao na fonte é uma mudanca na base do espago gerado por By e By. Associando as matrizes
By, B; com as suas formas quadraticas correspondentes e usando a Proposigao 2.1.7, segue

que classificar os 1-jatos pela acao de GLo(K) x GLo(K), é equivalente a classificar pencil de

quadratica pela agao de G Ly(K) x GLy(K). A partir de agora, trabalhemos sobre C.
Proposicao 2.6.1. Os pencils de quadrdticas sobre C possuem as sequintes formas normais:
(2® +y*, zy), (2%, 2y), (z° + 7, 0), (2*,0), (0,0)

Demonstragao. Ver [13]. O

Usando o isomorfismo dado na Proposicao 2.1.4, fagamos corresponder para cada coor-
denada do pencil a sua matriz correspondente B;. Assim, obtemos o 1-jato xB; + yBs €

Hom/(C", Simy(C)). Por exemplo, para o pencil (22 + 42, zy) temos

er=(e) (00 () e (02)(2)

Portanto, o 1-jato correspondente ao pencil (22 + y?, xy) ¢ dado por

10 01 x Yy
01 1 0 Yy x
Analogamente para os outros pencils obtemos os seguintes 1-jatos:
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R SR TS B G 2
wo = 0)n(00)-(0)
o ()0(00)-(20) e
(x2,0)—>x<(1]2>+y<88>:<°g8). (2.6)

Portanto, temos:

Proposicao 2.6.2. Sobre C, quando n = 2, as possiveis orbitas dos 1-jatos sao:
Ty Ty xz 0 z 0 0 0
GG GG 0)

Por outro lado, quando n = 3 temos posto(a) < 6. Pela Proposigao 2.5.8 podemos obter
germes simples quando 7 = 1, r = 2 ou posto(a) = 4,5,6. O caso r = 1 sera tratado na
Proposigao 3.1.4 e os casos em que posto(a) = 5,6 serdo tratados na Proposigao 3.1.2. O
caso 7 = 2 e posto(a) = 1 seré tratado na Proposigao 3.2.1. Logo, resta considerarmos os
casos em que posto(a) = 4 e o caso em que r = 2, mas posto(a) = 2. Pelo Lema 2.1.12
e pela Proposigao 2.1.14, classificar subespagos de dimensao 2 em Sim3(C) é equivalente a
classificar subespagos de dimensao 4 em Sim3(C). Vamos usar este fato para simplificar esta
classificagao.

Pelos mesmos argumentos feitos no caso em que n era igual a 2, segue que classificar os
1-jatos pela acao de J'G é equivalente a classificar pencils de quadraticas em trés variaveis,
ou seja, conicas. Para esta classificagao é usado o conceito de Simbolo Segre que aparece
entre chaves na Proposi¢ao 2.6.3. Nao utilizaremos estes simbolos, porém apresentamos um
resumo desta teoria no Apéndice B. No caso de conicas temos 12 formas normais, ver (|27,
p. 477). Porém quatro dessas formas normais fornecem pencils em que uma das conicas se

anula identicamente. Pelo que foi dito acima, estamos apenas interessados em pencils que

produzam espacos de dimensao 2. Logo, temos:

Proposicao 2.6.3. As formas normais dos pencils de cénicas, junto com os seus Simbolos

Segre, sao 0s sequintes:
(zy, 2® +y* +2%), {1, 1,1}, (2, y° + 2%), {2,13; (202 + %, 2y), {3};
(zy, 2%), {(1,1),1}; (2® + 2y2,9%), {(2,D}; (2% 9), {1, 1;1};

(zy, z2), {2} (2%, 2y), {21},
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Através destes pencils passemos a obter as formas normais dos 1-jatos de matrizes quando
n = 3 para os casos r = 2 e posto(a) = 4.

Para o caso r = 2, n = 3 e posto(a) = 2, seguimos o mesmo processo de r = n = 2, onde a
cada pencil associamos duas matrizes By, By e o 1-jato sera ©B; + yBs. Para que fique claro,

tomando por exemplo o pencil (zy, y? + 2%) temos:

010 x 000 x
xy=<xyz> 1 00 Y ey2+Z2=(xyz) 010
0 00 0 01

Logo, o 1-jato correspondente a esse pencil é dado por:

010 000 0z 0
zl 100 |+ylo1o0]|=|2zvy o0
000 00 1 00 y

Fazendo o mesmo para cada pencil obtemos:

Proposicao 2.6.4. Sobre C, quando r = 2 e n = 3 as possiveis orbitas dos 1-jatos de posto

2 sa0:
y z 0 0 =z 0 0y x 0 =z 0 0
zy 0|, >y O,y 2 0], {x0O0],] 0y x|,
0 0 vy 0 0 y 0 0 0 0 vy 0
0 0 0 Y r Yy
y 0|, = Y
0 0 y 0 0 00

Para o caso n = 3 e posto(a) = 4, temos que a Proposigao 2.6.3 nos fornece germes lineares
de posto 2, que sao provenientes dos pencils. Lembremos que pela dualidade fornecida no
Lema 2.1.12, classificar subespagos de dimensao 2 nas simétricas é equivalente a classificar
subespacos de dimensao 4. Assim, pela dualidade, cada familia dos 1-jatos de posto 4 é
gerada pelo espago ortogonal ao espaco dado pelos geradores do pencil. Ou seja, se um pencil
é gerado por By, By, entdo a familia dos 1-jatos A, consiste dos germes tais que tr(B;A) = 0,
para i=1,2.

Por exemplo, tomando o pencil (zy,z* + y* + 2?) que é gerado por By =FE3 e By =

air Qi Qi3
Ei1+FEqy+FE33, temos que o germe A=| a5 a9 ags | deve satisfazer:

13 Ag23 a3s3

CL11+CL22+CL33:O
a12:O .
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z 0 z

Assim, esse pencil nos fornece o elemento | 0 1y w . Logo, temos:
z w —x—y

Proposicao 2.6.5. Sobre C, quando n = 3 as possiveis orbitas dos 1-jatos de posto 4 sao:

z 0 z z 0 =z
(zy, 2> +y*+22), | 0 v w ey, +2%),1 00y w o |
z w —r—y z w -y
z 0 y 0 =z T oz w
Qez4+y*ey), | 0 —y =z [;(@y,2%), | 0 vy w [; (@ +292,9°),] =2 0 -z |;
y oz ow z 0 w - Yy
z z 0 0 0 0 =z
@), v 0 w [;(yz2),| 0 y w |;@*2y),| 0 2 w
w 0 w =z z w Yy
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Capitulo 3

Classificacao

O objetivo deste capitulo é classificar germes simples A : C" — Sim,,(C) e exibir formas
normais para eles. Essa classificacao é feita utilizando resultados como a Transversal Com-
pleta, Lema de Mather e critérios de determinacao finita. O fato de serem germes simples
pode (como de costume) ser deduzido utilizando seus desdobramentos versais.

No capitulo anterior obtivemos os possiveis casos em que o 1-jato de A pode ser simples.
Vamos ver que alguns deles geram ainda germes nao simples, portanto nao serao considerados
em nossa classificagdo. A classificagdo dos germes simples foi dividida em 5 casos, sendo que
cada caso se encontra em uma secao deste capitulo.

Vimos na Proposicao 2.5.8 que em alguns casos ser simples esta relacionado ao posto ou

coposto do 1-jato de A, comecemos com alguns destes casos.

3.1 Os casos coposto 0, coposto 1, r=1

Seja A : (C",0) — Sim,(C), (com A(0) = 0) e seu 1-jato « € Hom(C", Sim,,(C)). Lem-
bremos que posto(a) = posto(d(A(0)) e coposto(a) = coposto(d(A(0)). O proximo teorema
resume as Proposigoes 3.1.2 e 3.1.3, que classificam os germes cujo 1-jato tem coposto 0 ou 1.

Teorema 3.1.1. (1) Quando coposto(a) = 0 temos uma forma normal A : CN x C° —
Sim,,(C) dada por A(x,2);; = z;; que € G-simples e tem G.-codimensio 0. Aqui N = w
e as varidvets z sao redundantes.
(2) Quando coposto(a)) =1 temos dois casos :
(i) Uma forma normal A : CN=' x C°* — Sim,(C) dada por A(z,z);; = xij para
(ij) # (11) e A(z, 2)11 = Yoy xii+ f(2), onde f : (C%,0) — C € um germe R-simples
(12]).

(ii) Uma forma normal A : CN~! x C* — Sim,,(C) € dada por A(z,z);; = x;; para
(if) # (11) e A(z, 2)11 = 32075 @i + f(Tun, 2), onde f: (C x C*,0) — C € um germe

31



simples de uma fungao de variedade com bordo ([3]).

Proposigcao 3.1.2. (1) Se coposto(a) = 0 entdo o 1-jato é uma submersao. Qualquer germe
A €S com tal 1-jato € 1-G-determinado e de fato G-estdvel no sentido natural. Uma forma

normal € obtida colocando uma diferente funcao coordenada em cada posicao.

n(n+1) n(n+1) |
2

das x-varidveis por x;; com 1 <i,j <mn, (i,7) # (1,1). Entdo a € equivalente ao 1-jato da

(2) Se coposto(a) = 1, entao r > —1 e denominamos as primeiras

forma:
t
<Z l‘u> Ey + Z x5 By,
=2 (1.5)#(1,1)
onde E;; € a matriz com 1 na (i, 5)-€sima e (j,1)-€sima posi¢oes e zeros nas outras e 1 <t <mn

(o caso t =1 € interpretado com a primeira soma ausente).

Demonstracao. (1) Basta usarmos o Teorema das Submersoes.

(2) Temos que o € Hom(C", Sim,,(C)) e por hipotese coposto(a) = 1, ou seja, posto(a) =
@ — 1 e consequentemente r > @ — 1. Pela dualidade fornecida no Lema 2.1.12 e
na Proposicao 2.1.14, basta classificarmos subespagos 1-dimensionais de Sim,(C) pela nossa
equivaléncia. Sabemos que as formas normais por essa agao sao dadas por I}, com 1 <t < n.
Logo, para obtermos as formas normais dos 1-jatos com coposto 1, devemos exibir para
cada t, um l-jato em que sua imagem seja (I;)* = {X € Sim,(C); traco(XI;) = 0}. Os
elementos da forma Xt: —x; By + ), x;Eyj, satisfazem esta condigdo e claramente os

i=2 i\
1-jatos descritos na proposicao sao ({Z]’Jl)ég;llivalentes a estes. O

Proposicao 3.1.3. A classificacao de germes com 1-jato dados na Proposicio 3.1.2, item
(2), reduz a classificagio de germes de fungoes (C° x CM (0,0)) — C, onde M = w,
m=n—t, e CM ¢ considerado o espaco das matrizes simétricas m x m com um discriminante
A. O grupo relevante de equivaléncia € o produto semi-direto do grupo de difeomorfismos
preservando C* x A e o grupo usual C para germes de fungoes.

Nao hd singularidades simples se m > 2, ou seja, set < n—2. Assim precisamos somente
considerar os casos t = n et = n — 1. FEstes reduzem respectivamente a classificagao de

funcoes, fungoes em uma variedade com bordo, com o grupo C presente.

Demonstragao. Seja um 1-jato A como na Proposigao 3.1.2, item (2). Assim, A é da forma:

t
21:2 Ty T12 ... . Tin
L12 L22
A=

32



Calculemos uma 2-transversal completa para A. Usando os elementos A, com i #
j, obtemos todos os elementos de H?S em todas as entradas fora da diagonal e com os
elementos A,,,, para t < i < n, obtemos todos os elementos de HS nas (¢ + 1)-ésima até
a n-ésima posicao da diagonal. Para 2 < ¢ < ¢, usando os elementos A;; e A,,, obtemos
todos os elementos do ideal M, (z;;,1 < j < ne2 < i < t) na posigdo (1,1) e com os
elementos A;; obtemos todos os elementos do ideal M, (z1;,2 < j < n) na mesma posigao.
Consequentemente com A,,. temos estes mesmos ideais na i-ésima posi¢ao da diagonal. Temos
também todos os multiplos de p(E; + Ej;), com p € H2S.

Suponhamos que ha s variaveis yy, ..., ys nao aparecendo neste 1-jato, logo r = @—i—s— 1.
Pelo que foi feito acima, segue que uma 2-transversal completa é obtida adicionando um termo
geral h(X, z) na entrada (1,1) da matriz A, onde X denota as variaveis z;; com ¢t +1 < i <
j<nes=(y....p).

Podemos fazer todas as mudancas de coordenadas nas varidveis z. Porém, se nés queremos
preservar a forma da transversal completa, as mudancas de coordenadas nas variaveis X devem
ser recuperadas pela acao do grupo H.

Isto significa, que se H; é o subgrupo de H correspondente as matrizes da forma I & B,
onde I é a matriz identidade ¢ X t e B é uma matriz invertivel m x m, entdo podemos fazer
mudancas de coordenadas nas variaveis X pela acdo X — B!'XB. Isto resulta, que se duas
fungoes hi(X, 2) e hao(X, 2) sdo equivalentes por esta agao entdo os correspondentes germes
sao G-equivalentes. Por outro lado, podemos checar que os espagos normais pela G-acao para
germes de aplicagao e o do Ka-acao das correspondentes germes de fungoes sao isomorfos.
Em outras palavras, temos identificado um subgrupo de G que em todo o espago dos jatos a
dimensao das 6rbitas de J*G e J*¥Ka coincidem. Portanto, as érbitas coincidem.

Passemos a verificar para que valores de ¢t podemos obter germes simples, para isto vamos
trabalhar no espago dos 2-jatos. Suponha que h(0, z) é ndo degenerada (os outros casos seguem

por adjacéncia). Podemos fazer mudangas de coordenadas para obtermos h = >_ 22 + g(X).

=1
Considere o espago afim V' dos 2-jatos dessa forma, lembrando que estamos classificando

D2 +2 1
pelo grupo J?Ka, temos que V tem dimensao m(m +1)] ; m(m +1) e 0 grupo que age

tem dimensao m?. Pela Observacao 2.5.5, podemos obter germes simples somente se m? >
[m(m + 1)]2 + 2m(m + 1)

8
sO é verificada para m =0 ou m = 1.

, ou seja, 8m? > m?(m + 1)*> + 2m(m + 1), mas esta desigualdade

Assim, quando t = n a classificagao reduz a K-classificagao de fungdes. Quando t =n —1
a classificac@o se reduz a classificagdo de fungdes em variedades com bordo (com o C grupo

presente). As singularidades simples estdo determinadas por Arnold em [2] e [3]. O
Classificamos agora germes A : C" — Sim,,(C), com r = 1.

Proposicao 3.1.4. Quando r = 1, todos os germes G-finitamente determinados sao simples

e G-equivalentes a um germe da forma diag(x™ ,x™2, ..., x"™), onde m; < my < ... < My,.
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Este germe tem G-codimensao » . ,(n —i+ 1)m; — 1.

Demonstra¢ao. Tomemos um germe finitamente determinado A. Se o primeiro jato de A nao
nulo for o k-ésimo jato entdao j*A = 2*B, onde B é uma matriz constante. Pela Proposicao
2.1.1, se posto(B) = s entdo podemos reduzir esse k—jato a 2*I* @ 0.

Queremos determinar as érbitas em J*T1(C, Sim,) de elementos cujo k-jato é igual a
2FI* @ 0. Para isto, calculemos a transversal completa T. O espago tangente a orbita de
JF1G . Aem A, ou seja Ty J*T1G;. A, contém todos os elementos de H*+1S exceto os elementos

.T}k—HEij,
por z temos z(z*I:®0);; € TaJ*1G1. A, mas x(2* I 0);; = 2" Ej;, 0 que implica 2*1 E;; €
Ty JF1GA.

Logo, se C' € Sim,_s(C) denota uma matriz qualquer, segue da Proposi¢ao 2.3.9 que

em que i é maior que s. De fato, quando i < s, tomando (z*I* @ 0),; e multiplicando

GFLA ¢ J*1G-equivalente a um elemento da forma xz*I* @ 2**1C. E o resultado segue por

inducao. O]

3.2 Sobre o 1-jato de posto 1

A seguir estudamos as formas do 1-jato o quando posto(a) = 1 e quais as possibilidades
para r,n para que « seja germe simples. Estes casos serao concluidos nos estudos das proximas

segoes, completando assim a classificagdo para posto(a) = 1.

Proposicao 3.2.1. Suponha posto(a) =1 entao:
(1) Podemos reduzir o 1-jato a forma normal x,1}.

(2) Singularidades simples com 1-jato x11] pode acontecer somente se n = 1; r = 1;
(Tu n) - (27 2)

Demonstracao. Para a prova de (1), se posto(a) = 1 entdo podemos fazer mudangas de

coordenadas na fonte de maneira que « seja equivalente a:
(x1,..x,) — 1B

onde B € Sim,,. Por outro lado, pela Proposicao 2.1.1 podemos tomar elementos em H de
maneira a obter z/;.

Para (2), pela Proposic¢ao 2.5.8 singularidades simples podem ocorrer se n = 1,2 ou r = 1;
n=3er =2 n >3 com coposto(a) = 0 ou 1; n = 3 e posto(or) = 4. Porém os dois
ultimos dois casos nao precisamos considerar pois estamos supondo posto(a) = 1. Desta
forma, sobram os casos listados em (2) e os casos
en=2er = 3;

en—3er=2.

34



Considere o caso n = 2 e r > 3 e suponha t = 2. Usando a Proposicao 2.3.9 segue que seu

2-jato é J2G-equivalente a um elemento da forma:

r o 9y) B 2
( gy) x1+ f(y) ) ,onde y = (29, ...,2,) e f,g € M7_,.

2
Seu discriminante ¢ dado por 2% +z; f(y) — ¢*(y) = ( T+ f) ) — ( 7 (y) + @ >

Fazendo a mudanca de coordenadas (z1, zs, ..., x,.) — (1 — ——=, T9, X3, ..., L), obtemos:

;{;3_(92@”@ )
(y)

Sabemos que classificar esta fungao se reduz a classificar ( 7 (y) + — ) , que é nao simples

(inicia com termos de grau 4). Portanto o 2-jato da matriz é ndo simples.

Quando t < 2, basta usarmos o fato que toda matriz finitamente determinada com 1-jato
x11} é adjacente a uma matriz com 1-jato z11;, que é nao simples pelo que foi dito acima,
logo, sera nao simples também.

Considere o caso r = 2 e n = 3, e suponha que ¢ = 3. Calculando sua 2-transversal

completa T' segue que seu 2-jato serd J2G-equivalente a um elemento da forma:

x ay? by

2
ay’ x+cy?  dy? ,onde a,b,c,d, e € C.

by? dy? x4 ey?

Novamente seu discriminante possui uma singularidade nao simples. O caso t < 3, segue pelo

mesmo argumento que n = 2. O

Pela Proposigao 2.5.8, os possiveis valores para que o 1-jato « possa ser simples sao:
en=12our=1;
er=2en=3;
e para n > 3, coposto(a) = 0 ou 1;
e se n = 3 entdo posto(a) = 4.

Quando n = 1, temos coposto(a) = 0, 1, que ja foram tratados no Teorema 3.1.1. Quando
n = 2, temos coposto(a) < 3. Os casos em que coposto(«) € 0 ou 1, foram tratados no Teorema
3.1.1. Assim, resta o caso em que coposto(a) = 2,3, ou seja, os casos em que posto(a) = 1, 2.
Pela Proposicao 3.2.1, temos que os 1-jatos de posto 1, e por adjacéncia os de posto 0, que
podem ser simples sdo os casos em que r = 1 ou r = 2. Quando n > 3, coposto(a) = 0 ou 1,
segue da Proposicao 3.1.1.

Com o0s mesmos argumentos que usaremos para mostrar que um germe é nao simples nas
secoes 3.3 e 3.4, podemos mostrar que quando r > 4 nao ha germes simples no caso n = 3 e

posto(a) = 4. Assim, resta analisarmos os seguintes casos:
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or=n=2;
o (r,n) =(2,3);
e n =3 e posto(a) = 4.

3.3 Caso r=n=2

Nesta secao classificamos germes simples quando r = n = 2 e obtivemos o seguinte resul-

tado:

Teorema 3.3.1. Quando r =n = 2 as formas normais para os germes G-simples sao:

ykx‘a: 0 [z 0 ‘xyk.acyz‘ac()
xyl ’ OyQ_'_xk ’ Oxy—I—yk ’ ykxy ’ y2x2 ’ Ox2+y3'

comk>1el>2 para a primeira forma e k > 2 para as outras formas.

a b

Cc

Identificando a matriz A = < > com o vetor (a,b,c), temos pela Proposi¢ao 2.3.2

que seu G-espaco tangente é gerado por (ag, by, c;), (ay, by, c,), (2a,0,0), (2b,¢,0), (0,a,2b),
(0,b,2c).
Pela Proposicao 2.6.2, as érbitas dos 1-jatos pela agao de J'G sao:

(z,y,2), (x,y,0), (x,0,2), (x,0,0) e (0,0,0).

Os dois primeiros 1-jatos acima possuem coposto 1 e assim jé foram tratados na Proposicao
3.1.3. A seguir vamos utilizar a Transversal Completa para obtermos as érbitas provenientes

dos outros 1-jatos. Comecemos com:

Proposicao 3.3.2. O I-jato (x,0,0) gera as cinco ultimas formas normais dadas no Teorema
3.3.1.

Demonstragao. Considere «(z,y) = (2,0,0). Queremos determinar as oOrbitas em
J?(C?, Simsy(C)), pela agao de J?G, cujo 1-jato seja igual a o. Para isto, calculando a transver-
sal completa T, temos T = IR{(0,y?,0), (0,0, 22), (0,0, zy), (0,0,y*)}. Pela Proposigao 2.3.9,
segue que j?A é J2G-equivalente a (x, ay?, box? + byzy + boy?). Para calcular as érbitas desta

transversal em J?(C?, Simy(C)), dividiremos nos seguintes casos:

e by, # 0, entdao podemos reduzir j2A a (x,0,2? + y?) ou (x,0,9?).
Com efeito, primeiro vamos mostrar que podemos reduzir j24 a (z,0, boz® + bizy + y2),
onde by = j—%, independente dos valores de by, b;. Considere ¢(z,y) = (z, \/%), temos que ¢

¢ um germe de difeomorfismo e compondo com j2A obtemos (x, ay?, byz? + b~1xy +1?).
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Para cada bo,l;vl fixo, vamos aplicar o Lema de Mather 1.1.18 para M = J%(C?, Sim,(C)),
G=J2G ¢ N = {p € J*(C2 Simy(C)) / p = (x,ay?, byz? + byzy + y2),a € C}. Temos que
N é uma variedade conexa e se p € N entao T,N = C{(0,y? 0)}. Por outro lado, temos
que T,G, é gerado por M{(1,0,2byz + b1y); (0, 2ay, byz + 2y) } + O{(2z, ay?, 0); (2ay?, box? +
bizy + 2, 0); (0, z, 2ay?); (0, ay?, 2bpx? + 2b12y + 2y%) }.

Lembrando que estamos em J2(C?, Simy(C)), se multiplicarmos (1,0, 2byz + byy) por y?
obtemos (y%,0,0) e multiplicando (0, z, 2ay?) por x e y obtemos respectivamente (0, z?,0) e

(0, zy,0). Segue que
(07 y27 0) = (2ay27 bol’Q + blxy + y27 0) - 2a<y27 07 0) - b0<07 I2, 0) - b1(07 xy, 0)7

ou seja, (0,y%,0) € T,G, = T,N C T,G,, ¥p € N, e como dimT,G, = constante, ¥V p € N,
entao as duas condicoes do Lema de Mather sao satisfeitas o que implica que N esté contida
em uma tnica 6rbita. Portanto podemos tomar j2A = (x,0, byz? + l:lxy + ).

Usando ¢(z,y) = (x,y — %lx), e compondo com j2A, temos que j2A é J*G-equivalente a

(2,0, bp2 4 42). Se by = 0 entdo j2A ¢é equivalente a (z,0,32) e se by # 0, tomando

bo

= 1 0
<<x,y>=(x,y¢b§)ex: o | B XGPACOX = (5,007 + ).

O germe (z,0,2% + y?) é 2-determinado. Com efeito seu G-espaco tangente ¢ dado por
M{(1,0,22);(0,0,9)} + O{(x,0,0); (0, 2>+ y>,0); (0,2,0); (0,0, 2% +y*)}, podemos ver facil-
mente que TGj?A D M32S. Logo, pela Proposicao 2.4.3, temos que (z,0,2% + y?) ¢
2-determinado.

Para o germe (7,0, %?), uma k-transversal completa é dada por (z,0,y? + bz¥). Se b # 0

por mudancas escalares podemos reduzi-lo a (z,0,y? + 2%), que é k-determinado.

e by =0¢eb #0, entao j2A(z,y) = (z,ay?, box? + byxy) e podemos reduzir a:

(2,0,2y) ou (z,y*, zy).
Com efeito, se a = 0, considere o germe ¢(z,y) = (z, %(y — boz)), segue que j2A o ¢ =

(z,0,zy).

- 0
Agora se a # 0, considere p(r,y) = (3, %y) e X = ( ‘66 5 ), entao:
1 =1

Clb()

X'(j2A0p)X = (;p,y2756x2 + zy), onde by = R
1

Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para M = J*(C? Simy(C)), G=J°G e N = {p €
J3(C?,8ims(C)) / p = (x,y? bx*+zy),b € C}. Temos que N é conexae T,N = R{(0,0,z?)},
vV p € N. Por outro lado, T,G,, ¢ gerado por:

M{(1,0,az +y); (0, 2y, 2) } +O{ (27,9, 0); (2%, ax® + xy, 0); (0, , 24%); (0, y*, 2a2” + 2zy) }.
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Multiplicando (0, z,2y?) € T,G, por y, obtemos (0, zy,0) e multiplicando (0, 2y, z) € T,G,
por z, obtemos (0, 2xy, z?). Logo,

(0, 2zy, 2°) — 2(0,2y,0) = (0,0,2%) € T,G, = T,N C T,G, , Vp € N.

Além disso, dimT,G, =11 , Vp € N. Segue do Lema de Mather que /N esta contida em uma
tinica o6rbita. Assim, se a # 0, podemos tomar j2A(z,y) = (z,y%, xy), que é 2-determinado.
Uma k-transversal completa para (z,0, zy) é dada por (x,cy*, xy + dy*). Se d # 0 entdo
o germe é equivalente a (z,0, zy + y¥) que é k-determinado e tem codimensao 2k. Se d = 0
mas ¢ # 0 entdo o germe é equivalente a (z,y"*, xy) que também é k-determinado mas tem

codimensao 2k + 1.

e by = by = 0. Temos j?A(z,y) = (z,ay? bpx?) e as orbitas em J?(C? Sims3(C)) desta

transversal sao:

(z,y%,2%), (2,47, 0), (2,0,2%), (,0,0).

Facilmente vemos que:

a=0eby#0 = (z,0,2%)
a=0eby=0 = (x,0,0)

a#0eby=0 = (z,9%0)
a#0eby#0 = (z,9° 2%

O germe (z,9?% 22) é 2-determinado. Agora, considerando j2A(x,y) = (x,0,2?), verifi-
quemos os 3-jatos cujo 2-jato é igual a j2A. Calculando a transversal completa T temos
T =TR{(0,>,0); (0,0, zy*); (0,0,4%)}. Segue da Proposi¢ao 2.3.9 que j3A é J>G-equivalente a
)

)

iy

um elemento da forma (x, cy®, ¥?+doxy*+diy®). Supondo d; # 0 e considerando ¢ = (z,

segue que
3 (3 2 T2 3 ~_ ¢ ~_@
JPAo ¢ = (x,cy’, z° + doxy —|—y),ondec-d edy=—.

1 d3

1

Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para G= J3G, M = J3(C? Simy(C)) e N =
{p € J3(C?% Simy(C)) / p = (z,cy?,2* + doxy® + 3?),c,d € C}. Temos que N é conexa
e T,N = R{(0,*, 0); (0,0,2y*)}, para todo p em N. Podemos mostrar que T,N C T,G, e
que dimT,G, ¢ constante para todo p em N. Portanto, podemos tomar (z,0,z? + y*) que ¢
3-determinado. Se d; = 0 resulta em germe nao simples. Os 2-jatos (z,y?,0); (z,0,0) também

conduzem a germes nao simples. O
Proposigao 3.3.3. Germes cujo 1-jato € (x,0,z), possuem as formas normais (y*,z,y").
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x 0 1 1
Demonstra¢ao. Considere B(z,y) = ( ), tomando X = ( . , >, vemos que B é

0 =z 1 —i
: 0 z L . .
equivalente a «(z,y) = 0 ) que é mais conveniente para a nossa lista. Escrevendo «
x
na forma vetorial, temos «a(z,y) = (0,x,0). Seu Gj-espago tangente é gerado por:

M2{(0,1,0)} + M{(0,z,0); (2x,0,0); (0,0, 2z); (0, z,0)}.

Calculando a 2-transversal completa 7" temos que T' = IR{(y?, 0, 0); (0,0, y*)}. Pela Proposigao
2.3.9, segue que qualquer 2-jato cujo 1-jato é igual a o é J2G-equivalente a um elemento da

forma (ay?, x,by?) e podemos reduzi-lo a um dos seguintes casos:
(v*, z,y*); (0, 2,4%); (0, 2,0).
e Temos que (32, z,y?) é 2-determinado. De fato, seu G-espaco tangente é gerado por:
M{(0,1,0); (29,0,2y)} + O{(2y*, 2, 0); (22, 5%, 0); (0, 4%, 22); (0,2, 2¢%) },

e claramente M?32S C T'Gj2A. Pela Proposicao 2.4.3 temos que esse germe é 2-determinado.

e Para (0,z,y%), uma k-transversal completa T ¢ dada por T' = IR{(¢*,0,0)}. Segue da
Proposi¢ao 2.3.9 que j*A ¢ J*G-equivalente a um elemento da forma (ay®,z,y?). Se a # 0,

podemos reduzir este germe a (y*, x,4?), que é k-determinado.

e (0,7,0), sua 3-transversal T' ¢ dada por "= IR{(y?, 0,0); (0,0, y*)}. Pelo processo acima

podemos mostrar que as formas normais serao dadas por (y*,x, ). O

3.4 Casor=2en=3

Nessa se¢ao estamos interessados em classificar germes de aplicagbes quando r = 2 e
n = 3. Vamos usar a Proposicao 2.6.4, que lista as formas normais dos 1-jatos neste caso,

para obtermos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1. Quando r = 2 en = 3, 0s germes G-simples possuem as sequintes formas

normais:

v oz 0 0z y T 0 z y x 0 0
xyl(), z y 0 |, T Yy , z y 0 |, 0y = |,
0 0 y y 0 2° y 0 xy y 0 23 0 x o?
x 0 32

0 v =

y> x 0
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Pela Proposi¢ao 3.2.1-(2), sabemos que os germes de posto 1 e por adjacéncia os de posto
0 sao nao simples. Entao resta verificarmos os 1-jatos com posto 2.

Segue da Proposicao 2.6.4 que as 6rbitas dos 1-jatos de posto 2 pela acao de J'G sao:

y x 0 0 = O 0 y = 0 = O 0 0
sl y O,y O |, = 0O0]|,] 0y x|,
0 0 y 0 0 vy 0 0 0 0 y 0
z 0 0 0  y z y 0
Oy O, «0O01],]wy 00
0 0 y 0 0 0

Proposicao 3.4.2. Os trés iltimos 1-jatos produzem germes nao simples. Nos casos restantes

podemos reduzir a classificagcao dada no Teorema 3.4.1.

Demonstracao. Os trés ultimos produzem determinantes iniciando com termos de grau qua-

tro, que tem modulo. De fato, os 1-jatos sao:

0 0  y z y 0
y 0 [;] 2 00 [;]y 00
y 0 0 0 00
z 0 0
Seja A um germe com 1l-jato equivalente a a. No caso em que a(z,y) = 0y 0 [,
0 0O
calculando uma 2-transversal completa T' segue que j2A é J2G-equivalente a um elemento da
xr 0 ay?
forma 0 y b2 . Claramente seu determinante inicia com termos de

ay® br? cx?+ dvy + ey?
grau 4, que é um germe nao simples. Os outros dois casos seguem analogo.

Passemos a classificar os casos restantes.

y x 0
e Comecemos com o l-jatoa= | x y 0 |.O G-espago tangente de v é dado por:
0 0 y
01 0 10 ) % 1z 0 2% y 0 00 y
M 100 ;1010 +0 x 00|51 v 001];]1 000 ];
000 001 ) 0 00 0 00 y 0 0
0 yv O 0 = O 000 0 0 y 0 0 =z 000
y 2¢ 0 || 2y O |;1 OO v |51 00 2« |51 00y 5] 000
0 0 0 0 0 0 0y O y x 0 z y 0 0 0y



Podemos mostrar que ele ¢ 1-determinado. Logo, qualquer elemento com esse 1-jato seréa

y x 0
equivalente a | = y 0
0 0 y
0 = O
e Analisemos o 1-jatoa = | = y 0 [ . Calculando a sua 2-transversal completa temos
0 0 y

. Pela Proposicao 2.3.9, j2A é J?G-equivalente a um elemento

y2 0 0
que T'=C 0 00
0 00
) 1/va 0 0

da forma

Se a # 0, tomando X = 0 1 0 |eo(r,y = Kax,y),

0 0 1
segue que:

<
o

Xt(j2A0 ¢)X =

, que é 2-determinado.

o R
o e =
= O O

k

y® 0 0
Quando a = 0, uma k-transversal completa serda dada por T = C 0 00

0 00
Fazendo mudancas escalares, temos que seu k—jato sera J*G-equivalente a um elemento da

y* o 0
forma x y 0 [, queé k-determinado.
0 0 y
0 v x 0 = vy
e Considerando | y x 0 |, temos que ele é G-equivalenteaa=| =z y 0 |, queé
z 0 0 y 0 0
mais conveniente para nossa lista. Calculando sua 2-transversal completa T', temos que T =
0 0 O 00 0
C 00 0 ;1 00 O . Segue da Proposicao 2.3.9, que j?A é J2G-equivalente
0 0 ay 00 22
a um elemento da forma . Temos trés casos a considerar:
y 0 az?®+ b:py
(1) a # 0.
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1 0 0
Tomando X =] 0 1/y/a 0 e o(z,y) = (z+1/a, ay) segue que :

0 0 1/a
0 =z Y 5
X'(PA)X =| 2 vy 0 , onde b = La.
~ a
y 0 2%+ by

Vamos aplicar o Lema de Mather 1.1.18 para G = J*G, M = J?(C? Sim3(C)) e

0 =z Y
N = {Ae J}C%Sim3(C)): A=| 2 y 0 ;b€ C 3. Temos que N é conexa
y 0 2%+ by
([0 0 0
e TyN = C 00 0 , VA € N. Por outro lado, tomando os elementos Ay =
\ 0 0 zxy
0 0 00 =z
0 20 y |eAs = 0 0 y |, ambosem T4G.A, segue que
y 0 z y 0
0 2a?
TAs + 20 A3y = 0 22% 3ay | € TAG.A.
202 3zy 0
0 0 =z?
Multiplicando A, € T4G.A por 22 e lembrando que estamos em J?G, obtemos | 0 22 0
22 0 0
TaG.A. Logo,
0 222 0 0 =z? 0 O 0
0 222 3zy | —2| 0 22 0 =1 0 0 3xy | €TaG.A
202 3xy 0 2 0 0 0 3xzy O
0 v O
Tomando Ass e Asp, e usando o elemento logo acima, segue que | y 0 22 |,
0 22 0
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00 O
0 0 0 | €TsG.A. Multiplicando A, por y, temos:
00 o2
0 y 0 00 O 0y O
y 0 0 -0l 00 0 |-y 0 22 |=
0 0 2xy+by? 0 0 72 y 2 0
0
0 —z? € TyG.A.
0 —2% 2y
00 0
Finalmente, multiplicando A3; = | 0 0 =z por x, segue que :
r 2y
0 0 0 0 0 0 00 O
0 0 22 +(0 0 —22 =00 0 € TyG.A.
0 2% 2zy 0 —2% 2xy 0 0 4zy

Portanto TyN C TxG.A e ainda dim TyG.A = 28, VA € N. Como as duas condi¢oes do

Lema de Mather 1.1.18 sao satisfeitas segue que N esta contida em uma tnica érbita.

0 =z wy
Logo, j2A é equivalente a | = y 0 [, que é 2-determinado.
y 0 z?

(2)a=0eb#0.
Vb 0 0
Vb 0

1
Considerando X = e ¢(x,y) = —(x,y). Temos que j2A é equivalente

0 b
0 0 Vb
0 =z vy
a X' (j?PAop)X=| 2z y 0 ) , que ¢ finitamente determinado.
y 0 wy
(3) a=b=0.
Calculando sua 3-transversal completa, temos que ela é dada por
00 O 00 0
T =C 00 0 1 00 0 . Segue da Proposicao 2.3.9 que j3A é J3G-
0 0 2% 00 a°
0 =z Y
equivalente a um elemento da forma | z y 0 . Se d # 0, fazendo mudancas

y 0 cx?y+da3
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10 0

de coordenadas com X = [ 0 1/d 0 e ¢(x,y) = (bw,b%y) temos que j2A é equi-
0 0 1/d&
0 = Y
valente a Ty 0 . Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para G = J3G,
y 0 cx?y+ a3
0 x Y
M = J3(C? Simz)e N =< Ae J3(C? Sim3): A= | z y 0 :c € C p,. Temos
y 0 23+ ca?y
00 O
que N é conexa e TyN = C 00 O , VA € N. Por outro lado,
0 0 2%
0 0 0
xAg +20A3 —22°A, = | 0 0 3xy | € TaG.A. (3.1)
0 3zy O
0 0 0
Multiplicando As; por 22, obtemos | 0 0 23 € T4G.A e com Ay e (3.1), obtemos
0 23 2%y
0 v O 0 vy 0
y 0 2% | € TaG.A, logo | y 0 0 € T4G.A. Multiplicando As; por y e
0 2 0 0 0 —22%
00 O
usando (3.1), obtemos [ 0 0 0 | € T4aG.A. Finalmente
0 0 92
0 0 O 0 y 0 00 O
yAg—2az | 00 0 [—=] y 0O 0 =100 0 € T4G.A (3.2)
0 0 22 0 0 —22%y 0 0 b2y

Portanto TyN C TyG.A e dimT,G.A = cte, VA € N. Pelo Lema de Mather 1.1.18 segue

0 =z vy
que N esta contida em uma utiica 6rbita e assim j3A é J3G-equivalentea | =z y 0 |, que
y 0 3

é 3-determinado.

Quando d = 0, seu determinante é —y* — cyz*, que é nao simples. Esse modulo claramente

pode ser realizado nas matrizes. Portanto, quando d = 0 produz germe nao simples.
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0 =z 0
e Seja agora = | x 0 0 | . Calculando a 2-transversal completa 1" vemos que ela
0 0 vy
y> 0 0 0 0 0
pode ser dada por T'= C 0 00 ;] 0% 0 . Segue da Proposicao 2.3.9 que
0 0 0 0 0 0
ay’ x
seu 2-jato serd J?G-equivalente a um elemento da forma r  by?
0 0 vy
1
% 0 0 )
(1) Se a # 0 e b # 0, tomando X = 0 % 0| e oy = (%,y), obtemos
0 0 1
v 0
r y> 0 |, queé 2-determinado.
0 0 vy
y? x 0
(2) Se a # 0 e b = 0, podemos reduzir a x 0 0 | euma k-transversal completa para
0 0y
v x 0
este elemento é dada por x cy® 0 |. Parac#0 ele é k-determinado.
0 0 vy
010 by? x 0
(3) Quando a =0eb#0tomando X = | 1 0 0 [, temos X(j2A)X = x 0 0 [,
0 01 0 0 vy
y? x 0
que pode ser reduzido a x 0 0 | que coincide com o caso a # 0 e b = 0, feito acima.
0 0 y
ey> x 0
Quando a = 0 e b = 0, uma 3—transversal completa é dada por r fy> 0
0 0 vy

Seguindo os mesmos argumentos acima, podemos mostrar que uma forma normal para este
y* oz 0
elemento ¢ da forma | 2= ' 0

0 0 y
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x 0 0 r 0 y z 0 0
e Jioljato | 0 y =z |, fornece os germes simples 0 vy = el 0 y =
0 0 y> x 0 0 z 9?

3.5 Casor=4 e n=3

Nesta sec¢@o, vamos classificar germes de aplicagoes quando r = 4, n = 3 e posto(a) = 4.

Usando a Proposicao 2.6.5, que lista as formas normais dos 1-jatos deste caso, obtemos o

seguinte resultado:

Teorema 3.5.1. Quando r =4 en = 3, os germes G-simples possuem as sequintes formas

mais:

T 0 z r w? oy T wz Yy r w oy
0 y+a2& w (k=1), | w* —y 2z |, | wze —y =z e| w —y =z
z w -y Yy oz ow y oz w Yy oz ow

A Proposicao 2.6.5 nos fornece as formas normais dos 1-jatos de posto 4 que sao dados

por:
xz 0 z x 0 =z x 0 vy z 0 =z r z w
0 vy w , 0 y w , 0 —y =z |, 0 v w |, z 0 -z |,
z w —xr—y z w —y Yy oz ow z w 0 w o —r Yy
0y =z z 0 0 0 0 =z
y 0 w |, 0Oy wi|,|] 0 =z w
z w x 0 w =z z ow oy

Usando os 1-jatos acima vamos aplicar o método da Transversal Completa para encon-

trarmos as formas normais dos germes simples em cada caso.

z 0 =z
Proposigao 3.5.2. O germe do 1-jato | 0 y w |, contém os quatros ltimos 1-jatos em
z w 0

seu fecho e nao hd 2-jato simples com este 1-jato.

Demonstracao. Mostremos inicialmente que qualquer 2-jato com este 1-jato é nao simples.

Aplicando a Proposicao 2.3.9 segue que qualquer elemento com esse 1-jato é J2G-equivalente

x 0 z
a um elemento da forma | 0 vy w , onde f(x,y) = a1x? + aswy + azy®. Para
2w fz,y)

mostrarmos o resultado basta mostrarmos que qualquer 2-jato desta forma é nao simples.
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Aplicando a Proposi¢ao 2.5.4 para V = J*(C* Sim3(C)), G = J°G e W =
x 0 z
Ae J3CH Sim3(C);A=1] 0 y w ,a; € C 3.
2w a1z + agry + azy?
00 O 00 0 00 O
Temos que T,,WW é gerado por 00 O ;1 00 0 ;1 00 0 )
0 0 22 0 0 ay 0 0 92

Vw € W. Facilmente mostra-se que {w € W;T,,W C T,,G.w} = 0, YVw € W. Pela Proposi¢ao
2.5.4, dado w € W entao toda vizinhanca U de w encontra um ntimero infinito de J?G-6rbitas.
xr 0 =z
Portanto, qualquer 2-jato com 1-jato iguala | 0 y w | € nao simples.
z w 0
Resta mostrarmos que este germe contém os quatros tltimos 1-jatos em seu fecho. Tra-
balhemos com os pencils relacionados com esses 1-jatos (Proposigao 2.6.5). Tomando por
exemplo o pencil (2% + 2yz,4?) e a perturbagao (22 + exz + 2yz,y?), para e suficientemente
pequeno e diferente de zero, podemos mostrar que ele é equivalente a (zy, 2%). Os outros casos

seguem analogamente.

]

Proposicao 3.5.3. Os trés 1-jatos restantes nos fornecem germes simples e suas formas

normais sao as do Teorema 3.5.1.

xz 0 z
Demonstracao. Usando a Proposicao 2.4.3, temos que o 1-jato 0 vy w é 1-

z w —xr—y
determinado. Por conveniéncia tomaremos como forma normal para este germe o elemento

x 0 z
0 y+z w
z w =y
z 0 =z
Analisemos o 1-jato 0 y w |. Calculando sua k-transversal completa T segue
z w -y
x 0 z
que qualquer k-jato deste elemento é J*G-equivalente a | 0 y+az® w |. Mudancas de
z w -y
z 0 =z T 0 z
coordenadas reduzem esse k-jatoa | 0 y w oua | 0 y+2¥ w |. Sendo que
z w —y z w -y
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T 0 z

0 y+a* w é k-determinado.
z w —y
r 0 vy
Trabalhemos agora com o 1-jato a = 0 —y z |. Aplicando a Proposicao 2.3.9
y oz ow
x aw? +bwz y
segue que j2A é J?G-equivalente a um elemento da forma | aw? + bwz —y
Yy z w
T w? —i—ng Y
Se a # 0, mudancas de coordenadas reduzem esse elemento a | w? 1 bwz —y z |,
Y z w

onde b = 9 Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para M = J?(C* Sim3), G = J*G
a

x w? +bwz y
e N =< Ae J*CSim3): A= | w?+bwz —y z |,beC}, verifica-se que as
y 2 w

r w? oy

duas condigoes do Lema de Mather sao satisfeitas e assim j>A4 é J?G-equivalentea | w? —y =z

)

z w
que é 2-determinado. Quando @ = 0 e b # 0, mudancgas de coordenadas reduze?rJn j2A a
xr wz vy
wz —y 2z |, que é 2-determinado. O caso em que a = b = 0, nos fornece o germe
Yy oz ow
r w oy
simples | w® —y 2z |. O
Yy oz w
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Capitulo 4
Geometria dos germes simples

Nesta secao estudamos a geometria complexa de germes simples classificados no Capi-
tulo 3. Apresentamos alguns resultados sobre o criminante de um dado germe, fornecemos
desdobramentos versais de alguns germes e estudamos com mais detalhe o caso r =n = 2.

Durante o texto, faremos uso de alguns nomes e notagoes bastante conhecidos na teoria
de singularidades que podem ser vistos em [24]. Dentre essas notagdes, as que nos mais
utilizamos é a lista das formas normais para germes R-simples de fungoes e suas respectivas
nomenclaturas. Considerando f: C" — Ce (x,y,x3,...,,) as coordenadas de um elemento

arbitrario de C", temos:

Simbolo Forma normal
Ak(k = 1) :l:karl +q<y,l'3,...,l'n)
Dy.(k > 4) y? £kt + g, .. xy)

Eq 2yt glos,. )
E; o3+ ay® + q(ws, ..., z,)
Eg 3y +qlas, ..., z,),

onde ¢ é uma forma quadratica nao degenerada.
Dado um germe A : (K",0) — Sim,(K), definimos os seguintes elementos associados a

este germe:
Definigao 4.0.4. O discriminante de um elemento A € § € o conjunto
D(A) = {z € K"; det(A(z)) = 0}.

Definicao 4.0.5. Dado um elemento A € S, a variedade associada de A € definida pelo

conjunto
M(A) = {(z,v) € K" x KP" ;v A(z)v = 0}.

Escrevemos M (A)(x) para a quadrdtica associada a A(x).

Definigao 4.0.6. O criminante de A, C(A), € definido como sendo o fecho do conjunto
{(z,v) € K" x KP"!: A(z)v =0 e posto(A(x)) =n — 1}.
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Proposicao 4.0.7. Os discriminante, criminante e a variedade associada sao todos G-invariantes

no sentido natural.

4.1 Singularidades do discriminante e niimero de Milnor

O criminante de um dado germe possui a seguinte propriedade:

Proposicao 4.1.1. Se A : (C",0) — Sim,, é G-finitamente determinado entio C(A) € o

germe de uma variedade(ao longo de 0 x CP™™1) de dimensao r—1 e € suave fora de 0x CP" .

Observagao 4.1.2. Pela Proposicio 4.1.1 temos que C(A) € suave fora de 0 x CP™™1. Logo,

suas singularidades podem ocorrer somente ao longo de 0 x CP™"1,

Exemplo 4.1.3. Considere A : (C?,0) — Simy(C), dado por A(z,y) = ( * y2 ) . Seu
y T

discriminante € dado por 6 = x3 — y*> = 0, que tem uma singularidade Ay em (0,0). Temos
que & pode ser parametrizado por (t2,t3) e o niicleo da correspondente matriz A(t?,t3) € entao
gerado por (—t,1). Assim, se tomarmos a carta ¢ =1 em [p,q] € CP', o criminante é dado

por (t2, t3, —t), que € equivalente a uma curva suave.

O exemplo abaixo nos mostra que as singularidades em C(A) de um germe A € S nao
necessariamente precisam ser isoladas, mesmo com a hipétese que A é finitamente determi-

nado.

Exemplo 4.1.4. Considere A : (C3,0) — Simy(C), dada por

2 — y2 52
22 2+ yz ’

Este é um germe de G-codimensao finita, logo G-finitamente determinado. Provemos que
todo ponto de 0 x CP! estd em C(A). De fato, dado v = (p,q) # (0,0) podemos resolver
as equagoes (22 — y*)p + 2%q¢ = 2°p + (2® + y*)q = 0, dadas por A(x)v = 0, para algum
(20, Yo, 20) # (0,0,0), assim [(xo, Yo, 20); (p,q)] € C(A). Como as equagoes sao homogéneas
em (z,y,2), o ponto t(xg, Yo, 20) € também uma solugao, para todo t. Assim todo ponto de
0 x CP! esta em C'(A) uma vez que esta no fecho destas solugoes.

Tomando a carta p = 1 para CP?!, temos que o conjunto

(2 =)+ 2% = 2"+ (2® + y*)g = 0,

possui uma linha de singularidades ao longo do eixo q. Com efeito, considerando f; = (2 —

y}) + 22q e fo = 2% + (2° + y*)q, temos:
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Portanto, vemos que o criminante nao necessariamente precisa ter singularidades isoladas ao
longo de 0 x CP™ 1.

Passemos a investigar em que condi¢oes o criminante de um germe A € S possui sin-
gularidade isolada ao longo de 0 x CP"~!. Escrevendo o 1-jato de A como > x;A;, com

A; € Sim,(C), prova-se que:

Proposicao 4.1.5. Temos singularidades isoladas no Criminante se a sequinte afirmacao se
verificar: O conjunto {v = (vq,...,v,) / [A1v, ..., Av] tem posto < n} € um nimero finito de

pontos em CP"Y. Em particular r > n.

Demonstrag¢ao. Considerando as equagoes dadas por A(z)v = 0 e diferenciando em relagao
a z; obtemos a matriz [Ajv,..., A,v]. Quando esta matriz possuir posto n nao temos sin-
gularidade em (0,v) € C'(A). Logo, se o conjunto {v = (vy,...,v,) / [A1v, ..., A,v] tem posto
< n} é dado por um ntimero finito de pontos em CP"~! entao as singularidades em C(A) sdo

isoladas. L

Exemplo 4.1.6. Considere o cason = 2 e suponha que j'A =Y x;A;. Nds temos singulari-
dade nao isolada somente se a matriz 2 X 2r dada por [Ay, ..., A,] tem posto < 1. Entao neste

caso temos o 1-jato nulo ou equivalente a
I 0
0 0)
Em todos os outros casos nos temos apenas singularidades isoladas.

Agora, suponha n = 2 e que temos a forma geral:

()
: flzy) )’

onde (z,y) € C"2 x C e f é uma funcao em uma variedade com bordo y = 0 (Teorema
3.1.1—(2)(ii) ). Consideremos o caso em que f tem uma singularidade simples isolada na

origem. O criminante deste germe ¢ dado por

C(A) ={(z,y,2.[p.q)) € C" x CP', py + qz = pz + qf(x,y) = 0}.

Tomando a carta afim p = 1 em CP!, obtemos

y+qz=0
Z+qf($,—q2)20

que é suave. Por outro lado, tomando ¢ = 1 temos

{ z2+py=20
2 —
Y+ f(z,y) = 0.
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Mostremos que a variedade C'(A) tem uma singularidade isolada em (0,0,0,[0 : 1]) se f é
finitamente Rs-determinada, isto &, dimOs(f1, .., fr_2,yf,) < 00, onde f; é a derivada parcial
de f com relagao a z;. De fato, diferenciando —p?y+ f(z,y) com respeito a z;, y, p e igualando
os resultados a zero, obtemos f,, = f, —p* =py = 0. Se p =0 entao f,, =0 e f, = 0. Como
estamos supondo f com singularidade isolada segue que x = y = 0. Por outro lado, se y =0
entao como a restricao de f a y = 0 tem uma singularidade isolada na origem né6s deduzimos
que z = 0 e p = 0 novamente. Portanto, o tinico ponto singular de C(A) éx =y =2z =p = 0.

Obtemos abaixo um resultado que relaciona o ntimero de Milnor p de uma variedade de
objetos quando r = 2. No que segue nos estamos supondo que f e f(x,0) tém singularidade

isolada na origem.

Proposigao 4.1.7. (1) Para qualquer f nds temos u(C) = u(f) + 2u(f(z,0)).
(2) Se f € quase homogénea u(D) = pu(f)+2u(f(x,0))+1. Em particular 1(C) = p(D)—1.

Aplicaremos estes resultados em algumas singularidades simples.

Exemplo 4.1.8. (1) Seja f(z,y) = 22 +y* (tipo By). Temos que pu(f) = k—1 e u(f(z,0)) =
1, entao pela proposicao acima temos u(C) = k+1 e u(D) = k+2. De fato, o discriminante
de (y,z, f) € dado por

que tem uma singularidade em (0,0,0) do tipo Dy entdo u(D) = k+2. Jd as singularidades
de C(A), pelo que foi dito acima, sio dadas por —p*y + f(x,y) = —p?y + y¥ + 2% = 0, que
tem somente uma singularidade em (0,0,0,[0,1]) do tipo Dyyq e assim p(C) =k + 1.

(2) Seja f(x,y) = xy+a* (tipo Cy). Temos u(f) =1 e u(f(x,0)) = k—1. O discriminante
de (y,z, vy + %) € dado por

§ = xy? +yat — 22 =0.

oh1 . 9 g2k-1
A mudanga de coordenadas (r,y, z) — (x,y—%5—, 2), reduz este germe & xy* — *

p2k=1 _

— 22, que

¢ equivalente a xy* — 2%. Portanto o discriminante possui uma singularidade do tipo
Doy em (0,0,0). Analisemos o germe —p?y~+xzy+a*. Temos que sua singularidade € no ponto
(0,0,0) e com a mudanga de coordenadas (z,y,p) — (x + p?,y,p), obtemos xy + (x + p?)*.
Mudancas de coordenadas na varidvel y reduzem este germe a xy + p**, que € equivalente a
22 — y* + p*. Portanto —p*y + xy + a2 possui uma singularidade Ay,

(3) Seja f(z,y) = y*> + 2® (tipo Fy). O discriminante de (y, z,y*> + 23) € dado por § =
Y3 +yad — 22 =0, que tem uma singularidade do tipo E;. Jd a singularidade do criminante
¢ dada por —p*y +y* + x3. A mudanga de coordenadas (x,y,p) — (x,y + %2,19) e mudangas
escalares reduzem este germe a x® — p* 4+ y2. Portanto, C(A) tem uma singularidade do tipo
Es no ponto (0,0,0,[0,1]).
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(4) Esse é um exemplo bastante atipico. Seja f(z,y) = y + a*. Temos que f € ndo
singular e f(x,0) tem uma singularidade isolada do tipo Ayp_1 na origem, logo u(f) = 0 e

u(f(x,0)) =k —1. O discriminante do germe (y, z, f) € dado por
S=vy>+yzt —22=0,

que tem uma singularidade isolada na origem. Podemos ver que a hessiana de d possui coposto
1 e p(d) =2k — 1. Logo, sua singularidade € do tipo Agx—1 (ver [24]). Jd o conjunto C(A)

possui singularidades em (0,0,0,[£1,1]) e ambas sio do tipo Ag_1.

4.2 Desdobramento Versal

Calculamos nessa segao alguns desdobramentos versais dos germes classificados no Capi-
tulo 3 e estudamos com mais detalhes a geometria dos germes quando r = n = 2. Referéncias
para desdobramentos versais podem ser vistas em [22] ou [24].

Seja A € S um germe G-finitamente determinado. Pela Proposicao 2.4.4 e Corolario
2.4.4 temos que Oy /T.GA é um K-espago vetorial finitamente gerado. Sejam ¢1,...,¢; € S
geradores deste espaco. Entao A + ui¢1 + ... + w;¢; € um desdobramento versal do germe A.

Observamos que no préoximo resultado as formas normais foram obtidas usando K = IR.

Proposicao 4.2.1. Os G desdobramentos versais de alguns germes simples do Capitulo 3
aparecem nos sequintes casos:

(1) Quando r = 1, o desdobramento tem a forma A = (A;;j(z,y,u)) onde Ay = 2™ +
ZZZO_Q upg et e Ay = Ay = O™ + Zzzal ui;zt para1<i<jel <j<n.

(2) Quando n =1 este coincide com desdobramento universal de germes de fungdes sim-

ples.
(3) Quando r =n = 2 nds temos a sequinte tabela:
Forma Normal Desdobramento
k-1

1. (z,y, £2%) (z,y, £2F + 3 vixh)
k=2 129 k=1

2. (%?ﬁ;@ ($;yk+ Zuiylax—i_ Z'Uiy2>
20 A,

3. (¢t 2,y) (FY" + 2wy’ 2,y + 3 vy
i=0 i=0

e~

k-1
(z,0,y* £ 2*) (z, w1y + ug, y? & 2 + 3 via?)
i=0

k=1 k=1
5. (2,0,xy£y") (2, 2wy’ vy £yt + 3 viy')
) ’L:kO 1 | 2;0 |
6. (z,y", xy) (z,y" + auiy’jxw Zovz-y’)
7. (2, 9%, 2%) (2,4 + o, % + v4y® + v32Y + Vo + V17 + Vg)
8. (z,0,2% + y3) (2, ugy® + wy + ug, 2> + y* + v3zy + voy + V12 + V)
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Demonstracdo. Consideramos o germe A = (z,y,2%). Seu G-espaco tangente estendido é
o O-modulo gerado por {(1,0, kz*1),(0,1,0), (2z,y,0), (2y, 2*,0), (0, 2, 2y), (0, y, 22*)}. Cal-
culemos uma base para O/T,G.A. Usando os elementos (0, 1,0), (2z,y,0), (2y, z*,0), (0, x, 2y),
(0,y,2z%), podemos mostrar que todos os elementos de O estdo em T,G.A, exceto (1,0,0),
(0,0,1) e (0,0,2), com 1 <1 < k — 1. Porém, temos que (1,0, kz*~1) € T,G.A. Logo, uma
base para O/T.G.A pode ser dada por {(0,0,2"), 0 <1< k—1} e o desdobramento versal do

germe A é dado por (z,y, 2 + Z v;z"'). Os outros casos seguem de modo anélogo. O]

4.3 Geometria adicional (r=n=2)

O trabalho de J.W.Bruce [5], teve como motivagao original o estudo de equagoes diferenci-
ais binarias que esta diretamente relacionado ao estudo das matrizes simétricas com r = n = 2.
Descrevemos alguns resultados bésicos em relacao a topologia do discriminante e da varie-
dade associada M (A). Esses resultados valem em geral, ou seja, ndo estdo restritos somente

a germes simples. Comegamos com um resultado geral sobre M (A).

Proposigao 4.3.1. Um elemento A € S € G-finitamente determinado se, e somente se, M(A)
é suave fora de M(A)(0).

Observagao 4.3.2. Pela proposi¢ao acima, se um germe A € S € finitamente determinado

entao as singularidades de M(A) podem ocorrer somente ao longo de 0 x CP™.

Abaixo, listamos os nimeros e os tipos das singularidades de M(A) e D(A) para alguns

germes simples.

Proposicao 4.3.3. Os tipos de singularidades do discriminante e da variedade associada

M(A) dos germes simples obtidos no Teorema 3.3.1 sao:

Forma normal Discriminante  Pontos Singulares de M(A)
L (% 2,0, k>1,1>2 Apii1 A1+ A
2. (x,0,y° + %), k> 2 Dy 2 Dyq
3. (x,0,zy +yF), k> 2 Dy Aoi_q
4. (z,y* zy), k> 2 Doi1 Aoy,
5. (z,y? %) Es Ds
6. (z,0,2% + y3) E; Es

Demonstracao. 1. (y*,z,y"). Temos § = y*+' — 22 = 0, que claramente tem uma singularidade
Apyi-1. JA M(A) é dado por y*p* + 2zpq + 3'¢*> = 0. Tomando a carta afim p = 1 em CP!,
obtemos y* +2xq+1y'q? = 0, que tem uma singularidade A;_; em (0,0, 0). Assim M (A) possui
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uma singularidade A;_; no ponto (0,0, [1,0]) € C*> x CP!. Com a carta ¢ = 1, obtemos que
M (A) possui uma singularidade A;_; no ponto (0,0, [0, 1]).

2. (2,0,9%+ 2%). O discriminante é dado por & = xy? + %!

= 0, que tem uma singulari-
dade Dy,». Ja para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x +y%¢> + 2*¢? = 0, que é suave.
Com a carta ¢ = 1, obtemos zp? +4?+a* = 0, que possui uma singularidade no ponto (0,0, 0)
do tipo Dy, ;. Portanto a tinica singularidade de M (A) é no ponto (0,0,[0,1]) € C*> x CP!,
do tipo Dy.;.

3. (z,0, zy+y*). O discriminante ¢ dado por § = yz?+zy* = 0, que tem uma singularidade
Dy, (ver Exemplo 4.1.8(2)). Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x +xyq*+y*¢* = 0,
que é suave. Para a carta ¢ = 1, obtemos xp?+zy+y*. Contas analogas ao Exemplo 4.1.8-(3),
nos mostra que M (A) possui uma singularidade Agx_q em (0,0, [0, 1]).

4. (x,y* xy). O discriminante é dado por § = yx? — y** = 0, que tem uma singularidade
Dojy 1. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos = + 2y*q + zyq® = 0, que & suave. Para
a carta ¢ = 1, obtemos zp? + 2y*p + xy. Mudancas de coordenadas o reduzem a zy + p***1,
que tem uma singularidade Aoy.

5. (z,y? 2%). O discriminante ¢ dado por ¢ = z® — y* = 0, que tem uma singularidade
Eg. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x + 2y?q + 2%¢> = 0, que é suave. Para a
carta ¢ = 1, obtemos zp? + 2y?p + 22. Mudancas de coordenadas o reduzem a z% + p* + py?,
que tem uma singularidade Dj.

6. (z,0,2% + 9®). Seu discriminante ¢ dado por ¢ = z® + zy®> = 0, que tem uma
singularidade F7;. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos = + z%¢* + y3¢> = 0, que ¢
suave. Para a carta ¢ = 1, obtemos zp? + 22 + 3®. Mudancas de coordenadas o reduzem a

22 + p* + 93, que tem uma singularidade Ej. O

Pela Proposicao 4.0.7, se A, B € § sao G-equivalentes entao elas produzem um difeomor-
fismo entre as variedades associadas M(A) e M (B) ao longo de 0x CP"™!. Quandor =n = 2,
dA(0) # 0 e A é G-finitamente determinado entao M (A) tem no méaximo duas singularidades
ao longo de 0 x CP" !,

Temos os seguintes resultados:

Proposicao 4.3.4. Sejam F e G dois desdobramentos G-equivalentes de A. Entdo os desdo-

bramentos das singularidades de M(A) induzidos por F' e G sao K-equivalentes.

Proposigao 4.3.5. Suponha que posto(dA(0)) # 0 e seja F' um desdobramento versal de A.
Entao o desdobramento de M(A) induzido por F' “desdobra” versalmente as singularidades de

M(A) (mesmo para o caso em que M(A) possui dois pontos singulares).
Abaixo apresentamos alguns resultados sobre a variedade M (A).

Proposicao 4.3.6. (1) O discriminante € suave se, e somente se, A é G-equivalente a (1,0, 1)
ou (1,0, ).
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(2) A wvariedade associada M(A) € suave se, e somente se, o discriminante é suave ou
possui uma singularidade de Morse (Ay), no caso em que A(0) = 0.

(3) Se posto A(0) = 1 entao o criminante e discriminante podem ser identificados e M (A) é
singular se, e somente se, D(A) € singular. Neste caso M(A) tem somente uma singularidade

que € a suspensao da singularidade de D(A).

a(z,y) bz,y)

b(a,y) ez, y)
(=) Considerando §(z,y) = a(x,y).c(z,y) — b*(z,y), segue que

Demonstracao. Seja A(x,y) = ( ) Provemos inicialmente o item (1).

0y = Qy.C+ a.c, — 2b.b,, e
0y = ay.c + a.c, — 2b.by,.

Por hipotese temos que D(A) é suave, ou seja, que ao menos uma das derivadas de § nao se
anula em (0,0), o que implica que pelo menos uma das fungdes a, b, ¢ nao se anula em (0, 0).
Logo, a matriz A(0) tem posto 1 ou 2. Pela Proposigao 2.5.3, temos que A é G-equivalente a
(1,0,1) ou (1,0, f), mas no ultimo caso, f deve ser uma submerséo e assim podemos reduzi-lo
a (1,0,x).
(<) Trivial.

Para (2), ver [6], por exemplo.

(3) Pela Proposigao 2.5.3, se posto A(0) = 1 entdo podemos reduzir A ao germe (1,0, f(z,y)),
onde f(0,0) = 0. Logo,

D(A) = {(z,y) € C* f(x,y) = 0},
M(A) = {(z,y,[p,q]) € C* x CPY;p* + ¢*f(x,y) = 0} e
C(A) = {(z,y,[p.q]) € C* x CP";p+qf(z,y) =0e f(z,y) = 0}.

Observe que D(A) é singular se, e somente se, f é singular em (0,0). Vejamos as possiveis
singularidades em M (A). Parametrizando CP' com a carta p = 1, obtemos 1+ f(z,y)q*> = 0,
que é suave. Por outro lado, com ¢ = 1 obtemos p? + f(z,y) = 0, que tem uma unica
singularidade na fibra (0,0, [0, 1]) se, e somente se, (0,0) é uma singularidade de f. Portanto,
M (A) ésingular se, e somente se, D(A) ¢é singular e a singularidade de M (A) é uma suspensao
da singularidade de f, ou seja, da singularidade de D(A).

Quanto a afirmacao que C(A) e D(A) podem ser identificados, segue do fato que C(A) =
D(A) x [0,1]. O

Observamos que também para a variedade associada temos um resultado que relaciona o

niamero de Milnor do discriminante D(A) e das singularidades da variedade M (A).

Teorema 4.3.7 ([16]). Se A : (C2,0) — Simy tem posto(dA(0)) # 0 e G-codimensao finita
entao M(A) tem 1 ou 2 pontos singulares e a soma de seus nimeros de Milnor u(M(A)) é
igual a w(D(A)) — 1.
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Apéndice A

Caracterizacao geométrica

Vimos na Proposi¢ao 2.4.6 que assim como para os grupos de Mather também temos
uma caracterizagao geométrica para os germes G-finitamente determinados. O objetivo deste
apéndice é exibir a prova deste resultado para o grupo G seguindo os argumentos de James
Damon para o grupo Ky ([10]). A prova de James Damon segue praticamente os mesmos
argumentos de Mather para a caracterizagao geométrica do grupo K. Também exibimos nesse
apéndice alguns resultados de determinacao finita para o grupo G que nao foram enunciados
na segao 2.4.

Vamos inicialmente introduzir uma linguagem adaptada ao estudo das propriedades locais

dos conjuntos. Uma referéncia é [23].

Germes de conjuntos

Definimos uma relagao de equivaléncia em subconjuntos de C" da seguinte maneira:

Definicao A.0.8. Dizemos que dois subconjuntos X, Y C C" sao equivalentes em um ponto
a € C" se existir uma vizinhanca U de a tal que X NU =Y NU. A classe de equivaléncia do
conjunto X em a € chamada de germe do conjunto X em a e € denotada por (X, a). Quando

o ponto a estiver subentendido, denotamos apenas por X.

De maneira evidente definimos a relagao de inclusao entre germes e as operagoes de uniao
e intersecgao. Por exemplo, dizemos que X DY (X,Y germes de conjunto em a) se X e Y

podem ser representados por conjuntos S, T respectivamente tais que S D T

Definicao A.0.9. Sejam I um ideal de O, gerado por vi,...,7, e U uma vizinhanca de 0
tal que ~y; possua um representante f; em U, 1 < i < r. Definimos o germe V(I) dos zeros

de I como sendo o germe do conjunto {x € C"; fi(z)=...= f.(x) =0}.

Seja f € O,, e X um germe de um conjunto em 0. Dizemos que f se anula sobre X quando

X pode ser representado por um conjunto S tal que fjg = 0.
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Definicao A.0.10. Seja X um germe de um conjunto em 0 € C". Definimos o conjunto
Z(X)={f € Oy; fse anula sobre X},

que € um ideal de O, chamado de ideal de X .

Proposicao A.0.11. Sejam X,Y germes de conjuntos em 0 € C" e I,J ideais em O,.
Temos as sequintes propriedades:

a) Se X CY entioZ(X)DI(Y)

b) Z(XUY)=Z(X)NZ(Y)

¢) Sel C J entaoV(I)DV(J)

d) VI+J)=V({I)NnV(J)

e) VUINJ)=V({I.J)=V(I)UV(J)

Demonstragao. Ver (23], p. 69). O

Dado um anel I de O,, definimos o ideal Rad(I) = {f € O,; Im € IN tal que f™ € I},
também denotado por /1.

Teorema A.0.12 (Teorema de Hilbert Nullstellensatz). Seja I um ideal de O,,. Entdo
Z(V(I)) = Rad(I).

Demonstracao. Ver (|23], p. 73). O

Caracterizagao geométrica dos germes finitamente determinados

Iniciemos com algumas defini¢goes. Dado um germe A : (K", 0) — Sim,(K) definimos a

seguinte fun¢ao associada a este germe:
(SA : (Kr, 0) — K
x —  det(A(z)).
Definicao A.0.13. Denotamos por 14 o ideal em O, gerado pela fun¢ao 6 4.
vy
Entao 64 : (C?,0) — C serd dada por §4(x,y) = 2%y — y* e 14 serd o ideal em Oy gerado por
2%y — oyt

2
Exemplo A.0.14. Considere A : (C?,0) — Simy(C), dada por A(x,y) = ( vy )

Dado um germe A : (K",0) — Sim,(K), denotaremos por T'A a matriz N x P, onde

1 . ~ ~ s
N = % e P =r+n? cujas colunas sdo as coordenadas de A,,,..., A, , A;; em relagdo a

base canonica de Stm,,.

Definicao A.0.15. Denotamos por J4 o ideal em O, gerado por todos os determinantes das
submatrizes N x N de TA.
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3
Exemplo A.0.16. Considere A : (C?,0) — Simy(C), dada por A(z,y) = ( 903 Y
Yy oy

Temos Az - ) Ay = Y ) All = vy s A12 = Y Y ’
0y y* y? 0 zy 0
0 0 3
Ag1 = N , A = Y . Logo,
x 2y’ y3 2xy

1 0 2z 22 0 0
TA=10 3y v 2y =« 9
y x 0 0 29 2zy

Todos os subdeterminantes 3 x 3 dessa matriz sao os geradores de J4.
Observacao A.0.17. Seja A : (K",0) — Sim,(K). Dado B € T.G.A, existem fi,...,fp €

O, tais que
flAl“l + ...+ f'r'Aa:T -+ ffr-JrlAll + ...+ fPAnn == B

Considerando o “vetor” v = (f1,..., [p), seque que TA(v) serd um germe K™ — K que

ao identificarmos KN com Sim,,(K) obtemos B.

Exemplo A.0.18. Considere A como no Exemplo A.0.16. Tomando fi(x,y) = x, f3(z,y) =

ry, fo(x,y) = zy* e as outras identicamente nulas, temos v = (f1,0, f3,0,0, fs) e

J1
0
1 0 22 22 0 0 F T+ 22%y
TAW)=TA=1 0 3> v a2y a 93 03 = zy*+ay’
y x 0 0 2¢° 2zy 0 xy + 2223
Jo
Identificando o germe B : (C?,0) — C3 com o germe
B: (C%0) — Sims(C)

() r+22%  ayt + ayd
’ xyt +xy® ay 4 2228

claramente vemos que B = f1ls + f3A11 + feAo.

Durante o texto, quando nos referirmos a T'A sempre estaremos pensando nessas identifi-

cagoes.
Lema A.0.19. Para todo germe A € § temos [,S§ C TG.A
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Demonstragao. Dado um par (4,7), 1 < ¢ < j < n, queremos mostrar que 64.E;; € TG.A.
Tomando B = Z ]\//[;Aik € TG.A, onde ]\/4;C ¢ o cofator do elemento da (j, k) entrada de A.

Afirmamos quekélz 0a.E;j.

De fato, primeiro notemos que em uma posicao que esteja fora da i-ésima linha ou i-ésima
coluna de B nao aparece soma alguma, logo sera identicamente nulo. Em uma entrada de B
que esteja na i-ésima linha, mas nao na j-ésima coluna sera identicamente nulo, pois sera o
determinante de uma matriz com colunas repetidas. O mesmo argumento para uma entrada
de B que esteja na i-ésima coluna e que nao esteja na j-ésima linha. Nas (7, j) e (j,7) entradas

de B temos 04 (basta desenvolvermos o determinante de A pela sua j-ésima coluna). O
Lema A.0.20. Sejam I e H ideais em O, tais que TA(OY)+18 D HS, entio Jo+1 D> HY
Demonstragao. Segue analogo a (|26], p. 512). O

Proposicao A.0.21. Um elemento A € S € G-finitamente determinado se, e somente se,

Ja+ 14 D ML, para algum | € IN.

Demonstra¢ao. Suponhamos A finitamente determinado. Pelo Corolario 2.4.4 que existe k €
IN tal que O{A,,, A;;} D M*S. Pelo Lema A.0.19, temos [4S C TG.A e assim O{A,,, A;;} +
14,8 D MES. Aplicando o lema acima para I = I, e H = MF segue que Jy + I, D MV,
Por outro lado, suponhamos Jy + I, D /\/lff . E suficiente mostrarmos que J4S C T.G.A,
pois 14§ C T,G.A pelo Lema A.0.19. Denote por T'Ag, .

coluna ¢ a ¢;-coluna de TA, 1 < j < P.

Liy) @ matriz N X N cuja j-¢sima

Os elementos da forma 5(TA<¢1 . )-Er € § geram J48, onde ER sao os vetores da base
canonica de Sim,(C) e 1 < R < N. Considerando ]\Z’; o cofator do elemento que esta na

R-ésima linha e i,-ésima coluna de T'A(;, . ;,), afirmamos que

De fato, denotando por «;; o elemento da (7, j) posi¢do em T'A, temos na R-ésima posigao

do lado direito da igualdade acima o elemento

N

T o__
E &RisMis _6(TA(1'1 ,,,,, i)
s=1

Quando 1 < J < N e J # R teremos na J—ésima posi¢ao

N

T
E C(JZ'SMZ-S,
s=1

mas esse elemento serd sempre igual a zero, pois é o determinante de uma matriz com colunas

repetidas. O
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Proposi¢ao A.0.22. Um germe A : (C",0) — Sim,(C) é G-finitamente determinado se, e

somente se, A € transversal & estratifica¢ao de Sim,(C) fora da origem.

Demonstracao. Pela Observacao 2.4.5 basta nos preocuparmos com os elementos zg € C”
em que A(zp) nao é invertivel. Pela Proposicao A.0.21 um elemento A € § é G-finitamente
determinado < J4 + [4 D MPF para algum k € IN.

Suponhamos que A é G-finitamente determinado. Pelo Teorema A.0.12 temos

VIA+ 1o =T(V(Ja+ 1a) = I(V(Ja) N V(14)).

Logo, Z(V(Ja) NV (I4) D M,. Como M, é maximal segue que Z(V(Ja) NV (14)) = O
ouZ(V(Ja) NV (I4)) = M,. Como a primeira igualdade nao pode ocorrer temos Z(V (J4) N
V(I4)) = M,, ou seja,

V(Ja) V(L) = {0}.
Mas, V(J4)NV (14) é a intersecao dos pontos zp € C” em que a matriz A(zp) nao é invertivel

com o conjunto dos pontos zp € C" em que A nao ¢ transversal a estratificacao de Sim,,(C).
Portanto, em qualquer ponto fora da origem temos que A é transversal & estratificacao de
Sim,(C).

Por outro lado, suponhamos que A é transversal a estratificacio de Sim,(C) fora da
origem. Segue que V(J4) NV (I4) = {0} = Z(V(Ja) NV (I4)) = M,. Pelo Nullstelensatz
temos Z(V(Ja) NV (14)) = +/Ja + L4, ou seja,

\/JA+IA:MT¢JA+IADM7]?, para algum k € IN.

Portanto A é finitamente determinado. O
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Apéndice B

Simbolo Segre

Na segao 2.5 fornecemos um resultado sobre pencils de conicas. Neste apéndice vamos
descrever um pouco sobre esta classificacao e alguns conceitos relacionados a ela, em especial
para entendermos o Simbolo Segre.

Dado um par de conicas f, g podemos associa-las as matrizes F', G € Simgz(C), respectiva-
mente. Esse par de matrizes determina um pencil de matrizes P = {\F + uG / (A, u) € P'}.
Pencils de conicas sao classificadas de acordo com o seu Simbolo Segre. O Simbolo Segre de
um pencil de quadratica complexa X é por definicao o Simbolo Segre do associado pencil de

matrizes.
Definicao B.0.23. O discriminante de um pencil P € a ciubica bindria
A= Ap, = det(AF + pG)

Quando A nao se anula identicamente, dizemos que o pencil é nao singular, e do contrario
dizemos que ele é singular. Suponha que P é ndo singular e que (\,7i) é uma raiz de A,
Pode acontecer que todos os subdeterminantes de uma ordem menor de AF + 7iG se anulem,
sendo assim, suponha que todos os subdeterminantes de ordem 3 — d se anulem e que isto nao
aconteca para todos os subdeterminantes de ordem 2 — d.

Denotaremos /; como sendo a menor multiplicidade da raiz (A, 7i) nos subdeterminantes

de ordem 3 — i, para i = 0,1, ..,d, logo l; > l;11 para todo ¢ e assim e; := [; — [;;1 > 0. Logo,

A, ) = (A= M) (N = M) Ay (A, p),

com Aj(\ 1) # 0. Os nameros e; sdo chamados de numeros caracteristicos da raiz (\, 1) e

os fatores (A — A\p)® sdo chamados de divisores elementares do pencil P.

Definigao B.0.24 (Simbolo Segre). Se (\;, uj) para j = 1,2,...,r, sao as raizes de A e

€, ..., € 0s nimeros caracteristicos associados a raiz (Aj, ;) e dy = ds, ..., > d,, entao
J
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op = [(e(l), s eél), (6(2), s 632), .(egy-reg )]

¢ chamado o Simbolo Segre da quadrdtica complexa X ou do pencil P.

Em [17], mostra-se que dois pencils P; e Py de conicas sdo equivalentes se, e somente se,
elas possuem o mesmo Simbolo Segre. Podemos usar isto para exibirmos formas normais para
pencils, cujo discriminante nao se anula identicamente. Ver [4] ou [17].

Para cada ej- ocorrendo no Simbolo Segre de X, considere as matrizes de ordem ej- X eé-:

A
0 1 i 0 1
0 1 0
Fij = N e Gy '
1 u_; 0 Do
Ai 0 1 0 0
Hj

Assim F e (G, sao formadas por blocos dessas matrizes da seguinte forma

F =diag(F11,-- ,Frq.) e G =diag(G11,- -+ ,Gra,)

Para o caso em que discriminante se anula identicamente, temos um isomorfismo em soma

direta p ® 0;, @ ... @ 0,, onde p representa um pencil nao singular e o; tem a forma:

Oi(T1, ooy Toim1) = (2172 + oo + T2i—3T2i—2, ToX3 + ... + Toj_2T9i—1)

Nessas condigoes apos o simbolo de p adicionaremos ponto-virgula e os nameros iy, ...0%.

Exemplo B.0.25. Considere o Simbolo Segre {1,1,1}, ele representa um pencil que possui
trés raizes distintas em CPY. Tomaremos para esse pencil as raizes (A1, p1) = [0, 1]; (Na, pto) =
[17 1]7 ()‘37 ,LL3> = [17 _1] S@gU(i, que:

Fue(0) ecu=(1)ma= (1) eln(1):im= (1) cqu=(1),

e como acima, temos:

00 0
F = diag (F11,Fxn,F53)=1 0 1 0 G = diag (G11,Ga,Gs3) =
0 0 -1

o O =
o = O
_ o O

Logo, o pencil P ¢é dada por \F' + uG. Tomando as quadrdticas associadas a F e G,
obtemos (—y? + 2%, 22+ y* + 2?). Usando o difeomorfismo ¢(x,y,z) = (2,y —x,y+x), temos
que (—y* + 2% 2% +y* + 22) serd equivalente a (4xy, 22% + 2y + 2?), e por mudangas escalares

e nos geradores do pencil podemos reduzir a (vy,z* + y? + 22), conforme Proposi¢ao 2.6.3.
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Exemplo B.0.26. Considere (zlfy,y2 + 22), tomando as matrizes correspondentes a esse par

de quadrdticas, obtemos:

b

I
o = O
[ R

0 000
0 eG=1010
0 001

Considerando o pencil P = {AF + uG / A\, u € C}, temos que seu discriminante serd
dado por A(\, 1) = Nu. Suas raizes em CP! sao (0,1), com multiplicidade 2, e (1,0) com
multiplicidade 1. Podemos ver que ambas nao anulam todos subdeterminantes de ordem 2,

entao d =0, e; =2 e e = 1. Portanto, seu Simbolo Segre serd {2,1}.

No caso de conicas temos 12 formas normais e elas podem ser vistas em (|27], p. 477).
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Apéndice C

ICy/-equivaléncia

Damon, em [11] e [10], apresenta uma rela¢ao de equivaléncia para se¢oes de uma variedade
V' através de um subgrupo do grupo de contato K. Em nosso contexto, V' serda o conjunto
das matrizes simétricas com determinante nulo. Passaremos a apresentar algumas defini¢oes

e resultados desta teoria. Iniciamos com algumas defini¢oes bésicas.

Campo de vetores

Seja M™ C K™ uma variedade diferenciavel suave de dimensao m. Um campo de vetores
em M é uma aplicacao v : M — K". O campo v diz-se tangente & variedade M quando
v(p) € T,M para todo p € M. Um subconjunto aberto ¢ ainda uma variedade suave. Logo
tem sentido considerar campos de vetores tangentes definidos em U.

Dada uma parametrizacao ¢ : U C K™ — Uy C M, os vetores g—z(x), s aax—fn(a:),
constituem, para cada x € U, uma base de T,M, onde ¢(z) = p.

Seja v : M — K™ um campo de vetores tangentes. Em cada ponto p = ¢(z) da vizinhanga
parametrizada Uy o vetor v(p) se escreve como combinagao linear dos vetores bésicos a—fj(w) €
T,M, assim:

) = DD s(a) 52 w). p = o).

Isto define m fungoes ay, ..., : U — K. Em [20], mostra-se que v € C" se, e somente se,
as fungoes ay, ..., q,, : U — K acima definidas sao de classe C".

Estaremos considerando germes de aplicagoes (K", 0) em Sim,(K), ou seja, aplicagdes
entre espacos vetoriais. Logo, M = K' para algum ¢, e neste caso um campo de vetores

tangente nada mais serd do que uma aplicacao v : K¢ — K’ Sempre tomaremos ¢ = id; e
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assim
! 0
V(p) = Z O‘j (p> )
=1 8xj

de — = ——
on ea.flfj 833]'

Denotando por £ o conjunto das fungoes em K", f : K® — K, sera conveniente pensarmos

(p) =¢; e € € 0 j-ésimo vetor da base canonica de K'.

em um campo vetorial ¥ como uma aplicacao v : £ — £, dada por:

Z (P 3x]

Definigao C.0.27 (Campo de Euler). Dizemos que um campo de vetores tangentes v em

K™ ¢ um campo de Euler se existem inteiros aq, ..., a, tais que
) ) n
n
0
V= g a;x
J Ja
T
j=1 J

Ky-equivaléncia.

Definigao C.0.28. Seja (V,0) C C', 0 um germe de uma variedade. Denotaremos por Ky o
sequinte subgrupo de IC:

Ky={HeK:H(C*xV)CC*xV}.
Em particular, se V= {0} entdo este € o grupo K.

Claramente ICyy é um subgrupo de K e sua acao nos germes de aplicagoes é definida da
mesma forma que a a¢ao de K. Em [10], mostra-se que Ky é um subgrupo geométrico de
Damon e como consequéncia dos resultados de Damon pode-se usar todas as técnicas da teoria
de singularidades.

Considere o germe de uma variedade (V,0) e I(V) o ideal dos germes que se anulam em

V. Definimos por Derlog(V) o conjunto:
Ov ={¢e b : C(I(V)) S I(V)}

Exemplo C.0.29. Seja (V,0) C (C*0) definida por yw* — z*> = 0. Claramente I(V) é o

2

ideal gerado por g(x,y, z,w) = yw? — 2 e o0s elementos de 0, abaizo, pertencem a Derlog(V').

22+z2 z£~|—wi wg#—zi 2z2+w2£ 2
y@y 02" Oz ow’ Y52 ow’ oy 02" Ox
De fato, tomando por exemplo o campo 2y— + z—, temos:
Ay 0z
dg dg 2 2 2 2
R i +(=227) =2(yw” - %) € I(V)
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Obtemos abaixo quem é o espago tangente a érbita de um dado germe f. Sendo {n;}™,

os geradores de Oy, temos:

Proposigao C.0.30 (Ky-Espago Tangente-[11]). Dada f : C*,0 — C*, temos que o espago

tangente a orbita de [ sequndo a agao de ICy € dado por:

TKVf—MS{%} +  Os{nio f},

e seu espaco tangente estendido € dado por:

_ 0 {91
T/cVef_os{a%} +  Odmof}.
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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