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Resumo

Estudamos singularidades de famílias de matrizes simétricas. O objetivo é classificar as
singularidades simples de tais famílias e estudar a geometria de alguns objetos associados a
elas.



Abstract

We study the singularities of families of symmetric matrices. The aim of this work is to
classify simple singularities of such families and study the geometry of some objects associated
to them.
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Introdução

Uma investigação recente na teoria de singularidades diz respeito ao estudo de famílias de
matrizes. Em [5], J. W. Bruce estuda as matrizes simétricas. Em [7], J. W. Bruce e F. Tari
estudam as matrizes quadradas e em [16], G. J. Haslinger estuda singularidades de matrizes
anti-simétricas. A investigação da geometria associada às singularidades de tais matrizes ainda
é um problema em aberto de interesse. O artigo recente de V. V. Goryunov e D. Mond [14],
mostra que existem fórmulas surpreendentes relacionando os invariantes clássicos, o número
de Milnor e o número de Tjurina, de singularidades de matrizes. Esse artigo também abre
uma ampla possibilidade de investigação no tema.

O objetivo deste trabalho é estudar famílias de matrizes simétricas, então nossa principal
referência é o artigo do Bruce [5]. Uma família de matrizes simétricas é o germe de uma
aplicação suave (Kr, 0) → Simn(K). Uma motivação para o desenvolvimento do tema é
sua relação com a investigação de Equações Diferenciais Binárias (EDB’s), que são equações
diferenciais da forma

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0,

onde a, b, c são funções reais suaves de duas variáveis. EDB’s são estudadas extensivamente
e têm aplicações em geometria diferencial, equações diferenciais parciais e teoria de controle
(ver [8],[19]). Por exemplo, as linhas de curvatura ou as linhas assintóticas de uma superfície
em R3 são dadas por equações diferenciais binárias.

Dada uma EDB, a correspondente função discriminante δ = b2 − ac, desempenha um
papel muito importante: a EDB define pares de direções em pontos (x, y) na região do plano
onde δ > 0, estas direções coincidem sobre o discriminante ∆ dado por δ = 0, e a EDB
não tem soluções em pontos onde δ < 0. Observe que para r = n = 2, tomando A =(
a(x, y) b(x, y)

b(x, y) c(x, y)

)
, temos que δ é a função discriminante de A.

No trabalho, exibimos uma relação de equivalência para classificar famílias de matrizes
simétricas. Uma das propriedades desta relação é a de que ela preserva a singularidade
da função δ (muito estudada em EDB’s). Através desta relação exibimos formas normais
para germes simples (Kr, 0) → Simn(K) e sua classificação detalhada é a principal parte do
trabalho.
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No Capítulo 1, abordamos noções e resultados básicos da teoria de singularidades, como
por exemplo, os conceitos de germes, jatos e o método de classificação.

No Capítulo 2, apresentamos alguns conceitos básicos necessários para o estudo dos germes
(Kr, 0) → Simn(K), como o grupo G que age nestes germes e suas propriedades. Também
analisamos para quais valores de r e n, podemos obter germes simples e listamos os 1-jatos
para n = 2, 3, que são provenientes da teoria de pencils.

O Capítulo 3 contém a principal parte do trabalho. Através do método da transversal
completa, classificamos os germes simples usando os valores de r e n fornecidos no Capítulo
2 e obtivemos formas normais para estes germes.

No Capítulo 4, definimos alguns objetos associados a um germe A : (Kr, 0) → Simn(K).
Exibimos os tipos de singularidades destes objetos e obtivemos fórmulas que relacionam estas
singularidades. Estudamos a geometria dos germes simples obtidos no Capítulo 3, sendo que
o caso r = n = 2 é estudado com mais detalhes, já que está relacionado com EDB’s.

O trabalho também contém três apêndices. No primeiro, exibimos alguns critérios de
determinação finita não mencionados no texto e também uma prova do critério geométrico
para determinação finita em relação ao grupo G, já que para isto foram necessárias novas
definições e novos resultados. O segundo apêndice contém uma apresentação do conceito de
símbolo segre, que aparece na classificação de pencils. O terceiro contém uma apresentação
sobre a KV -equivalência de Damon, que durante o trabalho foi relacionada com a relação
de equivalência que usamos para matrizes, garantindo assim que alguns resultados do nosso
contexto podem ser deduzidos do trabalho de Damon.
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Capítulo 1

Teoria de classificação

Classificar objetos é uma das principais preocupações em matemática. Uma das ferra-
mentas mais utilizadas para isto é uma relação de equivalência apropriada que permita listar
os diferentes tipos de objetos que possam aparecer. A motivação para a busca de uma forma
simples para o representante de uma classe de equivalência é a de que tal modelo possui todas
as propriedades dos elementos de sua classe e os cálculos com esse modelo são mais simples.

Denotamos por Simn(K), o conjunto das matrizes simétricas n × n com coeficientes no
corpo K (K = C ou IR). Parte deste trabalho consiste em classificar localmente aplicações
suaves A : Kr → Simn(K), através de uma relação de equivalência apropriada. Para isso,
vamos utilizar conceitos e resultados da teoria de singularidades, mais especificamente da
teoria de classificação.

Na teoria de classificação, o objetivo é listar formas normais de germes suaves f ∈
MnO(n, p) sob a ação de um determinado grupo G. As ações mais utilizadas para a classifi-
cação de germes são dadas pelos grupos de Mather G = R,L, C,K ou A. Uma das principais
idéias na teoria de singularidades é substituir o espaço dos germes MnO(n, p) pelo espaço
dos jatos Jk(n, p) e assim a classificação é feita indutivamente em cada nível dos k-jatos. Os
principais resultados usados para esse método são a Transversal Completa, Lema de Mather e
critérios de determinação finita. Veremos que a Transversal Completa é usada para construir
cada k-jato do representante de um dado germe. Começando pelo 1-jato e passando em cada
nível até chegarmos em seu k-jato, sendo k igual ao grau de determinação do germe f , po-
dendo ter possivelmente alguns destes níveis vazios. Em cada nível, ela é alternada com o uso
do Lema de Mather para que se possa ir obtendo representantes de todas as possíveis órbitas.
Vamos utilizar este mesmo método para a classificação de famílias de matrizes simétricas uti-
lizando uma ação apropriada para este caso, porém menos conhecida, que será apresentada
no Capítulo 2.

Inicialmente, apresentemos os conceitos gerais para este método (ver [13] ou [24]).
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1.1 Conceitos da teoria de classificação

Introduzimos no conjunto de todas as aplicações suaves definidas em uma vizinhança de
x em Kn e com valores em Kp a seguinte relação de equivalência:

Definição 1.1.1. Duas aplicações suaves f : U ⊂ Kn → Kp e g : V ⊂ Kn → Kp são
equivalentes quando existir uma vizinhança W ⊂ U ∩ V de x em Kn tal que as restrições f|W
e g|W coincidem.

As classes de equivalência desta relação são chamadas de germes de aplicações em x e
um elemento dessa classe é chamado de representante do germe. Se f e g são representantes
do mesmo germe então devemos ter f(x) = g(x) e assim qualquer outro representante deve
assumir o mesmo valor em x, digamos y. Adotamos a notação f : (Kn, x) → (Kp, y), para
indicar o germe de aplicação em x. Sem perda de generalidade tomamos x = 0.

O conjunto dos germes (Kn, 0) → Kp é denotado por O(n, p). Quando p = 1 (germes de
funções), O(n, 1) é denotado apenas por On. Usando as operações de soma e multiplicação
de K temos que On possui uma estrutura de anel comutativo com identidade. Este anel
é um anel local (possui um único ideal maximal), cujo maximal é dado por Mn = {f ∈
On / f(0) = 0}. Quando não houver perigo de confusão, denotamos On, Mn apenas por O,
M, respectivamente.

Definição 1.1.2. O espaço dos k-jatos, Jk(n, p), é o K-espaço vetorial das aplicações f :

Kn → Kp, onde cada componente de f é um polinômio de grau 6 k nas variáveis x1, . . . , xn

com termo constante nulo.

Temos que Jk(n, p) é um espaço vetorial de dimensão finita e que

Jk(n, p) = MnO(n, p)/Mk+1
n O(n, p).

A cada f ∈ MnO(n, p) associamos o k−jato jkf ∈ Jk(n, p), que é o polinômio de Taylor
de f de grau 6 k.

A teoria de classificação tem como objetivo agrupar os elementos de MnO(n, p) através
de uma relação de equivalência. Para isto, necessitamos da noção de ação de um grupo e de
grupo de Lie.

Definição 1.1.3 (Ação de Grupos). Uma ação de um grupo G em um conjunto M é uma
aplicação Φ : G×M →M , satisfazendo:

a) Φ(1, x) = x, ∀x ∈M ,

b) Φ(gh, x) = Φ(g,Φ(h, x)),∀x ∈M e ∀g, h ∈ G,
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onde 1 é a identidade de G.

Observação 1.1.4. Geralmente escrevemos Φ(g, x) = g.x.

Dada uma ação Φ, podemos definir uma relação de equivalência ∼ em M . Dizemos que
x ∼ y se existe g ∈ G tal que y = g.x. Dado x ∈M , a órbita de x é por definição a classe de
equivalência que contém x, ou seja, o conjunto

G.x = {g.x ; g ∈ G}.

Assim, dizemos que dois elementos são G-equivalentes se eles pertencem à mesma órbita.

Definição 1.1.5 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G, de
classe C∞, dotada de uma estrutura de grupo em que a multiplicação m : G × G → G,
m(g1, g2) = g1g2 e a inversão i : G→ G, i(g) = g−1, são aplicações de classe C∞.

Uma ação suave de um grupo de Lie em uma variedade suave M é uma ação

Φ : G×M →M,

em que Φ é uma aplicação suave.

Proposição 1.1.6. Seja Φ : G × M → M uma ação suave de um grupo de Lie em uma
variedade diferenciável M . Suponha que as órbitas são subvariedades suaves de M . Então
para qualquer x ∈M a aplicação Φx : G→ G.x, dada por Φx(g) = g.x, é uma submersão.

Demonstração. Ver ([13], p. 74).

Corolário 1.1.7. Nas condições da Proposição 1.1.6, temos que o espaço tangente à órbita
G.x em x é a imagem de d1Φx : T1G→ Tx(G.x), ou seja, TxG.x = d1Φx(T1G).

Relações de equivalência dos germes.

As relações de equivalência mais utilizadas para o problema de classificação de germes são
as G-equivalências, onde G é um dos grupos de Mather R,L, C,K ou A. Dentre estes, os que
nos interessam são os grupos R, C e K.

Definição 1.1.8. Denotamos por R o grupo dos germes de difeomorfismos h : (Kn, 0) →
(Kn, 0).

Este grupo é chamado grupo de mudanças de coordenadas na fonte e age sobre MnO(n, p)

por composição à direita

R×MnO(n, p) −→ MnO(n, p)

(h, f) 7−→ f ◦ h−1.
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Definição 1.1.9. Sejam f, g ∈ MnO(n, p). Dizemos que f é R-equivalente a g se existe
h ∈ R tal que f ◦ h−1 = g.

Definição 1.1.10. O grupo de contato, que denotamos por K, é o grupo dos germes de
difeomorfismos (Kn ×Kp, 0) → (Kn ×Kp, 0), que são da forma

H(x, y) = (h(x); Θ(x, y)),

onde h ∈ R e Θ(x, 0) = 0, para x próximo da origem.

Definição 1.1.11. Dois germes f, g ∈ MO(n, p) são K-equivalentes quando existir H =

(h,Θ) ∈ K, tal que:
(h(x), g ◦ h(x)) = H(x, f(x)),

isto é, de uma forma especial, H leva o gráfico de f sobre o gráfico de g.

Denotamos por C o subgrupo de K formado pelos elementos da forma H = (idn,Θ), onde
idn é a aplicação identidade de Kn. Da mesma forma, temos que dois germes f, g ∈MO(n, p)

são C-equivalentes quando existir H ∈ C tal que

H(x, f(x)) = (x,Θ(x, f(x))) = (x, g(x)).

Observação 1.1.12. Podemos ver K como um produto semi-direto dos grupos R e C. Ver
([13], p. 150).

Lema 1.1.13. Dois germes f, g ∈ MO(n, p) são K-equivalentes se, e somente se, existe um
germe invertível h : (Kn, 0) → (Kn, 0) para o qual os germes f ◦ h e g são C-equivalentes.

Proposição 1.1.14. As seguintes duas condições sobre dois germes f, g ∈ MO(n, p) são
equivalentes:

(i) f , g são C-equivalentes,

(ii) Existe uma matriz p× p invertível U = (uij) em que uij ∈ On, tal que

fi(x) =
p∑

j=1

uij(x)gj(x), para 1 6 i 6 p.

Demonstração. Ver ([13], p. 145).

O espaço tangente à órbita de um dado germe f pela ação de G, onde G = R,K, C, é
dado por:

TR.f = Mn{ ∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn
}, TCf = f ∗(Mp)O(n, p) e TKf = TR.f + TCf .

Definição 1.1.15. Um germe f ∈ MnO(n, p) é k-G-determinado se para todo germe g ∈
MnO(n, p) tal que jkg = jkf tem-se que g é G-equivalente a f . Dizemos que um germe f é
finitamente determinado se é k−determinado para algum k.
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Lema 1.1.16. Sejam f, g ∈MnO(n, p). Se jkf e jkg não são JkG-equivalentes em Jk(n, p)

então jmf e jmg não são JmG-equivalentes em Jm(n, p), ∀ m > k.

A determinação finita significa que um germe finitamente determinado é equivalente a um
de seus polinômios de Taylor e assim o problema da classificação pode ser reduzido ao espaço
dos k−jatos, que é um espaço de dimensão finita.

Observemos que O(n, p) não é uma variedade diferenciável e muito menos G = R,K, C
são grupos de Lie. Para cada f ∈ MnO(n, p) associamos o k−jato jkf . A ação de G sobre
MnO(n, p) fornece uma ação de JkG sobre Jk(n, p) que é uma ação de grupo de Lie em um
espaço vetorial. A idéia é estudar a ação de G sobre MnO(n, p) através da ação de JkG sobre
Jk(n, p). A classificação é feita indutivamente em cada nível, ou seja, em cada k-jato de f .
As principais ferramentas para este método são a Transversal Completa, o Lema de Mather
e os critérios de determinação finita.

Teorema 1.1.17 (Transversal Completa). Seja f um k−jato em Jk(n, p), escrevemos G1

para o subgrupo de G dos elementos cujo 1-jato é a identidade, e Hk+1(n, p) para as aplicações
polinomiais homogêneas de grau k+1. Suponha que TfJ

k+1G1.f∩Hk+1(n, p)+T = Hk+1(n, p)

para algum subespaço T de Hk+1(n, p). Então todo (k + 1)-jato com k-jato f é Jk+1G1-
equivalente a um jato da forma f +B, com B ∈ T . Tal T é chamado de transversal completa.

Lema 1.1.18 (Lema de Mather). Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade suave
M. Seja N uma subvariedade conexa de M e suponhamos que as órbitas são subvariedades de
M . Então N está contida em uma única órbita se, e somente se,

1. TxN ⊂ TxG.x, ∀x ∈ N .

2. dimTxG.x =constante, ∀x ∈ N .

Demonstração. Ver ([24], p. 8).

Observemos que o Teorema da Transversal Completa é válido para um subgrupo G1 de G.
Como estamos interessados na classificação com o grupo G, usamos o Lema de Mather para
eliminar os termos desnecessários que não foram eliminados na Transversal Completa com o
grupo G1.

Mais especificamente, em cada jkf usamos a Transversal Completa para obter uma para-
metrização dos (k + 1)-jatos que têm o k-jato igual a jkf . Podemos usar o Lema de Mather
para produzir as G-órbitas dentro desta parametrização. Aplicamos o teste de determinação
finita a cada órbita no (k + 1)-jato (cujo k-jato é jkf). Se o germe é (k + 1)-finitamente
determinado paramos o processo. Se não, consideramos o (k+2)-jato e seguimos o raciocínio.

Para o estudo dos germes de aplicações A : Kr → Simn(K), podemos aplicar o método
da transversal completa, apresentado acima, usando um determinado grupo. Apresentamos
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no próximo capítulo o grupo que agirá em A e suas propriedades como o espaço tangente à
órbita de um dado elemento e critérios para a determinação finita.

Enunciamos a seguir dois resultados de álgebra, que faremos referência durante este tra-
balho, e que são bastante utilizados na teoria de singularidades.

Lema 1.1.19 (Lema de Nakayama). Sejam R um anel comutativo com identidade 1 e M

um ideal em R com a propriedade que 1 + x é invertível em R para todo x ∈ M. Seja C um
R−módulo e A,B R-submódulos de C com A finitamente gerado.

Se A ⊂ B + MA então A ⊂ B.

Proposição 1.1.20. Seja C um R-módulo com base finita e seja T ⊂ C um R-submódulo.
Uma condição necessária e suficiente para que T tenha finita codimensão em C é que exista
um inteiro k > 1 com Mk.C ⊂ T.

Demonstração. Ver ([13], p. 104).
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Capítulo 2

Preliminares para a classificação de

matrizes

Uma família de matrizes simétricas é o germe de uma aplicação suave (Kr, 0) → Simn(K).
Em [5], J. W. Bruce estudou estas famílias e forneceu uma lista dos germes simples e infor-
mações sobre sua geometria. Esta lista foi obtida usando uma relação de equivalência definida
por mudanças de coordenadas suaves na fonte e por conjugação parametrizada na meta. Este
artigo foi o primeiro de uma série de artigos sobre famílias de matrizes. Em [7], foi dado
um tratamento semelhante para famílias de matrizes quadradas em geral e em [16], matrizes
anti-simétricas foram estudadas. Famílias de matrizes quadradas também foram estudadas
por Arnold em [1], onde as matrizes parametrizadas em GLn(K) agem por conjugação. Vale
observar, que os métodos e ferramentas utilizados para a classificação de famílias de matrizes
de [5] e [7] são praticamente análogos.

Nosso trabalho se concentra no estudo de famílias de matrizes simétricas. Neste capítulo,
definimos o grupo que age nestes elementos e que nos fornece a relação de equivalência men-
cionada acima. Será também apresentado o espaço tangente à órbita pela ação desse grupo e
critérios de determinação finita. Esses conceitos serão principalmente utilizados no Capítulo
3, onde classificaremos os germes simples (Kr, 0) → Simn(K).

2.1 Resultados básicos e dualidade

Apresentamos algumas definições e ferramentas que vão ser utilizadas no estudo das apli-
cações A : (Kr, 0) → Simn(K). Vamos iniciar com uma breve discussão sobre formas
bilineares simétricas/quadráticas. Logo após, apresentamos alguns resultados de dualidade.
Estes conceitos serão úteis principalmente na classificação das aplicações A : Kr → Simn(K)

ao nível do 1-jato. As referências para essa seção são [15] e [21].
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Começamos definindo a seguinte ação de GLn(K) em Simn(K):

Ψ : GLn(K)× Simn(K) −→ Simn(K)

(X,A) 7−→ (X−1)tAX−1.

Dizemos que duas matrizes A,B ∈ Simn(K) são GLn(K)-equivalentes quando pertencem
à mesma órbita pela ação Ψ.

Proposição 2.1.1. Quando K = C, a ação acima possui n + 1 órbitas e podemos escolher
como representante para cada órbita o elemento I∗t , onde I∗t é a matriz diagonal com 1 nas
primeiras t-posições da diagonal e zero nas demais posições.

Proposição 2.1.2. O espaço tangente à órbita pela ação Ψ em um ponto A ∈ Simn(K),
isto é TA(GLn.A), é o K-espaço vetorial dado por {BtA + AB;B ∈ Mn(K)}, onde Mn(K) é
conjunto das matrizes n× n com coeficientes em K.

Demonstração. Pelo Corolário 1.1.7 temos TA(GLn.A) = dIΨA(TIGLn), onde I denota matriz
identidade n× n e

ΨA : GLn → GLn.A

X 7→ X tAX.

Lembrando que TIGLn = Mn, temos:

dIΨA : Mn → TAGLn.A

B 7→ BtA+ AB,

e o resultado segue.

Observação 2.1.3. Seja A ∈ Simn(K) uma matriz invertível. Dado B ∈ Simn(K), temos(
A−1B

2

)t

A + A

(
A−1B

2

)
= B ⇒ B ∈ TA(GLn.A). Como B é arbitrário, segue que

TA(GLn.A) = Simn(K) e assim a órbita de A é um conjunto aberto de Simn(K).

Denotamos por H2(n, 1) o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau 2 em n

variáveis, ou seja, o espaço das formas quadráticas em n variáveis. Este espaço sobre K

possui dimensão
(
n

2

)
+n =

n(n+ 1)

2
. Quando n = 2, uma forma quadrática pode ser escrita

como ax2 + 2bxy+ cy2 e assim pode ser identificada com o ponto (a, b, c) ∈ K3, ou ainda com

a matriz simétrica

(
a b

b c

)
. Mais geralmente temos:

Proposição 2.1.4. Há um isomorfismo natural entre H2(n, 1) e o espaço das matrizes
simétricas n× n.

Demonstração. Denotando as variáveis de um elemento em H2(n, 1) por x1, . . . , xn, basta
definirmos:

T : Simn(K) −→ H2(n, 1)

A 7−→ xtAx,

onde x = (x1, . . . , xn).

10



Definição 2.1.5. Seja Γ = {α : Kn → Kn/ α é uma transformação linear invertível}. Temos
a seguinte ação do grupo Γ em H2(n, 1):

Φ : Γ×H2(n, 1) −→ H2(n, 1)

(α, p) 7−→ p ◦ α−1.

Dizemos que duas quadráticas p, q são Γ−equivalentes quando pertencem à mesma órbita por
esta ação.

Observação 2.1.6. Esta ação possui formas normais bem conhecidas da álgebra linear.
Quando K = C, podemos tomar as quadráticas

r∑
i=1

x2
i , e em IR temos

s∑
i=1

x2
i −

r∑
i=s+1

x2
i .

A ação Φ é compatível com a ação de GLn(K) em Simn(K) no seguinte sentido:

Proposição 2.1.7. Duas quadráticas são Γ-equivalentes se, e somente se, as suas matrizes
correspondentes, pelo isomorfismo T , são GLn(K)-equivalentes.

Com a equivalência da Proposição 2.1.7, podemos reduzir a classificação de 1-jatos de
matrizes à classificação de pencils de formas quadráticas.

Às vezes, vamos olhar um germe A : (Kr, 0) → Simn(K), como um germe A : (Kr, 0) →

KN , onde N =
n(n+ 1)

2
. Assim, será útil o seguinte resultado:

Proposição 2.1.8. Existe um homomorfismo de grupos entre GLn(K) e GL(Simn(K)) =

GLN(K).

A seguir, apresentamos alguns resultados gerais para espaços vetoriais, que nos fornecem
uma importante dualidade e nos permitem simplificar alguns casos de nossa classificação de
1-jatos.

Definição 2.1.9. Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão finita e H um subgrupo de
GL(W ). Dizemos que α1, α2 ∈ Hom(V,W ) são GL(V ) × H-equivalentes quando existem
β ∈ GL(V ) e γ ∈ H, tais que:

α2 = γ ◦ α1 ◦ β.

Definição 2.1.10. Se α ∈ Hom(V,W ) nós escrevemos α∗ para o correspondente elemento
de Hom(W ∗, V ∗).

Definição 2.1.11. Seja U um subespaço de um espaço vetorial V . Escrevemos U⊥ para
{φ ∈ V ∗;φ(U) = 0}.

Lema 2.1.12. (1) As aplicações α1, α2 são equivalentes se, e somente se, existe γ ∈ H que
leva im α1 em im α2.

(2) Temos (im α)⊥ = ker α∗, (ker α)⊥ = im α∗.
(3) As aplicações α1, α2 são equivalentes se, e somente se, para algum γ ∈ H a aplicação

γ∗ leva ker α∗1 em ker α∗2.
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Aplicando o Lema 2.1.12 para V = Kr, W = Simn(K) e H = GLn(K) agindo como um
subgrupo de GL(Simn(K)) de maneira óbvia, segue pelo item (1), que classificar aplicações
de posto k em Hom(Kr, Simn(K)) pela GLr(K) ×H-equivalência é equivalente a classificar
subespaços k-dimensionais de Simn(K) pela H-equivalência. Pelos itens (2) e (3), classificar

aplicações de posto k é equivalente a classificar subespaços
(
n(n+ 1)

2
− k

)
-dimensionais

de (Simn(K))∗ pela H-equivalência. Isto nos fornece um resultado útil de dualidade que
usaremos na classificação dos 1-jatos de matrizes.

Proposição 2.1.13. Há um isomorfismo linear natural Simn(K) → (Simn(K))∗ definido por
A 7→ tr(A.−) identificando esses dois espaços.

Sendo assim, para a dualidade acima podemos usar o seguinte resultado que nos garante
que classificar subespaços de dimensão k em Simn(K) é o mesmo que classificar subespaços

de dimensão
n(n+ 1)

2
− 1 em Simn(K).

Proposição 2.1.14. Sejam {Wi}, i = 1, 2, ...s subespaços de dimensão k de Simn equivalentes
pela GLn(K)-equivalência. Então os subespaços {W⊥

i }s
i=1, onde W⊥ = {A ∈ Simn; tr(AB) =

0 para todo B ∈ W}, é uma lista de subespaços de dimensão
n(n+ 1)

2
− k de Simn sobre a

mesma equivalência.

2.2 Grupo G

Denotamos por S o conjunto dos germes de aplicações suaves A : (Kr, 0) → Simn(K)

e por H os germes de aplicações suaves (Kr, 0) → GLn(K). Usando a estrutura de grupo
multiplicativo de GLn(K) podemos dar a H uma estrutura de grupo. Como já foi dito, será
comum vermos um elemento de S como um germe de uma aplicação (Kr, 0) → KN , onde

N =
n(n+ 1)

2
.

Usando os grupos R e H queremos definir uma ação de grupo em S que “preserve” certas
propriedades. Mas antes, relembremos o conceito de produto semidireto de dois grupos.

Sejam K e H dois grupos (não necessariamente finitos), se σ : K → Aut(H) é um
homomorfismo do grupo K no grupo dos automorfismos de H então σ̇ denotará a operação
definida sobre o conjunto K ×H da seguinte maneira:

(k, h)σ̇(k′, h′) = (k.k′, h.σ(k)(h′)).

Teorema 2.2.1. Seja K,H dois grupos e σ : K → Aut(H) um homomorfismo. Então
(K ×H,σ̇ ) é um grupo.

Definição 2.2.2. O grupo (K × H,σ̇ ) é chamado de produto semidireto de H por K com
homomorfismo σ.
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Passemos a definir uma estrutura de grupo em R×H. Denotemos por Aut(H) o grupo
de automorfismos de H e definimos o seguinte homomorfismo de grupos:

σ : R −→ Aut(H)

φ 7−→ σ(φ) : H → H
X 7→ X ◦ φ−1, assim temos:

Definição 2.2.3. O grupo G é o produto semidireto de R por H com homomorfismo σ.

Definição 2.2.4. Dois germes suaves A,B ∈ S são G-equivalentes se existe (φ,X) ∈ G tal
que:

B = X t(A ◦ φ−1)X.

Esta equivalência claramente nos fornece uma ação de G em S.

Observação 2.2.5. Pela Proposição 2.1.8, temos um homomorfismo de grupos entre o grupo
GLn(K) e o grupo GL(Simn) = GLN(K), que denotaremos por ξ. Este homomorfismo nos
fornece um homomorfismo de grupos entre o grupo H e o grupo C. De fato, lembrando que as
estruturas de grupo de H e C, provém das estruturas de grupo de GLn(K) e GLN(K), basta
definirmos este homomorfismo por:

ϑ : H → C
X → ξ ◦X.

Lema 2.2.6. O grupo G = R × H age no espaço das aplicações (Kr, 0) → KN como um
subgrupo do correspondente grupo de contato K.

Demonstração. A ação do grupoR em ambos os casos claramente coincidem. Pela Observação
2.2.5, temos um homomorfismo entre H e C. Logo, dado X ∈ H podemos correspondê-lo a
um elemento X̃ ∈ C, que age linearmente em KN da mesma forma que X age em Simn(K).
Em outras palavras, dada uma aplicação A : (Kr, 0) → (KN , 0) e um par (φ,X) ∈ R×H, a
ação deste par na aplicação A olhando um elemento de KN como um elemento de Simn(K)

coincide com a ação do par (φ, X̃) ∈ R× C = K em A, e o resultado segue.

Exemplifiquemos a demonstração acima para r = n = 2.

Exemplo 2.2.7. Dado um elemento X ∈ H, ele atua nas aplicações A : (K2, 0) → (Sim2(K), 0),
da mesma forma que o elemento ϑ(X) = X̃ ∈ C atua nas aplicações Ã : (K2, 0) → (K3, 0)

onde :

X =

(
α β

γ δ

)
e X̃ =


α2 2αγ γ2

αβ αδ + βγ γδ

β2 2βδ δ2

 .

Mais explicitamente, dado A : (K2, 0) → (Sim2(K), 0), podemos identificá-la trivialmente a

uma aplicação Ã : (K2, 0) → (K3, 0), isto é, se φ =

(
a b

b c

)
então Ã = (a, b, c). Logo,
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X tAX será uma aplicação de (K2, 0) → Sim2(K) e se a identificarmos com uma aplicação
(K2, 0) → (K3, 0), como acima, obtemos uma aplicação de (K2, 0) → (K3, 0) que será igual a
X̃Ã.

O fato que nos permite usar todas as técnicas da teoria de singularidades para o grupo
G segue do fato que G é um subgrupo geométrico de Damon do grupo de contato K. Para a
definição de subgrupo geométrico, ver [9].

Exemplificamos abaixo algumas estruturas preservadas pela G-equivalência.

Definição 2.2.8. O discriminante de um elemento A ∈ S é o germe do conjunto:

D(A), 0 = {x ∈ Kr; det(A(x)) = 0}, 0.

O próximo resultado nos diz que o tipo de singularidade deste elemento é preservada pela
G-equivalência.

Proposição 2.2.9. Se A,B ∈ S são G-equivalentes então existe um germe de difeomorfismo
φ : (Kr, 0) → (Kr, 0), preservando o discriminante, isto é, levando D(A) em D(B).

Vimos na introdução, que uma motivação para o estudo de germes (Kr, 0) → Simn(K) é
a sua relação com equações diferenciais binárias (EDB’s). Lembremos que uma EDB é uma
equação diferencial da forma

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0.

Dada uma EDB, podemos relacioná-la com a matriz(
a(x, y) b(x, y)

b(x, y) c(x, y)

)
,

a qual nós podemos pensar como uma aplicação A : (IR2, 0) → Sim2(IR), cujo determinante é
o discriminante da EDB. Como vimos acima, G preserva as singularidades do determinante.
O seguinte resultado relaciona o fato acima com o estudo das EDB’s.

Proposição 2.2.10. Dada uma EDB F = a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0,
escrevemos A(F ) para o seu correspondente elemento de S. Se φ : (IR2, 0) → (IR2, 0) é o
germe de um difeomorfismo levando a EDB F = 0 em uma EDB G = 0 então A(F ) e A(G)

são G-equivalentes.

No Capítulo 4 do artigo [25], o autor usa a classificação de matrizes simétricas para obter
resultados sobre as EDB’s.
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2.3 Espaço tangente

Dada uma família de matrizes A ∈ S, escreveremos Axi
para a matriz

∂A

∂xi

. O conjunto

S pode ser identificado com O(r,N), onde N =
n(n+ 1)

2
, e o grupo G com um subgrupo do

correspondente grupo de contato K, como vimos na seção anterior.

Na próxima proposição exibimos quem será o espaço tangente à órbita de um dado ele-
mento A. Mas para isso precisamos de algumas definições. Definimos Cij(A) (respectiva-
mente Rij(A)) como sendo a matriz cuja i-ésima coluna (resp. linha) é a j-ésima coluna
(resp. linha) de A e nas outras posições igual a zero. A matriz Aij será a matriz dada por
Aij = Cij(A) +Rij(A).

Exemplo 2.3.1. A =

(
x x+ y

x+ y y

)
, temos que

A11 = C11(A) +R11(A) =

(
x 0

x+ y 0

)
+

(
x x+ y

0 0

)
=

(
2x x+ y

x+ y 0

)

A12 = C12(A) +R12(A) =

(
x+ y 0

y 0

)
+

(
x+ y y

0 0

)
=

(
2(x+ y) y

y 0

)

A21 = C21(A) +R21(A) =

(
0 x

0 x+ y

)
+

(
0 0

x x+ y

)
=

(
0 x

x 2(x+ y)

)

A22 = C22(A) +R22(A) =

(
0 x+ y

0 y

)
+

(
0 0

x+ y y

)
=

(
0 x+ y

x+ y 2y

)

Proposição 2.3.2 (Espaço Tangente).

(1) O R-espaço tangente à órbita de um elemento A ∈ S é o O-módulo gerado por xjAxi
,

com 1 6 i, j 6 r.

(2) O espaço tangente a órbita de A sobre o grupo H de G é o O-módulo gerado por Aij =

Cij(A) +Rij(A), com 1 6 i, j 6 n. Portanto:

TGA = M{Axi
, 1 6 i 6 r}+O{Aij, 1 6 i, j 6 n}.

Observação 2.3.3. A dimensão do espaço tangente à órbita de um elemento em J1S pela
ação do grupo J1G será no máximo r2 + n2 − 1. Com efeito, podemos ver que 2

r∑
i=1

xiAxi
=

n∑
i=1

Aii, ou seja, existe pelo menos um gerador linearmente dependente. Portanto, sua dimen-

são pode ser no máximo r2 + n2 − 1.
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Definição 2.3.4. O espaço tangente estendido para o grupo G aplicado ao germe A, denotado
por TeGA é o O-módulo gerado por Axi

e Aij.

Nos artigos [10] e [11], James Damon introduz a KV -equivalência, onde V é uma varie-
dade analítica real ou complexa. No Apêndice C, alguns resultados sobre esta teoria foram
apresentados para que o leitor tenha acesso direto às idéias aqui comentadas.

Relacionaremos nossa equivalência com a KV -equivalência. Considerando a variedade
V = ∆, como sendo o conjunto das matrizes simétricas singulares e o ideal dos germes que se
anulam em V , denotado por I(V ) = I(∆), que é gerado pelo germe:

det: (Simn, 0) → C
A → det(A).

Definição 2.3.5. Denotamos por VH os campos de vetores em Simn(C) determinado pelo
grupo H, ou seja, VH é o ON -módulo gerado por Aij.

Observação 2.3.6. Cada Aij pode ser visto como um campo de vetores dado por

Aij = 2
n∑

k=1

(
1

2− δik

)
akj

∂

∂aki

.

Proposição 2.3.7. O módulo do campo de vetores holomórficos tangentes ao discriminante
∆, que denotamos por Derlog(∆) (ver Apêndice C), coincide com VH.

Demonstração. Claramente VH ⊂Derlog(∆), pois H preserva ∆. Por outro lado, dado um
campo de vetores θ =

∑
αij∂/∂aij ∈ Derlog(∆), devemos ter θ(det) ∈ I(∆), ou seja, θ(det) =

α det, para alguma função analítica α. Temos que o campo de Euler pertence a ambos os
módulos. Subtraindo um múltiplo dele de θ podemos considerar θ(det) = 0, ou seja,

n∑
i,j=1

αij
∂det

∂aij

=
n∑

i,j=1

αij(2− δij)(−1)i+jMij = 0

onde Mij é o menor complementar do elemento aij e δij é o delta de Kronecker.
Em [18], temos que as relações entre os menores complementares são geradas por:

n∑
i=1

(−1)i+kaijMik = δjkdet(A) para 1 6 j, k 6 n,

que são obtidas pela igualdade A.adj(A) =det(A)I.

Segue fácil que
n∑

i=1

(
1

2− δik

)
aij

∂

∂aik

para 1 6 j, k 6 n geram Derlog(∆). Mas, pela

Observação 2.3.6 esses são nossos geradores para VH, logo Derlog(∆) ⊂ VH. Portanto,
Derlog(∆) = VH.

Proposição 2.3.8. Sobre C a noção de K∆ e G-equivalência coincidem.
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Demonstração. O grupo H preserva o conjunto ∆, assim G ⊂ R× C∆. Mas pela Proposição
2.3.7 os espaços tangentes coincidem e resultado segue.

Pelo Lema 2.2.6, podemos ver o grupo G como um subgrupo do correspondente grupo
contato K. Assim, temos também o seguinte resultado para G:

Proposição 2.3.9 (Transversal Completa). Seja A um k−jato em JkS, escrevemos G1

para o subgrupo de G dos elementos cujo 1-jato é a identidade, e Hk+1S para as aplicações
polinomiais homogêneas de grau k+1. Suponha que TAJ

k+1G1.A∩Hk+1S +T = Hk+1S para
algum subespaço T de Hk+1S. Então todo (k + 1)-jato com k-jato A é Jk+1G1-equivalente a
um jato da forma A+B, com B ∈ T . Tal T é chamado de transversal completa.

Observação 2.3.10. Se A ∈ S, temos que

TG1.A = M2{Axi
, 1 6 i 6 r}+M{Aij, 1 6 i, j 6 n}.

2.4 Determinação Finita

Nessa seção exibimos condições necessárias e suficientes para que um germe seja finita-
mente determinado e alguns critérios para verificar seu grau de determinação.

Vimos na seção anterior que a noção de KV e G-equivalência coincidem sobre C. Assim,
alguns resultados que estão feitos para KV , que podem ser encontrados em [10] e [11],
serão assumidos. Boa parte dos resultados obtidos para G (ou KV ), sobre determinação
finita, seguem análogo aos resultados encontrados em [26] para os grupos R,L,A, C e K.
Apresentamos também nessa seção uma caracterização geométrica dos germes G-finitamente
determinados.

Comecemos com algumas definições. Dado A : (Kr, 0) → Simn(K), definimos a G-
codimensão de A como

G − cod(A) = dimK(MrS/TG.A),

e a Ge-codimensão de A como

Ge − cod(A) = dimK(S/TeG.A), assim:

Proposição 2.4.1. São equivalentes:

(i) G−cod(A) <∞

(ii) Ge−cod(A) <∞

(iii) Existe l tal que MlS ⊂ TGA

(iv) Existe k tal que MkS ⊂ TeGA
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Demonstração. As equivalências (i) ⇔ (iii) e (ii) ⇔ (iv), seguem direto da Proposição 1.1.20.
Logo, resta mostrarmos (i) ⇔ (ii).

(i) ⇒ (ii); Como TGA ⊂ TeGA, segue que se TGA tem codimensão finita então TeGA tem
codimensão finita.

(ii) ⇒ (i); Por hipótese Ge−cod A <∞, logo ∃ k tal que MkS ⊂ TeGA, ou seja, MkS ⊂
O{Axi

, Aij}.Mas,MkS ⊂ O{Axi
, Aij} ⇒Mk+1S ⊂M{Axi

, Aij} ⊂ O{MAxi
, Aij} = TG.A,

ou seja, G-cod A <∞.

As duas próximas proposições exibem critérios para que possamos verificar se um deter-
minado germe é finitamente determinado.

Proposição 2.4.2. Se A : (Kr, 0) → Simn(K) é k-G-determinado, então Mk+1S ⊂ TGA.

Demonstração. Como A é k−determinado, sem perda de generalidade podemos supor que
A ∈ JkS. Consideremos a seguinte projeção linear:

ρ : Jk+1S −→ JkS
B 7−→ jkB

Como ρ é linear e sobrejetora, segue que ρ é uma submersão e assim ρ−1(A) é uma
subvariedade em Jk+1S. Por [20], temos que o espaço tangente de ρ−1(A) é o núcleo de ρ,
ou seja, Mk+1S/Mk+2S ∼= ao espaço vetorial das aplicações polinomiais homogêneas de grau
k + 1.

Afirmação: ρ−1(A) ⊂ Jk+1G.A.
De fato, dado B ∈ ρ−1(A) temos que jkB = A. Como A é k-determinado segue que B é

G-equivalente a A. Assim existe (φ,X) ∈ G tal que B = X t(A ◦ φ−1)X. Logo, jk+1B = B =

jk+1[X t(A ◦ φ−1)X] ∈ Jk+1G.A. Portanto ρ−1(A) ⊂ Jk+1G.A.
Logo, a menos de identificações, segue que

Mk+1S/Mk+2S = T (ρ−1(A)) ⊂ TJk+1G.A =
(
TG.A+Mk+2S

)
/Mk+2S.

⇒Mk+1S ⊂ TG.A+Mk+2S.

Usando o Lema de Nakayama 1.1.19 obtemos Mk+1S ⊂ TG.A

Proposição 2.4.3. Se MkS ⊂ TG.A então A é k-determinado.

Demonstração. Ver ([10], p. 708).

Usando as proposições acima, podemos obter:

Proposição 2.4.4. Uma condição necessária e suficiente para que um germe A ∈ S seja
finitamente determinado é que MkS ⊂ TeG.A, para algum k ∈ IN.
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Passemos a trabalhar sobre C. A Proposição 2.1.1 nos diz que a ação de GLn(C) sobre
Simn(C) possui n + 1 órbitas. Estas órbitas determinam uma estratificação de Simn(C).
Dizemos que um germe A : (Cr, 0) → Simn(C) é transversal à estratificação de Simn(C)

em um ponto z0 ∈ Cr quando A′
z0

(Cr) + TA(z0)(GLn.A(z0)) = Simn(C), ou seja, quando o
C-espaço vetorial gerado por {Axi

(z0), Aij(z0)} for todo Simn(C).

Observação 2.4.5. Quando A(z0) for uma matriz invertível segue da Observação 2.1.3 que
o C-espaço vetorial gerado por Aij(z0) é todo Simn(C). Portanto, para todo z0 ∈ Cr em que
A(z0) for invertível temos que A é transversal à estratificação de Simn(C) em z0.

Assim como para os grupos de Mather, também temos uma caracterização geométrica para
germes G−finitamente determinados que será enunciada na próxima proposição. Em [10],
James Damon exibi uma prova deste resultado para o grupo KV que é praticamente análoga
à prova dada por Mather para o grupo K, com suas devidas modificações. Fornecemos esta
prova no Apêndice A para o grupo G. Em [5], J.W.Bruce fornece uma prova deste mesmo
resultado usando a teoria de feixes, que segue os argumentos utilizados por Gaffney. Para
maiores detalhes desta prova, usando feixes, ver [12] ou ([26], p. 492).

Proposição 2.4.6. Um elemento A ∈ S é G-finitamente determinado se, e somente se, A é
transversal à estratificação de Simn(C) fora da origem.

Corolário 2.4.7. Seja A ∈ S um germe G-finitamente determinado. Então não existe pontos

x em uma vizinhança da origem no qual a matriz A(x) possui coposto s, onde r 6
s(s+ 1)

2
.

Demonstração. O conjunto das matrizes simétricas de coposto s é uma variedade diferenciável

de codimensão
s(s+ 1)

2
em Simn(C). Dado A : (Cr, 0) → Simn(C), um germe G-finitamente

determinado, temos pela Proposição 2.4.6 que ele é transversal às órbitas da estratificação de
Simn(C) fora da origem. Assim, em uma vizinhança furada da origem a imagem inversa do

conjunto das matrizes de coposto s é uma variedade suave de codimensão
s(s+ 1)

2
, ou seja,

de dimensão r − s(s+ 1)

2
. Portanto é vazia se r 6

s(s+ 1)

2
.

Definição 2.4.8. Dizemos que um elemento A ∈ S é G-estável quando TeGA = S.

Proposição 2.4.9. Um elemento A ∈ S é G-estável se, e somente se, os vetores Ax(i)(0) são
transversais à órbita de GLn(C) em A(0).

Demonstração. Suponhamos que A é G-estável. Dado B ∈ Simn(C), consideremos o germe
constante W : (Cr, 0) → Simn(C), com W (x) = B, ∀x ∈ Cr. Como A é G-estável existem
f1, . . . , fr, g11, . . . , gnn ∈ O tais que

W =
∑

j

fjAxj
+
∑
k,l

gklAkl.
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Aplicando na origem, temos

B =
∑

j

fj(0)Axj
(0) +

∑
k,l

gkl(0)Akl(0)︸ ︷︷ ︸
∈ TA(0)(GL.A(0))

.

Como B é arbitrário, segue que os vetores Axj
(0) são transversais à órbita de GLn(C) em

A(0).
Por outro lado, se os vetores Axj

(0) são transversais à órbita de GLn(C) em A(0) então

S ⊂ TeG.A+MS.

Aplicando o Lema de Nakayma 1.1.19, segue que S ⊂ TeG.A e portanto A é G-estável.

Um resultado padrão na teoria de singularidades é que quase todas as aplicações são K-
finitamente determinadas, ver ([26], p. 513). Com uma pequena variação na prova desse
resultado podemos obter um resultado análogo para o grupo G. Mas antes, necessitamos de
algumas definições e resultados.

Sejam Vk ⊂ JkS subconjuntos algébricos, com Vk+1 ⊂ ρ−1(Vk). O conjunto V dos germes
de aplicações f com jkf ∈ Vk, para todo k, é chamado de conjunto proalgébrico. Claramente,
cod Vk 6 cod Vk+1. Escreveremos cod V para o limite de cod VK , quando k → ∞. Uma
propriedade de germes de aplicações que é válida exceto em um conjunto proalgébrico de
codimensão infinita é chamada de propriedade geral.

Proposição 2.4.10. Seja A um conjunto proalgébrico, temos que cod V = ∞ se, e somente
se, para cada z ∈ JkS nós podemos exibir f /∈ V com jkf = z.

Demonstração. Ver ([26], p. 513).

Na página 513 de [26], mostra-se que o conjunto de germes que não são K-finitamente
determinados é um conjunto proalgébrico. Analogamente podemos mostrar que conjunto de
germes que não são G-finitamente determinados é um conjunto proalgébrico. Logo, obtemos
o seguinte resultado:

Proposição 2.4.11. Para todo r, n os germes A : (Cr, 0) → Simn(C) que não têm G-
codimensão finita formam um conjunto de codimensão infinita em S.

Demonstração. Usando a Proposição 2.4.10 é suficiente mostrarmos que para todo germe
de aplicações polinomiais de grau m, A : (Cr, 0) → Simn(C) = CN , podemos exibir uma
aplicação polinomial B : (Cr, 0) → Simn(C) de grau m + 1 com jmB = A e B com G-
codimensão finita.

Seja Hm+1 o espaço das aplicações polinomiais homogêneas (Cr, 0) → Simn(C) de grau
m+1 e considere a aplicação G : Cr×Hm+1 → Simn(C), definida por G(x,C) = A(x)+C(x).
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Temos que G é uma submersão quando restrita a (Cr − {0}) × Hm+1 e em particular G :

(Cr−{0})×Hm+1 → Simn(C) é transversal à ∆. O Lema Básico de Transversalidade de Thom
(ver [13]), assegura que para quase todo C ∈ Hm+1 nós temosG(−, C) : (Cr−{0}) → Simn(C)

transversal à ∆. Seja C tal que G(−, C) : (Cr − {0}) → Simn(C) é transversal à ∆ e defina
B = A + C. Claramente temos que jmB = A e por construção B é transversal à ∆ fora
da origem. Pela Proposição 2.4.6 temos que B é G-finitamente determinado e o resultado
segue.

2.5 Germes Simples

Estamos interessados na classificação de germes simples de aplicações A : (Cr, 0) →
Simn(C). Nesta seção, vamos definir germes simples e apresentar critérios que os identi-
fiquem. Em seguida vamos discutir quais são os possíveis valores de r, n para que possamos
obter germes simples. Entre esses valores, aparecerão n = 2 e n = 3, para os quais identifi-
camos na próxima seção com pencils de quadráticas em 2 e 3 variáveis, respectivamente.

Definição 2.5.1. Um germe finitamente determinado f ∈ MnO(n, p) é dito G-simples se
existe vizinhança V de jkf (k grande) em Jk(n, p) tal que V encontra um número finito de
JkG-órbitas.

Observação 2.5.2. Se f ∈MnO(n, p) é simples então jkf(0) é simples para qualquer k > 1.

Dadas aplicações Aj : (Kr, 0) → Simn(j), j = 1, 2, denotaremos por A1 ⊕ A2 : (Kr, 0) →
Simn(1)+n(2) a aplicação dada por:

(x, y) →

(
A1(x, y) 0

0 A2(x, y)

)

Proposição 2.5.3. Dado um germe A : (Kr, 0) → Simn(K), suponhamos que posto de A
na origem seja s. Quando K = C então A é G-equivalente a um germe da forma Is ⊕ B,
onde B : (Cr, 0) → Sim(n−s)(C) tem posto nulo na origem e Is é a matriz identidade s × s.
Sobre IR trocamos Is por uma matriz com ±1’s na diagonal. A G-codimensão de A é igual à
de B, seus desdobramentos são naturalmente isomórficos e seus discriminantes coincidem. A
simplicidade de um é equivalente à simplicidade do outro. Dizemos que A é uma suspensão
de B.

O resultado acima nos mostra que podemos apenas considerar germes que se anulam na
origem. Sendo assim, passaremos a utilizar o método tradicional de classificação apresentado
na Seção 1.1, para o qual os principais resultados são: Transversal Completa, Lema de Mather
e critérios de determinação finita.
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A Transversal Completa pode produzir uma família de jatos que são todos distintos sob
a G-equivalência. Neste caso, dizemos que esta família possui módulo e que o germe é não
simples. O próximo resultado nos fornece um critério para detectarmos a existência de módulo
e o utilizaremos para descartar os casos de germes não simples.

Proposição 2.5.4. Sejam V um K-espaço afim e G um grupo algébrico de Lie agindo em V .
Se W é uma subvariedade suave de V com a propriedade de que o conjunto {w ∈ W ; TwW ⊂
TwG.w} é uma subvariedade própria de W então dado qualquer w ∈ W , para toda vizinhança
U de w temos que ela encontra um número infinito de G-órbitas.

Observação 2.5.5. Em particular, se dim W > dim G então temos módulo. De fato, lem-
brando que dim TwG.w 6 dim G, temos que

dim TwGw 6 dim G < dim W

logo o conjunto {w ∈ W ; TwW ⊂ TwG.w} será vazio, segue da Proposição 2.5.4 que temos
módulo. Em particular, tomando W = V , temos que se dim V > dim G, então temos módulo.

Observação 2.5.6. A Proposição 2.2.9 fornece uma ferramenta importante para a verificação
de módulo. Se a singularidade do discriminante de uma matriz possui um módulo que pode ser
realizado através da variação dos coeficientes da matriz então, por esta proposição, a matriz
é também não simples.

Como estamos interessados em classificar germes suaves A : Kr → Simn(K), que sejam
G-simples, vamos primeiramente detectar os casos em que eles não podem aparecer. Segue
do Lema 1.1.16, que se um elemento A ∈ S possui 1-jato α ∈ Hom(Kr, Simn(K)) no qual
qualquer vizinhança de α encontra infinitas órbitas em J1G então A é não simples. Usando
esta idéia obtemos os seguintes resultados:

Proposição 2.5.7. Não há germes simples se:
• r = n = 3;
• n > 4 e 2 6 r 6 (n2 + n− 4)/2.

Demonstração. A ação do grupo J1G no espaço dos 1-jatos de S, se reduz à ação de GLr(K)

e GLn(K) em Hom(Kr, Simn(K)). A dimensão do grupo GLr(K) × GLn(K) é r2 + n2 e do

espaço
rn(n+ 1)

2
. Pela Observação 2.3.3, a dimensão de cada órbita nesta ação é no máximo

r2 + n2 − 1. Segue da Observação 2.5.5 que se
rn(n+ 1)

2
> r2 + n2 então não há germes

simples. Verifiquemos para quais valores de r, n é satisfeita a inequação:

rn2 + rn− 2r2 − 2n2 > 0 (2.1)
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Para n = 1 ou n = 2, a inequação (2.1) nunca vale. De fato, para n = 1 e n = 2, temos
respectivamente:

r + r − 2r2 − 2 = 2(−r2 + r − 1)

4r + 2r − 2r2 − 8 = 2(−r2 + 3r − 4)

Usando Bhaskara temos que o discriminante das expressões (−r2 + r−1) e (−r2 +3r−4),
são −3 e −7, respectivamente. Deste modo, ambas equações não possuem raiz real e assim
(−r2 + r − 1) < 0 e (−r2 + 3r − 4) < 0, ∀r ∈ IN.

Para n = 3, temos

9r + 3r − 2r2 − 18 = −2(r2 − 6r + 9) = −2(r − 3)2

Portanto a inequação (2.1) é satisfeita para n = 3 somente se r=3.

Afirmação: Se n > 4 e r > 2, a inequação (2.1) vale se, e somente se, r 6
n(n+ 1)

2
− 2.

De fato, sejam n > 4 e r > 2, fixos. Suponha que a inequação (2.1) é satisfeita para esses
valores de r e n. Assim, são equivalentes:

rn2 + rn− 2r2 − 2n2 > 0

r(n2 + n− 2r) > 2n2

r(
n2 + n− 2r

2
) > n2.

Como n > 4 e r > 2, se (2.1) é satisfeita, temos

n2 + n− 2r

2
> 0, (2.2)

e ainda, r, n ∈ IN ⇒ n(n+ 1)− 2r

2
∈ IN. Podemos afirmar que

n2 + n− 2r

2
> 1. Com efeito,

se supormos que
n2 + n− 2r

2
= 1, segue que

r(
n2 + n− 2r

2︸ ︷︷ ︸
=1

) > n2 ⇒ r > n2.

Usando que n > 4 ⇒ n < n2 6 r, logo n2 + n − 2r < 0 o que contradiz (2.2). Portanto
n2 + n− 2r

2
> 1, ou seja,

n2 + n− 2r

2
> 2 ⇒ n2 + n

2
− 2 > r.

Por outro lado, suponha n > 4 e 2 6 r 6
n2 + n

2
−2, queremos mostrar que para quaisquer

r e n nessas condições (2.1) se verifica.

Para tanto, seja n > 4 fixo e considere:
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g(r) = rn2 + rn− 2r2 − 2n2

= −2r2 + r(n2 + n)− 2n2.

Calculando as raízes de g, obtemos:

r1 =
(n2 + n)−

√
(n2 + n)2 − 16n2

4
; r2 =

(n2 + n) +
√

(n2 + n)2 − 16n2

4
.

Logo, para todo r tal que r1 6 r 6 r2, temos g(r) > 0, ou seja, (2.1) é satisfeita. Sendo

assim, se mostrarmos que r1 6 2 e
n2 + n

2
− 2 6 r2, o resultado segue.

Mostremos que r1 6 2.

Como 4 6 n, temos:

64 6 16n

−16n+ 64 6 0

−16n2 − 16n+ 64 6 −16n2

(n2 + n− 8)2 6 (n2 + n)2 − 16n2

n2 + n− 8 6
√

(n2 + n)2 − 16n2

n2 + n−
√

(n2 + n)2 − 16n2 6 8

n2 + n−
√

(n2 + n)2 − 16n2

4
6 2

r1 6 2.

Mostremos que
n2 + n

2
− 2 6 r2.

Como 4 6 n, temos:
64 6 16n

−16n+ 64 6 0

(n2 + n)2 − 2(8)(n2 + n) + 64 6 (n2 + n)2 − 16n2

(n2 + n− 8)2 6 (n2 + n)2 − 16n2; (ambos os lados são positivos)
n2 + n− 8 6

√
(n2 + n)2 − 16n2

2n2 + 2n− 8 6 n2 + 2n+
√

(n2 + n)2 − 16n2

n2 + n

2
− 2 6

n2 + 2n+
√

(n2 + n)2 − 16n2

4
n2 + n

2
− 2 6 r2.

Seja A : (Kr, 0) → Simn(K) e considere seu 1-jato α ∈ Hom(Kr, Simn(K)) então temos
que posto(α) = posto(dA(0)) e coposto(α) = coposto(dA(0)). Usando este conceito e a
proposição anterior, podemos melhorar a descrição dos casos que nos interessam.

Proposição 2.5.8. Temos que α não é G-simples a menos que um dos seguintes casos ocorra:
• n = 1, 2 ou r = 1;
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• r = 2 e n = 3;

• para n > 3, coposto(α) = 0 ou 1;

• se n = 3 então posto(α) = 4.

Demonstração. Seja α ∈ Hom(Kr, Simn(K)) e suponha que coposto(α) = s. Pelo Lema
2.1.12 o núcleo da aplicação dual α∗ : Sim∗

n → (Kr)∗ tem dimensão s. Este núcleo é um

subespaço s-dimensional de um espaço de dimensão N =
n(n+ 1)

2
, ou seja, é um elemento

de uma Grasmaniana de dimensão (N − s)s.

Temos uma ação do projetivo do grupo linear PGLn nesse espaço. Pela Observação 2.5.5,
temos módulo quando:

s

[
n(n+ 1)

2
− s

]
> n2, ou seja , sn2 + ns− 2s2 − 2n2 > 0

Mas note que pelas contas da proposição anterior essa inequação só é satisfeita para:

• n > 4 e 2 6 s 6
n2 + n− 4

2
ou

• n = s = 3.

Agora, se n > 4, para que não haja módulo devemos ter
n2 + n− 4

2
< s ou s < 2. Mas,

quando
n2 + n− 4

2
< s, temos

n2 + n

2
− s︸ ︷︷ ︸

posto(α)

< 2. Logo, posto(α) deve ser 0 ou 1. Assim para

n > 4, temos posto(α) 6 1 ou coposto(α) 6 1.

Mas quando r > 2 os 1-jatos de posto 0 ou 1 têm órbita adjacente de posto 2, que tem
módulo. Portanto, se n > 4, poderemos encontrar germes simples somente quando r = 1 ou
coposto(α) = 0 ou coposto(α) = 1.

Quando n = 3, pela proposição anterior para encontrarmos germes simples devemos ter
r 6= 3 e pelo que foi dito acima também devemos ter s 6= 3. Assim, se r > 3 então para que
não haja módulo devemos ter s > 3 ou s < 3. Se s = 6 − posto(α) > 3 ⇒ 3 > posto(α),
logo qualquer elemento nessas condições possui órbita adjacente de posto 3, que tem módulo.
Portanto, para n = 3 podemos encontrar germes simples se r = 1, r = 2 ou posto(α) igual a
4; 5 ou 6. Não há condição quando n = 1, 2.

Sendo assim, para encontrarmos germes simples devemos ter
• n = 1, 2 ou r = 1

• (n = 3 e r = 2) ou (n = 3 e posto(α) = 4, 5, 6)
• para n > 4 posto(α) = 0; 1

Claramente essas condições são equivalentes àquelas enunciadas na proposição.
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2.6 Classificação dos 1-jatos provenientes dos pencils de

quadráticas

Vimos na Proposição 2.5.8, quais valores de r e n podem nos fornecer germes simples,
entre eles temos n = 2 e n = 3. A classificação dos 1-jatos α : Kr → Simn(K) para estes
casos são provenientes dos pencils de quadráticas em 2 e 3 variáveis, respectivamente. Para
obter estas formas normais vamos usar resultados que relacionam formas quadráticas com
matrizes simétricas e resultados de dualidade (ver Seção 2.1).

Analisemos quando n = 2. Dado o 1-jato α ∈ J1S temos que posto(α) 6 3. O caso
posto(α) = 3 será tratado na Proposição 3.1.2. Assim, resta analisarmos quando posto(α) 6 2.

Fazendo mudanças na fonte de α podemos escrevê-lo da forma:

α =

(
a1x+ b1y a2x+ b2y

a2x+ b2y a3x+ b3y

)
= x

(
a1 a2

a2 a3

)
+ y

(
b1 b2

b2 b3

)
= xB1 + yB2.

A ação de J1G nos 1-jatos se reduz à ação de GL2(C)×GL2(C) em Hom(K2, Sim2(K)).
A ação na meta desses elementos nada mais é do que a ação de GL2(K) em Sim2(K) e a
ação na fonte é uma mudança na base do espaço gerado por B1 e B2. Associando as matrizes
B1, B2 com as suas formas quadráticas correspondentes e usando a Proposição 2.1.7, segue
que classificar os 1-jatos pela ação de GL2(K)×GL2(K), é equivalente a classificar pencil de
quadrática pela ação de GL2(K)×GL2(K). A partir de agora, trabalhemos sobre C.

Proposição 2.6.1. Os pencils de quadráticas sobre C possuem as seguintes formas normais:

(x2 + y2, xy), (x2, xy), (x2 + y2, 0), (x2, 0), (0, 0)

Demonstração. Ver [13].

Usando o isomorfismo dado na Proposição 2.1.4, façamos corresponder para cada coor-
denada do pencil a sua matriz correspondente Bi. Assim, obtemos o 1-jato xB1 + yB2 ∈
Hom(Cr, Sim2(C)). Por exemplo, para o pencil (x2 + y2, xy) temos

x2 + y2 =
(
x y

)( 1 0

0 1

)(
x

y

)
e xy =

(
x y

)( 0 1

1 0

)(
x

y

)
.

Portanto, o 1-jato correspondente ao pencil (x2 + y2, xy) é dado por

x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
x y

y x

)
.

Analogamente para os outros pencils obtemos os seguintes 1-jatos:
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(x2 + y2, xy) → x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
x y

y x

)
, (2.3)

(x2, xy) → x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

1 0

)
=

(
x y

y 0

)
, (2.4)

(x2 + y2, 0) → x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 0

0 0

)
=

(
x 0

0 x

)
, (2.5)

(x2, 0) → x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 0

0 0

)
=

(
x 0

0 0

)
. (2.6)

Portanto, temos:

Proposição 2.6.2. Sobre C, quando n = 2, as possíveis órbitas dos 1-jatos são:(
x y

y x

)
,

(
x y

y 0

)
,

(
x 0

0 x

)
,

(
x 0

0 0

)
e

(
0 0

0 0

)
.

Por outro lado, quando n = 3 temos posto(α) 6 6. Pela Proposição 2.5.8 podemos obter
germes simples quando r = 1, r = 2 ou posto(α) = 4, 5, 6. O caso r = 1 será tratado na
Proposição 3.1.4 e os casos em que posto(α) = 5, 6 serão tratados na Proposição 3.1.2. O
caso r = 2 e posto(α) = 1 será tratado na Proposição 3.2.1. Logo, resta considerarmos os
casos em que posto(α) = 4 e o caso em que r = 2, mas posto(α) = 2. Pelo Lema 2.1.12
e pela Proposição 2.1.14, classificar subespaços de dimensão 2 em Sim3(C) é equivalente a
classificar subespaços de dimensão 4 em Sim3(C). Vamos usar este fato para simplificar esta
classificação.

Pelos mesmos argumentos feitos no caso em que n era igual a 2, segue que classificar os
1-jatos pela ação de J1G é equivalente a classificar pencils de quadráticas em três variáveis,
ou seja, cônicas. Para esta classificação é usado o conceito de Símbolo Segre que aparece
entre chaves na Proposição 2.6.3. Não utilizaremos estes símbolos, porém apresentamos um
resumo desta teoria no Apêndice B. No caso de cônicas temos 12 formas normais, ver ([27],
p. 477). Porém quatro dessas formas normais fornecem pencils em que uma das cônicas se
anula identicamente. Pelo que foi dito acima, estamos apenas interessados em pencils que
produzam espaços de dimensão 2. Logo, temos:

Proposição 2.6.3. As formas normais dos pencils de cônicas, junto com os seus Símbolos
Segre, são os seguintes:

(xy, x2 + y2 + z2), {1, 1, 1}; (xy, y2 + z2), {2, 1}; (2xz + y2, xy), {3};

(xy, z2), {(1, 1), 1}; (x2 + 2yz, y2), {(2, 1)}; (x2, y2), {1, 1; 1};

(xy, xz), {; 2}; (x2, xy), {2; 1}.

27



Através destes pencils passemos a obter as formas normais dos 1-jatos de matrizes quando
n = 3 para os casos r = 2 e posto(α) = 4.

Para o caso r = 2, n = 3 e posto(α) = 2, seguimos o mesmo processo de r = n = 2, onde a
cada pencil associamos duas matrizes B1, B2 e o 1-jato será xB1 + yB2. Para que fique claro,
tomando por exemplo o pencil (xy, y2 + z2) temos:

xy =
(
x y z

)
0 1 0

1 0 0

0 0 0




x

y

z

 e y2 + z2 =
(
x y z

)
0 0 0

0 1 0

0 0 1




x

y

z

 .

Logo, o 1-jato correspondente a esse pencil é dado por:

x


0 1 0

1 0 0

0 0 0

+ y


0 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


0 x 0

x y 0

0 0 y

 .

Fazendo o mesmo para cada pencil obtemos:

Proposição 2.6.4. Sobre C, quando r = 2 e n = 3 as possíveis órbitas dos 1-jatos de posto
2 são: 

y x 0

x y 0

0 0 y

,


0 x 0

x y 0

0 0 y

,


0 y x

y x 0

x 0 0

,


0 x 0

x 0 0

0 0 y

,


x 0 0

0 y x

0 x 0

,


x 0 0

0 y 0

0 0 0

,


0 x y

x 0 0

y 0 0

,


x y 0

y 0 0

0 0 0

 .

Para o caso n = 3 e posto(α) = 4, temos que a Proposição 2.6.3 nos fornece germes lineares
de posto 2, que são provenientes dos pencils. Lembremos que pela dualidade fornecida no
Lema 2.1.12, classificar subespaços de dimensão 2 nas simétricas é equivalente a classificar
subespaços de dimensão 4. Assim, pela dualidade, cada família dos 1-jatos de posto 4 é
gerada pelo espaço ortogonal ao espaço dado pelos geradores do pencil. Ou seja, se um pencil
é gerado por B1,B2, então a família dos 1-jatos A, consiste dos germes tais que tr(BiA) = 0,
para i=1,2.

Por exemplo, tomando o pencil (xy, x2 + y2 + z2) que é gerado por B1 =E 12 e B2 =

E 11+E 22+E 33, temos que o germe A=


a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 deve satisfazer:

{
a11 + a22 + a33 = 0

a12 = 0
.
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Assim, esse pencil nos fornece o elemento


x 0 z

0 y w

z w −x− y

 . Logo, temos:

Proposição 2.6.5. Sobre C, quando n = 3 as possíveis órbitas dos 1-jatos de posto 4 são:

(xy, x2 + y2 + z2),


x 0 z

0 y w

z w −x− y

; (xy, y2 + z2),


x 0 z

0 y w

z w −y

;

(2xz + y2, xy),


x 0 y

0 −y z

y z w

; (xy, z2),


x 0 z

0 y w

z w 0

; (x2 + 2yz, y2),


x z w

z 0 −x
w −x y

;

(x2, y2),


0 y z

y 0 w

z w x

; (xy, xz),


x 0 0

0 y w

0 w z

; (x2, xy),


0 0 z

0 x w

z w y

 .
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Capítulo 3

Classificação

O objetivo deste capítulo é classificar germes simples A : Cr → Simn(C) e exibir formas
normais para eles. Essa classificação é feita utilizando resultados como a Transversal Com-
pleta, Lema de Mather e critérios de determinação finita. O fato de serem germes simples
pode (como de costume) ser deduzido utilizando seus desdobramentos versais.

No capítulo anterior obtivemos os possíveis casos em que o 1-jato de A pode ser simples.
Vamos ver que alguns deles geram ainda germes não simples, portanto não serão considerados
em nossa classificação. A classificação dos germes simples foi dividida em 5 casos, sendo que
cada caso se encontra em uma seção deste capítulo.

Vimos na Proposição 2.5.8 que em alguns casos ser simples está relacionado ao posto ou
coposto do 1-jato de A, comecemos com alguns destes casos.

3.1 Os casos coposto 0, coposto 1, r=1

Seja A : (Cr, 0) → Simn(C), (com A(0) = 0) e seu 1-jato α ∈ Hom(Cr, Simn(C)). Lem-
bremos que posto(α) = posto(d(A(0)) e coposto(α) = coposto(d(A(0)). O próximo teorema
resume as Proposições 3.1.2 e 3.1.3, que classificam os germes cujo 1-jato tem coposto 0 ou 1.

Teorema 3.1.1. (1) Quando coposto(α) = 0 temos uma forma normal A : CN × Cs →
Simn(C) dada por A(x, z)ij = xij que é G-simples e tem Ge-codimensão 0. Aqui N = n(n+1)

2

e as variáveis z são redundantes.
(2) Quando coposto(α) = 1 temos dois casos :

(i) Uma forma normal A : CN−1 × Cs → Simn(C) dada por A(x, z)ij = xij para
(ij) 6= (11) e A(x, z)11 =

∑n
i=2 xii +f(z), onde f : (Cs, 0) → C é um germe R-simples

([2]).
(ii) Uma forma normal A : CN−1 × Cs → Simn(C) é dada por A(x, z)ij = xij para
(ij) 6= (11) e A(x, z)11 =

∑n−1
i=2 xii + f(xnn, z), onde f : (C× Cs, 0) → C é um germe
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simples de uma função de variedade com bordo ([3]).

Proposição 3.1.2. (1) Se coposto(α) = 0 então o 1-jato é uma submersão. Qualquer germe
A ∈ S com tal 1-jato é 1-G-determinado e de fato G-estável no sentido natural. Uma forma
normal é obtida colocando uma diferente função coordenada em cada posição.

(2) Se coposto(α) = 1, então r ≥ n(n+ 1)

2
− 1 e denominamos as primeiras

n(n+ 1)

2
− 1

das x-variáveis por xij com 1 ≤ i, j ≤ n, (i, j) 6= (1, 1). Então α é equivalente ao 1-jato da
forma: (

t∑
i=2

xii

)
E11 +

∑
(i,j) 6=(1,1)

xijEij,

onde Eij é a matriz com 1 na (i, j)-ésima e (j, i)-ésima posições e zeros nas outras e 1 ≤ t ≤ n

(o caso t = 1 é interpretado com a primeira soma ausente).

Demonstração. (1) Basta usarmos o Teorema das Submersões.

(2) Temos que α ∈ Hom(Cr, Simn(C)) e por hipótese coposto(α) = 1, ou seja, posto(α) =
n(n+1)

2
− 1 e consequentemente r ≥ n(n+1)

2
− 1. Pela dualidade fornecida no Lema 2.1.12 e

na Proposição 2.1.14, basta classificarmos subespaços 1-dimensionais de Simn(C) pela nossa
equivalência. Sabemos que as formas normais por essa ação são dadas por I∗t , com 1 6 t 6 n.
Logo, para obtermos as formas normais dos 1-jatos com coposto 1, devemos exibir para
cada t, um 1-jato em que sua imagem seja (I∗t )⊥ = {X ∈ Simn(C); traço(XI∗t ) = 0}. Os

elementos da forma
t∑

i=2

−xiiE11 +
∑

(i,j) 6=(1,1)

xijEij, satisfazem esta condição e claramente os

1-jatos descritos na proposição são J1G-equivalentes a estes.

Proposição 3.1.3. A classificação de germes com 1-jato dados na Proposição 3.1.2, item
(2), reduz à classificação de germes de funções (Cs × CM , (0, 0)) 7→ C, onde M = m(m+1)

2
,

m = n−t, e CM é considerado o espaço das matrizes simétricas m×m com um discriminante
∆. O grupo relevante de equivalência é o produto semi-direto do grupo de difeomorfismos
preservando Cs ×∆ e o grupo usual C para germes de funções.

Não há singularidades simples se m ≥ 2, ou seja, se t ≤ n−2. Assim precisamos somente
considerar os casos t = n e t = n − 1. Estes reduzem respectivamente à classificação de
funções, funções em uma variedade com bordo, com o grupo C presente.

Demonstração. Seja um 1-jato A como na Proposição 3.1.2, item (2). Assim, A é da forma:

A =



∑t
i=2 xii x12 ... ... x1n

x12 x22 . . . ... ...
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

x1n . . . . . . . . . xnn


.
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Calculemos uma 2-transversal completa para A. Usando os elementos Axij
, com i 6=

j, obtemos todos os elementos de H2S em todas as entradas fora da diagonal e com os
elementos Axii

, para t 6 i 6 n, obtemos todos os elementos de H2S nas (t + 1)-ésima até
a n-ésima posição da diagonal. Para 2 6 i 6 t, usando os elementos Aij e Axii

obtemos
todos os elementos do ideal Mr〈xij, 1 ≤ j ≤ n e 2 6 i 6 t〉 na posição (1, 1) e com os
elementos A1j obtemos todos os elementos do ideal Mr〈x1j, 2 ≤ j ≤ n〉 na mesma posição.
Consequentemente com Axii

temos estes mesmos ideais na i-ésima posição da diagonal. Temos
também todos os múltiplos de p(E11 + Eii), com p ∈ H2S.

Suponhamos que há s variáveis y1, ..., ys não aparecendo neste 1-jato, logo r = n(n+1)
2

+s−1.
Pelo que foi feito acima, segue que uma 2-transversal completa é obtida adicionando um termo
geral h(X, z) na entrada (1, 1) da matriz A, onde X denota as variáveis xij com t + 1 ≤ i ≤
j ≤ n e z = (y1, . . . , ys).

Podemos fazer todas as mudanças de coordenadas nas variáveis z. Porém, se nós queremos
preservar a forma da transversal completa, as mudanças de coordenadas nas variáveisX devem
ser recuperadas pela ação do grupo H.

Isto significa, que se Ht é o subgrupo de H correspondente às matrizes da forma I ⊕ B,
onde I é a matriz identidade t× t e B é uma matriz invertível m×m, então podemos fazer
mudanças de coordenadas nas variáveis X pela ação X 7→ BtXB. Isto resulta, que se duas
funções h1(X, z) e h2(X, z) são equivalentes por esta ação então os correspondentes germes
são G-equivalentes. Por outro lado, podemos checar que os espaços normais pela G-ação para
germes de aplicação e o do K∆-ação das correspondentes germes de funções são isomorfos.
Em outras palavras, temos identificado um subgrupo de G que em todo o espaço dos jatos a
dimensão das órbitas de JkG e JkK∆ coincidem. Portanto, as órbitas coincidem.

Passemos a verificar para que valores de t podemos obter germes simples, para isto vamos
trabalhar no espaço dos 2-jatos. Suponha que h(0, z) é não degenerada (os outros casos seguem

por adjacência). Podemos fazer mudanças de coordenadas para obtermos h =
s∑

i=1

z2
i + g(X).

Considere o espaço afim V dos 2-jatos dessa forma, lembrando que estamos classificando

pelo grupo J2K∆, temos que V tem dimensão
[m(m+ 1)]2 + 2m(m+ 1)

8
e o grupo que age

tem dimensão m2. Pela Observação 2.5.5, podemos obter germes simples somente se m2 >
[m(m+ 1)]2 + 2m(m+ 1)

8
, ou seja, 8m2 > m2(m + 1)2 + 2m(m + 1), mas esta desigualdade

só é verificada para m = 0 ou m = 1.
Assim, quando t = n a classificação reduz a K-classificação de funções. Quando t = n− 1

a classificação se reduz à classificação de funções em variedades com bordo (com o C grupo
presente). As singularidades simples estão determinadas por Arnold em [2] e [3].

Classificamos agora germes A : Cr → Simn(C), com r = 1.

Proposição 3.1.4. Quando r = 1, todos os germes G-finitamente determinados são simples
e G-equivalentes a um germe da forma diag(xm1 , xm2 , ..., xmn), onde m1 6 m2 6 ... 6 mn.
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Este germe tem G-codimensão
∑n

i=1(n− i+ 1)mi − 1.

Demonstração. Tomemos um germe finitamente determinado A. Se o primeiro jato de A não
nulo for o k-ésimo jato então jkA = xkB, onde B é uma matriz constante. Pela Proposição
2.1.1, se posto(B) = s então podemos reduzir esse k−jato a xkI∗s ⊕ 0.

Queremos determinar as órbitas em Jk+1(C, Simn) de elementos cujo k-jato é igual a
xkI∗s ⊕ 0. Para isto, calculemos a transversal completa T . O espaço tangente à órbita de
Jk+1G1.A em A, ou seja TAJ

k+1G1.A, contém todos os elementos deHk+1S exceto os elementos
xk+1Eij, em que i é maior que s. De fato, quando i 6 s, tomando (xkI∗s ⊕0)ji e multiplicando
por x temos x(xkI∗s⊕0)ji ∈ TAJ

k+1G1.A, mas x(xkI∗s⊕0)ji = xk+1Eij, o que implica xk+1Eij ∈
TAJ

k+1GA.

Logo, se C ∈ Simn−s(C) denota uma matriz qualquer, segue da Proposição 2.3.9 que
jk+1A é Jk+1G-equivalente a um elemento da forma xkI∗s ⊕ xk+1C. E o resultado segue por
indução.

3.2 Sobre o 1-jato de posto 1

A seguir estudamos as formas do 1-jato α quando posto(α) = 1 e quais as possibilidades
para r, n para que α seja germe simples. Estes casos serão concluídos nos estudos das próximas
seções, completando assim a classificação para posto(α) = 1.

Proposição 3.2.1. Suponha posto(α) = 1 então:

(1) Podemos reduzir o 1-jato à forma normal x1I
∗
t .

(2) Singularidades simples com 1-jato x1I
∗
t pode acontecer somente se n = 1; r = 1;

(r, n) = (2, 2)

Demonstração. Para a prova de (1), se posto(α) = 1 então podemos fazer mudanças de
coordenadas na fonte de maneira que α seja equivalente à:

(x1, ...xr) 7→ x1B

onde B ∈ Simn. Por outro lado, pela Proposição 2.1.1 podemos tomar elementos em H de
maneira a obter x1I

∗
t .

Para (2), pela Proposição 2.5.8 singularidades simples podem ocorrer se n = 1, 2 ou r = 1;
n = 3 e r = 2; n > 3 com coposto(α) = 0 ou 1; n = 3 e posto(α) = 4. Porém os dois
últimos dois casos não precisamos considerar pois estamos supondo posto(α) = 1. Desta
forma, sobram os casos listados em (2) e os casos
• n = 2 e r > 3;
• n = 3 e r = 2.
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Considere o caso n = 2 e r > 3 e suponha t = 2. Usando a Proposição 2.3.9 segue que seu
2-jato é J2G-equivalente a um elemento da forma:(

x1 g(y)

g(y) x1 + f(y)

)
, onde y = (x2, ..., xr) e f, g ∈M2

r−1.

Seu discriminante é dado por x2
1 +x1f(y)−g2(y) =

(
x1 +

f(y)

2

)2

−
(
g2(y) +

f 2(y)

4

)
.

Fazendo a mudança de coordenadas (x1, x2, ..., xr) → (x1 −
f(y)

2
, x2, x3, ..., xr), obtemos:

x2
1 −

(
g2(y) +

f 2(y)

4

)
.

Sabemos que classificar esta função se reduz a classificar
(
g2(y) +

f 2(y)

4

)
, que é não simples

(inicia com termos de grau 4). Portanto o 2-jato da matriz é não simples.
Quando t < 2, basta usarmos o fato que toda matriz finitamente determinada com 1-jato

x1I
∗
t é adjacente a uma matriz com 1-jato x1I

∗
2 , que é não simples pelo que foi dito acima,

logo, será não simples também.
Considere o caso r = 2 e n = 3, e suponha que t = 3. Calculando sua 2-transversal

completa T segue que seu 2-jato será J2G-equivalente a um elemento da forma:
x ay2 by2

ay2 x+ cy2 dy2

by2 dy2 x+ ey2

 , onde a, b, c, d, e ∈ C.

Novamente seu discriminante possui uma singularidade não simples. O caso t < 3, segue pelo
mesmo argumento que n = 2.

Pela Proposição 2.5.8, os possíveis valores para que o 1-jato α possa ser simples são:
• n = 1, 2 ou r = 1;
• r = 2 e n = 3;
• para n > 3, coposto(α) = 0 ou 1;
• se n = 3 então posto(α) = 4.

Quando n = 1, temos coposto(α) = 0, 1, que já foram tratados no Teorema 3.1.1. Quando
n = 2, temos coposto(α) 6 3. Os casos em que coposto(α) é 0 ou 1, foram tratados no Teorema
3.1.1. Assim, resta o caso em que coposto(α) = 2, 3, ou seja, os casos em que posto(α) = 1, 2.

Pela Proposição 3.2.1, temos que os 1-jatos de posto 1, e por adjacência os de posto 0, que
podem ser simples são os casos em que r = 1 ou r = 2. Quando n > 3, coposto(α) = 0 ou 1,
segue da Proposição 3.1.1.

Com os mesmos argumentos que usaremos para mostrar que um germe é não simples nas
seções 3.3 e 3.4, podemos mostrar que quando r > 4 não há germes simples no caso n = 3 e
posto(α) = 4. Assim, resta analisarmos os seguintes casos:
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• r = n = 2;
• (r, n) = (2, 3);
• n = 3 e posto(α) = 4.

3.3 Caso r=n=2

Nesta seção classificamos germes simples quando r = n = 2 e obtivemos o seguinte resul-
tado:

Teorema 3.3.1. Quando r = n = 2 as formas normais para os germes G-simples são:(
yk x

x yl

)
;

(
x 0

0 y2 + xk

)
;

(
x 0

0 xy + yk

)
;

(
x yk

yk xy

)
;

(
x y2

y2 x2

)
;

(
x 0

0 x2 + y3

)
.

com k > 1 e l > 2 para a primeira forma e k > 2 para as outras formas.

Identificando a matriz A =

(
a b

b c

)
com o vetor (a, b, c), temos pela Proposição 2.3.2

que seu G-espaço tangente é gerado por (ax, bx, cx), (ay, by, cy), (2a, b, 0), (2b, c, 0), (0, a, 2b),
(0, b, 2c).

Pela Proposição 2.6.2, as órbitas dos 1-jatos pela ação de J1G são:

(x, y, x), (x, y, 0), (x, 0, x), (x, 0, 0) e (0, 0, 0).

Os dois primeiros 1-jatos acima possuem coposto 1 e assim já foram tratados na Proposição
3.1.3. A seguir vamos utilizar a Transversal Completa para obtermos as órbitas provenientes
dos outros 1-jatos. Comecemos com:

Proposição 3.3.2. O 1-jato (x, 0, 0) gera as cinco últimas formas normais dadas no Teorema
3.3.1.

Demonstração. Considere α(x, y) = (x, 0, 0). Queremos determinar as órbitas em
J2(C2, Sim2(C)), pela ação de J2G, cujo 1-jato seja igual a α. Para isto, calculando a transver-
sal completa T , temos T = IR{(0, y2, 0), (0, 0, x2), (0, 0, xy), (0, 0, y2)}. Pela Proposição 2.3.9,
segue que j2A é J2G-equivalente a (x, ay2, b0x

2 + b1xy + b2y
2). Para calcular as órbitas desta

transversal em J2(C2, Sim2(C)), dividiremos nos seguintes casos:

• b2 6= 0, então podemos reduzir j2A à (x, 0, x2 + y2) ou (x, 0, y2).

Com efeito, primeiro vamos mostrar que podemos reduzir j2A a (x, 0, b0x
2 + b̃1xy + y2),

onde b̃1 = b1√
b2

, independente dos valores de b0, b1. Considere φ(x, y) = (x, y√
b2

), temos que φ
é um germe de difeomorfismo e compondo com j2A obtemos (x, ãy2, b0x

2 + b̃1xy + y2).
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Para cada b0,b̃1 fixo, vamos aplicar o Lema de Mather 1.1.18 para M = J2(C2, Sim2(C)),
G=J2G e N = {p ∈ J2(C2, Sim2(C)) / p = (x, ay2, b0x

2 + b̃1xy + y2), a ∈ C}. Temos que
N é uma variedade conexa e se p ∈ N então TpN = C{(0, y2, 0)}. Por outro lado, temos
que TpGp é gerado por M{(1, 0, 2b0x+ b1y); (0, 2ay, b1x+ 2y)}+O{(2x, ay2, 0); (2ay2, b0x

2 +

b1xy + y2, 0); (0, x, 2ay2); (0, ay2, 2b0x
2 + 2b1xy + 2y2)}.

Lembrando que estamos em J2(C2, Sim2(C)), se multiplicarmos (1, 0, 2b0x + b1y) por y2

obtemos (y2, 0, 0) e multiplicando (0, x, 2ay2) por x e y obtemos respectivamente (0, x2, 0) e
(0, xy, 0). Segue que

(0, y2, 0) = (2ay2, b0x
2 + b1xy + y2, 0)− 2a(y2, 0, 0)− b0(0, x

2, 0)− b1(0, xy, 0),

ou seja, (0, y2, 0) ∈ TpGp ⇒ TpN ⊂ TpGp, ∀p ∈ N , e como dimTpGp = constante, ∀ p ∈ N ,
então as duas condições do Lema de Mather são satisfeitas o que implica que N está contida
em uma única órbita. Portanto podemos tomar j2A = (x, 0, b0x

2 + b̃1xy + y2).
Usando ψ(x, y) = (x, y − b1

2
x), e compondo com j2A, temos que j2A é J2G-equivalente a

(x, 0, b̃0x
2 + y2). Se b̃0 = 0 então j2A é equivalente a (x, 0, y2) e se b̃0 6= 0, tomando

ζ(x, y) =

(
x, y

√
b̃0

)
e X =

 1 0

0 1√
b̃0

 ⇒ X t(j2A ◦ ζ)X = (x, 0, x2 + y2).

O germe (x, 0, x2 + y2) é 2-determinado. Com efeito seu G-espaço tangente é dado por
M{(1, 0, 2x); (0, 0, y)} + O{(x, 0, 0); (0, x2 +y2, 0); (0, x, 0); (0, 0, x2 +y2)}, podemos ver facil-
mente que TGj2A ⊃ M2S. Logo, pela Proposição 2.4.3, temos que (x, 0, x2 + y2) é
2-determinado.

Para o germe (x, 0, y2), uma k-transversal completa é dada por (x, 0, y2 + bxk). Se b 6= 0

por mudanças escalares podemos reduzi-lo a (x, 0, y2 + xk), que é k-determinado.

• b2 = 0 e b1 6= 0, então j2A(x, y) = (x, ay2, b0x
2 + b1xy) e podemos reduzir à:

(x, 0, xy) ou (x, y2, xy).

Com efeito, se a = 0, considere o germe φ(x, y) = (x, 1
b1

(y − b0x)), segue que j2A ◦ φ =

(x, 0, xy).

Agora se a 6= 0, considere ϕ(x, y) = ( a
b21
x, 1

b1
y) e X =

(
b1√
a

0

0 b1√
a

)
, então:

X t(j2A ◦ ϕ)X = (x, y2, b̃0x
2 + xy), onde b̃0 =

ab0
b21
.

Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para M = J2(C2, Sim2(C)), G=J2G e N = {p ∈
J2(C2, Sim2(C)) / p = (x, y2, bx2+xy), b ∈ C}. Temos queN é conexa e TpN = IR{(0, 0, x2)},
∀ p ∈ N . Por outro lado, TpGp é gerado por:

M{(1, 0, ax+ y); (0, 2y, x)}+O{(2x, y2, 0); (2y2, ax2 + xy, 0); (0, x, 2y2); (0, y2, 2ax2 + 2xy)}.
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Multiplicando (0, x, 2y2) ∈ TpGp por y, obtemos (0, xy, 0) e multiplicando (0, 2y, x) ∈ TpGp

por x, obtemos (0, 2xy, x2). Logo,

(0, 2xy, x2)− 2(0, xy, 0) = (0, 0, x2) ∈ TpGp ⇒ TpN ⊂ TpGp , ∀p ∈ N.

Além disso, dimTpGp = 11 , ∀p ∈ N . Segue do Lema de Mather que N está contida em uma
única órbita. Assim, se a 6= 0, podemos tomar j2A(x, y) = (x, y2, xy), que é 2-determinado.

Uma k-transversal completa para (x, 0, xy) é dada por (x, cyk, xy + dyk). Se d 6= 0 então
o germe é equivalente à (x, 0, xy + yk) que é k-determinado e tem codimensão 2k. Se d = 0

mas c 6= 0 então o germe é equivalente a (x, yk, xy) que também é k-determinado mas tem
codimensão 2k + 1.

• b2 = b1 = 0. Temos j2A(x, y) = (x, ay2, b0x
2) e as órbitas em J2(C2, Sim3(C)) desta

transversal são:

(x, y2, x2), (x, y2, 0), (x, 0, x2), (x, 0, 0).

Facilmente vemos que:

a = 0 e b0 6= 0 ⇒ (x, 0, x2)

a = 0 e b0 = 0 ⇒ (x, 0, 0)

a 6= 0 e b0 = 0 ⇒ (x, y2, 0)

a 6= 0 e b0 6= 0 ⇒ (x, y2, x2)

O germe (x, y2, x2) é 2-determinado. Agora, considerando j2A(x, y) = (x, 0, x2), verifi-
quemos os 3-jatos cujo 2-jato é igual a j2A. Calculando a transversal completa T temos
T = IR{(0, y3, 0); (0, 0, xy2); (0, 0, y3)}. Segue da Proposição 2.3.9 que j3A é J3G-equivalente a
um elemento da forma (x, cy3, x2+d0xy

2+d1y
3). Supondo d1 6= 0 e considerando φ = (x,

y
3
√
d1

),
segue que

j3A ◦ φ = (x, c̃y3, x2 + d̃0xy
2 + y3), onde c̃ =

c

d1

e d̃0 =
d0

d
2
3
1

.

Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para G= J3G, M = J3(C2, Sim2(C)) e N =

{p ∈ J3(C2, Sim2(C)) / p = (x, cy3, x2 + d0xy
2 + y3), c, d ∈ C}. Temos que N é conexa

e TpN = IR{(0, y3, 0); (0, 0, xy2)}, para todo p em N . Podemos mostrar que TpN ⊂ TpGp e
que dimTpGp é constante para todo p em N . Portanto, podemos tomar (x, 0, x2 + y3) que é
3-determinado. Se d1 = 0 resulta em germe não simples. Os 2-jatos (x, y2, 0); (x, 0, 0) também
conduzem a germes não simples.

Proposição 3.3.3. Germes cujo 1-jato é (x,0,x), possuem as formas normais (yk, x, yl).
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Demonstração. Considere B(x, y) =

(
x 0

0 x

)
, tomando X =

(
1 1

i −i

)
, vemos que B é

equivalente a α(x, y) =

(
0 x

x 0

)
, que é mais conveniente para a nossa lista. Escrevendo α

na forma vetorial, temos α(x, y) = (0, x, 0). Seu G1-espaço tangente é gerado por:

M2{(0, 1, 0)}+M{(0, x, 0); (2x, 0, 0); (0, 0, 2x); (0, x, 0)}.

Calculando a 2-transversal completa T temos que T = IR{(y2, 0, 0); (0, 0, y2)}. Pela Proposição
2.3.9, segue que qualquer 2-jato cujo 1-jato é igual a α é J2G-equivalente a um elemento da
forma (ay2, x, by2) e podemos reduzi-lo a um dos seguintes casos:

(y2, x, y2); (0, x, y2); (0, x, 0).

• Temos que (y2, x, y2) é 2-determinado. De fato, seu G-espaço tangente é gerado por:

M{(0, 1, 0); (2y, 0, 2y)}+O{(2y2, x, 0); (2x, y2, 0); (0, y2, 2x); (0, x, 2y2)},

e claramente M2S ⊂ TGj2A. Pela Proposição 2.4.3 temos que esse germe é 2-determinado.

• Para (0, x, y2), uma k-transversal completa T é dada por T = IR{(yk, 0, 0)}. Segue da
Proposição 2.3.9 que jkA é JkG-equivalente a um elemento da forma (ayk, x, y2). Se a 6= 0,
podemos reduzir este germe a (yk, x, y2), que é k-determinado.

• (0, x, 0), sua 3-transversal T é dada por T = IR{(y3, 0, 0); (0, 0, y3)}. Pelo processo acima
podemos mostrar que as formas normais serão dadas por (yk, x, yl).

3.4 Caso r=2 e n=3

Nessa seção estamos interessados em classificar germes de aplicações quando r = 2 e
n = 3. Vamos usar a Proposição 2.6.4, que lista as formas normais dos 1-jatos neste caso,
para obtermos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1. Quando r = 2 e n = 3, os germes G-simples possuem as seguintes formas
normais:

yk x 0

x yl 0

0 0 y

,


0 x y

x y 0

y 0 x2

,


0 x y

x y 0

y 0 xy

,


0 x y

x y 0

y 0 x3

,


x 0 0

0 y x

0 x y2

,


x 0 y2

0 y x

y2 x 0

 .
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Pela Proposição 3.2.1-(2), sabemos que os germes de posto 1 e por adjacência os de posto
0 são não simples. Então resta verificarmos os 1-jatos com posto 2.

Segue da Proposição 2.6.4 que as órbitas dos 1-jatos de posto 2 pela ação de J1G são:
y x 0

x y 0

0 0 y

,


0 x 0

x y 0

0 0 y

,


0 y x

y x 0

x 0 0

,


0 x 0

x 0 0

0 0 y

,


x 0 0

0 y x

0 x 0

,


x 0 0

0 y 0

0 0 0

,


0 x y

x 0 0

y 0 0

,


x y 0

y 0 0

0 0 0

 .

Proposição 3.4.2. Os três últimos 1-jatos produzem germes não simples. Nos casos restantes
podemos reduzir à classificação dada no Teorema 3.4.1.

Demonstração. Os três últimos produzem determinantes iniciando com termos de grau qua-
tro, que tem módulo. De fato, os 1-jatos são:

x 0 0

0 y 0

0 0 0

 ;


0 x y

x 0 0

y 0 0

 ;


x y 0

y 0 0

0 0 0

 .

Seja A um germe com 1-jato equivalente a α. No caso em que α(x, y) =


x 0 0

0 y 0

0 0 0

,

calculando uma 2-transversal completa T segue que j2A é J2G-equivalente a um elemento da

forma


x 0 ay2

0 y bx2

ay2 bx2 cx2 + dxy + ey2

 . Claramente seu determinante inicia com termos de

grau 4, que é um germe não simples. Os outros dois casos seguem análogo.
Passemos a classificar os casos restantes.

• Comecemos com o 1-jato α =


y x 0

x y 0

0 0 y

 . O G-espaço tangente de α é dado por:

M




0 1 0

1 0 0

0 0 0

 ;


1 0 0

0 1 0

0 0 1


+O




2y x 0

x 0 0

0 0 0

 ;


2x y 0

y 0 0

0 0 0

 ;


0 0 y

0 0 0

y 0 0

 ;


0 y 0

y 2x 0

0 0 0

 ;


0 x 0

x 2y 0

0 0 0

 ;


0 0 0

0 0 y

0 y 0

 ;


0 0 y

0 0 x

y x 0

 ;


0 0 x

0 0 y

x y 0

 ;


0 0 0

0 0 0

0 0 y



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Podemos mostrar que ele é 1-determinado. Logo, qualquer elemento com esse 1-jato será

equivalente a


y x 0

x y 0

0 0 y

 .

• Analisemos o 1-jato α =


0 x 0

x y 0

0 0 y

 . Calculando a sua 2-transversal completa temos

que T = C




y2 0 0

0 0 0

0 0 0


. Pela Proposição 2.3.9, j2A é J2G-equivalente a um elemento

da forma


ay2 x 0

x y 0

0 0 y

. Se a 6= 0, tomando X =


1/
√
a 0 0

0 1 0

0 0 1

 e φ(x, y) = (
√
ax, y),

segue que:

X t(j2A ◦ φ)X =


y2 x 0

x y 0

0 0 y

, que é 2-determinado.

Quando a = 0, uma k-transversal completa será dada por T = C




yk 0 0

0 0 0

0 0 0


.

Fazendo mudanças escalares, temos que seu k−jato será JkG-equivalente a um elemento da

forma


yk x 0

x y 0

0 0 y

, que é k-determinado.

• Considerando


0 y x

y x 0

x 0 0

, temos que ele é G-equivalente a α =


0 x y

x y 0

y 0 0

 , que é

mais conveniente para nossa lista. Calculando sua 2-transversal completa T , temos que T =

C




0 0 0

0 0 0

0 0 xy

 ;


0 0 0

0 0 0

0 0 x2


. Segue da Proposição 2.3.9, que j2A é J2G-equivalente

a um elemento da forma


0 x y

x y 0

y 0 ax2 + bxy

 . Temos três casos a considerar:

(1) a 6= 0.
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Tomando X =


1 0 0

0 1/
√
a 0

0 0 1/a

 e φ(x, y) = (x
√
a, ay) segue que :

X t(j2A◦)X =


0 x y

x y 0

y 0 x2 + b̃xy

 , onde b̃ =
b
√
a

a
.

Vamos aplicar o Lema de Mather 1.1.18 para G = J2G, M = J2(C2, Sim3(C)) e

N =

A ∈ J2(C2, Sim3(C)) : A =


0 x y

x y 0

y 0 x2 + bxy

 ; b ∈ C

 . Temos que N é conexa

e TAN = C




0 0 0

0 0 0

0 0 xy


, ∀A ∈ N . Por outro lado, tomando os elementos A21 =


0 0 0

0 2x y

0 y 0

 e A32 =


0 0 x

0 0 y

x y 0

, ambos em TAG.A, segue que

xA21 + 2xA32 =


0 0 2x2

0 2x2 3xy

2x2 3xy 0

 ∈ TAG.A.

MultiplicandoAy ∈ TAG.A por x2 e lembrando que estamos em J2G, obtemos


0 0 x2

0 x2 0

x2 0 0

 ∈

TAG.A. Logo,


0 0 2x2

0 2x2 3xy

2x2 3xy 0

− 2


0 0 x2

0 x2 0

x2 0 0

 =


0 0 0

0 0 3xy

0 3xy 0

 ∈ TAG.A.

Tomando A23 e A31, e usando o elemento logo acima, segue que


0 y 0

y 0 x2

0 x2 0

 ,

42




0 0 0

0 0 0

0 0 y2

 ∈ TAG.A. Multiplicando Ax por y, temos:


0 y 0

y 0 0

0 0 2xy + by2

− b


0 0 0

0 0 0

0 0 y2

−


0 y 0

y 0 x2

y x2 0

 =


0 0 0

0 0 −x2

0 −x2 2xy

 ∈ TAG.A.

Finalmente, multiplicando A31 =


0 0 0

0 0 x

0 x 2y

 por x, segue que :


0 0 0

0 0 x2

0 x2 2xy

+


0 0 0

0 0 −x2

0 −x2 2xy

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 4xy

 ∈ TAG.A.

Portanto TAN ⊂ TAG.A e ainda dim TAG.A = 28, ∀A ∈ N . Como as duas condições do
Lema de Mather 1.1.18 são satisfeitas segue que N esta contida em uma única órbita.

Logo, j2A é equivalente a


0 x y

x y 0

y 0 x2

, que é 2-determinado.

(2) a = 0 e b 6= 0.

Considerando X =


√
b 0 0

0
√
b 0

0 0
√
b

 e φ(x, y) =
1

b
(x, y). Temos que j2A é equivalente

a X t(j2A ◦ φ)X =


0 x y

x y 0

y 0 xy

, que é finitamente determinado.

(3) a = b = 0.

Calculando sua 3-transversal completa, temos que ela é dada por

T = C




0 0 0

0 0 0

0 0 x2y

 ,


0 0 0

0 0 0

0 0 x3


. Segue da Proposição 2.3.9 que j3A é J3G-

equivalente a um elemento da forma


0 x y

x y 0

y 0 cx2y + dx3

. Se d 6= 0, fazendo mudanças
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de coordenadas com X =


1 0 0

0 1/d 0

0 0 1/d2

 e φ(x, y) = (bx, b2y) temos que j3A é equi-

valente a


0 x y

x y 0

y 0 cx2y + x3

 . Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para G = J3G,

M = J3(C2, Sim3) eN =

A ∈ J3(C2, Sim3) : A =


0 x y

x y 0

y 0 x3 + cx2y

 ; c ∈ C

, . Temos

que N é conexa e TAN = C




0 0 0

0 0 0

0 0 x2y


, ∀A ∈ N. Por outro lado,

xA21 + 2xA32 − 2x2Ay =


0 0 0

0 0 3xy

0 3xy 0

 ∈ TAG.A. (3.1)

Multiplicando A31 por x2, obtemos


0 0 0

0 0 x3

0 x3 2x2y

 ∈ TAG.A e com A23 e (3.1), obtemos


0 y 0

y 0 x3

0 x3 0

 ∈ TAG.A, logo


0 y 0

y 0 0

0 0 −2x2y

 ∈ TAG.A. Multiplicando A31 por y e

usando (3.1), obtemos


0 0 0

0 0 0

0 0 y2

 ∈ TAG.A. Finalmente

yAx − 2ax


0 0 0

0 0 0

0 0 y2

−


0 y 0

y 0 0

0 0 −2x2y

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 5x2y

 ∈ TAG.A (3.2)

Portanto TAN ⊂ TAG.A e dimTAG.A = cte, ∀A ∈ N . Pelo Lema de Mather 1.1.18 segue

que N esta contida em uma uńica órbita e assim j3A é J3G-equivalente a


0 x y

x y 0

y 0 x3

, que

é 3-determinado.

Quando d = 0, seu determinante é −y3−cyx4, que é não simples. Esse módulo claramente
pode ser realizado nas matrizes. Portanto, quando d = 0 produz germe não simples.
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• Seja agora α =


0 x 0

x 0 0

0 0 y

 . Calculando a 2-transversal completa T vemos que ela

pode ser dada por T = C




y2 0 0

0 0 0

0 0 0

 ;


0 0 0

0 y2 0

0 0 0


 . Segue da Proposição 2.3.9 que

seu 2-jato será J2G-equivalente a um elemento da forma


ay2 x 0

x by2 0

0 0 y

 .

(1) Se a 6= 0 e b 6= 0, tomando X =


1√
a

0 0

0
1√
b

0

0 0 1

 e φ(x, y) = (
x

ab
, y), obtemos


y2 x 0

x y2 0

0 0 y

 , que é 2-determinado.

(2) Se a 6= 0 e b = 0, podemos reduzir a


y2 x 0

x 0 0

0 0 y

 e uma k-transversal completa para

este elemento é dada por


y2 x 0

x cyk 0

0 0 y

. Para c 6= 0 ele é k-determinado.

(3) Quando a = 0 e b 6= 0 tomando X =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

, temos X t(j2A)X =


by2 x 0

x 0 0

0 0 y

,

que pode ser reduzido a


y2 x 0

x 0 0

0 0 y

 que coincide com o caso a 6= 0 e b = 0, feito acima.

Quando a = 0 e b = 0, uma 3−transversal completa é dada por


ey3 x 0

x fy3 0

0 0 y

 .

Seguindo os mesmos argumentos acima, podemos mostrar que uma forma normal para este

elemento é da forma


yk x 0

x yl 0

0 0 y

.
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• Já o 1-jato


x 0 0

0 y x

0 x 0

, fornece os germes simples


x 0 y2

0 y x

y2 x 0

 e


x 0 0

0 y x

0 x y2

.

3.5 Caso r=4 e n=3

Nesta seção, vamos classificar germes de aplicações quando r = 4, n = 3 e posto(α) = 4.
Usando a Proposição 2.6.5, que lista as formas normais dos 1-jatos deste caso, obtemos o
seguinte resultado:

Teorema 3.5.1. Quando r = 4 e n = 3, os germes G-simples possuem as seguintes formas
normais:

x 0 z

0 y + xk w

z w −y

 (k > 1),


x w2 y

w2 −y z

y z w

,


x wz y

wz −y z

y z w

 e


x w3 y

w3 −y z

y z w

.

A Proposição 2.6.5 nos fornece as formas normais dos 1-jatos de posto 4 que são dados
por:

x 0 z

0 y w

z w −x− y

 ,


x 0 z

0 y w

z w −y

 ,


x 0 y

0 −y z

y z w

 ,


x 0 z

0 y w

z w 0

 ,


x z w

z 0 −x
w −x y

 ,


0 y z

y 0 w

z w x

 ,


x 0 0

0 y w

0 w z

 ,


0 0 z

0 x w

z w y

 .

Usando os 1-jatos acima vamos aplicar o método da Transversal Completa para encon-
trarmos as formas normais dos germes simples em cada caso.

Proposição 3.5.2. O germe do 1-jato


x 0 z

0 y w

z w 0

, contém os quatros últimos 1-jatos em

seu fecho e não há 2-jato simples com este 1-jato.

Demonstração. Mostremos inicialmente que qualquer 2-jato com este 1-jato é não simples.
Aplicando a Proposição 2.3.9 segue que qualquer elemento com esse 1-jato é J2G-equivalente

a um elemento da forma


x 0 z

0 y w

z w f(x, y)

, onde f(x, y) = a1x
2 + a2xy + a3y

2. Para

mostrarmos o resultado basta mostrarmos que qualquer 2-jato desta forma é não simples.
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Aplicando a Proposição 2.5.4 para V = J2(C4, Sim3(C)), G = J2G e W =A ∈ J2(C4, Sim3(C));A =


x 0 z

0 y w

z w a1x
2 + a2xy + a3y

2

 , ai ∈ C

.

Temos que TwW é gerado por




0 0 0

0 0 0

0 0 x2

 ;


0 0 0

0 0 0

0 0 xy

 ;


0 0 0

0 0 0

0 0 y2


,

∀w ∈ W . Facilmente mostra-se que {w ∈ W ;TwW ⊂ TwG.w} = ∅, ∀w ∈ W . Pela Proposição
2.5.4, dado w ∈ W então toda vizinhança U de w encontra um número infinito de J2G-órbitas.

Portanto, qualquer 2-jato com 1-jato igual a


x 0 z

0 y w

z w 0

 é não simples.

Resta mostrarmos que este germe contém os quatros últimos 1-jatos em seu fecho. Tra-
balhemos com os pencils relacionados com esses 1-jatos (Proposição 2.6.5). Tomando por
exemplo o pencil (x2 + 2yz, y2) e a perturbação (x2 + εxz + 2yz, y2), para ε suficientemente
pequeno e diferente de zero, podemos mostrar que ele é equivalente a (xy, z2). Os outros casos
seguem analogamente.

Proposição 3.5.3. Os três 1-jatos restantes nos fornecem germes simples e suas formas
normais são as do Teorema 3.5.1.

Demonstração. Usando a Proposição 2.4.3, temos que o 1-jato


x 0 z

0 y w

z w −x− y

 é 1-

determinado. Por conveniência tomaremos como forma normal para este germe o elemento
x 0 z

0 y + x w

z w −y

.

Analisemos o 1-jato


x 0 z

0 y w

z w −y

. Calculando sua k-transversal completa T segue

que qualquer k-jato deste elemento é JkG-equivalente a


x 0 z

0 y + axk w

z w −y

. Mudanças de

coordenadas reduzem esse k-jato a


x 0 z

0 y w

z w −y

 ou a


x 0 z

0 y + xk w

z w −y

. Sendo que
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
x 0 z

0 y + xk w

z w −y

 é k-determinado.

Trabalhemos agora com o 1-jato α =


x 0 y

0 −y z

y z w

. Aplicando a Proposição 2.3.9

segue que j2A é J2G-equivalente a um elemento da forma


x aw2 + bwz y

aw2 + bwz −y z

y z w

.

Se a 6= 0, mudanças de coordenadas reduzem esse elemento a


x w2 + b̃wz y

w2 + b̃wz −y z

y z w

,

onde b̃ =
b

a
. Aplicando o Lema de Mather 1.1.18 para M = J2(C4, Sim3), G = J2G

e N =

A ∈ J2(C4, Sim3) : A =


x w2 + bwz y

w2 + bwz −y z

y z w

 , b ∈ C

, verifica-se que as

duas condições do Lema de Mather são satisfeitas e assim j2A é J2G-equivalente a


x w2 y

w2 −y z

y z w

,

que é 2-determinado. Quando a = 0 e b 6= 0, mudanças de coordenadas reduzem j2A a
x wz y

wz −y z

y z w

, que é 2-determinado. O caso em que a = b = 0, nos fornece o germe

simples


x w3 y

w3 −y z

y z w

.
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Capítulo 4

Geometria dos germes simples

Nesta seção estudamos a geometria complexa de germes simples classificados no Capí-
tulo 3. Apresentamos alguns resultados sobre o criminante de um dado germe, fornecemos
desdobramentos versais de alguns germes e estudamos com mais detalhe o caso r = n = 2.

Durante o texto, faremos uso de alguns nomes e notações bastante conhecidos na teoria
de singularidades que podem ser vistos em [24]. Dentre essas notações, as que nós mais
utilizamos é a lista das formas normais para germes R-simples de funções e suas respectivas
nomenclaturas. Considerando f : Cn → C e (x, y, x3, . . . , xn) as coordenadas de um elemento
arbitrário de Cn, temos:

Símbolo Forma normal
Ak(k > 1) ±xk+1 + q(y, x3, . . . , xn)

Dk(k > 4) xy2 ± xk−1 + q(x3, . . . , xn)

E6 x3 ± y4 + q(x3, . . . , xn)

E7 x3 ± xy3 + q(x3, . . . , xn)

E8 x3 ± y5 + q(x3, . . . , xn),

onde q é uma forma quadrática não degenerada.
Dado um germe A : (Kr, 0) → Simn(K), definimos os seguintes elementos associados a

este germe:

Definição 4.0.4. O discriminante de um elemento A ∈ S é o conjunto

D(A) = {x ∈ Kr; det(A(x)) = 0}.

Definição 4.0.5. Dado um elemento A ∈ S, a variedade associada de A é definida pelo
conjunto

M(A) = {(x, v) ∈ Kr ×KP n−1; vtA(x)v = 0}.

Escrevemos M(A)(x) para a quadrática associada a A(x).

Definição 4.0.6. O criminante de A, C(A), é definido como sendo o fecho do conjunto
{(x, v) ∈ Kr ×KP n−1;A(x)v = 0 e posto(A(x)) = n− 1}.
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Proposição 4.0.7. Os discriminante, criminante e a variedade associada são todos G-invariantes
no sentido natural.

4.1 Singularidades do discriminante e número de Milnor

O criminante de um dado germe possui a seguinte propriedade:

Proposição 4.1.1. Se A : (Cr, 0) → Simn é G-finitamente determinado então C(A) é o
germe de uma variedade(ao longo de 0×CP n−1) de dimensão r−1 e é suave fora de 0×CP n−1.

Observação 4.1.2. Pela Proposição 4.1.1 temos que C(A) é suave fora de 0×CP n−1. Logo,
suas singularidades podem ocorrer somente ao longo de 0× CP n−1.

Exemplo 4.1.3. Considere A : (C2, 0) → Sim2(C), dado por A(x, y) =

(
x y

y x2

)
. Seu

discriminante é dado por δ = x3 − y2 = 0, que tem uma singularidade A2 em (0, 0). Temos
que δ pode ser parametrizado por (t2, t3) e o núcleo da correspondente matriz A(t2, t3) é então
gerado por (−t, 1). Assim, se tomarmos a carta q = 1 em [p, q] ∈ CP 1, o criminante é dado
por (t2, t3,−t), que é equivalente a uma curva suave.

O exemplo abaixo nos mostra que as singularidades em C(A) de um germe A ∈ S não
necessariamente precisam ser isoladas, mesmo com a hipótese que A é finitamente determi-
nado.

Exemplo 4.1.4. Considere A : (C3, 0) → Sim2(C), dada por(
x2 − y2 z2

z2 x2 + y2

)
.

Este é um germe de G-codimensão finita, logo G-finitamente determinado. Provemos que
todo ponto de 0 × CP 1 está em C(A). De fato, dado v = (p, q) 6= (0, 0) podemos resolver
as equações (x2 − y2)p + z2q = z2p + (x2 + y2)q = 0, dadas por A(x)v = 0, para algum
(x0, y0, z0) 6= (0, 0, 0), assim [(x0, y0, z0); (p, q)] ∈ C(A). Como as equações são homogêneas
em (x, y, z), o ponto t(x0, y0, z0) é também uma solução, para todo t. Assim todo ponto de
0× CP 1 está em C(A) uma vez que está no fecho destas soluções.

Tomando a carta p = 1 para CP 1, temos que o conjunto

(x2 − y2) + z2q = z2 + (x2 + y2)q = 0,

possui uma linha de singularidades ao longo do eixo q. Com efeito, considerando f1 = (x2 −
y2) + z2q e f2 = z2 + (x2 + y2)q, temos:
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∂fi

∂x
(0, 0, 0, q) =

∂fi

∂y
(0, 0, 0, q) =

∂fi

∂z
(0, 0, 0, q) =

∂fi

∂q
(0, 0, 0, q) = 0, ∀q ∈ C e i = 1, 2.

Portanto, vemos que o criminante não necessariamente precisa ter singularidades isoladas ao
longo de 0× CP n−1.

Passemos a investigar em que condições o criminante de um germe A ∈ S possui sin-
gularidade isolada ao longo de 0 × CP n−1. Escrevendo o 1-jato de A como

∑
xiAi, com

Ai ∈ Simn(C), prova-se que:

Proposição 4.1.5. Temos singularidades isoladas no Criminante se a seguinte afirmação se
verificar: O conjunto {v = (v1, ..., vn) / [A1v, ..., Arv] tem posto < n} é um número finito de
pontos em CP n−1. Em particular r > n.

Demonstração. Considerando as equações dadas por A(x)v = 0 e diferenciando em relação
a xj obtemos a matriz [A1v, . . . , Arv]. Quando esta matriz possuir posto n não temos sin-
gularidade em (0, v) ∈ C(A). Logo, se o conjunto {v = (v1, ..., vn) / [A1v, ..., Arv] tem posto
< n} é dado por um número finito de pontos em CP n−1 então as singularidades em C(A) são
isoladas.

Exemplo 4.1.6. Considere o caso n = 2 e suponha que j1A =
∑
xiAi. Nós temos singulari-

dade não isolada somente se a matriz 2× 2r dada por [A1, ..., Ar] tem posto 6 1. Então neste
caso temos o 1-jato nulo ou equivalente a(

x1 0

0 0

)
.

Em todos os outros casos nós temos apenas singularidades isoladas.

Agora, suponha n = 2 e que temos a forma geral:(
y z

z f(x, y)

)
,

onde (x, y) ∈ Cr−2 × C e f é uma função em uma variedade com bordo y = 0 (Teorema
3.1.1−(2)(ii) ). Consideremos o caso em que f tem uma singularidade simples isolada na
origem. O criminante deste germe é dado por

C(A) = {(x, y, z, [p, q]) ∈ Cr × CP 1, py + qz = pz + qf(x, y) = 0}.

Tomando a carta afim p = 1 em CP 1, obtemos{
y + qz = 0

z + qf(x,−qz) = 0

que é suave. Por outro lado, tomando q = 1 temos{
z + py = 0

−p2y + f(x, y) = 0.
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Mostremos que a variedade C(A) tem uma singularidade isolada em (0, 0, 0, [0 : 1]) se f é
finitamente Rδ-determinada, isto é, dimO2〈f1, .., fr−2, yfy〉 <∞, onde fi é a derivada parcial
de f com relação a xi. De fato, diferenciando −p2y+f(x, y) com respeito a xi, y, p e igualando
os resultados a zero, obtemos fxi

= fy − p2 = py = 0. Se p = 0 então fxi
= 0 e fy = 0. Como

estamos supondo f com singularidade isolada segue que x = y = 0. Por outro lado, se y = 0

então como a restrição de f a y = 0 tem uma singularidade isolada na origem nós deduzimos
que x = 0 e p = 0 novamente. Portanto, o único ponto singular de C(A) é x = y = z = p = 0.

Obtemos abaixo um resultado que relaciona o número de Milnor µ de uma variedade de
objetos quando r = 2. No que segue nós estamos supondo que f e f(x, 0) têm singularidade
isolada na origem.

Proposição 4.1.7. (1) Para qualquer f nós temos µ(C) = µ(f) + 2µ(f(x, 0)).

(2) Se f é quase homogênea µ(D) = µ(f)+2µ(f(x, 0))+1. Em particular µ(C) = µ(D)−1.

Aplicaremos estes resultados em algumas singularidades simples.

Exemplo 4.1.8. (1) Seja f(x, y) = x2 +yk (tipo Bk). Temos que µ(f) = k−1 e µ(f(x, 0)) =

1, então pela proposição acima temos µ(C) = k+1 e µ(D) = k+2. De fato, o discriminante
de (y, z, f) é dado por

δ = x2y + yk+1 − z2 = 0,

que tem uma singularidade em (0, 0, 0) do tipo Dk+2 então µ(D) = k+2. Já as singularidades
de C(A), pelo que foi dito acima, são dadas por −p2y + f(x, y) = −p2y + yk + x2 = 0, que
tem somente uma singularidade em (0, 0, 0, [0, 1]) do tipo Dk+1 e assim µ(C) = k + 1.

(2) Seja f(x, y) = xy+xk (tipo Ck). Temos µ(f) = 1 e µ(f(x, 0)) = k−1. O discriminante
de (y, z, xy + xk) é dado por

δ = xy2 + yxk − z2 = 0.

A mudança de coordenadas (x, y, z) 7→ (x, y− xk−1

2
, z), reduz este germe à xy2− x2k−1

4
−z2, que

é equivalente a xy2 − x2k−1 − z2. Portanto o discriminante possui uma singularidade do tipo
D2k em (0, 0, 0). Analisemos o germe −p2y+xy+xk. Temos que sua singularidade é no ponto
(0, 0, 0) e com a mudança de coordenadas (x, y, p) → (x + p2, y, p), obtemos xy + (x + p2)k.
Mudanças de coordenadas na variável y reduzem este germe a xy + p2k, que é equivalente a
x2 − y2 + p2k. Portanto −p2y + xy + xk possui uma singularidade A2k−1

(3) Seja f(x, y) = y2 + x3 (tipo F4). O discriminante de (y, z, y2 + x3) é dado por δ =

y3 + yx3 − z2 = 0, que tem uma singularidade do tipo E7. Já a singularidade do criminante
é dada por −p2y + y2 + x3. A mudança de coordenadas (x, y, p) → (x, y + p2

2
, p) e mudanças

escalares reduzem este germe a x3 − p4 + y2. Portanto, C(A) tem uma singularidade do tipo
E6 no ponto (0, 0, 0, [0, 1]).
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(4) Esse é um exemplo bastante atípico. Seja f(x, y) = y + xk. Temos que f é não
singular e f(x, 0) tem uma singularidade isolada do tipo Ak−1 na origem, logo µ(f) = 0 e
µ(f(x, 0)) = k − 1. O discriminante do germe (y, z, f) é dado por

δ = y2 + yxk − z2 = 0,

que tem uma singularidade isolada na origem. Podemos ver que a hessiana de δ possui coposto
1 e µ(δ) = 2k − 1. Logo, sua singularidade é do tipo A2k−1 (ver [24]). Já o conjunto C(A)

possui singularidades em (0, 0, 0, [±1, 1]) e ambas são do tipo Ak−1.

4.2 Desdobramento Versal

Calculamos nessa seção alguns desdobramentos versais dos germes classificados no Capí-
tulo 3 e estudamos com mais detalhes a geometria dos germes quando r = n = 2. Referências
para desdobramentos versais podem ser vistas em [22] ou [24].

Seja A ∈ S um germe G-finitamente determinado. Pela Proposição 2.4.4 e Corolário
2.4.4 temos que ON/TeGA é um K-espaço vetorial finitamente gerado. Sejam φ1, ..., φl ∈ S
geradores deste espaço. Então A+ u1φ1 + ...+ ulφl é um desdobramento versal do germe A.

Observamos que no próximo resultado as formas normais foram obtidas usando K = IR.

Proposição 4.2.1. Os G desdobramentos versais de alguns germes simples do Capítulo 3
aparecem nos seguintes casos:

(1) Quando r = 1, o desdobramento tem a forma A = (Aij(x, y, u)) onde A11 = xm1 +∑m1−2
k=0 u1,1,kx

k e Aij = Aji = δijx
mi +

∑mi−1
k=0 uijx

k para 1 6 i 6 j e 1 < j 6 n.
(2) Quando n = 1 este coincide com desdobramento universal de germes de funções sim-

ples.
(3) Quando r = n = 2 nós temos a seguinte tabela:

Forma Normal Desdobramento

1. (x, y,±xk) (x, y,±xk +
k−1∑
i=0

vix
i)

2. (x, yk, x) (x, yk +
k−2∑
i=0

uiy
i, x+

k−1∑
i=0

viy
i)

3. (±yk, x, yl) (±yk +
k−2∑
i=0

uiy
i, x, yl +

l−1∑
i=0

viy
i)

4. (x, 0, y2 ± xk) (x, u1y + u0, y
2 ± xk +

k−1∑
i=0

vix
i)

5. (x, 0, xy ± yk) (x,
k−1∑
i=0

uiy
i, xy ± yk +

k−1∑
i=0

viy
i)

6. (x, yk, xy) (x, yk +
k−1∑
i=0

uiy
i, xy +

k∑
i=0

viy
i)

7. (x, y2, x2) (x, y2 + u0, x
2 + v4y

2 + v3xy + v2y + v1x+ v0)

8. (x, 0, x2 + y3) (x, u2y
2 + u1y + u0, x

2 + y3 + v3xy + v2y + v1x+ v0)
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Demonstração. Consideramos o germe A = (x, y, xk). Seu G-espaço tangente estendido é
o O-módulo gerado por {(1, 0, kxk−1), (0, 1, 0), (2x, y, 0), (2y, xk, 0), (0, x, 2y), (0, y, 2xk)}. Cal-
culemos uma base paraO/TeG.A. Usando os elementos (0, 1, 0), (2x, y, 0), (2y, xk, 0), (0, x, 2y),

(0, y, 2xk), podemos mostrar que todos os elementos de O estão em TeG.A, exceto (1, 0, 0),
(0, 0, 1) e (0, 0, xl), com 1 6 l 6 k − 1. Porém, temos que (1, 0, kxk−1) ∈ TeG.A. Logo, uma
base para O/TeG.A pode ser dada por {(0, 0, xl), 0 6 l 6 k− 1} e o desdobramento versal do

germe A é dado por (x, y, xk +
k−1∑
i=0

vix
i). Os outros casos seguem de modo análogo.

4.3 Geometria adicional (r=n=2)

O trabalho de J.W.Bruce [5], teve como motivação original o estudo de equações diferenci-
ais binárias que está diretamente relacionado ao estudo das matrizes simétricas com r = n = 2.
Descrevemos alguns resultados básicos em relação à topologia do discriminante e da varie-
dade associada M(A). Esses resultados valem em geral, ou seja, não estão restritos somente
à germes simples. Começamos com um resultado geral sobre M(A).

Proposição 4.3.1. Um elemento A ∈ S é G-finitamente determinado se, e somente se, M(A)

é suave fora de M(A)(0).

Observação 4.3.2. Pela proposição acima, se um germe A ∈ S é finitamente determinado
então as singularidades de M(A) podem ocorrer somente ao longo de 0× CP n.

Abaixo, listamos os números e os tipos das singularidades de M(A) e D(A) para alguns
germes simples.

Proposição 4.3.3. Os tipos de singularidades do discriminante e da variedade associada
M(A) dos germes simples obtidos no Teorema 3.3.1 são:

Forma normal Discriminante Pontos Singulares de M(A)

1. (yk, x, yl), k > 1, l > 2 Ak+l−1 Ak−1 + Al−1

2. (x, 0, y2 + xk), k > 2 Dk+2 Dk+1

3. (x, 0, xy + yk), k > 2 D2k A2k−1

4. (x, yk, xy), k > 2 D2k+1 A2k

5. (x, y2, x2) E6 D5

6. (x, 0, x2 + y3) E7 E6

Demonstração. 1. (yk, x, yl). Temos δ = yk+l−x2 = 0, que claramente tem uma singularidade
Ak+l−1. Já M(A) é dado por ykp2 + 2xpq + ylq2 = 0. Tomando a carta afim p = 1 em CP 1,
obtemos yk+2xq+ylq2 = 0, que tem uma singularidade Ak−1 em (0, 0, 0). Assim M(A) possui
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uma singularidade Ak−1 no ponto (0, 0, [1, 0]) ∈ C2 × CP 1. Com a carta q = 1, obtemos que
M(A) possui uma singularidade Al−1 no ponto (0, 0, [0, 1]).

2. (x, 0, y2 + xk). O discriminante é dado por δ = xy2 + xk+1 = 0, que tem uma singulari-
dade Dk+2. Já para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x+ y2q2 +xkq2 = 0, que é suave.
Com a carta q = 1, obtemos xp2 +y2 +xk = 0, que possui uma singularidade no ponto (0, 0, 0)

do tipo Dk+1. Portanto a única singularidade de M(A) é no ponto (0, 0, [0, 1]) ∈ C2 × CP 1,
do tipo Dk+1.

3. (x, 0, xy+yk). O discriminante é dado por δ = yx2+xyk = 0, que tem uma singularidade
D2k (ver Exemplo 4.1.8(2)). Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x+xyq2+ykq2 = 0,
que é suave. Para a carta q = 1, obtemos xp2+xy+yk. Contas análogas ao Exemplo 4.1.8-(3),
nos mostra que M(A) possui uma singularidade A2k−1 em (0, 0, [0, 1]).

4. (x, yk, xy). O discriminante é dado por δ = yx2 − y2k = 0, que tem uma singularidade
D2k+1. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x+ 2ykq + xyq2 = 0, que é suave. Para
a carta q = 1, obtemos xp2 + 2ykp+ xy. Mudanças de coordenadas o reduzem a xy + p2k+1,
que tem uma singularidade A2k.

5. (x, y2, x2). O discriminante é dado por δ = x3 − y4 = 0, que tem uma singularidade
E6. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x + 2y2q + x2q2 = 0, que é suave. Para a
carta q = 1, obtemos xp2 + 2y2p+ x2. Mudanças de coordenadas o reduzem a x2 + p4 + py2,
que tem uma singularidade D5.

6. (x, 0, x2 + y3). Seu discriminante é dado por δ = x3 + xy3 = 0, que tem uma
singularidade E7. Para M(A), tomando a carta p = 1, obtemos x + x2q2 + y3q2 = 0, que é
suave. Para a carta q = 1, obtemos xp2 + x2 + y3. Mudanças de coordenadas o reduzem a
x2 + p4 + y3, que tem uma singularidade E6.

Pela Proposição 4.0.7, se A,B ∈ S são G-equivalentes então elas produzem um difeomor-
fismo entre as variedades associadas M(A) e M(B) ao longo de 0×CP n−1. Quando r = n = 2,
dA(0) 6= 0 e A é G-finitamente determinado então M(A) tem no máximo duas singularidades
ao longo de 0× CP n−1.

Temos os seguintes resultados:

Proposição 4.3.4. Sejam F e G dois desdobramentos G-equivalentes de A. Então os desdo-
bramentos das singularidades de M(A) induzidos por F e G são K-equivalentes.

Proposição 4.3.5. Suponha que posto(dA(0)) 6= 0 e seja F um desdobramento versal de A.
Então o desdobramento de M(A) induzido por F “desdobra” versalmente as singularidades de
M(A) (mesmo para o caso em que M(A) possui dois pontos singulares).

Abaixo apresentamos alguns resultados sobre a variedade M(A).

Proposição 4.3.6. (1) O discriminante é suave se, e somente se, A é G-equivalente à (1, 0, 1)

ou (1, 0, x).
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(2) A variedade associada M(A) é suave se, e somente se, o discriminante é suave ou
possui uma singularidade de Morse (A1), no caso em que A(0) = 0.

(3) Se posto A(0) = 1 então o criminante e discriminante podem ser identificados e M(A) é
singular se, e somente se, D(A) é singular. Neste caso M(A) tem somente uma singularidade
que é a suspensão da singularidade de D(A).

Demonstração. Seja A(x, y) =

(
a(x, y) b(x, y)

b(x, y) c(x, y)

)
. Provemos inicialmente o item (1).

(⇒) Considerando δ(x, y) = a(x, y).c(x, y)− b2(x, y), segue que

δx = ax.c+ a.cx − 2b.bx, e
δy = ay.c+ a.cy − 2b.by.

Por hipótese temos que D(A) é suave, ou seja, que ao menos uma das derivadas de δ não se
anula em (0, 0), o que implica que pelo menos uma das funções a, b, c não se anula em (0, 0).
Logo, a matriz A(0) tem posto 1 ou 2. Pela Proposição 2.5.3, temos que A é G-equivalente a
(1, 0, 1) ou (1, 0, f), mas no último caso, f deve ser uma submersão e assim podemos reduzi-lo
à (1, 0, x).
(⇐) Trivial.

Para (2), ver [6], por exemplo.
(3) Pela Proposição 2.5.3, se postoA(0) = 1 então podemos reduzirA ao germe (1, 0, f(x, y)),

onde f(0, 0) = 0. Logo,

D(A) = {(x, y) ∈ C2; f(x, y) = 0},
M(A) = {(x, y, [p, q]) ∈ C2 × CP 1; p2 + q2f(x, y) = 0} e

C(A) = {(x, y, [p, q]) ∈ C2 × CP 1; p+ qf(x, y) = 0 e f(x, y) = 0}.

Observe que D(A) é singular se, e somente se, f é singular em (0, 0). Vejamos as possíveis
singularidades em M(A). Parametrizando CP 1 com a carta p = 1, obtemos 1+f(x, y)q2 = 0,
que é suave. Por outro lado, com q = 1 obtemos p2 + f(x, y) = 0, que tem uma única
singularidade na fibra (0, 0, [0, 1]) se, e somente se, (0, 0) é uma singularidade de f . Portanto,
M(A) é singular se, e somente se, D(A) é singular e a singularidade de M(A) é uma suspensão
da singularidade de f , ou seja, da singularidade de D(A).

Quanto a afirmação que C(A) e D(A) podem ser identificados, segue do fato que C(A) =

D(A)× [0, 1].

Observamos que também para a variedade associada temos um resultado que relaciona o
número de Milnor do discriminante D(A) e das singularidades da variedade M(A).

Teorema 4.3.7 ([16]). Se A : (C2, 0) → Sim2 tem posto(dA(0)) 6= 0 e G-codimensão finita
então M(A) tem 1 ou 2 pontos singulares e a soma de seus números de Milnor µ(M(A)) é
igual a µ(D(A))− 1.
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Apêndice A

Caracterização geométrica

Vimos na Proposição 2.4.6 que assim como para os grupos de Mather também temos
uma caracterização geométrica para os germes G-finitamente determinados. O objetivo deste
apêndice é exibir a prova deste resultado para o grupo G seguindo os argumentos de James
Damon para o grupo KV ([10]). A prova de James Damon segue praticamente os mesmos
argumentos de Mather para a caracterização geométrica do grupo K. Também exibimos nesse
apêndice alguns resultados de determinação finita para o grupo G que não foram enunciados
na seção 2.4.

Vamos inicialmente introduzir uma linguagem adaptada ao estudo das propriedades locais
dos conjuntos. Uma referência é [23].

Germes de conjuntos

Definimos uma relação de equivalência em subconjuntos de Cn da seguinte maneira:

Definição A.0.8. Dizemos que dois subconjuntos X, Y ⊂ Cn são equivalentes em um ponto
a ∈ Cn se existir uma vizinhança U de a tal que X ∩U = Y ∩U . A classe de equivalência do
conjunto X em a é chamada de germe do conjunto X em a e é denotada por (X, a). Quando
o ponto a estiver subentendido, denotamos apenas por X.

De maneira evidente definimos a relação de inclusão entre germes e as operações de união
e intersecção. Por exemplo, dizemos que X ⊃ Y (X,Y germes de conjunto em a) se X e Y
podem ser representados por conjuntos S, T respectivamente tais que S ⊃ T .

Definição A.0.9. Sejam I um ideal de On gerado por γ1, . . . , γr e U uma vizinhança de 0

tal que γi possua um representante fi em U , 1 6 i 6 r. Definimos o germe V (I) dos zeros
de I como sendo o germe do conjunto {x ∈ Cn; f1(x) = . . . = fr(x) = 0}.

Seja f ∈ On e X um germe de um conjunto em 0. Dizemos que f se anula sobre X quando
X pode ser representado por um conjunto S tal que f|S = 0.
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Definição A.0.10. Seja X um germe de um conjunto em 0 ∈ Cn. Definimos o conjunto

I(X) = {f ∈ On; f se anula sobre X},

que é um ideal de On chamado de ideal de X.

Proposição A.0.11. Sejam X, Y germes de conjuntos em 0 ∈ Cn e I, J ideais em On.
Temos as seguintes propriedades:

a) Se X ⊂ Y então I(X) ⊃ I(Y )

b) I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y )

c) Se I ⊂ J então V (I) ⊃ V (J)

d) V (I + J) = V (I) ∩ V (J)

e) V (I ∩ J) = V (I.J) = V (I) ∪ V (J)

Demonstração. Ver ([23], p. 69).

Dado um anel I de On definimos o ideal Rad(I) = {f ∈ On; ∃m ∈ IN tal que fm ∈ I},
também denotado por

√
I.

Teorema A.0.12 (Teorema de Hilbert Nullstellensatz). Seja I um ideal de On. Então
I(V (I)) = Rad(I).

Demonstração. Ver ([23], p. 73).

Caracterização geométrica dos germes finitamente determinados

Iniciemos com algumas definições. Dado um germe A : (Kr, 0) → Simn(K) definimos a
seguinte função associada a este germe:

δA : (Kr, 0) −→ K
x 7−→ det(A(x)).

Definição A.0.13. Denotamos por IA o ideal em Or gerado pela função δA.

Exemplo A.0.14. Considere A : (C2, 0) → Sim2(C), dada por A(x, y) =

(
x y2

y2 xy

)
.

Então δA : (C2, 0) → C será dada por δA(x, y) = x2y − y4 e IA será o ideal em O2 gerado por
x2y − y4.

Dado um germe A : (Kr, 0) → Simn(K), denotaremos por TA a matriz N × P , onde
N = n(n+1)

2
e P = r + n2, cujas colunas são as coordenadas de Ax1 , . . . , Axr , Aij em relação à

base canônica de Simn.

Definição A.0.15. Denotamos por JA o ideal em Or gerado por todos os determinantes das
submatrizes N ×N de TA.
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Exemplo A.0.16. Considere A : (C2, 0) → Sim2(C), dada por A(x, y) =

(
x y3

y3 xy

)
.

Temos Ax =

(
1 0

0 y

)
, Ay =

(
0 3y2

3y2 x

)
, A11 =

(
2x y3

y3 0

)
, A12 =

(
2y3 xy

xy 0

)
,

A21 =

(
0 x

x 2y3

)
, A22 =

(
0 y3

y3 2xy

)
. Logo,

TA =


1 0 2x 2y3 0 0

0 3y2 y3 xy x y3

y x 0 0 2y3 2xy

 .

Todos os subdeterminantes 3× 3 dessa matriz são os geradores de JA.

Observação A.0.17. Seja A : (Kr, 0) → Simn(K). Dado B ∈ TeG.A, existem f1, . . . , fP ∈
Or tais que

f1Ax1 + . . .+ frAxr + fr+1A11 + . . .+ fPAnn = B.

Considerando o “vetor” v = (f1, . . . , fP ), segue que TA(v) será um germe Kr → KN que
ao identificarmos KN com Simn(K) obtemos B.

Exemplo A.0.18. Considere A como no Exemplo A.0.16. Tomando f1(x, y) = x, f3(x, y) =

xy, f6(x, y) = xy2 e as outras identicamente nulas, temos v = (f1, 0, f3, 0, 0, f6) e

TA(v) = TA =


1 0 2x 2y3 0 0

0 3y2 y3 xy x y3

y x 0 0 2y3 2xy





f1

0

f3

0

0

f6


=


x+ 2x2y

xy4 + xy5

xy + 2x2y3

 .

Identificando o germe B : (C2, 0) → C3 com o germe

B̃ : (C2, 0) −→ Sim2(C)

(x, y) 7−→

(
x+ 2x2y xy4 + xy5

xy4 + xy5 xy + 2x2y3

)
,

claramente vemos que B̃ = f1Ax + f3A11 + f6A22.

Durante o texto, quando nos referirmos a TA sempre estaremos pensando nessas identifi-
cações.

Lema A.0.19. Para todo germe A ∈ S temos IAS ⊂ TG.A
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Demonstração. Dado um par (i, j), 1 6 i 6 j 6 n, queremos mostrar que δA.Eij ∈ TG.A.

Tomando B =
n∑

k=1

M̂jkAik ∈ TG.A, onde M̂jk é o cofator do elemento da (j, k) entrada de A.

Afirmamos que B = δA.Eij.

De fato, primeiro notemos que em uma posição que esteja fora da i-ésima linha ou i-ésima
coluna de B não aparece soma alguma, logo será identicamente nulo. Em uma entrada de B
que esteja na i-ésima linha, mas não na j-ésima coluna será identicamente nulo, pois será o
determinante de uma matriz com colunas repetidas. O mesmo argumento para uma entrada
de B que esteja na i-ésima coluna e que não esteja na j-ésima linha. Nas (i, j) e (j, i) entradas
de B temos δA (basta desenvolvermos o determinante de A pela sua j-ésima coluna).

Lema A.0.20. Sejam I e H ideais em Or tais que TA(OP )+ IS ⊃ HS, então JA + I ⊃ HN

Demonstração. Segue análogo a ([26], p. 512).

Proposição A.0.21. Um elemento A ∈ S é G-finitamente determinado se, e somente se,
JA + IA ⊃Ml

r, para algum l ∈ IN.

Demonstração. Suponhamos A finitamente determinado. Pelo Corolário 2.4.4 que existe k ∈
IN tal que O{Axi

, Aij} ⊃ MkS. Pelo Lema A.0.19, temos IAS ⊂ TG.A e assim O{Axi
, Aij}+

IAS ⊃Mk
rS. Aplicando o lema acima para I = IA e H = Mk

r , segue que JA + IA ⊃MkN
r .

Por outro lado, suponhamos JA + IA ⊃ Mk
r . É suficiente mostrarmos que JAS ⊂ TeG.A,

pois IAS ⊂ TeG.A pelo Lema A.0.19. Denote por TA(i1,...,iN ) a matriz N × N cuja j-ésima
coluna é a ij-coluna de TA, 1 6 j 6 P .

Os elementos da forma δ(TA(i1,...,iN )).ER ∈ S geram JAS, onde ER são os vetores da base
canônica de Simn(C) e 1 6 R 6 N . Considerando M̂ r

is o cofator do elemento que está na
R-ésima linha e is-ésima coluna de TA(i1,...,iN ), afirmamos que

δ(TA(i1,...,iN ))ER = TA

(
N∑

s=1

M̂ r
isεis

)
.

De fato, denotando por αij o elemento da (i, j) posição em TA, temos na R-ésima posição
do lado direito da igualdade acima o elemento

N∑
s=1

αRisM̂
r
is = δ(TA(i1,...,iN )).

Quando 1 6 J 6 N e J 6= R teremos na J−ésima posição

N∑
s=1

αJisM̂
r
is ,

mas esse elemento será sempre igual a zero, pois é o determinante de uma matriz com colunas
repetidas.
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Proposição A.0.22. Um germe A : (Cr, 0) → Simn(C) é G-finitamente determinado se, e
somente se, A é transversal à estratificação de Simn(C) fora da origem.

Demonstração. Pela Observação 2.4.5 basta nos preocuparmos com os elementos z0 ∈ Cr

em que A(z0) não é invertível. Pela Proposição A.0.21 um elemento A ∈ S é G-finitamente
determinado ⇔ JA + IA ⊃Mk

r , para algum k ∈ IN.
Suponhamos que A é G-finitamente determinado. Pelo Teorema A.0.12 temos√

JA + IA = I(V (JA + IA)) = I(V (JA) ∩ V (IA)).

Logo, I(V (JA) ∩ V (IA) ⊃ Mr. Como Mr é maximal segue que I(V (JA) ∩ V (IA)) = O
ou I(V (JA) ∩ V (IA)) = Mr. Como a primeira igualdade não pode ocorrer temos I(V (JA) ∩
V (IA)) = Mr, ou seja,

V (JA) ∩ V (IA) = {0}.

Mas, V (JA)∩V (IA) é a interseção dos pontos z0 ∈ Cr em que a matriz A(z0) não é invertível
com o conjunto dos pontos z0 ∈ Cr em que A não é transversal à estratificação de Simn(C).
Portanto, em qualquer ponto fora da origem temos que A é transversal à estratificação de
Simn(C).

Por outro lado, suponhamos que A é transversal à estratificação de Simn(C) fora da
origem. Segue que V (JA) ∩ V (IA) = {0} ⇒ I(V (JA) ∩ V (IA)) = Mr. Pelo Nullstelensatz
temos I(V (JA) ∩ V (IA)) =

√
JA + IA, ou seja,√

JA + IA = Mr ⇒ JA + IA ⊃Mk
r , para algum k ∈ IN.

Portanto A é finitamente determinado.
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Apêndice B

Símbolo Segre

Na seção 2.5 fornecemos um resultado sobre pencils de cônicas. Neste apêndice vamos
descrever um pouco sobre esta classificação e alguns conceitos relacionados a ela, em especial
para entendermos o Símbolo Segre.

Dado um par de cônicas f, g podemos associá-las às matrizes F , G ∈ Sim3(C), respectiva-
mente. Esse par de matrizes determina um pencil de matrizes P = {λF + µG / (λ, µ) ∈ P1}.
Pencils de cônicas são classificadas de acordo com o seu Símbolo Segre. O Símbolo Segre de
um pencil de quadrática complexa X é por definição o Símbolo Segre do associado pencil de
matrizes.

Definição B.0.23. O discriminante de um pencil P é a cúbica binária

∆ = ∆(λ, µ) := det(λF + µG)

Quando ∆ não se anula identicamente, dizemos que o pencil é não singular, e do contrário
dizemos que ele é singular. Suponha que P é não singular e que (λ, µ) é uma raiz de ∆.
Pode acontecer que todos os subdeterminantes de uma ordem menor de λF + µG se anulem,
sendo assim, suponha que todos os subdeterminantes de ordem 3−d se anulem e que isto não
aconteça para todos os subdeterminantes de ordem 2− d.

Denotaremos li como sendo a menor multiplicidade da raiz (λ, µ) nos subdeterminantes
de ordem 3− i, para i = 0, 1, .., d, logo li > li+1 para todo i e assim ei := li − li+1 > 0. Logo,

∆(λ, µ) = (λµ− λµ)e0 ...(λµ− λµ)ed∆1(λ, µ),

com ∆1(λ, µ) 6= 0. Os números ei são chamados de números característicos da raiz (λ, µ) e
os fatores (λµ− λµ)ei são chamados de divisores elementares do pencil P .

Definição B.0.24 (Símbolo Segre). Se (λj, µj) para j = 1, 2, ..., r, são as raízes de ∆ e
ej
0, ..., e

j
dj

os números característicos associados à raiz (λj, µj) e d1 > d2, ...,> dr, então
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σP = [(e10, ..., e
1
d1

), (e20, ..., e
2
d2

), ...(er
0, ..., e

r
dr

)]

é chamado o Símbolo Segre da quadrática complexa X ou do pencil P.

Em [17], mostra-se que dois pencils P1 e P2 de cônicas são equivalentes se, e somente se,
elas possuem o mesmo Símbolo Segre. Podemos usar isto para exibirmos formas normais para
pencils, cujo discriminante não se anula identicamente. Ver [4] ou [17].

Para cada ei
j ocorrendo no Símbolo Segre de X, considere as matrizes de ordem ei

j × ei
j:

Fij =


0 . . . 1 λi

µj

... . . . . . . 0

1 λi

µj
0

...
λi

µj
. . . . . . 0

 e Gij =


0 . . . . . . 1
... . . . 1 0
... . . . . . .

...
1 0 . . . 0


Assim F e G, são formadas por blocos dessas matrizes da seguinte forma

F = diag(F11, · · · , Frdr) e G = diag(G11, · · · , Grdr)

Para o caso em que discriminante se anula identicamente, temos um isomorfismo em soma
direta ρ⊕ σi1 ⊕ ...⊕ σik , onde ρ representa um pencil não singular e σi tem a forma:

σi(x1, ..., x2i−1) = (x1x2 + ...+ x2i−3x2i−2, x2x3 + ...+ x2i−2x2i−1)

Nessas condições após o símbolo de ρ adicionaremos ponto-vírgula e os números i1, ...ik.

Exemplo B.0.25. Considere o Símbolo Segre {1, 1, 1}, ele representa um pencil que possui
três raízes distintas em CP 1. Tomaremos para esse pencil as raízes (λ1, µ1) = [0, 1]; (λ2, µ2) =

[1, 1]; (λ3, µ3) = [1,−1]. Segue, que:

F11 =
(

0
)

e G11 =
(

1
)
; F22 =

(
1
)

e G22 =
(

1
)

; F33 =
(
−1

)
e G33 =

(
1
)
,

e como acima, temos:

F = diag (F11, F22, F33) =


0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 ;G = diag (G11, G22, G33) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


Logo, o pencil P é dada por λF + µG. Tomando as quadráticas associadas a F e G,

obtemos (−y2 + z2, x2 + y2 + z2). Usando o difeomorfismo φ(x, y, z) = (z, y−x, y+x), temos
que (−y2 + z2, x2 + y2 + z2) será equivalente a (4xy, 2x2 +2y2 + z2), e por mudanças escalares
e nos geradores do pencil podemos reduzir a (xy, x2 + y2 + z2), conforme Proposição 2.6.3.
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Exemplo B.0.26. Considere (xy, y2 + z2), tomando as matrizes correspondentes a esse par
de quadráticas, obtemos:

F =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 e G =


0 0 0

0 1 0

0 0 1


Considerando o pencil P = {λF + µG/λ, µ ∈ C}, temos que seu discriminante será

dado por ∆(λ, µ) = λ2µ. Suas raízes em CP 1 são (0, 1), com multiplicidade 2, e (1, 0) com
multiplicidade 1. Podemos ver que ambas não anulam todos subdeterminantes de ordem 2,
então d = 0, e1 = 2 e e2 = 1. Portanto, seu Símbolo Segre será {2, 1}.

No caso de cônicas temos 12 formas normais e elas podem ser vistas em ([27], p. 477).
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Apêndice C

KV -equivalência

Damon, em [11] e [10], apresenta uma relação de equivalência para seções de uma variedade
V através de um subgrupo do grupo de contato K. Em nosso contexto, V será o conjunto
das matrizes simétricas com determinante nulo. Passaremos a apresentar algumas definições
e resultados desta teoria. Iniciamos com algumas definições básicas.

Campo de vetores

Seja Mm ⊂ Kn uma variedade diferenciável suave de dimensão m. Um campo de vetores
em M é uma aplicação ν : M → Kn. O campo ν diz-se tangente à variedade M quando
ν(p) ∈ TpM para todo p ∈ M . Um subconjunto aberto é ainda uma variedade suave. Logo
tem sentido considerar campos de vetores tangentes definidos em U .

Dada uma parametrização ϕ : U ⊂ Km → U0 ⊂ M , os vetores
∂ϕ

∂x1

(x), ...,
∂ϕ

∂xm

(x),

constituem, para cada x ∈ U , uma base de TpM , onde ϕ(x) = p.

Seja ν : M → Kn um campo de vetores tangentes. Em cada ponto p = ϕ(x) da vizinhança

parametrizada U0 o vetor ν(p) se escreve como combinação linear dos vetores básicos
∂ϕ

∂xj

(x) ∈

TpM , assim:

ν(p) =
m∑

j=1

αj(x)
∂ϕ

∂xj

(x), p = ϕ(x).

Isto define m funções α1, . . . , αm : U → K. Em [20], mostra-se que ν ∈ Cr se, e somente se,
as funções α1, . . . , αm : U → K acima definidas são de classe Cr.

Estaremos considerando germes de aplicações (Kr, 0) em Simn(K), ou seja, aplicações
entre espaços vetoriais. Logo, M = Kt para algum t, e neste caso um campo de vetores
tangente nada mais será do que uma aplicação ν : Kt → Kt. Sempre tomaremos ϕ = idt e
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assim

ν(p) =
t∑

j=1

αj(p)
∂

∂xj

,

onde
∂

∂xj

=
∂idt

∂xj

(p) = εj e εj é o j-ésimo vetor da base canônica de Kt.

Denotando por E o conjunto das funções em Kn, f : Kn → K, será conveniente pensarmos
em um campo vetorial ν como uma aplicação ν : E → E , dada por:

ν(f)(p) =
n∑

j=1

αj(p)
∂f

∂xj

(p).

Definição C.0.27 (Campo de Euler). Dizemos que um campo de vetores tangentes ν em
Kn é um campo de Euler se existem inteiros a1, . . . , an tais que

ν =
n∑

j=1

ajxj
∂

∂xj

.

KV -equivalência.

Definição C.0.28. Seja (V, 0) ⊂ Ct, 0 um germe de uma variedade. Denotaremos por KV o
seguinte subgrupo de K:

KV = {H ∈ K : H(Cs × V ) ⊆ Cs × V }.

Em particular, se V = {0} então este é o grupo K.

Claramente KV é um subgrupo de K e sua ação nos germes de aplicações é definida da
mesma forma que a ação de K. Em [10], mostra-se que KV é um subgrupo geométrico de
Damon e como consequência dos resultados de Damon pode-se usar todas as técnicas da teoria
de singularidades.

Considere o germe de uma variedade (V, 0) e I(V ) o ideal dos germes que se anulam em
V . Definimos por Derlog(V) o conjunto:

ΘV = {ζ ∈ θt : ζ(I(V )) ⊆ I(V )}

Exemplo C.0.29. Seja (V, 0) ⊂ (C4, 0) definida por yw2 − z2 = 0. Claramente I(V ) é o
ideal gerado por g(x, y, z, w) = yw2− z2 e os elementos de θ4 abaixo, pertencem à Derlog(V ).

2y
∂

∂y
+ z

∂

∂z
, z

∂

∂z
+ w

∂

∂w
, wy

∂

∂z
+ z

∂

∂w
, 2z

∂

∂y
+ w2 ∂

∂z
,

∂

∂x

De fato, tomando por exemplo o campo 2y
∂

∂y
+ z

∂

∂z
, temos:

2y
∂g

∂y
+ z

∂g

∂z
= 2yw2 + (−2z2) = 2(yw2 − z2) ∈ I(V ).
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Obtemos abaixo quem é o espaço tangente à órbita de um dado germe f . Sendo {ηi}m
i=1

os geradores de ΘV , temos:

Proposição C.0.30 (KV -Espaço Tangente-[11]). Dada f : Cs, 0 → Ct, temos que o espaço
tangente à órbita de f segundo a ação de KV é dado por:

TKV f = Ms

{
∂f

∂xi

}
+ Os{ηi ◦ f},

e seu espaço tangente estendido é dado por:

TKV ef = Os

{
∂f

∂xi

}
+ Os{ηi ◦ f}.
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