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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson
para campos vetoriais continuos na garrafa de Klein K2. Como conseqiiéncia, mostraremos
que K? nao possui campo vetorial continuo com trajetoria injetiva w-recorrente.

Além do objetivo acima, procuramos produzir um texto que compreendesse a teoria qua-
litativa fundamental das equagoes diferenciais ordinarias para campos vetoriais continuos
em variedades. Tal teoria nao podia ser encontrada num tnico texto como este. De fato,
somente poucos resultados sao conhecidos para campos vetoriais continuos em variedades.
Portanto, a nossa contribui¢ao nao esta somente na prova de uma versao do Teorema de
Poincaré-Bendixson para K2, mas também no desenvolvimento da teoria necessaria para

isto.






Abstract

The aim of this work is to present a version of the Poincaré-Bendixson Theorem for
continuous vector fields on the Klein bottle K2. As a consequence, we prove that K2 does
not admit a continuous vector field with an w-recurrent injective trajectory.

Besides the aim above, we produced a text on the basis of the qualitative theory of
ordinary differential equations for continuous vector fields on manifolds. Such a theory can
not be found in a single text like this one. In fact, just a few results are known for continuous
vector fields an manifolds. Therefore, our contribution lies not only on the proof of a version
of the Poincaré-Bendixson Theorem for K2 but also on the development of the necessary

theory for that.
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Introducao

No estudo do comportamento assintotico dos sistemas dinamicos, é essencial conhecermos
a estrutura dos conjuntos para onde as trajetorias vao no futuro, ou de onde elas vieram no
passado. A teoria de Poincaré-Bendixson trata do problema de se determinar a estrutura
destes conjuntos, denominados conjuntos limites.

No final do século 19, H. Poincaré em [20] estabeleceu, sem dar uma prova completa, um
teorema que descreve a estrutura dos conjuntos limites de trajetérias de campos vetoriais
analiticos no plano. Em 1901, I. Bendixson provou, em [3], o teorema enunciado por H.
Poincaré sob a hipotese mais fraca do campo vetorial ser apenas de classe C!. A versao
mais classica do Teorema de Poincaré-Bendixson diz que se uma trajetéria for limitada e o
seu conjunto limite nao contiver pontos singulares, entao este serd uma trajetoéria periddica.

Depois dos trabalhos pioneiros de H. Poincaré e de I. Bendixson, diversas generalizagoes
do Teorema de Poincaré-Bendixson foram feitas. Por exemplo, o teorema foi generalizado
para variedades bidimensionais em [10] e [23] (veja também [2]). Para fluxos continuos, ha o
resultado de [11] e para semifluxos, o de [5]. No caso de semifluxos com impulsos, podemos
citar [4]. Para campos vetoriais continuos no plano, o Teorema de Poincaré-Bendixson
encontra-se demonstrado em [12].

Em 1923, H. Kneser mostrou, em [13|, que um fluxo continuo na garrafa de Klein sem
pontos singulares possui uma trajetéria periddica. Na presenca de pontos singulares, S.
Kh. Aranson [1] e N. G. Markley [15] provaram este resultado de forma independente em
1969. Eles mostraram que fluxos continuos na garrafa de Klein nao possuem trajetoria
recorrente nao-trivial. Em 1978, uma prova simplificada deste fato foi apresentada em [9]
por C. Gutierrez.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson
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para campos vetoriais continuos na garrafa de Klein. Além deste objetivo, procuramos pro-
duzir um texto que compreendesse a teoria qualitativa das equacgoes diferenciais ordinarias
para campos vetoriais continuos em variedades, teoria esta que, até entao, nao podia ser

encontrada num tunico texto.

Iniciamos este trabalho (Capitulo 1), relembrando alguns fatos bésicos da teoria qua-
litativa das equagoes diferenciais ordinarias para campos vetoriais continuos no R". Em
seguida, introduzimos o conceito de conjunto limite para trajetorias e algumas de suas pro-
priedades. Ainda neste capitulo, enunciamos e provamos o Teorema de Poincaré-Bendixson

para campos vetoriais continuos no plano.

No Capitulo 2, definimos campos vetoriais continuos em variedades e apresentamos, para
este contexto, os resultados locais provenientes da teoria qualitativa da equacoes diferenciais
ordinérias em R™ (Capitulo 1). Em seqiiéncia, discutimos propriedades dos conjuntos limites
e introduzimos um conceito mais fraco de recorréncia para trajetorias. Na secao final deste
capitulo, apresentamos a definicao de levantamento de um campo vetorial continuo por um

recobrimento duplo orientado entre variedades compactas bidimensionais.

No Capitulo 3, tratamos dos aspectos topologicos da garrafa de Klein, os quais apresen-
tamos em diversos resultados auxiliares. Finalmente, desenvolvemos e apresentamos uma
versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais continuos na garrafa de
Klein K2. Como conseqiiéncia, obtemos o fato de que K2 nao possui campo vetorial continuo

com trajetoria injetiva w-recorrente.

No Apéndice, incluimos um resultado que sera util nos Capitulos 2 e 3.



Capitulo

1

Campos vetoriais continuos

Iniciamos este capitulo resgatando algumas defini¢coes bésicas e enunciando alguns re-
sultados essenciais da teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias para campos
vetoriais continuos no R", como por exemplo, os teoremas de existéncia e continuacao de
solucoes. Em seguida, na segunda secao, apresentamos o conceito de conjunto limite para
trajetorias e algumas de suas propriedades. Na tultima secao deste capitulo, demonstramos
o Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais continuos no plano.

A principal referéncia para este capitulo é P. Hartman [12].

1.1 Conceitos e resultados basicos

Seja U um subconjunto aberto do espago euclidiano R". Um campo vetorial continuo
em U é uma aplicacao X : U — R” continua. Ao campo vetorial X associamos a equacao

diferencial ordinéaria

cox (o). w

As solugoes desta equagao, isto é, as aplicagoes diferenciaveis v : [ — U (I intervalo de R)

tais que

) = X (1) (1)

para todo t € I, sao chamadas curvas integrais de X ou curvas integrais da equacgao dife-
rencial (1.1).

Dados p € U e uma curva integral v : I — U de X, diremos que < passa pelo ponto
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peU,se0ele~0)=p.

Observamos que se v : I — U for uma curva integral de X e ¢ = v(to), to € I, entdo
Y J — U definida por 9(t) = v(t +tp), t € J, também serd uma curva integral de X, onde
J={r—ty:rel}.

O teorema seguinte garante a existéncia de curvas integrais para um campo vetorial

continuo em R™.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Peano) [12, Teorema 2.1, p. 10| Sejam X : U C R* — R"
um campo vetorial continuo e p € U. FEntao existe pelo menos uma curva integral de X

passando por p.

Uma conseqiiéncia importante do Teorema de Peano seré apresentada no corolario se-

guinte.

Corolario 1.1.2 [12, Corolario 2.1, p. 11] Seja X : U C R™ — R™ um campo vetorial
continuo limtado por uma constante C' > 0 e seja K C U wm conjunto compacto. Entao
existe « = a(C, K) > 0 com a propriedade de que, para todo ponto p € K, qualquer curva

integral de X passando por p estd definida no intervalo [—a, a.

Uma curva integral v : I — U de um campo vetorial continuo X : U C R® — R" sera
dita mdzima, se para toda curva integral ¢ : J — U de X com I C J e v = 9|,, tivermos
I = J. Em outras palavras, v serd maxima, se nao admitir nenhuma continuacao (extensao)
que também seja uma curva integral de X. Neste caso, o intervalo I serda chamado intervalo

mazimal de existéncia de ~.

O exemplo a seguir mostra que um campo vetorial continuo pode admitir uma infinidade

de curvas integrais maximas por um ponto.

2
3

Exemplo 1.1.3 Consideremos o campo vetorial continuo X : R — R dado por X (p) = 3p3,
p € R. Para todo ¢ > 0, a fun¢ao . : R — R definida por

e(t) = { (t=c), se t2c (1.3)

0, se t<c,

é uma curva integral maxima de X passando por 0 com intervalo maximal R.
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O teorema seguinte diz que o intervalo maximal de existéncia de uma curva integral de
um campo vetorial continuo X é aberto. Se tal intervalo for finito, a imagem da curva

integral saird de qualquer subconjunto compacto do dominio do campo X.

Teorema 1.1.4 [12, Teorema 3.1, p. 12| Sejam X : U C R*™ — R"™ um campo vetorial
continuo e v uma curva integral de X definida em algum intervalo. FEntao v pode ser
continuada (como curva integral) até um intervalo aberto maximal. Além disso, se (w_,wy)
for um intervalo mazimal de existéncia de v e wy < oo (respectivamente w_ > —o0), entdo
~(t) tenderd a fronteira de U quando t — w, (respectivamente t — w_), isto €, para todo
compacto K C U, ezistira ¢ = e(K) > 0 tal que se t € [wy — €,w;) (respectivamente

t € (w_,w_ +¢€]), entiao y(t) ¢ K.

Um resultado muito 1til para campos vetoriais continuos ¢ dado no teorema seguinte e

diz respeito ao limite de curvas integrais.

Teorema 1.1.5 [12, Teorema 3.2, p. 14] Seja (X, )nen uma seqiiéncia de campos vetoriais
continuos definidos no aberto U C R™ tal que X,, — X, quando n — oo, uniformemente
em subconjuntos compactos de U. Para cada n € N, seja v, : (wp-, w,+) — U uma curva
integral maxima de X,, passando por p, € U. Suponhamos que p, — p € U quando n — oo.
Entao existem uma curva integral mdzima v : (w_,w;) — U de X passando por p e uma

seqiiéncia de inteiros positivos (ng)ren satisfazendo

(t) = lim 7, (1), (1.4)
onde o limite vale uniformemente em intervalos compactos de (w_,w, ).

A seguir, vamos introduzir mais defini¢oes e notagoes que serao utilizadas no decorrer

deste capitulo.

Seja X : U C R* — R"™ um campo vetorial continuo. Pelo Teorema de Peano e pelo
Teorema de Continuagao (Teorema 1.1.4), para cada ponto p € U, existe uma curva integral
Y : I(7p) — U de X definida em algum intervalo maximal aberto I(v,) que depende tanto
da curva integral 7, como do ponto de partida p. Por simplicidade, identificamos a curva
integral 7, com sua imagem {~,(¢) : t € I(7,)}, a qual referimo-nos como a trajetdria de X

passando por p definida em I(7y,).
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A semitrajetoria positiva (respectivamente, semitrajetoria negativa) de X passando por

p e contida em 7, é o conjunto

Vo =A%) :t € I(7,) N[0,00)} (respectivamente, 7, = {y,(t) : t € I(7,) N (—00,0]}).

Desta forma, v, =7, U7, .

Um arco de trajetoria de X é um subconjunto conexo de uma trajetoria de X.

Diremos que p € U é um ponto singular ou uma singularidade (respectivamente um ponto
regular) de X, se X (p) = 0 (respectivamente X (p) # 0). Uma trajetoria sera dita regular, se
ela nao contiver pontos singulares. Uma trajetoria v serd periddica, se ela estiver definida em
R e existir um 7 > 0 tal que y(t +7) = y(t) para todo t € R e y(t1) # y(t2), se |t1 —ta| < 7.

O conjunto aberto U, munido da decomposicao em trajetorias de X, sera dito retrato de
fase de X. As trajetorias serao orientadas no sentido das curvas integrais de X; os pontos
singulares serao munidos da orientacao trivial.

Lembramos que trajetorias de campos vetoriais continuos podem se auto-interceptar ou
se interceptar mutuamente. Se uma trajetéria se auto-interceptar, entao ela naturalmente
contera uma trajetoria peridodica. Uma trajetoria que nao se auto-interceptar sera dita

injetiva.

1.2 Conjuntos limites

Sejam U um subconjunto aberto de R" e X : U — R" um campo vetorial continuo.
Dada uma trajetoria v de X definida no intervalo maximal I(y) = (w_(7v),w+ (7)), se

w4 (7) = 00, definiremos o conjunto w-limite de vy como sendo o conjunto
w(y) :=={¢€U:3 (tn)nen com t,, — 00 e ¥(t,) — ¢, quando n — oo}.
Analogamente, se w_(7y) = oo, definiremos o conjunto a-limite da trajetoria vy por
a(y) :={q¢ €U :3 (ty)ney com t, — —o0 e Y(t,) — ¢, quando n — oo}.

O conjunto w-limite (respectivamente a-limite) da trajetoria v de X também sera cha-
mado de conjunto w-limite da semitrajetoria positiva 4+ C 7 (respectivamente conjunto

a-limite da semitrajetoria negativa v~ C ) e sera denotado por w(y™) (respectivamente
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a(y7)).

Os teoremas seguintes exibem algumas propriedades do conjunto w-limite de uma semi-
trajetoria positiva. Resultados analogos valem para o conjunto a-limite de uma semitraje-

toria negativa.

Teorema 1.2.1 [12, Teorema 1.1, p. 145] Sejam X : U C R" — R"™ um campo vetorial
continuo e v* = {~(t) : t > 0} uma semitrajetoria positiva de X. Entao w(y™) € fechado.
Se~* estiver contida num subconjunto compacto de U, entio w(y") serd nao vazio, compacto

€ CONEXo.

Na Figura 1.1, apresentamos um exemplo de uma semitrajetoria v* cujo conjunto w-
limite nao ¢ conexo por ser a uniao de duas retas paralelas. Isto ocorre, pois vt nao esta

contida em nenhum subconjunto compacto de R2.

Figura 1.1: Um conjunto w-limite desconexo em R2.

A seguir, enunciaremos um resultado que garante um tipo de invariancia para o conjunto
w-limite, ou seja, ele garante que, para cada ponto no w-limite, existe pelo menos uma

trajetoria passando por esse ponto e inteiramente contida no w-limite.

Teorema 1.2.2 [12, Teorema 1.2, p. 145] Sejam X : U C R™ — R™ um campo vetorial
continuo e y* = {y(t) : t > 0} wma semitrajetoria positiva de X. Se p € w(vyT), entao X
terd pelo menos uma trajetoria vy, passando por p satisfazendo vy, C w(y*). Além disso, se

vt estiver contida num subconjunto compacto de U, entao v, estard definida em (—o0, 00)

e [vp U a(y) Uw(y)] Cw(vr™).

Corolario 1.2.3 Nas condigoes do Teorema 1.2.2, se w(y") consistir de um 1inico ponto

p € U, entao p serd um ponto singular de X e tlim () = p.
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1.3 O Teorema de Poincaré-Bendixson no plano

O objetivo desta secao é enunciar e demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson para
campos vetoriais continuos no plano. Este teorema, bem como os outros resultados desta
segao, encontram-se no Capitulo VIT de [12]. Por se tratarem de resultados pouco conhecidos

para campos vetoriais continuos, nés incluimos as demonstragoes neste texto.

Antes de enunciarmos o Teorema de Poincaré-Bendixson, apresentaremos a definicao de

segmento transversal e provaremos algumas de suas propriedades.

No que segue, U denotara um subconjunto aberto de R? e X denotara um campo vetorial

continuo em U.

-

Definicao 1.3.1 Diremos que um segmento de reta fechado e limitado ¥ em U C R? é um
segmento transversal a X, se para todo ponto p € 3, X(p) for um vetor nao nulo e, junto

com a direcio de X, gerarem o plano R2.

Diremos que um segmento transversal 3 passa por p € U, se p nao for um ponto extremo

de X.

X (p)

Figura 1.2: Segmento transversal ¥ ao campo X por p.

Como conseqiiéncia da definicao anterior, todo ponto do segmento transversal ¥ é regular
e Y nao é tangente a qualquer trajetoria que o intercepta.

Observamos que, devido ao fato de ¥ ser conexo e da continuidade do campo, as tra-
jetorias de X cruzam o segmento transversal > sempre no mesmo sentido, digamos, da

"esquerda" para a "direita", como mostra a Figura 1.3.
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by

Figura 1.3: Trajetorias cruzando X.

O lema a seguir nos fornece propriedades de um segmento transversal a um campo vetorial
continuo X. Tal resultado foi extraido da demonstragdo do Teorema 4.1 de [12], p. 152,

item (a).
Lema 1.3.2 Nas condicoes acima sobre U e X temos:

(1) Sep e U for um ponto reqular de X, entao existird um segmento transversal passando

por p.

(17) Seja ¥ um segmento transversal passando por um ponto p € U. Entdo existem e > 0 e
uma vizinhanca V de p em R? tais que todas as trajetorias de X passando por pontos

de V estao definidas em [—e¢, €| e interceptam ¥ uma unica vez para |t| < e.

(131) Um arco de trajetoria fechado e limitado de X intercepta um segmento transversal no

mdximo em um numero finito de pontos.

Demonstragao:

(1) Segue da defini¢ao de um segmento transversal e do fato de que X é continuo em p.

(17) Seja § > 0 arbitrario. Usando o Corolario 1.1.2, podemos escolher uma vizinhanga
V de p e um € > 0 de forma que todas as trajetérias v, de X passando por ¢ € V' estejam
definidas em [—¢, €] e de tal forma que v,(¢) diste de ¢ + tX(p) por no méaximo §|¢| para
t € [—€,¢]. Assim, se V for suficientemente pequena, entdo -, interceptara ¥ pelo menos
uma vez, mas podera intercepta-lo no maximo uma vez se |t| < €, pois as trajetorias de X
cruzam % sempre no mesmo sentido. Isto demonstra (i7).

(74i) Conseqiiéncia imediata do item (i7). [

Teorema 1.3.3 (Teorema de Poincaré-Bendixson) [12, Teorema 4.2, p. 154] Conside-

remos X : U C R? — R? um campo vetorial continuo e v* = {y(t) : t > 0} uma semitrage-
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toria positiva injetiva de X contida num compacto K C U. Suponhamos que X possua um

nimero finito de singularidades em w(y"). Entao ocorre uma das sequintes alternativas:
(i) w(y") € uma trajetoria periddica;
(17) w(y™) € um ponto singular;

(171) w(y1) € constituido de pontos singulares {p1, pa, ..., Pn} € de uma seqiiéncia (finita ou
infinita) de arcos de trajetorias {o(t) : —oo < a_ <t < ay < oo} de X que nao con-
tém pontos singulares, mas p(ay) = tlim ©(t) (respectivamente p(a_) = tlim (1))

—ay —a_

existe e pertence ao conjunto {p1,p2,...,Pn}-
A demonstragao deste teorema sera apresentada mais adiante.

Observacao 1.3.4 Com a notacao do Teorema 1.3.3, quando condigoes iniciais determinam
solugbes unicas de X, entdo o = —00 e vy = 00, pois pg(t) = pi ¢ a unica solu¢do de X

passando pelo ponto singular py.

O ingrediente essencial para a validade do Teorema de Poincaré-Bendixson é a cisao do
dominio do campo em duas componentes por qualquer curva fechada simples, o que ocorre no
plano e na esfera bidimensional mas nao no toro bidimensional nem nos espagos euclidianos
de dimensao maior do que 2. Este ingrediente é o famoso Teorema da Curva de Jordan. A

sua prova pode ser encontrada em [17, p. 115].

Teorema 1.3.5 (Teorema da Curva de Jordan) Se J C R? for uma curva fechada
simples (isto €, J for a imagem homeomorfa de um circulo), entio R?\ J terd duas compo-

nentes conexas: S; (limitada) e S, (nao limitada), as quais terao J como fronteira comum.

Os resultados seguintes facilitarao a demonstracao do Teorema de Poincaré-Bendixson.
Em particular, os resultados contidos nos Lemas 1.3.6 e 1.3.7 podem ser encontrados na

prova do Teorema 4.1 de [12], p. 152 — 153, itens (b) e (c) respectivamente.

Lema 1.3.6 Seja vt = {~(t) : t > 0} wma semitrajetoria positiva injetiva de um campo
vetorial continuo X : U C R? — R? e seja ¥ um segmento transversal a X. Se yTNY # @,

entdo v* interceptard X numa seqiiéncia estritamente mondtona.
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Demonstracgao:
Seja D = {t > 0:v(t) € £}. Decorre do Lema 1.3.2 que D ¢é discreto. Assim, podemos
ordenar o conjunto

D:{t1<t2<<tn<}

Como D # @, existe p; = 7(t1). Definamos, caso exista, po = 7(t2). Por inducao,
definiremos p,, = v(t,).

Sendo 7" injetiva, entdo p; # po. Para fixar as idéias, suponhamos que p; < py. Se o
ponto ps existir, vamos mostrar que ps > ps.

Consideremos a curva de Jordan I' formada pela uniao do segmento p;ps C ¥ com o arco
de trajetoria [py, pa), = {7(t) : t1 <t <t} de X, como mostra a Figura 1.4 abaixo.

by
P1 Se

Figura 1.4: Curva de Jordan I'.

Afirmamos que a semitrajetoria positiva 7;; C 7 fica contida na componente limitada
Si de T'. De fato, v, C 7" nao pode interceptar o arco [p1, pa],, devido a injetividade de y*
(veja Figura 1.5(a)), e também nédo pode interceptar o segmento p1ps C X, porque contraria
o sentido no qual as trajetorias de X cruzam ¥ (veja Figura 1.5(b)), o que demonstra a

afirmacao.

(a) (b)

Figura 1.5: Configuragoes impossiveis de 7, C 7.
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Pela nossa afirmacao, caso p3 exista, devemos ter p; < ps < p3. Prosseguindo com este
raciocinio, concluimos que a seqiiéncia (p,)nen € estritamente monétona em ¥ e o lema esta

demonstrado. [ |

Lema 1.3.7 Seja X : U C R?* — R? um campo vetorial continuo e consideremos v+ =
{7(t) : t > 0} uma semitrajetdria positiva injetiva de X contida num compacto K C U.

Entao um segmento transversal ¥ intercepta w(y™), no mdximo, em um ponto.

Demonstragao:

Suponhamos que exista um ponto regular p € w(y") N X. O item (i) do Lema 1.3.2 e o
Lema 1.3.6 implicam que a semitrajetoria positiva v intercepta X segundo uma seqiiéncia
estritamente mono6tona. Assim, w(y1) N X s6 poderéd conter o ponto p, o que demonstra o

lema. [ ]

Proposigao 1.3.8 [12, Teorema 4.1, p. 151] Nas condi¢oes do Lema 1.3.7, se w(y™) contiver

somente pontos requlares, entao w(y") serd uma trajetoria periodica.

Demonstragao:

Seja p € w(y'). Pelo Teorema 1.2.2, existe uma trajetoria 7, de X passando por p,
definida em R e satisfazendo 7, C w(y"). Além disso, w(y,) C w(vy™).

Sendo w(yT) compacto, entdao w(7,) # F. Seja ¢ € w(7,). Assim, ¢ é um ponto regular,
pois w(y™) nao contém pontos singulares.

Consideremos um segmento transversal ¥ passando por ¢. Como ¢ € w(v,) C w(y"),
entao a trajetoéria 7, intercepta ¥ em infinitos pontos e tais pontos, juntamente com g,
pertencem a w(y"). Pelo Lema 1.3.7, este pontos coincidem. Em particular, existem nimeros
reais positivos t; <ty tais que ¢ = 7,(t1) = 7, (t2). Entdo X possui uma trajetéria periodica
7 tal que Y(t) = 7,(t) para t € [t1,t3]. Como 7, ndo é constante em nenhum intervalo,
podemos supor que J(to) # Y(t°) para 0 < tq <t < 7, onde 7 =ty — t; > 0.

Afirmamos que w(y") = 7. De fato, suponhamos que w(y*) \ 7 # &. Entao w(y*) \ 7
tem um ponto de acumulagao p € 7, pois w(y*) é conexo. Seja ¥z um segmento transversal
passando por p. Usando o Teorema 1.2.2 e o fato de que toda vizinhanga de p contém
pontos de w(y™) \ 7, entdo existe uma trajetoria v, C w(y") passando por um ponto
P« € w(y")\ 7, definida em R e interceptando ;. O ponto de intersegao é necessariamente

p, pelo Lema 1.3.7.
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Seja v,.(s) € 7, quando 7,,(t) ¢ ¥ para t entre 0 e s. Como 7,.(s) é um ponto regular,
existe um segmento transversal X, passando por 7,,(s). Entdo uma pequena translagao de
Y., em uma direcao conveniente, ¢ um segmento transversal que intercepta vy e v, em dois
pontos distintos (veja Figura 1.6). Esta contradicdo com o Lema 1.3.7 demonstra nossa

afirmacao e, portanto, a proposicao. [

Figura 1.6: Os segmentos transversais ¥; e X,.

Como conseqiiéncias imediatas da demonstragao da proposicao anterior, obtemos os se-

guintes resultados.

Corolario 1.3.9 Nas condicoes do Lema 1.3.7, se existir uma trajetoria periddica v em

w(yT) consistindo somente de pontos regulares, entio w(y*) =7.

Corolario 1.3.10 Seja vt uma semitrajetoria positiva injetiva de um campo vetorial con-
tinuo X : U C R? — R? e seja p € w(y") um ponto reqular. Entao existe uma vizinhanga

V dep em U tal que X possui uma tnica trajetoria passando por p em w(yT)NV.

Agora, estamos em condic¢oes de apresentar uma prova do Teorema de Poincaré-Bendixson

(Teorema 1.3.3). Veja [12, Teorema 4.2, p. 154].

Demonstragao do Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 1.3.3):

Se w(y") contiver somente pontos regulares, entdao, pela Proposi¢ao 1.3.8, w(y*) sera
uma trajetoria periddica.

Se w(y") ndo contiver pontos regulares, entdo w(y™) serd um ponto singular, pois X tem
um namero finito de pontos singulares em w(y") e w(y™) é conexo.

Suponhamos, entao, que w(y™) contenha pontos regulares e singulares. Pelo Teorema
1.2.2, para cada ponto regular p em w(y"), existe uma trajetoria 7, de X passando por p,

definida em R e satisfazendo 7, C w(yT).
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Afirmamos que 7, contém um arco de trajetoria especificado em (zii). De fato, para
demonstrar isto, iremos considerar somente a semitrajetoria positiva 'yp+ C 7p, POIs o trata-
mento para a semitrajetoria negativa -y, C 7, € analogo. Entao uma das seguintes alterna-

tivas ocorre:

(a) existe um primeiro nimero real positivo ¢ = a tal que 7,(a) é um ponto singular

(logo pertencente a {p1,...,p,}) ou
(b) v C p ndo contém pontos singulares.

No caso (b), mostraremos que w(v, ) ¢ um ponto singular. Suponhamos que exista um
ponto regular em w(v,"). Procedendo como na demonstragao da Proposigao 1.3.8, entao v, C
7, contém uma trajetoria periodica 7. Como 7 C w(y") nao contém pontos singulares, o
Corolario 1.3.9 implica que w(y") = 7. Mas isto contradiz a hipotese sobre w(v"). Portanto,
w(y,) s6 contém pontos singulares e, como ele é conexo, entdo w(7;) é um ponto singular
pr pertencente a {p1,...,p,}. Pelo Corolario 1.2.3, tll)rono Yp(t) = pi e isto demonstra nossa
afirmacao.

Resta-nos mostrar que o conjunto dos arcos de trajetorias contidos em w(y™) é enume-
ravel. Usando o Corolario 1.3.10, entdo, para cada ponto regular p € w(y1), o arco de
trajetoria contido em w(y™) passando por p é tnico.

Podemos supor que 4+ nao contenha nenhum dos pontos singulares {p1,...,p,}, pela
injetividade de 4*. Além disso, se p € w(y™") for um ponto regular, entdao y*(t) # p para
todo t > 0, pois a seqiiéncia de intercecgoes de v com um segmento transversal passando
por p tende a p monotonicamente. Assim, ¥* e w(y") ndo tém pontos em comum.

Suponhamos, por contradi¢ao, que o conjunto dos arcos de trajetorias contidos em w(y™)
nao seja enumeravel. Como X tem um numero finito de pontos singulares em w(y), existe
um subconjunto nao enumeravel destes arcos que unem dois pontos singulares p; e po (dis-
tintos ou ndo). A unido de quaisquer um ou dois destes arcos forma uma curva de Jordan.
Como existe no maximo um conjunto enumerével de curvas de Jordan com pares de inte-
riores disjuntos, entao existem trés tais curvas disjuntas, digamos Ji, Jo e J3, tais que J3
esta contida no fecho do interior de J; e também no fecho do interior de Jy (veja Figura 1.7).
Isto é impossivel, pois como ' nao intercepta as curvas J; e J, entao y* esta ou entre .J;

e Jy ou entre Jy e J3 e o teorema estd demonstrado. [ |
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Figura 1.7: Curvas de Jordan J;, J e Js.

No proximo teorema, iremos mostrar que o conjunto w-limite de uma semitrajetoria po-

sitiva (ndo necessariamente injetiva) contém uma trajetoria periodica ou um ponto singular.

Teorema 1.3.11 [12, Teorema 4.3, p. 155 Sejam X : U C R? — R? um campo vetorial
continuo e vt = {y(t) : t > 0} uma semitrajetoria positiva de X contida num compacto

K C U. Entao w(y™) contém uma trajetdria periddica ou um ponto singular.

Demonstragao:

Suponhamos que w(y") nao contenha pontos singulares. Seja p € w(yT). Pelo Teorema
1.2.2, existe uma trajetoria -y, de X passando por p, definida em R e satisfazendo v, C w(y").
Além disso, w(7,) C w(y1). Se 7, for uma trajetoria injetiva, entao w(~y,) serd uma trajetoria
periddica 7, pela Proposi¢ao 1.3.8. Se 7,(t1) = 7,(t2) para ntimeros reais positivos t; < to,
entdo 7, conterd uma trajetoria periodica 7 tal que J(t) = 7, (t) para t € [t1,ts]. Em ambos

os casos, w(y") contera uma trajetoria periodica 7. Isto demonstra o teorema. |

A demonstragao do proximo resultado utiliza o conceito de indice de um ponto singular

no plano e pode ser encontrada em [12], Teorema 3.1, p. 150.

Teorema 1.3.12 Sejam X : U C R? — R? um campo vetorial continuo e v uma trajetoria
periodica de X que nao contém pontos singulares. Se o interior de v estiver contido em U,

entao existird um ponto singular de X no interior de -y.






Capitulo

2

Campos vetoriais continuos em

variedades

Para a teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias para campos vetoriais de
classe C! em variedades, indicamos o livro [2]. No caso de campos vetoriais continuos, nao
temos o conhecimento de um livro-texto que aborde esta teoria. Por este motivo, resolvemos
desenvolver e apresentar esta teoria neste capitulo.

Na primeira se¢ao deste capitulo, definimos campos vetoriais continuos em variedades e
apresentamos, para este contexto, os resultados locais provenientes da teoria qualitativa das
equacoes diferenciais ordinarias em R".

Em seguida, na segunda secao deste capitulo, discutimos propriedades dos conjuntos
limites. No caso de fluxos continuos, a invaridncia dos conjuntos « e w-limites segue da
dependéncia continua das trajetérias com relagao as condigcoes iniciais. No caso de campos
vetoriais continuos, nao podemos contar com a dependéncia continua das trajetérias com
relacao as condicoes iniciais. Entretanto, é possivel garantir um tipo de invariancia para
os conjuntos a e w-limites. Provamos que, para todo ponto no w-limite, existe pelo menos
uma trajetéria acompanhada passando por esse ponto e inteiramente contida nele (veja
Defini¢ao 2.2.2 e Proposi¢ao 2.2.3 a seguir). Também, pelo fato de nao podermos contar
com a unicidade das trajetérias de campos vetoriais continuos, foi preciso introduzir um
conceito mais fraco de recorréncia para trajetorias.

Na ultima secao deste capitulo, recordamos a definicao de recobrimento duplo orientado

entre variedades compactas bidimensionais e a definicao de levantamento de um campo ve-
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torial continuo por este recobrimento. Mostramos que as trajetérias de um dado campo
vetorial continuo estao relacionadas com as trajetorias do seu levantamento. Também apre-

sentamos uma relagao entre os conjuntos limites dessas trajetorias (Lema 2.3.7).

2.1 Teoria fundamental

Seja M uma variedade de dimensao n, sem bordo e classe C*°. Para cada p € M, seja

T,M o espago de vetores tangentes a M em p e seja
™™ = {(pavp) -p S M7 vp € TPM}7

o espaco fibrado tangente de M.
Denotemos por m : TM — M a proje¢ao dada por m(p,v,) = p.

Definicao 2.1.1 Um campo vetorial continuo em M €é uma aplicacio X : M — TM con-
tinua tal que T 0o X : M — M € a identidade, ou seja, X € uma aplicagcdo continua que a

cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,,M.
No que segue, X(M) denotara o espago dos campos vetoriais continuos em M.

Definigao 2.1.2 Uma curva integral de X € X(M) passando por um ponto p € M é uma
aplicagio v : I — M de classe C' tal que v(0) = p e v/(t) = X (v(¢)) para todo t € I, onde

I € um intervalo de R contendo 0.

Numa carta local z : U € M — R™ de M, um campo vetorial X € X(M) é representado

pelo campo vetorial continuo z,(X) : 2(U) C R® — R™ dado por

x*(X)(p) - dajx*l(p) . X(x_l(p))a pE [L’(U),

onde dx e ! denotam, respectivamente, as aplicacoes derivada e inversa da carta local .
Diremos que z,(X) é a expressao de X na carta local z : U ¢ M — R".

Um fato simples de verificar é o seguinte. Seja v : I — U C M uma aplicagao de classe
Cl. Entao v sera uma curva integral de X se, e somente se, r oy : [ — x(U) C R" for
uma curva integral de z,(X). Conjugando o fato acima com o teorema de existéncia de
curvas integrais de uma equagao diferencial ordinéaria em R" (Teorema de Peano), podemos

enunciar o resultado seguinte.
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Teorema 2.1.3 Sejam X € X(M) ep € M. Entao existe pelo menos uma curva integral

de X passando por p.

Lema 2.1.4 Seja X € X(M). Para cada ponto p € M, existem uma vizinhanga V C M de
p e um numero real o > 0 tais que todas as curvas integrais de X passando por um dado

ponto de V estao definidas no intervalo [—a, o).

Demonstragao:
Basta aplicarmos o Corolario 1.1.2 em uma expressao de X, cuja carta local associada

contém o ponto p no seu dominio. |

O lema seguinte diz que uma curva integral pode ser reparametrizada para mudar seu

ponto inicial.

Lema 2.1.5 Sejam X € X(M) e~y : I — M wuma curva integral de X passando por um
ponto p € M. Fizemos ty € I e consideremos I = {t e R:t+1ty € I}. Entao a curva

¥ : 1 — M definida por 7(t) = y(t + to) € uma curva integral de X passando por y(to).

Demonstragao:

Aplicagao direta da Regra da Cadeia em cartas locais. |

Defini¢ao 2.1.6 Uma curva integral v : I — M de X € X(M) serd dita mdzxima, se
para toda curva integral ¢ : J — M de X tal que I C J ey = 1|, tivermos I = J e

conseqiientemente v = 1. Neste caso, I serd chamado intervalo maximal de existéncia de .

Vamos prosseguir com nossa exposi¢ao a fim de apresentarmos um teorema que diz que
toda curva integral de um campo vetorial continuo em uma variedade compacta esté definida

em R. Antes, porém, demonstraremos o lema seguinte.

Lema 2.1.7 Sejam X € X(M) e v uma curva integral mdzima de X. Se o intervalo
de existéncia de v nao for todo o R, entao sua imagem nao estard contida em menhum

subconjunto compacto de M.

Demonstragao:
Para fixar as idéias, suponhamos que o intervalo maximal de existéncia de 7 seja (a,b)

com b < co. O argumento para o caso a > —oo é anéalogo.
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Suponhamos, por contradi¢ao, que 7(a, b) esteja contido num compacto K C M. Consi-
deremos uma seqiiéncia (t,),en em (a,b), com ¢, — b quando n — oo. Como v(a,b) C K
e K é compacto, podemos supor, passando a uma subseqiiéncia, que y(t,) converge para
p e K.

Sejam V' C M uma vizinhanga de p e a > 0 dados pelo Lema 2.1.4. Tomemos ng € N
tal que b —t,, < % e Y(tn,) € V. O Lema 2.1.4 implica que todas as curvas integrais de
X passando por v(t,,) estao definidas em (—c«, «). Em particular, a curva integral v pode
ser estendida ao intervalo (a,t,, + @) D (a,b). Mas isto contradiz a maximalidade de v e o

lema estd demonstrado. [ |

Teorema 2.1.8 Suponhamos que M seja uma variedade compacta. Entao as curvas inte-

grais de X € X(M) estao definidas em R.

Demonstragao:
Sendo M compacta, o Lema 2.1.7 implica que nenhuma curva integral pode ter intervalo
maximal de existéncia que nao seja todo o R, pois a imagem de qualquer curva integral esta

contida no conjunto compacto M. |

O teorema seguinte sera utilizado na proxima secao para provar um tipo de invariancia

para os conjuntos limites das trajetorias sobre campos vetoriais continuos em variedades.

Teorema 2.1.9 Seja (X,)nen € X(M) uma seqiéncia de campos vetoriais continuos defi-
nidos em uma variedade compacta M tal que X, — X, quando n — oo, uniformemente em
M. Para cadan € N, seja v, : R — M uma curva integral de X,, passando por p, € M. Su-
ponhamos que p, — p € M, quando n — oo. Entao existem uma curva integral v : R — M
de X passando por p e uma seqiiéncia de inteiros positivos (ny)gen Satisfazendo

1) = Jim 7, (1) 21)

onde o limite vale uniformemente em intervalos compactos de R.

Demonstragao:

Mostremos, inicialmente, que
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(a) se x : U C M — R™ for uma carta local de M, entdo, para cada conjunto compacto
V C U, existird a > 0 tal que todas as curvas integrais de X e X,,, n € N, passando

por um dado ponto de V' estao definidas no intervalo [—a, a].

Com efeito, sejam z,(X) e x.(X,) as expressoes de X e X,,, n € N, na carta local x : U C
M — R"™ respectivamente.

Sendo z(V) C z(U) compacto, existe um conjunto aberto W tal que z(V) C W C
W c 2(U). Como X,, — X, quando n — oo, uniformemente em M e dz ¢ uniformemente
continua no conjunto compacto X (z~1(W)), entdo x,(X,) — 7.(X) , quando n — oo, uni-
formemente em W. Dai, existe C' > 0 tal que |z.(X)| < C e |z.(X,)| < C, n € N, em W,
onde |- | é a norma euclidiana em R". Pelo Corolario 1.1.2, existe « > 0, independente de n,
tal que todas as curvas integrais de z.(X) e x.(X,) passando por um dado ponto de z(V)
estao definidas no intervalo [—a, a]. Isto demonstra (a).

Seja (Up)nen uma cobertura aberta de M constituida por dominios de cartas locais
z, : U, C M — R". Tomemos uma cobertura aberta (V;,),eny de M tal que V., C U,,
para todo n € N. Como M é compacta, (V,,)neny possui uma subcobertura finita, digamos
M=U_V,.

Para fixar as idéias, suponhamos que p € V5. Como p,, — p, quando n — oo, podemos
assumir que p,, € V4, para todo n € N.

Iremos construir v definida no intervalo [0,00). A constru¢ao no intervalo (—oo,0] é
analoga.

Por (a), para cada ¢ € {1,...,1}, existe a; > 0 tal que todas as curvas integrais de X e
X,, n € N, passando por um dado ponto de V; estao definidas no intervalo [—a;, o;]. Seja
a=min{a; :i=1,...,1}.

Aplicando o Teorema 1.1.5 aos campos z1, (X) e x1,(X,,), n € N, obtemos uma seqiiéncia
de inteiros positivos (ny)ren tal que o limite (2.1) vale uniformemente em [0, @] e é uma curva
integral de X passando por p. Se o ponto y(«) pertencer a Vi, entdo a seqiiéncia (ng)ren
podera ser substituida por uma subseqiiéncia, que ainda denominaremos por (ny)ien, tal
que o limite (2.1) vale uniformemente em [« 2] e é uma curva integral de X.

Podemos supor que este processo pode ser repetido j vezes, onde y(ma) € V) para
m=20,...,5—1e~(ja) ¢ V4, pois, caso contrario, pelo Teorema 1.1.5, ndo haveria o que

demonstrar. Neste caso, sejam ¢, = ja e r € {2,...,[} tais que ¥(¢t;) € V,. Repetindo o
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argumento acima, obtemos 7 definida no intervalo [t;,t; + jia], onde y(¢t; + ma) € V, para
m=0,....51 — Le~(jia) ¢ Vi.

Consideremos t, = t; + jia. Prosseguindo desta maneira, obtemos uma seqiiéncia estri-
tamente crescente de nimeros reais (t,),en € uma seqiiéncia de subseqiiéncias sucessivas de
inteiros

ny, <ng, < ...

Noy, < No, < ...
tais que o limite (2.1) vale uniformemente em [0, ¢,,,], se ng = n,y,,. Isto mostra que 7 esté
definida em [0, 00) e 0o método da diagonal de Cantor nos fornece uma seqiiéncia (ng)en

satisfazendo (2.1). O teorema estd demonstrado. u

De agora em diante, vamos nos restringir aos campos vetoriais continuos sobre variedades
compactas bidimensionais. Por variedade compacta bidimensional entende-se uma variedade
bidimensional a qual é compacta, conexa e de classe C°. Salvo mencao em contréario,

assumiremos que qualquer variedade compacta bidimensional é sem bordo.

Agora, introduziremos algumas defini¢des e notagoes que serao utilizadas até o final deste

trabalho.

Sejam M uma variedade compacta bidimensional e X € X(M). Pelo Teorema 2.1.8,
para cada ponto p € M, existe pelo menos uma curva integral 7, : R — M de X. Por
simplicidade, identificamos a curva 7, com sua imagem {v,(t) : t € R}, a qual referimo-
nos como uma trajetoria de X passando por p. A semitrajetdria positiva (respectivamente,

semitrajetoria negativa) de X passando por p e contida em 7, é o conjunto
vy = {p(t) : t >0} (respectivamente, 7, := {7,(t) : t < 0}).

Desta forma, v, =, U7, .

Um arco de trajetoria de X é um subconjunto conexo de uma trajetoria de X.

Diremos que p € M é um ponto singular ou uma singularidade (respectivamente um
ponto reqular) de X, se X(p) = 0 (respectivamente X (p) # 0). Uma trajetoria sera dita
reqular, se ela nao contiver pontos singulares. Uma trajetoria v serd periddica, se existir

7> 0 tal que v(t + 7) = v(t) para todo t € R.



2.2 Conjuntos limites e recorréncia 21

Recordamos que trajetorias de campos vetoriais continuos podem se auto-interceptar ou
se interceptar mutuamente. Se uma trajetoéria se auto-interceptar, entao ela naturalmente
conterd uma trajetoria periodica. Uma trajetoria que nao se auto-interceptar serd dita
injetiva.

Uma subvariedade unidimensional > de M ser& dita uma transversal ao campo vetorial
X, se ela nao contiver nenhuma singularidade de X e for transversal a cada trajetéria de X.
Uma transversal sera dita um segmento transversal, se for homeomorfa a um subintervalo
fechado nao-degenerado de R. Assim, um segmento transversal tem uma ordenacao total
"<" induzida pela ordenagao total do intervalo. Diremos que um segmento transversal >
passa por p € M, se p nao for um ponto extremo de Y. Desta maneira, se > for um segmento

transversal passando por p, entdo X \ {p} terda duas componentes conexas.

Neste trabalho, vamos supor que todas as trajetorias de campos vetoriais continuos em
variedades compactas bidimensionais sejam regulares, a menos das trajetorias dadas por
pontos singulares. De fato, isto pode ser feito, sem perda de generalidade, pois podemos
considerar um outro campo vetorial continuo com o mesmo conjunto de singularidades e o
mesmo retrato de fase, mas tendo somente trajetérias regulares, exceto para as trajetorias

que sao pontos singulares (veja o Apéndice).

2.2 Conjuntos limites e recorréncia

Sejam M uma variedade compacta bidimensional e X € X(M). Definimos o conjunto

w-limite de uma trajetoéria v de X como sendo o conjunto
wy):={g€ M : 3 (tp)nen com t,, — 00 e ¥(t,) — ¢, quando n — oco}.
Analogamente, definimos o conjunto a-limite da trajetoria v por
a(y) :={¢e€ M : 3 (t,)nen com t,, — —o0 e (t,) — ¢, quando n — oo}.

O conjunto w-limite (respectivamente a-limite) da trajetoria v também sera chamado de
conjunto w-limite da semitrajetoria positiva v+ C 7 (respectivamente conjunto a-limite da

semitrajetoria negativa 4~ C 7) e serd denotado por w(y™) (respectivamente a(y7)).
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Denotemos por d uma métrica em M e sejam A e B subconjuntos de M. Recordemos

que a distancia entre A e B, d(A, B), é definida por
d(A,B) = inf{d(p,q) : p € A, q € B}.

Nas proximas linhas, apresentaremos algumas propriedades do conjunto w-limite de uma
semitrajetoria positiva. Propriedades anédlogas valem para o conjunto a-limite de uma se-

mitrajetoria negativa.

Proposicao 2.2.1 Sejam X € X(M) eyt = {7(t) : t > 0} wma semitrajetdria positiva de

X. Entao valem as sequintes propriedades:
(i) w(v™) # 2;

(17) w(y™) € compacto;

(17i) w(yT) € conexo.

Demonstracao:

(1) Seja (t, )nen uma seqiiéncia de nimeros reais positivos tal que ¢,, — oo quando n — oc.
Como M é compacta, (7Y(t,))nen Possui uma subseqiiéncia convergente, cujo limite pertence
a w(yh). Logo, w(y') # @.

(ii) E suficiente mostrarmos que w(y*) é fechado. Assim, suponhamos que exista uma
seqiiéncia (p,)nen em w(y1), com p, — p quando n — oo. Como p, € w(y"), podemos

tomar y(t,) e t, > 0 tais que
1
d(y(tn),pn) < —, com t, — oo quando n — 0.
n

Como

d(y(tn),p) < d(v(tn),pn) + d(pn; p),

concluimos que (t,) — p quando n — oo. Logo p € w(7y'), o que mostra que w(y*+) é
fechado.

(741) Suponhamos que w(y') ndo seja um conjunto conexo. Entao podemos escrever
w(yT) = AU B, onde A e B s@o nao vazios, fechados (logo, compactos) e AN B = &. Seja
d =d(A, B)> 0. Como os elementos de A e B pertencem ao conjunto w(y*"), existem duas

seqiiéncias (t,)nen € (Tn)nen de nimeros reais positivos satisfazendo as seguintes condigoes:



2.2 Conjuntos limites e recorréncia 23

(a) t, — oo e T, — 00, quando n — oo;

) )
(b) d(v(t,),A) < 1°© d(y(mn), B) < 1 bara todo n € N;
(¢) t, < Ty < tyy1, para todo n € N.

)
Entao, para cada n € N, existe s, com t, < s, < 7,, tal que d(v(s,), A) > ¢ d(y(sn), B) >
1 A seqiiéncia (7(s,))nen tem um ponto de acumulagao ¢ € M, poisy™ C M e M é compac-

ta. Claramente ¢ € w(y*), d(q,A) > Z e d(q,B) > Z, ou seja, ¢ € w(y") e q ¢ AU B. Esta

contradigao junto com a suposigao de que w(y*) = AU B implicam que w(y") é conexo. W

Definigao 2.2.2 Sejam v e 7 trajetorias de X € X(M). Diremos que § € acompanhada por

v (ou vy acompanha %), se as sequintes condigdes estiverem satisfeitas:

(1) Existe uma seqiiéncia crescente (t,)nen de numeros reais, com lim t, = oo;

n—oo
(2) Para cadat € R, 5(t) = lim ~(t +t,), onde o limite vale uniformemente em intervalos
n—oo
compactos de R.

A seguir, vamos provar um resultado para campos vetoriais continuos que garante um
tipo de invariancia para o conjunto w-limite. No caso de fluxos continuos, a invariancia do w-
limite segue da dependéncia continua das trajetorias com relagao as condigoes iniciais (veja
[2, Lema 1.5, p. 48|). Para campos vetoriais continuos, nao temos a dependéncia continua
das trajetorias com relacao as condigoes iniciais, mas conseguimos garantir que, para cada
ponto no w-limite, existe pelo menos uma trajetoria passando por esse ponto e inteiramente

contida no conjunto w-limite. Veja [6, Proposicao 2.2|.

Proposicao 2.2.3 Sejam X € X(M) e v uma trajetoria de X. Se p € w(y), entdo existird

uma trajetoria vy, de X passando por p e acompanhada por . Além disso, v, C w(7).

Demonstragao:

Seja (t,)neny uma seqiiéncia crescente de niumeros reais com t,, — 0o e y(t,) — p quando
n — oo. Defina p,, = (t,), para cada n € N. Entao v, (t) = v(t + t,), t € R, é uma traje-
toria de X passando pelo ponto p,. Pelo Teorema 2.1.9, podemos tomar uma subseqiiéncia
crescente (ty, )ren de (tn)nen € uma trajetoria v, de X passando por p e satisfazendo

'7p(t) = lim 7(t+tnk>v te R,

k—o0
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onde o limite vale uniformemente em intervalos compactos de R. Isto demonstra a proposi-

¢ao. [

Corolario 2.2.4 Nas condi¢ées da Proposi¢ao 2.2.3, se w(7y) consistir de um tinico ponto

p € M, entao p serd um ponto singular de X e 75lim v(t) = p.

Definicao 2.2.5 Diremos que uma trajetoria v de X € X(M) é fracamente w-recorrente
(respectivamente fracamente a-recorrente), se existir p € 7y tal que p € w(7y) (respectivamente
p € a(7)). Nestas condigoes, diremos também que 7y € fracamente w-recorrente (respectiva-
mente fracamente a-recorrente) no ponto p. Uma trajetdria serd dita fracamente recor-
rente, se for fracamente w-recorrente ou fracamente a-recorrente. Se, além disso, v C w(7)
(respectivamente v C a(7)), diremos que v € w-recorrente (respectivamente a-recorrente).

Finalmente, diremos que v € recorrente, se for w-recorrente ou a-recorrente.

Um ponto singular e uma trajetéria periddica sao trajetorias recorrentes. Em cada um

destes casos, dizemos que a trajetoria é recorrente trivial ou fracamente recorrente trivial.

A seguir, apresentaremos um exemplo de um campo vetorial continuo no toro 7?2 onde

toda trajetoria é recorrente nao-trivial.
Exemplo 2.2.6 (Veja [18, p. 13]) Seja » : R? — T? C R? definida por
o(u,v) = ((2 4 cos 2mv) cos 2mu, (2 + cos 2mv)sen2mwu, sen27mv).

O conjunto

T? = {(z,y,2) € R®: (2 + )2 — 2>+ 22 =1}

¢ o toro obtido pela rotacao da circunferéncia
{(z,y) eR*: (z —2)" +y* =1}

em torno do eixo z (veja Figura 2.1).
A aplicacdo ¢ é um difeomorfismo local que leva as retas horizontais de R? em paralelos
de T2, as retas verticais em meridianos e o quadrado [0, 1] x [0,1] sobre T2, Além disso,

o(u,v) = p(u,v) se, e somente se, u —u =m e v —v =n, onde m,n € Z.
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2mu

Figura 2.1: O toro T7.

Para cada a € R, consideremos o campo vetorial X% : R?> — R? dado por
XYu,v) = (1,a).

Notemos que Y = ¢, X% = dpo X®op~! estd bem definido e ¢ um campo vetorial de classe
C® no toro T?. As trajetorias de Y* sao as imagens por ¢ das trajetérias de X¢, sendo
estas as retas de inclinacdo a em R2.

Mostraremos que, para a racional, toda trajetoria de Y é periddica e, para a irracional,
toda trajetoria de Y é densa em T2

Para cada ¢ € R, denotemos por A, a reta de R? que passa pelo ponto (0,c) e tem
inclinagao a, isto é, A, = {(u,c+ au) : u € R}. Se a for racional, a trajetoria ¢(A.)
de Y serd periddica, para todo ¢ € R. De fato, se a = n/m, onde m,n € Z, entao
(m,c+ (n/m)m) € A. e o(m,c+n) = ¢(0,c).

Suponhamos, agora, que a seja irracional e fixemos ¢ € R. Afirmamos que o conjunto
C={ceR:pA.) = p(Az)} é denso em R. Supondo que a nossa afirmagao seja valida,
entdao UeecA. ¢ denso em R? e, portanto, ¢(Az) = ©(UeecA,) ¢ denso em T?. Logo, basta
provarmos a nossa afirmacao.

Para mostrarmos que C' é denso em R ¢é suficiente mostrarmos que o conjunto G =
{ma+n : m,n € Z} é denso em R, pois ¢ € C se, e somente se, c —¢ € G. Como G
¢ um subgrupo de R com a operagao soma, entao ou GG é denso ou G é discreto. Resta,
assim, mostrarmos que G nao é discreto. Com efeito, para cada m € Z, existe n € Z tal que
um = ma+n pertence ao intervalo [0, 1]. A seqiiéncia (t, )men tem um ponto de acumulagao

e, como a é irracional, seus elementos sao distintos. Logo, G é denso.
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O campo Y ¢ chamado de campo racional ou irracional em 7 conforme a seja racional
ou nao. Se a for racional, o conjunto w-limite de qualquer trajetoria sera ela propria. Se a

for irracional, o conjunto w-limite de qualquer trajetéria sera todo o toro 72.

2.3 Campos vetoriais definidos por um recobrimento du-

plo orientado.

Nesta secao, apresentamos a definicao de levantamento de um campo vetorial continuo
por um recobrimento duplo orientado entre variedades compactas bidimensionais. A teoria
de espaco de recobrimento duplo orientado pode ser encontrada em [14]|. O resultado final
desta secao diz que, se conhecermos o conjunto w-limite de uma trajetoria do campo levan-

tado, entdo também conheceremos o conjunto w-limite da trajetoria projegao (Lema 2.3.7).

Definicao 2.3.1 Sejam M e M wvariedades compactas bidimensionais (com ou sem bordo).
Um recobrimento duplo orientado € uma aplicagao 7 : M — M de classe C",r>1, com as

sequintes propriedades:
(1) M ¢ uma variedade orientada e M ¢ uma variedade nio-orientdvel;
(2) m € um difeomorfismo local;

(3) Para cada p € M, a imagem inversa 7 '(p) contém exatamente dois pontos;

Segue da definigao acima que, para todo aberto U ¢ M, n~Y(U) = Uy U U, é unido
disjunta de dois abertos de M , cada um dos quais se aplica, por m, difeomorficamente sobre
U.

As vezes se diz, por abuso de linguagem, que M ¢é um recobrimento duplo orientado de

M.
No que segue, mostraremos como sao caracterizados os recobrimentos duplos orientéveis.

Dada uma variedade compacta bidimensional M (com ou sem bordo). Denotemos por
id: M — M a aplicacao identidade de M.
Seja « : M — M uma involugao (isto é, coa = id) de classe C" que inverte a orientagao

de M e nio possui pontos fixos. Entao {id,a} é um grupo propriamente descontinuo de
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difeomorfismos de M. Indicaremos por M /o a variedade quociente. Pela Proposigao 3
de |14, p. 193], a aplicagdo quociente II : M — M /o é um recobrimento duplo orientado.
Reciprocamente, o Corolario da Proposicao 6 de [14, p. 198] diz que todo recobrimento duplo

orientado é essencialmente obtido dessa maneira. Mais precisamente:

Corolario 2.3.2 Seja 7 : M — M um recobrimento duplo orientado. Ezxiste uma tinica
mvolugao « : M — M de classe C" que inverte a orientacao de M tal que toa =m. A
involugdo o nao tem pontos fixos. FExiste um unico difeomorfismo & : M/a — M tal que

m=~¢,oll, onde Il : M — ]\7/04 € a aplicacao quociente.

A seguir, mostraremos que a esfera S? é um recobrimento duplo orientado do plano
projetivo P2, que o toro T2 é um recobrimento duplo orientado da garrafa de Klein K2 e
que o cilindro é um recobrimento duplo orientado da faixa de Mobius. Estes exemplos foram

extraidos de [14].

Exemplo 2.3.3 Consideremos a aplicacao antipoda da esfera unitéria S2,
a:S?— 5% alr) = -z,

a qual nao tem pontos fixos. Como a é uma involucao que inverte a orientacao de S?, entao
a aplicagao quociente IT : S — S?/a é um recobrimento duplo orientado de S? no plano

projetivo P2 = S?/a.

Exemplo 2.3.4 Seja T? = S' x S', onde S' = {z € C : |z| = 1}. Consideremos a aplicagao
a:T? — T? definida por

alz,w) = (Z,—w), z,w € S,
onde Z é o numero complexo conjugado de z. Nao é dificil ver que a é uma involucao de
classe C*. Além disso, « inverte a orientacao de T? e nao tem pontos fixos.

A variedade quociente T2/« ¢ difeomorfa a garrafa de Klein K?. Assim, a aplicacao

quociente IT : T? — T2/« representa o toro como recobrimento duplo orientado da garrafa

de Klein.

Exemplo 2.3.5 A aplicacdo a : S* x [0,1] — S! x [0, 1] definida por

a(z,t) = (—z, —t),
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¢ uma involugdo que inverte a orientacao de S* x [0,1] e nao possui pontos fixos. Logo, a
aplicagao quociente IT : ST x [0,1] — (S* x [0,1])/a é um recobrimento duplo orientado do

cilindro S* x [0, 1] na faixa de Mobius (S* x [0, 1])/a.

Nosso préximo passo sera definir campos vetoriais continuos a partir de um recobrimento

duplo orientado.

Seja 7 : M — M um recobrimento duplo orientado. Dado um campo vetorial continuo X
em M, podemos definir um campo vetorial continuo 7*(X') em M , denominado levantamento
de X, por

= (X)(p) = (dm,)"" - X(x(p)), p € M.

Fixemos p € M e consideremos 7~ '(p) = {p,p}. Seja v : R — M uma curva integral
de X passando por p. Pelo Teorema Fundamental de Levantamento (veja [14, Proposigao
4, p. 153] e [14, Proposicao 2’, p. 119]), existe um tnico caminho de classe C' 7 : R — M
satisfazendo ¥(0) =pemoy = 1.

Derivando ambos os membros da igualdade 7 o5 = v com relacgao a variavel ¢, obtemos

dmsy - 7' (8) = /(D).

Como dms(;) € um isomorfismo e ¥'(t) = X (v(t)), vale

T () = (dms) ™ X(v(1)),

ou seja, 7' (t) = 7*(X)(5(¢)). Portanto, ¥ é uma curva integral de 7*(X') passando por p.
Analogamente, existe uma tnica curva integral 4 : R — M de 7*(X) passando por p e
satisfazendo m o4 = 7.
Disto segue que, ou 7 !() é a uniao de duas trajetorias disjuntas de 7*(X), digamos ¥
e 4, ou 7 () éigual a ¥ e, neste caso, 4 é uma reparametrizagao da curva 7.
Resumidamente, concluimos que a proje¢ao v = m o 5 de uma trajetoria 7 de 7*(X) é
uma trajetoria de X. Reciprocamente, toda trajetéria de X é a projecao de, no maximo,

duas trajetorias de 7*(X).

Lema 2.3.6 Sejam 7 : M — M um recobrimento duplo orientado e 7" (X) € X(M) o

levantamento de X € X(M). Sejam 75 uma trajetoria de 7(X) e v = m o7 a trajetoria
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correspondente de X. Entao as sequintes afirmacgoes se verificam.:

(1) v serd um ponto singular, e somente se, 5 for um ponto singular;
(17) ~ serd uma trajetoria injetiva se, e somente se, ¥ for injetiva;
(1ii) v serd uma trajetoria periddica se, e somente se, 7y for periddica.

Demonstracgao:

Imediata. u

O lema seguinte desempenharéd um papel importante no proximo capitulo.
Lema 2.3.7 Nas condigées do Lema 2.3.6, temos m(w(7)) = w(7).

Demonstracgao:
Seja p € w(¥y). Tomemos uma seqiiéncia (t,),ey de numeros reais tal que ¢, — oo e
v(t,) — p, quando n — oo. Sendo 7 continua, temos

lim 7(7(t,)) = 7 (p),

n—o0

ou seja,

lim ~(t,) = 7(p) € m(w(7))-

Logo, m(w(¥)) C w(3).

Reciprocamente, seja p € w(y). Entdo existe uma seqiiéncia (s, ),ey de ntmeros reais
tal que s, — oo e y(s,) — p, quando n — 0.

Consideremos um aberto U C M tal que p € U e 7 1(U) = U, U (72, onde U; e U,
sao abertos disjuntos de M e W]&i . U; — U é um difeomorfismo, ¢ = 1,2. Podemos
supor que y(s,) € U, para todo n € N. Dai, (7(s,))nen tem uma subseqiiéncia, que ainda
denominaremos por (7(s,))nen, a qual esté contida em U; ou em Us.

Para fixar as idéias, suponhamos que (3(s,))nen esteja contida em Uy. Como (W\ﬁl)_l :
U — U é continua e m(¥(sy,)) = v(sn) — p, quando n — oo, entao

lim F(s.) = (xl, )~ ().

n—oo

Dai, 7'(p) N U; € w(¥). Logo p € 7(w(¥)) e, portanto, w(v) C 7(w(7)). Isto conclui a

demonstracao do lema. [
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Observagao 2.3.8 Pelo Lema 2.3.7, w(¥) C 7 }(w(y)). Mas ndo é sempre verdade que
7 Hw(vy)) = w(¥), pois se 4 for a trajetoria de 7*(X) disjunta de ¥ em 7 !(v), pode-se
provar que 7 H(w(7)) = w(¥) Uw(¥). Um exemplo em que este caso ocorre ¢ quando 7y
é uma trajetoria periddica homotopica a um ponto. Neste caso, as trajetorias 7 e 4 sao

periddicas, disjuntas e homotopicas a um ponto. Dali,

~ ~ ~

mHw®) =77 (y) =FUA = w@) Uw(d).



Capitulo

3

O Teorema de Poincaré-Bendixson na

carrafa de Klein

Este capitulo esta divido em duas partes. Na primeira parte, tratamos dos aspectos
topologicos da garrafa de Klein K2, os quais apresentamos em diversos resultados auxiliares.
Um destes resultados nos diz que o complementar de um certo tipo de curva fechada simples
em K? é um cilindro (Lema 3.1.9). Um outro resultado nos da informagoes sobre a existéncia
dessas curvas em K? (Lema 3.1.10).

Na segunda parte deste capitulo, apresentamos uma versao do Teorema de Poincaré-
Bendixson para campos vetoriais continuos na garrafa de Klein K2 em duas situacoes.
Assumimos que o campo vetorial continuo tem um nimero finito de singularidades e con-
sideramos uma trajetéria injetiva. Entao descrevemos o conjunto w-limite desta trajetoria
no caso em que ela é fracamente w-recorrente (Teorema 3.2.6) e no caso em que ela nao é
fracamente w-recorrente (Teorema 3.2.10). Como conseqiiéncia, concluimos que um campo
vetorial continuo em K2 nao possui trajetoria injetiva que seja w-recorrente.

Os resultados principais deste capitulo podem ser encontrados em [6].

3.1 Aspectos topolégicos

O objetivo desta secdo é tratarmos dos aspectos topologicos da garrafa de Klein K2. Para
isto, precisaremos do conhecimento de alguns resultados classicos de topologia algébrica.

Tais resultados foram extraidos, sem demonstragoes, de [16].
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Primeiramente, apresentamos um método para se construir variedades compactas bidi-

mensionais a partir de outras.

Sejam M; e M, variedades compactas bidimensionais disjuntas. Considere a seguinte
"cirurgia": remova dois pequenos discos abertos (isto ¢, homeomorfos a {(x,y) € R? :
2? + y?> < 1}) em cada uma das variedades e, em seguida, "cole" ambas as variedades ao
longo dos bordos que resultaram da remocao dos discos. O espaco topologico assim formado
é uma variedade compacta bidimensional que é chamada de soma conexa de M; e Ms e
denotada por M # M.

Uma descri¢ao mais rigorosa da soma conexa de M; e M, é esta: sejam Dy C M e
Dy C M, discos fechados (isto ¢, homeomorfos a {(z,y) € R? : % + y* < 1}). Denotemos
por Mf o complementar do interior de D; em M;, ¢+ = 1,2. Se h : OM{ — OM;5 for um
homeomorfismo do bordo de M{ no bordo de My, entao M1#M; é o espago quociente de
M{ U M§ obtido identificando-se os pontos p com h(p), para todo p € OM{. O tipo de
topologia da variedade M;# Ms nao depende da escolha dos discos Dy e Dy nem da escolha
do homeomorfismo h.

Observamos que, se M; e M, forem variedades orientaveis, entao M;# M, também sera
orientével, enquanto que M;# M, nao sera orientavel, se M; ou M, nao o for. Por exemplo, a
soma conexa de dois planos projetivos ¢ homeomorfa a garrafa de Klein K?. Na Figura 3.1,

temos a soma conexa de dois toros T2.

Figura 3.1: T?#T2.

Teorema 3.1.1 [16, Teorema 5.1, p. 10| Toda variedade bidimensional compacta é homeo-

morfa ou a esfera, ou a soma conexa de toros ou a soma conexa de planos projetivos.

O teorema acima mostra que nao precisamos considerar variedades que sao somas conexas

de toros e planos projetivos.
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Sabemos, entao, que toda variedade bidimensional compacta é homeomorfa ou & esfera,
ou a soma conexa de toros ou a soma conexa de planos projetivos. Entretanto nao sabemos
se todas estas variedades sao topologicamente distintas. Para mostrar que esta tdltima afir-
macao ¢ verdadeira, apresentaremos um invariante conhecido como caracteristica de Euler.

Antes, porém, precisaremos de um resultado auxiliar apresentado a seguir.

Dada uma variedade compacta bidimensional M. Uma triangula¢ao de M é uma familia
finita de triAngulos curvilineos (imagens difeomorfas de tridngulos do plano) que cobrem M,
de tal modo que dois quaisquer deles, ou nao se interceptam, ou tém somente um vértice em
comum, ou entao tém precisamente um lado em comum.

Uma variedade compacta bidimensional M sempre pode ser triangulada (veja [22]). Ad-
mitiremos este resultado, pois sua demonstragao nao se identifica com os objetivos deste

trabalho.

Definicao 3.1.2 A caracteristica de Fuler de uma variedade compacta bidimensional M é
dada pela formula

X(M):U_a+f7

onde v, a e f sao respectivamente o numero de vértices, arestas e faces de uma triangulagao

de M.

Podemos provar que o nimero x(M) é um invariante topologico, isto ¢, ndo depende
da triangulacao escolhida para M, embora v, a e f dependam. Assim, o numero y(M)

identifica M a menos de homeomorfismos.

Exemplos 3.1.3 (Veja [16, Exemplo 8.1, p. 29])

(a) x(5%) =2.
(b) x(T?) =0.
() x(P?) =1.

Proposicao 3.1.4 [16, Proposigao 8.1, p. 33| Sejam M; e My variedades compactas bidi-

mensionais disjuntas. Entao

X(M# M) = x (M) + x(Mz) — 2.
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A proposicao anterior nos permite mostrar que a caracteristica de Euler de uma variedade

compacta bidimensional, formada pela soma conexa de
(a) n toros, é 2 — 2n;
(b) n planos projetivos, é 2 — n;
(¢) um plano projetivo e n toros, é 1 — 2n;
(d) uma garrafa de Klein e n toros, ¢ —2n.

Por exemplo,

X(T#T) = —2, pois x(T') = 0.

Pelo que foi exposto acima, percebemos que a caracteristica de Euler de uma variedade
orientavel é sempre par, enquanto que a caracteristica de Euler de uma variedade nao-

orientavel pode ser par ou fmpar.

Assumindo a invariancia topolégica da caracteristica de Euler e o Teorema 3.1.1, temos

o seguinte resultado importante.

Teorema 3.1.5 (Teorema de Classificagao de Variedades) [16, Teorema 8.2, p. 33|
Sejam My e M, variedades compactas bidimesionais. FEntao, My e My serao homeomor-
fas se, e somente se, suas caracteristicas de Fuler forem iguais e ambas forem orientdveis

ou nao-orientdveis.

O teorema acima reduz o problema de classificagao das variedades compactas bidimen-
sionais a determinacao da orientabilidade e da caracteristica de Euler, ambos problemas
soluveis. Logo, o Teorema 3.1.1 caracteriza as possiveis variedades compactas bidimensio-

nais.

Uma variedade compacta bidimensional que é soma conexa de n toros ou n planos pro-
jetivos é dita ser de género n. Em particular, a esfera é dita ser de género 0.
A seguinte relagao entre o género g e a caracteristica y de uma variedade compacta

bidimensional vale:

g 2(2—x), no caso orientével (3.1)
2 — X, no caso nao-orientavel.
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Vamos prosseguir com nossa exposicao a fim de apresentarmos um teorema de classifi-

cagao para as variedades compactas bidimensionais com bordo.

Seja M uma variedade compacta bidimensional com bordo e suponhamos que este bordo
tenha k£ componentes, £k > 1. Cada componente do bordo é homeomorfa a um circulo. Se
tomarmos k discos fechados e colarmos o bordo do i-ésimo disco na i-ésima componente do
bordo de M obteremos uma variedade compacta bidimensional M*. O tipo de topologia da
variedade M™* depende somente do tipo de topologia de M. O que nao é 6bvio é que o tipo
de topologia de uma variedade com bordo M depende somente do niimero de componentes
do bordo e do tipo de topologia da variedade M*, obtida por colar um disco fechado em

cada uma das componentes do bordo. Mas isto é verdadeiro como mostra o teorema abaixo.

Teorema 3.1.6 [16, Teorema 10.1, p. 37| Sejam M; e My variedades compactas bidimensi-
onais com bordo. Suponhamos que o seus bordos tenham o mesmo niumero de componentes.
Entao My e My sao homeomorfas se, e somente se, as variedades My e M, obtidas por

colar um disco fechado em cada uma das componentes do bordo, sado homeomorfas.

A caracteristica de Euler de uma variedade compacta bidimensional com bordo trian-
gulada é definida exatamente da mesma forma para o caso de uma variedade sem bordo.
Usando a caracteristica de Euler, daremos uma classificagao completa das variedades com-

pactas bidimesionais com bordo.

Se comegarmos com uma variedade compacta bidimesional M* (sem bordo) e removermos
dela o interior de k triangulos disjuntos, obteremos uma variedade compacta bidimensional
com bordo M de forma que

V(M) = x(M*) — k. (3.2)

Assim, a caracteristica de Euler de M é unicamente determinada pela caracteristica de
Euler de M* e vice versa. Usando esta relacao, juntamente com o Teorema 3.1.1, obtemos
todas as variedades compactas bidimensionais cujo o bordo tem k& componentes. Também
¢ verdade que M e M* sao ambas orientaveis ou ambas nao-orientaveis. Logo, usando o

Teorema 3.1.6 e o Teorema 3.1.1, prova-se o seguinte resultado.

Teorema 3.1.7 [16, Teorema 11.1, p. 42| Duas variedades compactas com bordo serao ho-

meomorfas se, e somente se, elas tiverem o mesmo niumero de componentes de bordo, forem
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ambas orientdveis ou nao-orientavéis e tiverem a mesma caracteristica de Euler.

Uma propriedade importante da caracteristica de Euler é a seguinte:
X(My U Ma) = x(Mi) + x(Ma2) — x(Mi N Ma), (3.3)

desde que My, My e My N My sejam variedades compactas bidimensionais (com ou sem

bordo). Para o leitor interessado, nos referimos a [24] para mais detalhes.

A seguir, definiremos os conceitos de curva de um lado e curva de dois lados.

Definicao 3.1.8 Consideremos uma curva fechada simples C' em uma variedade compacta
bidimensional M. Diremos que C' € de dois lados, se ela possuir uma vizinhan¢a homeomorfa

a um cilindro. Caso contrdrio, diremos que C' € de um lado.

Observamos que uma curva de um lado possui uma vizinhanca homeomorfa a uma faixa
de Mobius.
As curvas fechadas simples na esfera S? ou no toro 72 sao exemplos de curvas de dois

lados.

Dadas uma curva de dois lados C' sobre uma variedade compacta bidimensional M e uma
vizinhan¢a N(C) de C' homeomorfa a um cilindro, entdao N(C) \ C' tem duas componentes

conexas. Definimos os dois lados de C' como sendo estas componentes conexas.
Na seqiiéncia, iremos tratar de curvas fechadas simples na garrafa de Klein K?2.

O lema seguinte diz que se o complementar de uma curva de dois lados na garrafa de
Klein K? for conexo, entao ele sera um cilindro. Uma prova deste resultado foi dada em [9],
usando-se o Teorema do Indice de Poincaré-Hopf (veja [21]). A prova que apresentaremos a

seguir ¢ diferente daquela dada em [9], pois usa apenas propriedades topologicas de K2

Lema 3.1.9 Seja C uma curva fechada simples na garrafa de Klein K%. Se C for de dois

lados e K2\ C' for conexo, entio K*\ C serd um cilindro.

Demonstracgao:



3.1 Aspectos topologicos 37

Sejam Vj e V; vizinhancas de C' homeomorfas a um cilindro e tais que V; C V;i. Por
(3.3), temos
X(K?) = X(K*\ Vo) + x(V1) — x((K*\ Vo) N V).

Como x(K?) =0, x(V1) = x(S" x[0,1]) = 0 e x((K*\ Vo) NV1) = x((S* x [0, 1)) U (S* x
[0,1])) = 0, entao x(K?\ Vp) = 0. Dai, sendo K2\ V, uma variedade compacta cujo bordo
consiste de dois circulos, a igualdade (3.2), juntamente com o Teorema de Classificagao de
Variedades, implicam que K2\ V{ é um cilindro, ou seja, K2\ C é um cilindro. Isto completa

a prova. |

O préximo resultado nos diz que a garrafa de Klein nao admite trés curvas fechadas

simples e disjuntas que sejam de um lado so.

Lema 3.1.10 Se Cy, Cy e C3 forem trés curvas fechadas simples e disjuntas na garrafa de

Klein K2, entdo pelo menos uma das curvas serd de dois lados.

Demonstragao:

Mostraremos que se C; e (5 forem curvas de um lado, entao C3 serd necessariamente
uma curva de dois lados.

Seja N(C}) uma vizinhanga de C; em K? homeomorfa a uma faixa de Mobius e tal que
N(C1)NCy = @. Segue, do Teorema de Classificagao de Variedades, que a variedade obtida
por colar um disco fechado no bordo de K*\ N(C}) ¢ o plano projetivo P2. Como Cy é
uma curva de um lado em P? entdo podemos considerar uma vizinhanga N(Cy) de Cy em
P? homeomorfa a uma faixa de Mébius e tal que N(Cy) N C3 = @. Usando novamente o
Teorema de Classificacao de Variedades, concluimos que a variedade obtida por colarmos
um disco fechado no bordo de P?\ N(Cy) é a esfera S?. Como todas as curvas fechadas em
S? sao de dois lados e Cj esta contida em S?, entao C4 é necessariamente de dois lados. O

lema estd demonstrado. [ |

Para finalizarmos esta secdo, apresentamos o grupo fundamental de K? que é denotado

por 71 (K?).

Seja G o grupo gerado pelos homeomorfismos o : R? — R2, a(u,v) = (u+ 1,v), e
B:R? - R2 B(u,v) = (—u,v+1). Como af = Ba™!, os elementos de G podem ser escritos

sob a forma A™a", onde m,n € Z. Afirmamos que GG é um grupo propriamente descontinuo
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de homeomorfismos de R? e o espaco quociente R?/G ¢ a garrafa de Klein K2. Assim, o
grupo fundamental de K2 ¢é isomorfo a G (veja [14, Exemplo 13, p. 168]).
A garrafa de Klein pode ser visualizada como o espaco obtido a partir de um quadrado

pela identificagao dos lados opostos como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2: A garrafa de Klein K2

Uma curva fechada simples que nao é homotoépica a um ponto em K? representa um dos

seguinte elementos de ; (K?):
a’ a_17 527 /6_2 ou /g_lan7 n 6 Z'

A prova deste resultado pode ser encontrada em |7, Lema 2.3, p. 138|.
As figuras abaixo mostram como essas classes de homotopia podem ser representadas

por curvas fechadas simples.

A/

(a) @ (b) 6 (c) 8 (d) pa™ (n = =3)

Figura 3.3: Curvas representando classes de homotopia de m;(K?).

Observagao 3.1.11 (Veja [7, p. 139]) Seja j um elemento de 7 (K?) e seja J uma curva

fechada simples representando j. Entao K2\ J tera

(a) duas componentes, se j = 1 (uma das quais é difeomorfa a um disco aberto);

(b) uma componente difeomorfa a um cilindro, se j = a*!;
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(¢) uma componente difeomorfa a uma faixa de Mobius, se j = 3a™ ou j = S~ 1a™;

(d) duas componentes difeomorfas a uma faixa de Mobius, se j = %2

Notemos que uma curva fechada simples na garrafa de Klein serd de dois lados, se sua

classe de homotopia for a*! ou 52

3.2 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta secao, desenvolvemos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para campos

vetoriais continuos na garrafa de Klein K2.

Seja M uma variedade compacta bidimensional e seja v uma trajetoria de X € X(M).
No que segue, [p, q], (respectivamente (p,q),) denotara o arco fechado orientado (respec-
tivamente o arco aberto orientado) de trajetéria de X contido em 7, comecando em p e
terminando em ¢. A orientagao deste arco é aquela induzida por X.

Seja ¥ um segmento transversal a X e sejam p,q € ¥. Denotaremos por [p,q]s o

subintervalo de ¥ com extremos p e gq.

Para fluxos continuos, o fato de que toda trajetéria w-recorrente na garrafa de Klein K?
¢ trivial foi provado em [9], usando-se o seguinte resultado de M. Peixoto [19]: Dada uma
trajetoria w-recorrente v de um fluxo continuo, existe um circulo transversal por um ponto
de 7.

Para tratarmos desta questao para campos vetoriais continuos, introduziremos a nogao
de circulo semi-transversal e, em seguida, provaremos alguns resultados sobre existéncia de

tais circulos em K?2.

Defini¢ao 3.2.1 Seja v uma trajetoria de X € X(M) que intercepta um segmento trans-
versal ¥ em pontos p e q. Diremos que a curva [p,ql, U [p,q]s formada pela unidgo do arco
de tragetoria [p, ql, de X com o subintervalo |p,q|s de X € um circulo semi-transversal a X

por 7y, se ela for uma curva fechada simples de dois lados.

O proximo resultado estabelece condi¢oes para a existéncia de um circulo semi-transversal

por uma trajetoria injetiva de X € X(K?).
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Lema 3.2.2 Seja v uma trajetoria injetiva de X € X(K?). Se v interceptar um segmento

transversal 3 em quatro pontos distintos, entao existirda um circulo semi-transversal a X por

v.

Demonstracgao:

Sejam pq, po, p3 € py pontos distintos e consecutivos da interse¢ao de v com X. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que py, p2, p3 € ps formam uma seqiiéncia mondtona em
1. Caso contrério, a construgao de um circulo semi-transversal por v é imediata.

Consideremos, entao, as seguintes curvas fechadas simples [p1, p2], U [p1, p2ls, [p2, psly U
(D2, D3]y € [p3, paly U [p3, pals (veja Figura 3.4(a)). Fazendo uma pequena pertubagao dessas
curvas, obtemos curvas fechadas simples e disjuntas, Cy, Cy e Cs (veja Figura 3.4(b)). Entéo,
segue do Lema 3.1.10, que pelo menos uma dessas curvas é de dois lados. Logo, existe um

circulo semi-transversal a X por v e o lema esté provado. [ |

D4 2 y2 2

@™

(a) (b)

Figura 3.4: Curvas fechadas simples.

Corolario 3.2.3 Se vy for uma trajetdria injetiva fracamente w-recorrente (respectivamente
fracamente a-recorrente) de X € X(K?), entdo existird um circulo C' semi-transversal a X

por . Além disso, K*\ C serd conezo.

Demonstragao:

Suponhamos que v seja fracamente w-recorrente em p € e seja X um segmento transver-
sal passando por p. Como p € w(7y), entao a semitrajetoria positiva 7;’ C 7y intercepta > em
um namero infinitos de pontos. Dai, pelo Lema 3.2.2, existe um circulo C' = [py, po],U[p1, p2]s

semi-transversal a X por 7, onde p; € ’yl‘f C v (veja Figura 3.5).
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Suponhamos que p pertenga & componente conexa de ¥\ {p2} que contém p; (veja
as Figuras 3.5(a) e 3.5(b)). Vamos denotar por ps o primeiro ponto que a semitrajetoria
positiva 7;; C ~ intercepta essa componente. Como o arco de trajetoria (ps,ps), € um
caminho ligando os dois lados de C, sem interceptar C, entdao K2\ C' é conexo.

No caso em que p nao pertence a componente conexa de X\ {p2} que contém p;, também
é verdade que K2\ C' é conexo, pois o arco de trajetoria (p,p;1), é um caminho ligando os

dois lados de C' sem interceptar C' (veja Figura 3.5(c)). Assim, o corolario esta provado. W

Figura 3.5: A conexidade de K2\ C.

Agora, vamos estender o conceito de grafico para campos vetoriais continuos. Em seguida,
mostraremos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson o qual diz que, em qualquer
campo vetorial continuo na garrafa de Klein K2, com um ntimero finito de singularidades,
o conjunto w-limite de uma trajetoria injetiva fracamente w-recorrente é, necessariamente,

uma trajetoria peridédica ou um grafico.

Defini¢ao 3.2.4 Um grdfico para X € X(M) € um subconjunto fechado e conexo de M
constituido de finitas singularidades e de uma seqiiéncia (finita ou infinita) de trajetorias

mjetivas e requlares tais que os conjuntos o e w-limites sao singularidades.

Observacao 3.2.5 Sejam X € X(M) e N C M uma regiao homeomorfa a um cilindro.
Suponhamos que o campo X possua um ntmero finito de singularidades em N. Se uma
semitrajetoria positiva injetiva 4T estiver contida em N, entdo o seu conjunto w-limite
apresentara as mesmas possibilidades que no Teorema de Poincaré-Bendixson em R? (Teo-

rema 1.3.3), ou seja, ou w(y") serd uma trajetoria periodica ou serd um ponto singular ou
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serd um grafico. A demonstracao deste fato é similar aquela dada para R?, usando o fato
que uma curva de Jordan J em N divide N \ J em duas componentes conexas limitadas

contendo, em seus bordos, a curva J.

Teorema 3.2.6 Seja X € X(K?) um campo vetorial continuo com um mimero finito de
singularidades e seja v uma trajetoria injetiva fracamente w-recorrente. Entao w(y) € exa-

tamente um dos sequintes conjuntos:
(1) Uma trajetoria periodica;
(13) Um grifico.

Demonstragao:

Pelo Corolério 3.2.3, existe um circulo C' semi-transversal a X por « tal que K2\ C é
conexo. Podemos assumir, pelo Lema 3.1.9, que K2\ C' é um anel, onde os circulos fronteiras,
que denotaremos por C e (5, sao orientados pelas setas como na Figura 3.6. Tais circulos
podem ser identificados por um homeomorfismo h : Cy — C5 que preserva orientacao.

Afirmamos que existe r € 7 tal que a semitrajetoria positiva v C ~ fica contida no anel
K?\ C ou em uma faixa de Mébius. De fato, é suficiente mostrarmos que se 7 interceptar C
em trés pontos consecutivos p, ¢ e r, entdo a semitrajetoria positiva ;" C 7 ficara contida
em uma faixa de Mobius.

Denotemos por pq o arco de C' com extremos p e q contendo r. Como K2\ C' é um anel e
7 € injetiva, a semitrajetoria ;7 C v pode interceptar C' somente outra vez no arco 7q C pq
com extremos r e ¢ (veja Figura 3.6). Portanto a semitrajetoria v, C v fica contida na
faixa de Mobius, representada pelo diagrama da Figura 3.7. Isto completa a prova da nossa

afirmacao.

p
T
q
o P > q
C1
r T
YCs
q P

Figura 3.6: Anel com fronteira C; e Cs. Figura 3.7: Faixa de Mdobius.
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Agora, usando o fato de que o cilindro é um recobrimento duplo orientado da faixa de
Mobius e usando a Observagao 3.2.5, concluimos que w(7y) é uma trajetoria periédica ou um

grafico. Assim, terminamos a demonstragao do teorema. |

Como conseqiiéncia imediata da demonstracao do Teorema 3.2.6, obtemos uma versao
do Teorema 2 de [9] (veja também [1] e [15]) para campos vetoriais continuos. Apresentamos

este resultado no corolario seguinte.

Corolario 3.2.7 Um campo vetorial continuo X € X(K?) nao possui trajetoria injetiva

w-recorrente.

Agora, prosseguimos para apresentar uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson na
garrafa de Klein K? no caso em que a trajetoria injetiva de X € X(K?) nao ¢é fracamente

w-recorrente. Os proximos dois resultados facilitarao a demonstragao de tal teorema.

Proposicao 3.2.8 Seja X € X(M) um campo vetorial continuo em uma variedade com-
pacta orientdvel bidimensional M e seja v uma trajetoria injetiva que ndo € fracamente

w-recorrente. Se 7 for uma trajetoria periddica acompanhada por vy, entdo w(y) =7.

Demonstragao:

As idéias principais desta prova foram baseadas em [2, Lema 1.6, p. 49].

Como M é orientével, entao 7 tem uma vizinhanca U homeomorfa a um anel tal que ¥
separa U em duas componentes conexas. Entao, segue da continuidade de X, que o conjunto
dos pontos singulares de X é fechado e, portanto, disjunto de 7. Assim, podemos considerar
que a vizinhancga U seja suficientemente pequena de tal forma que ela nao contenha pontos
singulares.

Seja X um segmento transversal passando por um ponto p € 7 tal que ¥ C U e &
intercepta ¥ somente em p. Como p € w(7), entdo 7 intercepta ¥ infinitas vezes. Sejam
p1 € p2 pontos consecutivos de interse¢ao de v e ¥ com respeito ao tempo crescente (veja
Figura 3.8). Uma vez que 7§ é acompanhada por =y, podemos tomar p; suficientemente
proximo de p para que o arco de trajetoria [pi, p2], fique contido em U. Como 7 separa U
e YN~y = @, entdo [pi,p2], pertence a uma tnica componente de U \ 7. Portanto a curva

fechada simples I" = [py, p2], U [p1, p2]s nao intercepta 7 e esta contida em U.
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Se I' limitar um dominio simplesmente conexo D em U, entao D C U contera um ponto
singular. Este fato segue dos Teoremas 1.3.11 e 1.3.12. Mas isso contradiz a escolha da
vizinhanga U. Portanto a curva I' ndao é homotdpica a um ponto em U e, junto com 7,

limitam um dominio anular K C U (veja Figura 3.8).

by
Y4

Figura 3.8: O anel K.

v

Denotemos por Xp e ¥, as componentes conexas de 3 \ {p}. Para fixar as idéias,
suponhamos que py, ps € Y. Como p pertence ao conjunto w-limite de 7, uma, e somente

uma, das seguintes alternativas ocorre:
(a) a semitrajetoria positiva 7,;, C 7 nao intercepta ¥p;
C v intercepta ¥; em pontos arbitrariamente préoximos de p.
b) v, C v int ta X t bitrari te proxi d

Facamos algumas observagdes com respeito ao caso (a). Mostraremos que py estd em X
entre p; e p. Suponhamos que isto nao ocorra, isto é, suponhamos que p; esteja em X entre
po € p. Entao ’y;; C v deixa o anel K e nao o intercepta mais, pois em [p1, po]s todas as
semitrajetorias saem de K e 7y é injetiva (veja Figura 3.9). Mas, neste caso (a), isso significa

que 7;; C 7 nao intercepta ¥ em qualquer vizinhanca de p, contradizendo p € w(7).

Pzz

Figura 3.9: p; entre ps e p.
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Agora, provemos o teorema no caso (a). Pelas observagoes feitas no paragrafo anterior,
sabemos que py estd em X, entre p; e p. Denotemos por ps o primeiro ponto onde a semi-
trajetoria positiva 7;2 C ~ intercepta ¥. Afirmamos que p3 estd em Y, entre py e p. De
fato, a semitrajetoria 7;“2 C 7, ao entrar em K, ndo pode deixé-lo, pois em [py, p2]s todas as
semitrajetorias entram em K e vy € injetiva (veja Figura 3.8). Por essa razao, ps ¢ [p1, p2]s
e, portanto, ps3 € [p2, p|s. Prosseguindo dessa forma, obtemos uma seqiiéncia (p,)neny em X

com as seguintes propriedades:
(a1) pny1 € 74 NE, onde f C;
(ag) o ponto p,i1 estd em X, entre p, e p (monotonicidade);

(a3) v, C v ndo intercepta ¥ em qualquer ponto, exceto em p,, n € N (veja Figura 3.10).

2 +
n 7?1 - v

Figura 3.10: A seqiiéncia monotona (pp)nen-

Segue da propriedade (as) que a seqiiéncia (p,,)nen tem um ponto de acumulagao g € X.
Como p € w(y), entao ¢ = p. Além disso, (ay) e (az) implicam que w(vy) N X = {p}.
Uma vez que a semitrajetoria ’y;; C 7y esta contida em K, o mesmo raciocinio utilizado

anteriormente nos permite concluir que:

(ay) qualquer segmento transversal passando por um ponto p € 7 intercepta w(y) somente

em p.

De posse desse resultado, suponhamos que w(vy) \ 7 # @. Entao w(y) \ 7 tem um ponto
de acumulacdo p € 74, pois w(7y) é conexo. Seja X; um segmento transversal passando
por p. Usando a Proposicao 2.2.3 e o fato de que toda vizinhanca de p contém pontos de
w(v) \ 7, entdo existe uma trajetoria v,, C w(y) C K passando por um ponto p, € w(y)\ 5

e interceptando ;. O ponto de intersegao ¢ necessariamente p, devido a (ay).
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Suponhamos que 7,,(7) € 7, quando v,.(t) ¢ 7, para ¢ entre 0 e 7. Consideremos um
segmento transversal 3, passando por 7, (7). Entdo uma pequena translagdo de X, em
uma diregao conveniente, ¢ um segmento transversal que intercepta v e 7,, em dois pontos

distintos (veja Figura 3.11). Esta contradigao com (a4) demonstra o teorema no caso (a).

Figura 3.11: Os segmentos transversais ¥; e X,.

Consideremos, agora, o caso (b). Segue dos argumentos precedentes que, neste caso, a
semitrajetoria 'y;; C v deixa K e nao o intercepta mais. Analogamente a construgao de K,
construimos um anel KX C U limitado por 7 e por uma curva fechada simples formada pela
unidao de um arco [py, o], da semitrajetoria +,; C v com o subintervalo [p1, p]x de ¥ (veja
Figura 3.12). Como 5 C w(7), entdo a semitrajetéria 7;, C v tem que entrar no anel K e,
portanto, po esté entre p; e p necessariamente.

O restante da prova é inteiramente andlogo ao caso (a), com K, p; e py substituidos por

K, p1 e po respectivamente. |

Figura 3.12: O anel K.

Proposigao 3.2.9 Sejam X € X(K?) e v uma trajetoria injetiva que ndo € fracamente w-

recorrente. Suponhamos que o campo vetorial X possua um nimero finito de singularidades
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em w(7y). Se 7 for uma trajetoria injetiva acompanhada por vy, entio w(7y) e a(y) serdo

singularidades.

Demonstragao:

Suponhamos que w(¥) contenha um ponto regular p. Seja ¥ um segmento transversal
passando por p. Como p € w(7), entdo a semitrajetoria positiva ¥ C 7 intercepta X em
um numero infinitos de pontos. Dai, pelo Lema 3.2.2, existe um circulo semi-transversal a
X por 7, digamos C = [p1, p2]5 U [p1, p2]s. Sendo 5 acompanhada por vy, podemos construir
um circulo C' semi-transversal a X por 7, suficientemente proximo de 6’, com p; ou po
pertencente a C' (veja Figura 3.13).

Para fixar as idéias, suponhamos que p; pertenga a C' (Figura 3.13(a)). Como p; € w(7),
existem arcos de trajetoria de X contidos em -, ligando os dois lados de C' e sem interceptar
C. Logo K?\ C & conexo.

Agora, o mesmo raciocinio que utilizamos para demonstrar o Teorema 3.2.6 nos permite
concluir que w(y) é um grafico, pois 7 é uma trajetoria nao periddica contida em w(y). Mas

isso contradiz a existéncia de um ponto regular p em w(7). Logo, w(¥) ¢ um ponto singular.

Analogamente, mostra-se que «(7) é um ponto singular pertencente a w(7y). |
)y
b1
C
(a) p1 € C. (b) p2 € C.

Figura 3.13: Os circulos semi-transversais C' e C.

Teorema 3.2.10 Seja X € X(K?) um campo vetorial continuo com um nimero finito de
singularidades. Se v for uma trajetdria injetiva nao fracamente w-recorrente, entio w(7)

serd exatamente um dos sequintes conjuntos:
(1) Uma singularidade;

(i7) Uma tragetoria periddica;
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(2ii) Um grdfico.

Demonstracgao:

Se w(y) ndo contiver pontos regulares, entdo w(7y) serd uma unica singularidade, pois X
tem um ntmero finito de singularidades e w(y) é conexo.

Para prosseguirmos com a demonstra¢ao, podemos supor que w(7y) contém um ponto
regular p. Consideremos um segmento X transversal a X por p. Pelo Lema 3.2.2, existe um
circulo semi-transversal a X por v, digamos C' = [p1, p2], U [p1, pals.

Se C for uma curva nao homotépica a um ponto em K2, sabemos que K2\ C serd um
cilindro (se K2\ C for conexo, pelo Lema 3.1.9) ou consistira de duas faixas de Mobius (veja
Observagao 3.1.11). Assim, existe r € « tal que a semitrajetoria positiva ;" C ~ fica contida
no cilindro ou em uma faixa de Mobius. Portanto, w(y) é uma trajetoria periodica ou um
grafico.

Se C for uma curva homotépica a um ponto em K2, entdao C' limitara um disco aberto
D em K?. Notemos que, neste caso, p ¢ C. Se p € D, entdo, segue do Teorema 1.3.3, que
w(y) serda uma trajetoria periodica ou um gréafico.

No que segue, podemos supor que todos os circulos semi-transversais a X por 7y sao
homoto6picos a um ponto em K? e que p nio pertence aos discos abertos que estes circulos

limitam. Assim, p ¢ D (veja Figura 3.14).

>

Yoo Y

Figura 3.14: O circulo C' homotépico a um ponto em K?2.

Como p € w(7), entdo a semitrajetoria positiva ”y;rl C 7 intercepta Y segundo uma
seqiiéncia (pp)nen, onde p, = Y(t,), (tn)neny € uma seqiiéncia crescente de nimeros reais e
Pn — p quando n — oo.

Counsideremos as curvas fechadas

Cn = [pTL?anrl]’Y U [pn7pn+1]27 n = 17 27 e
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Afirmamos que C),, é uma curva de dois lados para todo n € N. De fato, suponhamos,
por contradicao, que exista ny > 2 tal que C,,, ¢ uma curva de um lado. Entao temos as

seguintes possibilidades:
(a) existe n > ng tal que C), é uma curva de dois lados;
(b) C, éuma curva de um lado para todo n > ny.

O caso (a) ndo pode ocorrer, pois se ocorrer, C,, serd um circulo semi-transversal nao
homotépico a um ponto em K2, o que contradiz a nossa suposicao.

Mostraremos que (b) também nao é verificado. Se (py,)nen néo for uma seqiiéncia mono-
tona em Y, entao ’y; C 7 interceptarda > em trés pontos nao consecutivos. Dai poderemos
construir um circulo semi-transversal a X por v passando por esses pontos e nao homoto-
pico a um ponto em K?, o que contradiz nossa suposigdao. Portanto (p,)nen ¢ uma seqiiéncia
necessariamente mondétona. Por outro lado, pelo Lema 3.1.10, s6 podem haver duas curvas
disjuntas de um lado na garrafa de Klein K?. Logo, nao existe ny > 2 tal que C,, ¢ de um
lado. Assim (b) também nao vale.

Segue da afirmagao demonstrada e da hipotese de que todos os circulos semi-transversais
a X por 7 sao homotopicos a um ponto em K? que (p,)neny € uma seqiiéncia mondtona
em Y. Conseqiientemente, w(y) N3 = p. Pela arbitrariedade do ponto p € w(7y), isto
implica que existe uma tdnica trajetoria de X passando por p e contida em w(+y), pois caso
contrario, existiriam dois pontos distintos de w(y) em um mesmo segmento transversal e,
conseqlientemente, conseguirfamos construir um circulo semi-transversal a X por 7 nao
homotépico a um ponto em K2.

Finalmente, se w(y) contiver uma trajetoria periodica, segue da Proposigao 3.2.8 e do
fato que o toro é um recobrimento duplo orientado da garrafa de Klein, que w(7y) sera uma
trajetoria periddica. Suponhamos que w(7y) nao contenha qualquer trajetoria periddica.
Entao todas as trajetorias de X em w(y) s@o injetivas. Dai, pela Proposi¢ao 3.2.9, w(y) é

um grafico e o teorema esta demonstrado. |






Capitulo

4

Apéndice

Neste apéndice, vamos considerar M uma variedade compacta bidimensional de classe
C>® e X € X(M) um campo vetorial continuo. Denotemos por F' o conjunto dos pontos

singulares de X, onde F' é um conjunto finito ou infinito.

Proposicao 4.0.11 Nas condig¢oes acima, existe um campo vetorial continuo Y € X (M)

cujo o conjunto de pontos singulares € precisamente F e tal que:
(1) Y tem o mesmo retrato de fase de X ;

(17) todas as trajetorias de Y sao regulares, a menos das trajetorias dadas por pontos

singulares.

Demonstracgao:

Usando a Proposicao 3.2 de [8], existe uma familia {M,, },en de subconjuntos compactos
de M tal que (.2, M,, = F, onde My = M e M, 4, C Int(M,), para todo n € N. Definamos
Vo = Int(M,) \ M,12, n € N. Certamente {V},},,en € uma cobertura aberta localmente finita
de M\ F.

Seja {P, : M \ FF — [0,1] : n € N} uma parti¢do da unidade estritamente subordinada
a esta cobertura. Para cada n € N, estendemos 1,, a uma aplicacao continua 1~bn em M,
identificando 1~l)n(p) = 0 para todo p € F. Assim, , X € X(M), para cada n € N.

Sejam pg =1, pr =1 e p, = d(Myy2, M\ M,) :=inf{d(p,q) : p € Myy2, g € M\ M,},

para n = 2,3,..., onde d(.,.) designa uma métrica em M. Denotemos por || - || a norma
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dada por esta métrica. Para cada n € N, escolhemos um nitimero real positivo ¢, tal que

T 1 n— n n
lenbn X || < min{2—n, '03 1,%, '03“}.

Como

SllebeX] <350 < oo,
n=1 n=1

entao a série » - ¢, P, X converge para um campo vetorial continuo ¥ € X(M) como

requerido em (7).

Resta mostrarmos que Y satisfaz (i7). Para cada n = 2,3, ..., vale
H <Z Cn&nX> = ‘ (Cnfl{vpnle + Cn{van + CnJrl{l;nJrlX)
n=1 Vi, n
< lenabna X[ + [[eabn X || + [[enpibn 1 X
< Pn-

Isto implica que ||Y|v, || < pn.
Seja v uma trajetoria de Y tal que v(0) € M\ M, e ¥(1) € M,42, onde 7 > 0 ¢

/OT Y (s)ds| = ‘

Logo 7 > 1, sempre que v(0) € M \ M,, e y(1) € M,,.», para cadan = 2,3,.... Portanto,

n=2,3,.... Entao

pn < (1) =2(0) = < Tpn.

RGO

concluimos que 7 pode atingir uma singularidade somente em tempo infinito pela defini¢ao

de F, pois M, 41 C Int(M,,), para todo n € N. Isto demonstra (ii). u
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