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Resumo

Guimaraes, Walter Menezes; Silva, Raul Rosas e (Orientador). Flambagem
de Estruturas Viscoelasticas. Rio de Janeiro, 2006. 114p. Tese de
Doutorado - Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

Este trabalho apresenta um modelo computacional aplicavel a analise de
sistemas estruturais viscoelasticos submetidos a grandes deslocamentos, com
particular atencdo ao fendmeno da instabilidade. A discretizagdo dos modelos ¢
obtida através de elementos finitos isoparamétricos bidimensionais que podem ser
empregados na andlise de colunas, poérticos, arcos e cascas axissimétricas. A
estabilidade elastica do sistema ¢ verificada ao longo de trajetorias de equilibrio
definidas no espaco carga-deslocamentos, onde a ocorréncia de pontos de
bifurcagdo ou de pontos-limite ¢ indicada através da troca de sinal do pivd da
matriz de rigidez tangente. A inclusdo de um modelo viscoeldstico linear para o
material possibilita a avaliagdo do efeito do tempo de carregamento sobre a carga
de flambagem da estrutura. O mecanismo de instabilidade correspondente a
flambagem viscoelastica envolve duas variaveis basicas: a magnitude da carga
(carga critica) e a duracdo da carga (tempo critico). Os exemplos apresentados
ilustram esses conceitos e fornecem resultados interessantes a respeito dos efeitos

da viscoelasticidade sobre a flambagem em diferentes sistemas estruturais.

Palavras-chave

Instabilidade; viscoelasticidade; elementos finitos.
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Abstract

Guimaraes, Walter Menezes; Silva, Raul Rosas e (Advisor). Buckling of
Viscoelastic Structures. Rio de Janeiro, 2006. 114p. D.Sc. Thesis -
Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro.

This thesis presents a computational model for the analysis of viscoelastic
structures undergoing large displacements, with particular attention to unstable
phenomena. The discrete model utilizes two-dimensional isoparametric finite
elements in the analysis of columns, frames, arches and axially symmetric shells.
The elastic stability of the system is verified along the equilibrium paths in the
multidimensional load-displacements space, with bifurcation or limit points
indicated by sign changes of the pivot of the tangent stiffness at every incremental
step. A linear viscoelastic model for the material is included, allowing for the
consideration of the effect of loading time on the buckling load for the structure.
Thus, the mechanism leading to loss of stability, corresponding to viscoelastic
buckling, involves two basic variables: load magnitude and duration of the load,
designated as critical load and critical time. The examples presented herein
enlighten such concepts and provide interesting results about viscoelastic effects

on buckling of different structural systems.

Keywords

Instability; viscoelasticity; finite elements.
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1
Introducao

Este trabalho apresenta um estudo numérico relacionado a estabilidade de
sistemas estruturais viscoelasticos submetidos a grandes deslocamentos. O estudo
¢ baseado em um modelo computacional desenvolvido para prever as respostas
elastica e viscoelastica dos sistemas e os respectivos mecanismos de instabilidade.

O elemento finito isoparamétrico utilizado pode ser aplicado a discretizacdo
de colunas, porticos, arcos e cascas axissimétricas. E possivel, dessa forma,
desenvolver um estudo que abrange uma variedade de geometrias e tenta associar,
de forma qualitativa, o0 mecanismo de instabilidade viscoelastica ao mecanismo de
instabilidade eléstica para diferentes sistemas estruturais.

As geometrias dos modelos exemplificados permitem o emprego da
hipétese de pequenas componentes de deformagdo, embora ndo exista restricao
associada a magnitude dos deslocamentos.

As solugdes elastica e viscoelastica sdo obtidas com o emprego de processos
incrementais que envolvem incrementos de carga e incrementos de tempo,
respectivamente. As equacdes incrementais de equilibrio sdo deduzidas com base
na formulacdo Lagrangiana total. O efeito viscoeléstico ¢ introduzido através da

considera¢ao de deformacdes iniciais.

1R.;viséo Bibliografica

Os trabalhos de Flugge (1975), Bazant & Cedolin (1991), Rabotnov (1969)
e Odgqvist (1974) dedicam capitulos exclusivos a apresentacdo de exemplos e a
discussao de conceitos relacionados a flambagem viscoeléstica.

Os primeiros estudos relacionados ao tema surgem nos anos 50. Os
trabalhos de Freudenthal (1950), Rosenthal & Baer (1951), Hilton (1952), Libove
(1952), Kempner & Phole (1953), Kempner (1954) e Lin (1956) servem como
exemplos. Esses estudos tratam basicamente da flambagem por fluéncia de

colunas submetidas a cargas compressivas axiais. Parte desses trabalhos apresenta
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Capitulo 1 — Introducéo 15

resultados de ensaios experimentais realizados com colunas metalicas submetidas
a altas temperaturas. Kempner & Phole (1953), no entanto, desenvolvem um
importante estudo matematico que comprova a inexisténcia do tempo critico para
colunas constituidas por material viscoeléstico linear.

Como nos artigos listados acima, muitos trabalhos relacionados ao tema
costumam abordar problemas especificos e fornecer resultados quantitativos. Para
citar apenas alguns exemplos, Hoff (1968) e Honikman & Hoff (1971) estudam a
estabilidade de cascas cilindricas circulares com o emprego de um modelo
constitutivo do tipo “power law” para definir o efeito dos expoentes dessa lei
constitutiva sobre o tempo critico. Obrecht (1977) estuda o efeito da fluéncia
sobre o comportamento critico e pods-critico de cascas cilindricas circulares
submetidas a compressao axial. Hammerand (1999) estuda o comportamento de
placas e cascas constituidas por materiais compdsitos poliméricos. A flambagem
de uma casca abatida constituida por material viscoeldstico ndo-linear ¢
investigada por Plavnik & Bargmann (2001).

A formulacdo incremental empregada neste trabalho considera um
comportamento cinematico caracterizado por grandes deslocamentos e pequenas
componentes de deformagdo. Os trabalhos de Larsen & Popov (1974), Wood &
Schrefler (1978), Wood & Zienkiewicz (1977), Crisfield (1991), Bathe (1995),
Waszczyszyn et al (1994), Galvao (2000) e Alves (1995) sdo uteis para o
entendimento dessa formulagao.

O comportamento viscoelastico do material ¢ considerado através do
modelo empregado por Zienkiewicz et al. (1968). As limitagdes e vantagens
associadas a aplicagdo de modelos viscoelasticos lineares em problemas
envolvendo fluéncia sao discutidas por Rabotnov (1969), Larsen & Popov (1974),
Zienkiewicz et al. (1968) e Findley et al. (1976). Em geral, modelos lineares tém a
vantagem de oferecer solu¢cdes mais simples e podem ser aplicados a materiais
como o concreto, por exemplo. No entanto, ndo sao adequados a modelagem de

metais sob altas temperaturas.
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Capitulo 1 — Introducéo 16

1.2
Objetivo

O objetivo basico deste trabalho consiste em avaliar as relagdes existentes
entre os mecanismos de flambagem eléstica e viscoelastica em diferentes sistemas
estruturais. Procura-se contribuir com o tema através de conclusdes puramente
qualitativas, mas que podem ser aplicadas a avaliagdo da resposta de sistemas
estruturais mais complexos. Além disso, o trabalho € composto por um programa

computacional que pode auxiliar trabalhos posteriores.

1.3
Organizacao do Texto

Alguns conceitos relacionados a teoria da viscoelasticidade linear, exemplos
simples de sistemas estruturais submetidos a flambagem viscoelastica e critérios
de estabilidade sdo apresentados no Cap. 2. O procedimento numérico de solugao
¢ descrito no Cap. 3. O Cap. 4 apresenta exemplos numéricos e discussdes sobre
os resultados. Conclusdes e sugestoes para trabalhos futuros sdo apresentadas no
Cap. 5. Nos Anexos A e B, aplicam-se os conceitos do Cap. 3 para um elemento
de trelica, com o objetivo de auxiliar o entendimento do processo numérico

utilizado.
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2
Flambagem Viscoelastica

Este capitulo apresenta alguns conceitos relacionados a viscoelasticidade
linear e a instabilidade de sistemas estruturais viscoelasticos. Com o emprego de
exemplos simples, os conceitos de tempo critico, médulo efetivo e carga critica
viscoelastica sdo introduzidos. Os critérios de estabilidade associados ao problema

também sdo apresentados.

2.1
Modelo Constitutivo Viscoelastico

Certos materiais exibem um comportamento fisico que combina as
caracteristicas de um solido elédstico e de um liquido viscoso. Esse tipo de
comportamento ¢ comumente denominado fluéncia, e pode ser observado em
sistemas simples, como, por exemplo, em uma barra cujo deslocamento axial
cresce com o tempo em resposta a uma forca axial aplicada e mantida constante.
O comportamento fisico real desses materiais pode ser simulado através de
modelos retirados da teoria da viscoelasticidade. Sdo exemplos de materiais que
exibem fluéncia: o concreto, o aco sob temperaturas elevadas, os materiais
poliméricos, os materiais rochosos.

A aplicabilidade da teoria viscoelastica linear em problemas envolvendo
fluéncia encontra limitagdes. Os modelos lineares sao inadequados, por exemplo,
para simular a fluéncia em metais submetidos a altas temperaturas (Findley et al,
1976), embora possam se adequar a modelagem do concreto, polimeros e rochas
(Rabotnov, 1969; Zienkiewicz et al., 1968).

A inclusdo do tempo nas relacdes constitutivas ¢ uma caracteristica
essencial dos modelos viscoelasticos. Isso permite relacionar historias de tensao
com historias de deformagao. Essas relagoes sdo comumente definidas através das
formulacdes diferencial ou integral.

A formulacao integral ¢ obtida com base no principio da superposi¢do, cuja

aplicacdo ¢ permitida devido ao comportamento linear do material. Nessa
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formulacao, a relagdao entre as historias de deformacdo e tensdo pode ser escrita

através das integrais de convolugdo mostradas nas Egs. (2.1) e (2.2).

t

e(t)zcoJ(t)+J.OJ(t—t’)%dt', .1
t

ot) =&, Y()+ J-OY(t—t')%dt’ 22)

onde t’ representa o tempo, como variavel independente, e as funcgdes J(t) e Y(t)
sdo denominadas fun¢do de compliancia e modulo de relaxacdo, respectivamente.
A funcdo J(t) descreve a deformacdo ¢(t) para uma tensdo constante s()=5,
sendo uma fun¢do crescente para t>0. J4 a funcdo Y(t) descreve a tensdo o(t) para

uma deformagdo constante (t)=¢,, sendo uma funcdo decrescente para t>0.

Oﬂ

A formulagdo diferencial, por sua vez, pode ser definida na forma geral

Po=Qe¢, 2.3)

onde P e Q sdo operadores diferenciais lineares dados por

m ak
P:Zpkg’ (2.4)
0
m k
_ 0
Q_zqua (2.5)
0
ou seja,
cs+c's+6++am—6—g+é+é++& 2.6
P,O+PC+PyGt.. pmatm =q e+ qE+qet.. qmatm, (2.6)

Devido a hipdtese de linearidade, a Eq. (2.6) possui coeficientes constantes,
uma vez que px € gk sao independentes das tensdes e das deformagdes. Diferentes
combinagdes dos termos presentes na Eq. (2.6) permitem a descrigdo de
comportamentos viscoelasticos distintos. E possivel estabelecer uma relagio entre
uma combinagdo especifica e um determinado modelo reologico formado pela

associagao de molas elasticas lineares e amortecedores viscosos lineares.
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2.2
Exemplos de Flambagem Viscoelastica

Para ilustrar o problema estrutural, utiliza-se o exemplo da coluna
viscoelastica mostrada na Fig. 2.1. A solugdo ¢ obtida com base na hipotese de
pequenas rotagdes, que equivale a hipotese adotada na determinacdo da carga

critica eléstica da coluna de Euler (Bazant & Cedolin, 1991).
A presenca de uma curvatura inicial, denotada por zj;, permite tratar o

problema eléstico correspondente a partir da Eq. (2.7).
EI(Z”—ZS)+PZ =0. 2.7

O material viscoelastico ¢ representado por um solido padrao, onde a

relacdo diferencial entre tensdo e deformagao ¢ dada por

A 1
7\.D£+8—EDG+E—G, (2.8)
0

onde E, E__ =EE, /(E+E1), h=m /E1 e D=0/ét representam, respectivamente, o

modulo de “impacto”, o mddulo assintdtico, o tempo de retardo e um operador

diferencial atuando sobre a tensao e a deformacdo. A Eq. (2.8) pode ser reescrita

na forma
[1+xD]g:[EL+%D]c, (2.9)
%
onde, a partir da Eq. (2.3),
P:[i-ﬁ-%D] e 9=[1+2D]. (2.10)

O procedimento utilizado por Flugge (1975) (Segdo 4.5), baseado na

analogia entre o problema elastico e viscoelastico, permite escrever

10(z”) + PP(z) = IQ(Z’(;) : (2.11)
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Com a substituicdo dos operadores Pe@Q da Eq. (2.10) na Eq. (2.11), obtém-

se a equacao diferencial parcial

I " L 1 — 79
27 +AD(z")+ B 4 D(z)=z3. 2.12)

Aft)=zp,,/a

Figura 2.1 — Flambagem da coluna viscoelastica (Bazant & Cedolin, 1991).

A curvatura inicial z,(x) ¢ admitida como uma senodide de amplitude
constante definida por a, e a solucdo dos deslocamentos z(x,t) ¢ obtida com a
multiplicagdo dessa curvatura inicial por uma funcdo dependente apenas do

tempo, dada por f{(t) (Fig. 2.1):

Zy(x)=asin (”—1") (2.13.a)

z(x,t)=f(t)asin (%) . (2.13.b)

Substituindo-se as Egs. (2.13.a) e (2.13.b) na Eq. (2.12), obtém-se uma
equagdo diferencial ordindria cuja tnica variavel independente ¢ o tempo. A partir
desta equagdo, ¢ possivel investigar o comportamento da amplitude f(t) ao longo
do tempo como uma func¢do dos valores da carga de compressio P e das
propriedades do material.

Com a introdugdo das expressdes

2
Pp="-ELPy ="-E_I, (2.14)
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onde P corresponde a carga critica elastica e P, corresponde a carga critica de

0

longa duragdo, obtém-se

P \df P
MNI—— S 4| 1-——f=1.
( PEjdt{ PEJ (2.15)

A condicao inicial necessaria a solucao da Eq. (2.15) ¢ obtida a partir do
fator de amplificacdo da deflexdo de uma coluna elastica submetida a carga P e a

curvatura inicial z,(x) da Eq. (2.13.a). Portanto, parat =0,

1

e ——
1-P/Pg

(2.16)

A solugdo obtida a partir das Egs. (2.15) e (2.16) ¢, dessa forma, dada por

1 1 —-t/7 1 —-t/t
£(t) = - S —
® [I—P/PEOOJ [I—P/PEOOJQ +(1—P/PE)6 : 2.17)

N 1-P/PE
l-P/PE

o0

onde 1=

A partir da solugdo da Eq. (2.17) e do grafico da Fig. 2.1, é possivel
investigar o comportamento das deflexdes na coluna e identificar algumas
particularidades do problema da flambagem viscoelastica.

A depender da magnitude da forca P, as deflexdes podem se aproximar
assintoticamente de um valor finito, 0 que caracteriza uma resposta estavel, ou
crescer indefinidamente a medida que o tempo t tende ao infinito,
caracterizando-se, assim, a perda de estabilidade do sistema através da chamada
flambagem viscoelastica. O exemplo utilizado mostra também que ndo existe
tempo critico finito para o qual a deflexdo apresenta um comportamento
assintotico tendendo a infinito, o que estd de acordo com as conclusdes de
Kempner & Phole (1953).

Substituindo-se valores de carga P < P na Eq. (2.17), fica definido um

o0

limite para a deflexdo z(x,t) em qualquer instante de tempo t. Isto porque, para t
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tendendo a infinito, f(t) tende assintoticamente ao valor constante mostrado na
Fig. 2.1.b, que equivale a primeira parcela a direita da Eq. (2.17). Portanto, a

resposta ¢ estavel para P<Pg .
Para P=Pg_, as deflexdes crescem indefinidamente e linearmente com o

tempo. Segundo a Eq. (2.17), essa situacdo de instabilidade ¢ definida pela

equacao

: 1
lim f(t) = —————(1+t/2).
o VTR R, (2.18)

o

Para valores de P>Pr e P<Pg, o sistema também ¢ instavel. Pg € a carga

critica da coluna eléstica de Euler, ou seja, a carga que faria a coluna perder a
estabilidade da configuragdo reta no instante do carregamento. A carga critica de

longa duragdo ¢ sempre menor que a carga critica instantanea.

1 1 S T | 1 1 L 1 1 1 TR A
5 10 20 30 40 50 7[170 200 300 500 1000 1500
Figura 2.2 — Resposta tipica de sistemas viscoelasticos que possuem tempo critico.

A coluna viscoeléstica ndo exibe o chamado tempo critico, embora ocorra a
situagdo de instabilidade. O tempo critico pode ocorrer para sistemas com outras
geometrias, submetidas a outros tipos de instabilidade elastica diferentes da
bifurcacdo. A Fig. 2.2 mostra um exemplo retirado do trabalho de Larsen &

Popov (1974). Percebe-se que existe um instante de tempo finito, denominado
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tempo critico, onde ocorre uma condicdo de instabilidade caracterizada pelo

crescimento ilimitado da deflexdo.

2.3
Critérios de Estabilidade

No estudo da estabilidade sistemas estruturais elasticos, os critérios de
estabilidade utilizados estdo associados ao carater conservativo desses sistemas. O
critério energético da estabilidade, por exemplo, estabelece que um sistema esta
em equilibrio estavel se ndo existe uma configuragdo adjacente cuja energia
potencial ¢ menor do que aquela relativa a configuragao de equilibrio corrente.
Um outro critério estabelece que um sistema em equilibrio estavel retorna a esta
configuracdo de equilibrio caso alguma perturbacdo tenha sido imposta e
posteriormente retirada do sistema.

Sistemas viscoelasticos sdo ndo-conservativos. A estes, ndo ¢ possivel
associar uma energia potencial. Os critérios acima sao, portanto, inadequados a
aplicacdo em sistemas viscoelasticos.

E possivel, entretanto, estabelecer um critério de estabilidade mais geral,
baseado na seguinte consideragdao: se uma pequena perturbagdo causa apenas um
deslocamento pequeno e limitado, entdo o sistema ¢ estavel. Essa condi¢dao de
estabilidade pode ser observada, por exemplo, na Fig. 2.1, para valores de

P<P. A perturbacdo, nesse caso, ¢ a imperfei¢ao inicial imposta a coluna. O
o0

mesmo ndo ocorre para valores de P>P_ , pois esses valores provocam um

E
crescimento indefinido da deflexdo, ndo importando a amplitude da imperfeicao
(perturbagdo) inicial imposta a coluna. Esta segunda situagdo caracteriza o
mecanismo de instabilidade denominado flambagem viscoeléstica.

A instabilidade da coluna, que ocorre na faixa de valores Pp <P<Pg,

caracteriza-se pela inexisténcia de um tempo critico, pois a curva deflexdo vs
tempo cresce continuamente ¢ de forma suave. O mesmo ndo acontece para o
exemplo da Fig. 2.2, onde ¢ possivel observar uma flambagem subita
caracterizada por um comportamento assintotico da deflexdo que ocorre em um
determinado tempo critico. Odqvist (1974) utiliza a seguinte equagdo para

expressar esse mecanismo de instabilidade:
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W=oo, (2.19)

onde W representa a taxa de variagdo da componente de deslocamento.

Resta definir um critério apropriado ao esquema numérico apresentado no
Cap. 3. No critério adotado, a ocorréncia do tempo critico estd associada ao
surgimento de um pivo negativo na matriz de rigidez tangente, que, nesse instante
critico, deixa de ser positiva definida. Este procedimento ¢ discutido por Bazant

(2003).
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3
Solugao Numérica

Neste capitulo, a estratégia numérica utilizada na solu¢do do problema
ndo-linear descrito no Cap. 2 ¢ discutida. Inicialmente, uma equagdo de equilibrio
¢ definida a partir do principio dos deslocamentos virtuais (PDV) formulado de
acordo com o referencial Lagrangiano total e expresso em termos do segundo
tensor das tensdes de Piolla-Kirchhoff e do tensor das deformagdes de
Green-Lagrange. Essa equacao de equilibrio ¢ posteriormente aproximada através
da introducao de variaveis relacionadas a discretizagdo do continuo por elementos
finitos baseados em deslocamentos. A partir dessa aproximagao, deduz-se a matriz
de rigidez tangente através do método de Newton-Raphson.

A matriz tangente ¢ utilizada para compor uma equagao incremental da qual
também fazem parte o vetor de forcas internas, os vetores de forca incremental
provenientes das deformagdes incrementais de origem térmica e devidas a
fluéncia, o vetor de forcas externas ¢ o vetor de deslocamentos nodais
incrementais. Todos esses conjuntos sdo particularizados para o elemento finito
isoparamétrico bidimensional empregado na analise do estado plano de tensdes e
no caso axissimétrico. A equagao incremental assim definida constitui a base do
esquema computacional desenvolvido, cujos passos basicos também sdo
apresentados.

A modelagem incremental do comportamento viscoeldstico do material ¢é
baseada em um modelo mecanico formado pela associacdo em série de modelos
de Kelvin (Zienkiewicz, 1968). O efeito viscoelastico ¢ incluido através da
considera¢dao de um incremento de deformagdes iniciais.

O problema da nao-linearidade geométrica, de uma forma geral, deve ser
abordado a partir da consideragdo de grandes deslocamentos e grandes
componentes de deformacgao. Neste trabalho, entretanto, preserva-se a hipdtese de
grandes deslocamentos, mas a hipotese de grandes componentes de deformacao ¢

descartada, ou seja, £ <<1 ¢ a situagdo admitida. E possivel, dessa forma, aplicar

modelos constitutivos adequados ao regime de deformagdes infinitesimais.
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3.1
Equacgao de Equilibrio
Para um soélido deformado em equilibrio, o principio dos deslocamentos

virtuais (PDV) estabelece que

jSSTch:jpe‘)uquerjsqudA. 3.1)
\% Vv A

Neste trabalho, a formulagdo Lagrangiana total ¢ adotada. As integrais da
Eq. (3.1) sdo, portanto, referentes a area e ao volume do solido na configuracao
indeformada, que sdo aproximadamente iguais ao volume e a darea do sdlido
deformado para o caso de pequenas componentes de deformacao. Como medidas
de tensdo e deformagdo, o 2° tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff ¢ e o tensor
das deformacdes de Green-Lagrange € sdo adotados. Essas medidas condizem
com a formulacao Lagrangiana total. O vetor du representa uma variacao do vetor
de deslocamentos em relacao a configuracdo de equilibrio; 0 ¢ a variagdo das
componentes de deformagdo, compativel com ou. O vetor q representa as forcas
de massa atuantes sobre o volume indeformado de densidade p, enquanto p € o

vetor das forgas distribuidas que atuam sobre regidoes do contorno do corpo.

3.2
Formulagao por Elementos Finitos

As defini¢Oes utilizadas nessa secao constam no trabalho de Wood &
Zienkiewicz (1977). A Eq. (3.1) pode ser aproximada através de uma formulagao
por elementos finitos baseados em deslocamentos, cuja descricdo cinemadtica ¢

definida pelas seguintes expressdes:

u=Nd, (3.2)

e=g,+e . (3.3)

Na Eq. (3.2), o vetor u representa o campo de deslocamentos dos pontos do

elemento finito, N € a matriz das func¢des de interpolagao e d=|d R P d
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¢ o vetor dos n deslocamentos nodais discretos. N e d sdo definidos com base na

configuracdo indeformada, ou seja, N=N(x) e d=d(x), onde X representa o vetor

posicdo dos pontos materiais do elemento indeformado. As componentes do vetor
d devem ser medidas em relagdo a posicao dos nds na configuragao indeformada.

A variacao no vetor u ¢ dada por
Su =Nad, (3.4)

Na Eq. (3.3), &, Tepresenta a parcela do tensor das deformagdes de

Green-Lagrange que ¢ linear em relagdo aos gradientes de deslocamentos. Em
termos de deslocamentos nodais, esta parcela pode ser definida a partir da

seguinte relagao:

g, =B0d. (3.5)

A matriz By contém termos independentes das componentes do vetor d. A

Eq. (3.5) &, portanto, linear, e a varia¢ao da parcela g € escrita como

680 :B08d. (3.6)

Na Eq. (3.3), &, Tepresenta a parcela ndo-linear do tensor das deformacdes

de Green-Lagrange, que pode ser expressa a partir de uma matriz A e de um vetor
0, cujas componentes sdo gradientes de deslocamentos. Esses conjuntos podem
ser particularizados para um elemento finito especifico, mas isso serd feito

posteriormente. Importa, agora, definir a relagao:

£ ==AO, (3.7)

cuja variagdo € aproximada por

68L =Ad0. (3.8)
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Quando associado a um elemento finito, o vetor ® pode ser expresso a partir

do vetor dos deslocamentos nodais totais d na forma

©=Gd, 3.9)

onde G contém derivadas cartesianas das func¢des de interpolagdo. Uma vez que a

Eq. (3.9) ¢ linear em d, pois o vetor ® ¢ linear em relagdo aos gradientes de

deslocamentos, a variacao deste vetor ¢ dada por

00 =Gdd . (3.10)

Observadas as Egs. (3.7) a (3.10), a parcela ndo-linear da Eq. (3.3) pode ser

agora definida em relagao aos deslocamentos nodais a partir de

e =3B d, (3.11)
e sua variagao por

e, =B d, (3.12)
onde

B, =AG. (3.13)

Tem-se, portanto, as seguintes relacdes finais entre as componentes de
deformacao de Green-Lagrange e os deslocamentos nodais de um dado elemento

finito:

8=|:B +1BL}d, (3.14)

para as componentes de deformagao total e os deslocamentos nodais totais, e
Se=Bdd, (3.15)

para as respectivas variagdes, onde
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B:B0+BL. (3.16)
Da substitui¢ao das Eqgs. (3.4) e (3.15) na Eq. (3.1), obtém-se:

T (T T (T T (N7
sd J,B odV =8d J}N pqdV +8d /J;N pdA . (3.17)

Uma vez que os deslocamentos virtuais sao arbitrarios, a seguinte equagao

de equilibrio ¢ obtida.

[BT6dV = [NTpqdV + [NTpdA . (3.18)
A \% A

O lado direito da Eq. (3.18) corresponde a um vetor de forgcas nodais
equivalentes. Na Eq. (3.19), que corresponde a Eq. (3.18) reescrita, esse vetor €

representado por F, que deve incorporar as forcas diretamente aplicadas nos nds.

— T —

Neste trabalho, ¢ suficiente considerar uma relagao linear elastica entre as
componentes de tensdo e deformagdo. Dessa forma, o vetor das tensdes e a

respectiva variacao sao dados por

c=Cs, (3.20)

8o =Cdc. (3.21)

3.3
Método de Newton-Raphson e Matriz de Rigidez Tangente

A Eq. (3.19) ¢é nao-linear. Seja uma estimativa inicial de solugdo ¥ld. ]

definida através de um vetor de deslocamentos totais d;, aproxima-se uma solugao

desejada por (\P[di +Ad] :O) através de uma expansao em série de Taylor da Eq.

(3.19) em torno de d; , ou seja,
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W(d +Ad)= ‘P(di)+[%—\§] Ad, (3.22)

onde Ad ¢ um vetor de deslocamentos incrementais € a expansdo em série ¢
considerada apenas até o segundo termo. A matriz de rigidez tangente Kt ¢ dada
pela derivada do segundo termo a direita da Eq. (3.22), e a defini¢do dos termos

dessa matriz depende do vetor d;. A aproximagao (\P[di +Ad]= 0) fornece

T
[KT]iAd:—\P(di):F—Lj/B cdv] (3.23)

1

A parcela a direita da Eq. (3.23) corresponde ao vetor de forgas
desequilibradas. A partir da Eq. (3.23), o vetor de deslocamento incremental Ad €

obtido e empregado na obtencdo de uma nova aproximacao dada por

i =d;+ad, (3.24)

com a qual um dado critério de convergéncia ¢ testado para verificar a
necessidade de uma nova iteragdo. Este método iterativo recebe o nome de
método de Newton-Raphson. Encontra-se comumente associado a solugdes
incrementais, através do chamado processo incremental-iterativo.

r

Das Egs. (3.22) e (3.23), a matriz de rigidez tangente avaliada em d=d ¢

dada por
[ow
K, {_ad l. (3.25)

Para um vetor F independente dos deslocamentos, apenas a integral da
Eq. (3,19), correspondente ao vetor de forgas internas, contribui com a matriz

tangente. A derivada desse termo fornece

KT :K0+KG. (3.26)

onde


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

Capitulo 3 — Solucdo Numérica 31

_ T
K =[B CBdV, (3.27)
v
_ T
K_ —\j/G SGdv, (3.28)

3.4
Solug¢ao Numérica Incremental

A estratégia de solucdo numérica adotada estd baseada em passos
incrementais sem o emprego de métodos iterativos de correcdo. No entanto, o
vetor de forgas internas ¢ incluido na formulagdo. Procedimento similar ¢
empregado por Larsen & Popov (1974) e Chen & Lin (1982). Pode-se dizer que
este procedimento equivale ao método de Newton-Raphson com uma unica
iteracao.

O termo incremental pode estar referido a incrementos de carga ou tempo. E
adequado e necessdrio utilizar incrementos de tempo quando o problema
estrutural envolve os efeitos da inércia ou quando a relagdo constitutiva do
material requer a inclusao do tempo, como ¢ o caso do material viscoelastico aqui
tratado. Para a solugdo do problema elastico estatico, no entanto, pode-se falar em
incrementos de carga.

Seja uma configuragdo de referéncia conhecida 'C associada a um tempo t.
Deseja-se determinar uma configuragio “C, associada ao tempo t+At, através da

seguinte aproximagao:

1 _2np 1
K. Ad=2F-'F_, (3.29)

nt

onde 1KT ¢ a matriz de rigidez tangente avaliada a partir da substituicdo dos

dados de deslocamento total (vetor 'd) e tensdo (vetor 's), associados a

configuracdo de referéncia 'C, nas Egs. (3.27) e (3.28), e 1Fint ¢ montado a partir

desses mesmos dados quando introduzidos na integral

_ T
Fo= i B odV. (3.30)
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O vetor °F da Eq. (3.29) corresponde as forcas externas aplicadas no tempo
t+At, decorrentes de um incremento de forgas aplicado sobre um dado vetor 1F,
associado a configuragio 'C..

A inclusdo de deformacdes incrementais iniciais de origem térmica ou
decorrentes da fluéncia requer a seguinte modificagdao na Eq. (3.29) para o calculo

do vetor Ad:

1KT Ad = %F - 1Fint +F" +F, (3.31)
onde F" ¢ F*° sdo dados por
tr _ T~ tr
F —\j/B Ce"dv, (3.32)
ve _ T ve
F —\I/B Ce¥edv. (3.33)

A inclusdo desses vetores na equagdo incremental decorre da seguinte

relagdo entre incrementos de tensdo e deformagdo (Creus & Marques, 1994):

Ac=C(Ae—g" —£"°). (3.34)

onde Ae corresponde ao incremento total de deformagdes, € representa as
deformagdes incrementais de origem térmica e & representa a parcela

viscoelastica das deformagdes incrementais.

3.41
Implementagdao Computacional

A implementacdo computacional da Eq. (3.29) permite o tragado de
trajetorias de equilibrio e o estudo da estabilidade eléstica do sistema através de
um procedimento simples que verifica, a cada passo incremental, o valor do pivd
da matriz de rigidez tangente. Essa verificacdo tem duplo objetivo: indicar a

presenca de um ponto de bifurcagdo ou de um ponto-limite sobre a trajetoria, em
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decorréncia da troca de sinal do pivo, e permitir o controle de carga, conforme

discutido na Secao 3.4.2. Os seguintes passos basicos compdem a implementagao:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

(2

Montagem da matriz de rigidez tangente e do vetor de forcas
internas, com base na configuracio de referéncia 'C corrente. No
inicio do processo incremental, a configuragdo de referéncia ¢ a
configura¢do indeformada.

Definigio do vetor de cargas a partir da expressio °F = 'A P, + AL P,
onde P; ¢ um vetor de cargas de referéncia definido na entrada de dados
e A ¢ um fator de carga, sendo que 'A corresponde ao nivel de carga na
configuragio de referéncia 'C e AL serve para incrementar a carga
externa. O sinal de AL depende de uma verificagdo prévia do sinal do
pivo da matriz de rigidez tangente ja definida no passo (a).

Obtengdo do vetor de deslocamentos incrementais Ad a partir da Eq.
(3.29).

Obtencdo dos incrementos nas componentes de deformacdo dos
elementos, com a mesma matriz B utilizada na montagem da matriz
tangente e do vetor de forgas internas em 'C: As=BAd

Obtencdo dos incrementos nas componentes de tensdo dos elementos, a
partir da matriz constitutiva eldstica C e dos incrementos nas
componentes de deformacao: Ac=C Ae

Atualiza¢ao das tensdes nos elementos e dos deslocamentos nodais
totais: 2o = 'c+Ac, 2d = 'd+Ad.

Volta ao passo (a). A nova configuracio 'C esta agora associada as

tensdes e deslocamentos totais atualizados no passo (f).

A solugdo do problema eléastico fornece as tensdes e os deslocamentos

nodais totais associados a um certo nivel de carga. Esses dados compdem uma

condi¢do inicial que deve ser utilizada para a obtengdo da resposta viscoeldstica

do sistema através de uma implementagdo computacional baseada na Eq. (3.31).

O esquema incremental deve agora considerar incrementos de tempo. O

acompanhamento do sinal do pivo da matriz de rigidez tangente passa a ser feito
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em cada passo de tempo, agora com o objetivo unico de verificar a ocorréncia do

tempo critico, conforme observado no Cap. 2 (Segdo 2.3).

Embora o programa computacional implementado seja capaz de considerar

casos que envolvem variagdo de temperatura (Ex. 4.2.2) e for¢as externas nodais

(Ex. 4.2.1) variaveis no tempo, o resumo mostrado a seguir considera apenas o

caso basico de um vetor de forcas externas que ¢ mantido constante apds ser

aplicado no instante t = 0.

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

(2

Montagem da matriz de rigidez tangente, do vetor de forcas internas

e do vetor F*, com base na configuragdo de referéncia 'C. A montagem

de F deve ser antecedida pela determinagdo do vetor £Y¢, que depende
apenas de dados conhecidos em 'C e do valor do incremento de tempo
At. No inicio do processo incremental, a configuragdo de referéncia ¢
aquela obtida com a solugdo elastica no tempo t = 0. Deve-se considerar
que 'C esté associada a um tempo t.

Obtencdo do vetor de deslocamentos incrementais Ad a partir da Eq.
(3.31). Esse incremento ocorre no intervalo de tempo At.

Obtencdo do incremento total de deformagdo nos elementos, com a

mesma matriz B utilizada no passo (a): Ae=BAd.

Obten¢do do incremento de tensdes: Ac=C(Ae-c'®). O vetor

incremental £V¢ deve ser o0 mesmo utilizado na montagem do vetor F*°,
no passo (a).

Atualizacdo das componentes de deformacao viscoelastica total nos
elementos de acordo com o esquema de modelagem do material
(discutido mais adiante).

Atualizacdo das tensdes nos elementos e dos deslocamentos nodais

26 = '6+Ac, 2d="'d+Ad. O sobrescrito 2 indica uma nova

totais:
configuragio “C, associada ao tempo t+At .
Volta ao passo (a) com a nova configuragdo de referéncia, que ¢

composta pelos dados atualizados nos passos () e (f).
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3.4.2
Controle de Carga

O programa computacional engloba dois procedimentos distintos: a solugao
incremental do problema eléstico, baseada em incrementos de carga, e a solugdo
incremental do problema viscoelastico, baseada em incrementos de tempo e
precedida pela solucao elastica.

A solugao elastica fornece trajetérias de equilibrio que podem conter pontos
criticos do tipo bifurcacdo ou ponto-limite. Pelo menos para os exemplos da Secao
4.1, o esquema numérico adotado permite encontrar e ultrapassar esses pontos
criticos através do acompanhamento, a cada passo incremental, dos valores dos
termos que compoem a diagonal da matriz de rigidez tangente.

Um primeiro ponto a considerar diz respeito a magnitude do incremento de
carga. Para que o tracado do caminho de equilibrio seja obtido com uma certa
precisdo, esses incrementos devem ser suficientemente pequenos, uma vez que
nenhum método iterativo de corregdo ¢ utilizado. Para tentar garantir incrementos
de carga suficientemente pequenos, o programa considera um fator AL que
decresce a medida que o valor do pivé da matriz de rigidez tangente diminui. Isso
ocorre, por exemplo, quando o caminho de equilibrio se aproxima de um
ponto-limite. Deve-se observar que AA ¢ um fator que multiplica uma carga de
referéncia constante, previamente definida na entrada de dados, e dessa
multiplicacio surge o incremento da carga externa, ou seja, o vetor “F das
Egs. (3.29) e (3.31) é obtido pela soma °F = 'F + AL P,, onde 'F é o vetor de
forgas nodais na configuracdo de referéncia e P, € um vetor de cargas de
referéncia.

A ultrapassagem de pontos criticos depende também do controle do fator
AL, mais precisamente do controle sobre o sinal desse fator, que pode ser
modificado de acordo com as trocas de sinal do pivo da matriz de rigidez
tangente. Esse processo encontra-se automatizado no programa, e pode ser
perfeitamente aplicado a sistemas eldsticos cujas trajetdrias possuem apenas
ponto-limite. Sua simplicidade, no entanto, provoca limitacdes, conforme

observado no Ex. 4.1.3.
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3.43
Incremento de Tempo

O procedimento utilizado na solu¢do do problema viscoeléstico ¢ baseado
no esquema numérico proposto por Zienkiewicz et al (1968). Durante o
incremento de tempo At, a tensdo e a deformagdo viscoelastica total sdo
consideradas constantes, com os valores correspondentes ao instante de tempo que
antecede o incremento. Esses valores sdo utilizados para definir o incremento de
deformagdo viscoelastica que ocorre em At, conforme descrito na Secdo 3.6. Este
incremento, por sua vez, é utilizado para montar o vetor F'* da Eq. (3.31), de
acordo com a Eq. (3.33). Em todos os exemplos da Sec¢do 4.2, adota-se At = 0,01.
A escolha desse valor foi baseada em testes feitos com os exemplos de validagdo

4.2.1,42.2,42.3.

344
Validagao do Programa Computacional

Implementou-se uma rotina computacional em linguagem Fortran. A

validacao do modelo esta baseada nas observagdes a seguir.

o Para auxiliar na gera¢do de coordenadas nodais, sobretudo nos
exemplos que envolvem arcos, e para verificar os resultados obtidos
com modelos elésticos lineares, utilizou-se o programa FEAPpv
(http://www.ce.berkeley.edu/~rlt/feappv).

e Os resultados dos exemplos da Secdao 4.1, exceto o exemplo do
cilindro eldstico, foram comparados com os resultados obtidos por
Wood, & Zienkiewicz (1977). Para o cilindro, considerou-se o valor
conhecido da carga critica. Os dados utilizados constam no trabalho de
Hughes et al. (1981).

e A simulagdo do comportamento viscoelastico (fluéncia e relaxacao) foi
verificada a partir dos Exs. 4.2.1. e 4.2.2., cujos resultados analiticos
sao de facil obtencao.

o Finalmente, o exemplo da coluna viscoelatica (Ex. 4.2.3) serviu para
validar o funcionamento do programa em relacdo a problemas que

envolvem nao-linearidade geométrica e viscoelasticidade.
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3.5
Elemento Finito

Conhecidas a forma geral da equacao incremental e as matrizes e vetores
que a compdem, resta particularizar esses termos para o elemento finito
isoparamétrico mostrado da Fig. 3.1. As formula¢des para o estado plano de

tensdes e para a analise axissimétrica sao consideradas.

r=-1

(a) Elemento bidimensional com 4 a 9 nos

Incluir apenas se o né i estiver definido

i=5 i-6 i=7 i-8 i=9
m=|1+n+9 | -3hs -3hg | -the
hp=|l-n0+s [ -1hs ~1hg )
ha=|11-n(1-9 -he -1 -1hg
he=|11+n(1-9 -im ~2hg | -3he
hs=| 11-rA(1+9) -3he
Che=[10-H01-n ~7ho
= %(1—r2)(1—s) -3hy
hg=| 2(1-sA(1+n )
hg=|(1-r)(1-5?

(b) Fungdes de interpolagdo

Figura 3.1. — Elemento finito e fun¢des de interpolagdo (Bathe, 1995).
3.5.1
Descrigao cinematica

Seja um sistema cartesiano fixo bidimensional formado pelos eixos (X,Y), e
seja um ponto material de um sélido indeformado definido através das

coordenadas Lagrangianas

X = N (3.35)
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com x e y medidos sobre os eixos X e Y, respectivamente.
Para descrever o comportamento cinematico do elemento bidimensional, ¢

necessario considerar duas componentes para o campo de deslocamentos U:
URX) = m . (3.36)

As componentes de deformacao de Green-Lagrange para estados planos sao

dadas por

SXX

€=|&yy 3.37)
¥xy

Para a analise axissimétrica, inclui-se a componente circunferencial &g:
e ]

Eyy

£= . (3.38)
¥ xy
€g

O vetor ¢ das deformagdes pode ser parcelado segundo a Eq. (3.3). Esse

desmembramento fornece, para o estado plano de tensoes,

_ . _
ox
e = au%a s (3.39.2)
\4
oy " ox |
343
ox ox
2 2
ou ov
(ayj +(6y) > (3.39.b)

il

|2

7~ N\

22

X

)

Js

D

(

|

5

)
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e, para o estado axissimétrico,

39
@ _
ox
ov
auayav s (3403)
oy o

. (3.40.b)
(213

Para este ultimo caso, deve-se observar que a coordenada x ¢ definida como

a coordenada radial e y faz o papel da coordenada axial (geralmente referida como

coordenada z).

Introduz-se uma matriz A e um vetor ®, cujas componentes sdo gradientes

de deslocamentos devidamente arranjados, para que as parcelas nao-lineares de €,

dadas por (3.39.b) e (3.40.b), sejam reescritas de acordo com a Eq. (3.7). Dessa

forma,

2|2

para o estado plano de tensoes e

2|2

22 2 22 22

(3.41.2)

e o2
2l 2P

, (3.41.b)
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S }
- — 0 0 0
Ox Ox
0 0 % % 0
oy Oy ox 0x
o o o o 2
L X
o]
Ox
ov
Ox
ou
=2, 342b
By ( )
ov
oy
u
L x |
para o estado axissimétrico.
Sdo também definidas as matrizes
1000 0000 0010
10100 10000 10001
Hi=lg000]> H2=o010f H3=|1000] (3.43)
0000 0001 0100
para o estado plano de tensdes, e
10000 00000 00100 00000
01000 00000 00010 00000
H;={00000|, Hy={00100|, H;=[10000[, H;=/{00000 (3.44)
00000 00010 01000 00000
00000 00000 00000 00001

para o estado axissimétrico, com as quais ¢ possivel escrever cada linha A; das

matrizes A, definidas nas Eqgs. (3.41.a) e (3.42.a), através, respectivamente, das

expressoes

T .
Ajgxay = O Hp,i=1..3,

T .
Ai(lXS) =0 Hi,l :1...4,

ou seja,

(3.45)

(3.46)
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A= : (3.47)

onde a ultima linha em (3.47) surge apenas para o caso axissimétrico.

A matriz G da Eq. (3.9) ¢ dada por

[N, ON
=L 9 = 0
ox Ox
o Mo Ny
Ox Ox
G= -~ N , (3.48)
=L 0 . 0
oy oy
N N
o N 0 M
i oy oy |
para o estado plano de tensdes, e
N, N |
=L 0 = 0
Ox Ox
N, oN
o —L [(——N
ox ox
G= 6;\11 0 agryn 0 |, (3.49)
y
oN oN
0 ! e 0 n
oy oy
N N
=L 0 .. n 0
L X X |

para o estado axissimétrico. Ni(X,y) representa a fungdo de interpolacdo referente
ao nod 1. O vetor das n componentes de deslocamento nodal do elemento ¢ dado
por

u

Vi

dl 1 (3:50)
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3.5.2
Matriz de Rigidez Tangente

Com o auxilio dos vetores e matrizes definidos na Se¢do 3.5.1, sdo agora
deduzidas as parcelas que compdem a matriz de rigidez tangente do elemento

finito adotado, de acordo com as Egs. (3.26) a (3.28).

3.5.21
Estado Plano de Tensoes

Seja 'd o vetor de deslocamentos nodais totais do elemento com n graus de
liberdade em uma configuragio de equilibrio de referéncia 'C conhecida, dado por
U

Vi

la=| | (3.51)

G=| Oy (3.52)

Com o auxilio das matrizes H; definidas em (3.43) e do vetor definido na

Eq. (3.52), monta-se uma matriz 'Sa partir do somatdrio

1 1 1 1 !
S:Z oillj = ‘o Hy + oyHy + "t1yHs (3.53)
i

ou seja,
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_IGXX 0 11:Xy 0 |
1 1
. 0 O xx 0 Txy
S= . (3.54)
lrxy 0 lcyy 0
0 lrxy 0 lcyy

Com a substituicao das Eqs. (3.54) e (3.48) na Eq. (3.28), obtém-se a matriz
de rigidez geométrica K, do elemento, referente a configuracio 'C.

As matrizes By e By da Eq. (3.16) sdo dadas por

ON ON
1 0 n
. o
6N1 EJNn
B =| 0 — 0
0 By oy |’ (3.55)
ON ON ON ON
1 n n
| Oy ox ox dy |
B, = 'AG, (3.56)

A Eq. (3.9), particularizada para a configuragdo de referéncia 'C, é dada por
'0=G 'd (3.57)

onde o vetor 'd é dado em (3.51) e a matriz G ¢é dada em (3.48).

A substitui¢io de '© na Eq. (3.45) fornece

loTH,

'A='e™H, |. (3.58)

'eTH,
que pode entdo ser substituida na Eq. (3.56).

Com By e By obtidas (Egs. (3.55) e (3.56)), tem-se o seguinte parcelamento

da matriz K,:
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K, = K0 + K1 + K2, (3.59)
onde
_ T
Kl=[q (BOT CB, +BLT C Bo)dxdy, 3.61)
A
_ T

e com as substituicdoes das Eqgs. (3.48) e (3.54) na Eq. (3.28), a forma final da

matriz K € obtida:

_ T1

onde q representa a espessura do elemento, dA =dxdy representa uma area

infinitesimal da superficie do elemento e C ¢ a matriz constitutiva elastica
relacionada ao estado plano de tensdes.

Com isso, estd definida a matriz de rigidez tangente para a analise do estado
plano de tensdes. Apenas dados relativos a uma configuracio de referéncia 'C
conhecida sdo necessarios: o vetor ld, utilizado para montar a matriz By, e o vetor

's, utilizado para montar a matriz 'S.

3.5.2.2
Estado Axissimeétrico

Seja 'c o vetor das tensdes atuantes na configura¢io de referéncia 'C, com

oy correspondendo a componente circunferencial, dado por

(e}
ls=| Cw |, (3.64)
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Com o auxilio das matrizes H; definidas em (3.44) e do vetor definido na

Eq. (3.64), monta-se uma matriz 'Sa partir do somatdrio

1 1 1 1 1 1
SZZ GiHi = GXXHI + nyHz + TXyH3 + GeH4 5 (365)
i
ou seja,
o 0ty 0 0|
0 - 0 'ty 0
's=lfey, 0 oy, 0 0 (3.66)
0 Tty 0 oy, 0
0 0 0 0 log]

Com a substitui¢do das Egs. (3.49) e (3.66) na Eq. (3.28), obtém-se a matriz
de rigidez geométrica K, do elemento, referente a configuracio 'C.

As matrizes By e By da Eq. (3.16) sdo dadas por

'aN1 ON_ i
—_— 0 e 0
Ox ox
ON ON
o —L 0 n
Bo=lon o N N |’ (3.67)
1 1 n n
N N
_1 0 n 0
L x X ]
B, = 'AG. (3.68)

A Eq. (3.9), particularizada para a configuragdo de referéncia 'C, é dada por
'0=G 'd (3.69)

onde o vetor 'd é dado em (3.51) e a matriz G ¢é dada em (3.49).

A substitui¢io de '® na Eq. (3.46) fornece
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i 1®TH11

'eTH,
'A= : (3.70)
'eTH,

_1®TH4J

que pode entdo ser substituida na Eq. (3.68).
Com By e By obtidas (Egs. (3.67) e (3.68)), tem-se o seguinte parcelamento

da matriz K,:

K, = KO + K1 + K2, (3.71)

Uma formulagdo axissimétrica deve ser expressa em termos das
coordenadas cilindricas x(coordenada radial), y(coordenada axial) e
0 (coordenada circunferencial). A condicao de axissimetria permite admitir que as
funcdes presentes nas integrais que originam os termos de rigidez e forca
dependem apenas das coordenadas x ey, isto €, essas fungdes sdo independentes
da coordenada circunferencial 6. Dessa forma, reduz-se um problema
tridimensional a um problema bidimensional, ¢ a formulacao pode, entdo, ser
obtida a partir do elemento finito da Fig. 3.1. E necessario, entretanto, multiplicar
o termo 27mx (ou 2mr, r = raio) as integrais de rigidez e forca. Uma vez que 2w ¢
um termo constante e comum a todas as integrais, ¢ possivel retird-lo da
formulagdo, o que equivale a estabelecer as integrais sobre um intervalo, segundo
a coordenada 0, de zero a Ird. Com esta aproximacao, a carga externa aplicada
deve ser aquela que atua sobre um segmento de 1rd (Cook et al., 1989). Sendo

assim, as matrizes da Eq. (3.71) e a matriz de rigidez geométrica sao dadas por:

_ T
KO—[{X B, CB, dxdy, (3.72)
KI:IX(BTCB +BTCB)dxdy
[, _+B, o , (3.73)
_ T
Kz_j X BL C BL dxdy, (3.74)

A
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_ T1

onde x ¢ a coordenada radial, dA =dxdy representa uma darea infinitesimal da

superficie do elemento e C ¢ a matriz constitutiva eldstica referente ao estado

axissimétrico.

3.5.3
Vetores de Forgas

Com a substitui¢ao das matrizes By e By definidas na Se¢do 3.5.2 nas Eqgs.

(3.30), (3.32) e (3.33), obtém-se

1Fi1’lt:J. q (B0+BL)T 1GdXdy, (376)
A
F'=[q (B +B |\ Ca" dxdy
0" L > (3.77)
F¥¥=[q (B +B )TCEVe dxdy
JAB TR ) (3.78)
para o estado plano de tensdes, e
I T 1
Fint = j X (BO +BL) dedy, (379)
A
FU" =[x (B +B )T C & dxdy
A 0 L ’ (3.80)
FY =[x (B +B )T Ce"® dxdy
A 0 L ’ (3.81)

para o estado axissimétrico, observadas as diferencas entre as matrizes By, By ¢ C,
definidas em 3.5.2.1. ¢ 3.5.2.2.
Os incrementos nas deformacgdes de origem térmica sdo obtidos com as

expressoes (Bathe, 1995)
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e = all [ZNi( 21 - I, )], (3.82)
i=1

e —q [ZNi( 21, - Iy )], (3.83)
i=1

para o estado plano de tensdes e para o caso axissimétrico, respectivamente.

Nas Egs. (3.82) e (3.83), N; ¢ a i-¢sima funcdo de interpolagdo do elemento,
m ¢ a quantidade de ndés do elemento, zTi € lTi sdo temperaturas nodais nos
instantes t+At e t, respectivamente, e o representa o coeficiente de dilatagdo
térmica do material. Para um esquema de solucdo envolvendo integragdo
numérica, cada funcdo N; associada a um né i1 deve ser definida nos pontos de
integracdo, enquanto “T; e 'T; sdo valores retirados diretamente do n6 i. Dessa
forma, o produto NiT; passa a representar a temperatura interpolada sobre o ponto
de integragdo. Obtido o incremento &", o vetor de for¢as F" fica definido. Para que
o vetor F'° seja definido, é necesséario conhecer o incremento ¢"°.Esta variavel

depende da modelagem do material, que serd discutida na Sec¢do 3.6.

3.54
Integragdao numérica

Um procedimento basico da formulacdo por elementos finitos
isoparamétricos consiste em expressar as coordenadas e os deslocamentos com o
auxilio de funcgdes de interpolacdo deduzidas em um sistema natural de
coordenadas.

Para um elemento finito bidimensional, a interpolagdo das coordenadas

cartesianas (X,y) de um ponto qualquer do elemento ¢ definida como

m m
X=Zhi(r,8)xi, y=zhi(r,s)yi (3.84)
i=1 i=1
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onde x; e y; sdo as coordenadas cartesianas dos pontos nodais do elemento, h; sdo
as funcgdes de interpolacdo da Fig. 3.1.b, definidas em termos de coordenadas
naturais r e s, ¢ m ¢ a quantidade de no6s do elemento.

A regra da cadeia relaciona derivadas em relacdo as coordenadas r € s com

as derivadas em relagdo as coordenadas x e y através da expressao

8] [o
or ] 0x

= ) 3.85
| e (389
0Os oy

onde J ¢ o operador Jacobiano definido como

- . i}
oh: oh:
ox oy Z arl Xi Z arl Vi
or or i=1 i=1
J= - . (3.86)
x| & oh, 2 oh
0s 0s Z 8s1 Xi Z 8s1 Yi
L i=1 i=1 |

Para encontrar as derivadas das func¢des de interpolacdo em relacdo a x e vy,

¢ necessario inverter a matriz J para obter

oh; oy oyl[oh;
00X | 0Os or || or
= (3.87)
t
oy | Y e ax || an,
Oy 0Os or 0Os

A utilizagdo de coordenadas naturais leva a novos limites de integracao nas
expressoes que definem as matrizes e vetores que compdem a equagdo de
equilibrio incremental. Dessa forma, as matrizes (3.60) a (3.63), (3.72) a (3.75), ¢

os vetores (3.76) a (3.81) sdo reescritos, respectivamente, como

+1 +1
KO= | jq(BOTC Bo)detJdrds, (3.88)
a5

+1 +1
Ki=| [q (BOT CB, + BLTC Bo)detJdrds, (3.89)
-1 -1
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+1 +1
T
K2 = _[1 _[1 q (BL C BL) detJdrds, (3.90)
+1 +1
KG:I J' q GT 'S G detl drds, (3.91)
S
+1 +1 T
KO0 = jl jlx (BO C Bo)detJdrdS, (3.92)
+1 +1 T T
Kl:_jl _jlx (Bo cB, +B 'C Bo)detJdrds, (3.93)
+1 +1 T
K2 = J'l J'l x(BL C BL)detJdrdS, (3.94)
+1 +1
Kc:_[ I x GT S G dets drds, (3.95)
1A
1 +1+1 T 1
Fmt:j1 J’lq (B0 +BL) o detdrds, (3.96)
+1+1
F'=] Ja B, +B )" Cs" detldrds, (3.97)
-1
+1+1
F¥=] [a (B +B )" C&" detVdrds. (3.98)
-1 -1
1 +1+1 T
Fint = J; J’lx (B0 +BL) o detJdrds, (3.99)
+1+1
F' = [x (B, +BL)T Ce" detJdrds, (3.100)
11
. +1+1 T o
A A
FY@=1 [x (B,+B ) Cg" detJdrds.. (3.101)

-1 -1

onde a coordenada x = x(r,s), € a espessura q pode também ser variavel.
A solugdo destas integragdes ¢ obtida por meio da seguinte regra de

integragdo numérica:
i

J~_+11 J~_+11 f(r’s)drds=zzj:aiaj f(r;,s5) (3.102)

onde r; e s; sdo as coordenadas dos pontos de integracdo de Gauss, € o; € a;j S30 0S

respectivos pesos de integracao.
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3.6
Modelagem do Comportamento Viscoelastico

O modelo viscoelastico adotado ¢ mostrado na Fig. 3.2. As expressoes
definidas a seguir sdo retiradas do trabalho de Zienkiewicz et al. (1968).

O modelo mecanico da Fig. 3.2 é composto por n unidades de
Kelvin-Voigt associadas em série. A i-ésima unidade ¢ composta por uma mola de
constante E; e por um amortecedor viscoso representado pela constante de

viscosidade n;. O modelo mecanico sugere que uma tensao G atua igualmente em

cada uma das n unidades. A deformagio de cada unidade i ¢ representada por ¢ .
Cada componente ¢, ¢ governada por uma equagdo de evolugdo no tempo,

dependente de E;e n;, dada por
g,=—0-—Lg,. (3.103)

Ao se adotar um intervalo de tempo At suficientemente pequeno, pode-se
utilizar a Eq. (3.103) para aproximar os incrementos de deformacgdo para cada

unidade do modelo a partir da equagao
Ael :{L_c_—ls;}m. (3.104)

Se a tensdo o e a deformagdo total ¢, sdo valores conhecidos em um

determinado instante de tempo t, calcula-se Ael a partir de (3.104).

Uma vez que a deformacao total do modelo na Fig. 3.2 ¢ obtida através da
soma da deformagdo de todas as unidades, a deformacao total por fluéncia para

um intervalo de tempo At ¢ dada pela Eq. (3.105).

8ve:ZAgic _ inL o- in_lgz At. (3.105)
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o
E% B

Figura 3.2. — Modelo viscoelastico.

A descrig¢ao acima considera um estado uniaxial de tensao. Pode, entretanto,
ser generalizada para uma condicdo multiaxial. Essa generalizacdo pode ser
empregada na analise dos casos de axissimetria e estado plano de tensdes.

Sabe-se que a Eq. (3.103) pode ser obtida a partir da expressao
e :(ﬁnii/m]c’ (3.106)
onde D representa um operador diferencial relacionado ao tempo, de tal forma que
t—gl =26 = é;+E—js;:fc. (3.107)
Considera-se agora a expressao

g¢ ==|Alo, (3.108)

1
E;

onde g e ¢ sdo vetores, € nao mais quantidades escalares. [A] ¢ uma matriz que

contém apenas termos constantes ou dependentes do coeficiente de Poisson. Se o
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termo 1/E; € agora substituido pelo operador da Eq. (3.106), que multiplica o

escalar o, a Eq. (3.108) € reescrita como

i 1/n;
i i
=| ——||A
Ee (D + Ei /T]l )[ ]G’ (3109)

e as equacdes (3.103), (3.104) e (3.105) sdo reescritas, respectivamente, nas

formas

. 1 Ei i
= [Alo-—Lel | 3.110
b = [Ale- e (3.110)
Agl :[n—i[A]c—n—i‘slc}At : (3.111)
n . n | nE. .
Ve :ZAgIC = zn_ [A]o- zn—lg‘c At (3.112)

que estdo agora adequadas ao estudo do caso multiaxial, uma vez que €. ¢ ©

representam vetores, €

A=|-v 1 o |, (3.113)

A= : (3.114)

para os casos de estado plano de tensdes e axissimetria, respectivamente.
A inclusdao do modelo descrito na equagdo incremental ¢ abordada nas

Secgoes 3.4.1 € 3.4.3.
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Exemplos

4.1
Trajetérias de Equilibrio de Modelos Elasticos

Nos exemplos da Secdo 4.2, observa-se que a resposta viscoeldstica é
sempre antecedida por uma resposta eldstica instantanea definida no tempo t=0.
A solugdo elastica inicial fornece as tensdes e os deslocamentos correspondentes a
um determinado nivel de carga, que sdo alguns dos dados necessarios para a
obtencdo da resposta viscoeldstica.

Os Exs. 4.1.1 a 4.1.6 servem para validar a aplicacdo do modelo numérico
implementado a solug¢do do problema eldstico geometricamente ndo-linear através

do tragado de trajetdrias de equilibrio.

4.1.1
Coluna Engastada

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.1. Utiliza-se uma malha composta

por 5 elementos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracao.

h P P
— ;U M: perturbagio T
! M=0.001F,L iniecial
) U
1 - ]
| PP : a
dado= do o Il e - =}
exemplo: i l l l l l lP
1
L elementos E::I II " - "
h=1 ! . .+ L . 1
|
espessura=1 = = =
L =100 -—"1-'FJ d___ni,—f” Hiﬁ"’ﬂ
E=3z0x10° x,u i i i
L — —
ja)caza de carga 1 {h) caso de carga 2

Figura 4.1. — Exemplo 4.1.1.: Coluna engastada.

Dois casos de carga sdo considerados. O momento M, na Fig. 4.1.a

(Galvao, 2000), faz o papel de uma carga de perturbagdo que ¢é aplicada apenas no
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primeiro passo do processo incremental (Pg indica uma carga de referéncia fixa).
O segundo caso de carga, mostrado na Fig. 4.1.b, é utilizado por Wood &
Zienkiewicz (1977). As trajetorias de equilibrio para os dois casos, obtidas com o

programa computacional, sao mostradas nas Figs. 4.2 e 4.3.

3000

B B Timoshenko & Gere, 1960

Solugéo numérica

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
u/L

Figura 4.2. — Exemplo 4.1.1.: Trajetéria de equilibrio (PxU), para o caso de

carga da Fig. 4.1.a.

3000

H B Timoshenko & Gere, 1960

Solugéo numérica

2000

a4
1000
| |
0 T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
u/L
Figura 4.3. — Exemplo 4.1.1.: Trajetéria de equilibrio (PxU), para o caso de

carga da Fig. 4.1.b.
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4.1.2
Portico de Williams

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.4. Utiliza-se uma malha composta

por 10 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. A

solugdo analitica pode ser encontrada no trabalho de Williams (1964).

10 elementaos E:}

h=0.38&
H=1lz.D243Z
E=10.3 =x lIIIE
UY=o.0

lp, v n

T

segdo
0.z43.]

T

2
i
/

espessuara = 0. 753

Figura 4.4. — Exemplo 4.1.2.: Pértico de Williams.

R(lb)
0 100 200 300 400 500 600 700
70 1 1 1 1 1 1
60—
R
50—
40
a2
< Vv
30
20
104
0 T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

vV (in)

Figura 4.5. — Exemplo 4.1.2.: Curvas (PxV) e (PxR).

A Fig. 4.5 comprova a eficiéncia do modelo computacional em relagdao a

ultrapassagem de pontos-limite. A precisdo da solucdo numérica pode ser

verificada com o auxilio dos resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977).
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4.1.3
Arco Abatido

O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.6. Utiliza-se uma malha composta

por 10 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de integracao.

detalhe do apoio

i
160

| secdo
10 elementos E::I . s
B=100 |
: Tk
E=10 x 10 espessura = 1

#=0.0

Figura 4.6. — Exemplo 4.1.3.: Arco abatido.

Neste problema, a menor carga critica elastica esta relacionada a um ponto
de bifurcacio associado a configuracdao deformada assimétrica representada pela
linha tracejada mostrada na Fig. 4.6. O segundo ponto critico sobre a trajetdria de
equilibrio equivale a um ponto-limite associado a configuracdo deformada
simétrica. Esses dois pontos criticos estdo presentes nas trajetorias de equilibrio
mostradas na Fig. 4.7, que foram obtidas a partir do programa computacional. A
Fig. 4.8 mostra as curvas carga vs reagdo de apoio.

A precisdo da solugdo numérica pode ser verificada com o auxilio dos
resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977). Os valores numéricos da

carga critica e deslocamento critico associados a bifurcacdo da trajetdria
coincidem, respectivamente, com os valores 13 EI/ R? e 0.108R, enquanto o valor
numérico da carga critica associada ao ponto-limite coincide com o valor

153E/R2.
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10

~~

- e V/R
~
Ay
\ S .
\ S
\ Sa
] o
1 ~
] S
] S~o
/ .
/ ~
/ SN
+ U/R S
V/R

—————— Flambagem assimétrica
Flambagem simétrica

0.|24 0.32 0.40
V/R,U/R

T
0.08 0.16

Figura 4.7. — Exemplo 4.1.3.: Trajetérias de equilibrio.

------ Flambagem assimétrica
Flambagem simétrica

Figura 4.8. — Exemplo 4.1.3.: Curva carga vs reagado de apoio (Px H).

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

HR?
El

Diferentes processos para a obtencdo das trajetérias de equilibrio constam

na literatura (Wood & Zienkiewicz,1977): Lee et al. (1968) e Batoz et al. (1976)

utilizam pequenas cargas de perturbacdo para a obten¢do da configuracdo

deformada assimétrica e Matsui

& Matsuoka (1976) prescrevem,

nas

proximidades do ponto de bifurcacio, deslocamentos proporcionais ao primeiro

modo de flambagem. No préprio trabalho de Wood & Zienkiewicz (1977), o

caminho assimétrico é obtido através da imposi¢do de uma pequena perturbacao
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inicial ao raio do arco, ou seja, através da imposicdo de uma imperfeicao
geométrica inicial.

No presente trabalho, as curvas das Figs. 4.7 e 4.8 foram obtidas sem a
necessidade da imposicdo de imperfeicdes iniciais na geometria ou na carga.
Além disso, a técnica numérica empregada baseia-se em um esquema simples de
controle de carga baseado apenas no acompanhamento dos valores dos pivos da
matriz de rigidez tangente ao longo do processo incremental (Cap. 3). A partir
dessas consideragdes, pode-se supor que o “acionamento” da trajetoria assimétrica
(Fig. 4.7) decorre apenas das perturbacdes numéricas inerentes a solugdo
incremental utilizada.

O controle de carga acima descrito € feito de forma automdtica pelo
programa. Esse controle automaético, porém, é valido somente para os casos onde
€ possivel adotar AL<0 (decréscimo de carga) quando hd 1 pivo negativo ou
AL >0 (acréscimo de carga) quando todos os pivOs sao positivos. Foi necessério,
portanto, adicionar ao programa computacional linhas de comando especificas
para o exemplo do arco abatido, cujas trajetérias de equilibrio sdo obtidas
conforme esquema mostrado na Fig. 4.9. Nos demais exemplos da Secdo 4.1, o

processo automatico citado acima € suficiente.

2 pivds
negativos
1 pivid
el A<D
fh =0 X

trajetdria
assimétrica
trajetdria
simétrica

Figura 4.9. — Procedimento de controle de carga utilizado para o exemplo 4.1.3, baseado
na imposicdo de sinais positivos e negativos ao fator de carga AL ao longo das

trajetérias de equilibrio.
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414
Arco Elevado

O modelo estrutural € mostrado na Fig. 4.10. Utiliza-se uma malha
composta por 16 elementos Q8 (quadrildtero com 8 nds) com 4 pontos de
integracdo. A Fig. 4.5 mostra os resultados numéricos. A precisdo da solugdo
numérica pode ser verificada com o auxilio dos resultados obtidos por Wood &

Zienkiewicz (1977).

u
le elementos [:I _-[ '-:

E=100
E=10 x lI:l5
Y=0.0
$=215°

r
segao

f
[
1
\

espessura =12

V/R

P
El
(%]

1

0 T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

U/R,V/R

Figura 4.11. — Exemplo 4.1.4.: Trajet6rias de equilibrio do arco elevado.
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415
Calota Esférica Axissimétrica

O modelo estrutural € mostrado na Fig. 4.12. Utiliza-se uma malha
composta por 6 elementos Q8 (quadrilaitero com 8 nds) com 4 pontos de

integracao.

- cargatotal =P
* 1 _
o e __I"'_,___hw h
- l !
™ I l B |

Raio

dados do & elementos E::I t=0.01576 ] segac

=xemplo: - nssog SSNNNNNR
Paio=4.755 T f———
L= 9 espessura = 1
E =10 x10°
¥ =03

Figura 4.12. — Exemplo 4.1.5.: Calota esférica.

Este exemplo trata do comportamento de uma casca axissimétrica na forma

de uma calota esférica submetida a um carga central pontual (r/R=0.0), ou a um
anel de cargas (r/R=0.25; r/R=0.42). A formulagio axissimétrica permite que os

6 elementos finitos utilizados na discretizagdo sejam distribuidos apenas ao longo
da metade do perfil mostrado na Fig. 4.12, que corresponde ao trecho que vai do
ponto central, onde ocorre o deslocamento V, até o ponto de apoio. A Fig. 4.13
mostra os resultados numéricos. As trajetérias de equilibrio mostram que o
crescimento do raio de aplicacdo da carga implica na ocorréncia de flambagem
por ponto-limite. A precisdo da solugdo numérica pode ser verificada com o

auxilio dos resultados obtidos por Wood & Zienkiewicz (1977).
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Figura 4.13. — Exemplo 4.1.5.: Trajeto6rias de equilibrio para diferentes valores de r/R.

4.1.6
Cilindro Circular Axissimétrico

A flambagem de cilindros curtos ocorre com o surgimento de uma
meia-sendide na dire¢do axial (Fig. 4.15.a). Em cilindros muito longos e de
pequeno didmetro, a flambagem se desenvolve de forma similar a uma coluna
(Fig 4.15.b). Em cilindros moderadamente longos, a flambagem se propaga ao
longo da superficie (Fig. 4.15.c). Os cilindros moderadamente longos podem ser
diferenciados dos cilindros muito curtos através do seguinte parametro

geométrico:

2
z=L"i-v?, @.1)

Rh

onde L é o comprimento longitudinal do cilindro, R € o raio do cilindro, h € a
espessura da parede do cilindro e v é o coeficiente de Poisson. Para valores de
Z.<2.85, tem-se um cilindro muito curto. Neste exemplo, utilizam-se valores de L,
R e h condizentes com a geometria de um cilindro moderadamente longo, com

Z>2.85.
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fal (b =g

Figura 4.14. — Configuragbes pds-criticas de cilindros, associadas a diferentes

geometrias (Chajes, 1985).

Um outro ponto a observar € a questdo da validade da utilizagdo do
elemento axissimétrico para simular a flambagem do cilindro moderadamente
longo. A solu¢@o numérica obtida, que serd discutida mais adiante, mostra que é
possivel deduzir, com uma boa aproximacdo, o valor da carga critica de um
cilindro moderadamente longo submetido a carregamento axial através do
elemento axissimétrico. Essa possibilidade evidencia a contribui¢do de um modo
axissimétrico, similar a configuracdo ‘“sanfonada” mostrada na Fig. 4.15, no
desencadeamento do mecanismo de flambagem que antecede o comportamento

pOs-critico do cilindro (Fig. 4.14.c).

Figura 4.15. — Configuracao critica aproximada (Allen & Bulson, 2001).
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O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.16. Discretiza-se uma faixa de 1rd
da parede do cilindro através de uma malha composta por 20 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integragdo. Em virtude da formulacao
axissimétrica, considera-se uma forca N que atua sobre uma faixa de drea

delimitada pela espessura h e por uma faixa angular de 1rd.

espessura
h

K—

ES I
mmn

elemento
axissimétrico
altura
L
1

S

Carga axial simétrica
distribuica

1/ N
1/ N

oF w =
(8] Carregamento (k) Geometria e discretizagdo (o) Condigies de apoio () Discretizacio
da parede do cilindro da carga

Figura 4.16. — Exemplo 4.1.6: Discretizacao do cilindo circular: geometria, condi¢cdes de

apoio e carregamento.

A tensao critica do cilindro € dada por
Eh

RJﬂLvﬂ’ 4.2)

onde E representa o médulo de Young e v € o coeficiente de Poisson. R e h estdo

Ocr =

mostrados na Fig. 4.16. Considera-se que essa tensdo atua uniformemente sobre
uma drea definida por
A=27Rh. 4.3)
As Egs. (4.2) e (4.3) permitem que uma carga resultante critica (Q.;) seja
definida como
Qy =0y A. (4.4)

Atuando sobre uma faixa de 1rd, a for¢a resultante N, €, entdo, escrita como
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— QCI‘

cr 275 *

(4.5)

A Fig. 4.17 mostra as duas condi¢Oes de apoio utilizadas no exemplo.
Através da solucdo numérica, observa-se que a retirada do apoio superior (Fig.

4.17.b) reduz a carga critica a metade daquela obtida a partir da solu¢do analitica.

1 Hl
carga
qu I critica
o 0 Hcr:
Z0 elementos E} N, (numérico)
E= 3.0x10° fE N_, = 45525
Y=0.33
L=10 J_ N_, % 22788
B=1_75
- M. analitico = 45870
h=0_0%
tal ib) 3]

Figura 4.17. — Exemplo 4.1.6.: (a) e (b): Condigbes de apoio. (c) Valores de carga critica

analitica e numérica.

50000
= = = linear
-1 nao-linear ’
g F
S/ E
’
40000 ,/ D
/¢
,/
./ C
-1 /,
/,
7
/
v
30000 J
/
/ B
Z =
20000 —
A
10000
0 T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
U

Figura 4.18. — Exemplo 4.1.6.: Curva N x U, associada a condicdo de apoio da
Fig. 4.17.a.

As Figs. 4.18 e 4.19 referem-se ao cilindro com a condicdo de apoio da

Fig. 4.17.a. Cada um dos pontos A-F sobre a curva da Fig. 4.18, que mostra a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

Capitulo 4 — Exemplos 66

trajetéria de equilibrio correspondente ao deslocamento axial da extremidade
superior do cilindro em funcdo da carga N, estd relacionado a uma configuracdo

deformada da Fig. 4.19. Os pontos sobre as deformadas sdo pontos nodais.

Figura 4.19. — Exemplo 4.1.6.: Configuracdes deformadas da parede do cilindro,

associadas aos pontos A-F sobre a trajetéria de equilibrio da Fig. 4.18.

A Fig. 4.21 mostra as configuracdes deformadas da parede do cilindro com
a condigdo de apoio da Fig. 4.17.b. E possivel verificar, através da comparagio
entre as Figs. 4.19 e 4.20, como a deformacdo critica € diferente para as duas

condi¢des de apoio.
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Figura 4.20. — Exemplo 4.1.6.: Deformagbes da parede do cilindro relacionadas a
condicao de apoio da Figura 4.17.b: (a) e (b) Configuragbes anteriores a flambagem; (c)

Configuragéo critica.

4.2
Modelos Viscoelasticos

Os Exs. 4.2.1., 422. e 4.23. servem para validar o programa
implementado. Posteriormente, estuda-se a resposta viscoeldstica dos diferentes

modelos estruturais empregados na Secao 4.1.

4.2.1
Deformacao por Fluéncia

Neste exemplo, estuda-se o deslocamento devido a fluéncia na extremidade
de uma barra submetida a uma carga axial varidvel (varidvel em passos) ao longo
do tempo. O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.21. Utiliza-se uma malha
composta por 6 elementos Q6 (quadrilitero com 6 nds) com 4 pontos de
integracdo. Um esquema computacional, desenvolvido com o Mathcad, fornece a
solucdo analitica (Fig. 4.22). Na Fig. 4.23, essa solucdo analitica € utilizada para

verificar a precisdo da solu¢do numérica obtida com o programa computacional.
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L L =1
ER h =10
= =] espessura=1
lpm l l E,=1000
T —lum Ez= 250
iz 2800
modela
L EZ viscoelastico
Ey
—e—h
= n
Z
Figura 4.21. — Exemplo 4.2.1.: Barra viscoelastica.
Po:=10 P(Y)= |0 if 0>t
E1:= 1000 Eq Po if 0<t<5
E2 .= 250 2.Po if 5<t<10
E 7 3.Po if t>10
12 := 2800 2 2 oMt
A=10 40 T T
L:=1
P(Y) 20 =
0 |
Soluc¢do analitica 0 20
t
ult):= o if 0>t
_ [ 721)-
Pol )1 1 (4_¢ M2 ;
A '_E1 +E2 1-e ] if 0<t<5
[ E2 ] E2
=t -—(t-5)
_PO'L, L+1_,[17e n2 j + POIL»{1—+1—‘LE n2 :H if 5<t<10
A |E1 E2 177A E1 E2
[ E2 T E2 E2
(B2, 2 (g { B2 (110
PolL L+1—\1—e n2 )i+ Po'L»{1—+1—<Le n2 J}*’ Po-L‘{L+1_' 1-e M2 1] i t=10
A |E1 E2 177A E1 E2 A |E1 E2

Figura 4.22. — Exemplo 4.2.1.: Solugao analitica (Mathcad).
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30

20

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)

0.016

n numérico

analitico

0 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)

Figura 4.23. — Exemplo 4.2.1.: Comparagéo entre as solu¢gdes numérica e analitica.

4.2.2
Relaxacao

Neste exemplo, estuda-se a relaxacdo da tensdo axial em uma barra
indeslocdvel submetida a uma variacdo de temperatura mantida constante no
tempo. O modelo estrutural é mostrado na Fig. 4.24. Utiliza-se uma malha
composta por 4 elementos Q4 (quadrilaitero com 4 nds) com 4 pontos de
integracdo. A barra tem os deslocamentos laterais impedidos. T, € a temperatura
aplicada e mantida constante a partir do tempo t=0, T; € a temperatura relativa a
barra indeformada e o é o coeficiente de dilatacdo térmica do material.

A solugdo analitica é fornecida por Zienkiewicz et al.(1968). Na Fig. 4.25,
essa solucdo analitica € utilizada para verificar a precisdo da solu¢do numérica
obtida com o programa computacional. O valor da tensdo axial — uniforme ao
longo da barra em qualquer instante de tempo — pode ser obtido através das
reacOes de apoio R em cada instante, cuja resultante € dividida pela drea da secdo

transversal (Fig. 4.24).
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geometria e discretizagdo
carregamento sobre da geometria
a barra: e da carga:
| = - Ty To To To T
K 1 I g [=] (=] [u] o =] E i
r AT 4 T
At T E —F
Ta Ta Ta Ta Ta
T
T4 Tit) tensfo na barra:
o - =
g,=P/fh=T
tenpo P=2R
dados do modelo
exemplo: viscoelastico
- ..} — E
T =40°C T;=200C =0_25 1
L=10 h=1 espessura=1 E
E=1000 E,=250 %= 2800 ki
Figura 4.24. — Exemplo 4.2.2.: Barra indeslocavel submetida a uma variagdo de

temperatura constante.

] numérico

analitico

4000

3000

compressao o,

2000

1000

0 T T T T
0 2 4 6 8 10

tempo (s)

Figura 4.25. - Exemplo 4.2.2.: Relaxa¢do da tensdo em uma barra submetida a uma
variacao de temperatura constante.
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4.2.3
Colunas Viscoelasticas

Neste exemplo, que também serve para validar o programa desenvolvido,
estuda-se o deslocamento devido a fluéncia em uma coluna simplesmente apoiada
submetida a uma carga axial constante ao longo do tempo. O modelo estrutural é
mostrado na Fig. 4.26. Utiliza-se uma malha composta por 5 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. As coordenadas nodais ja
consideram a imperfeicdo geométrica inicial que existe antes da aplicagdo da
carga. A solucdo analitica € descrita a seguir (Creus, 1986). Na Fig. 4.27, essa
solucdo analitica é comparada com a solu¢do numérica obtida com o programa
computacional.

Inicialmente, considera-se uma deflexdo inicial (Fig. 4.26) definida por
—02sin [ EX
y =0.2sin ( 3 ) . (4.6)

A carga critica elastica da coluna é dada por

2
n“ EI
P, == “@.7
L

A carga critica viscoeldstica é dada por

2
n“E_1 EE
P,.=——=,onde E_, =———.
L2 E+E1

(4.8)
Ap6s a aplicacdo da carga P, no instante de tempo t=0, a deflexdo do ponto
central da coluna, inicialmente dada por b, (Fig. 4.26), passa a ser definida pela

expressao

V()= ( 4.9

Po bc (Pve_Pe) (Pve_Po E+El j Pve bc
exp ti+ s
Pe_Po)(Pve_Po) Po_Pe M1 (Pve_Po)
A Eq. (4.9) fornece, para diferentes valores de P,, as solucdes analiticas
utilizadas na Fig. 4.27. Com este exemplo, verifica-se a validade do programa
computacional para problemas que envolvem, simultaneamente, viscoelasticidade

e ndo-linearidade geométrica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

Capitulo 4 — Exemplos 72

discretizagio da carga e
da geometria imperfeita:c

T,V

dados do exemplo: h=1 Iﬂ-'?'dElD L

L=100 wiscoelastico:
espessura=1 E1
b=0.2 .
E=30 x 10°

5 n
E1= 20 x 10 1
7,=30 x 107

Figura 4.26. — Exemplos 4.2.3.: Modelagem de uma coluna viscoelastica simplesmente

apoiada, submetida a uma deflex&o inicial e a uma carga axial constante P,,.

4.0

o numérico (Po=1100)
3.5 — = = analitco (Po=1100) K'
O numérico ( Po = 1234) K,/
it Po=1234
3.0 analitico ( ) ,
A numérico ( Po =1300) A
= =« ==« analitco (Po=1300) A//

0.0 T T T T
0 10 20 30 40 50
tempo (s)

Figura 4.27. — Exemplos 4.2.3.: Comparagéao entre os resultados numérico e analitico.

Como exemplos adicionais, utilizam-se os modelos mostrados na Fig. 4.28.
Os resultados numéricos mostrados nas Figs. 4.29 e 4.30 mostram que a ordem de
grandeza das deflexdes originadas na coluna no instante em que a carga P, é
aplicada ndo interfere no valor da carga critica viscoeldstica, cujo valor € obtido a

partir das expressoes
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2
FLl SO | EE
P,=—=—,0nde E_, =——1— (4.10)
2 E+E
4L 1
dados do
exenplo: ¥ .
modela b /io B
viscoelastico __ A i -
N u
E !
! 0 M: perturbagdo Fo: carga
E ! iricial mantida .
W 1 0> Ccarga
1 i U U mantida
o o o
| S B
! il & B |

E elementos i:j . . i i l l l lPD

h=1 I'

espessura=1 1 i i

L=100 |I

E=30x lEI‘5 & - =

E1=3I3x106 v L L4 14~

w=50%107 X —— ——

1 {alcaso de carga 1 (b} caso de carga 2

Figura 4.28. — Exemplos 4.2.3.: Modelagem de uma coluna viscoeléstica engastada e

submetida a carregamentos iniciais distintos.

6E-005
/
0 =
- /
- — Po=340 .
5E-005+

4E-005-

-
>3E*005—
2E-005-
1E-005-
0 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)
Figura 4.29. — Exemplos 4.2.3.: Resposta viscoelastica (Vxt) para o caso de

carga da Fig. 4.28.a.
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0.10

0.094

—— == P0=250 /
Po = 308 ’

= -« — Po0=2340 ,

0.084

0.074

0.06—

-
> 0.05-
0.04-
0.03
0.02
0.01-
0.00 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tempo (s)
Figura 4.30. — Exemplos 4.2.3.: Resposta viscoelastica (Vxt) para o caso de

carga da Fig. 4.28.b.

4.2.4
Portico Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural

mostrado na Fig. 4.31. Utiliza-se uma malha composta por 10 elementos Q8

(quadrilatero com 8 ndés) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para

diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e

mantida constante.

modelo
wviscoeldastico

Ey

Ly

lPD 7

(5
~

10 elementos E:j

h =0.38¢
H =1z.343

E=l0.3 x 10
E{=10.3 x 1f
My=10.3 = 107

Figura 4.31. — Exemplo 4.2.4.: Portico viscoelastico.
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O valor de B, neste e nos demais exemplos a seguir, € dado pela expressao

P
[3=P—°,com 0<p<1 (4.11)

&
onde P, é a carga aplicada no instante t=0, que se mantém constante, e P, é a

carga critica eldstica, definida no exemplo 4.1.2.

0.60

0.55

0.50

0.45+

0.40

0.35

> 0.30

0.25

0.20

0.154

tempo (s)

Figura 4.32. — Exemplo 4.2.4.: Curvas (V xt) para diferentes valores de P.

Dentre os valores de [ testados neste exemplo, a Fig. 4.33 mostra que ndo
existe tempo critico para B <0.72. Neste trabalho, considera-se que o tempo critico
corresponde ao instante no qual o sinal de um dos pivds da matriz tangente
decomposta se torna negativo. Uma outra observacao diz respeito a0 mecanismo
de flambagem viscoeldstica do portico nos casos onde existe um tempo critico. A
Fig. 4.33, associada ao caso B<0.82, mostra um ‘“salto para cima” observado no
instante correspondente ao tempo critico, sem qualquer modificacdo no sentido e
na magnitude da carga P,. Observa-se que este salto ocorre no sentido contrario
daquele relacionado ao caso eldstico. As configuracdes deformadas da Fig. 4.33
foram plotadas a partir de deslocamentos nodais obtidos a partir da solucio

computacional.
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— — =— geometria indeformada \LPO

t=1.0s>tg

{Po

oS
- ~
- P ~

- \LPO

<

t=ty=096s

Figura 4.33. — Exemplo 4.2.4.: Mecanismo de flambagem do pértico viscoeléstico para

situagbes onde ocorre tempo critico.

0.50

0.45- r

0.40

B=0.55
B=0.50

0.35-

0.30

> 0.254

0.20

0.15

0.10

0.05-

0.00 T T T T
Log1o (tempo)

Figura 4.34. — Exemplo 4.2.4.: Curvas (V x Log;((1)).

A solug@o numérica ndo detecta tempos criticos para valores de B<0.72.
Entretanto, uma comparacéo entre as curvas (V x Log(t)) da Figura (4.35) mostra
uma nitida mudancga de padrio nas curvas referentes a §<0.49, em relacdo aquelas
referentes a > 0.5. Essa mudanca de padrao pode, por si s0, refletir uma condi¢cdo
de instabilidade, iniciada quando B=0.5 e evidenciada a medida que B cresce em

relacdo a esse valor. De qualquer forma, pode-se assegurar que a estabilidade da

resposta € garantida apenas para $<0.5.
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4.2.5
Arco Abatido Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.35. Utiliza-se uma malha composta por 10 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para
diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e
mantida constante. A carga Q € utilizada para impor uma pequena imperfeicao

assimétrica inicial. U e V sdo as componentes de deslocamento no topo.

160

—

dados do 10 elementos [:j modelo
exempla: £=1 wviscoelastico

espessura=1

B=100
E=10 = lEIE

E1=1|:|x1|:|5 1

';r,-1=ltl x lIII':I|

Figura 4.35. — Exemplo 4.2.5.: Arco abatido viscoelastico.

Dos modelos elésticos estudados na Secdo 4.1, o arco do exemplo 4.1.3. € o
unico que exibe duas cargas criticas observaveis ao longo da trajetéria de
equilibrio. A primeira carga critica equivale a um ponto de bifurcacdo e a segunda
equivale a um ponto-limite (Fig. 4.7). Neste exemplo, o valor P. (Eq 4.11)
equivale a primeira carga critica do arco eldstico, ou seja, a carga de bifurcacao
definida a partir do Ex. 4.1.3.

A Fig. 4.36 mostra a evolu¢do da componente de deslocamento U ao longo
do tempo. Conforme mostrado, existe uma similaridade entre as curvas da Fig.
4.36 e as curvas da Fig. 4.28, ou seja, € possivel visualizar e definir a natureza

instavel (ou estavel) da resposta viscoeldstica relacionada a componente U desde o
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instante de aplicacdo da carga. O grifico semi-log da Fig. 4.37 serve para

confirmar as regides de instabilidade e estabilidade definidas na Fig. 4.36.

0.00020

0.00015—

Dl 0.00010

resposta [ , _
estavel { p=0.49

0.00005

- = = p=050

(resposta instavel)

0.00000 T T T T
0 40 80 120 160 200

tempo (s)

Figura 4.36. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (Uxt).

0.0006

0.00054

0.0004

Dl 0.0003

0.0002—

0.00014

0.0000 :

Logyo (tempo)

Figura 4.37. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (U x Log;((1)).

O padrao da resposta relacionada a componente U, no entanto, ndo ¢é

observado para a componente de deslocamento V (Fig. 4.38), ou seja, as curvas da
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Fig. 4.38 nao fornecem indicios de perda de estabilidade (ou de garantia de
estabilidade) nos instantes iniciais, pelo menos para valores de p em torno de
B=0.5. Para esse grau de liberdade, a flambagem viscoelastica, para =05, é
visualizada somente apds um intervalo de tempo relativamente grande, conforme

mostra o grafico semi-log da Fig. 4.39.

0.35

tempo (s)

Figura 4.38. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (V xt).

0.2

0.50

0.16

B=0.56

p

0.12

V/R

B=0.49

0.08

0 T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4 5
Log1o (tempo)

Figura 4.39. — Exemplo 4.2.5.: Curvas (V x Log;((1)).
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Uma comparagdo entre as curvas (VxLog,o(t) da Fig. 4.39 e as curvas
(UxLog;( (1) da Fig. 4.37, referentes aos valores B=0.5 ou B=0.56, evidencia a

diferenca entre as respostas segundo as componentes U e V. Esse fato indica a
necessidade de observar o mecanismo de flambagem viscoeldstica através de
diferentes graus de liberdade, pois o comportamento de certos graus de liberdade
pode ser mais critico que o comportamento de outros. Essa necessidade ¢ também
observada no exemplo 4.2.8.

A Fig. 4.40 mostra, para diferentes valores de B, que a imperfei¢ao inicial

obtida através da carga Q ndo leva a diferencas significativas no valor do tempo

critico.
F=07 f=0% p=0209
=10 2079 10.12 508
Q=0 2077 10.11 469

Figura 4.40. — Exemplo 4.2.5.: Valores de tempo critico (em segundos), considerando

Q=0, Q=0 e diferentes valores de f.

A deformacdo do arco é mostrada nas Figs. 4.41 e 4.42 para os valores

B=0.8 e B=0.9, respectivamente. A linha tracejada representa a configuragdo
indeformada. Para $=0.8, observa-se que para Q=0 ocorre um “salto” similar

aquele mostrado na Fig. 4.33, enquanto Q=0 leva a uma configuragdo critica de

flambagem aproximadamente assimétrica e sem qualquer “salto”.
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t=ty+ At

Figura 4.41. — Exemplo 4.2.5.: Configuragbes criticas do arco viscoelastico para p=0.8:

(@) Q=0;(b) Q#0.

Figura 4.42. — Exemplo 4.2.5.: Configurag¢des criticas do arco viscoelastico para =0.9:

(@) Q=0;(b) Q0.
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4.2.6
Arco Elevado Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.43. Utiliza-se uma malha composta por 16 elementos Q8
(quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo € feito para
diferentes valores de P,, que corresponde a uma carga aplicada no instante t=0 e
mantida constante. U e V sdo as componentes de deslocamento no topo.

As Figs. 4.45 a 4.48 mostram uma particularidade deste exemplo: a
existéncia de deslocamentos criticos U e V, independentes do valor de B, ou seja,
independentes do valor da carga P,. Os grificos semi-log das Fig.s 4.46 e 4.48
servem também para possibilitar a visualizagdo da faixa de valores de B que

garante a estabilidade da resposta.

dados do modelo
exemplo: wviscoelastica

l& elementos I::I
E
E=10 x lI:I5
E1= 10 = lIII5
n,=10 % 10% E "
g=2157
R=100
t=1

espessura =12

Figura 4.43. — Exemplo 4.2.6.: Arco elevado viscoeldstico.

Os valores criticos Ug € V¢ 830, aproximadamente, os mesmos da andlise
elastica do exemplo 4.1.4., conforme mostra a tabela da Fig 4.44. Um resultado
semelhante € apresentado por Rabotnov (1969), para um outro modelo estrutural.
De acordo com os dados da Fig. 4.44, os valores criticos aproximados sao:
U,/R=06 e V,/R=12,onde R=100. Deve-se observar que dentre os valores
de B testados neste exemplo, apenas aqueles listados na Fig. 4.44 levam a
ocorréncia de um tempo critico. E possivel, porém, a partir das Figs 4.46 e 4.48,
verificar a influéncia do deslocamento critico sobre curvas que estao relacionadas

a valores de B> 0.5 ndo associados a ocorréncia de um tempo critico.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

Capitulo 4 — Exemplos

83

Analise viscoeldstica =07 p=0.3 p=0% Analise elistica
U, 'R 0.60256 0.60852 0.60914 U, 'R 0.62629
Vo !R 124242 1.21000 1.17181 Vo /R 1.17870
Figura 4.44. — Deslocamentos criticos para os arcos elastico e viscoelastico.
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0.80
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Figura 4.45. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (Uxt).
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B =0.60
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Log,, (tempo)

Figura 4.46. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (U x Log((t)).
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Figura 4.47. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (V xt).

0.2+

B =0.90

0.0

Figura 4.48. — Exemplo 4.2.6.: Curvas (V x Log;((1)).

Log,, (tempo)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115583/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

Capitulo 4 — Exemplos 85

4.2.7
Calota Esférica Viscoelastica

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.49. Utiliza-se uma malha composta por 6 elementos
axissimétricos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo
¢ feito para diferentes valores de P,, que corresponde a um anel de carga aplicado

no instante t=0 e mantido constante. V é a componente de deslocamento no topo.

—— cargataotal = P
t 1 !
— I v _h\ h
| ‘ -
Lo A -
il o] l I bl

Baiao

dados do & elementos [:E wodele
exenpla: h= 08508 viscoelastico

Paio=4755
E=0.9 E
t=0_01E57&

espessura =1

Lyiw
E =10 x10° E, 1

&

E1=lI:I x 10
7

‘??1=lI:I x 10

=03

Figura 4.49. — Exemplo 4.2.7.: Calota axissimétrica viscoelastica.

As Figs. 4.50 e 4.51 mostram a resposta viscoeldstica obtida para r/R =0.42.
Dentre os valores de r/R empregados no Ex. 4.1.5, verifica-se que a flambagem

viscoeldstica ocorre apenas para r/R =0.42.
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0.025

tempo (s)

Figura 4.50. — Exemplo 4.2.7.: Curvas (V xt).

T T T T
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o o - — o
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VO/E8SSTTO oN [e}BIQ ordedylad - 014-ONd

0.000

Figura 4.51. — Exemplo 4.2.7.: Curvas (V x Log;((1)).
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4.2.8
Cilindro Viscoelastico

Neste exemplo, estuda-se a resposta viscoeldstica do modelo estrutural
mostrado na Fig. 4.52. Utiliza-se uma malha composta por 20 elementos
axissimétricos Q8 (quadrilatero com 8 nds) com 4 pontos de integracdo. O estudo
¢ feito para diferentes valores de N,, que corresponde a uma carga aplicada no
instante t=0 e mantida constante. Trés graus de liberdade sdo estudados: U, H; e

H,. A carga critica eldstica numérica N, estd definida na Fig. 4.52.

NDJ,
modelo -
Z0 elementos [:I viscoelastico I‘QE %
E=32.0x ll:I'T'| 1Y E “_IEI
E,=10x 107 . NG
g o Hy
n,=10x 10 h L
1 e
¥=0.33 n E =
L=10 1 1 i
o H. numérico = 4EE2E
R=1_75
ES ES HN_ analitico| =4E5570
h=0.05 —— ; =
h
faldados do ithi geomet.ria; o) carga critica
exemplo carregamento, elastica N,
deslocamentos

Figura 4.52. — Exemplo 4.2.8.: Cilindro visceolastico.

0.50
[0} — o
0 “’. n
o o o
4 R U
[<=N [-~N [<=N
0.40
0.30
o [ ]
B=0.62
> | 1]
p=0.66 ’
0.20 p=0.70
B=077
B=0.48
B=0.40
0.104
0.00 T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4

Log1o (tempo)

Figura 4.53. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (U x Log;((1)).
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A Fig. 4.53 mostra curvas relacionadas a componente de deslocamento axial
U. Os gréficos sugerem que existem deslocamentos axiais criticos diferenciados

para duas faixas de valores de B: 0.50<B<0.53 € 0.55<B<0.77.

A resposta viscoeldstica segundo a componente de deslocamento horizontal

H, ndo apresenta um padrao definido, como pode ser visto na Fig. 4.54.

0.12

0.104

0.084
B=0.53

B =051

B=0.55

B=0.50

0.06 B=062

Ho

p=0.70
0.04 p=077

B=0.48

0.02 B=0.46

0.00- T T T T T

Log (tempo)

Figura 4.54. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (H, x Log((t)).

As Figs. 4.55 e 4.56 mostram curvas relacionadas a componente de
deslocamento H;. A resposta viscoeldstica segundo esta componente confere uma
particularidade a este exemplo. Na Fig. 4.56, observa-se, para f=0.44, o efeito da
ndo-linearidade geométrica sobre a resposta viscoeldstica. A solu¢do numérica
mostra que a inversdo do sentido do deslocamento H; ocorre apenas quando a
ndo-linearidade geométrica é considerada. Um outro ponto a observar € o fato de
que este efeito ocorre para valores de carga N, menores que o valor da carga
critica viscoeldstica, ou seja, para valores de p<050 (B=0.44ep=0.48). Mesmo
para valores de B acima do valor critico (3>0.5), pode-se observar um efeito

similar para tempos menores que o tempo critico.
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0.010

0.008

0.004

0.002
T
0.000
-0.002
-0.004
tempo(s)
Figura 4.55. — Exemplo 4.2.8.: Curvas (H; x t).
0.0090
LINEAR
0.0075
T 0.0060
0.0045
0.0030 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
tempo(s)
Figura 4.56. — Exemplo 4.2.8.: Comparagdo entre as respostas (H,xt) linear e

nao-linear (geométrica) para B=0.44 .
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A Fig. 4.57 esquematiza o padrio de resposta segundo a componente H; e

mostra um resumo das observacdes feitas anteriormente.

> 1

— 2
I
3
tesmpo
T{pu:u de sobagdo [ Fesltadn iinn
Hivel de carga
- Sohigio hirear on mao-linear (geometaca) | - Estabilizacio da resposta
- Valores peqenos de f ao longo do tenpo
- Sohagio niolirear (geométrica) - Deslocamento incremental
. o mverte o senhda.
- Walores infermedidrios de f - Posteriormente, ocorre 2

(menor que o valor critica) estahilizanln da resposta .

- Deslocamento incremental
mverts o sentido para
tempos menores que o

- Bmaior on iznal an valor criico tempo critico.

- Posteriormente, ocorre a
instabilidade da resposta .

- Sohigio ndo-lirear (geomética)

Figura 4.57. — Exemplo 4.2.8.: Trés padrées distintos de resposta (H, x t), relacionados

ao tipo de analise (linear ou ndo-linear geométrica) e ao valor de f.

4.3
Observacoes

Algumas conclusdes apresentadas por Oliveira (1990), relacionadas a
influéncia da ordem de integracdo sobre o valor numérico de cargas criticas, estao
de acordo com alguns resultados obtidos no presente trabalho.

Para a coluna eléstica, por exemplo, observa-se, pela Fig. 4.58, que os
resultados sao melhores quando 4 pontos de integragdo sao utilizados. Com essa

quantidade de pontos de integracdo, apenas 5 elementos Q8 sdo necessdrios. Com
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9 pontos de integracdo, no entanto, sd@o necessarios 20 elementos Q8 para que um

bom resultado numérico seja gerado.

3000

2000

1000

| ] B Timoshenko & Gere, 1960
5 Q8 - 4 pts. de integ.

—_—-— == 5 Q8 - 9 pts. de integ.

—————————— 10 Q8 - 9 pts. de integ.

—————— 20 Q8 - 9 pts. de integ.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
u/L

Figura 4.58 — Efeito da ordem de integragdo sobre os resultados numéricos para a

coluna elastica.

= — == flambagem assimétrica

flambagem simétrica
—&— 9 pontos de integragéo

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

V/R,U/R

Figura 4.59 — Efeito da ordem de integragédo sobre os resultados numéricos para o arco
abatido.

A ordem de integracdo também influencia significativamente os resultados
obtidos nos exemplos dos arcos abatido e elevado, conforme visto nas Figs. 4.59 e

4.60. Na Fig. 4.59, as trajetodrias referentes a flambagem simétrica e assimétrica do
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arco abatido (linhas cheia e tracejada) sdo obtidas com 4 pontos de integracao
(Ex. 4.1.3). Com 9 pontos de integracdo e com a mesma quantidade de elementos,

observa-se um desvio significativo dos resultados. O mesmo acontece para o caso

do arco elevado, conforme visto na Fig. 4.60.

10 T
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ﬁLu 54 1
n
"
"
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"
"
2
"
"
"
2
.
1]
J
1 ': 4 pontos de integragé@o
= == 9 pontos de integragédo
0 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4
V/R,U/R

Figura 4.60 — Efeito da ordem de integracédo sobre os resultados numéricos para o arco
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elevado.
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Figura 4.61 — Efeito da ordem de integragdo sobre os resultados numéricos para o

pértico de Williams.
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Para o pértico de Williams, a Fig. 4.61 mostra que os resultados obtidos
com 4 e 9 pontos de integracdo estdo bem préximos. O mesmo acontece para o

caso da calota esférica, conforme visto na Fig. 4.62.

r/R= 0.42 10 r/R= 025

o 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0.04 008 0.12 0.16 0 0.04 008 0.2 0.16 0 0.04 008 012 0.16

\% \% \%

—— 4 pontos de integragao

= == 9 pontos de integracao

Figura 4.62 — Efeito da ordem de integrac¢do sobre os resultados numéricos para a calota

esférica.
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5
Conclusoes e Sugestoes

Apresentou-se um procedimento computacional aplicdvel a andlise da
estabilidade de sistemas estruturais viscoeldsticos. A formulagdo incremental
desenvolvida inclui o efeito viscoelastico e considera um comportamento
cinematico caracterizado por grandes deslocamentos e pequenas componentes de
deformagdo. O programa computacional, implementado em linguagem Fortran,
baseia-se em um elemento finito isoparamétrico bidimensional que permite a
estudo de diferentes sistemas estruturais, incluindo colunas, porticos, arcos e
cascas axissimétricas.

Utilizou-se um esquema de controle de carga que permitiu o tragado de
trajetorias de equilibrio de modelos eléasticos. Através dos exemplos de validacdo
do programa (Secdo 4.1), verificou-se a eficiéncia desse esquema de controle em
relagcdo a ultrapassagem de pontos-limite e de pontos de bifurcacdo presentes nas
trajetorias de equilibrio, mesmo sem o emprego de procedimentos iterativos de
correcdo. Deve-se ressaltar que o conhecimento prévio das solugdes dos exemplos
da Secdo 4.1 facilitou a aplicacdo do procedimento numérico adotado. Na pratica,
porém, quando se trata da andlise ndo-linear geométrica, a complexidade das
estruturas reais requer o emprego de esquemas de solugcdo numérica mais
sofisticados, embora uma estratégia mais simples possa ser utilizada como parte
da analise.

A questdo da ordem de integragdo foi discutida na Secao 4.3. Verificou-se
que a integracdo reduzida (4 pontos de integragdo em elementos com 8 nds)
fornece melhores resultados, com diferencas significativas nos exemplos da
coluna e dos arcos.

Ainda com o objetivo de validar o programa, verificou-se a resposta
viscoelastica de uma barra submetida a uma forga axial variavel no tempo e a
relaxagdo da tensdo axial em uma barra indeslocavel submetida a uma variacao de
temperatura constante no tempo. Em relagdo aos modelos que envolvem

nao-linearidade geométrica e viscoelasticidade, fez-se a verificacdo através do
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exemplo da coluna viscoelastica submetida a uma imperfeicdo inicial, cuja
solugdo ¢ conhecida. Os exemplos adicionais da Secdo 4.2 apresentaram
caracteristicas particulares, que ja foram discutidas no Cap. 4 e serdo resumidas a
seguir.

No caso do portico viscoelastico (Ex. 4.2.4), observou-se um mecanismo de
flambagem caracterizado por um “salto” que ocorre em sentido contrario ao da
aplicacdo da carga. Vale observar que o mesmo comportamento ocorreu quando 9
pontos de integragao foram utilizados.

No caso do arco abatido viscoelastico (Ex. 4.2.5), observou-se uma
diferenga significativa entre as respostas segundo as componentes de
deslocamento vertical e horizontal no topo do arco, pois somente a resposta
segundo a componente horizontal mostrou indicios de instabilidade desde os
instantes iniciais, como no exemplo da coluna viscoelastica. Baseando-se no fato
de que a componente horizontal estd relacionada a flambagem assimétrica,
acionada a partir de um ponto de bifurcacdo (primeira carga critica), pode-se
sugerir um dado qualitativo em relacao a flambagem viscoeléstica: em um sistema
estrutural constituido por material viscoelastico linear, cuja primeira carga critica
elastica corresponde a um ponto de bifurcacdo, ocorre uma resposta semelhante a
da coluna viscoelastica do Ex. 4.1.3, independentemente da ndo-linearidade da
trajetoria que antecede a bifurcacdo. Essa semelhanca, porém, nao ¢ observada
para qualquer grau de liberdade, mas apenas para graus de liberdade associados a
ocorréncia da bifurcagao.

No caso do arco elevado viscoelastico (Ex. 4.2.6), a flambagem ¢
comandada por deslocamentos criticos, que independem do valor da carga
aplicada e que sdo aproximadamente iguais aos deslocamentos criticos da
flambagem elastica. Um problema semelhante ¢ discutido por Rabotnov (1969).

No caso do cilindro axissimétrico viscoelastico (Ex. 4.2.8), observou-se a
existéncia de uma componente de deslocamento horizontal que apresenta, ao
longo do tempo, inversao do sentido, enquanto o deslocamento axial do topo do
cilindro cresce continuamente ao longo do tempo. Deve-se observar que essa
inversdo ocorreu para valores de carga menores que a carga critica viscoeldstica,
em decorréncia da associag@o entre os efeitos da nao-linearidade geométrica e da

viscoelasticidade. Esta seria uma particularidade associada ao cilindro, uma vez
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que, nos demais exemplos, as trajetérias pré-criticas ndo apresentaram desvios
significativos entre os casos elstico e viscoeldstico.

Os exemplos indicam que as trajetorias pré-criticas elasticas e viscoelasticas
ndo envolvem grandes disparidades de bifurcacdes. Com base nessa observagao,
pode-se concluir que a utilizagdo do modulo efetivo ¢ valida para definir a carga
critica de longa duracdo. Nos Exs. 4.2.3 a 4.2.8, utilizou-se um moddulo efetivo

dado pela metade do modulo instantaneo (E., =E/2). Para todos esses exemplos, é
possivel verificar, as vezes com o auxilio dos graficos semi-log, que a
instabilidade somente ocorre para valores de B>0.5. Em outras palavras, a
estabilidade, segundo as condigdes estabelecidas no Cap. 2, ¢ garantida para
valores de p<0.5.

Trabalhos futuros podem utilizar o modelo computacional desenvolvido e

incluir modelos viscoelasticos nao-lineares.
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Anexo A
Definicao da Matriz tangente e do Vetor de Forgas
Incrementais de um Elemento de Treliga

O elemento de trelica da Fig. A.1 possui as seguintes fungdes de

interpolacao:

hy=1-2 (A1)

hy == (A2)

7

4
*
e

L
1

Figura A.1 — Elemento de trelica.

— W

configuracio indeformacda

Figura A.2 — Deslocamentos de referéncia e deslocamentos incrementais.

Conforme mostrado na Fig. A.2, na configuragcdo de referéncia representada

'C, o vetor de deslocamentos totais conhecidos ¢ dado por
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ta={u; vy lu, lvz]T, (A3)
e o vetor de deslocamentos incrementais, obtido a partir de 'C, é dado por
d= [111 Vi u) \&) ]T . (A4)

Ainda na configuragio 'C, a tensdo atuante 'c d4 origem a uma forga axial

N definida como

IN=-2% (A.5)

onde A ¢ a area da secdo transversal do elemento.

A matriz By ¢ dada por
1 1
B0 —{ 0 I O} . (A.6)

A matriz By depende do vetor ld, definido em (A.3), ¢ das matrizes H; ¢ G,

cujas componentes sao

10
H, :[ ] (A7)

0 1

IS TP T
= L L L (A.8)

0 -—— 0 =

L L

Dessa forma,
_ 1] 1 _ 1 1. _ 1, _1

BL—L—2[ U,y Vot vy U, =y P Vl] (A.9)

A matriz 'S, utilizada na montagem da matriz de rigidez geométrica, ¢ dada

por
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1
N
PR N e
S= = e (A.10)
0 's N
0 -
A
As componentes da matriz de rigidez tangente e do vetor de forcas
incrementais sdo obtidas através das seguintes integrais:
L
KO =EAJ. (BIT Bl)dg, (A.11)
0
L
KleAI (BIT CB, +B,'C Bl) de | (A.12)
0
L
K2-EA[ (B,7c B, )iz, (A.13)
0
L L 1 L
KG:AIGT IS Gde :AI GTTNGdéleJ‘ T Gde, (A.14)
0 0 0
L X L
1Fint=AJ. (B1+BZ)TTng= 1NJ. (B, +B,)T dt, (A.15)
0 0
L
FYe =EA>3“’_|'(B1 +B,)Tde, (A.17)

0

onde E representa o modulo elastico e A representa a area da secdo transversal,

admitidos como constantes ao longo do elemento.

Os conjuntos definidos sdo agora utilizados no Anexo B, onde o esquema

computacional abordado no Cap. 3 ¢ ilustrado.
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Anexo B
Algoritmo Computacional Baseado no Elemento de Trelica

A seguir, com o auxilio do programa Mathcad, o esquema computacional
abordado no Cap. 3 ¢ ilustrado através do elemento de treli¢a definido no Anexo

A. As variaveis utilizadas sdo:

- T: matriz de rotacdo (Fig. B.1.)

-d_1: vetor de deslocamentos totais na configuragdo 'C no sistema local,
d 1= [ul vl  u2 V2].

-D_1: vetor de deslocamentos totais na configuragdo 'C no sistema global.

- d: vetor de deslocamentos incrementais no sistema local.

- D: vetor de deslocamentos incrementais no sistema global.

- &_1: tensfo atuante ao longo da barra na configuragdo 'C.

-N_1: forca axial atuante ao longo da barra na configuragdo 'C,

IN=N 1=22=",
-'T7A

- Fint 1: vetor de forcas internas na configuracao 'C no sistema local.

- FGint_1: vetor de forgas internas na configuragdo 'C no sistema global.

- ga: incremento na deformacao.

- Ac: incremento de tensdo.

- gcl: deformacio por fluéncia total na configuragio 'C.

- gve: incremento na deformacgao por fluéncia.

- AF = F 2 — FGint_1: vetor de forcas incrementais para o problema
elastico, no sistema global.

- AF = F 2 — FGint 1 + FG ve: vetor de forcas incrementais para o
problema viscoeldstico, no sistema global.

- KGT: matriz de rigidez tangente no sistema global.
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=
o
n
u

0 0 =5 «e] c=cos(®)s=sm(d)

Figura B.1. — Matriz de rotagéo do elemento de treliga.

Os modelos das barras eléstica e viscoelastica encontram-se nas Figs. B.2 e
B.3, respectivamente. Os dados de entrada e o algoritmo utilizados na
determinagdo do caminho de equilibrio da barra elastica da Fig. B.2 estdo
mostrados nas Figs. B.4 e B.6, respectivamente. Os dados de entrada para a barra
viscoelastica da Fig. B.3 estdo mostrados na Fig. B.5. O algoritmo de solucdo esta
dividido em duas partes: a primeira (Fig. B.7) serve para determinar a
configuragdo de equilibrio inicial proveniente da carga P, aplicada no instante
t = 0; a segunda (Fig B.8) utiliza essa solu¢do inicial para solucionar o problema

viscoelastico.

[

T,

Figura B.2. — Exemplo da barra elastica.

g E
E EI _lv Eq 2

Figura B.3. — Exemplo da barra viscoelastica.

"
, 2489

®
, 2499 ,
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coordenadas nodais :

matriz de rotacéo :

L::\/("z - x1)2 + (- y1)2
material
E::5-107 A=10

carga de referéncia
P:=-0.01

configuracéo indeformada

deslocamento:
tensao: c_1=00

fator de carga: A=00

controle do processo de solucdo

variagao do parametro de carga:
fator de rigidez:
numero de incrementos:

x:= (0 2499)7 y=(0 25)7

D1=(0 0 0 0

)T

N1=2=t
A

AL =10
fk:=1.0
ninc := 5000

o o 0 o»n

0O o o o

Figura B.4. — Dados utilizados para determinar o caminho de equilibrio da barra elastica.

coordenadas nodais

carga de referéncia
P = -0.01

configuracao indeformada
deslocamento:

(
0

.0

X 0
_ 0

D,
tensdo: )
A

A
S

fator de carga:

controle do processo de solucéo

- caminho de equilibrio:
variagado do parametro de carga:
fator de rigidez:
numero de incrementos de carga:

- deslocamento x tempo::
numero deincrementos de tempo:
intervalo de tempo:

x= (0 2400 ) y=(0 25)
matriz de rotacdo c
L= \/(xz - x1)2 7 3’1)2 c= (2~ *) s = b2~ %1) P
L L 0
material 0
E=510" modulo elastico
E1 = 5.107 n1:= 5,1()8 propriedades viscoelasticas
A=10 area da segdo transversal

00 o) ;
N1 ==
A

A =10
fk = 1.0
ninc

nts
At:= 0.01

o o o (]

-S

Figura B.5. — Dados utilizados para a solugéo da barra viscoelastica.
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caminho = [D_ 1< (0 0 0 o)
A« 0.0
61«00
Nt oL
A
for ice 1. ninc
d_1«TD_1
ul « d_11
vi ed_12
u2 « d_13
V2 d_14
10 10
keo EAF 0 00 01
L 10 1 0
0 0 0O
[ 2-(u2 - u1) (VZ - v1) 2-(—u2 + u1) (—v2 + v1)
KG1&ﬂ~TT~ (v2—v1) 0 (—v2 +v1) 0
L2 2(u2+u1) (v2+v1) 2(uz-u1) (v2-v1)
L (~v2 +v1) 0 (v2 - v1) 0
(—uZ + u1)2 (—uZ + u1)-(—v2 + v1) —(—uZ + u1)2 (—uZ + u1)-(v2 - v1)
KG2 eE—?~TT~ (—u2 + u1)-(—v2 + v1) (—v2 +v1 )2 (u2 - u1)-(—v2 + v1) —(—VZ +v1 )2 T
L 4—u2 + u1)2 (u2 - u1)~(—v2 + v1) (412 + u1)2 (u2 - u1)~(v2 - v1)
L (—uZ + u1)-(v2 - v1) —(—v2 + v )2 (uZ - u1)-(v2 - v1) (—v2 +v1 )2
1 0 10
Koo Nt [0 1 0
L 1.0 1 0
Lo 10 1)

-u2 + u1)

-v2 +v1

KGT « KGO4V4+ KG14,4+ KG24’4+ KGO’4V4

14 (uZ—u1)

(v2 -v1

Fint_1 < N_1 -|:—1 + (
L L

FGint_1 < T -Fint_1

fk 10 if KeT
1.0

>0

fk « 10 if ket
1.0

A <—A+Ar-fk
F2<AP
AF « F_2 - FGint_1

<0

4

v AF

KGT
pefo 0o v)
d<TD

B1<—(~l 0 1 0)
L L

L

L2 L2 L2

ea <« (B1+B2)d

Ac < E-ga

B2<;[—u2-¢-u1 —~v2 +vl u2-ul

1
o_1«o_1+Ac

N1t
A

D 1«<D_1+D

<« A

carga_deslocamento .
ic,1

carga_deslocamento ic.2 <« D_14

carga_deslocamento

v2 - v1
LZ

|

Figura B.6. — Esquema computacional utilizado para determinar o caminho de equilibrio

da barra elastica.
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caminho := T

D1« (0000)
A« 0.0
o_1« 0.0

1
N_l(—c;
A

for ice 1.. ninc

ga « (Bl + B2)d

Ac eE-eal

o l«oc_1+Ac
1
- A

D1«<D1+D

carga_deslo camentoic 1€ A

«~D_1

carga_deslo camenmic’2 1,

«~o_1

carga_deslo camentoic’l

carga_deslo camento

d_1«< TD_1
u1<—d711
v1<—d71z
uZed_l3
v2<—«‘.l_l4
1.0-10
EA 1|0 00 0
KGO0 « — T T
L -101 0
000 0
_2-(u27u1) (v2-vl) 2(-u2 +ul) (-v2+ vl
EA T (v2-vl) 0 (-v2 + vl) 0
KGl « —T
L2 2(-u2 + ul) (-v2+vl) 2(u2-ul) (v2-vl)
L (-v2+v1) 0 (v2—-vl) 0
[ 2 2
(—u2 + ul) (—u2 + ul)(-v2 + vl) —(—u2 + ul)
EA 1| (-u2 +ul)(-v2+vl) (-v2 + vl)2 (u2 — ul)(-v2 + vl)
KG2 «——T
3 2 2
L —(—u2 + ul) (u2 — ul)(-v2 + vl) (—u2 + ul)
L (—u2 + ul)(v2 - vl) —(-v2 + vl)2 (u2 — ul)(v2 - vl)
1 0 -1 0
0 1 0 -1
KGo « —
L -1.0 1 0
0 -1 0 1
KGT<—KG04’4+KG14’4+KG24’4-¢-KGo‘4w4
) (-u2 + ul) —v2+ vl (w2 -ul) (v2-v1) |¥
Fint_1 < N_1{ -1+ 1+
- - L L L
N T .
FGint_1 <~ T~ ‘Fint_1
fk « 1.0 if KGT >0
1.0
.. KGT
fk < -1.0 if <0
A < A+ AL fk
F2« AP
AF < F_2 - FGint_l4
V « AF
KGT
D (000 V)
d <« TD
Bl « L 0 L 0
L L
—u2 +ul —v2+vl u2-ul v2-vl
B2« 2 2 2 2
L L L L

(—u2 + ul)(v2 - vl)
—(-v2 + vl)2
(u2 — ul)«(v2-vl)

(-v2 + vl)2

Figura B.7. — Esquema computacional utilizado para determinar a solugao elastica inicial

que antecede a resposta viscoelastica.
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desloc_tempo := | Po < P-caminho ninc. 1
: T
D_1e(0 00 camlrhoninc,z)
o1 &mminhoninc’3
NP
A
gcl « 0.0
t< 0.0
for ite1..nts
te t+At
d_1«<TD_1
ul d_1,
Vi —d,
uz d_1,
V2 «d1,
1010
. 000 0
koo « EAT. T
L 4101 0
000 0
[2(u2-u1) (v2-wv1) 2(u2+u1) (~v2+w1)
ko1 EA T (v2 -v1) 0 (-v2 +v1) 0 T
2 2(u2+u1) (v2+v1) 2(u2z-ut) (v2-v1)
L (v2 +v1) 0 (v2 -v1) 0
(—u2 + u1)2 (—u2 + u1)-(—\12 +vi ) 4412 + u1)2 (412 + u1)-(v2 -vi )
KGZ&E—:\~TT~ (412+ u1)-(4/2 +v1) (412 +vi )2 (u2— u1)-(—\/2 +v1) 4—\2 +vi )2 T
L 4—u2 + u1)2 (u2 - u1)-(—v2 +vi ) (—u2 + u1)2 (u2 - u1)-(\/2 -vi )
| (~u2 +ut)(v2 -v1) V2 +v1 )2 (u2-u1)(v2 -v1) (~v2 +v1)2
1.0 10
01 0
KGO‘(*M~
L|10 10
0 1 0 1
KGT « KGO4’4 + KG14,4 + KGZ4’4+ KG°4,4
break if KGT<0
1.0
T
Fint 1 < N1 .[71 . (w2+u1) v24+w 1. (u2-u1) (v2-w1 )}
L L L L

FGint1 T -Fint_1

1 E1
eve «——-o_1 -—gcl
n1 n1

(2-u) (v2-v1) }T

F_ve « E-Agve | -1+
L L L L

FG_ve « TT -F_ve
F_2 < Po

AF « F_2 - FGint_1, + FG_ve

4 4

AF

Ve«
KGT

D«<(0 00 V)T

d«TD

B1<——1010
L L

Bz&[mum 2 +vl u2-ul vzfv1j

2 2 2 L2

Figura B.8. — Esquema computacional utilizado na a solugédo do problema viscoelastico.
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ca« (B1+B2)d
1 E1

gve « —-o0_1 - —&cl
n1 n1

Ac E»(sa1 - sve)

o 1«<0o1+Ac

N1t
A

gcl « gc1 + gve
D 1«<D1+D

deslocamento_tempo i «— t

t, 1

deslocamento_tempo it, 2 <« D_14

deslocamento_tempo

Figura B.8 — (Continuagao)

Os resultados para a barra eléstica estdo mostrados nas Figs. B.9 a B.12.
Dois valores distintos de carga de referéncia sao utilizados: nas Figs. B.9 e B.10,
utiliza-se P=0.10, e nas Figs. B.11 e B.12, utiliza-se P=0.12. Esse procedimento
serve para comparar os resultados obtidos com e sem a inclusao do vetor de forcas
internas na equagao incremental a medida que o incremento de carga aumenta. As
trajetorias das Figs. B.9 e B.11 sdo obtidas com a inclusdo do vetor de forcas

internas no vetor de forcas incrementais, ou seja, AF=AP-FGint 1, € as trajetorias

das Figs. B.10 e B.12 sdo obtidas com o vetor de for¢as incrementais escrito como
AF=ALP, ou seja, sem a inclusd@o do vetor de forcas internas. A partir desses
graficos € possivel observar que a inclusdo do vetor de forcas internas na equagao
incremental de equilibrio produz uma melhora nos resultados numéricos. Essa
observacgao pode ser encontrada no trabalho de Chen & Lin (1982).

Os resultados para a barra viscoelastica estdo mostrados nas Figs. B.13 a
B.15. Cada curva (deflexdo x tempo) equivale a um valor de carga inicial P,. Com

uma carga critica elastica estimada em P, =9.65, foram utilizados os valores

E
P =048P, (Fig. B.13), P =050P, (Fig. B.14) e P =0.54P, (Fig. B.15).
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AF =F 2 — FGint_1 4
P=-0.10 ninc = 600 ic:=1,20.. ninc w:=0. -55
20 [
o
[
cammhoic’ 1 (—P)
Lod
E 3 1
- —3-(252-W+7-25-W2+7-W3j 0 —
2500
| |
0 20 40 60
- camlnhoic’ P w

Figura B.9. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.10 obtido com a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0115583/CA

_E(
2500°

252 -w+i 25 -w2+—; W

AF = P AL -tk
P=-0.10 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0.. -55
20
cammhoic, 1 (=P)
_e_

Figura B.10. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.10 obtido sem a

inclusado do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.
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AF =F 2 - FGint 1,

P=-0.12 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0..-55

20

I I
0 20 40 60

—caminho, . ,—-w
ic,2

Figura B.11. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.12 obtido com a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.

AF = P-A\ -tk

P=-0.12 ninc = 400 ic:=1,20.. ninc w:=0..-55

20

Figura B.12. — Caminho de equilibrio para uma carga de referéncia P =0.12 obtido sem a

inclusao do vetor de forgas internas no vetor de forgas incrementais.
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ninc = 464 it:=1..nts nts = 1000

20

—desloc_tempoj; o 10 [ H

I I I I
0 2 4 6 8 10

desloc_tempo j;

Figura B.13 — Resposta viscoelastica: Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.48 Pk.

ninc = 484 it:=1.. nts nts = 1000

20

—desloc_tempo;; » 10 [~ T

I I I I
0 1 2 3 4 5

desloc_tempo j;

Figura B.14 — Resposta viscoelastica: Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.50 Pk.
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20

15

— desloc_tempo ¢ 5 10

ninc = 520 it:=1.. nts nts

1000

0 0.2 0.4

0.6

desloc_tempo j; |

0.8

Figura B.15 — Resposta viscoelastica:

Deslocamento (V) x tempo (t) para P, = 0.54 Pg.
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