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Resumo

Huaman Mosqueira, Daniel; Dumont, Ney Augusto. Formulacoes de
Elasticidade Gradiente para Elementos Hibridos de Contorno. Rio
de Janeiro, 2008. 91 p; Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

A modelagem matematica de microdispositivos, em que estrutura e
microestrutura tém aproximadamente a mesma escala de magnitude, assim como de
macroestruturas de natureza predominantemente granular ou cristalina, requer uma
abordagem ndo-local de deformagdes e tensdes. H4 mais de cem anos os irmaos
Cosserat ja tinham desenvolvido uma teoria de graos rigidos. No entanto, e sem
detrimento de desenvolvimentos devidos a Toupin e outros pesquisadores, 0s
trabalhos de Mindlin na década de 1960 podem ser considerados a base da chamada
teoria gradiente de deformacgdes, que se tornou recentemente objeto de um grande
nimero de investigacOes analiticas e experimentais, motivadas pelo
desenvolvimento de novos materiais estruturais e do crescente uso de dispositivos
micro- € nanomecanicos na induastria. Mais recentemente, Aifantis e colaboradores
conseguiram desenvolver uma teoria gradiente de deformagdes mais simplificada,
com base somente em duas constantes eldsticas adicionais, representativas de
comprimentos caracteristicos relacionados as energias de deformacdo superficial e
volumétrica. Uma série de trabalhos recentes desenvolvidos por Beskos e
colaboradores estendeu o campo de aplicagdes da proposta inicial de Aifantis e
introduziu uma solucdo fundamental que de fato remonta aos trabalhos de Mindlin.
A equipe de pesquisa de Beskos propos as primeiras implementacdes 2D e 3D de
elementos de contorno para anélises de elasticidade gradiente tanto estdticas quanto
no dominio da freqiiéncia, inclusive para problemas da mecénica da fratura. Desde o

tempo de Toupin e Mindlin procura-se estabelecer uma base variacional da teoria e
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uma formulacao consistente das condi¢des de contorno cinematicas e de equilibrio,
0 que parece ter tido éxito com os recentes trabalhos de Amanatidou e Aravas. Esta
dissertacdo faz uma revisdo da teoria gradiente da deformacgdes e apresenta um
estudo didético do problema mais simples que se possa conceber, que € o de uma
barra sob diferentes tipos de acdes axiais (Aifantis, Beskos). A solucdo fundamental
para problemas 2D e 3D também é apresentada e estudada, tanto em termos de
forcas pontuais aplicadas, para uma implementacdo em termos de elementos de
contorno, quanto de desenvolvimentos polinomiais (no caso estdtico), para
implementacdo em termos de elementos finitos. Mostra-se que a teoria gradiente de
deformacao de Aifantis € adequada a uma formulac@o no contexto do potencial de
Hellinger-Reissner, o que possibilita implementacdes hibridas de elementos finitos e
de contorno. O presente trabalho de pesquisa objetiva o estudo do estado da arte no
tema, com uma abordagem dos principais problemas de implementacdo
computacional, inclusive em termos das integrais singulares que surgem. O
desenvolvimento completo de programas de andlise de elementos hibridos finitos e
de contorno, para problemas estdticos e dinamicos, estd planejado para uma tese de

doutorado em futuro préximo.

Palavras - chave

Elasticidade gradiente, Elementos finitos hibridos, Elementos de Contorno.
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Abstract

Huaman Mosqueira Daniel. Ney Dumont. Formulation of Gradient
Elasticity for Hybrid Boundary Methods. Rio de Janeiro, 2008. 91
p. M.Sc. Dissertation — Department of Civil Engineering, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The mathematical modeling of micro-devices in which structure and the
microstructure are about the same scale of magnitude, as well as of macrostructure
of markedly granular or crystal nature (microcomposites), demands a nonlocal
approach for strains and stresses. More than one hundred years ago the Cosserat
brothers had already developed a theory for rigid grains. However, and in no
detriment due to Toupin and other researchers, Mindlin’s work in the 1960s may be
accounted the basis of the so-called strain gradient theory, which has recently
become the subject of a large number of analytical and experimental investigations
motivated by the development of news structural materials together with the
increasing use of micro and nano-mechanical devices in the industry. More recently,
Aifantis and coworkers managed to develop a simplified strain gradient theory
based only on two additional elasticity constants that are representative of material
lengths related to surface and volumetric strain energy. A series of very recent
works done by Beskos and collaborators extended the field of applications of
Aifantis’ propositions and introduced a fundamental solution that actually remounts
to developments already laid down by Mindlin. Beskos’ workgroup may be
regarded as the proponent of the first of the first boundary element 2D and 3D
implementations on the subject for both statics and frequency-domain analyses, also
including crack problems. Since Toupin and Mindlin’s time, investigations have
been under development to establish the variational basis of the theory and to

consistently formulate equilibrium and kinematic boundary conditions established
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by Amanatidou and Aravas. This dissertation makes a revision of the gradient strain
elasticity theory and presents a didactic study of the simplest problem that can be
conceived, i.e., a bar under different axial actions (Aifantis, Beskos). The
fundamental solution for 2D and 3D problems is also presented and studied for an
elastic medium submitted to a point force, for boundary methods developments, as
well as submitted to polynomial stress fields (for static problems), as in the hybrid
finite element method. It is shown that Aifantis’ strain gradient theory may be
developed in the context of the Hellinger-Reissner potential, for the sake of hybrid
finite and boundary element implementations. Goal of the present research work is
as a detailed study of state art of the theme, which comprises an investigation of the
singular integrals one must deal with in a computational implementation. The
complete computational development for static and dynamic hybrid boundary/finite

analyses is planned for a future doctoral thesis.

Key Words
Gradient Elasticity, Hybrid Finite Element Method, Hybrid Boundary
Element Method.
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1 Introducao

A teoria cldssica da elasticidade linear ndo pode descrever o comportamento
das microestruturas que compdem os materiais linearmente eldsticos. A mecanica
eldstica dos meios continuos é um caso particular de uma mecanica mais geral dos
meios continuos generalizados.

A primeira apresentacdo de uma teoria generalizada € atribuida aos irmaos
Cosserat [5], cujo trabalho passou praticamente despercebido até 1909, embora a
idéia principal ja havia sido apresentada nos trabalhos de Bernoulli e Cauchy.
Depois de quase 50 anos de ser praticamente ignorado, esse tema foi reaberto na
década de 60 com a teoria das fraturas dos meios continuos. O modelo fisico basico
estd composto de particulas que reproduzem a natureza microestrutural do material.

Quando os efeitos das microestruturas sdo importantes, o material comporta-
se de maneira anisotrépica. Além disso, as tensdes num ponto ndo dependem s6 da
deformacao local, mas da distribuicao das deformagdes circundantes ao redor a dito
ponto. Quando o efeito escalar € considerado no problema das microestruturas a
teoria cldssica ndo é adequada para descrever o comportamento do material e é
preciso recorrer a teorias nao-classicas.

Mindlin [2] desenvolveu em 1964 uma teoria linear de elasticidade para
microestruturas onde as unidades celulares sao interpretadas como moléculas de um
polimero, um cristal ou os graos de um material granular. No trabalho de Mindlin
obtém se uma forma linear da generalizacdo da teoria de Toupin [3] do duplo
esforco, eliminando-se as diferencas entre as deformacdes das unidades celulares e
0 meio circundante.

Se as particulas, os graos ou os cristais, fossem considerados numa primeira
aproximacdo como indeformdveis, o campo de deslocamentos do meio no qual
estdo imersos (chamados macromeios) seria afetado apenas dessas particulas e nesse

caso a teoria das particulas deformaveis reduz-se ao continuo de Cosserat.
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No trabalho de Fleck e Hutchinson [19] sdo tratados os efeitos da teoria de
elasticidade gradiente, nele se mostra algumas caracteristicas obtidas da evidéncia
experimental acumulada nesse tipo de enfoque. Primeiramente, quanto menor a
geometria do sélido, mais rigida € a resposta plastica. Em particulas refor¢cadas com
matrizes compostas, particulas menores apresentam um acréscimo da tensao
permissivel do endurecimento do material comparado com outro sélido de igual
volume, mas com particulas maiores (Kelly e Nicholson 1963; Ebeling e Ashby,
1966). Foi mostrado em testes de torcdo em fios cujos diametros encontram-se no
intervalo de 12-170 pm, que os fios mais delgados t€ém o comportamento mais
rigido que os mais grossos (Fleck et al, 1993).

No presente trabalho de tese apresenta-se a proposta desenvolvida por Elias
Aifantis [6] - [8], quem simplifica as equagdes constitutivas da elasticidade
gradiente de Mindlin [2] considerando apenas uma varidvel para a representacdo do
efeito escala, conhecida como a constante da energia de deformacao volumétrica g.
Inicia-se o trabalho com uma introdu¢do das teorias de Cosserat, Mindlin e
posteriormente a simplificacdo de Aifantis.

Nos exemplos apresentados expde-se o caso de uma barra a tensdo pura
proposta por Beskos et al [1], onde € utilizada uma varidvel mais proveniente de
uma combinagdo das teorias de Mindlin [2] e Casal [32] que € mostrada no trabalho
de Vardoulakis e Sulem [11]. Depois € feita uma comparagao desses resultados com
a proposta simplificada de Aifantis. E resolvido o problema estitico e dinimico de
uma barra a tensdo e € avaliada a superposicio modal avancada da teoria ndo
cléassica respeito a classica.

No capitulo seguinte apresenta-se a formulacdo do Método de Elementos de
Contorno para Elasticidade Gradiente desenvolvido por Polyzos et al [13][14] e
conseqiientemente o método hibrido simplificado desenvolvido por Dumont et al
[16] aplicado a teoria de Elasticidade Gradiente.

Em Amanatidou et al [18] foi analisada a implementacdo das matrizes de
rigidez de diversos elementos finitos no ambito da elasticidade gradiente utilizando
para isto solucdes fundamentais polinomiais cujas caracteristicas gerais na avaliacdo

das forcas de superficie sdo mostradas no Capitulo 3.
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2 Teorias de Elasticidade Linear Nao-Classicas

2.1. Ecuacoes de Equilibrio de Cosserat

Na mecédnica dos meios continuos para materiais com microestruturas, a
interacdo entre forcas e momentos externos que atuam num corpo € descrita por
forcas e momentos internos que sdo absorvidos pelas particulas através de forcas
internas diferencias conforme ilustrado na Figura 1. Nesse caso pode-se afirmar que
sdo duas as grandezas que representam as tensoes internas: a primeira representa o

cardter cldssico do problema e é mostrada na expressao (2-1); e a segunda tensao i

incorpora o novo conceito de grandeza de segunda ordem, tensdo de segunda ordem

ou uma tensao dupla indicada na expressao (2-1),:

> JF

oc=—0

as
(2-1)

;_dﬁ

as

onde G ¢é a tensdo classica, i é a tensdo dupla, dF representa as forcas internas

diferenciais e dM a densidade de momentos ndo-classicos.

Figura 23. - Sistemas de particulas que conformam um sélido submetido a forgas externas
que sao equilibradas por forgas internas diferenciais classicas dF e a uma densidade de

momentos dM n&o-classicos.
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O equilibrio entre as forcas de superficie pe as tensdes internas o, é dado por:

b=pi =01, 2-2)

A tensdo dupla x; depende do comprimento das particulas, para o caso limite
da teoria cléssica a tensao dupla tende a zero.

Na teoria da elasticidade generalizada conforme apresentada em Cosserat [5]
as equacdes de equilibrio na forma integral sdo apresentados nas expressoes (2-3) e
(2-4) onde se mostra o calculo da for¢ca dupla R; € 0 momento M; em um dominio Q

e contorno I', de acordo com De Arante e Oliveira [10]:

R = j £,dQ +aj g, dr (2-3)
Q r
Q r

onde os indices representam os eixos 1,2 e 3 no caso tridimensional, &; sdo as
componentes do vetor de densidade de momentos, oj; € (4 ; sdo os tensores de
tensdes totais generalizados aplicados em Q e I'. e;x € o tensor alternante 123 dado
por:

+1 permutacgdo par 12312...
ejjk = — 1 permutacdo impar 32132...
0 se tem dois subscritos iguais.

E possivel apresentar a equacio de equilibrio na forma indicial e infinitesimal
para um ponto em geral dentro do dominio €2:

G}, 1+ fi=0 2-5)

Mji j+ Pt e 0 =0 (2-6)

2.2. Elasticidade Linear das Microestruturas de Mindlin

Em Mindlin [2] foi desenvolvida uma teoria linear para microestruturas em
3D para materiais continuos introduzindo a idéia de unidade celular. Nessa teoria

foram propostas algumas propriedades equivalentes as malhas que compdem os
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cristais. A unidade celular pode ser interpretada como a molécula de um polimero, o
cristal de um poli-cristal ou o grao de um material granular.

O modelo matemético para uma célula € uma versdo linear da teoria dos
diretores deforméveis de Ericksen e Truesdel [4]. Se as células sdo rigidas, as
equagoes reduzem-se ao continuo linear de Cosserat [5].

Mindlin [2] utilizou a teoria de duplo esfor¢co de Toupin [3] para a obtengao
de uma generalizacdo eliminando a diferenca entre as deformacgdes da unidade

celular e 0o meio que encontra-se entorno ao ponto de analise.

2.2.1. Cinematica

Os deslocamentos de uma particula sdo definidos classicamente pela diferenca
das coordenadas entre a posic¢do original e final dentro de um macromeio Q. Em
Mindlin [2] foi feita uma extensdo desse critério no ambito de observacdo de um
micro dominio Q'. Assim, tem-se:

u=x;-X; emQ (2-7)

Supde-se que dentro de Q exista um micromeio Q' dentro do qual € possivel
definir um microdeslocamento, ilustrado na Figura 24 e dado por:

u,=x—-X"5; emQ (2-3)
Assume-se pequenos deslocamentos e obtém-se:

ou.

l

X,

ou’

l

ox’;

u =x - X

<<1 <<1

u =x'- X'
(2-9)
Na Figura 2 sdo ilustrados os sistemas de coordenadas x, x' e x" utilizados para

esquematizar o problema.
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X3

4
Xy

/X

Figura 24. - Esquema do deslocamento no macromeio u e micromeio u’.

A expressdo (2-9) permite equivalentemente a elasticidade cldssica para

pequenos deslocamentos considerar:

Ju, u,

axul za_::l: Ui =ty 5 U= ui(xi, 1) (2-10)
J J

aa;i, = gj:j =0u;=u;, ; ui=uix,1) 2-11)
j ‘

J
onde ¢t é a varidvel tempo. Assume-se que os microdeslocamentos podem ser

expressos como uma somatéria de produtos de fungdes de x, e fungdes de x;. Em

Mindlin [2] foi considerado s6 um termo linear das series como aproximacao do

deslocamento no micromeio:

u'i=x'% Yy (2-12)
onde Wi = ¥ (x; ,t). Considerando (2-12) Mindlin [2] define o gradiente de
deslocamento no micromeio como:

o=l =y -13)

J

A expressdo (2-13) gera que a microdeformagdo ¥j; seja homogénea no
micromeio ' e ndo homogénea dentro do macromeio 2.
Na expressio (2-14) € definida a parte simétrica e antisimétrica da

microdeformacao respectivamente:
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Yig) = (Wig+ i) /25 Yigr = (Wi - W) / 2 (2-14)
A deformacao usual € designada aqui como uma macrodeformagao:
s =t ) (2-15)

A deformacio relativa € expressa por:
Vi = Ui VY (2-16)
Na expressdo abaixo apresenta-se o novo conceito de microdeformacido (o

macrogradiente da microdeformagao):
Kix =Wk 2-17)

Os trés tensores &

ii» ¥ € Kijjx sdo independentes da microcoordenada x';

2.2.2. Equacoes de Compatibilidade

As propriedades das equagdes de compatibilidade apresentam-se a seguir

pelas seguintes expressoes:

EmikCntj€,ij =0 (2-18)
emik Kjkr,i =0 (2-19)
Eini TOxi = Vi = Kijx (2-20)
@ = (u;j— u;;)/2, onde e € o tensor alternante 123. (2-21)
Oty
e
‘9’2? o ———————— e e
¥z R
. Oz0 | Axp02U
|—€— _..O’Z b N . f ’ { ’ " " ‘ 2
Zd Il’ '," ‘! 2 Uy ,{'
7% h\r ax
Axe/ / ‘o e
/ :', Zd?‘?af__ [t S
!,‘ /I , DZd
”J AX;' /’l Xy _x_z.
Tt T Ty RN

o2z

Por=0e s~y P2z= Oz~ Yez

Figura 25.- Representacéo de dois deslocamentos ilustrativos de segunda ordem

identificadas por Mindlin [2]
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2.2.3. Equacoes Variacionais de Movimento

A seguir sdo apresentadas as equagdes integrais de energia cinética gerada por
um solido global e o sistema de particulas com coordenadas locais localizadas no

micromeio.

a) Energia Cinética

A energia cinética total para dois sistemas de coordenadas locais da
microestrutura x'; e x'"; tal como é mostrado por Mindlin [27], ilustradas nas
Figuras 2 e 3, provém de somar na expressao cldssica os termos vinculados com as
fungdes de deformacdo interna v :

L
K= j (%pu i j+%p’d,gll/'/kjl//kj)d[2 dt (2-22)
e
onde:

d2]d:2dpdq(@,]5q]lk] ll]+5p25qglk2 llg+@3§q_glk3 113) sdo as dimensdes da
microestrutura ao quadrado, ver Figura 2.

P =p'+pn : densidade total do continuo.

p': densidade do micromeio.

Pm: densidade do macromeio.

2d; : cuamprimentos das unidades celulares.

l;j : cosenos diretores da orienta¢do da unidade celular x"; com eixos x'

Se x'; e x"; sdo paralelos e a microestrutura tem lados quadrados, entdo /;=4; e
d;=d>,=d;=d. Nesse caso a varia¢do da energia cinética simplifica-se depois de fazer

uma integragao por partes:

oK = —J D (i O+ pd*y, Oy, )dQ} dt (2-23)

n LQ

b) Energia Potencial

A energia potencial na elasticidade das microestruturas € influenciada pela

nova componente da microdeformagéo &, mostrada na expressao (2-17).
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U=U(g;,7; ki) (2-24)
Define-se:

oU ~

T;= g Tensor de tensdao de Cauchy (2-25)
Ji

oU - )
Oji=——" Tensor de tensdo relativa (2-26)

a?’ji

U . ~
My = P Tensado de segunda ordem ou tensdo dupla (2-27)
jik

Finalmente a variagao da Energia Potencial é definida por:

U = [ (2,88, 40,0y + 14, 0K, )dQ (2-28)
Q

Ji

¢) Trabalho das Forcas Externas

O trabalho das forcas externas difere do caso cldssico pelo par de momentos
@; e Tj; os quais sao descritos na seguinte equagao:

&V = J(f,.éuim OV i HO+ J' (116,47 0y ;)dr (2-29)
Q I

onde:

@;: interpretada como uma for¢a dupla por unidade de volume

T};: for¢a dupla por unidade de drea

A diagonal de &; e a diagonal de Tj sdo forcas duplas que ndo contém
momento, enquanto as forgas restantes sdo forcas duplas que sim contem momento.

Os tensores @j;;; e Ty sdo respectivamente as somas anti-simétricas da forca
dupla de massa ;e da tensdo dupla Tj;. Ty;;€ o vetor de esfor¢o duplo de Cosserat.

Quando ;=0 € possivel obter as equagdes do continuo de Cosserat, dando
como resultado que oy)= 7 e iy =0; € que apenas os termos diferentes de zero
sejam Ky € Opji. O termo ) representa a tensdo dupla de Cosserat e oyji; €

considerada como a parcela anti-simétrica da tensao assimétrica 7;.
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¢) Equacdes de Equilibrio Dindmico.

Mindlin [2] deduz através de equacdes variacionais de movimento 12
equagoes de equilibrio e tensao:

T, +0, = pi, ;3 equacdes em Q (2-30)

My, +0; + Dy =14 pdr, ;9 equagdes em (2-31)

f) Equacoes de Condi¢des de Contorno

De forma andloga Mindlin [2] mostra 12 condi¢des de contorno:

tl=7]](Tﬂ+Gﬂ),emr (2-32)

Ty =0 My .emI (2-33)

2.2.4. Equacoes Constitutivas

Nas equacdes constitutivas de um material isotrépico o nimero de

coeficientes € consideravelmente menor. As equacdes constitutivas estdo dadas por:

Tog = Cina®i ¥ BiingVi T Sipa i 2-34)
qu = giqugij + biquyij + dijkquijk (2_35)
'upqr = f pqrijgij + diquyij + apqriijijk (2_36)

as quais somam 42 varidveis &; , ¥ , Mjx € 45 equagdes constitutivas. Dos

42x42=1764 coeficientes s6 1/2x42x43=903 sdo independentes.

2.2.5. Equacoes de Movimento

Como ndo existem tensores isotrOpicos de posto impar entdo djum = 0 e
fijm =0. Os coeficientes restantes sio homogéneos e resultam em fungOes lineares
dos produtos de delta de Kronecker. Se forem feitos essas reducdes os coeficientes
reduzem-se a 18: A, W, by, by b3 g1 €, a;, ap a3, a4 as_ag, ajo, a1, 413, a4, a5 ;
dessa forma as equacdes constitutivas sdo dadas por (2-37) e (2-38).

Na teoria da elasticidade gradiente o caso isotrépico € relativamente simples e

contem muitas propriedades do material homogéneo:
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(u+2g+b,u, ; +(A+pu+2g,+2g, +b +bJu,, —(g,+b W,
—(g2+b2 ;i j (22 + D3y + f; = pii; (2-37)
Para o micromeio a equagao diferencial de deslocamento é:
(&, +as NOuWas + Wi )+ (@, +a i s+ i)
+(as + a14)kaj,ik + a0 Wi + (ag +015)’//ik,jk +a10¥ij ik T A3V i ik
gléﬁuk’k +g, (ujj +u, )+ b, (uk’k W )617. +b, (uj’i -y, )+
by, —y, )+ b, =1 pd*y, (2-38)
As componentes da tensdo dupla g4 da microdeformacio sdo determinadas

pelas funcdes de forma ilustradas na Figura 26 e configuram formas particulares de

microdeformagdes:
~< L ETEE [T iepmm .&;— SN -
7'-'!}7=‘2*§"!f iz _ _fcu 12,
7 Gtng—=21) 2zt
(a) Tensdo s
pura b) Gradiente Tensdo

Rotacional dupla

] e

=

<~ AT T T T T H=uy

Hizr=0f Yor (@

el ]

IEI K122= 0y Yoz ()
] -

AAI
T{ EeENEERES {tuilz —j}[\;il T [j:i:f i+
"5]72=al Ve 2—’( KyiptHpp) Ellcﬂﬂz"ﬂm)

% (sre=pszr) IS
Tensdo Dupla )

7
2 (3e32~2¢321)
Hy2=0s Y ) B 2521= 03 Yo
Gradiente de Rotacdo

Figura 26. - Configuracdo de algumas deformagbes de segunda ordem identificadas por

Mindlin para a formulacao da teoria de elasticidade gradiente dele [2].
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2.3. Caso Particular de Mindlin

Para o caso especial de materiais isotropicos, onde a deformacgdo
macroscopica coincide com a microdeformacao, na teoria de Mindlin é apresentada
uma modificagdo particular da Lei de Hooke:

Oji=Tji+s

T =2UE i + Auy 1.6 ;

£ = (ui’j +u; /2

S ji =—\2UcsE i i + Aciuy 10 +/1C2Mk,kji)

(2-39)

onde o5 € conhecido como o tensor de tensdo total, 7; o tensor de tensdo de Cauchy,
&; € o tensor de deformacdo e s;; € o tensor de tensdo relativa.

E possivel notar que nas equacdes anteriores sdo apresentadas 5 constantes
constitutivas: as duas conhecidas constantes de Lame, A e |, e trés novas constantes

que representam a elasticidade gradiente c;, ¢ € c;.

2.4. A Simplificacao Adicional de Aifantis

Uma simplificagdo adicional foi proposta em Aifantis et al [7]-[8]. Essa
simplificagdo relaciona a tensdo de segunda ordem f4;; com a tensdo relativa através
das seguintes expressoes:

2

Hiij = 8 Tijk X (2-40)

Si = Hujx T 78 T
onde g € o coeficiente da energia de deformacdo volumétrica, a Ginica constante que
relaciona a microdeformag¢do com a macroestrutura.

E ficil conferir que esta simples teoria pode ser obtida como um caso
particular da simplificagdo de Mindlin quando ¢ 1=c2=g" e ¢3=0.

Considerando a formulacdo de Aifantis € possivel estabelecer a equagdo de

equilibrio estético:
2
Tii i~ Myjig T Ji=Tji,j =8 Tjiw+i=0 (2-41)
Assim, obtém-se finalmente a equagdo diferencial de deslocamentos de quarta

ordem para u; no caso estdtico para um material de elasticidade gradiente:
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put; g + (A + ﬂ)uj,ji - gz(/u“i,jjkk +(A+ :u)uj,jikk )+ fi=0 (2-42)
A equacdo de equilibrio estatico € expressa por:
(Tji = Mijix —Pji),j+ i =0 (2-43)

onde @; representa as forcas duplas de massa e f; as forcas de massa cldssicas.

2.5. Teorema da Reciprocidade e o Teorema de Castigliano

Em Amanatidou et al [9] é demonstrada uma versio do teorema da
reciprocidade, o principio de Saint Vernant e o teorema de Castigliano para matérias
de elasticidade gradiente. Esses temas sdo utilizados no desenvolvimento da

formulacao dos elementos de contorno.

Teorema da Reciprocidade

No caso onde tenham-se forcas duplas de massa diferentes de zero ndo €
possivel estabelecer o teorema da reciprocidade na sua formal geral e por tanto
assume-se que @; =0. Nesse caso a expressdo do teorema da reciprocidade esta

dada por:

jﬁufdﬂ +J (P,-uf +R; aabz ]dl“+z §Eiu;< =
Q r a ¢,
jf* do+| | P, + R dr+Z§E* dc
l l F l l l an l l a
a Ca

Q
(2-44)
onde P; sdo as forcas de superficie vinculada com 7; e t4;. Usando o operador
gradiente de superficie D;();=( );; — nim();jx a forca P; fica definida da seguinte
forma:
Bi=n;T—nj —n;jPj—D;(nj;)+(D,n,)(n;iyg;) (2-45)
e R; , as forcas duplas o de segunda ordem, sdo definidas como:
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Para o caso de tensdes descontinuas entre diferentes sub-contornos suaves C,
(que no caso plano estd representado pelos pontos em esquinas), as tensdes de

descontinuidade geométrica sdo representadas pela seguinte expressao:

E; = [[f jnk:ukji]] (2-47)
onde / j=€jikSifli 5 Si € Ny sao, respectivamente, o vetor tangente e o vetor normal as
curvas C,.

A terceira parcela da direita da equagdo (2-44) representa o trabalho realizado
pelas tensdes de segunda ordem que se apresentam na teoria de elasticidade
gradiente devido as tensdes E; nas descontinuidades geométricas.

Se ndo tem se forcas de massa, fi=0, e se s6 tem-se superficies suaves, entao

E;=0 e o teorema de Betti estd dado por:

Pu; +R, NMi |y = P'u; +R; o dr (2-48)
. on . on

As equagdes apresentadas estdo de acordo com os resultados obtidos por

Polyzos et al [13]-[14] na formulacdo do método de elementos de contorno

apresentada do capitulo 5.

Teorema de Castigliano

O teorema de Castigliano para elasticidade gradiente apresentado em
Amanatidou et al [9] € expresso por:

= (2-49)
ou™ o(du'™ /on)

onde:

> on > on

N M
U=, a2 20 SN poy 0 N Rem 3u™ (.50
n=1 m=1

e representa a energia de deformacdo eléstica.
O segundo teorema ¢é:

m _ U o™ _9u‘
COTSpm Con T g™

(2-51)
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onde U ‘ representa a energia de deformag@o eldstica complementaria.

Em Amanatidou et al [9] é comprovada a validez do principio de Saint
Vernant no contexto ndo clédssico. Utilizando o método de elementos finitos em
exemplos numéricos para tensdo pura, cortante e flexdao de vigas, esses teoremas e

principios sdo comprovados satisfatoriamente.
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3 Analise do problema de Elasticidade Gradiente realizado
por E. Amanatidou e N. Aravas.

Em Amanatidou e Aravas [18] foram desenvolvidas em detalhe as teorias de
elasticidade gradiente elaboradas por Mindlin [2] para a formulacdo dos elementos
finitos mistos. Como foi deduzido no capitulo anterior, quando o problema ¢&
formulado em termos de deslocamentos a equacdo diferencial que governa a
solugdo € de quarta ordem.

Em Amanatidou e Aravas [18] a referéncia a densidade da energia de
deformacdo apresentada por Mindlin € feita em trés formas equivalentes:

W=W(e,&)=W(e,&)=W(e & %) (3-1)
cujos argumentos e varidveis derivaveis sao identificados como do Tipo I, Tipo Il e
Tipo III, respectivamente, e sempre no caso de materiais lineares e isotropicos.

Utilizando a densidade da energia de deformacdo em trés formas diferentes,
define-se assim a tensdo de Cauchy por:

_OW _ oW _ oW _

T, = T
Y dg; dg; Og; I

(3-2)

onde W,W,Wrepresentam a energia de deformacdo dos Tipos I, II e III
respectivamente definidas em (3-1).
Abaixo se define diferentes expressdes para as tensdes duplas o de segunda

ordem que determinam os diferentes tipos de energia de deformacao:

- oW X oW oW — oW

yj===— s My = =—5— s Hj=o— == (3-3)
Kij d K 4y oK Kiij

cujas varidveis cinemadticas sdo definidas nas equagdes seguintes:
— 1 . 5
)= 7(”1',‘; + uj,i) : Deformacio (3-4)

Wi =up )= %(ui!‘i - uj!,.) : Tensor rotacional (3-5)
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@, = e, u, ; Vetor rotacional (3-6)
K, = o, Gradiente rotacional (3-7)
K, =u,; = K, Segundo gradiente de deslocamentos (3-8)
Ky =% (uj,,a. tu ) = £, Gradiente de deformagéo (3-9)

= _, o
K = S(Mi,jk Uy i +uj,ki)_ K =

= K,;; Parte simétrica de K € K
(3 10)

Usando as expressoes (3-4)-(3-9) apresenta-se a variagdo do trabalho interno

ﬂll

em trés expressoes diferentes para cada um dos tipos respectivamente:

owint = J' WAV = j (6,0, + Fi,. 0%, 00

I(a 08 + flyji OK, ]k)dQ
Q

I(a e, + JT; 0K + Ty Ok KO G-11)
Q

Considerando-se @; como as “forcas duplas de massa” por unidades de
volume chega-se a seguinte relagdo da variagdo do trabalho realizado pelas forcas

externas:

owert = [ (60 + &Ajl)dmﬁpau LR D(&t)dr+2§155uds

Q a c”
(60 +, &]l)dQ+j[P& +RD(5u)dr+Z§E&¢ds
o a c

+|[Pdy; + Q] dw +R D(S™)|dT

r
+ Z §E&4ids

o c*

(3-12)
A deformagdo &'=n;&;n; € a componente do tensor de deformagdo na dire¢do normal

a superficie " e (?,ﬁ,ﬁ), (IS,IA{,E), (ﬁ,E,E) representam as forcas externas
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generalizadas dos tipos I, II e II, respectivamente. Cada curva C“ representa a
superficie nao suave de I" discretizada em vdrias curvas suaves 0.

A identidade W™ = oW conduz as seguintes relacdes de equilibrio e

“forcas externas’:

(Tji = Hygix —Pji),j +F; =0 (3-13)
Tipo I

By =n;G 5 =njfly; . —n;Pji =D (n;lh;) +(Dyny, )n fy;)

R, =mn lakji

E = [[ e (3-14)
Tipo 11

y =10 ;i =Nl —njPji —D;(njfl;) +(Dyny, )0 fg;)

R\ =n n; ﬂkjt

E =[] (3-15)
Tipo 111

P=n;G ;i =1/2n My pejiu —nHygix =1, i =D (n ) +

(D,n )1 jlhy; +nin ”p'upcy )

R= ‘nkﬁkji
Q =n Il'l]l +2n nkn lllk]p qpi
E =i/ 2s,um +¢ iy (i +ninp/:1pkj)]] (3-16)

onde 7" = n,—,Ul-jn jé a tensdo normal de segunda ordem. O simbolo [[ |] em (3-16)

representam as descontinuidades geométricas das curvas C“.
Nas expressoes (3-13)-(3-16) utilizas-se o gradiente direcional de superficie:

D;n; = (VSﬁ)ij = (8 —mimy Inj g = nj Nl (3-17)

e também a expressao com subscrito mudo:

D,n,=Vg-i=n, —n, nn, (3-18)
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Destes trés tipos de representacdo de grandezas, Polyzos utiliza na formulagao
do método de elementos de contorno o Tipo I, além da expressdao utilizada por
Aifantis para a defini¢do da tensdo dupla, /i, = g°0;, = g7, -

Assim, representa-se na implementacao numérica do método de elementos de

| Nw T . .« . g .
contorno as grandezas P, ,Q. ,R, ,etc. de forma indicial utilizando para isso as

grandezas fundamentais da tensdo de Cauchy 7, =uU, +U, )+AU,, 5,

Jm.i
Também se admite D=0, obtendo-se de maneira relativamente compacta as

expressoes seguintes:

ok )
Q,, =U,;,1
P =T
im = T =T e — Dj(anjim Ot (Dpnp)(njfjim ©)
~ 3k
aU _ b X
Y = Uity
n im
~ ‘
aQ g X
e =0,y - (-19)
n im ‘
~ %
aR _ gt e
BT =R, 1
n im
o~k
aP _ jadt S X
9 = B,
n .
m
onde n* 4 e vetor normal no ponto fonte x.

. , g ok .
A segunda alternativa para o cdlculo das grandezas P, ,Q, ,R, ,etc. consiste

em uma implementa¢cdo numérica estruturada sequencialmente que foi desenvolvida
por Polyzos apresentada no Capitulo 5.

A diferenca entre ambas alternativas fica na visualizacdo do seguimento de
célculo computacional. Para a montagem de um programa protétipo no Maple
utiliza-se essa aplicacdo mais compacta e a comprovacido de exemplos simples de
cardter académico resulta f4cil. No entanto, para a implementacdo de um programa
mais complexo onde os numeros de graus de liberdade seriam grandes, ndo é

possivel regularmente efetuar derivagdes algébricas diretamente dentro do programa
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e as expressdes subministradas por Polyzos permitem fazer uma implementacdo
eficiente em programas de grande poder de processamento como Fortran ou C+.
No presente trabalho, foram feitas ambas as alternativas com a finalidade de

comprovagdo de resultados e eficiéncia computacional.

3.1. Campo de Deslocamentos Polinomiais

E possivel utilizar um campo de deslocamentos e em funcdo dele fazer um
calculo versdtil das grandezas descritas na expressdo (3-19) para diferentes
condig¢des de contorno. No trabalho de Amanatidou e Aravas [18] foram utilizados
os campos de deslocamentos polinomiais para calcular alternativamente as forcas de
massa em diferentes tipos de elementos finitos.

u=A; +Bx+C;y+ D;xy+ El-x2 + Fiy2 + Gl-xy2 + Hl-xzy + Kixzy2

(3-20)

Utilizando-se as equagdes de equilibrio (2-41), ou seja f; =—o obtém-se

Jij
as forcas de massa:
f; =(4K,8* =Dy —2E)A+ (12K, g — Dy —2F, —4E) it — 2[H, (A + 1) + Gy t]x
—2Gy(A+ 1)+ Hi(A+2)]y — 4Ky (A + i) xy — 2K (A +241)y* — 2K, ux”
(3-21)
fo = (4K,8% =Dy =2F))A+ (12K 8% — Dy —=2E5 — 4F,) it — 2[Go (A + 1) + H,u]x
—2[G(A+ 1)+ Hy(A+2)]y — 4K, (A+ 1) xy — 2Ky (A + 2p1)x” — 2K p1y*
(3-22)
Se estas for¢as de massa sdo nulas entdo se pode simplificar o problema.

Assim, os coeficientes do campo de deslocamentos assumem os seguintes valores:

G1:H1:K1:G2:H2:K2:O (3—23)

R ==3,[QA+4E +(A+ 1)D;] (3-24)

Ey == [QA+4D)F, +(A+ m)D)] (3-25)
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Em fun¢do das expressdes (3-23)-(3-25) € possivel também fazer o célculo
das forcas de superficie por meio da equacdo (3-19), as quais sdo mostradas a

seguir:

A _ b, b, by b, by b, b by (3-26)
p| |d d, d, d, d, d, d, d,

5D oM

S}

As expressooes de b; e d; sdo:

b =nmA+2nu
b, =n,u
by =n,u
b,=nA

by =2g°n A+4nxp+4g°n 1—2g°D n n;A—4g°n nj f+4g°n, nyn 1+ 2nxA +
+2¢°D n nlA—4g%n ynn, i —2g°n ,nn,A+4g°D n nlpt—4g°D n nip—4g°n, 1
—-2g¢°n,,A=2g’n, \n A —2n,yA—4n,yu+4g°n, ,no 1 +2g°n, ,n; A +2g°n, n,n A

b, = —gznl,z/l + 2g2n2,1,u +2n,uy —n,xA+n Ay — 2g2n2,1n12,u - gznz,l/l + 2g2Dpnpn2nl,u
—2¢°n, ,mn = g°n, ,nm, A+ g°n A+ g'n, \nn, A

b, = gznu/i +nxA— gznz,z/l + gsznpnlz/i —n,yA— gznl,lnf/l - gznl,znlnz/l - gsznpnzz/i +
g’n, mnA+g’n, ,mA

by=-2g’n, n;A+2g"n, A—4dn,xp+2n Ay —2n,xA+4g°n ;n p+4g°n nymp—4g°n,

+ 2g2nl,2n§/1 - 2g2nl,2/1 - 2g2n2,2nln2/1 - 4g2Dpnpn1n2,u + 2g2nl,1n1/1

dy=mpu
dy=mpu
d,=2n,u+n,A
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ds=-2gn, A+2g°n, n'A—4npy—4g°n, u—2nAy—2gn ,n;A+2g°n ,A+4g°n, n'u
+2g8%n, ,mm, A+ 2n,xA—2g°n mn,A+4g°n, ynn,pt—4g>D n n,n 1
dy=g’n, ,A+n,yA+g’n ,nn,A—g’n, nn, A+ gsznpnzzl —g’n A+ g’n niA- gsznpnlzl
—g’n, ,mA—nxA
d,=2gDn nnu—niy—2¢°n gt —g°n num A+ g°n ,A— g’n, A+ g’n, niA+2g°n ,u
—g’n ,mA+ g n, ,mn, A+ 2n,xpt—2g°n, ns 1
dg=2g°m niA=2g°D n n'A—2nxA—4nxp+2n,yA+2¢°D n nyA+4n,yu+4g°n, i
—4g°n, mnpu—2gn A—4g°n y1—2g¢°n, n,n A—4¢°D n niu+2¢°n nn,A+2¢°n, ,A
+4g 2nz,z,u — 4g2n2,2n§,u — 2g2n2,2n§/1 + 4g2Dpnpn§,u + 4g2n1,2n1n2,u
(3-27)
De forma equivalente, para o campo de deslocamento definido, as for¢as de segunda
ordem R sao descritas pela seguinte expressao:
El
S
F,
onde j; e k; sdo:
Ji==g (2n'A—4n’u+4niu+2n;)
=28 mmu
ji=—g (-n'A+nA)
j,=—4g’nnu
k,=—4g’n,nu
k, = —gz(nf/l - nzz/l)
k,=2g’nn,u
k,=—g>(2n A+ 4n’ u—2n;A—4n; 1)
Dyn, esta definida na expressdo (3-18) e
n;j=(Vh); € o gradiente da normal.
As expressdes para as forcas de superficie P; permitirdo a construgdo das

matrizes de rigidez dos diferentes tipos de elementos finitos.
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4 Solucao Fundamental na Elasticidade Gradiente

4.1. Introducao

Na formulacdo do método de elementos de contorno, Polyzos et al [13]-[14],
apresenta-se um desenvolvimento detalhado da determinacdo da solugdo
fundamental na elasticidade gradiente. Conforme apresentado na expressao (4-1), a
solu¢do fundamental manifesta o efeito escala através da relacdo do comprimento
do raio e a constante g (r/g), os quais sdo argumentos das funcdes Bessel
modificada para o caso 2D e a fun¢do exponencial no caso 3D; eles sd@o somados a
termos hiper-singulares de ordem O(1/r?) para o caso 2D e O(1/r’) para o caso 3D.
Quando /g —0 a solu¢do fundamental tende ao caso classico.

A equacdo fundamental vem da equacdo diferencial de quarta ordem

apresentada na formulagdo simplificada de Mindlin:

* &

:uui*,kk +(/1+:U)uj,ji _gzl:uui*,jjkk +(/1+,U)uj,jikkJ= 0 4-1)

4.2. Solucao da Equacao Diferencial

Polyzos et al [13] comeca a apresentacdo da solucdo da equacdo diferencial
utilizando a decomposi¢do de Hemholtz em uma parte irrotacional e outra
solenoidal. A solucdo fundamental obtida finalmente € a seguinte:

Uy, :Wll_v)[m,v, )8 = X (r, )1 ir ] (4-2)
onde:
v : modulo de Poisson,
g: constante da energia de deformagao volumétrica
_ {[rl , rz] para 2D
r=x-y=

y= , € vetor geométrico ilustrado na Figura 5.
[rl,rz, r3] para 3D
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Na Figura 5 sdo também ilustrados os vetores normais f,n .

O médulo do vetor r, o vetor unitario na direcdo r e a derivada parcial do

modulo do raio sdo obtidos pelas seguintes expressoes:

(4-3)

Figura 27. - Grandezas vetoriais utilizadas para a integracao do Método de Elementos de

Contorno.

As funcdes X e Y apresentadas na expressdo (4-2) sao descritas como:
2
—2+8i2—41<2(1j 2D
X=1 | g 62g6 2 4
+g—(g+g Zle’8 3p

+
r r3 r3 r2 r

2
—23—4v)Inr+ 4% —2(3-4)K, (ij ~2K, Lj para 2D
r 8 8

2

2
G-an)L1oa- 21/){—{-"’—3 + [g_3 + g_z]e—” ¢ |+ (4-5)
r r r

r

2 2
41— V){g_3 - (g_ +8 4 l]e—r/g para 3D

r P

onde Kj e K> sdo as fun¢des de Bessel modificadas de segundo tipo e das ordens O e

2 respectivamente.
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Quando o coeficiente gradiente g tende a zero, pode-se comprovar facilmente

que:
-2 2D —2(3—4v)Inr 2D
X = _ l 3D Y= (4-6)
. —2(3—4v)Inr 3D

essas expressoes representam a solucao fundamental cléssica estética.

Se essas grandezas sdo utilizadas na forma de series expandidas em 2D, tem-

se:
2
X = (r_z + 0(r4)Jln(r) + (4111(1/ 2g)2+ ar+ 3]}’2 +0(r™) (4-7)
2¢g 8g
2

Y = ((8‘/4_—72)’” + 0(r4)J In(r)+(1-6(In(2g) — ) + 8v(In(2g) - ¥)

g (4-8)

_(280020) =) 2, o4
16g2

Pode-se verificar que ambas as expressdes sao regulares em relacdo a r, e que
a singularidade do caso cldssico vai embora quando r—0 e é possivel fazer o célculo

do deslocamento para r=0, conforme é mostrada na expressao abaixo:

_1+2(4v=3)(n2g)~p) o

im im (4_9)
r=0 16z7x(1-v)u

onde v € a constante de Euler.
Analogamente, no caso 3D depois de transformar a X e Y séries, tem-se que o
deslocamento da solu¢do fundamental para r=0 é:

. 6v-5

u| =, (4-10)
=0 24rx(1-v)ug

4.3. Comparacao das Forcas de Superficie Classicas e Nao-classicas

Caso se aplique uma carga unitdria no ponto de origem e se integre 0 campo
de forgas de superficie ao redor de um contorno circular I', conforme ilustrado na
Figura 6, utilizando as expressdes (4-10) e (4-11), verifica-se que a integral de

forgas, aparentemente, nao fica equilibrada com a forca unitaria aplicada. Se, por
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outro lado, fizesse-se 0 mesmo como a tensdo total o, n., entdo € possivel a

Jim™"j

obtencao do equilibrio. Esse € um aspecto interessante da elasticidade gradiente.

Figura 28. - Integragéo da forga de superficie no contorno circular T

Na equagdo seguinte é mostrada essa diferenca:

16 (@-11)

im

28K (r/g) . Zg2
r

2
r

J o,ndl=-5, # J P dl=—{1+Q2r—DK,(r/ g)+
r r

onde:
P, =n 5% jim = Bgim 1 = Him 11 101 = B, j11xc + (D 1) it j10 + (D j10) B
Cjimh (4-12)
K, e K; sdo as fungdes de Bessel modificadas.
O caso onde g — 0 € similar a considerar r — oo e a integracdo da forca de

superficie tende ao caso cldssico, ou seja, ao delta de Kronecker .

4.4. Comportamento da Solucao Fundamental

Como parte do estudo de uma nova teoria de elasticidade ndo cldssica nesta
secdo apresenta se o efeito escala de g: o Unico parametro constitutivo adicional a
teoria classica. O objetivo desse item € apresentar as semelhancas entre a teoria
cldssica e ndo cldssica e em qual direcdo elas se afastam.

Com esse objetivo foi esbocado o comportamento de parametros comumente
usados como os deslocamentos u,, u,, € as deformacdes &, &, &, nos eixos de
avaliacdo paralelos aos eixos principais x e y. A forca singular utilizadas € aplicada
na origem e na direcdo x.

Na Figura 29 € ilustrada a sensibilidade da solucdo fundamental da

elasticidade gradiente e a convergéncia dela a solugdo classica quando g —0, para
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uma carga unitdria e paralela ao eixo x. A constante g gera uma redugdo dos
deslocamentos paralelos ao carregamento quando ela aumenta.

Na Figura 30 s@o ilustrados os deslocamentos transversais a carga unitaria e
como estes sdo afeitados pelo valor de g fazendo dele menos oscilante e mais
uniforme.

Na Figura 31 € ilustrado o comportamento das deformacgdes paralelas e
transversais a carga unitdria. Pode-se também verificar que a distribui¢ao delas é se

mais uniforme e menos oscilante quando g aumenta.
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DESLOCAMENTOS SOLUCAO FUNDAMENTAL 2D PARA Py=1

u, eixos x = {0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1}, intervalo de y = [-2,2]

U U ux ux
2 29 2]
-‘|_- 14 1
0 0 0
1- -17 -1
04 06 08 1 03 05 07 091 03 05 07 091 0.30.40.5060.70.80.9 1
g=0 g=0.1 g=0.3 g=0.6
Classico Elasticidade Gradiente

Figura 29.- Comportamento da Solugdo Fundamental: Deslocamento na dire¢do da Carga
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CAMPO DESLOCAMENTOS SOLUCAO FUNDAMENTAL 2D

uy, eixos y = {0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1}, rango de x = [-2,2]

uy

L. 1.44
Classico 13-

1.4+
Elasticidade f

Gradiente g3
0.6

0.2

03

g=0.3

uy
12 i g=0.6

[
4
:
[R8

Figura 30.- Comportamento da Solugdo Fundamental: Deslocamento Perpendicular &
Carga
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DEFORMACOES SOLUCAO FUNDAMENTAL 2D

&, eixo x = {0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1}, rango de y = [-2,2]
&y eixo y = {0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1}, rango de x = [-2,2]

L.
Classico
e eyy Bxy
2 2
1
i 1 g=0
c ol
P, =1
XN 4
02704 06 08 1 02 05 08 1
Elasticidade Gradiente
[ eyy
: 1
g=0.1
" 0.8
0 05
" 0.4+ \/
021
2 T ; ——— T T
0204 06 08 1 A G W s 1
=1
143 eyy exy
2 1 277
_____ g=0.3
027 -
2t ; : : : 2
04 05 08 1 3 05 i 05 1 040506070809 1
e eyy exy
2 ¥ 5
=0.6
0 06 v
1 0.4 1
030405060 70809 1 3 s 0 05 1 040506070803 1

Figura 31.- Comportamento da Solugdo Fundamental: Deformagdes

42
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5 Formulacao do Método de Elementos de Contorno na
Elasticidade Gradiente

Nesta secao apresenta-se a formulacdo do método de elementos de contorno
na elasticidade gradiente desenvolvido por Polyzos et al [20] - [22] para a solucao
de problemas elastostaticos e fratura. Com essa finalidade utiliza-se o critério
proposto por Mindlin e Eshel [27] de considerar um material isotrépico € o caso
especial da teoria geral de Mindlin [2] a qual se adota que as deformagdes
macroscopicas coincidem com as microdeformacdes. Assim, esboca-se a
modificacdo da lei de Hooke através da contribuicdo de cinco constantes, trés
constantes nao-classicas além das de Lame. A partir dessa hipdtese € possivel obter
uma equacdo constitutiva mais simples e matematicamente mais manipuldvel
reduzindo o nimero total de constantes constitutivas a trés, conforme apresentado
nas secoes 2.3 e 2.4.

A seguir, apresenta-se novamente as equacdes constitutivas que serao

utilizadas na formula¢do do método de elementos de contorno:

Cji=T;+5j, (5-1)
T, =2UE; +Au, 0, (5-2)
£ =(ul~,j+uj,l~)/2, (5-3)
Myji = ngji,k (5-4)
Sji = ~Hijik = _gZTji,kk (5-3)

onde &, é o delta de Kronecker, A e u as constantes de Lame, & o tensor de
deformagoes, 7;0 tensor de tensdes de Cauchy, s;; o tensor de tensdes relativas e g o
coeficiente da energia de deformag¢do volumétrica, a Uinica constante que relaciona a
microdeformagao com a macroestrutura.

Considerando as for¢as de massa cldssicas e ndo-cldssicas nulas, a equagao de

equilibrio estético fica representada de forma indicial pela equagdo:
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Tiim, j—Mkjim ki =0 (5-6)
acompanhadas pelas condi¢des de contorno cléssicas:

u(x)=uy xelje

P(x)=Py) xel,, yul, =T (5-7)

e as condi¢des de contorno ndo-classicas:
du

q(X):a—n:qo =dq; :“i,jnj’ Xe F3

R(X):ﬁﬁﬁ:Ro ERi :ﬂkjln]nk , X€E r4, F3 UF4 =TI (5—8)
Na expressao (5-8) fi € o vetor normal em I', P é o vetor de forgas de superficie, R
representa as forcas duplas de superficie e os subscritos ( ) representam grandezas
prescritas em I

Adotando-se a teoria simplificada de Mindlin, combinadas com as expressdes
(5-1) -(5-5) na expressao (5-6), obtém-se a equacdo de equilibrio da elasticidade
gradiente em termos do deslocamento u. Essa expressdo ja foi apresentada

previamente na se¢do 2.4 incluindo as for¢as de massa:

Huj g+ (/1+,U)Mj,ji - gZLU u; ik + (/1+ﬂ)uj,jikk ]: 0 (5-9)
cuja solucao fundamental foi também apresentada no Capitulo 4 como:

* 1

U, =——Y(rv,8)8,, - X(r.g)r;r,, 5-10
i 16Ml_v)[(rVg)l ()i (5-10)

onde:

* *

u; =U;,e,, ,deslocamento no eixo i.

U, éo tensor do campo de deslocamentos da solugio fundamental,

1.

en - € a componente do vetor unitdrio na direcao i.

Para o caso geral de superficies ndo suaves, a formulagdo integral do
problema de elementos de contorno € representada pelas seguintes expressdes do

modo indicial:
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ey, )+ [ 7 5500, 5 - Uy 5 9m, ar, =

r.v

r

u j )

ul"v y

[U ] (X Y)E;(¥)— E, (X, y)u; (y)]dcy
J Cy

_u(X) OPI(Xy) _  QULXY)
e e

X X

y

{Q;j(i,y)Rj(y)—R;j(i,y) o :ldfy+

45

(5-11)

Pj()_/)]dry =

N .
JF l: on, @ on, on

e R (X.¥) u, (¥
90;(Xy) = OR(XY) auﬂ,(y)} ar,

y

W,;(Xy) . _  OE(XY)
+ R Aty - ¥y
%{ on, i@ on,

Ty

u, @)} ac,

(5-12)

onde d()/dn, representa a derivada direcional respeito ao vetor normal no ponto

fonte x.

A seguir € apresentada a expansdo explicita de todos os termos vinculados as

expressoes (5-11) e (5-12), as quais foram transformadas da forma original

simbdlica, conforme Polyzos et al [13], a forma indicial.

Tensor do Campo de Deslocamentos de Segunda Ordem:
Q; = b{(z—x - X’jdlvivj +Y4d,5; — X (nyl.v,. +n,v, )}

r r ’
Tensor de Forcas de Superficie de Segunda Ordem:

R =b, {[(A’ - ﬁjdf + é}vivj + [(B’ - Ejdf + E}aﬁ + (
r r r r

+(C’—£+éjd2v n +ﬂnﬁnw}

1 %"y
ror " r

(5-13)

11,
ror "

B'—£+éjd nv;+

(5-14)
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Tensor de Forgas de Superficie Cléssico:

L R e A e T

)

*[l]—b3[Ad1v .+ Bd 0 + Bny,v +Cvlnyj]

P;[Z]:b3[G1V +G25 +G3Vl yj +G4nyi”j+G4nyinyj]
onde:
G =g { A”——A 15Ajd3 3(1A’—%jdl}
r r
G,=g {[B”——B +—be +3[lB/_£zjdl}
r r
G, =g {(C”—é 3—C EA _6_124}712"'%4'16"_%}
r oo r r-..r r
ol ety
r rPoor r r r

2
r r

+[B”+(a_1)B (@-1B ZAJ[d5-+ny,~vj]+

2
r r

+ (C” + (@-1) C - (a-1)c + %jv‘n”}

2 2
r r r

"4 aB 1 _, C
P P AITE

PP = —bz{(A”+ @-1) A - Yo+ I)Ajdlvivj +

r r r 1’2

(a B 3) A’ _
r r2 r r2 r

1, (e-)A4 1, B 1_, C
+[—A+ ——-——B —-—+-C _r_zj(nylv +n v)}

r oo o

PP =bye {{(A’—ﬁjdz A}vlvj +
r r

J{ e 3(1-a)A 3 , 3B 3 3cj dw;

+B —-=B+—+C"-=C'+
r

46

(5-15)
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+ KB —~ Ejdﬁ + E}é}.j + (B’ _B +éjd1nyivj +
r r r r

[C —£+Ajal1 an+B+Cn,n< }
roor r

Pl =—p {KA —3—Ajez +éel}vivj ++{[B’—Ejez +£e1}5;j
r r r r

As derivadas direcionais dos tensores anteriores sao apresentadas nas
expressoes (5-16)-(5-19).

A derivacdo direcional do tensor de deslocamentos:
*

U
i :bl[—Y'dzé'U (X =25, + X gy, + v )} (5-16)
r r

on v

X

A derivagdo direcional do tensor de deslocamentos de segunda ordem:

a * ’ ’
9; :b{ (5£—8—X—X jdzdlvivj—(z—x—ijd (n Vv tvn )

anx r r r’ r Y
LY 2X X X
_(Y _Tszdl(fU —dy9; ( r _Tjdznyivj +7nﬂn”
2X X X
( r2 r jdz tn)] T rz xzn)7:| (5_17)

A derivagdo da forca de segunda ordem R é:

oR; A
- =b{—( ; 4, jd dyvv, %dld%vi—ﬁd (nv, +vn,)- (Ag—z—jdzvivi
r r Toor r ‘

al’l xi”j i"xj

X

yitxj
r

_[ ; 2:42 jd 4 5 - 2:42 dldsé‘ii - A;dzé‘zj _(A; _2_:43jd1d2nyivj _ﬁdln "

—(A ZAJdd v.n Ad3vn,—ﬂd
r r

2V i'vyj r lxt yj

- Ald, n.n, } (5-18)

A derivagao direcional das forcas de superficie é:
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—L =0p, M +0p, P +0p P + 0P 1 + 9P + 9P 1] (5-19)
on

X

. 3A A A

)

, B B ¢ ¢
_[B _7jd2”n"j il _(C _TJd Vit T Mty }

op! =b{—(8{ —Ejd dyy, - _3B —Ldldy
’ r r

(B’_Ejdldzaij —£d35“
r r

VY, Ed (nmv1+v,nx,)

PAS A xi” j i'txj

(B—ﬁjdd A% dev +Bzd(nv+vn) (B 3Bjdd5
r r r

dd

21y] 31y]

333 d2d,s, (Bg —%jdldzé;j —%dﬁj—(Bg Ij jdzd

Xt y]

B B 3B 2B.
~Sd’nn. —[Bg ——6jd2v N — 76n n —(B; —fjdfdznyivj —77 didin,v,

B, B, B B,
gjd nY, ——nn,; —( —_9jd dngn,——dnn, }
r r r rooo

175" "xj
r

B /
—Ld’nn —(Bg -

le

F, F,
(F ——jd n.v,— r —=n,n,; [F ——jd vin, = r —n,n, }

5 , 3D D D, , D
oP = —b{(Dl —Ljdldzvivj ——tdyy,——d (nxzv] + v,nxj) (Dz ——zjdldzé;j
r r r r

0P = —bZHF —3—Fjd d,v,v _h —dyy; - h —Ld (nmvj +vlnxj) ( {—ijdldzé'[j
r r r r

D , D D,
_72d3é‘ij —(D3 —73}1 (n V. +V,”y,)—7(”y,’lx, +”x,”y,) }

xi”j i"vxj

813;[51 { (A —%jdl%lzvivj _%dld3vivj_fl d; (n v o+vn )
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—(Ag 2A6]d5 Aﬁ(nv+vn) [; 2Ajdd5 Azddé'
r

xi”j i"vxj

n,v, ,
_A;dzé:j—[ 21;‘ jd dyn v éag Vi _ A —dn_n (A4 2r jdd v,

r r r T

A4d

3 i y/ r xi" U xj yiiyj

# ’ / 2
aP,j[ﬂ:bz{{(Al_ﬂjdzez A [AG__Aﬁjd e }
r r
( ! 24, ja’ze2 +ﬁ€3 +A;el:|5ij +[£61 +i€2j(nx,vj +vlnxj)
r r r r

A(: A()j ij+ ji)+%(01;1>+0;2>+0;3>)+[ ; 2fzjd20;4>+%9;5>

A4dnn —Ald,n n }

r

, 2 <4> <5> ’ ’
A __A9jd29ﬁ4 +%0ﬁ5 +Adyo, + Ad, }

A derivagdo direcional da tensao de descontinuidade geométrica:

E
g :bz{{—(Al’—ﬂjdldzch+ﬁd3d4+idld5 }vv A g d gy, +vn)
r r r r

an xi”j i vxj

X

m.v.
K ! jd dd, + 2d3d4+ﬁdld5}5y—(A;—ﬁjd2 Vi A
r r r r

, , 24
(A9 - %jdzvim)y‘ - % nximw' N |:(A6 Bl T6jd2d5 - % ds }nijxj

—idm n K : 2A6jd2ds+id5} Vin, —A—dn n
r r

yi' " xj xi""yj
r r

yittyj

—Agdznyim - Ald,m n }

A seguir apresentam-se varidveis e parametros que encontram-se contidos nas
expressoes apresentadas acima.

_|2,para 2-D
a 3,para 3-D
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2
1 po_ 8 . 1

i hy=—>— b= (5-20)
167u(l1-v) 167u(1—v) 16z(1-v)

| =

As varidveis adicionais escalares dentro cada termo estao expressas por:

.':‘»
"!)

d, = NV, N
d,=0_-FT =n_,v,

d, =1, ﬁyznxknyk L (521
d,=m -t=m,v,

dy=mg,-n =m,n, y,
e=Vg-n =n, —nnmn., )
e,=(Vsh,):(F®F) =y, F (5-22)
e,=(h, ®F+F®h ):(Vih,)=(nv, +vn, e, )

Tensores que também encontram-se dentro dos termos de integracao:

[0!] = Vsﬁy =& =Ny, Ry 3\
[B]=f®F VA, = B, =vv,a,

[e]=f Vi ®F e =vya, =B, L (5-23)
[¢]=Vsﬁy'f'®f' =@ =V

[7]:f®vsﬁy -F 7Y TV &y :¢ji J

o> |=h, ®V,h, - -0 =n,a,, \

o |=¢-vi, @4, =0 =vnya,

6= ]= (6, ®F+£®h,)-Via, -6 =, +vn)a,

o= |=vh, fof SO =v.a, > (5-24)

A AL Ao A 5
( X®r+r®nx) —>l9;>=a'ik(nxkvj+vknxj)

o=t @¢-(v,h,) >0 =vya, =05

iji

[<7>]=(ﬁx®f'+f'®ﬁx)-(VSﬁy)T —>0;7>:(nxivk+vnxk)0!jk 9<5>j
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N
A= 2[2_X_Xj B;y’_i,czz_‘/[y’_x’_(a_l)xj_z_x
r r 1-v r r
AI:A’—3A,A2=B B oa-p-B, é,A4:C’—£+é s (5-25)
r r r r r
B+C A B C , C
T e
r r r r r Y,
PRYYEE RIS I S IE P B
r r r r r r
3, 3B ,» 3 _, 3C 2 6A
B,="B -0, B, =C"->C++ZA -2,
r r r r r r
2 1, C
B ="24-C—-— 5-26
6 r2 r r2 >( )
B7=B”—§B' 3_f EA’_6_‘24, Bg—% lB _EZ
r r r r r r r
2B" 2B 2 2C 2A
B,="" -4 i -4
’ r r2 r 7‘2 7‘2 )
N
F o (a—l)A,_3(a2+1)A;
r r
F2=B”+(“_1)B’—(“21)B—¥ > (5-27)
r r r
r r r J
, (@-3) , 3(1-a) , 3., 3 , 3 3 )
D =A"+ A+ A+B"-=B'+=B+(C"-=C'+5C
r 7‘ r r r r
” a 7 a 1 7 1
D,=B"+>B -5 B+-C'-=C > (5-28)
r r r r
D3:lA’+(azl)A+lB'—izB+lC'—i2C
r r r r r r J
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6 Implementacao Numérica

6.1. Introducao

A maior dificuldade apresentada na implementacdo computacional estd
relacionada com os graus de singularidade que aparecem nos termos de integracao.
Eles vao desde o carater fraco logaritmico O(In(r)), uma forte singularidade de
O(1/r*) até uma hiper-singularidade O(1/r%).

Em Polyzos et al [22] utiliza-se na integracdo das singularidades a
metodologia da manipulacdo direta do valor principal de Cauchy. Essa avaliacdo
direta faz uso do processo limite nas partes singulares dos termos respectivos mais
uma integracdo analitica efetuada num sistema de coordenadas locais no elemento

onde o ponto de singularidade estd contido. A base tedrica disto € extraida dos

trabalhos desenvolvidos por Guiggiani [24],[25] e Dumont et al [33]-[40].

6.2. Montagem das Matrizes

Admite-se um elemento geral discreto cuja numeragdo esteja designada por e,
pertencente ao sélido de contorno suave I', onde os sub-elementos que conformam o
elemento estdo definidos através de pontos identificados pelo vetor de incidéncia

nodal ig® =[ig®}, ig*>, ig’s...] ilustrado na Figura 10.

. €
8 i
Elemento e ig®,

3]

e
18 1

r(x*,5°()

Xk

Figura 32. - Elemento de contorno que mostra os pardmetros utilizados para a

integracao
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A seguir descreve-se os termos das expressoes (6-1) e (6-2). Seja n, o nimero
de elementos discretizados no sélido conformado por n, pontos, a ordem do
elemento o (=2 para elemento quadrético) e o ndimero de ponto nodal fonte o°

identificada com X. Seja NV a fungdo isoparamétrica que representa as fung¢des de
forma, que vincula os deslocamentos u? dos pontos do elemento ig‘;, sendo que j

subscrito indica o nimero de ponto (X,y) (e varia de 1 a o nimero total de pontos
por elemento = o°+1); finalmente, seja J o jacobiano da transformacdo de
coordenadas do ponto (x,y) a coordenada paramétrica &,

Tendo em consideracao as condi¢des de contorno apropriadas e as equacdes

da formulag¢dao do método € possivel chegar as seguintes expressoes:

n, o+l 1

S+ PR EIN(EI (€)d g +

e=l j=l g

DN | =

0°+1

2 M:
i
o'—,»—a ot—,._a

XLYUEOINT(EI(E)dE u =

[
]
LN
L

n, o0°+l

&Y EN (TGP +Y. > [Q & ¥ (EINT ()T (£)dERS

e=l j=1

*

[
]

LN
.
]

UN

(6-1)
n, o+l

|
5‘1(_ )+zz

e=l j=1

(_k,_e(et))N’(f)J(et)detq +

n, o+l

XLYEIN (I (dE

Z ,ye(f))Nj(f)J(f)df'Pf+202J 20 &Y (EOIN (I (©)dS RS

X
=1 j=1 e=1 j=I oan

(6-2)
E possivel adotar uma numeragdo global que associe a numeracdo do
elemento e e a numeracdo local j através de um nimero f e o vetor de incidéncia

nodal f— ig®;, ilustrado na expressao (6-3):
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lig*.. 1ON? +l] elig;, N'l  casol: ponto que é final no elemento ¢ — 1 mas inicalem e

€41

,3 —qlig oIV ] caso 2 :ponto local j que éintermedio no elemento e

ligé., N’ +l] elig, ' 'N'] caso3:ponto que é final no elemento ¢ mas inicialem e+l

(6-3)
Desta forma, os deslocamentos cldssicos e nao classicos em um né podem ser

calculados respectivamente através das seguintes expressoes:

Lyt e ST 43 REq? =3 GEPP 43 TR (6-4)

2 B=1 B=1 B=1 =

—q +Zs A ZTﬁq Zvﬁpﬁ ZWﬁRﬂ (6-5)
B=1 B=1

Se X*representa qualquer das grandezas P R",U (Y etc. entdo a matriz

1\7[’; de ordem [2x2] representaria respectivamente € analogamente a
ﬁ%,fil}j,f}]}j fﬁ, etc. e definida por:

1
X &,y OINT OO+ [ X ®EFEOIN' DS casr

0

M = [ X & ¥ EOINY ()T (E)dé

><z

&Y EOINTOI DS+ I X XY EINEI(DAE  casos

!
Ml

(6-6)
Fazendo a colocagdo destas equacdes nos n, pontos do soélido é possivel a

obtenc¢ao de um sistema de 4n, equagdes representado na forma matricial dado por.

I+H[13] ~K[11 u ?[fj] {J[Q] ) P (6-7)
S LT+T. | owon=q] |V, W, |IR

(9071 (9Q]
onde u tem 2n, graus de liberdade classicos correspondentes ao n, pontos e ¢ tem

2n,, graus de liberdade de segunda ordem correspondente aos mesmos #,, pontos. As
matrizes ﬁ,K,g, etc. sao da ordem [2n,X2n,] e os subscritos indicam simplesmente

as grandezas as quais estao referidas.
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6.3. Analise da Singularidade na Integracao Numérica para
Elasticidade Gradiente

Um aspecto interessante € que as tensodes totais (0j,,) € as forcas de tragdo
(P;») sao influenciadas por maiores graus de singularidade; o outro é que na solugao
fundamental (Uj,,) e nas deformagdes (&) ndo tém-se singularidade e sdo continuas

quando o ponto fonte é igual ao ponto de avaliagao.

6.3.1. Transformacao dos Termos de Integracao a Series de Poténcias

Para se identificar as singularidades das grandezas P*, Q*, etc., foi necessario
transformar essas expressdes em séries de poténcias de forma tal de decompor as
fungdes de Bessel numa parcela logaritmica O(In(r)), outra ndo singular, outra
parcela de forte singularidade O(1/r) e finalmente outra parcela hiper-singular
o(1/r%).

A decomposi¢do da funcdo de Bessel é possivel fazer a partir da solugdo
fundamental U%*, ji que todos os termos de integracdo Q¥*, R*, P*, etc., sdo
derivados dela, chegando atingir até a quarta ordem de derivagdo. Como a solugao
fundamental depende essencialmente das fungdes X e Y como se apresenta na

solucdo fundamental:

0 i = et |VS,, — X1, | (6-8)

16mu(1-v)
entdo é possivel identificar as singularidades dos termos respectivos em funcdo da
singularidade apresentada enquanto cresce a ordem de derivacdo de X e Y até a
quarta ordem.
A seguir apresenta-se o desenvolvimento das séries de X. A natureza da
singularidade de Y € idéntica a X. As séries ao redor do ponto r=0, em r, estdo
expressas para 2D pela seguinte equacao:

2
X = {”—2+ O(r4)Jln(r) + (41“(1/ 28 )2+ dr+ 3}2 +00rh (6-9)
2g 8g

Observa-se que a expressao anterior nao tem singularidade quandor — 0.
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X’:(L+0(r3)jln(r)+(4ln(llzf )2+47_1jr+0(r3) (6-10)
g 8

A primeira derivada de X também ndo tem singularidade.

2
X”=(iz+;—4+0(r4)]1n(r)+(41n(1/2g)+47+3]
g

2

§ * (6-11)
+(61n(1/2g);|—67/—5}2 +00Y)
12g
Na segunda derivada a singularidade € fraca e de carater logaritmica O(In(r)).
X" = (rﬁ 0(r3)jln(r) +12+(3ln(l/2g)4+ 37—1} +0(r) (6-12)
g rg 3g
Entretanto, na terceira derivag¢do apresenta-se uma singularidade forte O(1/r).
X" = (;4+ O(r2)Jln(r) - r%ﬂ +(3ln(1/2f;4+37+2} 0(r?) (6-13)
Finalmente na quarta derivacao apresenta-se a hiper-singularidade de O(1/r%).
Toda essa andlise € apresentada de forma resumida na Tabela 1:
Termo de Integracdo Ordem de Derivacdo de Tipo de
XY Singularidade
U XY No hay.
Q’,oU"/on XY No hay
R’, 0Q/dn X"y O(In(r))
P, dR /on X",y O(1/r)
oP"/on X"y Xty O(1/r),0(1/r%)

Tabela 1. - Identificacdo do tipo de singularidade que se apresentam nas diferentes
grandezas de integracdo do método de elementos de contorno para elasticidade

gradiente.
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6.3.2. Integracao Numérica

Adota-se 3 A" uma grandeza qualquer de integracdo decomposta em séries

com quatro termos de integracao:

L L L 1&8* 12&5
[A%ag=[A, In(rd&+[A, In(rydé+ [ ——dé+[——d (6-14)
0 0 0 o T o T
A integracdo seria feita do seguinte jeito:
1
1) I A L* In(r)d& ; Quadratura de Gauss Logaritmico
0
1
2) J.AG*df : Quadratura de Gauss Regular
0
X X _ o
3)PFJ 5 dszLJ Lag+ K| | ma)+ Y (6-15)
o T o T H 0 S

Onde a primeira parcela representa a integra¢ao singular regular de Gauss;
1, é obtido do r=r¢ avaliada em &=0; h;, & representam os n, pontos da
quadratura de Gauss.

As  grandezas que apresentam a  singularidade forte  sdo

P 0P  /on*,edR" /on*~.

%

1
A gt
4) J S; d& aparece apenas no caso de P /dn™ . Neste caso, a diagonal
0

da matriz correspondente € calculada utilizando as propriedades espectrais

correspondentes aos deslocamentos de corpo rigido.

6.4. Ponto Fonte x

A diferenca do método cléssico, onde a tnica informagao geométrica do ponto

X corresponde as coordenadas cartesianas, no caso da elasticidade gradiente é
necessario fazer o cédlculo do vetor normal nesse ponto, designado por n*. Para o

cdlculo de n*determinou-se o vetor de incidéncia nodal igki e com ele as

coordenadas cartesianas x’,y’ e o jacobiano da transformacao dadas por:
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X (&) =xalig IN"( &)=x"s
Y (§=yalig IN'(&)=y's (6-16)
J =)
i representa somatéria em i, () derivada em relagdo a & e & € a coordenada
paramétrica que identifica o ponto k.
Finalmente o vetor normal no ponto fonte esta dado por:

n*=[y /J—x,/1J] 6-17)

~

6.5. Parametros no calculo de P",R",U",Q" etc.

A implementacdo numérica precisa relativamente de uma grande quantidade
de varidveis que precisam ser estruturadas numa seqiiéncia de calculo apropriada.

a). Calcula-se as coordenadas de cada elemento e em funcdo da coordenada
paramétrica & Neste caso é necessario separar cada elemento em o° sub
elementos e a integracdo global tem que ser obtida através da soma parcial de
cada sub elemento n, através de uma segunda transformacdo N* que normaliza
cada sub elemento num intervalo de integragdo de & compreendido em [0..1].

X(E=x,lig IN o §) —xi=ry;

X (E=x,lig IN"(&)=r",

WE=yalig IN (&) -ye=r> (6-18)

Y (§=xlig"IN (§)=r"
Adicionalmente, é preciso fazer uma segunda derivacdo para a obtencdo do
gradiente do vetor normal.

X"(=xligIN" (§=r",

y”(6):xn[igei]N*”i(é:):rHZ

J =+ (x?+y?), (6-19)

n'=[y7/J, -x/J] v = [x,y]=[r,, r2]

r=yr’+r ; t=[x/r,y/rl=[v,v,]; outambém v=r;

Xn, Yn S80 coordenadas dos n,, pontos que discretizam ao sélido.
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b). Um novo termo que aparece repetidas vezes nesta versao gradiente do método

de contorno € o gradiente do vetor normal:

(Vi) =n, ; =n';(&)/r';(S) (6-20)
Onde r; =dr;/d¢ diferente de 7 ; =dr/dr; e por tanto
rj,‘l + ri,‘l, i+1 ’ ’ 7
i =———— D" onde J =rr/1J (6-21)
' Jr;

c) A partir do item anterior é possivel o cdlculo do gradiente direcional de
superficie:
(Vi) =8y —mmn , =n; j —nj gy

=D;n; (nota¢do indicial utilizada por Amanatidou e Mindlin) (6-22)

d) Assim, obtém-se o escalar:
Vs-i=n, ,=n,ngn,

=Lpny (6-23)

6.6. Calculo dos tensores das equacoes principais do método.

Com a finalidade de elaborar o protétipo de um programa de aplicacdo mais
geral, o método foi implementado no programa Maple. Com ele € possivel
programar de um jeito relativamente condensado o algoritmo de integracdo para a
montagem das matrizes. Como os exemplos a desenvolver tém cardter académico,
os graus de liberdade nao sdo grandes e é possivel criar uma ferramenta prética para
comecgar o estudo desta teoria de maneira versitil. Mas, a pritica mostra que o

z

processamento deste jeito € devagar e que € mais ripida a decomposicdo em
parcelas feita por Polyzos [13] apresenta nas equacdes (5-13)-(5-18) do Capitulo 5.

Para tanto inicia-se como a solu¢ao fundamental em 2D dada por:

~

%

1671;[[(1 V) [ un Xr,ir,m ] = uim (6_24)

onde:
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2
X = —2+8i2—41<2(1] (6-25)
r g
4g2 r r
Y ==2G-4)Inr+-5-—2G-4nK,| = |-2K,| = (6-26)
r g g

No programa Maple € suficiente entrar diretamente com as sentencas das

seguintes expressoes:

Tiim = lu(Uim,j + Ujm,i) + /1Ukm,k é;m
~ _ 2~
o kjiim  — g§ 7 Jjim Lk

g hadi)
Q,, =U,..n,

o~ _ 2
im = Mijim™; = & T jim ke

=

~

By =17 iy = Higim, 11 70y = Higim, 1 = Higim, 1%

N - (6-27)
+(Dpn,) fyjint iy + (D g ) i
~ k
aU bt X
N =U,,..
a X
n im
aQ* ~k X ~ % ~ %k X
Y = Qim,knk = (Uim,kan + Uim,knk,q )nk
n im
aﬁ* = X 2~ ~ ~ X
anr Ry i1t = 8 (T gy 4 T i My 11+ T g 1511 1
n im
aﬁ* =~k X ~ ~ X
veal B i = (T jim,q"j & T jim kM j,q Mg
n .
m

~

2 ~ X
+g [Tﬁm,,dqnjnknl + T jim (nj,annl +nny  ny+ njnknl,q]nq

2~ ~ X 2/~ ~ X
=8 Tim kg™ * Tjim sk, ~ & (T jim kjg" + T jim, ki".q g

8 7 G 7 |
=8 UDpp) T jim k1 + Dl | jin g 1 + T jim ke (1 g1 + 1511 0) | g
X

2~ ~
+ 87 (Tjimkg"j + T jim kM j,q Mg

2{ ~ ~ ~ }nx
= & Ve 19T jim ki1 + W 1T i eg? 1 + T jim i (0, g1y + 1051y )1,
(6-28)
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7 Elementos Hibridos de Contorno

Nesse capitulo serd feita uma apresentacdo resumida da formulacdo hibrida
dos elementos finitos que pode ser utilizada no desenvolvimento do método de
elementos de contorno para a elasticidade gradiente. Mostra-se as equacdes
matriciais de equilibrio, de acordo com a formulagdo simplificada dos elementos de

contorno.

7.1. Equacoes Matriciais de Equilibrio

O método hibrido de elementos de contorno, introduzido por Dumont [15]
como uma generalizacdo dos conceitos desenvolvidos por Pian no método de
elementos finitos, sé precisa da avaliagdo das integrais ao longo do contorno
utilizando a soluc¢des fundamentais como fun¢des de interpolagdo no dominio.

O método utiliza um dominio arbitrdrio na forma de um tinico macroelemento
finito que tem a quantidade de graus liberdade condicionado pelo grau de exatiddo
numérica que precise a solucdio do problema. O método foi aplicado
satisfatoriamente em problemas de potencial e elasticidade, problemas dependentes
do tempo e na mecanica da fratura. Chavez [16] efetuou uma versdao simplificada
desde método e obtém-se uma formulagcdo mais rdpida que a anterior. A formulacdo

simplificada tem como resultado o seguinte par de equacdes matriciais:

Up =d-d’

H'p =p-p’ (7-1)
onde

d = d, € o vetor de deslocamentos nodais
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d’ =d’ é o vetor de deslocamentos da solugio particular u’; que para o

caso estdtico é zero.
* . . . * N ~
U : a matriz de deslocamentos, onde os coeficientes U ; pertencem a solugdo
K . . .
fundamental, u ; obtidas nos pontos nodais num comprimento r para um
A *
parametro de forgas p

As matrizes He U para elasticidade gradiente sdo definidas na expressao (6-7),

H= % - [P] N [E] (7_2)
S[afn %I + T[aﬁj
. |Gy Ly
U = {'][U] W[Q] (7_3)
(001 [0Q!

A equagdo bésica que relaciona as forgas e os deslocamentos € definida por:
K(d-d’)=p-p’ (7-4)
onde:
K=H"(U"" (7-5)
A matriz da equagdo anterior é simétrica se a funcdo de interpolagcao

introduzida na equacdo u =u,d,  pode representar analiticamente no contorno as

w r

expressoes de u*,'s, como sao os casos de barras e vigas, Dumont 2003 [17].
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8 Tensao Axial Pura na Teoria de Elasticidade Gradiente

8.1. Introducao

A bibliografia sobre esse assunto foi referida basicamente aos trabalhos de
Elias Aifantis [7] quem realizou um estudo introdutdrio a anélise estdtica e dinamica
longitudinal de uma barra submetida a tensdo pura na elasticidade gradiente.
Posteriormente em Tsepoura et al [1] foi complementado esse trabalho mediante a
consideracdo de uma constante constitutiva ndo cldssica adicional, a qual é estudada
em detalhe no presente capitulo através da consideragdo de diferentes condicoes de

contorno.

8.2. Equacoes que regem o problema de Tensao Pura

Em Tsepoura et al [1] foi desenvolvido o caso particular que relaciona a
tensdo e a deformacdo de uma barra submetida a tensdo axial pura com dois
parametros constitutivos g e [ descritos na expressao (8-1). Neste caso consideram-
se os deslocamentos wuy,=u.=0, u = u,. O objetivo bdsico € mostrar como a
deformacdo ndo se mantém constante ao longo da barra como no caso cldssico. A

seguir € apresentado o vetor de tensdes generalizadas numa barra de treliga:

Z'_Elliu &1
ul 0 g |ox |u )

onde:
u : deslocamento longitudinal no eixo x.
u’ = du/dx tradicionalmente conhecida pela deformacgao longitudinal mas aqui
também é o deslocamento de segunda ordem.
T = T, : tensdo de Cauchy no eixo X.
M = I : tensdo dupla, ou tensao de segunda ordem.

[ : constante da energia de deformacao superficial longitudinal.
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g : constante da energia de deformacgao volumétrica.
E : médulo de elasticidade do material.
[

1
Se é definida a matriz E = EL
8

2} € necessario restringir ela como positiva

definida e por tanto g° - > >0, ou g> I;
A tensao total é definida como:

O'zf—a—’uZE(u'—gzu”') = 01 (8-2)

ox

8.3. Principio dos Trabalhos Virtuais

Na variacdo da energia potencial é considerado além dos termos cldssicos o
trabalho realizado pelas for¢as de segunda ordem R ao longo dos deslocamentos de

segunda ordem e assim € possivel chegar a seguinte expressdao da Energia Potencial

Total:
L L
ST = A j (28 + 08" )dx — j qéudx + PSuly + Péu’y (8-3)
0 0
Integrando por partes obtém se:
L
SIT = j[q + AT = fVSuldx + [P — Az — 1) - Sully +[R— Au’ 8u')
0
(3-4)

Obtendo-se assim a primeira parcela da integral que representa a equacao
diferencial de deslocamentos:
” 1 X
" _g2uzv i q(x) ~0 (8-5)
AE
Da segunda e terceira parcela obtém-se as condi¢des de contorno cldssicas e

nao-cldssicas respectivamente.

P-A(r—1)ou]" =0
[P—A(T—)ou], 56

[R—Au'au'|) =0
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8.4. Principio de Forcas Virtuais

Similarmente, pode-se esbocar o problema em funcdo de forcas virtuais
mediante as seguintes consideracoes:

u, u', variaveis em Q.

~ ~7 ., .

u, u ,variaveisemT.

07, O, variagdes de Te L em Q.

No sistema de coordenadas ilustrado na Figura 11 representa-se com duplas
flechas as coordenadas (2) e (3), que sdo os graus de liberdade de segunda ordem u

e u' da equacdo (8-10):

e 2
> p dy, p» ds, p3 s> P
(a)

F1 1_‘2
N “m
(b)

Figura 33.- (a) Sistema de Coordenadas da matriz de rigidez; e (b) definicdo do
dominio Q, os contornos I'y, I', correspondentes aos cossenos diretores n; € N do

elemento.

Para ter certeza da compatibilidade de deslocamentos deve-se cumprir-se o

seguinte:
L
A j [(u—ii) St +—i) duldx=0 (8-7)
0
que integrada por partes fica:

L
~A j [ = i0)(S7 = 8" dx + A —0)SP|; + Au—i7) SR|y =0 (8-8)
0
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Quando se considera o sistema de coordenadas conforme ilustrado na Figura
33 e as condig¢des de contorno (8-9), obtém-se:

u(x=0)=u;, u'(x=0)=u';

u(x=L)=u,, u'(x=L)=u',

P(x=0)=P;, R(x=0)=R;

P(x=L)=P;, R(x=L)=R; (8-9)

que podem ser escritos como:
. [ep
o OR

8.5. Equacoes de Movimento Longitudinal de uma Barra a Tensao

x=L

(8-10)

x=0

E possivel a obten¢do da equagdao de movimento para uma barra a tensao pura

mediante a equacdo de equilibrio de Newton:
499 4 400 = pii (8-11)
ox

onde:
p: € adensidade de massa por unidade de cumprimento.
o=FE(u'-g-u'"): tensdo total. (8-12)
Com (8-11) e (8-12) obtém-se finalmente a equacdo de movimento de uma
barra com tensao axial pura na elasticidade gradiente:
AEW" —u" g% )+ q(x) = pii (8-13)
Através da mudancga de varidveis u=u"e¢", e considerando q(x)=0, obtém-se a
equacgdo de deslocamentos no dominio da freqiiéncia:

v 2

*y *n p 2k
u —u"t—wu =0 8-14
g e (8-14)

cuja solugdo é:
u = c; sin(kyx) + ¢, sinh(k,x) + c3 cos(k x) + ¢ cosh(k, x) (8-15)

onde:
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‘ _\/2\/1+4w2g2a—2 ‘ _\/2w/1+4w2g2a+2

: 2g C 2g

, a=p/AE

(8-16)
sendo a densidade do sélido p, a drea da secdo transversal A e o mddulo de
elasticidade do material E. Para o caso estatico € preciso considerar =0 e a solugcdo
da equacdo diferencial do problema resulta em:

(=x/g) (x/g)

*
u =cqace +C2€

=[e(_X/g) 8 x 1]-[c1 R

+cx+cy O
3 (8-17)

cujas equagdes de contorno foram estabelecidas previamente em (8-9) e (8-10).

. * o, .. ~ ey
A seguir o vetor u € definido para o calculo dos termos que serdo utilizados

na formulagao hibrida do problema:

u*z[e(_X/g) '8 x 1] (8-18)

que, consequentemente, define as grandezas correspondentes ao contorno:

* *

up=ul__,uy=u (8-19)

x=L

8.6. Formulacao Hibrida na Elasticidade Gradiente de uma Barra
sujeita a tensao axial pura

A solucdo da equacgdo diferencial de deslocamentos pode ser descrita em
termos dos graus de liberdade u, u', numa barra submetida a tensdo pura no ambito
da elasticidade gradiente. A configuracio do esbo¢o matricial € andloga ao
desenvolvimento para flexao realizado por Oliveira [26], onde também se considera
o elemento unidimensional com dois graus de liberdade. Esse enfoque facilita o
procedimento da soluc¢io do presente problema.

O deslocamento generalizado de uma barra é:

u Uy Uy U3 Uy | = £k
u= ' = *, *, *, * p =up (8_20)
u l/ll uz l/l3 l/l4
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p* = p*l , p*z, p*g, p*4 ]T ; pode ser interpretado como um vetor base de um
sistema interno auxiliar de coordenadas distinguido pelo simbolo (¥) .
& &

u=u x)

Com essa consideracio € possivel também definir as forgas internas

generalizadas da barra como:

T i o U, Uy, Uy Uy [+ «  « =«

|: :|:E a a ’ * * * * ) [pl pz p3 p4]T
i 12 g2 Ll uy uy uy

ox o0x
=E-Du'p’

(8-21)

onde D; € o operador de deslocamentos do sistema interno (*). Abaixo sao definidas

matricialmente as for¢as do sistema externo da barra:

H:AE %o —8 4 { wowou }p
R g%x +g2%x ul*' uZ' u;k' u:' (8-22)
=AE-D,-u -p

onde D, € um segundo operador matricial de deslocamentos do sistema interno (*).
Cabe mencionar que a dimensao da for¢a de segunda ordem € forcaxcomprimento, e
que o deslocamento correspondente a u' € adimensional, andlogo ao caso de flexao
de vigas. No caso de tensdo pura o deslocamento de segunda ordem € a deformacdo
longitudinal.

Neste caso € facil provar que a for¢ca P(x) e a tensdo normal ao longo da barra
sdo constantes, P(x) = p'3 AE, e 6 = p 3. Efetivamente, expandindo-se a equagdo
(8-18) e utilizando-se a expressdo para forca de superficie (8-22), obtém-se:

P(x)=AEW - g*u”)
= AE[(-pje™' 1 g+ pre I g+ pl) = g (—pre " 1 g7+ pre 18]
= AEp,
(8-23)
Para o calculo da matriz H apresenta-se a seguir da determinacao dos termos

que serao necessarios:

N=D,u; N =N’ )

0
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‘P =u,-p (8-24)

«
=u
x=L

*

‘P =u,-p

u, =u
2 x=L

Desta forma é possivel caracterizar um sistema vetorial de deslocamentos de
todos os graus de liberdade da barra mediante as seguintes matrizes de

transformacdo de coordenadas e os vetores cossenos diretores dela:

d;
u 1 0 0 0}|d, -1 0
0= =Nd; n, = em I}
ul, 0 1 0 0}|d;s 0o -1

(8-25)

u 0 01 0}ld, 1 0
0= =N,d; n,= em I
u), 0 0 0 1j|d; 0 1

As expressdes em (8-5) permitem calcular a matriz de rigidez cinematica H

que transforma os deslocamentos do sistema auxiliar (*) ao sistema global ilustrado

na Figura 33.
H=N/"7N, +NJ7,N, (8-26)
Também € possivel calcular a matriz de flexibilidade no sistema interno (*)
F=N7u, +N,7,u, (8-27)
De forma andloga a matriz de rigidez no sistema global K € obtida de duas
formas:
K=H'U"'=H"F'H (8-28)
onde:
U = {31 obtida por meio de (8-18) e (8-19). (8-29)
2

Finalmente, obtém-se o vetor de deslocamentos com:

d=K"'p (8-30)
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u(x)=u (x)(UH"'d (8-31)
onde u” é obtido com (8-18), U com (8-29) e d sdo os deslocamentos mostrados

segundo os grados de liberdade da Figura 33.

8.6.1. Analise no Dominio da Freqliéncia.

Utilizando a expressdo de K=H"U"" tem-se algebricamente a matriz K.
Fazendo a mudancga de varidveis C=cosh(k;L); S=sinh(k;L); c=cos(k,;L); s=sin(k,L)
obtém-se os termos de K:
g2 (ki Cs+ Sckitk, + Cskyk, +Sck3 )k, k,

K[L1]=-AE 3 5

K[1,21=~AE(2Ccki + Sski =2k, k, + g*Ccki'k, + g*Ssk;' — g*ki’k,
— Ssk3 + g2 Ssk3 — g*kzk, ) /(—Ssk3 + Sski +2Cck,k, —2k,k, )

- (ki's+Ski'k, +sk3k, +Sk3)k, k,

K[13]=g>A . 5
— Ssk3 + sSki +2Cckyk, —2k, k,

- (—Ck{ +cki — Ck3 +ck3 )k, k,

K[1,4]=g?A . ;
— Ssk3 +sSki +2Cck, k, —2k,k,

(—cSk, +5Ck, )(k3 +ki*)
— Ssk3 +sSki* +2Cckyk, —2k,k,

K[2,2]=-g%AE

E (—Cki +ckif — Cky +ck3 )k k,

K[23]=-g>A : -

(=Sk; + sk, (k3 +ki’)

K[2,4]= g% AE : .
— Ssk3 + sSki +2Cckyk, —2k,k,

2 4k (Cski + Scki*k, +Cskyk, +Sck3 )k k,

K[33]=-¢ — 2
—Sskj + Sski” +2Cck, k, —k, k,
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K[3,4]1 = —AE(=2Cck, k, + *k ky + Ccg*kik, +c*g%kiky + CPh, k,
~C? g%k k3 + Ccg?ky k3 — sSki + 57k ky —sSg2k; + s> g ki’k,
— Sk, ky + Sski +S* g%k k3 — Ssg’ky )/
(=Ssk3 + Sski +2Cck, k, — 2k k,)

> sCkik, — Sck k3 — Sk + sCk3

K[4,4]=—AEg - _

(8-32)

onde k; e k; sdo apresentados na expressao (8-16).

8.6.2. Analise Estatica

Considerando-se o sistema de coordenadas ilustrado na Figura 11, escreve-se

a solucdo de deslocamentos generalizados como:

x/g —-x/g 1
u= l/l' _. e/ e/ X p*:u*p* (8—33)
u e lg e /g 1 0

Utilizando-se as equagdes (8-24), (8-25) e (8-26) obtém-se a expressao de H:

H=N"7N, +N;'n,N,

0 —(1+0l/g) 0 (-e"8/g+e's
_AE. _01 —(1:§/g) (1) —le7ts ;g+e_L/g 534
0 0 0 0
Com (8-29) obtém-se a matriz U" para o problema:
1 1 0 1
I A I B #39
l-e"¢ /g —e*¢/g 1 0

Finalmente, para o caso estitico de uma barra de elasticidade gradiente a

matriz K, admite a seguinte expressao:

K=H'U""'
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1 g(C-1)/S -1 g(C-1)/S

_AE |g(C-D/S K, g(C-1)/S g(gS—L)/S

LB -1 —g(C-1/S 1 —g(C=1/S
g(C=1)/S g(gS—L)/S —g(C-1)/S K,

onde:
p=1+2g/LS-2gC/LS
Kyn=+2gl/S+(g>—L{)—C/Sg(L+2/)
Kiu=—2gl/S+(g>—Ll)—C/Sg(L-20)
S =sinh(L/g) ; C = cosh(L/g)
L : comprimento da barra
A: drea da sec¢ao transversal
E: médulo de elasticidade do material

Deve-se mencionar que o Posto(K)=3 para o caso estético.

Além disso, pode-se analisar o caso limite quando g tende a zero:
Eﬂ{%} =1; Egg-[S/c ]=1; 933.[ 1/8]=0

Obtendo consistentemente a matriz de rigidez cldssica

1 0 -10
AE| 0 0 0 0

K. ¢, =lImK=—
dasico ™" 50 L |-1 0 1 0
00 0 0

72

(8-36)

(8-37)

(8-38)
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8.7. Exemplos

Nesta secdo sdo resolvidos diferentes tipos de exemplos que tem como
objetivo mostrar a sensibilidade do problema de tensdao pura para as condi¢des de

contorno nao-classicas.

Exemplo 1

K. G. Tsepoura et al [1] desenvolveu o seguinte problema com as condi¢des
de contorno ilustradas na Figura 12 que permitem calcular os coeficientes da
solucdo de deslocamentos. Neste trabalho obteve-se a solug¢do através do método da

rigidez direta com a matriz K obtida na se¢@o anterior:

u = 0 R]/-:’O P2=P U = ?
é —
7
1.1'1 =7 Plz? Rzz? 1.1'2 =&
| |
| I
L

Figura 34. - Condigbes de contorno de una barra gradiente elastica engastada.

Os termos da matriz obtida em (8-36) podem ser substituidos por a, b, ¢, de e

na seguinte equagao correspondente a conhecida relagdo do método da rigidez:

1 g(C-1/S -1 g(C-1/S d =0
kd_po AE | 8(€-D/s K,, g(C-1/S  g(gS-D)IS| | d,
LB -1 -g(C-1/S 1 -g(C-1DH/S d,
g(C-1H/S g(gS-L)/S —g(C-1/S K, d,=¢,
a b —-a b d =0 12
_AE b c -b —-d d, 3 p,=0
LB |-a -b a -b|| d, | |p,=P
b —-d -b e d,=¢, P,

(8-39)
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cuja solugdo é:

0
Pb+b%e —ade, -P
_ b’ —a-c L_:B _ 0 ~
d= Pc+bcey—bdey | AE’ P= P (8-40)
b% —ac R,
€o

onde:
Ro= (Pbd — Pbc + 2b*dey— ad’ey— b*c€y+aecey— eb*€)/( b* — ac)
(8-41)
Neste caso, € possivel observar o surgimento de uma forca dupla. Por
equilibrio, a for¢a de tensdo cldssica tem que ser constante ao longo da barra. Os
deslocamentos podem ser calculados através da expressao (8-31) e sdo ilustrados na

Figura 35 para um intervalo de valores de //g =[0.01 ..0.3] e g/L=[0.01..0.5]

(para ¢ =0).
d
_ M(.X) . *_] . d2 )
u(x) = L'(XJ =u (x)U d, (8-42)
dy

Na Figuras 13 visualiza-se o comportamento dos deslocamentos u crescente
no eixo x, e distinguir a diferenca da deformacdo com o caso cldssico onde
u'=g=constante. Na Figura 13 (d) se aprecia como no caso ndo cldssico a
deformacido é decrescente fortemente a partir da metade do comprimento da barra
enquanto //g varia e g/L mantém-se constante. Neste caso, é aprecidvel a
influéncia do parametro //g, que é funcdo de D/L, relacio do diametro das
microestruturas entre o comprimento da barra.

Deve-se mencionar que esse exemplo reflete a metade do caso de uma barra
submetida a duas tensdes P em ambos os extremos de cumprimento 2L. A Figura 13
(d) ndo mostra a possibilidade de uma simetria na deformagao neste caso, gerando-

se a duvida se é apropriado o uso da constante ¢ que € omitida por Elias Aifantis

[7].
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14
1
g/L=0.01
(a) 08 @/L=001 / 094 ©
0.6 0l
0.4
07 ¢/L=0.5
0.2
g/L=05 06] . | . |
) 1 o 02 0.4 06 08 1
T e Logend X
14
b (d)
l/g=03
08 12
/g =0.01 g 1\ 1=0,g=0
04
08
02 l/g=0.3
I/g =0.01 .
06 :
0 02 04 06 08 1 ] 02 04 06 06 1

W

Figura 35. - Resultado dos Deslocamentos e Deformagdes de uma Barra de elasticidade

gradiente submetida tensao pura; (a) sensibilidade de u a g/L (b) sensibilidade de u a £ /g

PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0611829/CA

(c) sensibilidade de u’ a g/L (d) sensibilidade de «’ a //g.

Funcodes de Forma Nio-classicas

A equacdo das funcdes de forma de uma barra de elasticidade gradiente pode
ser calculada mediante a seguinte expressio do método hibrido de elementos de

contorno e apresentada na Figura 36 para um intervalo de g/L=[0.01, 0.5].

B=u U™ (8-43)

Funcoes de Forma ul=1; g/L:=[0.01,0.1,0.20.3,0.4,05], L=10
14

0.5

0.6

/L =001 ¢/L=05

0.4+

0.2+

a 2 i 5
B‘ega:ngl

Figura 36. - Funcgdes de Forma de uma Barra de Elasticidade Gradiente a tenséo.
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Exemplo 2
Se é considerado um campo de deslocamentos d cldssico com o eixo de
coordenadas localizado no meio da barra, tem-se:

-1/2

1/L
d= (8-44)
172

1/L
entdo a solugdo fica classica.
Se /=0e a matriz de rigidez geral apresentada na expressdo (8-36) for
arranjada de forma a identificar um sistema externo, correspondente aos
deslocamentos cldssicos, e um sistema interno, correspondente aos deslocamentos

nao cléssicos, a matriz K poder ser representada pela seguinte expressao:

Kii Kie
K= (8-45)
Kei Kee

e se sdo consideradas nulas as forcas de segunda ordem, entdo € possivel pensar

numa condensacio estdtica, K, , =K, —K, K, 'K, , a qual fica também cldssica.

ie
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A natureza do grau de liberdade ndo classico € semelhante a flexdo de uma

viga e por isso a seguir € feita uma analogia das equacdes para tensdo pura da

elasticidade gradiente com a flexao tradicional da elasticidade cldssica.

6 = dy/dx
M=EIy"=M,(1—x/L)+x/LM,
V=dM/dx=cte.

(S 7

s

1 2
M Momento Fletor

\Y For¢a Cortante

FLEXAO DA
ELASTICIDADE CLASSICA

Caso 1

BC (1) up= —u;

u'=du/dx
R=EA(g’ u")
P=FEA(u'-g°u'") =cte.

— —

& =
1 2
R  Forca de Segunda Ordem o Forca Dupla

P Tensdo Axial

CARREGAMENTO AXIAL NA
ELASTICIDADE GRADIENTE

u;=u(x=—~L/2) = c; sinh(-L/2g) —c,L/2
uy = u(x=+L/2) = c¢; sinh(+L/2g)+c,L/2 (8-46)
u, =—u; = c; sinh(+L/2g)+c,L/2; OK Vc; c;

BC (2) I/t']= u'z
u'y=cy/g cosh(-1L/2g) + ¢z ;

u'y=cy/g cosh(+L/2g) + c;=u'; ;0K Vc; ¢ (8-47)
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BC 3)R;= —R;
R(x) =EA(l u'+g2 u')=EA[2/ c;/g cosh(x/g) +2c; sinh(x/g) + ¢/ ] (8-48)
por tanto se R;=R(x=-L/2)= —R,=—R(x=L/2), entao

(=——28 20,y (8-49)
2cosh(L/2g)

Este valor de ¢; € independente do valor de /. E interessante mencionar que c;
estd condicionado pelos valores de contorno de R, e que R estd condicionado
pelos valores de 7, mas c¢; ndo depende dos valores de ¢ para as condi¢des de

contorno descritas.

BC (4) P;= P,= P(x)=P constante
P(x)=FEA(u'-g'u"') = EA c;
portanto c,= P/EA

Finalmente,

u(x) = i{w + x} V[ (8-50)
EA| cosh(L/2g)

7z

Neste caso, € interessante analisar primeiro o comportamento da forca de
segunda ordem longitudinalmente para diferentes valores de g e ¢/ de acordo com
ilustrado na Figura 37. Nos gréaficos apresentados nessa figura pode-se verificar que
as condi¢des de contorno simétricas ndo resultam em resultados simétricos, € isso
apenas para/ = 0. Dessa forma, a simplificacdo apresentada em Aifantis [7], quem

usa s6 1 varidvel ndo classica, é aparentemente mais consistente em uma

interpretacdo fisica do problema.
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diferentes valores de R ws 1=0,g=[0.01..0.36]

253 2=0.36
0.2

0.1

04 0z o

. I
£=001 \\\

034

(@ =0

diferentes valores de R ws 1=[0..g],g=0.1 diferentes valores de R vs I=[0..g],g=0.3

I |
04 —p2 U 04
/g =0.01
& -0.054
Vg=001 |-023
-0.14
(b) (c)
diferentes valores de R vs F[0..g],=0.5 diferentes valares de R vs I=[0..g],g=0.7

l/g=1

1/g=0.01

Vg=1
¢ I/g =001

(d) (e)

Figura 37 . - Comportamento da Forga de Segunda Ordem R para diferentes valores de 7,

Exemplo 3; (a) £ =0 (b) g=0.1 (c) g =0.3 (d) g =0.5 (e) g =0.7

Comportamento de u(x) e u'(x)

O comportamento de deslocamento u(x) para diferentes quocientes g/l mostra
a tendéncia para o caso cldssico quando este tende a zero. Similarmente, acontece
com as deformacdes, as quais sdao independentes do valor /. Outro aspecto
interessante é que em diferentes condi¢des de contorno as deformacdes nas

extremidades mantém-se nulas.
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diferentes dformacoes de u'(x) vs g=[0.01..1]

diferentes valores de u(x) vs g=[0.1..0.25]

0.4+

¢/L=001

0.24

02 04
gL=1

g/L=025

(a) (b)
Figura 38. - Deslocamentos (a) e deformagdes (b) no problema de tensao pura na

elasticidade gradiente

Caso 2

Para R;=R; a solucio € totalmente classica para valores quaisquer de g e /.

Caso 3
Neste caso, considerou-se /=0e uma condicdo de contorno que permita
obter uma distribui¢do de deformacdes que ndo seja nula nas extremindades, tal

como € mostrado no seguinte esquema:

A _a
u(x)

ESE=1

os resultados u(x) sdo ilustrados na Figura 39 e u’(x) na Figura 40:

(a) (b) ()
diferentes dformacoes de o'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.3 diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.5 diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], 1=0, alpha=0.8
0.4 0.47 0.4
/L =081
L=081
029 2] g/l = | 8

02, 04

@/L=001

0.2 04 0.4 0.2 0z 0.4

02

1 gL=001

Figura 39 . - Deslocamentos u(x) barra a tensdo, Exemplo 3. para diferente valores de o

(@) a=0.3(b) a=0.5(c) a=0.8.
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(a (b) (©

diferentes dformacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.3 diferentes dformacaes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha:=0.5 diferentes dfarmacoes de u'vs g=[0.01..1], =0, alpha=0.8

SN —
e

[ P
N ==

~

)

/

i

\\
| /&
V)
N

\
7

04 02 o 0z, 04 04 02 O 02 04 04 02 O 02, 04

g/L=[0.01, 0.04, 0.09, 0.16, 0.25, 0.36, 0.49, 0.64, 0.81, 1]
(g/L) =[0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 1]

Figura 40. - Deformacéo u'(x) de uma Barra a Tenséo, a: (a) o = 0.3 (b) = 0.5 (¢c) a = 0.8.

Exemplo 3.

Exemplo 4

Realizou-se o exemplo de superposicao modal e foi comparado com o modelo
classico desenvolvido por Oliveira [26] para uma barra dividida em cinco elementos
e submetida a uma forca pulso. O esquema geral do problema € ilustrado na Figura

41. No problema desenvolvido nao foi considerado o amortecimento da estrutura.

Dados do problema: A=1, L=1, E=1000, p=0, {=0.
Figura 41. - Barra com um extremo engastado e outro livre submetida a uma forga

pulso. Barra discretizada em 5 elementos por Oliveira [26].

Esse problema foi resolvido para diferentes valores de g. Observa-se que
quando g— 0 a solucdo do problema se assemelha a solucdo cléssica. Por outro lado
enquanto g cresce também cresce a freqiiéncia de vibragdo. Na Figura 42 ¢é
ilustrada a resposta do problema com diferentes cores que representam a resposta
dos cinco graus de liberdade cldssicos da barra, sendo o valor superior o pertencente

ao extremo da barra.
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As condigdes iniciais sdo u(x,t=0)= — Px/EA e du(x,t=0)/d t= 0. Para a
expansdo das séries no dominio da freqiiéncia foi utilizado n=4 (®%), valor
mostrado por Oliveira [26] como o menor valor que fornece a solu¢do mais préxima
e razodavel a solucao analitica.

Basicamente pode-se concluir que o efeito da escala na vibragdo livre de
barras faz com que a freqiiéncia aumente enquanto o tamanho relativo das particulas
torna-se grande.

Caso Classico

0.2

SAAAAAAAA

0.4 1 (1) g:O

Caso no Classico

0.z
0.164

012
LY
no4 //\
o [ 04 R [

0.25

0.164
0.124
y 0.084
" /\ /\u/\
02 04 i 06 0.8 1

0.2

g 7 T (i) g=0.05

B

(i) g=0.1

0164

IAAAAAAAAAA

"(iv) g=02

= @

[
0.16
0.129
0.08

AV AVAY AW\ W\ Pin VA VN

o 0z 06 06 1

(v) g=03

Figura 42 . - Resposta da Superposi¢cdo Modal de uma barra discretizada em cinco

elementos, com n=4 que implica uma expans&o da series de freqiiéncias até O(w").
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9 Flexao na Teoria da Elasticidade Gradiente

9.1.Introducao

Em Papargyiri-Beskou et al [28] foi desenvolvida uma anélise da flexdo para
materiais de elasticidade gradiente considerando a hipétese de Euler Bernoulli; a
isto acrescentou-se o estudo de flambagem que foi resolvido analiticamente na
elasticidade gradiente mediante duas constantes constitutivas: a constante de
deformacdo volumétrica g e a constante de energia de deformacao superficial /. As
equagoes que regem o equilibrio na flexdo e no problema de flambagem sao obtidas
utilizando principios variacionais e as hipéteses bdasicas de Euler Bernoulli.
Finalmente sdo obtidas as condi¢des de contorno cldssicas e nao-cldssicas mediante
a andlise variacional usando-se a definicao de energia de deformacgdo e o método de
residuos ponderados.

O problema de flexdao de vigas foi estudado por teorias ndo-cldssicas com o
objetivo de explicar resultados experimentais que nao puderam ser explicados pela

elasticidade classica.

9.2. Abordagem do Problema

Admita-se uma viga submetida a um carregamento (x), um sistema de
coordenadas segundo x ao longo da viga e os eixos restantes localizados como sdo
ilustrados na Figura 43.

No trabalho desenvolvido por Papargyiri-Beskou et al [28], recorre-se a teoria
simples de elasticidade gradiente proposta por Vardoulakis e Sulem [11]. Dessa
teoria mistura-se os conceitos gerais da teoria de Mindlin [2] com o conceito dos
efeitos da energia de deformacdo superficial de Casal [32], portanto sdo utilizadas 4
constantes constitutivas (2 classicas e 2 ndo-classicas) em vez de 18 constantes da

teoria original de Mindlin.
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y4 G_x
A
y [/\/\' q(x) ______2>
~ ~ ("

Figura 43 . - Sistema de coordenadas, carregamento e distribuicdo das tensées de uma

viga na elasticidade gradiente.

As equacdes de Vardoulakis e Sulem para o calculo de Cauchy, a tensdo dupla
e a tensdo total sdo definidas como:

r, = Ee, +(E¢, (9-1)
U, =(Ee, + g’Ee’ (9-2)

2 dzex

d, ”
o =t = e, - 2 L8 )= Ble, - g2¢0) 9-3)

dx

onde
e, : deformacao axial da viga a flexdo.
/: constante da energia de deformacao superficial.
g: constante de energia de deformagao volumétrica.
E : médulo de Young
As condi¢des de equilibrio da secdo transversal ilustradas na Figura 43-(b) sdao

obtidas mediante as relagdes cldssicas:

r~

o, dA=0 (9-4)

o, ydA =M (9-5)
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Para a obtencdo da equacdo de deslocamentos estabelece-se a relacao cldssica

entre momento fletor e for¢a cortante dada por:

M _ v _
Ce=V CL=—q(x) (9-6)

e pela hipétese de Euler Bernoulli:
e, =ky (9-7)
identificando k como a curvatura na direcao x. Consequentemente as equagdes de

equilibrio sao:

Elk-g gx—k)J ydA =0 (9-8)
A
E(k—gziilf)JA y2dA =-M (9-9)

Se for utilizada a hip6tese de Euler Bernoulli, tem-se:

2 d’k M
k—g W - E (9-10)
__d’u -
k= ; (9-11)

entdo, obtém-se a equagdo diferencial de deslocamentos transversais na flexdo de

uma barra de elasticidade gradiente como:

1M = Ellu" - g%uM )= —q(x) (9-12)

que € equivalente a:

Ellu? - %" )+ q(x) =0 (9-13)
e cuja solu¢do homogénea esta representada pela equagao:

u, = clx3 + c2x2 +e3x+cey+ c5g4 sinh(x/ g)+ cgq cosh(x/ g) (9-14)

Um exemplo desenvolvido por Papargyiri [28] € mostrado a seguir para o
caso de uma viga em balango submetida as seguintes condi¢cdes de contorno

classicas e ndo-classicas:

Su(0) = &u'(0) = 0
W'(0) = [fu"(L) + g2u"(L)] = 0

71 AN e BTN — oy VT
W'(L) —gw' (L) =" (L) —gu" (L) =1 (9-15)
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A solucdo deste problema € apresentada nos graficos na Figura 44 (a), (b) e

(c), extraidos da referéncia. Nos graficos observa-se a sensibilidade dos

deslocamentos a ((A=//g)eg(c.d=g/L) e a influéncia da sensibilidade

desprezivel dos deslocamentos na constante constitutiva de energia de deformacgao

superficial ¢/, mantendo-se g constante. Assim, obtém-se que g tem quase toda a

incidéncia no comportamento da barra submetida a flexao.

u

(a)

(b)

(©

LIS B -0 =0
4 - - ::: - ans |4
[0% = === = o = L0
] ———— el = 0,05
R LN |
.10 — -

008 -

wia —

LA

hoz

o0 —

LX) u.rz Il_l«l [I.If. IITH 'I.'ll
TS 014 ol = 0, F—i
u o1z —_ = i::::,lll
5 : FE LA |
0.1 el = (A0S, iﬂi
LX) 0‘2 l'l.l,-l th nla Illll

— 14 —
0 ]

a1z -

T 7- wd = A1, a=ihF

LUR R —-

LU P ;

b0y I——

Figura 44. - Gréficos de deslocamentos para diferentes intervalos de

l(A=1]g) e g(c.d=g/L. (a) sensibilidade de ua g para =0 (b) sensibilidade de

ua ¢ para g pequeno, (c) sensibilidade de ua ¢ paraum g grande.
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10 Conclusoes

A investigacdo e revisdo bibliografica da origem e evolug¢do das teorias de
elasticidade gradiente foram feitas no presente trabalho comeg¢ando com a teoria de
Cosserat. Uma exposicao geral da teoria das microestruturas de Mindlin € realizada
e, finalmente, apresenta-se a simplificacdo das equagdes constitutivas proposta de
Elias Aifantis, quem descreve o efeito escala na mecanica dos materiais através de
uma sO constante constitutiva ndo cldssica adicional. A solu¢do fundamental da
elasticidade gradiente foi analisada e comparada com a cléssica. Foi identificada a
natureza da singularidade em diferentes termos, que no caso de deslocamentos fica
ausente e no caso de forgas de superficie, a singularidade € acrescentada até atingir
uma hiper-singularidade de O(l/rz).

O célculo de forcas de superficie cldssica e ndo-cldssicas para elementos
finitos por meio de solu¢des fundamentais polinomiais foi esbocado no contexto de
estudo da elasticidade gradiente.

A aplicacdo da teoria de elasticidade gradiente foi desenvolvida na solugdo de
problemas unidimensionais na andlise estdtica e dinamica; foi mostrada a diferenca
e semelhanca entre as solucdes cldssicas e nao-classicas. Estabeleceram-se
observagdes sobre o uso de 2 constantes constitutivas nao cldssica em vez de uma,
concluindo-se que sé 1, a vinculada com a energia de deformacdo volumétrica,
explica melhor aparentemente o efeito escala.

Foi detectado que a definicdo das condi¢des de contorno nao-classicas
representam uma das maiores dificuldades na solucao dos problemas da elasticidade
gradiente; aparentemente, elas ndo podem ficar livres de certo grau de arbitrariedade
além de ndo poder atribuir lhes um caréter fisico significativo que ainda nio sao

identificados experimentalmente, como € o caso de forcas duplas.
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Foi iniciada a implementagdao do método de elementos hibridos finitos e de
contorno para problemas elastostaticos.

O presente trabalho de pesquisa sobre essa teoria descobriu que sua aplicagdo
¢ relativamente recente. Na proposta de trabalho futuro inclui-se a solucdo de
problemas dinamicos e uma andlise mais detalhada do caso de barras submetidas a
tensdo pura, vigas submetidas a flexao, solu¢ao de problemas de elementos finitos e
elemento de contorno para andlise estdtica, para andlise dindmica e no dominio da

freqiiéncia.
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