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área de Estruturas, atuando na linha de pesquisa de Métodos
de Elementos de Contorno e Dinâmica das Estruturas.
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Resumo

Aguilar Marón, Carlos A.; Dumont, Ney Augusto (orientador).
Comparação do desempenho computacional da técnica de

superposição modal avançada com técnicas da transfor-

mada de Laplace. Rio de Janeiro, 2008. 79p. Dissertação de
Mestrado — Departamento de Engenharia Civil, Pontif́ıcia Uni-
versidade Católica do Rio de Janeiro.

Uma técnica bem conhecida para resolver problemas dependentes do tempo

é a formulação, desses problemas, no domı́nio da freqüência por meio

da transformada de Laplace ou Fourier, com as conseqüentes expressões

apropriadas desses resultados utilizando inversões numéricas. Embora de

fácil implementação, tais inversões numéricas, são computacionalmente

dispendiosas quando resultados mais exatos são desejados e suscet́ıveis

a instabilidades numéricas. Para problemas de tipo difusão, o algoritmo

de Gaver-Stehfest parece ser satisfatório. Problemas gerais de dinâmica

demandam algoritmos mais robustos, usualmente baseados em expansões

em séries de Fourier tal como foi proposto inicialmente por Dubner e

Abate. Algoritmos de outros tipos já são implementados em softwares

matemáticos tais como Matlab e Mathematica. A livraria de Fortran possui

um algoritmo proposto por Crump e aperfeiçoado por de Hoog e colegas.

Mais recentemente, foi proposto resolver problemas transientes de potencial

e elasticidade pelo uso de uma técnica avançada de superposição modal que

é aplicado a modelos de elementos finitos e elementos de contorno baseados

em equiĺıbrio. O método começa com a formulação no domı́nio da freqüência

a qual leva a uma matriz de rigidez efetiva, simétrica–complexa (quando

amortecimento viscoso é considerado), expressa como uma série de potências

de freqüência com matrizes generalizadas de rigidez, amortecimento e massa.

Após a solução do problema de autovalor não linear associado, obtém-se uma

solução modal avançada do problema, a qual permite uma rápida solução

no domı́nio do tempo obtendo as expressões imediatamente de qualquer

resultado de interesse. O objetivo deste trabalho é comparar o desempenho

computacional da técnica de superposição modal avançada com as técnicas

baseadas em transformadas inversas numéricas de Laplace como aplicações

a problemas generais de grande porte. A bibliografia relevante é revista e as

principais diferenças conceituais desses métodos são brevemente tratados.

Todos os algoritmos são implementados em Fortran com o intuito de garantir

uma base comum de comparação. Alguns resultados iniciais são mostrados,

conclusões mais definitivas so poderão ser obtidas após uma grande série de

simulações numéricas.
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Abstract

Aguilar Marón, Carlos A.; Dumont, Ney Augusto (advisor). Effi-

ciency assessment of advanced modal analysis as compared

to techniques based on numerical inverse transforms. Rio
de Janeiro, 2008. 79p. MsC Thesis — Departamento de Engenharia
Civil, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

An established technique to solve time-dependent problems is the formula-

tion of a complete frequency-domain analysis via Laplace or Fourier trans-

forms, with subsequent ad hoc expression of results by numerical inversion.

Although usually easy to implement, such a transform inversion is compu-

tationally intensive, if accurate results are desired, and liable to numeri-

cal instabilities. For diffusion-type problems, the Gaver-Stehfest algorithm

seems well suited. General dynamics problems demand more robust algo-

rithms usually based on Fourier series expansions, as firstly proposed by

Dubner and Abate. Algorithms of either kind are already implemented in

mathematical languages such as Matlab and Mathematica. The Fortran li-

brary has a Fourier-series algorithm proposed by Crump and improved by

de Hoog et al. More recently, it has been proposed to solve transient prob-

lems of potential and elasticity by using an advanced mode superposition

technique that applies to equilibrium-based finite element and boundary ele-

ment models. One starts with a frequency-domain formulation that leads to

a complex-symmetric (if viscous damping is included), effective stiffness ma-

trix expressed as a frequency power series with generalized stiffness, dump-

ing and mass matrices. After solution of the associated complex-symmetric,

non-linear eigenvalue problem, one arrives at an advanced modal solution of

the problem, which leads to the straightforward solution in the time domain

and the immediate expression of any results of interest. Aim of the present

research work is to compare the computational efficiency of the proposed

advanced modal analysis with the techniques based on numerical inverse

transforms, as applied to general, large scale problems. The relevant liter-

ature is reviewed and the main conceptual differences of the investigated

methods are briefly outlined. All algorithms are implemented in Fortran so

as to assure a common basis of comparison. Some initial results are dis-

played, as more definitive conclusions can only be expected after a large

series of numerical simulations.
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3.4 Formulação do método h́ıbrido dos elementos finitos 33
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1

Introdução

1.1

Colocação do problema

Muitos problemas da engenharia, ao serem formulados matematicamente,

conduzem a ter que resolver equações diferenciais que envolvem uma ou mais

funções incógnitas sob certas condições iniciais e de contorno. Com o advento

da computação diversos métodos numéricos têm sido desenvolvidos. São de

nosso interesse particular dois métodos:

Método de superposição modal avançada

Uma poderosa técnica desenvolvida para resolver inúmeros problemas na

engenharia é o método dos elementos finitos. Esse método, baseia-se em dividir

o corpo ou estrutura em elementos menores (discretização) numa malha com

nós, ficando a geometria da estrutura bem mais simples, possibilitando assim

resolver diversos problemas mediante cálculos numéricos aproximados. Entre

os diferentes métodos de elementos finitos, destacamos o método formulado por

Theodore H. H. Pian e Pin Tong , (Pian,Tong-1969), baseado em prinćıpios

variacionais. Por outro lado, uma outra técnica bem sucedida na solução das

equações diferenciais é o método dos elementos de contorno, para detalhes

veja o livro de C. A. Brebbia, (Brebbia-1978), esse método consiste essencial-

mente em discretizar o contorno (fronteira ou bordo) da estrutura, permitindo

tratar com sucesso os mesmos problemas que trata o método dos elementos

finitos. Há vantagens em se considerar o contorno de uma estrutura, entre-

tanto, na sua forma clássica esse método não possui uma base variacional. Foi

portanto, nesse sentido, com o intuito de dar essa base variacional ao método

de elementos de contorno, que em 1987 —inspirado particularmente nos tra-

balhos de Hellinger (Hellinger-1914), Reissner (Reissner-1950), Przemieniecki

(Przemieniecki-1968) e Pian (Pian-1983)— Dumont formula o método h́ıbrido

dos elementos de contorno (Dumont-1987). A partir desse trabalho, Dumont e

colaboradores, desenvolvem diversas ferramentas matemáticas e generalizações

para resolver problemas de dinâmica, considerando sempre elementos de con-

torno, (Dumont-1989), Dumont e de Oliveira (1993a, 1993b, 1995, 1997, 1998,
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Caṕıtulo 1. Introdução 14

1999a, 1999b, 2001), Dumont e Chaves (2003a, 2003b, 2004), dando origem a

novas abordagens na solução de problemas de elasticidade e potencial.

Em 2005 Dumont e Prazeres levam, essas ferramentas desenvolvidas

para o método h́ıbrido de elementos de contorno, ao mundo dos elementos

finitos. Essa nova abordagem é agora chamada: Método Hı́brido dos Elementos

Finitos. Para maiores detalhes e aplicações a respeito desse método veja:

(Prazeres-2005), (Oliveira-2006), (Dumont-2006),(Dumont-2007).

Dentre as ferramentas matemáticas desenvolvidas por Dumont e colab-

oradores, destaca a técnica de superposição modal avançada (Dumont-2005).

Essa técnica tem permitido resolver, com sucesso, diversos problemas em ter-

mos de elementos finitos h́ıbridos e de contorno. Por exemplo: problemas de

dinâmica (com ou sem amortecimento) para materiais homogêneos e problemas

de potencial dependentes do tempo.

Método de transformada inversa de Laplace

Uma outra ferramenta amplamente conhecida para encontrar soluções

das equações diferenciais é a técnica da transformada de Laplace. O nome

é uma homenagem ao matemático francês P. S. Laplace (1749-1827), que a

estudou em 1782. As técnicas utilizadas hoje em dia foram desenvolvidas quase

um século depois pelo engenheiro inglês O. Heaviside (1850-1925). A técnica

resume-se no seguinte: dada uma equação diferencial com incognita f(t), esta

equação é transformada, por meio da transformada de Laplace L, numa outra

equação algebricamente bem mais simples, L transforma a incognita f(t) numa

nova incognita F (s) (ou seja F (s) = L{f(t)}). Finalmente, após obter a

solução F (s) desse novo sistema, é necessário fazer o caminho inverso à da

transformação de Laplace para assim obter a solução f(t) da equação original,

isto é f(t) = L−1{F (s)}. Existem diferentes métodos para aplicar o método da

transformada de Laplace. Com o advento dos computadores as possibilidades

têm sido ampliadas e diversos métodos tem sido propostos na tentativa de

calcular numericamente a inversa da transformada de Laplace. Alguns desses

métodos são de nosso interesse e serão desenvolvidos nesta dissertação.

1.2

Objetivos

Frente a esses dois métodos bem sucedidos, o da transformada de Laplace

e o de superposição modal avançada, é natural nos questionar se é posśıvel fazer

uma comparação desses dois métodos, pelo menos para alguns casos concretos,

de tal forma que seja posśıvel quantificar os seus desempenhos computacionais.

Responder essa questão é justamente o intuito desta dissertação. Nesse sentido,
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Caṕıtulo 1. Introdução 15

o objetivo deste trabalho é a comparação da eficiência computacional da

técnica de superposição modal avançada, desenvolvida no contexto da grupo

de pesquisa liderado pelo Prof. Dumont e já devidamente implementada, com

as técnicas da transformada inversa numérica de Laplace.

1.3

Organização do texto

A dissertação está dividida em seis caṕıtulos. O caṕıtulo 2 faz uma breve

descrição da transformada de Laplace e transformada inversa de Laplace,

dando ênfase à transformada numérica inversa de Laplace, em particular

aos métodos propostos por: Bellman-Kalaba-Lockett, Piessens, Dubner-Abate,

Gaves-Stehfest, Kenny Krump e de Hoog. O caṕıtulo 3 desenvolve o embasa-

mento teórico do método h́ıbrido dos elementos finitos, utilizando a técnica

de superposição modal avançada e a técnica da transformada de Laplace. No

caṕıtulo 4, a partir da análise teórica feita no caṕıtulo 3, para ambos métodos,

formula-se a matriz de rigidez efetiva de alguns elementos unidimensionais. No

caṕıtulo 5, aplica-se a teoria desenvolvida nos caṕıtulos anteriores a três exem-

plos concretos. Inicialmente, foi utilizado o programa Maple, posteriormente,

implementou-se os algoritmos em linguagem Fortran para ambas técnicas de

tal forma a serem comparados quanto ao seu desempenho computacional. Fi-

nalmente, no último caṕıtulo algumas conclusões do trabalho.
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PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA



2
Transformada inversa numérica de Laplace

Neste caṕıtulo damos uma breve descrição da transformada de Laplace e

a transformada inversa de Laplace, dando ênfase aos métodos numéricos para

calcular a transformada inversa de Laplace. Para isto, descrevemos de forma

sucinta alguns métodos numéricos propostos por alguns autores.

2.1
Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um operador linear L pertencente à famı́lia

das integrais de transformação. Seja f(t) uma função não periódica e definida

para todo t ≥ 0; define-se a transformada de Laplace de f(t) como:

L{f(t)} =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt, onde s = a+ iω. (2-1)

A transformada de Laplace da função f(t) (dependente de t) é geralmente

denotada por:

F (s) = L{f(t)}. (2-2)

Observe que a transformada de Laplace é dependente da variável s. As

vezes, em lugar de F (s) também escreve-se f(s).

Diz-se que a transformada de Laplace de f(t), existe quando a integral

(2-1) converge para algum valor de s. Para a existência da transformada de

Laplace é suficiente que satisfaça a seguinte proposição:

Se f(t) é uma função cont́ınua em trechos para t ≥ 0 e além disso

|f(t)| ≤ Mect para todo t ≥ T , onde M , c > 0 e T > 0 são constantes,

então L{f(t)} existe para s > c.

Para fazermos uso da técnica da transformada de Laplace na solução das

equações diferenciais ordinárias ou parciais com valores iniciais os seguintes

passos são usuais:

1. Usar a equação (2-1) para transformar o problema inicial (em função de

t), para um problema bem mais simples (em função de s).
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Caṕıtulo 2. Transformada inversa numérica de Laplace 17

2. Resolver esse problema simples e encontrar F (s)

3. Finalmente, recuperar a função desejada f(t) mediante a transformada

inversa de Laplace

Uma outra propriedade importante ao aplicarmos a transformada de

Laplace é a seguinte: Se L{f(t)} = F (s) e fn(t) é a n-ésima derivada de

f , então

L{fn(t)} = snF (s)−sn−1f(0)−sn−2f ′(0)−· · ·−sf (n−2)(0)−f (n−1)(0) (2-3)

sempre que f(t), f ′(t), . . . , fn−1(t) sejam cont́ınuas para 0 ≤ t ≤ N e de

ordem exponencial para t > N com f (n) sendo seccionalmente cont́ınua para

0 ≤ t ≤ N .

2.2
Transformada inversa de Laplace

Se L{f(t)} = F (s) então escrevemos como L−1 a função que transforma

F (s) em f(t). Ou seja,

f(t) = L−1{F (s)} (2-4)

e dizemos que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F (s).

A transformada inversa de Laplace é definida formalmente pela seguinte

integral de inversão:

f(t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞

F (s)estds (2-5)

onde a é uma constante maior que qualquer ponto singular de F (s), f(t) = 0

para t < 0. Este resultado é conhecido como fórmula de inversão complexa, ou

também como fórmula integral de Bromwich e fornece um método direto para

obter a transformada inversa de Laplace de uma função dada F (s). Vejamos

isto na seguinte seção.

2.3
Teorema de inversão de Bromwich

Seja f(t) uma função continuamente derivável com |f(t)| < Keγt onde

K e γ são constantes positivas. Se definimos F (s) como

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt , Re(s) > γ (2-6)
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Caṕıtulo 2. Transformada inversa numérica de Laplace 18

então

f(t) =
1

2πi
lim

T→∞

∫ c+iT

c−iT

estF (s)ds , onde c > γ. (2-7)

A equação (2-7) também pode ser expressa como

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

estF (s)ds (2-8)

Demonstração. Definimos I = I(T, t) =
1

2πi

∫ c+iT

c−iT

estF (s)ds. Logo

I =
1

2πi

∫ c+iT

c−iT

estF (s)ds =
1

2πi

∫ c+iT

c−iT

est

(∫ ∞

0

e−suf(u)du

)
ds

=
1

2πi

∫ ∞

0

f(u)

(∫ c+iT

c−iT

es(t−u)ds

)
du (2-9)

A mudança na ordem de integração é posśıvel graças à convergência

uniforme. Integrando em s segue que

I =
1

2πi

∫ ∞

0

f(u)
e(γ+iT )(t−u) − e(γ−iT )(t−u)

t− u
du

=
1

π

∫ ∞

0

eγ(t−u)f(u)
senT (t− u)

t− u
du (2-10)

mudando a variável u = t + θ e substituindo ψ(θ) = e−γθf(t + θ) na integral

(2-10) temos

I =
1

π

∫ ∞

−t

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ (2-11)

dividimos a integral (2-11) em duas parcelas, uma primeira I1 correspondente

à integração no intervalo [0,∞[ e uma segunda I2 correspondente à integração

no intervalo [−t, 0]. Ou seja I = I1 + I2.

Escrevendo πI1 da forma conveniente temos
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∫ ∞

0

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ = ψ(0)

∫ δ

0

senTθ

θ
dθ +

∫ δ

0

ψ(θ) − ψ(0)

θ
senTθ dθ

+

∫ X

δ

ψ(θ)
sen Tθ

θ
dθ +

∫ ∞

X

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ (2-12)

escolhendo δ muito pequeno e X muito grande. Temos que

∣∣∣∣
∫ δ

0

ψ(θ) − ψ(0)

θ
senTθdθ

∣∣∣∣ < ǫ (2-13)

∣∣∣∣
∫ ∞

X

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ

∣∣∣∣ < ǫ (2-14)

considerando a integral
∫ X

δ
, após a integração por partes e considerando que

cada termo envolve 1/T e sendo a integral limitada, obtemos

∫ X

δ

ψ(θ)
sen Tθ

θ
dθ = −

cosTθ

Tθ
ψ(θ)

∣∣∣∣
X

δ

+
1

T

∫ X

δ

cosTθ
d

dθ

(
ψ(θ)

θ

)
dθ

= O(1/T ) (2-15)

Seguindo de modo análogo para a integral
∫ δ

X
, fazendo a mudança de

variável φ = Tθ obtemos

ψ(0)

∫ δ

0

senTθ

θ
dθ = ψ(0)

∫ Tδ

0

sen φ

φ
dφ

= ψ(0)
π

2
+O(1/T ) (2-16)

somando os resultados obtidos acima e fazendo T → ∞ obtemos

I1 =
1

π
lim

T→∞

∫ ∞

0

ψ(θ)
sen Tθ

θ
dθ =

1

2
ψ(0) =

1

2
f(t) (2-17)

Expressamos πI2 de forma análoga à equação (2-12). Para a parcela da∫ 0

−t
obtemos o igualdade
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∫ 0

−t

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ =

∫ −δ

−t

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ + ψ(0)

∫ 0

−δ

sen Tθ

θ
dθ

+

∫ 0

−δ

ψ(θ) − ψ(0)

θ
sen Tθdθ (2-18)

A partir de um argumento similar segue que

I2 =
1

π
lim

T→∞

∫ 0

−t

ψ(θ)
senTθ

θ
dθ =

1

2
f(t) (2-19)

Fazendo T → ∞ na equação (2-9) obtemos (2-7) e denotamos como I.

Somando as duas parcelas da integral I = I1 + I2 segue que I = f(t) como

queriamos demonstrar. �

2.4
Métodos de transformada inversa numérica de Laplace

2.4.1
Método de Bellman-Kalaba-Lockett (1966)

O método proposto para inverter a transformada de Laplace, consiste em

reduzir primeiro o intervalo infinito de integração [0,∞) a um intervalo finito

[0, 1], por meio de uma substituição de variáveis. Posteriormente emprega-

se a fórmula de quadratura de Gauss-Legendre de n−pontos para reduzir o

problema de inversão a um sistema de n equações lineares algébricas.

Lembrando que a transformada de Laplace de uma função é

F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt, (2-20)

fazendo a mudança de variável u = e−t em (2-20) segue que

F (s) =

∫ 1

0

us−1f(− ln u)du. (2-21)

Aplicando a fórmula da quadratura de Gauss-Legendre, a equação (2-21)

é discretizada da seguinte forma

F (s) ≈
N∑

i=1

wiu
s−1
i f(− ln ui) s = 1, 2, . . . , N (2-22)
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onde ui, para i = 1, 2, . . . , N , são as ráızes obtidas do polinômio de Legendre

P ∗
N de grau N , wi são os pesos correspondentes.

Se s assume N valores, por exemplo, s = 1, 2, . . . , N , então um sistema

de N equações lineares é obtido com N valores desconhecidos de f(− ln ui),

onde i = 1, 2, . . . , N . A solução desse sistema pode ser explicitamente resolvido

tomando a forma

f(ti) ≈

N∑

k=1

a
(N)
ik F (k) onde ti = − ln ui (2-23)

A equação (2-23) é a fórmula de inversão dada em (Bellman-1966), os

coeficientes a
(N)
ik são tabulados para diferentes valores de N .

2.4.2
Método de R. Piessens (1968)

É uma extensão do método de Bellman-Kalaba-Lockett (Bellman-1966),

que tem como fórmula de inversão a equação (2-23). O inconveniente desse

método é que só pode ser utilizado num número restrito de pontos.

Para evitar essa dificuldade, o método propõe fazer uma mudança de

escala da variável t, com este propósito, propõe a seguinte extensão de (2-23):

f(t) ≈

N∑

k=1

ϕ
(N)
k (e−t)F (k) (2-24)

onde ϕ
(N)
k é um polinômio de grau N − 1.

A equação (2-24) é obtida a partir da equação (2-25) que é uma função de

interpolação generalizada de Lagrange da transformada de Laplace nos pontos

s = 1, 2, . . . , N .

F (s) ≈
N∑

k=1

(−1)N−k(k +N − 1)!

[(k − 1)!]2(N − k)!

N∏

m=1, m6=k

(s−m)

N−1∏

m=0

(s+m)

F (k) (2-25)

Invertendo a equação (2-25) obtemos a fórmula de inversão da transfor-

mada de Laplace (2-24). Onde

ϕ
(N)
k (e−t) =

N−1∑

m=0

(−1)k+m+1 (N + k − 1)!(N +m)!e−mt

[(K − 1)!]2(N − k)!(m!)2(N − 1 −m)!(k +m)!

(2-26)
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Caṕıtulo 2. Transformada inversa numérica de Laplace 22

2.4.3
Método de Dubner-Abate (1968)

O método desenvolvido por Dubner e Abate, para inverter a transformada

de Laplace, relaciona a integral de Fourier à transformada de Fourier de co-

senos.

Seja h : R → R uma função tal que h(t) = 0 para t < 0. A partir da

função h definimos as funções periódicas pares gn(t) (de peŕıodo 2T , veja a

figura 2.1), para cada n = 0, 1, 2, . . . como:

gn(t) =





h(2nT − t), para t ∈ [(n− 1)T , nT ]

h(t), para t ∈ [nT , (n+ 1)T ]

(2-27)

0

0

0

0

T T

T T

T T

T T

2T

2T

2T

2T

3T

3T

3T

3T

h(t) = e−atf(t)

h(t)

g0(t)

g1(t)

g2(t)

Figura 2.1: Funções h(t) e gn(t)

Para obter uma representação em série de Fourier para cada gn(t) re-

escrevemos (2-27) de tal forma que as gn(t) estejam definidas no intervalo

(−T, T ).

Assim, para cada n = 0, 2, 4, . . . temos

gn(t) =






h(nT − t), −T ≤ t ≤ 0

h(nT + t), 0 ≤ t ≤ T

(2-28)
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e para cada n = 1, 3, 5, . . . temos

gn(t) =






h((n + 1)T + t), −T ≤ t ≤ 0

h((n + 1)T − t), 0 ≤ t ≤ T

(2-29)

Logo, a representação de Fourier em termos de co-senos de gn(t) é dado

por

gn(t) =
An,0

2
+

∞∑

k=1

An,k cos
kπt

T
(2-30)

para cada n = 0, 1, 2, . . . , onde

An,k =
2

T

∫ T

0

h(nT + x) cos
kπx

T
dx para n = 0, 2, 4, . . . (2-31)

e

An,k =
2

T

∫ T

0

h((n+ 1)T − x)
kπx

T
dx para n = 1, 3, 5, . . . (2-32)

Após uma mudança de variável em (2-31) e (2-32) segue que

An,k =
2

T

∫ (n+1)T

nT

h(t) cos
kπt

T
dt (2-33)

Em (2-30), somando em termos de n obtemos

∞∑

n=0

gn(t) =
2

T

[
A(w0)

2
+

∞∑

k=1

A(wk) cos
kπt

T

]
(2-34)

onde A(wk) =
∫ ∞

0
h(t) cos kπt

T
dt e A(wk) é uma transformada de Fourier en

termos de co-senos. Se introduzimos o seguinte fator de atenuação

h(t) = e−atf(t) (2-35)

realmente A(wk) é a transformada de Laplace da função f(t) com a variável

de transformação sendo dado por s = a + kπ
T
i. Ou seja A(wk) = Re{F (s)}.

Portanto, da equação (2-34) segue que

∞∑

n=0

eatgn(t) =
2eat

T

[
1

2
Re{F (a)} +

∞∑

k=1

Re
{
F (a+ kπ

T
i)

}
cos

kπt

T

]
(2-36)

onde ambos lados da equação são multiplicados pelo fator de atenuação eat.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA
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Note que (2-36) é já uma aproximação de f(t) em (0, T ), ou seja

f(t) ≈
∑∞

n=0 e
atgn(t).

A partir de (2-28) e (2-29) pode-se determinar
∑∞

n=0 e
atgn(t) em (0, T )

∞∑

n=0

eatgn(t) =
∞∑

n=0

eath(2nT + t) +
∞∑

n=0

eath(2nT − t) (2-37)

Usando o fator de atenuação (2-35) e separando adequadamente podemos

escrever

∞∑

n=0

eatgn(t) = f(t) + ε (2-38)

onde o erro ε é dado por

ε =
∞∑

n=1

e−2aTn
[
f(2nT + t) + e2ctf(2nT − t)

]
(2-39)

Denotando f̃(t) =
∑∞

n=0 e
atgn(t), então

f̃(t) = f(t) + ε (2-40)

Dubner e Abate em (Dubner-Abate-1968) mostram que ε pode ser feito

suficientemente pequeno apenas para t ≤ T/2. Portanto concluem que no

intervalo (0, T/2) uma aproximação da transformada inversa de Laplace pode

ser achada, com o grau de exatidão que desejarmos, pela fórmula

f̃(t) =
2eat

T

[
1

2
Re{F (a)} +

∞∑

k=1

Re{F (a+ kπ
T
i)} cos

kπt

T

]
(2-41)

2.4.4
Método de Kenny Crump (1970)

O método de Kenny Crump é uma generalização do método de Dubner e

Abate, lembre que esse método aproxima a transformada inversa por meio de

séries de Fourier em termos de co-senos, pois considera a parte real Re{F (s)}.

Entretanto, o método de Crump considera (além das séries de Fourier em co-

senos) séries de Fourier em termos em senos, de tal forma que o erro seja menor

ao obtido por Dubner e Abate. Para tal propósito considera a parte imaginária

Im{F (s)}.

No desenvolvimento deste método obtemos a série de Fourier para uma

função g0(t), que é periódica con peŕıodo 2T e igual a f(t)e−at num intervalo

(0, 2T ). Os coeficientes da série podem ser aproximados usando F (s). Com a

finalidade que a série de Fourier tenha convergência à g0(t) em pontos de
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descontinuidade vamos impor a condição f(t) = {f(t+) + f(t−)}/2 para

todo t onde f(t) é descont́ınua. Para n = 0, 1, 2, · · · , define-se gn(t) para

−∞ < t < ∞, por gn(t) = f(t)e−at, 2nT ≤ t ≤ 2(n + 1)T , com a condição

de ser periódica com peŕıodo 2T . A representação da série de Fourier de cada

gn(t) é dado por

gn(t) =
1

2
An,0 +

∞∑

k=1

{
An,k cos

kπt

T
+Bn,k sen

kπt

T

}
(2-42)

onde os coeficientes de Fourier são

An,k =
1

T

∫ 2(n+1)T

2nT

e−atf(t) cos(kπt/T )dt (2-43)

Bn,k =
1

T

∫ 2(n+1)T

2nT

e−atf(t) sen(kπt/T )dt (2-44)

Em (2-42) somando com respeito aos n e observando que
∫ ∞

0

e−atf(t) cos(kπt/T )dt = Re{F (a+ ikπ/T )} (2-45)

∫ ∞

0

e−atf(t) sen(kπt/T )dt = −Im{F (a+ ikπ/T )} (2-46)

obtemos
∞∑

n=0

gn(t) =
1

2T
Re{F (a)}+

1

T

∞∑

k=1

[
Re{F (a+kπ

T
i)} cos kπt

T
−Im{F (a+kπ

T
i)} sen kπt

T

]

(2-47)

Como g0(t) = f(t)e−at para t ∈ (0, 2T ), a partir de (2-47) obtemos uma

aproximação f̃(t) da transformada inversa f(t) dada por

f̃(t) =
eat

2T
Re{F (a)}+

eat

T

∞∑

k=1

[
Re{F (a+ kπ

T
i)} cos kπt

T
−Im{F (a+ kπ

T
i)} sen kπt

T

]

(2-48)

Ou seja f(t) = f̃(t) − ε, onde

ε = e−2nat

∞∑

n=0

gn(t) =

∞∑

n=1

e−2natf(2nT + t) (2-49)

2.4.5
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Caṕıtulo 2. Transformada inversa numérica de Laplace 26

Método de Gaver-Stehfest (1970)

O algoritmo desenvolvido por H. Stehfest (Stehfest-1970) é baseado

no trabalho de D. P. Gaver (Gaver-1966) (quem utiliza uma linguagem

inteiramente probabiĺıstica), Gaver considera a esperança matemática fn da

inversa f(t) de F (s),

fn =

∫ ∞

0

f(t)gn(a, t)dt = a
(2n)!

n!(n− 1)!

n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)iF ((n+ i)a). (2-50)

Ou, o que é o mesmo, valor esperado de f(t) = L−1{F (s)} com respeito à

função de probabilidade

gn(a, t) = a
(2n)!

n!(n− 1)!
(1 − e−at)ne−nat , a > 0 (2-51)

onde gn(a, t) tem as seguintes propriedades

1.
∫ ∞

0
gn(a, t)dt = 1

2. Valor modal de gn(a, t) = ln 2
a

3. e variância var(t) = 1/a2
∑n

t=0 1/(n+ i)2

As quais implicam que fn converge para f( ln 2
a

) quando n→ ∞. fn tem

expansão assintótica (vide (Stehfest-1970))

fn ∼ f

(
ln 2

a

)
+
α1

n
+
α2

n2
+
α3

n3
+ · · · (2-52)

Para um númeroN de valores de F , uma melhor aproximação para f( ln 2
a

)

do que fn−1 é posśıvel. Por combinação linear de f 1, f 2, . . . , fN/2 e requerendo

K∑

i=1

xi(K)
1

(N/2 + 1 − i)k
= δk0; k = 0, 1, . . . , K − 1; K ≤ N/2 (2-53)

segue que

xi(K) =
(−1)i−1

K!

(
K

i

)
i(N/2 + 1 − i)K−1 (2-54)

portanto

K∑

i=1

xi(K)f (N/2)+1−i = f

(
ln 2

a

)
+ (−1)k+1α

(N/2 −K)!

(N/2)!
+ o

(
(N/2 −K)!

(N/2)!

)
.

(2-55)
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Substituindo K = N/2, a = ln 2
T

e utilizando (2-50) obtemos a expressão

que produz um valor aproximado fa da transformada inversa a partir da

transformada de Laplace F (s), em s = T .

fa =
ln 2

T

N∑

i=1

ViF

(
ln 2

T
i

)

com

Vi = (−1)(N/2)+1

min{i,N/2}∑

k= i+1

2

kN/2(2k)!

(N
2
− k)!k!(k − 1)!(i− k)!(2k − 1)!
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3

O Método h́ıbrido dos elementos finitos dinâmicos

Neste caṕıtulo é mostrada a formulação do método h́ıbrido dos elementos

finitos dinâmicos. São desenvolvidas as equações matriciais de equiĺıbrio,

considerando dois casos: o desenvolvimento que leva ao método de superposição

modal avançada (análise feito no domı́nio do tempo a partir de uma formulação

no domı́nio da freqüência) e a técnica da transformada de Laplace (inversão da

resposta para o tempo de uma análise feita somente no domı́nio da freqüência).

As formulações dessas duas técnicas serão feitas em paralelo, ressaltando

as diferenças entre elas.

3.1

Conceitos básicos da elasticidade linear

Seja um corpo elástico sujeito a pequenos deslocamentos. Os desloca-

mentos de um elemento infinitesimal desse corpo são descritos pela teoria da

elasticidade, segundo dois sistemas de coordenadas:

• Um sistema global ou externo, onde se têm deslocamentos absolutos ui,

deslocamentos sobre os quais realizam trabalho duas forças externas, que

são as chamadas forças de massa bi que atuam no domı́nio Ω (interior do

corpo) e as forças de superf́ıcie ti que atuam no contorno Γ (superf́ıcie

do corpo).

• Um sistema local ou interno, onde se têm deslocamentos relativos εij

(deformações) e σij (tensões) produzidos pelas forças de superf́ıcie, tudo

isso num elemento infinitesimal dΩ.

O contorno do corpo é dividido em duas partes Γ = Γσ + Γu: em Γσ

têm-se forças conhecidas e em Γu deslocamentos conhecidos ui.

A formulação de um problema de elasticidade linear pode ser resumido

como segue: seja um conjunto de forças externas conhecidas, agindo sobre o

corpo elástico, as quais são descritas no sistema global pelas forças bi agindo

em Ω e forças ti agindo em Γσ. Uma análise desse corpo consiste em determinar

os deslocamentos ui que ocorrem em Ω e em Γσ, as reações de apoio que surgem

em Γu e as tensões σij em Ω.
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Para determinar os valores desconhecidos causados pelas solicitações

externas é necessário estabelecer relações de transformação entre forças e

deslocamentos no sistema global e local. Essas relações de transformação são

dadas pelas: equações de equiĺıbrio de forças; equações de compatibilidade entre

deformações e deslocamentos; e as equações constitutivas.

As equações de equiĺıbrio de forças que relacionam as forças descritas no

sistema global e as tensões do sistema local são dadas por

σij,j + bi − ρüi − µu̇i = 0 em Ω (3-1)

σij = σji em Ω (3-2)

σijηj = ti em Γσ (3-3)

onde ρ é a densidade de massa, µ = 2ζρ (ζ é um fator de amortecimento),

ηj são os co-senos diretores de um elemento de superf́ıcie dΓ e ü é a segunda

derivada do deslocamento com respeito ao tempo.

ηi

Γu

Γσ

Ω

x1

x2

x3

ti

ui

bi

ui

σij εij

Figura 3.1: Corpo elástico em equiĺıbrio.

As equações de compatibilidade entre as deformações do sistema local e

deslocamentos descritos no sistema global, chamadas relações de transformação

cinemática, são dadas por

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) em Ω (3-4)

ui = ui em Γu (3-5)

Finalmente, as equações constitutivas representam as relações que exis-

tentes entre as tensões e deformações no corpo elástico ( veja a figura 3.1),

dadas pela equação
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σij = Cijkl εkl em Ω (3-6)

onde Cijkl é a matriz constitutiva do material do corpo.

Para um material linearmente elástico, isotrópico e homogêneo tem-se:

Cijkl =
2Gv

1 − 2v
δijδkl + G(δikδjl + δilδjk) (3-7)

onde v é o coeficiente de Poisson, G é o módulo de elasticidade transversal ou

de cisalhamento e δij é o delta de Kronecker:

δij =

{

1 se i = j

0 se i 6= j
(3-8)

Substituindo a equação (3-7) em (3-6) e logo na equação (3-1), considerando a

condição de simetria da matriz constitutiva Cijkl, e a equação (3-4), obtém-se

a equação de Navier:

Gui,kk +
G

1 − 2v
uk,ki − ρüi + bi = 0 em Ω, (3-9)

que pode ser expressa também como

c2

2
ui,kk + (c2

1
− c2

2
)uk,ki − üi +

bi

ρ
= 0 em Ω, (3-10)

onde c1 é a velocidade de propagação das ondas irrotacionais e c2 é a velocidade

de propagação de cisalhamento no meio elástico, dadas por:

c1 =

√

2G(1 − v)

ρ(1 − 2v)
, c2 =

√

G

ρ
. (3-11)

3.2

Formulação do problema

Estamos à procura de um campo de deslocamentos ui, com seu corre-

spondente campo de tensões σij , que satisfaça á equação diferencial parcial de

equiĺıbrio dinâmico

σ(x, y, z, t)ij,j +b(x, y, z, t)i−ρü(x, y, z, t)i−µu̇(x, y, z, t) = 0 em Ω (3-12)

os ı́ndices i e j podem assumir os valores 1, 2 e 3 correspondendo às coordenadas

x, y e z respectivamente. O ı́ndice após a v́ırgula indica uma derivada na direção

da coordenada correspondente. Índices repetidos indicam um somatório de

três termos, no caso de problemas tridimensionais. O ponto indica a derivada

respeito ao tempo. ρ é uma massa espećıfica, bi forças de massa e µ = 2ζρ é o
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Caṕıtulo 3. O Método h́ıbrido dos elementos finitos dinâmicos 31

coeficiente de amortecimento. O domı́nio Ω pode ser uma estrutura ou parte

dela (nesse caso uma subestrutura ou um elemento finito).

O campo de deslocamentos deve satisfazer as condições de contorno:

u(x, y, z, t)i = u(x, y, z, t)i em Γu (3-13)

onde u(x, y, z, t)i são os deslocamentos prescritos no contorno Γu. O campo de

tensões σ(x, y, z, t)ij também deve estar em equiĺıbrio com as forças t(x, y, z, t)i

prescritas no contorno Γσ. Assim,

σ(x, y, z, t)ijηj = t(x, y, z, t)i em Γσ (3-14)

onde ηj são os co-senos diretores de Γ em Ω. Todas as variáveis dependem

do tempo. Os deslocamentos e velocidades iniciais devem ser conhecidos no

instante inicial t = 0

u(x, y, z, t = 0)i = u(x, y, z, t = 0)i e

u̇(x, y, z, t = 0)i = v(x, y, z, t = 0)i (3-15)

onde (x, y, z) ∈ Ω.

Uma solução que satisfaça exatamente todas as equações acima em Ω é

posśıvel em certos casos particulares.

3.3

Formulação no doḿınio da freqüência

Soluções do problema proposto na seção anterior podem ser obtidas

investigando a resposta harmônica para ações dinâmicas, transformando o

domı́nio do tempo para o domı́nio da freqüência por diferentes técnicas.

3.3.1

Técnica da transformada de Laplace

A técnica da transformada de Laplace é amplamente conhecida e uti-

lizada na solução de diversos tipos de equações diferencias. Por exemplo:

equações diferenciais parciais são transformadas em equações diferenciais

ordinárias. Em nosso caso, a transformada de Laplace L será utilizado para

transformar às equações (3-12), (3-13), (3-14) e (3-15) numa outra equação no

domı́nio de freqüência.
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Denotando:

σ(x, y, z, s) = L{σ(x, y, z, t)}

u(x, y, z, s) = L{u(x, y, z, t)}

b(x, y, z, s) = L{b(x, y, z, t)}

t(x, y, z, s) = L{t(x, y, z, t)} (3-16)

e fazendo as substituições adequadas a equação diferencial dada por (3-12),

junto às suas respectivas condições de contorno e condições iniciais (3-13),

(3-14) e (3-15), se tornam

σij,j + bi + ρk2ui = 0 em Ω, onde k2 = −(s2 + 2ζs) (3-17)

ui = ui em Γu e σijηj = ti em Γσ (3-18)

essas novas equações, após a transformação de Laplace, dependem das variáveis

(x, y, z, s), onde s é a freqüência.

3.3.2

Técnica de superposição modal avançada

Esse método leva o problema para o domı́nio da freqüência variando no

tempo de acordo com a função exponencial e−iωt, onde ω é a freqüência circular

de vibração.

Pode-se escrever para os deslocamentos:

u(x, y, z, t)i = u(x, y, z, ω)ie
−iωt (3-19)

ou denotando simplesmente

u(x, y, z, t)i = ue−iωt (3-20)

onde a dependência de (x, y, z, ω) esta impĺıcita.

Substituindo (3-20) nas equações (3-12), (3-13) e (3-14) segue que:

σij,j + bi + ρk2ui = 0 em Ω, onde k2 = (ω2 + 2iζω) (3-21)

ui = ui em Γu e σijηj = ti em Γσ (3-22)

As condições iniciais (3-15), a diferença da técnica da transformada de
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Laplace, são utilizadas numa etapa posterior no domı́nio do tempo em termos

de superposição modal avançada.

3.4

Formulação do método h́ıbrido dos elementos finitos

O potencial de Hellinger-Reissner (Reissner-1950) é o ponto de partida

da formulação do método h́ıbrido dos elementos finitos. A formulação h́ıbrida,

que será feita a seguir, é valida tanto para a técnica de superposição modal

avançada, como para a técnica de transfomada inversa de Laplace.

Suponha um campo de deslocamentos discreto na forma

ui = uirdr em Γ (3-23)

onde, em termos dos deslocamentos nodais, dr ≡ d(ω)r no contorno do

elemento. As funções de interpolação uir dependem apenas da variável espacial,

isto é: (uir = u(x, y, z)ir), desde que dr = dr nos correspondentes pontos nodais

r para deslocamentos prescritos ui ao longo de Γu.

Suponha um outro campo de deslocamentos (em Ω)

u
f
i = u∗

i + ub
i (3-24)

de tal modo que a condição de equiĺıbrio da equação (3-17) ou da equação

(3-21) seja satisfeita (ou seja, u
f
i é uma solução de (3-17) ou de (3-21)). Onde

ub
i é uma solução particular de (3-17) e u∗

i é a solução da parte homogênea de

(3-17).

Ou seja, ub
i é tal que o campo de tensões correspondente σb

ij satisfaz a

equação

σb
ij,j + bi + ρk2ub

i = 0 em Ω (3-25)

Também, u∗

i é tal que o campo de tensões σ∗

ij satisfaz

σ∗

ij,j + ρk2u∗

i = 0 em Ω (3-26)

o que caracteriza uma solução fundamental:

σ∗

ij = σ∗

ijsp
∗

s, u∗

i = u∗

isp
∗

s, ũi = uisds (3-27)

em termos de parâmetros de forças nodais p∗s dependentes da freqüência, onde

o ı́ndice s refere-se a cada um dos graus de liberdade do modelo discreto.
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A expressão da forma estacionária do potencial de Hellinger-Reissner,

colocada na forma matricial, (Prazeres-2005), é

−δΠR =

∫ t1

t0

[

δp∗T (Fp∗ −Hd + b) − δdT (HTp∗ + pb − p)
]

dt = 0 (3-28)

onde as quantidades p∗ e d são vetores contendo os parâmetros p∗s e ds e são as

incógnitas primárias do problema. F é a matriz de flexibilidade, H é a matriz

de transformação cinemática, b = Hdb é um vetor de deslocamentos nodais

equivalentes às forças de corpo.

A equação (3-28), para um determinado instante de tempo e valores

arbitrários de δp∗ e δd decompõe-se em duas novas equações:

Fp∗ = H(d − db) (3-29)

HTp∗ = p− pb (3-30)

eliminando-se p∗ nestas equações, tem-se, finalmente

K(d− db) = p− pb (3-31)

onde
K = HTF−1H (3-32)

é a matriz de rigidez que transforma deslocamentos nodais em forças nodais.

Uma abordagem mais simplificada foi desenvolvida por Chaves

(Chaves-2003), a qual (computacionalmente) converge mais rápidamente.

Sua formulação tem como resultado as equações matriciais

U∗p∗ = d − db (3-33)

HTp∗ = p− pb (3-34)

onde d ≡ dr é o vetor de deslocamentos nodais, db ≡ db
r é o vetor nodal de

deslocamentos da solução particular ub
i e U∗ é a matriz de deslocamentos, onde

os coeficientes U∗

sr que pertencem a ela são valores da solução fundamental u∗

i ,

obtidas nos pontos nodais r para um parâmetro de força p∗s.

Das equações (3-33) e (3-34), eliminando-se p∗ obtemos a equação da

matriz de rigidez

K(d− db) = p− pb (3-35)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA
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onde
K = HTU−1 (3-36)

A matriz de rigidez (3-36) é simétrica se a função de interpolação u∗

ir pode

representar analiticamente no contorno as expressões de u∗

is para deslocamentos

no domı́nio (Dumont-2003b). No caso de elementos de treliça e viga, o contorno

coincide com os pontos nodais (Prazeres-2005) e (Dumont-2006).

3.5

Técnica da transformada de Laplace

A equação diferencial parcial (3-12) foi transformada por meio da trans-

formada de Laplace L na equação diferencial ordinária (3-17), e a partir dela,

aplicando elementos finitos hibridos chegamos à equaçao (3-31). Ou bem, à

equação (3-35) (se aplicada a formulação simplificada). Que podem ser ree-

scritas por conveniência como

K(ω)(d(ω) − d(ω)b) = p(ω) − p(ω)b (3-37)

onde a matriz de rigidez efetiva é

K(ω) = H(ω)TF(ω)−1H(ω) ou K(ω) = H(ω)TU(ω)−1 (3-38)

onde os deslocamentos estao definidos no domı́nio da freqüência em cada um

dos graus de liberdade em que foi discretizada a estrutura. Finalmente, se faz

o retorno para o domı́nio do tempo mediante um dos métodos de transformada

inversa numérica de Laplace, estudados nos caṕıtulos anteriores.

3.6

Técnica de superposição modal avançada

Analogamente, a equação diferencial parcial (3-12) por meio de (3-19) foi

tranformada na equação diferencial ordinária (3-21). A partir dela, aplicando

o método de elementos finitos h́ıbridos, foi obtida a equação (3-31). Ou bem,

à equação (3-35).

A partir dessas equações, aplica-se a técnica de superposição modal

avançada, que é desenvolvida a seguir

3.6.1

Expansão das matrizes na forma de séries de freqüência

As matrizes F, H e U∗ podem ser expressas como uma série de potências

de freqüências (para um número n arbitrário de termos) da seguinte forma:
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F =
2n
∑

j=0

(−iω)jFj , H =
2n
∑

j=0

(−iω)jHj , U∗ =
2n
∑

j=0

(−iω)jU∗

j (3-39)

assim como a matriz de rigidez efetiva K

K =
2n
∑

j=0

(−iω)jKj = K0 −
n

∑

j=1

(iω2j−1Cj + ω2jMj) (3-40)

onde K0, C e M vêm da expansão de K como série de potências (de

freqüências). Essas matrizes representam a: matriz de rigidez estática; matrizes

de amortecimento e matrizes de massa, respectivamente.

Para poder expresar K como uma série de freqüências, é necessário

inverter a matriz F, que também é dada por uma expansão em séries de

freqüências, segundo a equação (3-39), (Dumont-2006).

Para um vetor de forças p(t) dependente do tempo agindo num corpo

elástico, a equação (3-31) pode ser expressa (Dumont-2003b) como

[

K0 −
n

∑

j=1

(iω2j−1Cj + ω2jMj)

]

(d − db) = p(t) − p(t)b (3-41)

onde o vetor dos deslocamentos d são as incógnitas a serem determinadas para

forças, velocidade e deslocamentos iniciais.

3.6.2

O problema de autovalor não-linear

O problema de autovalor não-linear associado à equação (3-41) tem a

forma

K0Φ −
n

∑

j=1

(iCjΩ
2j−1 + MjΦΩ2j) = 0 (3-42)

onde Ω é uma matriz diagonal cujos elementos são autovalores ω que repre-

sentam as freqüências e Φ é uma matriz cujas colunas são os autovetores que

representam os modos de vibração. Esse problema não-linear de autovalor tem

dif́ıcil tratamento, visto que a convergência numérica não pode ser facilmente

assegurada e que erros de arredondamento ocorrem inevitavelmente.

Uma solução do problema de autovalor foi dada por (Dumont-2007), que

consiste numa generalização da solução linear. Deve-se comentar que a solução

do problema pode incluir ou não o amortecimento. A diferença, entre ter ou não
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amortecimento, está nos resultados do cálculo. Os autovalores e autovetores são

todos reais para o caso sem amortecimento, e complexos quando considerado

o amortecimento.

Uma solução adequada Φ deve satisfazer as seguintes condições de

ortogonalidade, (Dumont-2007):

n
∑

j=1

[ 2j
∑

k=2

Ωk−2ΦT iCjΦω2j−k +

2j
∑

k=1

Ωk−1ΦTMjΦΩ2j−k

]

= I (3-43)

ΦTK0Φ +

n
∑

j=1

[ 2j−2
∑

k=1

ΩkΦT iCjΦω2j−k−1 +

2j−1
∑

k=1

ΩkΦTMjΦΩ2j−k

]

= Ω (3-44)

3.6.3

Processo de Superposição Modal

Uma forma alternativa de escrever a equação (3-41) que corresponde

a um sistema acoplado de equações diferenciais de alta ordem de tempo

que faz uso das matrizes obtidas na formulação dependente da freqüência

(Dumont-de Oliveira-2001) se pode expressar na forma

[

K0 −
n

∑

j=1

(−1)j

(

Cj

∂2j−1

∂t2j−1
+ Mj

∂2j

∂t2j

)]

(d− db) = p(t) − p(t)b (3-45)

onde pode-se introduzir um conjunto de deslocamentos auxiliares dj(t) tal que

dj(t) = (i)j ∂
jd(t)

∂tj
para j = 1 . . . 2n (3-46)

Portanto, de acordo com a equação (3-46) a equação (3-45) pode ser

escrita como um sistema aumentado (Dumont-2007)
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(3-47)

Utilizando conceitos de superposição modal, pode-se aproximar os deslo-

camentos dependentes do tempo pela soma finita de contribuições dadas pelo

produto entre os vetores normalizados Φ com os vetores de amplitudes η(t),

os quais serão as novas incógnitas do problema:

d = Φη (3-48)

Aplicando essa expressão à equação (3-47), para o caso de estruturas com

amortecimento, segue que

Ω(η − ηb) − i(η̇ − η̇b) = ΦT (p − pb) (3-49)

equação que corresponde a um sistema desacloplado de equações de primeira

ordem, que pode ser resolvida pelos métodos tradicionais de resolução de

equações diferencias. Os deslocamentos assumem a forma

d = Φη + Φη (3-50)

onde d é o vetor de deslocamentos nodais, Φ é a matriz dos autovetores e

Φ a matriz conjugada complexa de Φ. η é a solução da equação diferencial e

representa o vetor temporal de amplitudes e η é seu conjugado complexo.

No caso de um sistema sem amortecimento, o sistema desacoplado de

equações de segunda ordem é

Ω2(η − ηb) + (η̈ − η̈b) = ΦT (p − pb) (3-51)
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4

Análise de elementos unidimensionais

Neste caṕıtulo é mostrado o desenvolvimento da formulação feita no

caṕıtulo anterior para um elemento de treliça e um elemento de viga de

Timoshenko com amortecimento e base elastica (elementos unidimensionais).

São apresentadas as soluções das equações matriciais de equiĺıbrio e a

montagem da matriz de rigidez, considerando dois casos, o desenvolvimento

que leva ao método de superposição modal avançada (análise feita no domı́nio

do tempo a partir de uma formulação no domı́nio da freqüência) e a técnica

da transformada de Laplace (inversão da resposta para o tempo de uma

análise feita somente no domı́nio da freqüência). Finalmente um exemplo é

desenvolvido, onde as duas técnicas são comparadas com a solução anaĺıtica.

4.1

Elemento de treliça

Um elemento de treliça é definido como um elemento unidimensional,

que trabalha unicamente sob cargas axiais que podem ser de compressão ou

tração. A figura (4.1) mostra um elemento de treliça.

ℓ

F1

F2

A

E, ρ, c

Figura 4.1: Elemento de treliça.

4.1.1
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Formulação do problema

A equação diferencial parcial descrevendo o movimento de um elemento

de treliça que pode vibrar longitudinalmente é dada por

E
∂2u(x, t)

∂x2
− ρ

∂2u(x, t)

∂t2
− c

∂u(x, t)

∂t
= 0 (4-1)

onde a função u(x, t) é o deslocamento longitudinal no tempo desde a posição

de equiĺıbrio da seção transversal em x, E é o modulo de elasticidade longitu-

dinal que depende das propriedades do material da treliça, ρ é o peso espećıfico

e c = 2ζρ é o coeficiente de amortecimento.

Supõe-se que o deslocamento esteja definido para valores de tempo t > 0

e espaço 0 ≤ x ≤ l.

Técnica da transformada de Laplace

Para um desenvolvimento neste caso temos que levar a equação diferen-

cial parcial (4-1) para o espaço da transformada de Laplace. Para fazer isto con-

sideramos, por simplicidade, as condições iniciais do problema u(x, 0)|t=0 = 0

e ∂u(x,t)
∂t

|t=0 = 0.

Após os cálculos correspondentes e substituindo y(x, s) = L{u(x, t)} a

nova equação diferencial passa a ser expressa como

E
d2y(x, s)

dx2
− ρ(s2 + 2ζs)y(x, s) = 0 (4-2)

Fazendo k2 = −ρ(s2+2ζs)
E

na equação (4-2), obtém-se uma forma simplificada

d2y(x, s)

dx2
+ k2y(x, s) = 0 (4-3)

Técnica de superposição modal avançada

Supondo que a solução da equação diferencial parcial (4-1) admite uma

solução por separação de variáveis u(x, t) = u∗(x)e−iωt.

Após os cálculos correspondentes, a equação diferencial (4-1) se expressa

como

E
d2u∗(x)

dx2
+ ρ(ω2 + 2iζω)u∗(x) = 0 (4-4)

Substituindo k2 = ρ(ω2+2iζω)
E

em (4-4) obtém-se
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d2u∗(x)

dx2
+ k2u∗(x) = 0 (4-5)

4.1.2

Montagem da matriz de rigidez

Observa-se das equações (4-3) e (4-5) que para a montagem da matriz de

rigidez só se precisa da solução de uma delas.

A solução geral da equação se expressa

u∗ = A1
sen(kx)

k
+ A2 cos(kx) (4-6)

de tal modo que a solução estática alcançada no caso limite é:

lim
k→0

u∗(x) = A1x+ A2 (4-7)

Como se está analisando um problema no domı́nio da freqüência, em

termos de uma superposição modal, pode-se usar A2 = 0, já que a solução

varia em torno de u∗(0) = 0.

Tendo uma solução que oscila en torno de u∗(0) = 0, uma forma de

expressar o campo de deslocamentos nesse caso, (Dumont-2005), é como uma

função de dois parâmetros de força p∗1 e p∗2, os quais se interpretam como as

bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas:

u∗ =
1

EA

〈

sen[kx]

k

sen[k(ℓ− x)]

k

〉 {

p∗1

p∗2

}

≡ u∗p∗ (4-8)

Partindo da equação anterior pode-se obter também as tensões normais:

σ∗ = E
du∗(x)

dx

σ∗ =
1

A

〈

cos[kx] − cos[k(ℓ− x)]
〉

{

p∗1

p∗2

}

≡ σ∗p∗ (4-9)

Os deslocamentos nas extremidades do elemento de treliça são descritos

e definidos como os contornos Γ1 e Γ2:

u =
〈

1 0
〉

{

d1

d2

}

≡ N1d em Γ1 (4-10)
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Γ1

η1 x

Ω Γ2

η2

d1, p1 d2, p2

l

Figura 4.2: Sistemas de coordenadas de um elemento de treliça.

u =
〈

0 1
〉

{

d1

d2

}

≡ N2d em Γ2 (4-11)

A matriz de transformação cinemática H entre os sistemas d e p∗ é

expressa como:

H =

∫

Γ

σ∗tNdΓ =

{

1

− cos(kℓ)

}

(−1)
〈

1 0
〉

+

{

cos(kℓ)

−1

}

(1)
〈

0 1
〉

(4-12)
Portanto

H =

[

−1 cos(kℓ)

cos(kℓ) −1

]

(4-13)

A matriz de flexibilidade no sistema interno p∗ se expressa

F =

∫

Γ

σtu∗NdΓ (4-14)

F =
1

EA

[{

1

− cos(kℓ)

}

(−1)
〈

0 sen(kℓ)
k

〉

+

{

cos(kℓ)

−1

}

(1)
〈

sen(kℓ)
k

0
〉

]

F =
sen(kℓ)

kEA

[

cos(kℓ) −1

−1 cos(kℓ)

]

(4-15)

Logo, inversa da matriz de flexibilidade é:

F−1 =
−kEA

sen3(kℓ)

[

cos(kℓ) 1

1 cos(kℓ)

]

(4-16)

Finalmente obtém-se a matriz de rigidez para um elemento de treliça
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K = HTF−1H (4-17)

K =
kEA

sen(kℓ)

[

cos(kℓ) −1

−1 cos(kℓ)

]

(4-18)

Se na matriz de rigidez da equação (4-18) k → 0 com, então

lim
k→0

K =
EA

ℓ

[

1 −1

−1 1

]

(4-19)

Em resumo, tem-se que a matriz de rigidez desenvolvida para um

elemento de treliça (para as duas técnicas) é

K =
kEA

sen(kℓ)

[

cos(kℓ) −1

−1 cos(kℓ)

]

No caso da técnica da transformada de Laplace

k2 = −
ρ(s2 + 2ζs)

E

e no caso da técnica de superposição modal avançada

k2 =
ρ(ω2 + 2iζω)

E
.

4.2

Viga de Timoshenko sobre base elástica e com amortecimento

A teoria de vigas de Timoshenko assume as seguintes hipóteses.

1. Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma seção

transversal são pequenos e iguais ao do eixo da viga.

2. O deslocamento lateral (segundo o eixo y) é nulo.

3. As seções planas normais para o eixo da viga antes da deformação

mantêm-se planas, porém não necessariamente normais ao eixo depois

da deformação.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA
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4.2.1

Formulação do problema

Considera-se uma viga de comprimento L, área da seção transversal A e

momento de inércia J , sobre uma base elástica e com amortecimento viscoso.

Devido à deformação do cisalhamento, sobre a qual o momento fletor

realiza trabalho
M = EJ

∂ψ(x, t)

∂x
, (4-20)

a rotação ψ(x, t) de uma seção transversal, e a derivada da elástica ∂y(x,t)
∂x

diferem entre si de uma parcela γ0(x, t):

∂y(x, t)

∂x
= ψ + γ0 (4-21)

devido à deformação causada pelo esforço cortante:

Q = GAκγ0 (4-22)

onde κ é um fator que leva em conta como a seção se deforma sob cisalhamento.

A equação (4-21) expressa a compatibilidade de deformações de uma seção de

viga, para momento fletor M e esforço cortante Q obtidos segundo as equações

constitutivas acima.

Temos da figura (4.3) um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko,

que está em equiĺıbrio segundo as equações:

∑

Fy =
∂Q

∂x
−m

∂2u(x, t)

∂t2
− 2ζm

∂u(x, t)

∂t
− wu(x, t) = 0 (4-23)

∑

M = Q−
∂M

∂x
= −

mJ

A

∂2ψ(x, t)

∂t2
(4-24)

Das equações (4-23) e (4-24) obtemos as equações que governam o estudo

da viga de Timoshenko com base elástica e amortecimento

GAκ

[

∂2u(x, t)

∂x2
−
∂ψ(x, t)

∂x

]

−m
∂2u(x, t)

∂t2
−2ζm

∂u(x, t)

∂t
−wu(x, t) = 0 (4-25)

GAκ

[

∂u(x, t)

∂x
− ψ(x, t)

]

+ EJ
∂2ψ(x, t)

∂x2
=
mJ

A

∂2ψ(x, t)

∂t2
(4-26)
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M

Q

dψ

w

dx

ψ

ψ

γ
∂u(x,t)
∂x

M + ∂M
∂x
dx

Q+ ∂Q
∂x
dx

Figura 4.3: Equiĺıbrio de um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko.

Técnica da transformada de Laplace

Nesse caso, leva-se as equações diferenciais parciais (4-25) e (4-26)

ao espaço da transformada de Laplace. Para tal efeito, por simplicidade,

considera-se apenas as condições de fronteira u(x, t)|t=0 = 0 e ∂u(x,t)
∂t

|t=0 = 0

na equação (4-25), ψ(x, t)|t=0 = 0 e ∂ψ(x,t)
∂t

|t=0 = 0 na equação (4-26).

Após os cálculos correspondentes e substituindo u∗(x, s) = L{u(x, t)} e

ψ∗(x, s) = L{ψ(x, t)} as novas equações diferenciais passam a ser expressas

como

GAκ

[

∂2u∗(x, s)

∂x2
−
∂ψ∗(x, s)

∂x

]

− (ms2 + 2ζms+ w)u∗(x, s) = 0 (4-27)

GAκ

[

∂u∗(x, s)

∂x
− ψ∗(x, s)

]

+ EJ
∂2ψ∗(x, s)

∂x2
−
mJs2

A
ψ∗(x, s) = 0 (4-28)

Eliminando-se ψ∗(x, s) nas equações (4-27) e (4-28) chega-se à seguinte

equação
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∂4u∗(x, s)

∂x4
+ T

∂2u∗(x, s)

∂x2
− k4u∗(x, s) = 0 (4-29)

onde

T = −
m

EJ

[(

1 +
E

Gκ

)

Js2

A
+

EJ

GAmκ
(ms2 + 2ζms+ w)

]

, e (4-30)

k4 = −
m

EJ

[

(

s2 + 2ζs+ w/m
)

+
J

GA2κ
(ms4 + 2ζms3 + ws2)

]

(4-31)

Técnica de superposição modal avançada

Nesse caso, supõe-se que as soluções das equações diferenciais parciais

(4-25) e (4-26) admitem separação de variáveis u(x, t) = u∗(x)e−iωt e ψ(x, t) =

ψ∗(x)e−iωt.

Fazendo as substituições adequadas, as equações se expressam como

GAκ

[

∂2u∗(x)

∂x2
−
∂ψ∗(x)

∂x

]

+ (mω2 + 2iζmω − w)u∗(x) = 0 (4-32)

GAκ

[

∂u∗(x)

∂x
− ψ∗(x)

]

+ EJ
∂2ψ∗(x)

∂x2
+
mJω2

A
ψ∗(x) = 0 (4-33)

Eliminando-se ψ∗(x) nas equações (4-32) e (4-33) obtém-se

∂4u∗(x)

∂x4
+ T

∂2u∗(x)

∂x2
− k4u∗(x) = 0 (4-34)

onde

T =
m

EJ

[(

1 +
E

Gκ

)

Jω2

A
+

EJ

GAmκ
(mω2 + 2iζmω − w)

]

, e (4-35)

k4 =
m

EJ

[

(

ω2 + 2iζω − w/m
)

−
J

GA2κ
(mω4 + 2iζmω3 − wω2)

]

. (4-36)

Observa-se que nas duas técnicas, fazendo algumas modificações, pode-se
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chegar às mesmas equações (4-34) e (4-29), cuja solução é expressa convenien-

temente na forma

y∗(x) = C1
sen k1x+ sinh k2x

k
+ C2

sen k1x− sinh k2x

k3
+

+ C3(cos k1x+ cosh k2x) + C4
cos k1x− cosh k2x

k2
(4-37)

onde

k1 =

√

√

k4 +
T 2

4
+
T

2
e k2 =

√

√

k4 +
T 2

4
−
T

2
(4-38)

De modo similar, obtém-se das equações anteriores a expressão de ψ∗(x)

ψ∗(x) = C1
K2 cos k1x+K1 cosh k2x

k
+ C2

K2 cos k1x−K1 cosh k2x

k3

+ C3(−K2 sen k1x+K1 sinh k2x) + C4
−K2 sen k1x−K1 sinh k2x

k2

(4-39)

onde

K1 =
k2

1 + ms2

EA

k2
e K2 =

k2
1 −

ms2

EA

k2
(4-40)

Analogamente, para o método de transformadas de Laplace, obtém-se a mesma

ψ∗(x) porém com as constantes K1 e K2 abaixo (é imediato ver as diferenças

com as anteriores constantes)

K1 =
k2

1 −
mω2

EA

k2
e K2 =

k2
1 + mω2

EA

k2
(4-41)

As expressões de y∗(x) e ψ∗(x) foram obtidas de tal modo que

lim
k→0

ω→0

y∗(x) = 2C3 + 2C1x− C4x
2 − C2

(

x3

3
−

EJx

2GAκ

)

(4-42)
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lim
k→0

ω→0

ψ∗(x) = 2C1 − 2C4x− C2

(

x2 +
3EJ

2GAκ

)

(4-43)

4.2.2

Obtenção da matriz de rigidez

O campo de deslocamentos transversais y∗(x) é expresso por

y∗(x) = 〈 y∗1(x) y∗2(x) y∗3(x) y∗4(x) 〉























p∗1

p∗2

p∗3

p∗4























= y∗p∗ (4-44)

onde

y∗1(x) =
sen k1x+ sinh k2x

k
y∗2(x) =

sen k1x− sinh k2x

k3

y∗3(x) = cos k1x+ cosh k2x y∗4(x) =
cos k1x− cosh k2x

k2
(4-45)

As rotações ψ∗(x) são expressas por

ψ∗(x) = 〈 ψ∗

1(x) ψ∗

2(x) ψ∗

3(x) ψ∗

4(x) 〉























p∗1

p∗2
p∗3

p∗4























= ψ∗p∗ (4-46)

onde

ψ∗

1(x) =
K2 cos k1x+K1 cosh k2x

k
ψ∗

2(x) =
K2 cos k1x−K1 cosh k2x

k3

ψ∗

3(x) = −K2 sen k1x+K1 sinh k2x ψ∗

4(x) =
−K2 sen k1x−K1 sinh k2x

k2

(4-47)

os p∗1, p
∗

2, p
∗

3 e p∗4 são os parâmetros de força numa formulação de elementos

finitos h́ıbridos, p∗ não têm sentido f́ısico definido, embora seja posśıvel fazer

alguma atribuição a partir dos limites das equações (4-42) e (4-43).

Para estabelecer as equações que governam o problema da viga, escreve-
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se utilizando a mesma notação usada no elemento de treliça:











y∗(x)

ψ∗(x)











=







y∗1(x) y∗2(x) y∗3(x) y∗4(x)

ψ∗

1(x) ψ∗

2(x) ψ∗

3(x) ψ∗

4(x)





























p∗1

p∗2

p∗3
p∗4























= u∗p∗ (4-48)

Conseqüentemente, obtém-se os esforços seccionais, segundo as equações (4-20)

e (4-22):
{

Q∗

M∗

}

= N∗p∗ (4-49)

onde

N∗ = EJ







d2ψ∗

1

dx2 − ms2

EA
ψ∗

1
d2ψ∗

2

dx2 − ms2

EA
ψ∗

2
d2ψ∗

3

dx2 − ms2

EA
ψ∗

3
d2ψ∗

4

dx2 − ms2

EA
ψ∗

4

dψ∗

1

dx

dψ∗

2

dx

dψ∗

3

dx

dψ∗

4

dx







(4-50)

ou, no caso da técnica de superposição modal avançada,

N∗ = EJ







d2ψ∗

1

dx2 + mω2

EA
ψ∗

1
d2ψ∗

2

dx2 + mω2

EA
ψ∗

2
d2ψ∗

3

dx2 + mω2

EA
ψ∗

3
d2ψ∗

4

dx2 + mω2

EA
ψ∗

4

dψ∗

1

dx

dψ∗

2

dx

dψ∗

3

dx

dψ∗

4

dx







(4-51)

a)

b)

d1

d2

d3

d4

x

M M

l

Q Q

Figura 4.4: a) Sistema de coordenadas da matriz de rigidez, b) Convenção de esforços.

Usando a parte a) da figura 4.4 (para definir as grandezas do sistema

externo de coordenadas) e a parte b) (para a convenção dos momentos fletores

e esforços cortantes positivos) pode-se descrever os extremos do elemento como

sendo os contornos Γ1 e Γ2 (para os deslocamentos e rotações). Do mesmo
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modo, as matrizes Λ como sendo os co-senos diretores:

{

y∗

ψ∗

}

=

[

1 0 0 0

0 1 0 0

]























d1

d2

d3

d4























= N1d Λ1 =

[

1 0

0 1

]

em Γ1 (4-52)

{

y∗

ψ∗

}

=

[

0 0 1 0

0 0 0 1

]























d1

d2

d3

d4























= N2d Λ2 =

[

−1 0

0 1

]

em Γ2 (4-53)

A matriz H de transformação cinemática entre os sistemas d e p∗ se expressa

H = N∗T |x=0Λ1N1 + N∗T |x=lΛ2N2 (4-54)

A matriz de flexibilidade no sistema interno p∗ se expressa

F = N∗T |x=0Λ1u
∗T |x=0 + N∗T |x=lΛ2u

∗T |x=l (4-55)

Após a avaliação da inversa F−1, a partir de (3-32), obtém-se a matriz de

rigidez efetiva

K = HTF−1H.

ou como alternativa, a partir de (3-36), tem-se que K = HT (U∗)−1.

Desse modo, é posśıvel fazer um desenvolvimento da matriz de rigidez

efetiva da viga de Timoshenko com base elástica e amortecimento. Para o caso

da técnica de transformadas de Laplace, a matriz de rigidez efetiva fica em

função dos parâmetros definidos pelas equações (4-30) e (4-31). Ou bem, pelas

equações (4-35) e (4-36) no caso da técnica de superposição modal avançada.

Para simplificar a notação de cada um dos elementos da matriz de rigidez

efetiva (dada a quantidade de termos que possuem), denota-se C = cosh k2x,

c = cos k1x, S = senh k2x e s = sen k1x. Assim, a matriz de rigidez efetiva é

expressa como

K =













K11 K12 K13 K14

K21 K22 K23 K24

K31 K32 K33 K34

K41 K42 K43 K44













(4-56)
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onde

K11 = −
EJK1K2(cK1S + CK2s)(k

2
1 + k2

2)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K12 = −
EJK1K2(K2k1(C

2 − Cc− S2) +K1k2(Cc− s2 − c2)) + Ss(k1K1 + k2K2))

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K13 =
EJK1K2(K1S +K2s)(k

2
1 + k2

2)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K14 = −
EJK1K2(C − c)(k2

1 + k2
2)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K22 =
EJ(cK2S − sCK1)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K23 =
EJK1K2(C − c)(K2k1 +K1k2)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K24 = −
EJ(K2S − sK1)(K2k1 +K1k2)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K33 = −
EJK1K2(cK1S + CK2s)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K34 =
EJK1K2(cK1S + CK2s)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )

K44 =
EJK1K2(cK1S + CK2s)

K1K2((C2 − c2)2 + s2 − S2) − Ss(K2
2 −K2

1 )
(4-57)
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5

Exemplos numéricos

Neste caṕıtulo são apresentados os exemplos numéricos que permitem

avaliar a eficiência computacional da técnica de superposição modal avançada

e a técnica da transformada de Laplace. Todos os exemplos apresentados, são

feitos inicialmente (etapa de testes) no programa MAPLE, numa etapa final

os algoritmos desses exemplos são desenvolvidos no programa Fortran 90.

O primeiro exemplo corresponde a uma barra elástica submetida a

uma carga constante sem amortecimento. No segundo exemplo, para essa

mesma barra, é considerado o amortecimento. Nesses dois exemplos a barra é

discretizada em elementos de treliça.

Finalmente, o último exemplo trata do modelo de um trecho de ferrovia

constitúıdo por uma interação dinâmica entre trilho, palmilha, dormente e

lastro. Esse último exemplo foi desenvolvido na dissertação de Mestrado de

Oliveira (Oliveira-2006).

5.1

Barra elástica sem amortecimento

Para estudar o exemplo desta seção (e da seção 5.2, que trata da barra

elástica com amortecimento) inicialmente é aplicada a técnica da transformada

de Laplace, essa técnica requer o conhecimento da transformada inversa de

Laplace. Diversos autores tem feito aproximações numéricas da transformada

inversa de Laplace. Dentre os diversos métodos inicialmente testados, para

os tipos de estruturas que trata esta dissertação, escolheu-se os que tiveram

melhor desempenho; Dubner e Abate (Dubner-Abate-1968), Kenny Crump

(Crump-1976) e De Hoog (de Hoog-1982). Seguidamente é feito o estudo

aplicando o método de superposição modal avançada. Finalmente esses dois

métodos são comparados.

Para cada um dos modelos, as matrizes de rigidez e massa são obtidas

de acordo com a abordagem mostrada no capitulo [3] e a resposta transiente

do sistema é obtida de acordo com a formulação dada nas seções [3.5] e [3.6].

Seja um elemento de barra elástica sem amortecimento cujo extremo

x = 0 é fixo, no extremo livre x = L submetido a um carregamento aplicado

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA
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constante P (t) = 1000 em sua direção longitudinal, figura (5.1), com condições

iniciais u(x, t)|t=0 = 0 e ∂u(x,t)
∂t

|t=0 = 0.

L

PE, ρ, A

Figura 5.1: Barra com extremos fixo e livre, representada por 5 elementos de treliça

Os valores das propriedades geométricas e mecânicas do elemento, em

unidades consistentes e coerentes segundo (Dumont-2007), são apresentadas

na tabela (5.1):

L 1
A 1
E 1000
ρ 1

Tabela 5.1: Propriedades geométricas e mecânicas em unidades consistentes para a barra
elástica sem amortecimento

A equação diferencial parcial que governa o exemplo é a equação (4-1)

sem considerar a parcela do amortecimento, cuja solução anaĺıtica para valores

de t > 0 e 0 < x < L, é:

u(x, t) = −
8PL

π2EA

∞
∑

n=1

{

(−1)n

[

1 − cos(ωnt)

(2n − 1)2

]

sen

[

(2n − 1)πx

2L

]}

(5-1)

ωn =
(2n − 1)π

2L

√

E

ρ
.

5.1.1

Gráficos dos deslocamentos pela técnica da transformada de Laplace

Todos os deslocamentos plotados foram normalizados com relação ao

valor estático correspondente, ao longo do tempo nos pontos nodais que ficam

a 0.2L, 0.6L e 1.0L e comparados com a solução anaĺıtica.

Observa-se nos gráficos (5.2) e (5.3) que quanto maior é o fator k melhor

é a qualidade das respostas. Daqui em diante, para fins de comparação, será

usado k = 1000, dado que o resultado é próximo da solução anaĺıtica.

Salienta-se que dos três métodos de inversão testados, os métodos de-

senvolvidos por Kenny Crump e De Hoog fornecem exatamente os mesmos
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Figura 5.2: Deslocamentos em x = 0.2L, x = 0.6L e x = L da barra, aplicando o método
de (Dubner-Abate-1968)
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Figura 5.3: Deslocamentos em x = 0.2L, x = 0.6L e x = L da barra, aplicando o método
de (Crump-1976)
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resultados (embora convirjam com velocidade distinta). Portanto, são plota-

dos apenas os resultados de Kenny Crump.

5.1.2

Desempenho computacional da técnica da transformada de Laplace

Como um passo prévio, é importante avaliar o desempenho computa-

cional da variável tempo de execução dos programas entre os três métodos

usados para a inversão numérica da transformada de Laplace. O objetivo é

escolher apenas um deles, o mais eficiente, para assim, ser comparada com a

resposta fornecida pelo método de superposição modal avançada.

Figura 5.4: Comparação da eficiência dos três métodos

método k = 300 k = 500 k = 1000

Dubner-Abate 0.656 1.078 2.125
Kenny Crump 0.750 1.234 2.563
De Hoog-Stokes 0.750 1.250 2.625

Tabela 5.2: Leituras do tempo de execução dos programas em segundos.

A partir da comparação dos tempos avaliados entre os métodos de

inversão utilizados, o mais rápido é o método de Dubner-Abate. O método

de Kenny Crump tem uma ligeira vantagem frente ao de De Hoog. Dado que

os deslocamentos fornecidos pelo método de Kenny Crump e De Hoog são os

mesmos, consideremos, em diante, apenas o método de Kenny Crump, junto

ao de Dubner-Abate.
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5.1.3

Avaliação da convergência das respostas

Escolheu-se plotar os graus de liberdade extremos (graus de liberdade 1

e 5) as quais fornecem maior informação do comportamento da convergência

da solução.

Figura 5.5: Deslocamentos em x = 0.2L (grau de liberdade 1), para k = 500 e k = 1000.

Os gráficos mostram que convergência é melhor, se o fator k é maior.

Observa-se também que se o grau liberdade fica mais próximo do extremo livre,

então a convergência também é rápida. Requerendo, nesse caso, um menor

valor para k. Em contrapartida, se o grau de liberdade está próximo do nó

fixo a convergência é lenta. Essas observações, são importantes, pois indicam

que o valor de k pode ser mudado convenientemente (dependendo da posição

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA
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do grau de liberdade) de tal forma que possa ser melhorada a velocidade de

convergência.

Figura 5.6: Deslocamentos em x = L (grau de liberdade 5), para k = 500 e k = 1000.

Em nosso caso, dado que desejamos avaliar a barra em qualquer ponto,

deve-se optar por um valor de k adequado de tal forma que garanta uma boa

convergência.

Nos gráficos observa-se que a velocidade de convergência é diferente para

k = 500, no entanto para um valor de k = 1000 a resposta é quase idêntica à

solução anaĺıtica.

É importante observar que, para k = 1000, os resultados do método de

inversão de Dubner-Abate e o de Kenny Crump praticamente estão superpostos

e muito próximas da solução anaĺıtica o que demonstra a boa qualidade da
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convergência desses dois métodos. Entretando, é bom levar em conta que a

vantagem do método de Dubner-Abate na eficiência no tempo faz a diferença.

Portanto, a partir dessas observaçoes o método de inversão escolhido é o

de Dubner-Abate, com um valor de k = 1000.

5.1.4

Gráficos dos deslocamentos pela técnica superposição modal avançada

Figura 5.7: Deslocamentos em x = 0.2L e x = L (graus de liberdade 1 e 5), com 2, 4 e 6

matrizes de massa.

Observa-se nos gráficos que a qualidade da técnica de superposição

modal vai melhorando com uma maior quantidade de matrizes de massa. Uma

outra observação importante é que esta mesma qualidade diminui na medida

que o tempo cresce.
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5.1.5

Convergência dos resultados por número de graus de liberdade

É muito delicado e de muita responsabilidade tentar comparar dois

métodos de solução que têm comportamentos diferentes durante seu desen-

volvimento. É dif́ıcil poder afirmar alguma coisa, já que quando um dos

métodos parece ter vantagem num quesito, essa vantagem acaba sendo uma

desvantagem se observada desde um outro ângulo ou quando são consideradas

outras variáveis.

Os gráficos (5.8) e (5.9) apresentam os resultados pelo método de

inversão de Dubner-Abate e o método de superposição modal avançado,

ambos comparados com a solução anaĺıtica para uma barra com 5 e 50 graus

de liberdade. Observa-se que, quando aplicada a técnica da transformada

de Laplace, os resultados são os mesmos com 5 ou bem com 50 graus de

liberdade para k = 1000. Para o método de superposição modal avançado,

com duas matrizes de massa, a convergência é melhor se o número de graus

de liberdade for maior. Essa diferença na convergência (quando considerado o

grau liberdade) se deve a que a técnica da transformada de Laplace trabalha

com a matriz de rigidez efetiva sem perda de parcela alguma. Entretanto

para o método de superposição modal avançada a matriz de rigidez efetiva,

desenvolvida em series de freqüências, é truncada, levando conseqüentemente

à perda de alguma parcela de rigidez.

Para contornar essa diferencia e assim fazer uma melhor comparação

dessas duas técnicas, ambas matrizes de rigidez efetivas são desenvolvidas em

series de potências e plotadas para 1, 3 e 5 matrizes de massa. Sob essa nova

consideração, observa-se nos gráficos (5.10) e (5.11) que essas duas técnicas

fornecem os mesmos resultados, não existindo mais a diferença observada no

gráfico (5.8). Note que quando o número de matrizes de massa é 1, os resultado

obtidos (aplicando superposição modal avançada) correspondem às respostas

da teoria clássica (superposição modal).

Nos gráficos (5.12) e (5.14) foram plotados respostas das duas técnicas,

considerando uma matriz de massa, as quais são equivalentes aos resultados

da teoria clássica (superposição modal). Os gráficos das figuras (5.13) e (5.15)

são as respostas correspondentes à técnica de superposição modal avançada

com 3 matrizes de massa. Onde é evidente as vantagens de um sobre o outro.
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Figura 5.8: Barra discretizada em 5 elementos de treliça.

Figura 5.9: Barra discretizada em 50 elementos de treliça.

Figura 5.10: Deslocamento em x = 0.2L (grau de liberade 1) aplicando superposição modal
avançada.
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Figura 5.11: Deslocamento em x = 0.2L (grau de liberade 1) aplicando transf. de Laplace.

Figura 5.12: Deslocamentos em 0.2L (grau de liberdade 1), aplicando superposição modal.

Figura 5.13: Deslocamentos em 0.2L (grau de liberdade 1), aplicando superposição modal
avançada (3 matrizes de massa).
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Figura 5.14: Deslocamentos em L (grau de liberdade 5), aplicando superposição modal
(teoria clássica).

Figura 5.15: Deslocamentos em L (grau de liberdade 1), aplicando superposição modal
avançada (3 matrizes de massa).

5.1.6

Desempenho computacional das duas técnicas

No caso da técnica de superposição modal avançada para poder garantir

um bom desempenho (e assim compará-la com os métodos de transformada

de Laplace) é suficiente fazer os cálculos com duas matrizes de massa. Lembre

que entre os métodos de transformada de Laplace foi escolhido o método de

Dubner-Abate, com um valor de k = 1000.

Quando é considerado um número baixo de graus de liberdade (por

exemplo, menores do que 5), observa-se na figura (5.16) que os resultados são

praticamente iguais à da solução anaĺıtica. Ainda mais, o tempo de execução

para ambos métodos, é próximo de zero. Portanto, não é posśıvel compará-los
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Figura 5.16: Deslocamentos em 0.2L e L, aplicando superposição modal avançada (2
matrizes de massa) e o método de Dubner-Abate (k = 1000).

de forma adequada e ver qual método tem melhor performance. Uma forma

de contornar isso é incrementar o número de graus de liberdade. Para tal,

discretiza-se a barra em 50 e 100 graus de liberdade.

Ao fazer os cômputos com 50 graus de liberdade, praticamente não

há diferença na velocidade de convergência desses dois métodos, veja a

figura(5.17). Porém, se duplicamos o número de graus de liberdade (ou seja,

100) o tempo de execução com o método da transformada de Laplace (Dubner-

Abate) é melhor do que aplicando superposição modal avançada. Veja na figura

5.17 que nesse caso o método de transformada de Laplace é quase três vezes

mais rápida do que o de superposição modal avançada.

Uma posśıvel explicação para essa demora, no tempo de execução, do
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Figura 5.17: Comparação dos tempos (em segundos).

método de superposição modal avançada é a seguinte: o algoritmo implemen-

tado para esse método, calcula todos os autovalores e autovetores, o que ob-

viamente implica num maior tempo de execução. Por outro lado, é conhecido

que para fazer a análise de uma estrutura não é necessário calcular todos os

autovalores, é suficiente calcular os mais representativos. Sendo assim, é pre-

ciso implementar algoritmos mais eficientes, o que com certeza deve melhorar

a performance desse método.

5.2

Barra elástica com amortecimento

Para este segundo exemplo consideramos a mesma barra elástica do

exemplo, portanto, com as mesmas condições iniciais e carregamento P (t) =

1000, figura (5.1).

Os valores das propriedades geométricas e mecânicas estão representadas

na tabela (5.3).

L 1
A 1
E 1000
ρ 1
ζ 5

Tabela 5.3: Propriedades geométricas e mecânicas em unidades consistentes para a barra
elástica com amortecimento

A equação diferencial parcial que governa esse exemplo é a equação (4-1),

cuja solução anaĺıtica para valores de t > 0 e 0 < x < L, é
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u(x, t) =
2P

ρLA

∞
∑

n=0

{

(−1)n

ω2
n

[

1−e
µt

2ρ

(

cosh(Ωnt)+
µ

2Ωnρ
sinh(Ωnt)

)

]

sen

[

(2n + 1)πx

2L

]}

(5-2)

onde

ωn =
(2n + 1)π

2L

√

E

ρ
e Ωn =

√

µ2 − 4ρ2ω2
n

2ρ
.

Todos os cálculos, modelos, resultados e gráficos, aplicando superposição

modal avançada e os métodos de inversão de da transformada de Laplace para

este modelo (barra elástica com amortecimento), son inteiramente análogos aos

obtidos no seção anterior (barra elástica sem amortecimento). Portanto, dar

todos esses detalhes seria repetitivo. Por tanto, no que segue, é mostrado dire-

tamente a comparação do desempenho computacional de método de inversão

de Dubner e Abate e o método de superposição modal avançada.

5.2.1

Desempenho computacional das duas técnicas

A figura (5.18) mostra os resultados obtidos pela aplicação da técnica

de superposição modal avançada (com duas matrizes de massa) e a técnica da

transformada de Laplace (com um valor de k = 1000), ambas comparadas com

a solução anaĺıtica da equação (5-2). Observa-se a boa convergência que têm

as duas técnicas.

De modo inteiramente análogo ao tratamento de uma barra elástica sem

amortecimento, Quando é considerado um número baixo de graus de liberdade,

os resultados são praticamente iguais à da solução anaĺıtica e o tempo de

execução para ambos métodos, é próximo de zero. Portanto, impossibilitando

fazer uma comparação adequada do performance desses dois métodos. Uma

forma de contornar isso, é incrementar o número de graus de liberdade. Por

tanto, discretiza-se a barra em 50 e 100 graus de liberdade. Para 50 graus de

liberdade o desempenho de método de transformada de Laplace e duas vezes

mais rápido. Quando considerado 100 graus de liberdade a diferença é ainda

maior, quase 6 vezes mais rápido.

Uma posśıvel explicação para essa demora, no tempo de execução, pelo

método de superposição modal avançada é: quando é considerado o amortec-

imento os cálculos desse método precisam trabalhar com números complexos,

acarretando numa maior quantidade de variáveis, e conseqüentemente num

maior tempo de execução. Entretanto quando não é considerado o amorteci-
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Figura 5.18: Deslocamentos em 0.2L, 0.6L e L, aplicando superposição modal avançada
(2 matrizes de massa) e o método de Dubner-Abate (k = 1000).
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mento esse método trabalha apenas com números reais ficando assim o seus

cálculos bem mais simples.

Figura 5.19: Comparação dos tempos (em segundos).

Por outro lado, para fazer a transformada inversa numérica a técnica

da transformada de Laplace usa o método de Dubner-Abate, que desde sua

formulação é feito para trabalhar no campo dos números complexos; assim a

eficiência computacional é quase a mesma independentemente se a analise é

com amortecimento ou não.

5.3

Modelo para representação da ferrovia

O modelo adotado neste exemplo, é um dos exemplos da dissertação

de mestrado (Oliveira-2006) ao mesmo tempo os dados tomados do trabalho

de (Zhai-2003). Esse exemplo foi desenvolvido pela técnica de superposição

modal avançada no programa Maple usando para o cálculo de autovalores e

autovetores uma rotina desenvolvida no programa Fortran.

O exemplo simula um trecho de ferrovia constitúıdo por uma interação

dinâmica entre trilho, palmilha, dormente e lastro. O modelo tem 140 graus

de liberdade, figura (5.20), constitúıdo por 10 dormentes e um trilho sujeito a

uma carga retangular constante P (t) = 100kN aplicado no grau de liberdade

64.

Os diferentes elementos estruturais são representados da seguinte forma

Trilho: por um elemento de viga de Timoshenko sem amortecimento e sem

base elástica, considerando-se sua inércia à rotação e deformação por
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Figura 5.20: Modelo representando um trecho de ferrovia.

esforço cortante.

Palmilha: por um elemento de treliça com amortecimento.

Dormente: por uma viga de Timoshenko com amortecimento e com base

elástica, considerando-se sua inércia à rotação e deformação por esforço

cortante. Finalmente,

Lastro: representado como uma base elástica.

A figura (5.21), considerando a simetria da via férrea, representa a metade

da vista frontal do modelo global a partir do eixo de simetria.

Figura 5.21: Corte frontal das componentes estruturais do modelo de ferrovia.

5.3.1

Considerações iniciais

O desenvolvimento feito no caṕıtulo anterior, para um elemento de treliça

com amortecimento, vide (4-18), é utilizado em cada elemento de palmilha.

A matriz de rigidez apresentada na equação (4-56), é utilizada para cada

elemento de trilho e dormente. Para o caso de dormente, precisa-se fazer

algumas modificações na matriz de rigidez. O dormente é discretizado como

dois elementos de viga de Timoshenko, de comprimentos L e b com suas

respectivas matrizes de rigidez K e Kb.
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5.3.2

Propriedades dos elementos da via férrea

Para o trilho considerou-se a seção UIC60 e para o dormente adotou-se

o modelo NS90 de monobloco de concreto com pretensão.

Figura 5.22: Medidas geométricas da seção transversal do trilho UIC60 em mm (CORUS).

Os valores numéricos dos parâmetros f́ısicos são tomados levando en conta

as definições do caṕıtulo anterior. Para o elemento de palmilha temos

ζ =
µ

2ρA
(5-3)

onde µ é definido como força por unidade de comprimento dividida por

velocidade, ρ é a massa espećıfica definida por unidade de volume, o módulo

de elasticidade E tem unidade de tensão e ζ tem unidade de freqüência.

O dormente tem sua massa total distribúıda ao longo de seu comprimento

assim como seu amortecimento segundo a equação (5-4), de acordo com as

definições de m e µ dadas anteriormente

ζ =
µ

2m
. (5-4)

Para as medidas geométricas do meio dormente e trilho, veja a figura

(5.23).

Figura 5.23: Medidas geométricas do dormente e palmilha (em metros).

Em relação ao trilho, a massa m também é definida por unidade de

comprimento.

Para o trilho e dormentes o módulo de elasticidade transversal foi

calculado utilizando a equação (5-5), com v = 0.25. Assim, a relação fica
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G =
E

2(1 + v)
∼=

E

2.5
(5-5)

O valor da rigidez do lastro é w = 1.1x108 em kN/m2, (Zhai-2003).

L(m) 0, 545
A(m2) 76, 86.10−4

J(m4) 3, 217.10−5

κ 1
E(N/m2) 2, 059.1011

m(kg/m) 60, 640

Tabela 5.4: Propriedades f́ısicas e geométricas para o trilho UIC60. Fonte: (Zhai-2003).

L(m) 1, 26
A(m2) 5, 126.10−2

J(m4) 2, 31.10−4

κ 5/6
E(N/m2) 2, 1.1010

m(kg/m) 99, 603
ζ(1/s) 2, 343.102

Tabela 5.5: Propriedades f́ısicas e geométricas para o dormente. Fonte: (Zhai-2003)

L(m) 0, 02
A(m2) 0, 04

E(N/m2) 3, 25.108

m(kg/m) 3, 920
ζ(1/s) 4.783.104

Tabela 5.6: Propriedades f́ısicas e geométricas para a palmilha. Fonte: (Zhai-2003)
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5.3.3

Analise de resultados

Este terceiro exemplo, como veremos, confirma o que foi dito nos exem-

plos anteriores, que é muito dif́ıcil tentar dar uma resposta definitiva, no que

se refere ao desempenho das técnicas da transformada de Laplace e de super-

posição modal avançada, tendo ambos os métodos desenvolvimentos diferentes.

Se o número de iterações é k = 1000, para os exemplos anteriores esse

valor de k é satisfatório. Entretanto, a figura (5.24) mostra que no caso do

modelo da ferrovia esse valor k = 1000 é insuficiente quando aplicado o método

de Dubner-Abate. Na medida que o valor de k é aumentado até chegar a

k = 4000, os resultados têm um melhor comportamento.

Figura 5.24: Deslocamentos no grau de liberdade 64 do trecho de ferrovia aplicando o
método de Dubner-Abate.

A figura 5.25 mostra as soluções dada pela técnica de superposição modal

avançada com 1, 2 e 3 matrizes de massa.

Observa-se na figura (5.26) que a técnica da transformada de Laplace

com um valor de k = 15000 consegue ter um comportamento adequado em

relação à técnica de superposição modal avançada.

Nos exemplos anteriores a técnica da transformada de Laplace tinha uma

vantagem em relação à técnica de superposição modal avançada. Mas, neste

exemplo sua convergência é muito lenta.

Quanto à eficiência computacional para este exemplo (ao invés dos

resultados dos exemplos anteriores) a técnica de superposição modal avançada

levou uma vantagem significativa.
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Figura 5.25: Deslocamentos no grau de liberdade 64 do trecho de ferrovia aplicando
superposição modal avançada.

Figura 5.26: Comparação dos deslocamentos (no grau de liberdade 64) aplicando: super-
posição modal avançada, transformada de Laplace (Dubner-Abate) e superposição modal
(clássica).

Um posśıvel motivo dessa convergência lenta pode ser devido a que

técnica da transformada de Laplace não tem um deslocamento zero num tempo

zero. Dado que para valores de tempo próximos de zero, para obter resultados

aceitáveis, é necessário incrementar consideravelmente o valor de k, o que
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incrementa o tempo de execução.

Transformada de Laplace 530.875s
Superposição modal avançada 455.578s
Superposição modal 306.406

Tabela 5.7: Comparação dos tempos de execução.
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6

Conclusões

Neste trabalho foi implementada a técnica da transformada de Laplace

e a técnica de superposição modal avançada no contexto dos elementos finitos

h́ıbridos dinâmicos, para sistemas discretizados com elementos unidimension-

ais. Os algoritmos foram desenvolvidos completamente em linguagem Fortran

com resultados satisfatórios.

Algumas conclusões do trabalho são:

1. No exemplo da barra (com ou sem amortecimento) a técnica de trans-

formada de Laplace computacionalmente é mais eficiente do que a de su-

perposição modal avançada , quando considerado o tempo de execução.

Quanto maior é o número de autovalores calculados pela técnica de super-

posição modal avançada (pelo menos nesse caso concreto) a convergência

é boa aplicando as duas técnicas.

2. No exemplo do trecho de ferrovia a técnica de superposição modal

avançada é mais eficiente computacionalmente no tempo. A velocidade de

convergência da técnica da transformada de Laplace é lenta, precisando

de um grande numero de iterações para ter resultados satisfatórios.

3. Não é posśıvel concluir qual dos métodos é mais eficiente computacional-

mente, dado que depende do tipo de sistema que é considerado.

Algumas sugestões:

1. É preciso tratar com problemas de grande porte para estudar o compor-

tamento da técnica da transformada de Laplace.

2. Aplicar ambos métodos a diversos tipos de problemas para e observar as

vantagens e desvantagens de cada método.

3. Fazer um estudo mais detalhado de cada uma das variáveis presentes em

cada um dos métodos, com a finalidade de aperfeiçoar as técnicas.
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