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Resumo

Aguilar Marén, Carlos A.; Dumont, Ney Augusto (orientador).
Comparacao do desempenho computacional da técnica de
superposicao modal avancada com técnicas da transfor-
mada de Laplace. Rio de Janeiro, 2008. 79p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

Uma técnica bem conhecida para resolver problemas dependentes do tempo
¢ a formulacao, desses problemas, no dominio da freqiiéncia por meio
da transformada de Laplace ou Fourier, com as conseqilientes expressoes
apropriadas desses resultados utilizando inversoes numéricas. Embora de
facil implementagao, tais inversoes numéricas, sao computacionalmente
dispendiosas quando resultados mais exatos sao desejados e suscetiveis
a instabilidades numéricas. Para problemas de tipo difusao, o algoritmo
de Gaver-Stehfest parece ser satisfatério. Problemas gerais de dinamica
demandam algoritmos mais robustos, usualmente baseados em expansoes
em séries de Fourier tal como foi proposto inicialmente por Dubner e
Abate. Algoritmos de outros tipos ja sao implementados em softwares
matematicos tais como Matlab e Mathematica. A livraria de Fortran possui
um algoritmo proposto por Crump e aperfeicoado por de Hoog e colegas.
Mais recentemente, foi proposto resolver problemas transientes de potencial
e elasticidade pelo uso de uma técnica avangada de superposicao modal que
é aplicado a modelos de elementos finitos e elementos de contorno baseados
em equilibrio. O método comega com a formulagao no dominio da freqiiéncia
a qual leva a uma matriz de rigidez efetiva, simétrica—complexa (quando
amortecimento viscoso é considerado), expressa como uma série de poténcias
de freqiiéncia com matrizes generalizadas de rigidez, amortecimento e massa.
Apos a solucao do problema de autovalor nao linear associado, obtém-se uma
solugao modal avancada do problema, a qual permite uma rapida solugao
no dominio do tempo obtendo as expressoes imediatamente de qualquer
resultado de interesse. O objetivo deste trabalho é comparar o desempenho
computacional da técnica de superposicao modal avancada com as técnicas
baseadas em transformadas inversas numéricas de Laplace como aplicacoes
a problemas generais de grande porte. A bibliografia relevante é revista e as
principais diferencas conceituais desses métodos sao brevemente tratados.
Todos os algoritmos sao implementados em Fortran com o intuito de garantir
uma base comum de comparacao. Alguns resultados iniciais sao mostrados,
conclusoes mais definitivas so poderao ser obtidas apds uma grande série de

simulagoes numéricas.
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Transformada de Laplace. Transformada inversa numérica de Laplace.

Elementos finitos hibridos dinamicos. Analise modal avangada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0611826/CA

Abstract

Aguilar Marén, Carlos A.; Dumont, Ney Augusto (advisor). Effi-
ciency assessment of advanced modal analysis as compared
to techniques based on numerical inverse transforms. Rio
de Janeiro, 2008. 79p. MsC Thesis — Departamento de Engenharia
Civil, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

An established technique to solve time-dependent problems is the formula-
tion of a complete frequency-domain analysis via Laplace or Fourier trans-
forms, with subsequent ad hoc expression of results by numerical inversion.
Although usually easy to implement, such a transform inversion is compu-
tationally intensive, if accurate results are desired, and liable to numeri-
cal instabilities. For diffusion-type problems, the Gaver-Stehfest algorithm
seems well suited. General dynamics problems demand more robust algo-
rithms usually based on Fourier series expansions, as firstly proposed by
Dubner and Abate. Algorithms of either kind are already implemented in
mathematical languages such as Matlab and Mathematica. The Fortran li-
brary has a Fourier-series algorithm proposed by Crump and improved by
de Hoog et al. More recently, it has been proposed to solve transient prob-
lems of potential and elasticity by using an advanced mode superposition
technique that applies to equilibrium-based finite element and boundary ele-
ment models. One starts with a frequency-domain formulation that leads to
a complex-symmetric (if viscous damping is included), effective stiffness ma-
trix expressed as a frequency power series with generalized stiffness, dump-
ing and mass matrices. After solution of the associated complex-symmetric,
non-linear eigenvalue problem, one arrives at an advanced modal solution of
the problem, which leads to the straightforward solution in the time domain
and the immediate expression of any results of interest. Aim of the present
research work is to compare the computational efficiency of the proposed
advanced modal analysis with the techniques based on numerical inverse
transforms, as applied to general, large scale problems. The relevant liter-
ature is reviewed and the main conceptual differences of the investigated
methods are briefly outlined. All algorithms are implemented in Fortran so
as to assure a common basis of comparison. Some initial results are dis-
played, as more definitive conclusions can only be expected after a large

series of numerical simulations.
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1
Introducao

1.1
Colocacao do problema

Muitos problemas da engenharia, ao serem formulados matematicamente,
conduzem a ter que resolver equagoes diferenciais que envolvem uma ou mais
funcgoes incognitas sob certas condigoes iniciais e de contorno. Com o advento
da computagao diversos métodos numéricos tém sido desenvolvidos. Sao de

nosso interesse particular dois métodos:

Método de superposicao modal avancada

Uma poderosa técnica desenvolvida para resolver intimeros problemas na
engenharia é o método dos elementos finitos. Esse método, baseia-se em dividir
o corpo ou estrutura em elementos menores (discretizagdo) numa malha com
nos, ficando a geometria da estrutura bem mais simples, possibilitando assim
resolver diversos problemas mediante calculos numéricos aproximados. Entre
os diferentes métodos de elementos finitos, destacamos o método formulado por
Theodore H. H. Pian e Pin Tong , (Pian,Tong-1969), baseado em principios
variacionais. Por outro lado, uma outra técnica bem sucedida na solugao das
equagoes diferenciais é o método dos elementos de contorno, para detalhes
veja o livro de C. A. Brebbia, (Brebbia-1978), esse método consiste essencial-
mente em discretizar o contorno (fronteira ou bordo) da estrutura, permitindo
tratar com sucesso os mesmos problemas que trata o método dos elementos
finitos. H&4 vantagens em se considerar o contorno de uma estrutura, entre-
tanto, na sua forma classica esse método nao possui uma base variacional. Foi
portanto, nesse sentido, com o intuito de dar essa base variacional ao método
de elementos de contorno, que em 1987 —inspirado particularmente nos tra-
balhos de Hellinger (Hellinger-1914), Reissner (Reissner-1950), Przemieniecki
(Przemieniecki-1968) e Pian (Pian-1983)— Dumont formula o método hibrido
dos elementos de contorno (Dumont-1987). A partir desse trabalho, Dumont e
colaboradores, desenvolvem diversas ferramentas matematicas e generalizacoes
para resolver problemas de dinamica, considerando sempre elementos de con-
torno, (Dumont-1989), Dumont e de Oliveira (1993a, 1993b, 1995, 1997, 1998,
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1999a, 1999b, 2001), Dumont e Chaves (2003a, 2003b, 2004), dando origem a
novas abordagens na solucao de problemas de elasticidade e potencial.

Em 2005 Dumont e Prazeres levam, essas ferramentas desenvolvidas
para o método hibrido de elementos de contorno, ao mundo dos elementos
finitos. Essa nova abordagem é agora chamada: Método Hibrido dos Elementos
Finitos. Para maiores detalhes e aplicacoes a respeito desse método veja:
(Prazeres-2005), (Oliveira-2006), (Dumont-2006),(Dumont-2007).

Dentre as ferramentas matematicas desenvolvidas por Dumont e colab-
oradores, destaca a técnica de superposi¢io modal avan¢ada (Dumont-2005).
Essa técnica tem permitido resolver, com sucesso, diversos problemas em ter-
mos de elementos finitos hibridos e de contorno. Por exemplo: problemas de
dindmica (com ou sem amortecimento) para materiais homogeéneos e problemas

de potencial dependentes do tempo.

Método de transformada inversa de Laplace

Uma outra ferramenta amplamente conhecida para encontrar solucoes
das equacoes diferenciais é a técnica da transformada de Laplace. O nome
¢ uma homenagem ao matematico francés P. S. Laplace (1749-1827), que a
estudou em 1782. As técnicas utilizadas hoje em dia foram desenvolvidas quase
um século depois pelo engenheiro inglés O. Heaviside (1850-1925). A técnica
resume-se no seguinte: dada uma equagao diferencial com incognita f(t), esta
equagao é transformada, por meio da transformada de Laplace £, numa outra
equagao algebricamente bem mais simples, £ transforma a incognita f(¢) numa
nova incognita F'(s) (ou seja F(s) = L{f(t)}). Finalmente, apds obter a
solugdo F'(s) desse novo sistema, é necessario fazer o caminho inverso a da
transformagao de Laplace para assim obter a solugao f(t) da equagao original,
isto é f(t) = L7{F(s)}. Existem diferentes métodos para aplicar o método da
transformada de Laplace. Com o advento dos computadores as possibilidades
tem sido ampliadas e diversos métodos tem sido propostos na tentativa de
calcular numericamente a inversa da transformada de Laplace. Alguns desses

métodos sao de nosso interesse e serao desenvolvidos nesta dissertacao.

1.2
Objetivos

Frente a esses dois métodos bem sucedidos, o da transformada de Laplace
e o de superposicao modal avancada, é natural nos questionar se é possivel fazer
uma comparagao desses dois métodos, pelo menos para alguns casos concretos,
de tal forma que seja possivel quantificar os seus desempenhos computacionais.

Responder essa questao é justamente o intuito desta dissertacao. Nesse sentido,
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o objetivo deste trabalho é a comparacao da eficiéncia computacional da
técnica de superposicao modal avancada, desenvolvida no contexto da grupo
de pesquisa liderado pelo Prof. Dumont e ja devidamente implementada, com

as técnicas da transformada inversa numérica de Laplace.

1.3
Organizacao do texto

A dissertacao estd dividida em seis capitulos. O capitulo 2 faz uma breve
descricao da transformada de Laplace e transformada inversa de Laplace,
dando eénfase a transformada numérica inversa de Laplace, em particular
aos métodos propostos por: Bellman-Kalaba-Lockett, Piessens, Dubner-Abate,
Gaves-Stehfest, Kenny Krump e de Hoog. O capitulo 3 desenvolve o embasa-
mento teérico do método hibrido dos elementos finitos, utilizando a técnica
de superposicao modal avancada e a técnica da transformada de Laplace. No
capitulo 4, a partir da andlise tedrica feita no capitulo 3, para ambos métodos,
formula-se a matriz de rigidez efetiva de alguns elementos unidimensionais. No
capitulo 5, aplica-se a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores a trés exem-
plos concretos. Inicialmente, foi utilizado o programa Maple, posteriormente,
implementou-se os algoritmos em linguagem Fortran para ambas técnicas de
tal forma a serem comparados quanto ao seu desempenho computacional. Fi-

nalmente, no iltimo capitulo algumas conclusoes do trabalho.
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2
Transformada inversa numérica de Laplace

Neste capitulo damos uma breve descricao da transformada de Laplace e
a transformada inversa de Laplace, dando énfase aos métodos numéricos para
calcular a transformada inversa de Laplace. Para isto, descrevemos de forma

sucinta alguns métodos numéricos propostos por alguns autores.

2.1
Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um operador linear £ pertencente a familia
das integrais de transformagao. Seja f(¢) uma fungado nao periédica e definida

para todo t > 0; define-se a transformada de Laplace de f(t) como:
C{F(t)} = / F(e=dt, onde s—a-+iw. (2-1)
0

A transformada de Laplace da funcdo f(¢) (dependente de t) é geralmente

denotada por:
Fls) = £{(1)}. (2-2)

Observe que a transformada de Laplace é dependente da variavel s. As
vezes, em lugar de F'(s) também escreve-se f(s).

Diz-se que a transformada de Laplace de f(t), existe quando a integral
(2-1) converge para algum valor de s. Para a existéncia da transformada de
Laplace é suficiente que satisfaca a seguinte proposicao:

Se f(t) é uma fungao continua em trechos para ¢t > 0 e além disso
|f(6)] < Me® para todo t > T, onde M, ¢ > 0 e T > 0 sdo constantes,
entdo L{f(t)} existe para s > c.

Para fazermos uso da técnica da transformada de Laplace na solucao das
equacoes diferenciais ordinarias ou parciais com valores iniciais os seguintes

passos sao usuais:

1. Usar a equagao (2-1) para transformar o problema inicial (em fungao de

t), para um problema bem mais simples (em funcao de s).
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2. Resolver esse problema simples e encontrar F'(s)

3. Finalmente, recuperar a fungao desejada f(t) mediante a transformada

inversa de Laplace

Uma outra propriedade importante ao aplicarmos a transformada de
Laplace é a seguinte: Se L{f(t)} = F(s) e f"(t) é a n-ésima derivada de

f, entao

L{M )} = 8" F(s) =" f(0) = "2 f/(0) =+ - = s f*72(0) = f*71(0) (2-3)

sempre que f(t), f'(t),..., f"7'(t) sejam continuas para 0 < ¢t < N e de
ordem exponencial para t > N com f™ sendo seccionalmente continua para
0<t<N.

2.2
Transformada inversa de Laplace

Se L{f(t)} = F(s) entao escrevemos como £~ " a funciao que transforma
F(s) em f(t). Ou seja,

f(t) = L7HF(s)} (2-4)

e dizemos que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F(s).
A transformada inversa de Laplace é definida formalmente pela seguinte
integral de inversao:
] patioc .

f(t) = 5 /a_ioo F(s)e*ds (2-5)
onde a é uma constante maior que qualquer ponto singular de F(s), f(t) =0
para t < 0. Este resultado é conhecido como férmula de inversao complexa, ou
também como férmula integral de Bromwich e fornece um método direto para

obter a transformada inversa de Laplace de uma func¢ao dada F'(s). Vejamos

isto na seguinte secao.
2.3
Teorema de inversao de Bromwich

Seja f(t) uma funcao continuamente derivavel com |f(t)| < Ke onde

K e ~y sao constantes positivas. Se definimos F'(s) como

F(s) = /OO e St f(t)dt, Re(s) >~ (2-6)

0
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entao

c+iT

1
f(t) = =— lim e’ F(s)ds, onde ¢ > . (2-7)

270 T—o0 c—iT

A equagao (2-7) também pode ser expressa como

ft) = L /C N e F(s)ds (2-8)

21 Jo—ioo

1 c+iT
Demonstragao. Definimos I = I(T,t) = —/ e*' F(s)ds. Logo

2mi c—iT

1 c+iT 1 c+iT [%S)
I=— e F(s)ds = — e (/ e_s“f(u)du) ds
0

21t J it 21 Jo_ir

1 [e%e) c+iT
== f(u) (/ es(t_“)ds) du (2-9)
2mi J c—iT

A mudanca na ordem de integracao é possivel gracas a convergeéncia

uniforme. Integrando em s segue que

(YHIT)(t—u) _ o(y—iT)(t—u) J
27Tz/ flu t—u “

_1 /OO eV(t_“)f(u)—SenT(t —v) du (2-10)
0

s t—u

mudando a varidvel u = t + 6 e substituindo () = e’ f(t + ) na integral

(2-10) temos
1 [ sen1'0
== 2-11
RO (211)

dividimos a integral (2-11) em duas parcelas, uma primeira [; correspondente

a integragao no intervalo [0, co[ e uma segunda I, correspondente a integragao
no intervalo [—t,0]. Ou seja I = I; + .

Escrevendo 7w1; da forma conveniente temos
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00 4 é
/ »(0) SGHQTH 6 = (0) / SeneTe do + / M sen 76 df
0 0 0

X sen 10 o senT0
= [ oo S s [ o) @)

escolhendo ¢ muito pequeno e X muito grande. Temos que

/ 6Msenﬂ9d9 <e (2-13)
0
/ h ¢(9)Se“9T9d9 <e (2-14)
X

. . X L . :
considerando a integral | s » apos a integracao por partes e considerando que

cada termo envolve 1/T" e sendo a integral limitada, obtemos
X sen T cos 70 oo X d ((0)
= — — To— [ 2222
/5 »(0) 7 db T 2/)(9)5 +T/5 cos 9d9< g )d@

= O(1/T) (2-15)

Seguindo de modo andlogo para a integral [ ;, fazendo a mudanga de

variavel ¢ = T'0 obtemos

b T
¢(0>/0 sen9T9d9:¢<O>/0 se;¢d¢

= $(0)5 +O(1/T) (2-16)

somando os resultados obtidos acima e fazendo T' — oo obtemos

— 1 o sen 10 1 1
h:—myéw@ W = J(0) = 5700 (217)

T T—o00

Expressamos wl, de forma andloga a equagao (2-12). Para a parcela da

fi obtemos o igualdade
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0 sen 10 =0 sen 16 O sen T4
/_t@D(Q) 7 d@z/_t »(0) 7 d9+¢(0)/_5 7 do

" () —¥(0)
+ /—5 — g sen T6d (2-18)

A partir de um argumento similar segue que

senT9 1
— L jim / e o= 551 (2-19)

T T—o0

Fazendo T' — oo na equagao (2-9) obtemos (2-7) e denotamos como .

Somando as duas parcelas da integral I = I; + I segue que I = f(t) como

queriamos demonstrar. [ |

2.4
Métodos de transformada inversa numérica de Laplace

24.1
Método de Bellman-Kalaba-Lockett (1966)

O método proposto para inverter a transformada de Laplace, consiste em
reduzir primeiro o intervalo infinito de integracao [0, 00) a um intervalo finito
[0,1], por meio de uma substitui¢do de varidveis. Posteriormente emprega-
se a féormula de quadratura de Gauss-Legendre de n—pontos para reduzir o
problema de inversao a um sistema de n equagcoes lineares algébricas.

Lembrando que a transformada de Laplace de uma funcao é

F(s) = /000 e St f(t)dt, (2-20)

t

fazendo a mudanca de variavel u = e~" em (2-20) segue que

F(s)—/o 0 F(— In ) du (2-21)

Aplicando a férmula da quadratura de Gauss-Legendre, a equacao (2-21)

é discretizada da seguinte forma

N
~ Zwiuf_lf(—lnui) s=1,2,...,N (2-22)
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onde u;, para i =1,2,..., N, sao as raizes obtidas do polinomio de Legendre
P}, de grau N, w; sao os pesos correspondentes.

Se s assume N valores, por exemplo, s = 1,2,..., N, entao um sistema
de N equacoes lineares é obtido com N valores desconhecidos de f(—Inu;),
onde?=1,2,..., N. A solucao desse sistema pode ser explicitamente resolvido

tomando a forma

N
~ Z az(-,iV)F(k:) onde  t;=—Iny (2-23)

A equagao (2-23) é a férmula de inversao dada em (Bellman-1966), os

coeficientes al(-,iv) sao tabulados para diferentes valores de N.

2.4.2
Método de R. Piessens (1968)

E uma extensao do método de Bellman-Kalaba-Lockett (Bellman-1966),
que tem como férmula de inversdo a equagao (2-23). O inconveniente desse
método é que s6 pode ser utilizado num nimero restrito de pontos.

Para evitar essa dificuldade, o método propoe fazer uma mudanca de

escala da varidvel t, com este propdsito, propoe a seguinte extensao de (2-23):

N
~ D e (e F(R) (2-24)
k=1
onde go,gN) ¢ um polindmio de grau N — 1.

A equacao (2-24) ¢ obtida a partir da equagao (2-25) que ¢ uma fungao de
interpolagao generalizada de Lagrange da transformada de Laplace nos pontos
s=1,2,...,N.

e

=1

o k) gl F(k;) (2-25)

H s+m
m=0

Invertendo a equagao (2-25) obtemos a férmula de inversao da transfor-
mada de Laplace (2-24). Onde

N-1

N e k+m+1 (N+k—1DUN+m)le™
o Z (K — 12N = k)Y (m!)2(N =1 —m)!(k +m)!
(2-26)

m=0
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2.4.3
Método de Dubner-Abate (1968)

O método desenvolvido por Dubner e Abate, para inverter a transformada
de Laplace, relaciona a integral de Fourier a transformada de Fourier de co-
Senos.

Seja h : R — R uma funcao tal que h(t) = 0 para t < 0. A partir da
fungao h definimos as fungoes periddicas pares g¢,(t) (de periodo 27, veja a

figura 2.1), para cadan =0,1,2,... como:

h(2nT —t), para te[(n—1)T, nT]

gn(t) = (2-27)
h(t), para t € [nT', (n+1)T]

B(t) = et £ (2)

\{

T 0 T oT RYA
9o0(t)
T 0 T 2T 37 >
M
T 0 T oT 3T >
M
T 0 T oT 3T >

Figura 2.1: Fungoes h(t) e gn(t)

Para obter uma representacao em série de Fourier para cada g,(t) re-
escrevemos (2-27) de tal forma que as g¢,(f) estejam definidas no intervalo
(=T,7).

Assim, para cadan =0,2,4,... temos

h(nT —t), -T< t <0
gn(t) = (2-28)
h(nT + 1), 0< t <T
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e para cadan =1,3,5,... temos
h((n+1)T +t), -I'< t <0
gn(t) = (2-29)
h((n+1)T —1), 0< t <T

Logo, a representacao de Fourier em termos de co-senos de g,(t) é dado

por ot
gn(t) = Ano + ZAnkcosi (2-30)
para cadan =0,1,2,..., onde
2 (T k
A = — / h(nT + x) cos L para n=0,2,4,... (2-31)
T T
e
2 [T k
Ay = —/ h((n+1)T—a¢)ﬂd5E para n=1,3,5,... (2-32)
T S T
Apé6s uma mudanga de varidvel em (2-31) e (2-32) segue que
Ani = = /n _ hlt)cos %dt (2-33)
Em (2-30), somando em termos de n obtemos
~ 2 - kmt
> gult) = [ + 3 A(wy) cos i} (2-34)
n= k=1
onde A(wy,) fo ) cos m dt e A(wy) é uma transformada de Fourier en

termos de co-senos. Se mtroduzimos o seguinte fator de atenuacao

h(t) =e "' f(t) (2-35)

realmente A(wy) é a transformada de Laplace da fungao f(¢) com a variavel
de transformacao sendo dado por s = a + %7i. Ou seja A(wy) = Re{F(s)}.
Portanto, da equacao (2-34) segue que

Zeatgn — [R{F }—I—ZRe{Fa—l— }cos% (2-36)

onde ambos lados da equacao sao multiplicados pelo fator de atenuacao e®.
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Note que (2-36) ¢ ja uma aproximacao de f(t) em (0,7), ou seja

ft) = 30 e gn(t).
A partir de (2-28) e (2-29) pode-se determinar »_ > e*g,(t) em (0,7)

i e gn(t) = i e h(2nT +t) + i e h(2nT —t) (2-37)

n=0 n=0
Usando o fator de atenuagao (2-35) e separando adequadamente podemos

escrever

S etgalt) = £(t) + 2 (2:33)

n=0
onde o erro € é dado por
e=> e [f2nT +t) + > f(2nT — )] (2-39)
n=1

Denotando f(t) =", e™g,(t), entao
Flt) = f(t) +¢ (2-40)
Dubner e Abate em (Dubner-Abate-1968) mostram que € pode ser feito

suficientemente pequeno apenas para t < T'/2. Portanto concluem que no
intervalo (0,7'/2) uma aproximagao da transformada inversa de Laplace pode

ser achada, com o grau de exatidao que desejarmos, pela féormula

Ft) = 2;:w BRe{F(a)} + Z Re{F(a+ %%i)} cos %

k=1

(2-41)

244
Método de Kenny Crump (1970)

O método de Kenny Crump é uma generalizagao do método de Dubner e
Abate, lembre que esse método aproxima a transformada inversa por meio de
séries de Fourier em termos de co-senos, pois considera a parte real Re{F'(s)}.
Entretanto, o método de Crump considera (além das séries de Fourier em co-
senos) séries de Fourier em termos em senos, de tal forma que o erro seja menor
ao obtido por Dubner e Abate. Para tal propdsito considera a parte imaginaria
Im{F(s)}.

No desenvolvimento deste método obtemos a série de Fourier para uma

“ num intervalo

funcao go(t), que é periédica con periodo 27" e igual a f(t)e™
(0,2T7"). Os coeficientes da série podem ser aproximados usando F'(s). Com a

finalidade que a série de Fourier tenha convergéncia a ¢o(t) em pontos de
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descontinuidade vamos impor a condigao f(t) = {f(t+) + f(t—)}/2 para
todo ¢t onde f(t) é descontinua. Para n = 0,1,2,---, define-se g,(t) para
—00 < t < 00, por g,(t) = f(t)e™ ™, 2nT < t < 2(n + 1)T, com a condigao
de ser periédica com periodo 27'. A representacao da série de Fourier de cada

gn(t) é dado por

:—Ano—i-Z{ nkcos—+Bnksen$} (2-42)

onde os coeficientes de Fourier sao

1 2(n+1)T
A = T/ e~ f(t) cos(kmt/T)dt (2-43)
2nT
1 2(n+1)T
Buy = T/ e f(t) sen(knt/T)dt (2-44)
2nT

Em (2-42) somando com respeito aos n e observando que

/OO e~ f(t) cos(kmt/T)dt = Re{F(a +ikm/T)} (2-45)
/OO e” " f(t)sen(knt/T)dt = —Im{F(a + ikw/T)} (2-46)

obtemos i
Z gn(t) = —Re{F( )}—I—%Z[Re{F(ajL’ff—“z')} cos Zt—Im{F(a+%%i)} sen £Z
. (2-47)

Como go(t) = f(t)e ™ para t € (0,27, a partir de (2-47) obtemos uma

aproximacao f(t) da transformada inversa f(t) dada por

ft) = %Re{F( )} + ;Z{Re{F(aJr i)} cos B2t —Tm{F(a+%7i)} sen knt
o (2-48)
Ou seja f(t) = f(t) — e, onde
e 2nat Z gn(t) = Z e 2t f(onT +t) (2-49)

2.4.5
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Método de Gaver-Stehfest (1970)

O algoritmo desenvolvido por H. Stehfest (Stehfest-1970) é baseado
no trabalho de D. P. Gaver (Gaver-1966) (quem utiliza uma linguagem

inteiramente probabilistica), Gaver considera a esperanca matemdtica f, da
inversa f(t) de F(s),

1

/ F(#gnla,t)d ((3”_) N no (77)(—1)2‘F(<n+z’)a>. (2-50)

Ou, o que é o mesmo, valor esperado de f(t) = L7'{F(s)} com respeito a

funcao de probabilidade

2n)!
gnla,1) = an!((n 4 ]

onde g,(a,t) tem as seguintes propriedades

(1 — e )menat | a>0 (2-51)

L[ gala, t)dt =1
2. Valor modal de g, (a,t) = 12
3. e variancia var(t) = 1/a* Y7 1/(n + 1)

As quais implicam que f, converge para f (1“72) quando n — oo. f, tem

expansao assintética (vide (Stehfest-1970))

In2
f~f<n) T B (2-52)
non n
Para um nimero N de valores de F', uma melhor aproximacao para f (1“2)
do que f, | é possivel. Por combinacao linear de f,, f,..., fx /2 € requerendo
=~ 1
(K =0p; k=0,1,.... K -1, K<N/2 (2-53
E“ P ES el /2 (2:33)
segue que
-1 i—1 K
z(K) = (=) C)i(N/2+ 1 =)t (2-54)
K! i
portanto

S (K f (2 e, N2 -K)((N/2 - K)
ZZ:; Z(K)f(N/2)+1—z f( a )—l—( 1) N2 + ( 73) )
(2-55)
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Substituindo K = N/2, a = 122 e utilizando (2-50) obtemos a expressdo
que produz um valor aproximado f, da transformada inversa a partir da

transformada de Laplace F(s), em s = T.

ln2 ZVF<IH2 )

com in{i.N/2)
Vi = (—1)/H Z kN2 (2k)!
' i (8 — k)W (k — 1)1(i — k)!(2k — 1)!
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3
O Método hibrido dos elementos finitos dinamicos

Neste capitulo é mostrada a formulagao do método hibrido dos elementos
finitos dinamicos. Sao desenvolvidas as equacgoes matriciais de equilibrio,
considerando dois casos: o desenvolvimento que leva ao método de superposicao
modal avancada (andlise feito no dominio do tempo a partir de uma formulagao
no dominio da freqiiéncia) e a técnica da transformada de Laplace (inversao da
resposta para o tempo de uma andlise feita somente no dominio da freqiiéncia).

As formulacoes dessas duas técnicas serao feitas em paralelo, ressaltando

as diferencas entre elas.

3.1
Conceitos basicos da elasticidade linear

Seja um corpo elastico sujeito a pequenos deslocamentos. Os desloca-
mentos de um elemento infinitesimal desse corpo sao descritos pela teoria da

elasticidade, segundo dois sistemas de coordenadas:

e Um sistema global ou externo, onde se tém deslocamentos absolutos w;,
deslocamentos sobre os quais realizam trabalho duas forgas externas, que
sao as chamadas forcas de massa b; que atuam no dominio €2 (interior do
corpo) e as forcas de superficie t; que atuam no contorno I' (superficie

do corpo).

e Um sistema local ou interno, onde se tém deslocamentos relativos e;;
(deformacgoes) e 0;; (tensoes) produzidos pelas forcas de superficie, tudo

1sso num elemento infinitesimal df2.

O contorno do corpo é dividido em duas partes I' = I'y, + I'y: em I',
tém-se forcas conhecidas e em I', deslocamentos conhecidos ;.

A formulagao de um problema de elasticidade linear pode ser resumido
como segue: seja um conjunto de forgas externas conhecidas, agindo sobre o
corpo elastico, as quais sao descritas no sistema global pelas forcas b; agindo
em () e forcas t; agindo em I',. Uma andlise desse corpo consiste em determinar
os deslocamentos u; que ocorrem em €2 e em [, as reacoes de apoio que surgem

em I', e as tensoes o;; em €.
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Para determinar os valores desconhecidos causados pelas solicitacoes
externas é necessario estabelecer relagoes de transformacao entre forgas e
deslocamentos no sistema global e local. Essas relagoes de transformacao sao
dadas pelas: equacoes de equilibrio de forcas; equagoes de compatibilidade entre
deformagoes e deslocamentos; e as equagoes constitutivas.

As equacoes de equilibrio de forcas que relacionam as forcas descritas no

sistema global e as tensoes do sistema local sao dadas por

oij; +bi —pi; —pi; =0 em Q (3-1)
Oij = 0j; €IN Q (3—2)
Oi5N; = %Z em Fo (3-3)

onde p é a densidade de massa, = 2(p (¢ é um fator de amortecimento),
7; sao os co-senos diretores de um elemento de superficie dI' e @ ¢ a segunda

derivada do deslocamento com respeito ao tempo.

Figura 3.1: Corpo eldstico em equilibrio.

As equagoes de compatibilidade entre as deformacoes do sistema local e
deslocamentos descritos no sistema global, chamadas relagoes de transformacao

cinematica, sao dadas por

1
iy = i(um + Uj,i) em € (3—4)
u; =u; em I, (3-5)

Finalmente, as equacoes constitutivas representam as relagoes que exis-
tentes entre as tensoes e deformagdes no corpo eldstico ( veja a figura 3.1),

dadas pela equagao
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05 = Cijkl Skl €m Q (3—6)

onde Cjjp; ¢ a matriz constitutiva do material do corpo.

Para um material linearmente elastico, isotropico e homogéneo tem-se:

2Gv
Cijrl = Eéijékl + G (6ir0j1 + 0qdji) (3-7)
onde v é o coeficiente de Poisson, G é o médulo de elasticidade transversal ou

de cisalhamento e d;; é o delta de Kronecker:

. o
@-j:{ o (3-8)
0 se 1#£

Substituindo a equagao (3-7) em (3-6) e logo na equagao (3-1), considerando a
condicao de simetria da matriz constitutiva Cyjy, e a equacao (3-4), obtém-se

a equacao de Navier:

G o, + Upgi — Py +b; =0 em €, (3-9)

1—2v

que pode ser expressa também como

bi
—=0 em (3-10)

2 2 2 .
Coli ok + (€ — €)Up g — Ty +
onde ¢; é a velocidade de propagacao das ondas irrotacionais e ¢y € a velocidade

de propagacao de cisalhamento no meio elastico, dadas por:

2601 —w) L _|e ]
C1 = 7p(1 — 21}) y 2 _p . (3 11)
3.2

Formulacao do problema

Estamos a procura de um campo de deslocamentos u;, com seu corre-
spondente campo de tensoes o0;;, que satisfaca & equacao diferencial parcial de

equilibrio dinamico
U(:L',y,z,t),-j,jjtb(z,y,z,t)i—pﬂ(x,y,z,t)i—,uu(x,y,z,t) = 0 (201} Q (3-12)

os indices i e 7 podem assumir os valores 1, 2 e 3 correspondendo as coordenadas
x,1y e z respectivamente. O indice apds a virgula indica uma derivada na direcao
da coordenada correspondente. Indices repetidos indicam um somatério de
trés termos, no caso de problemas tridimensionais. O ponto indica a derivada

respeito ao tempo. p é uma massa especifica, b; forcas de massa e u = 2(p é o
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coeficiente de amortecimento. O dominio €2 pode ser uma estrutura ou parte
dela (nesse caso uma subestrutura ou um elemento finito).

O campo de deslocamentos deve satisfazer as condigoes de contorno:

u(z,y,z,t); =u(x,y, z,t); em T, (3-13)

onde u(x,y, z,t); sdo os deslocamentos prescritos no contorno I',. O campo de
tensoes o(z,y, z, t);; também deve estar em equilibrio com as forgas t(z, y, z, t);

prescritas no contorno I',. Assim,

U(x7y7z7t)ijnj = %(:’U?yVZ?t)i em Fo (3_14)

onde 7; sao os co-senos diretores de I' em (2. Todas as varidveis dependem
do tempo. Os deslocamentos e velocidades iniciais devem ser conhecidos no

instante inicial ¢ = 0

u(z,y,z,t =0); =u(z,y,2,t =0); e

u(xayaz>t:0)i :@(x,y,z,t: 0)2 (3_15)
onde (z,y,2) € Q.

Uma solugao que satisfaca exatamente todas as equagoes acima em ) é

possivel em certos casos particulares.

3.3
Formulacao no dominio da freqiiéncia

Solugoes do problema proposto na secao anterior podem ser obtidas
investigando a resposta harmonica para acgoes dinamicas, transformando o

dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia por diferentes técnicas.

3.3.1
Técnica da transformada de Laplace

A técnica da transformada de Laplace é amplamente conhecida e uti-
lizada na solucao de diversos tipos de equacoes diferencias. Por exemplo:
equagoes diferenciais parciais sao transformadas em equacoes diferenciais
ordinarias. Em nosso caso, a transformada de Laplace £ sera utilizado para
transformar as equagoes (3-12), (3-13), (3-14) e (3-15) numa outra equagao no

dominio de frequiéncia.
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Denotando:

o(x,y,z,8) = L{o(x,y,z,1)}

L{u(z,y, z,t)}
L{b(z,y, z,t
L{t(x,y, 2t

u(z,y,z,s)

}
} (3-16)

b(x,y,z,s

) )
E('2:'7 y? Z? S) )
e fazendo as substitui¢oes adequadas a equacao diferencial dada por (3-12),

junto as suas respectivas condigoes de contorno e condigoes iniciais (3-13),
(3-14) e (3-15), se tornam

0iji +bi+pk*u; =0 em Q  onde k?= —(s*+2(s) (3-17)

w,=u; em I, e oin; =t em I, (3-18)
essas novas equacgoes, apés a transformacao de Laplace, dependem das variaveis

(x,y, 2,5), onde s é a freqiiéncia.

3.3.2
Técnica de superposicao modal avancada

Esse método leva o problema para o dominio da freqiiéncia variando no

—iwt

tempo de acordo com a funcao exponencial e™**, onde w é a freqiiéncia circular

de vibracao.

Pode-se escrever para os deslocamentos:

U(%ya%t)i = ﬂ(x>y>sz)i6_th (3_19)

ou denotando simplesmente

u(z,y, z,t); = ue™ ™" (3-20)

onde a dependéncia de (z,y, z,w) esta implicita.
Substituindo (3-20) nas equagoes (3-12), (3-13) e (3-14) segue que:

0ij; +bi + pk*u; =0 em Q, onde k? = (w? + 2i(w) (3-21)

u;, =u; em I, e O'Z'j’f]j:%i em I, (3_22)

As condigoes iniciais (3-15), a diferenca da técnica da transformada de
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Laplace, sao utilizadas numa etapa posterior no dominio do tempo em termos

de superposi¢ao modal avancada.

3.4
Formulacao do método hibrido dos elementos finitos

O potencial de Hellinger-Reissner (Reissner-1950) é o ponto de partida
da formulacao do método hibrido dos elementos finitos. A formulacao hibrida,
que sera feita a seguir, é valida tanto para a técnica de superposi¢ao modal
avancada, como para a técnica de transfomada inversa de Laplace.

Suponha um campo de deslocamentos discreto na forma

U; = uirdr em r (3-23)

onde, em termos dos deslocamentos nodais, d, = d(w), no contorno do
elemento. As funcoes de interpolacao u;, dependem apenas da variavel espacial,
isto é: (u; = u(x,y, 2);), desde que d, = d, nos correspondentes pontos nodais
r para deslocamentos prescritos u; ao longo de I',,.
Suponha um outro campo de deslocamentos (em €2)

ul = +ub (3-24)
de tal modo que a condigao de equilibrio da equagao (3-17) ou da equagao
(3-21) seja satisfeita (ou seja, u! é uma solucao de (3-17) ou de (3-21)). Onde
b ¢ uma solugdo particular de (3-17) e u} é a solucdo da parte homogénea de
(3-17).

Ou seja, u? é tal que o campo de tensoes correspondente afj satisfaz a

U

equacao
op i+ b+ pk*ul =0 em Q (3-25)

Também, u; € tal que o campo de tensoes o}; satisfaz

A+ pk*ui =0 em (3-26)

*
Tijj
o que caracteriza uma solucao fundamental:

* k% * ok ok ~
05 = 05D, U = Ui Py, Ui = Ued (3-27)

1, 1,

em termos de parametros de forcas nodais p? dependentes da freqiiéncia, onde

o indice s refere-se a cada um dos graus de liberdade do modelo discreto.
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A expressao da forma estacionaria do potencial de Hellinger-Reissner,

colocada na forma matricial, (Prazeres-2005), é

t1
—61lz = / [6p”" (Fp* —Hd +b) —éd"(H"p* +p’ —p)|dt =0 (3-28)

to

onde as quantidades p* e d sao vetores contendo os parametros p; e ds e sao as
incégnitas primarias do problema. F é a matriz de flexibilidade, H é a matriz
de transformacio cinemética, b = Hd® é um vetor de deslocamentos nodais
equivalentes as forcas de corpo.

A equagao (3-28), para um determinado instante de tempo e valores

arbitrarios de dp* e dd decompoe-se em duas novas equagoes:
Fp* = H(d — d") (3-29)
H'p"=p-p’ (3-30)
eliminando-se p* nestas equacoes, tem-se, finalmente

K(d-d")=p-p (3-31)

onde
K=H'F'H (3-32)

é a matriz de rigidez que transforma deslocamentos nodais em forcas nodais.
Uma abordagem mais simplificada foi desenvolvida por Chaves
(Chaves-2003), a qual (computacionalmente) converge mais rapidamente.

Sua formulagao tem como resultado as equagoes matriciais
U'p*=d—d (3-33)
H'p"=p-p’ (3-34)

onde d = d, é o vetor de deslocamentos nodais, d” = d® é o vetor nodal de
deslocamentos da solucio particular u? e U* é a matriz de deslocamentos, onde

*

os coeficientes U} que pertencem a ela sao valores da solugao fundamental ),
obtidas nos pontos nodais  para um parametro de forga p.
Das equagoes (3-33) e (3-34), eliminando-se p* obtemos a equacao da

matriz de rigidez

Kd-d)=p-p (3-35)
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onde
K=H'U" (3-36)

A matriz de rigidez (3-36) é simétrica se a funcao de interpolagao u}, pode
representar analiticamente no contorno as expressoes de u;, para deslocamentos
no dominio (Dumont-2003b). No caso de elementos de treliga e viga, o contorno

coincide com os pontos nodais (Prazeres-2005) e (Dumont-2006).

3.5
Técnica da transformada de Laplace

A equagao diferencial parcial (3-12) foi transformada por meio da trans-
formada de Laplace £ na equagao diferencial ordinaria (3-17), e a partir dela,
aplicando elementos finitos hibridos chegamos a equacao (3-31). Ou bem, a
equagao (3-35) (se aplicada a formulagao simplificada). Que podem ser ree-

scritas por conveniéncia como
K(w)(d(w) -~ d(w)") = p(w) - pw)’ (3-37)

onde a matriz de rigidez efetiva é
Kw)=Hw)"F(w)'Hw) ou K(w)=H(w) Uw)™ (3-38)

onde os deslocamentos estao definidos no dominio da freqiiéncia em cada um
dos graus de liberdade em que foi discretizada a estrutura. Finalmente, se faz
o retorno para o dominio do tempo mediante um dos métodos de transformada

inversa numérica de Laplace, estudados nos capitulos anteriores.

3.6
Técnica de superposicao modal avancada

Analogamente, a equacao diferencial parcial (3-12) por meio de (3-19) foi
tranformada na equacao diferencial ordinaria (3-21). A partir dela, aplicando
o método de elementos finitos hibridos, foi obtida a equacao (3-31). Ou bem,
a equacao (3-35).

A partir dessas equagoes, aplica-se a técnica de superposicao modal

avancada, que é desenvolvida a seguir
3.6.1
Expansao das matrizes na forma de séries de frequiéncia

As matrizes F, H e U podem ser expressas como uma série de poténcias

de freqiiéncias (para um ntimero n arbitrario de termos) da seguinte forma:
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2n 2n 2n
F=) (—iw)F; , H=) (—iwfH; , U =) (—iwyU; (3-39)
=0 =0 =0

assim como a matriz de rigidez efetiva K

2n n
K=> (—iw)K; =Ko — Y (iw7'C; +w’M;) (3-40)
=0 7=l

onde Ky, C e M vém da expansao de K como série de poténcias (de
freqiiéncias). Essas matrizes representam a: matriz de rigidez estatica; matrizes
de amortecimento e matrizes de massa, respectivamente.

Para poder expresar K como uma série de freqiiéncias, é necessario
inverter a matriz F, que também ¢é dada por uma expansao em séries de
freqiiéncias, segundo a equacao (3-39), (Dumont-2006).

Para um vetor de forcas p(t) dependente do tempo agindo num corpo

eldstico, a equacao (3-31) pode ser expressa (Dumont-2003b) como

K, — zn:(w%—lcj +w?M;)| (d —d") =p(t) — p(t)° (3-41)

i=1

onde o vetor dos deslocamentos d sao as incégnitas a serem determinadas para

forgas, velocidade e deslocamentos iniciais.

3.6.2
O problema de autovalor nao-linear

O problema de autovalor nao-linear associado a equagao (3-41) tem a

forma

Ko® — ) (iC,QY " + M;®Q%) =0 (3-42)

j=1

onde 2 é uma matriz diagonal cujos elementos sao autovalores w que repre-
sentam as freqiiéncias e ® é uma matriz cujas colunas sao os autovetores que
representam os modos de vibragao. Esse problema nao-linear de autovalor tem
dificil tratamento, visto que a convergéncia numérica nao pode ser facilmente
assegurada e que erros de arredondamento ocorrem inevitavelmente.

Uma solugao do problema de autovalor foi dada por (Dumont-2007), que
consiste numa generalizacao da solugao linear. Deve-se comentar que a solugao

do problema pode incluir ou nao o amortecimento. A diferenca, entre ter ou nao
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amortecimento, esta nos resultados do calculo. Os autovalores e autovetores sao
todos reais para o caso sem amortecimento, e complexos quando considerado
o amortecimento.

Uma solucao adequada ® deve satisfazer as seguintes condicoes de
ortogonalidade, (Dumont-2007):

n 27 23
> {Z Q2 @TiC;Pw T 4+ ) Q’f—lchMj«m?j—k} =1 (3-43)

j=1 - k=2 k=1
n -2j-2 _ 2j—1 _
K+ {Z QFR”iC; PV 4 Y Q’fchMjcm?J—’f} =Q (3-44)
j=1 t k=1 k=1

3.6.3
Processo de Superposicao Modal

Uma forma alternativa de escrever a equacao (3-41) que corresponde
a um sistema acoplado de equagoes diferenciais de alta ordem de tempo
que faz uso das matrizes obtidas na formulacao dependente da freqiiéncia

(Dumont-de Oliveira-2001) se pode expressar na forma

=Y (e M) |- a) = p b (349

j=1

onde pode-se introduzir um conjunto de deslocamentos auxiliares d;(t) tal que

d;(t) = (i) 8tﬂ') para  j=1...2n (3-46)

Portanto, de acordo com a equagao (3-46) a equacao (3-45) pode ser

escrita como um sistema aumentado (Dumont-2007)
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Ko 0 0 0 0 0 (d-d°
0 M; iC, M, --- M, d, —d
0 iCy M, iCs 0 d, —d}
>
0 M, iCs 0 ds — d}
0 M, 0 0 0 | ( do—d}, |
_2C1 Ml ’LCQ M2 Mn- d—db (p_pb\
M, iC, M, iCs 0 d, —d;
iCy M, iCs - 0 d; — d, > >
M, iCs 0 d; — d.
. . - b .
M, 0 0 0 - 0 |[dy-d, ) LU O )
(3-47)

Utilizando conceitos de superposicao modal, pode-se aproximar os deslo-
camentos dependentes do tempo pela soma finita de contribuicoes dadas pelo
produto entre os vetores normalizados ® com os vetores de amplitudes 7(t),

0s quais serao as novas incognitas do problema:

d = o (3-48)
Aplicando essa expressao a equagao (3-47), para o caso de estruturas com

amortecimento, segue que
Q(n—1") —i(n—1") = ®"(p - ") (3-49)

equacao que corresponde a um sistema desacloplado de equagoes de primeira
ordem, que pode ser resolvida pelos métodos tradicionais de resolugao de

equacoes diferencias. Os deslocamentos assumem a forma
d=®n+ oy (3-50)

onde d é o vetor de deslocamentos nodais, ® é a matriz dos autovetores e
@ a matriz conjugada complexa de ®. n é a solucao da equacio diferencial e
representa o vetor temporal de amplitudes e 7 é seu conjugado complexo.

No caso de um sistema sem amortecimento, o sistema desacoplado de

equacoes de segunda ordem é

QD(n—n")+ (i —i’) = 2" (p — p") (3-51)
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4
Analise de elementos unidimensionais

Neste capitulo é mostrado o desenvolvimento da formulacao feita no
capitulo anterior para um elemento de trelica e um elemento de viga de
Timoshenko com amortecimento e base elastica (elementos unidimensionais).

Sao apresentadas as solugoes das equagoes matriciais de equilibrio e a
montagem da matriz de rigidez, considerando dois casos, o desenvolvimento
que leva ao método de superposigdo modal avancada (anélise feita no dominio
do tempo a partir de uma formulagao no dominio da freqiiéncia) e a técnica
da transformada de Laplace (inversao da resposta para o tempo de uma
andlise feita somente no dominio da freqiiéncia). Finalmente um exemplo é

desenvolvido, onde as duas técnicas sao comparadas com a solucao analitica.

4.1
Elemento de trelica

Um elemento de trelica é definido como um elemento unidimensional,
que trabalha unicamente sob cargas axiais que podem ser de compressao ou

tracao. A figura (4.1) mostra um elemento de trelica.

E, p,c

Fy

Figura 4.1: Elemento de treliga.

4.1.1
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Formulacao do problema

A equacao diferencial parcial descrevendo o movimento de um elemento

de trelica que pode vibrar longitudinalmente é dada por

O*u(x,t) Pu(x,t)  Oulx,t)
Yo e o ! ()

onde a funcao u(x,t) é o deslocamento longitudinal no tempo desde a posi¢ao
de equilibrio da secao transversal em x, E' é o modulo de elasticidade longitu-
dinal que depende das propriedades do material da treliga, p é o peso especifico
e ¢ = 2(p é o coeficiente de amortecimento.

Supoe-se que o deslocamento esteja definido para valores de tempo ¢t > 0

eespaco 0 <z < [.

Técnica da transformada de Laplace

Para um desenvolvimento neste caso temos que levar a equacao diferen-
cial parcial (4-1) para o espago da transformada de Laplace. Para fazer isto con-

sideramos, por simplicidade, as condigoes iniciais do problema u(z,0)|—o = 0

Au(z,t)
ot

(S |t:0 =0.
Apés os calculos correspondentes e substituindo y(z,s) = L{u(z,t)} a

nova equagao diferencial passa a ser expressa como

d2
pTULS) (2 4 acy(a, ) =0 (+2)
Fazendo k? = —% na equagao (4-2), obtém-se uma forma simplificada
d2
M + kzy(l'7 5) =0 (4_3)
dx?

Técnica de superposicao modal avancada

Supondo que a solugao da equagao diferencial parcial (4-1) admite uma
solucao por separacao de variaveis u(z,t) = u*(x)e ™"
Apés os calculos correspondentes, a equagao diferencial (4-1) se expressa
como
d*u*(z)
dz?

E + p(w? + 2iCw)u*(z) =0 (4-4)

Substituindo k? = w em (4-4) obtém-se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0611826/CA

Capitulo 4. Andlise de elementos unidimensionais 41

d*u*(z)

da?

+ k*u*(z) = 0 (4-5)

4.1.2
Montagem da matriz de rigidez

Observa-se das equagoes (4-3) e (4-5) que para a montagem da matriz de
rigidez s se precisa da solucao de uma delas.

A solucao geral da equagao se expressa

sen(kzx)

U*:Al 2

+ Ay cos(kx) (4-6)

de tal modo que a solucao estatica alcancada no caso limite é:

]lgirr(l) u*(z) = Ay + Ay (4-7)

Como se esta analisando um problema no dominio da freqiiéncia, em
termos de uma superposicao modal, pode-se usar A, = 0, j4 que a solucao
varia em torno de u*(0) = 0.

Tendo uma solu¢do que oscila en torno de u*(0) = 0, uma forma de
expressar o campo de deslocamentos nesse caso, (Dumont-2005), é como uma
funcao de dois parametros de forca pj e p3, os quais se interpretam como as

bases do sistema interno ou auxiliar de coordenadas:

o ﬁ < senlikx] sen[k(]f—x)] > { g }Eu*p* (4-8)

Partindo da equagao anterior pode-se obter também as tensoes normais:

of = % < coslkx| —cos[k({ — x)] > { P } =o'p’ (4-9)

D5

Os deslocamentos nas extremidades do elemento de trelica sao descritos

e definidos como os contornos I'y e I's:

u={1 0>{ Z:}ENld em I (4-10)
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Iy Q Iy
— —5

m -, 2

dl7pl d27p2
— —

l

Figura 4.2: Sistemas de coordenadas de um elemento de treliga.

u={0 1>{ ZI}ENQCZ em T (4-11)

2

A matriz de transformacao cinematica H entre os sistemas d e p* é

expressa comao:

1 cos(kl)
H= [ ¢*'Ndl' = -){(1 0 +{ }1 01
/F { —cos(k/) }( ) ) -1 (4 )
(4-12)
Portanto
-1
_ [ cos(kl) } (4-13)
cos(kl)  —1
A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa
F = /Utu*NdF (4-14)
r

{_Coi(kg) }(—1)(0 %M{Coi(’f” }(1><% 0>]

sen (k) [ cos(kl) -1 }
F = 4-15
kEA —1  cos(kl) (4-15)
Logo, inversa da matriz de flexibilidade é:
_ —kEA [ cos(kl) 1 }
i ——— 4-16
sen?(k() { 1 cos(kl) ( )

Finalmente obtém-se a matriz de rigidez para um elemento de trelica


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0611826/CA

Capitulo 4. Andlise de elementos unidimensionais 43

K=H'F'H (4-17)
-1
K — kEA [ cos(kl) } (4.18)
sen (k) -1 cos(k()
Se na matriz de rigidez da equagao (4-18) k — 0 com, entao
FA[ 1 -1
pm K= 7[ 1 1 } (4-19)

Em resumo, tem-se que a matriz de rigidez desenvolvida para um

elemento de trelica (para as duas técnicas) é

K =

| R

No caso da técnica da transformada de Laplace

P 2)
E

e no caso da técnica de superposicao modal avancada

12 p(w? + 2iCw)
—5

4.2
Viga de Timoshenko sobre base elastica e com amortecimento

A teoria de vigas de Timoshenko assume as seguintes hipdteses.

1. Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma se¢ao

transversal sao pequenos e iguais ao do eixo da viga.
2. O deslocamento lateral (segundo o eixo y) é nulo.

3. As sec¢oOes planas normais para o eixo da viga antes da deformacao
mantém-se planas, porém nao necessariamente normais ao eixo depois

da deformagao.
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4.2.1
Formulacao do problema

Considera-se uma viga de comprimento L, area da secao transversal A e
momento de inércia J, sobre uma base elastica e com amortecimento viscoso.

Devido a deformacao do cisalhamento, sobre a qual o momento fletor

realiza trabalho o +
M= g (4-20)
Ox
a rotacao ¥ (x,t) de uma secao transversal, e a derivada da eldstica %
diferem entre si de uma parcela v (z,t):
Oy(x,t
yé ) gt (4-21)
x
devido a deformacao causada pelo esforco cortante:
Q = GArvo (4-22)

onde x é um fator que leva em conta como a se¢ao se deforma sob cisalhamento.
A equagao (4-21) expressa a compatibilidade de deformagoes de uma segao de
viga, para momento fletor M e esforco cortante () obtidos segundo as equagoes
constitutivas acima.

Temos da figura (4.3) um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko,

que esta em equilibrio segundo as equacoes:

_0Q O*u(x,t) Ou(x,t) B
M mJ PY(x )
2 M=Q- or A o (4-24)

Das equagdes (4-23) e (4-24) obtemos as equagoes que governam o estudo

da viga de Timoshenko com base elastica e amortecimento

ou(z,t)
ot

902 e m————=—2(m —wu(x,t) =0 (4-25)

GAm[a%(x’t) B aw(x,t)] B 02%(;?15)

ou(x,t)
Ox

Pi(a,t) _ ml P(a,t)
oxz A ot?

GAF;[ — (a, t)} +EJ (4-26)
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Ou(x,t)
oz

Figura 4.3: Equilibrio de um elemento infinitesimal de viga de Timoshenko.

Técnica da transformada de Laplace

Nesse caso, leva-se as equagoOes diferenciais parciais (4-25) e (4-26)

ao espago da transformada de Laplace. Para tal efeito, por simplicidade,

. - : du(a,t
considera-se apenas as condigoes de fronteira u(z,t)]—o = 0 e %\t:o =0

na equagao (4-25), ¥(x,t)|;=o =0 e %hzo = 0 na equagao (4-26).
Apés os célculos correspondentes e substituindo u*(z,s) = L{u(z,t)} e

V*(z,s) = L{Y(z,t)} as novas equagoes diferenciais passam a ser expressas

CcOomo
2, % *
GAK,[a uas;sas) - a¢a(§>s):| o (m82 + 2cm$+UJ)'UJ*([L’, S) -0 (4_27)
8 * , . 82 * 7 J 2 .
o {w S 5)] +ps ) T ) =0 (a28)

Eliminando-se ¢*(z, s) nas equagoes (4-27) e (4-28) chega-se a seguinte

equacao
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4, * 2, %
J*u (x,s)+T8u (x,s)

B o k*u*(x,s) =0 (4-29)

onde

ENJs*® EJ
T__E—J[(l_l_@) T_I_GAmn(mS +2Cms+w)}, e (4-30)

(ms* 4+ 2¢ms® + st)} (4-31)

4_ Mo J
k= {(s +2<S+w/m)+GA2m

EJ

Técnica de superposicao modal avancada

Nesse caso, supoe-se que as solugoes das equacgoes diferenciais parciais
(4-25) e (4-26) admitem separagao de variaveis u(z,t) = u*(x)e ™" e (z,t) =
¢* ( ZL’) 6—iwt )

Fazendo as substituicoes adequadas, as equacoes se expressam como

GAR [0 g;?) - ag;@)} + (mw? + 2iCmw — w)u*(z) = 0 (4-32)
Gan| 28— )]+ Bs T D M —0 ey

Eliminando-se 1*(x) nas equagoes (4-32) e (4-33) obtém-se

4, % 2, %
0u(x)+T0u(x)

oy oyl Eu*(z) =0 (4-34)

onde

m E\ Juw? EJ 5
T——{(l%——) 1 +GAmm(mw +22me—w)}, e (4-35)

k= ﬁ[(uﬂ—l—%@u—w/m) -

ol (mw? + 2i¢mw?® — wwz)] . (4-36)

J
GA?%k

Observa-se que nas duas técnicas, fazendo algumas modificacoes, pode-se
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chegar as mesmas equagoes (4-34) e (4-29), cuja solugao é expressa convenien-

temente na forma

sen kyx + sinh kqx sen kiz — sinh kox
2 + 5 3

cos k1x — cosh kox

+ C3(cos kyz + cosh kax) + Cy 12

(4-37)

onde

/ ™ T / 2 T
= S = 44 - -

De modo similar, obtém-se das equagoes anteriores a expressao de ¥*(x)

K k K hk K ko —K h k&
V() = O 2 COS 133—;; 1COS 2SL’+C2 2 COS K1 - 1 cosh ko

—Kysen kix — Ky sinh kyx
L2

+ C3(—Kysen kyz + Ky sinh kyx) + Cy
(4-39)

onde

m32 ms
L Ky = il (4-40)

K
! ks ks

Analogamente, para o método de transformadas de Laplace, obtém-se a mesma
Y*(x) porém com as constantes K e K, abaixo (é imediato ver as diferengas

com as anteriores constantes)

k2 _ mw? ]{72 + mw?
K, = % e Ky = % (4-41)
2 2

As expressoes de y*(x) e 1*(x) foram obtidas de tal modo que

o ¥  EJx
EE% Y (J}) = 203 + 201215 - C4LL’2 - C2 (? - 2GA/{) (4—42)

w—0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611826/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0611826/CA

Capitulo 4. Andlise de elementos unidimensionais 48
3EJ
lim ¢*(z) = 2C; — 2Cyx — Cy | 2° 4-43
i () =201 2010~ Gy (#* + e (4-43)
4.2.2
Obtencao da matriz de rigidez
O campo de deslocamentos transversais y*(z) é expresso por
P
* * * * * p* * ok
y'(r) = (yi() wslx) wilx) wilz)) pi =y'p (4-44)
3
P
onde
. sen kyx + sinh kqx . sen kix — sinh ko
yi(z) = ys(x) = 3
k k
cos kyx — cosh kqx
y3(x) = cos kyx + cosh kox yi(x) = ! 2 2 (4-45)
As rotagbes 1*(x) sdo expressas por
P
* * * * * p* _ koK
V@) = Cuit) vie) wie) wile) )q e =9 (4-46)
3
Py
onde
. Ky coskix + Ky cosh kyx . Kycoskix — Ky cosh kyx
Yi(x) = 2 V() = 13

3(x) = —Kysen ko + Ky sinh kox ¢)(x) =

_ —Kysenkix — Ky sinh kyx

k2

(4-47)

0s pi, D5, D5 € py sao os parametros de forca numa formulacao de elementos

finitos hibridos, p* nao tém sentido fisico definido, embora seja possivel fazer

alguma atribuicdo a partir dos limites das equagoes (4-42) e (4-43).

Para estabelecer as equacoes que governam o problema da viga, escreve-
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se utilizando a mesma notacao usada no elemento de trelica:

y* () yi(z) ys(r) yi(x) yi() .
_ p2 :u*p* (4-48)

() i(z) v3(x) oi(z) ¢iz) *

Conseqiientemente, obtém-se os esforgos seccionais, segundo as equagoes (4-20)

e (4-22):
*
{ ]QW* } = N*p* (4—49)
onde
d2'¢}* 2 d2w>~< 2 d2’l[}* 2 d2w* 2
d:v21 - ng‘sA 77D>1k dm22 - ng}il w; d:v23 - 7752 Q/)E”k dm24 - ng}il ¢Z
N*=FEJ
dy s iy s
dx dzx dx dx
(4-50)

ou, no caso da técnica de superposicao modal avancada,

d?y3 mw? % d?y3 mw? 1 x d?y3 mw? % >y mw? %
dz? + EA ¢1 dx? + EA Q/)Z dz? + EA Q/)?’ dx? + EA ¢4
N'=FEJ

i a3 a3 i
dx dzx dx dx
(4-51)
a) [_d 2 ‘_<4
leP ! ng
M M

) (= =
Q

Figura 4.4: a) Sistema de coordenadas da matriz de rigidez, b) Convengdo de esforcos.

Usando a parte a) da figura 4.4 (para definir as grandezas do sistema
externo de coordenadas) e a parte b) (para a convengao dos momentos fletores
e esforgos cortantes positivos) pode-se descrever os extremos do elemento como

sendo os contornos I'; e I'y (para os deslocamentos e rotagoes). Do mesmo
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modo, as matrizes A como sendo os co-senos diretores:

- 1 d 1
y = 000 2 = Nld Al = 0 em Fl (4-52)
P 0100 ds 01

* 0010 d -1 0
you_ 2V = Nod Ay = em Iy (4-53)
o 0001 ds 0 1

A matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d e p* se expressa

H = N*|,_oA\N; + N |, AN, (4-54)

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa

F= N*T‘x:OAIU*T‘x:O + N*T‘w=lA2u*T‘$:l (4_55)

Apés a avaliacdo da inversa F~', a partir de (3-32), obtém-se a matriz de
rigidez efetiva
K=H'F'H.

ou como alternativa, a partir de (3-36), tem-se que K = H" (U*)~".

Desse modo, é possivel fazer um desenvolvimento da matriz de rigidez
efetiva da viga de Timoshenko com base eldstica e amortecimento. Para o caso
da técnica de transformadas de Laplace, a matriz de rigidez efetiva fica em
fungao dos parametros definidos pelas equagoes (4-30) e (4-31). Ou bem, pelas
equagoes (4-35) e (4-36) no caso da técnica de superposi¢ao modal avangada.

Para simplificar a notagao de cada um dos elementos da matriz de rigidez
efetiva (dada a quantidade de termos que possuem), denota-se C' = cosh koz,
¢ = coskix, S = senhkox e s = sen kjx. Assim, a matriz de rigidez efetiva é

expressa como

Ky Ky Kiz3 Ku
Ky Ko Koz K

K — 21 22 23 24 (4-56)
K31 Kz K3z Kz

K41 K42 K43 K44
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onde
Ky = - EJK1Ky(cK1S + CKys)(k? + k3)
R a((C% — @) 1 52— 52) — Ss(K2 — K2)
Ky — | BJK Ky (Foki (C? = Cc = S%) + Kiky(Cc — s* = %)) + Ss(k1 K1 + koK)
K1 Ky((C? — ¢?)2 + 52 — 52) — Ss(K3 — K?)
Koy — EJK 1 Ko(K1S + Kys)(ki + k3)
K K5((C? — ¢?)? + s — S?2) — Ss(K3 — K?)
K= — EJK Ky(C — ¢)(k? + k3)
K K,((C— )2 + 52 — §2) — Ss(K2 — K2)
Koy — EJ(cKyS — sCKy)
K1 K((C? — ¢?)2 + 52 — 52) — Ss(K3 — K?)
o EJK Ky (C — ) (Kaky + K k)
K K5((C? — ¢?)2 4 s — S?2) — Ss(K3 — K?)
o EJ(KyS — s, (Kaky + K1ks)
K K,((C2 — )2 + 52 — §2) — Ss(K2 — K2)
P EJK Ky(cK.S + CKys)
K Ko((C2— )2 + 5% — 82) — Ss(K2 — K2)
Ko EJK Ky (cK, S + CKas)
K K5((C? — ¢?)? 4 s — S?2) — Ss(K3 — K?)
EJK Ks(cK1S + CKys)
B = (O = @) + 52 — %) — Ss(K2 = KO) (457)
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5
Exemplos numéricos

Neste capitulo sao apresentados os exemplos numéricos que permitem
avaliar a eficiencia computacional da técnica de superposi¢ao modal avancada
e a técnica da transformada de Laplace. Todos os exemplos apresentados, sao
feitos inicialmente (etapa de testes) no programa MAPLE, numa etapa final
os algoritmos desses exemplos sao desenvolvidos no programa Fortran 90.

O primeiro exemplo corresponde a uma barra eldstica submetida a
uma carga constante sem amortecimento. No segundo exemplo, para essa
mesma barra, é considerado o amortecimento. Nesses dois exemplos a barra é
discretizada em elementos de trelica.

Finalmente, o ultimo exemplo trata do modelo de um trecho de ferrovia
constituido por uma interacao dinamica entre trilho, palmilha, dormente e
lastro. Esse ultimo exemplo foi desenvolvido na dissertacao de Mestrado de
Oliveira (Oliveira-2006).

5.1
Barra elastica sem amortecimento

Para estudar o exemplo desta secao (e da segao 5.2, que trata da barra
eldstica com amortecimento) inicialmente é aplicada a técnica da transformada
de Laplace, essa técnica requer o conhecimento da transformada inversa de
Laplace. Diversos autores tem feito aproximagoes numéricas da transformada
inversa de Laplace. Dentre os diversos métodos inicialmente testados, para
os tipos de estruturas que trata esta dissertagao, escolheu-se os que tiveram
melhor desempenho; Dubner e Abate (Dubner-Abate-1968), Kenny Crump
(Crump-1976) e De Hoog (de Hoog-1982). Seguidamente ¢é feito o estudo
aplicando o método de superposicao modal avancada. Finalmente esses dois
métodos sao comparados.

Para cada um dos modelos, as matrizes de rigidez e massa sao obtidas
de acordo com a abordagem mostrada no capitulo [3] e a resposta transiente
do sistema ¢é obtida de acordo com a formulac¢ao dada nas segoes [3.5] e [3.6].

Seja um elemento de barra eldstica sem amortecimento cujo extremo

x = 0 é fixo, no extremo livre x = L submetido a um carregamento aplicado
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constante P(t) = 1000 em sua dire¢ao longitudinal, figura (5.1), com condigoes

iniciais u(x,t)|—o = 0 e %h:e =0.

E p A P

| I |

Figura 5.1: Barra com extremos fizo e livre, representada por 5 elementos de trelica

Os valores das propriedades geométricas e mecanicas do elemento, em
unidades consistentes e coerentes segundo (Dumont-2007), sao apresentadas
na tabela (5.1):

1

1
1000

1

|||

Tabela 5.1: Propriedades geométricas e mecinicas em unidades consistentes para a barra
eldstica sem amortecimento

A equagao diferencial parcial que governa o exemplo é a equacao (4-1)
sem considerar a parcela do amortecimento, cuja solucao analitica para valores

det>0el0<x<L,é

w(et) = SPE S {(—1)“ {—1 (_2;0_5(;")’;“} sen {L ;Ll)”H (5-1)

5.1.1
Graficos dos deslocamentos pela técnica da transformada de Laplace

Todos os deslocamentos plotados foram normalizados com relacao ao
valor estatico correspondente, ao longo do tempo nos pontos nodais que ficam
a0.2L, 0.6L e 1.0L e comparados com a solucao analitica.

Observa-se nos graficos (5.2) e (5.3) que quanto maior é o fator & melhor
é a qualidade das respostas. Daqui em diante, para fins de comparacgao, sera
usado k£ = 1000, dado que o resultado é préximo da solugao analitica.

Salienta-se que dos trés métodos de inversao testados, os métodos de-

senvolvidos por Kenny Crump e De Hoog fornecem exatamente os mesmos
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Deslocamento Normalizado

0 0.05

0.1

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

o k=500 e k=1000 ¢ k=300 — SolAnalitica

Deslocamento Normalizado

0 0.05

0.1

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

* k=500 e k=1000 e« k=300 — SolAnalitica

0.9

0.7 4

Deslocamento Normalizado

0.5

0.3 q

0.1 4

0 0.05

.

0.1

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

‘ ® k=500 e k=1000 e k=300 —SolAnaIitica‘

J/

J

o4

Figura 5.2: Deslocamentos em x = 0.2L, x = 0.6L e x = L da barra, aplicando o método

de (Dubner-Abate-1968)
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Figura 5.3: Deslocamentos em x = 0.2L, x = 0.6L e x = L da barra, aplicando o método
de (Crump-1976)
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resultados (embora convirjam com velocidade distinta). Portanto, sao plota-

dos apenas os resultados de Kenny Crump.

5.1.2
Desempenho computacional da técnica da transformada de Laplace

Como um passo prévio, é importante avaliar o desempenho computa-
cional da variavel tempo de execucao dos programas entre os trés métodos
usados para a inversao numérica da transformada de Laplace. O objetivo é
escolher apenas um deles, o mais eficiente, para assim, ser comparada com a

resposta fornecida pelo método de superposicao modal avancgada.

3
2.5
2 4
O
o
g. 1.5
()
'_
1 4
0.5 1
0 -
k=300 k=500 k=1000
Numero de lteragoes
\l Dubner - Abate O Kenny Crump B De Hoog - Stokes\

Figura 5.4: Comparacio da eficiéncia dos trés métodos

| método | =300 k=500 k=1000 |
Dubner-Abate 0.656 1.078 2.125
Kenny Crump 0.750 1.234 2.563
De Hoog-Stokes 0.750 1.250 2.625

Tabela 5.2: Leituras do tempo de execugdo dos programas em sequndos.

A partir da comparacao dos tempos avaliados entre os métodos de
inversao utilizados, o mais rapido é o método de Dubner-Abate. O método
de Kenny Crump tem uma ligeira vantagem frente ao de De Hoog. Dado que
os deslocamentos fornecidos pelo método de Kenny Crump e De Hoog sao os
mesmos, consideremos, em diante, apenas o método de Kenny Crump, junto

ao de Dubner-Abate.
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5.1.3
Avaliacao da convergéncia das respostas

Escolheu-se plotar os graus de liberdade extremos (graus de liberdade 1
e 5) as quais fornecem maior informagao do comportamento da convergéncia

da solucao.

Deslocamento Normalizado

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

\ ¢ Met. Kenny Crump e Met. Dubner- Abate—SoIAnaIitica\

0.8

0.6

Deslocamento Normalizado
.

0.4 4

0.2 4

0+

-0.2 . . . . . . T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

[ Met. Kenny Crump e Met. Dubner- Abate — SolAnalitica|

J

Figura 5.5: Deslocamentos em x = 0.2L (grau de liberdade 1), para k = 500 e k = 1000.

Os graficos mostram que convergéncia é melhor, se o fator k£ é maior.
Observa-se também que se o grau liberdade fica mais préximo do extremo livre,
entao a convergencia também ¢é réapida. Requerendo, nesse caso, um menor
valor para k. Em contrapartida, se o grau de liberdade estd préximo do né
fixo a convergéncia é lenta. Essas observacoes, sao importantes, pois indicam

que o valor de k pode ser mudado convenientemente (dependendo da posi¢ao
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do grau de liberdade) de tal forma que possa ser melhorada a velocidade de

convergencia.
s N
21
1.9
1.7 4
1.5 4
o
e
©
N 1.3
[}
£
S 1.1
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3 09
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I
Q
° 0.7+
[
jo3
a
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0.1 4
-0.1 T T T T T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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e Met. Kenny Crump e Met. Dubner- Abate — SolAnalitica
. J
N
241
194
1.7 4
154
o
el
@
N 1.3
©
E
S 1.1
=]
g 09
£
@
o
© 0.7 4
73
jo3
o
0.5
0.3 -
0.1
-0.1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)
\ e Kenny Crump e Dubner Abate —SoIAnaIitica\
J

Figura 5.6: Deslocamentos em x = L (grau de liberdade 5), para k = 500 e k = 1000.

Em nosso caso, dado que desejamos avaliar a barra em qualquer ponto,
deve-se optar por um valor de k adequado de tal forma que garanta uma boa
convergencia.

Nos graficos observa-se que a velocidade de convergeéncia é diferente para
k = 500, no entanto para um valor de £ = 1000 a resposta é quase idéntica a
solugao analitica.

E importante observar que, para k = 1000, os resultados do método de
inversao de Dubner-Abate e o de Kenny Crump praticamente estao superpostos

e muito préximas da solucao analitica o que demonstra a boa qualidade da
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convergéncia desses dois métodos. Entretando, é bom levar em conta que a
vantagem do método de Dubner-Abate na eficiéncia no tempo faz a diferenca.

Portanto, a partir dessas observacoes o método de inversao escolhido é o
de Dubner-Abate, com um valor de & = 1000.

5.1.4
Graficos dos deslocamentos pela técnica superposicao modal avancada

o
<
(9]
£
[
[
o
[}
[0
o
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Tempo (s)
—2 matr. massa — 4 matr. massa — Sol. Analit.\ J
]
o
[9]
£
[
(8]
o
[7]
[
a}
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)
\—2 matr. massa — 4 matr. massa — Sol. Analit.\ J

Figura 5.7: Deslocamentos em x = 0.2L e x = L (graus de liberdade 1 e 5), com 2, 4 ¢ 6
matrizes de massa.

Observa-se nos graficos que a qualidade da técnica de superposicao
modal vai melhorando com uma maior quantidade de matrizes de massa. Uma
outra observacao importante é que esta mesma qualidade diminui na medida

que o tempo cresce.
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5.1.5
Convergéncia dos resultados por nimero de graus de liberdade

E muito delicado e de muita responsabilidade tentar comparar dois
métodos de solucao que tém comportamentos diferentes durante seu desen-
volvimento. E dificil poder afirmar alguma coisa, ja que quando um dos
métodos parece ter vantagem num quesito, essa vantagem acaba sendo uma
desvantagem se observada desde um outro angulo ou quando sao consideradas
outras variaveis.

Os gréficos (5.8) e (5.9) apresentam os resultados pelo método de
inversao de Dubner-Abate e o método de superposicao modal avancado,
ambos comparados com a solucao analitica para uma barra com 5 e 50 graus
de liberdade. Observa-se que, quando aplicada a técnica da transformada
de Laplace, os resultados sao os mesmos com 5 ou bem com 50 graus de
liberdade para k = 1000. Para o método de superposicao modal avancado,
com duas matrizes de massa, a convergéncia é melhor se o niimero de graus
de liberdade for maior. Essa diferenca na convergéncia (quando considerado o
grau liberdade) se deve a que a técnica da transformada de Laplace trabalha
com a matriz de rigidez efetiva sem perda de parcela alguma. Entretanto
para o método de superposicao modal avancada a matriz de rigidez efetiva,
desenvolvida em series de freqiiéncias, é truncada, levando conseqiientemente
a perda de alguma parcela de rigidez.

Para contornar essa diferencia e assim fazer uma melhor comparacao
dessas duas técnicas, ambas matrizes de rigidez efetivas sao desenvolvidas em
series de poténcias e plotadas para 1, 3 e 5 matrizes de massa. Sob essa nova
consideragao, observa-se nos graficos (5.10) e (5.11) que essas duas técnicas
fornecem os mesmos resultados, nao existindo mais a diferenca observada no
grafico (5.8). Note que quando o niimero de matrizes de massa é 1, os resultado
obtidos (aplicando superposicao modal avangada) correspondem as respostas
da teoria classica (superposigao modal).

Nos graficos (5.12) e (5.14) foram plotados respostas das duas técnicas,
considerando uma matriz de massa, as quais sao equivalentes aos resultados
da teoria cléssica (superposigao modal). Os graficos das figuras (5.13) e (5.15)
sao as respostas correspondentes a técnica de superposicao modal avancada

com 3 matrizes de massa. Onde é evidente as vantagens de um sobre o outro.
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Deslocamento

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)
[— SMA- 2mm = TLP- Dubner-Abate — Sol. Anal.]

J

Figura 5.8: Barra discretizada em 5 elementos de trelica.
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Figura 5.9: Barra discretizada em 50 elementos de trelica.

Deslocamento
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\

0.5
Tempo
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Figura 5.10: Deslocamento em x = 0.2L (grau de liberade 1) aplicando superposi¢ao modal

avanc¢ada.
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2.8

Deslocamento

-0.7

!
03 04 05
Tempo

\—SoIAnaIitica—m=1 —m=3 m=5\

J

Figura 5.11: Deslocamento em x = 0.2L (grau de liberade 1) aplicando transf. de Laplace.

2.8

2.1
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0.7 q

-0.7

0 0.1 0.2

0.3 0.4 0.5
Tempo

\ — SolAnalitica = SupModAvanz — Dubner-Abate \

J

Figura 5.12: Deslocamentos em 0.2L (grau de liberdade 1), aplicando superposi¢io modal.

28

Deslocamento

0 0.1 0.2

0.3 0.4 0.5
Tempo

\ — SolAnalitica - SupModAvanz — Dubner-Abate \

J

Figura 5.13: Deslocamentos em 0.2L (grau de liberdade 1), aplicando superposi¢do modal

avangada (3 matrizes de massa).
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21
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(5] S~
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0.35 -

0 0.1 0.2 03 04 05
Tempo
[— SolAnalitica — Sup Mod Avanz — Dubner-Abate |

J

Figura 5.14: Deslocamentos em L (grau de liberdade 5), aplicando superposi¢io modal
(teoria cldssica).
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Tempo
\— SolAnalitica — Sup Mod Avanz — Dubner—Abate\

J

Figura 5.15: Deslocamentos em L (grau de liberdade 1), aplicando superposi¢io modal
avancada (3 matrizes de massa,).

5.1.6
Desempenho computacional das duas técnicas

No caso da técnica de superposicao modal avancada para poder garantir
um bom desempenho (e assim comparé-la com os métodos de transformada
de Laplace) é suficiente fazer os calculos com duas matrizes de massa. Lembre
que entre os métodos de transformada de Laplace foi escolhido o método de
Dubner-Abate, com um valor de k& = 1000.

Quando é considerado um nidmero baixo de graus de liberdade (por
exemplo, menores do que 5), observa-se na figura (5.16) que os resultados sao
praticamente iguais a da solucao analitica. Ainda mais, o tempo de execucao

para ambos métodos, é proximo de zero. Portanto, nao é possivel compara-los
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Figura 5.16: Deslocamentos em 0.2L e L, aplicando superposi¢io modal avancada (2
matrizes de massa) e o método de Dubner-Abate (k = 1000).

de forma adequada e ver qual método tem melhor performance. Uma forma
de contornar isso ¢ incrementar o numero de graus de liberdade. Para tal,
discretiza-se a barra em 50 e 100 graus de liberdade.

Ao fazer os computos com 50 graus de liberdade, praticamente nao
ha diferenca na velocidade de convergencia desses dois métodos, veja a
figura(5.17). Porém, se duplicamos o numero de graus de liberdade (ou seja,
100) o tempo de execugao com o método da transformada de Laplace (Dubner-
Abate) é melhor do que aplicando superposi¢ao modal avangada. Veja na figura
5.17 que nesse caso o método de transformada de Laplace é quase trés vezes
mais rapida do que o de superposicao modal avancada.

Uma possivel explicacao para essa demora, no tempo de execucgao, do
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50 elementos 100 elementos

Numero de elementos de trelica

\DTécnica Superposi¢do Modal Avanzada B Técnica da Transformada de Laplace \

Figura 5.17: Comparacio dos tempos (em sequndos).

método de superposicao modal avancada é a seguinte: o algoritmo implemen-
tado para esse método, calcula todos os autovalores e autovetores, o que ob-
viamente implica num maior tempo de execucao. Por outro lado, é conhecido
que para fazer a andlise de uma estrutura nao é necessario calcular todos os
autovalores, é suficiente calcular os mais representativos. Sendo assim, é pre-
ciso implementar algoritmos mais eficientes, o que com certeza deve melhorar

a performance desse método.

5.2
Barra elastica com amortecimento

Para este segundo exemplo consideramos a mesma barra eldstica do
exemplo, portanto, com as mesmas condigoes iniciais e carregamento P(t) =
1000, figura (5.1).

Os valores das propriedades geométricas e mecanicas estao representadas
na tabela (5.3).

N | |
—_
o
S
S

Tabela 5.3: Propriedades geométricas e mecanicas em unidades consistentes para a barra
eldstica com amortecimento

A equagao diferencial parcial que governa esse exemplo é a equagao (4-1),

cuja solucao analitica para valoresdet >0e (0 <x < L, é
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ule,t) = i{(_l)n {l—eg;(cosh(QntH—ﬁsinh(Qnt))] sen {W”

(5-2)

onde

RCY; 2

2n+ 1)1 |E O V12— 4pPw?
J— e n = -
\/ p

Todos os cédlculos, modelos, resultados e graficos, aplicando superposicao
modal avancada e os métodos de inversao de da transformada de Laplace para
este modelo (barra eldstica com amortecimento), son inteiramente andlogos aos
obtidos no segao anterior (barra eldstica sem amortecimento). Portanto, dar
todos esses detalhes seria repetitivo. Por tanto, no que segue, é mostrado dire-
tamente a comparacao do desempenho computacional de método de inversao

de Dubner e Abate e 0 método de superposicao modal avancada.

5.2.1
Desempenho computacional das duas técnicas

A figura (5.18) mostra os resultados obtidos pela aplicacao da técnica
de superposi¢ao modal avangada (com duas matrizes de massa) e a técnica da
transformada de Laplace (com um valor de £ = 1000), ambas comparadas com
a solucao analitica da equagao (5-2). Observa-se a boa convergéncia que tém
as duas técnicas.

De modo inteiramente analogo ao tratamento de uma barra elastica sem
amortecimento, Quando é considerado um nimero baixo de graus de liberdade,
os resultados sao praticamente iguais a da solucao analitica e o tempo de
execucao para ambos métodos, é proximo de zero. Portanto, impossibilitando
fazer uma comparacao adequada do performance desses dois métodos. Uma
forma de contornar isso, é incrementar o nimero de graus de liberdade. Por
tanto, discretiza-se a barra em 50 e 100 graus de liberdade. Para 50 graus de
liberdade o desempenho de método de transformada de Laplace e duas vezes
mais rapido. Quando considerado 100 graus de liberdade a diferenca é ainda
maior, quase 6 vezes mais rapido.

Uma possivel explicacao para essa demora, no tempo de execucao, pelo
método de superposicao modal avancada é: quando é considerado o amortec-
imento os cédlculos desse método precisam trabalhar com nidmeros complexos,
acarretando numa maior quantidade de varidveis, e conseqiientemente num

maior tempo de execucao. Entretanto quando nao é considerado o amorteci-
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Figura 5.18: Deslocamentos em 0.2L, 0.6L e L, aplicando superposi¢io modal avancada

(2 matrizes de massa) e o método de Dubner-Abate (k= 1000).
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mento esse método trabalha apenas com nuimeros reais ficando assim o seus

calculos bem mais simples.

e N
100 932187
90 A
80 -
70 A
D 60 -
o
g. 50 A
(o)
= 40 4
30 A
20 1 14.2656
10 7031
0
50 elementos 100 elementos
Numero de elementos de trelica
L \DTécnica Superposi¢do Modal Avanzada B Técnica da Transformada de Laplace y

Figura 5.19: Comparacio dos tempos (em sequndos).

Por outro lado, para fazer a transformada inversa numérica a técnica
da transformada de Laplace usa o método de Dubner-Abate, que desde sua
formulacao é feito para trabalhar no campo dos ntimeros complexos; assim a
eficiencia computacional é quase a mesma independentemente se a analise é

com amortecimento ou nao.

5.3
Modelo para representacao da ferrovia

O modelo adotado neste exemplo, é um dos exemplos da dissertacao
de mestrado (Oliveira-2006) ao mesmo tempo os dados tomados do trabalho
de (Zhai-2003). Esse exemplo foi desenvolvido pela técnica de superposigao
modal avancada no programa Maple usando para o calculo de autovalores e
autovetores uma rotina desenvolvida no programa Fortran.

O exemplo simula um trecho de ferrovia constituido por uma interacao
dinamica entre trilho, palmilha, dormente e lastro. O modelo tem 140 graus
de liberdade, figura (5.20), constituido por 10 dormentes e um trilho sujeito a
uma carga retangular constante P(t) = 100kN aplicado no grau de liberdade
64.

Os diferentes elementos estruturais sao representados da seguinte forma

Trilho: por um elemento de viga de Timoshenko sem amortecimento e sem

base elastica, considerando-se sua inércia a rotagao e deformacao por
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(
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BT

v

05133 ;g
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05140

A

12 10 13 68 66 69 131

esforgo cortante.

129

Palmilha: por um elemento de trelica com amortecimento.

132

Figura 5.20: Modelo representando um trecho de ferrovia.

136

139

Dormente: por uma viga de Timoshenko com amortecimento e com base

elastica, considerando-se sua inércia a rotacao e deformacao por esforgo

cortante. Finalmente,

Lastro: representado como uma base elastica.

A figura (5.21), considerando a simetria da via férrea, representa a metade

da vista frontal do modelo global a partir do eixo de simetria.

‘ P(t)

Trilho
\T[ Palmilha
Meio dormente

§ 98 gidigd

Eixo de simetria

‘JF % Lastro

Base

Figura 5.21: Corte frontal das componentes estruturais do modelo de ferrovia.

5.3.1

Consideracoes iniciais

O desenvolvimento feito no capitulo anterior, para um elemento de trelica

com amortecimento, vide (4-18), é utilizado em cada elemento de palmilha.

A matriz de rigidez apresentada na equacao (4-56), é utilizada para cada

elemento de trilho e dormente. Para o caso de dormente, precisa-se fazer

algumas modificacoes na matriz de rigidez. O dormente é discretizado como

dois elementos de viga de Timoshenko, de comprimentos L e b com suas

respectivas matrizes de rigidez K e K.
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5.3.2
Propriedades dos elementos da via férrea

Para o trilho considerou-se a secao UIC60 e para o dormente adotou-se

o modelo NS90 de monobloco de concreto com pretensao.

72

172

150

Figura 5.22: Medidas geométricas da se¢do transversal do trilho UIC60 em mm (CORUS).

Os valores numéricos dos parametros fisicos sao tomados levando en conta
as definicoes do capitulo anterior. Para o elemento de palmilha temos
1

= — 5-3
C=3,4 (5-3)
onde p é definido como forca por unidade de comprimento dividida por
velocidade, p é a massa especifica definida por unidade de volume, o médulo

de elasticidade E tem unidade de tensao e ¢ tem unidade de freqiiéncia.
O dormente tem sua massa total distribuida ao longo de seu comprimento

assim como seu amortecimento segundo a equagao (5-4), de acordo com as

definicoes de m e pu dadas anteriormente

1

== 5-4

¢ 2m (5-4)

Para as medidas geométricas do meio dormente e trilho, veja a figura
(5.23).

® UIC60
Segéo ‘ i . Palmilha
0.2331 N | 10.233 Q) 2
022 0.76 0.50 002 ] '
, 022 - ‘ S0 0.20
‘ L b

Figura 5.23: Medidas geométricas do dormente e palmilha (em metros).

Em relagao ao trilho, a massa m também é definida por unidade de
comprimento.
Para o trilho e dormentes o moédulo de elasticidade transversal foi

calculado utilizando a equagao (5-5), com v = 0.25. Assim, a relacao fica
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E _E
¢= 2(1+v) 25 (5-5)

O valor da rigidez do lastro é w = 1.1210% em kN/m?, (Zhai-2003).

L(m 0,545
A(m?) 76,86.10~*
T(m®) |[3,217.10°
K 1
E(N/m?) || 2,059.10"
m(kg/m) 60, 640

—

Tabela 5.4: Propriedades fisicas e geométricas para o trilho UIC60. Fonte: (Zhai-2003).

=
3

) 1,26
A(m?) | 5,126.10°2
J(m®) | 2.31.10°

K 5/6

E(N/m?) || 2,1.107

m(kg/m) || 99,603
C1/s) || 2,343.10°

Tabela 5.5: Propriedades fisicas e geométricas para o dormente. Fonte: (Zhai-2003)

L(m) 0,02
A(m?) 0,04
E(N/m?) || 3,25.10°

m(kg/m) 3,920
C(1/s) | 4.783.10"

Tabela 5.6: Propriedades fisicas e geométricas para a palmilha. Fonte: (Zhai-2003)
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5.3.3
Analise de resultados

Este terceiro exemplo, como veremos, confirma o que foi dito nos exem-
plos anteriores, que é muito dificil tentar dar uma resposta definitiva, no que
se refere ao desempenho das técnicas da transformada de Laplace e de super-
posicao modal avancada, tendo ambos os métodos desenvolvimentos diferentes.

Se o numero de iteragoes é k = 1000, para os exemplos anteriores esse
valor de k é satisfatério. Entretanto, a figura (5.24) mostra que no caso do
modelo da ferrovia esse valor £ = 1000 é insuficiente quando aplicado o método
de Dubner-Abate. Na medida que o valor de k é aumentado até chegar a

k = 4000, os resultados téem um melhor comportamento.

s

-0.003 -

Deslocamento

-0.004 -

-0.005 -

-0.006 \ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Tempo (s)

| iter-1000 — iter-2000 — iter-3000 — iter-4000 — iter-15000 - - - Sol. Estat. |

Figura 5.24: Deslocamentos no grau de liberdade 64 do trecho de ferrovia aplicando o
método de Dubner-Abate.

A figura 5.25 mostra as solugoes dada pela técnica de superposicao modal
avancada com 1,2 e 3 matrizes de massa.

Observa-se na figura (5.26) que a técnica da transformada de Laplace
com um valor de £ = 15000 consegue ter um comportamento adequado em
relacao a técnica de superposicao modal avancada.

Nos exemplos anteriores a técnica da transformada de Laplace tinha uma
vantagem em relagao a técnica de superposicao modal avancada. Mas, neste
exemplo sua convergéncia é muito lenta.

Quanto a eficiéncia computacional para este exemplo (ao invés dos
resultados dos exemplos anteriores) a técnica de superposigao modal avangada

levou uma vantagem significativa.
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Figura 5.25: Deslocamentos no grau de liberdade 64 do trecho de ferrovia aplicando
superposicao modal avancada.
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Figura 5.26: Comparagio dos deslocamentos (no grau de liberdade 64) aplicando: super-
posi¢io modal avancada, transformada de Laplace (Dubner-Abate) e superposicao modal
(cldssica).

Um possivel motivo dessa convergencia lenta pode ser devido a que
técnica da transformada de Laplace nao tem um deslocamento zero num tempo
zero. Dado que para valores de tempo préoximos de zero, para obter resultados

aceitaveis, ¢ necessario incrementar consideravelmente o valor de k, o que
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incrementa o tempo de execucao.

Transformada de Laplace 530.875s
Superposi¢ao modal avancada || 455.578s
Superposi¢ao modal 306.406

Tabela 5.7: Comparacio dos tempos de execugio.

74
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Conclusoes

Neste trabalho foi implementada a técnica da transformada de Laplace
e a técnica de superposicao modal avangada no contexto dos elementos finitos
hibridos dinamicos, para sistemas discretizados com elementos unidimension-
ais. Os algoritmos foram desenvolvidos completamente em linguagem Fortran
com resultados satisfatorios.

Algumas conclusoes do trabalho sao:

1. No exemplo da barra (com ou sem amortecimento) a técnica de trans-
formada de Laplace computacionalmente é mais eficiente do que a de su-
perposi¢ao modal avancada , quando considerado o tempo de execucao.
Quanto maior é o nimero de autovalores calculados pela técnica de super-
posigao modal avancada (pelo menos nesse caso concreto) a convergéncia

é boa aplicando as duas técnicas.

2. No exemplo do trecho de ferrovia a técnica de superposicao modal
avancada é mais eficiente computacionalmente no tempo. A velocidade de
convergéncia da técnica da transformada de Laplace é lenta, precisando

de um grande numero de iteracoes para ter resultados satisfatorios.

3. Nao é possivel concluir qual dos métodos é mais eficiente computacional-

mente, dado que depende do tipo de sistema que é considerado.

Algumas sugestoes:

1. E preciso tratar com problemas de grande porte para estudar o compor-

tamento da técnica da transformada de Laplace.

2. Aplicar ambos métodos a diversos tipos de problemas para e observar as

vantagens e desvantagens de cada método.

3. Fazer um estudo mais detalhado de cada uma das variaveis presentes em

cada um dos métodos, com a finalidade de aperfeicoar as técnicas.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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