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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos varios resultados sobre multiplas solu¢oes para equacgoes
elipticas superlineares em um dominio limitado de R" ou no espaco todo. Mostramos que
a condicao superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz pode ser substituida por uma condi¢ao

de superquadraticidade mais natural ao assumir uma condigao do tipo Nehari.

Palavras chave: Equagoes elipticas, fun¢oes de Carathéodory, condicao superlinear,

variedade de Nehari, miltiplas solu¢oes nodais.
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Abstract

In this dissertation we present various results on multiple solutions for superlinear
elliptic equations in a bounded domain of R or in the whole space. We show that the
standard Ambrosetti- Rabinowitz superlinear condition can be replaced by a more natural

superquadraticity condition when we assume a Nehari type condition.

Key words: Elliptic equations, Caratheodory functions, superlinear condition, Nehari

manifold, multiple nodal solutions.
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Introducao

Nesta dissertagao, estudamos a existéncia de solugoes para o problema de Dirichlet
eliptico semilinear

(P) —Au = f(x,u) em §2
u € Hg(Q)

onde N > 2, Q é um dominio do RY e f: Q x R — R é uma funcao de Carathéodory

que satisfaz as seguintes condigoes:

2N
(f1) sliinooﬁ% = 0, uniformemente em x, onde ¢ = 2* = N ¢ N >3e

2<qg<2*=o00se N =2;

(f2) f(x,s) =o(]s|) quando |s| — 0 uniformemente em x;

F(z,s)

2

(fs) lim

|s|]—o0 S

= 00 uniformemente em x;

(f1) f(z,s)s —2F(x,s) ¢ ndo decrescente em |s| e crescente para |s| > 0 pequeno;
onde F(z,s) = / f(z,t) dt é a primitva da funcao f(z, s) em rela¢do a segunda variavel.
0
Em 1973, Ambrosetti e Rabinowitz [3] demonstraram o Teorema do Passo da Mon-

tanha e o utilizaram para resolver o Problema (P). A condigao utilizada por Ambrosetti

e Rabinowitz que garante a dependéncia superlinear em s foi a seguinte:

(AR) Existem p > 2 e M > 0 tais que para |s| > M temos
0 < pF(z,s) <sf(zx,s).
A condicao (AR) implica na condic@o de crescimento superquadratico (f5) para F. De

fato, usando integracao e a condi¢ao (AR) temos que existe C' > 0 tal que F(x,s) > C|s|*,

para |s| suficientemente grande.
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Uma condicao superlinear mais fraca e natural do que (AR) é a seguinte:

(SL) |81|iinoo f(i’ ) _ 00, uniformemente em .

Observamos que, na aplicacao de teoremas de minimax para o estudo do Problema
(P), a condigdo (AR) é utilizada por ser crucial no estabelecimento da geometria do
passo da montanha e na verificagdo da limitagao das seqiiéncias de Palais-Smale (PS)
(veja Rabinowitz [13]).

Outro método utilizado na resolucao de problemas do tipo superlinear é o método da
variedade de Nehari que desenvolve um estudo sobre os pontos criticos do funcional ¢

associado ao Problema (P), sobre a variedade
N = {u e Hy(\{0}; ¢ (w)u = 0} .

No entanto, algumas condigoes técnicas sobre a fungao f devem ser assumidas para
que N seja uma variedade de classe C!. Estas condicoes nao sao satisfeitas no nosso caso.
Além disto, mesmo na utilizagao deste método, a condigdo (AR) é necessaria para obter
a limitacao das seqiiéncias (P.S).

Nesta dissertacao, estudamos o artigo On the Ambrosetti-Rabinowitz superlinear con-
dition, escrito por Z. Liu e Z.QQ. Wang [15], no qual se mostra que as condigoes (fy) e (SL)
sao suficientes para mostrar a existéncia de solugoes positivas e negativas do Problema
(P) e, sendo assim, podemos descartar a hipotese (AR). Na realidade, a condigao de
superquadraticidade (f3), mais fraca do que (SL), ja ¢é suficiente.

Para discutir a existéncia dessas solugoes utilizamos o método variacional, associando
ao Problema (P) o funcional ¢ : H}(2) — R definido por

o) =5 [ IV@P do~ [ Fa.w da,

o qual mostramos ser de classe C! (veja Corolario 2.5). Além disto, observamos que
solugdes fracas do Problema (P) correspondem aos pontos criticos do funcional ¢.
Admitindo a condi¢ao (AR) Ambrosetti e Rabinowitz [3] obtiveram uma solugao posi-
tiva e outra negativa para o Problema (P). Supondo condigbes de regularidade mais fortes
sobre a fungao f, Wang [14] mostrou a existéncia de trés solugdes para o mesmo problema.
O primeiro resultado desta dissertacao estabelece a existéncia de uma solucao para o
Problema (P).
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Teorema A. Suponha que f satisfaca as hipoteses (f1) - (f4). Entdao o Problema (P)

possui uma solug¢do nao trivial uw € H () tal que

¢(u) = max ¢(tu) = EHO%f) o T o(tv) > 0.

Como coroléario deste teorema, mostramos no Capitulo 2 que o Problema (P) possui
uma solugao positiva e uma solugao negativa em H; (£2).

Antes de enunciarmos os proximos teoremas, relembramos que, dados Q C RV e uma
funcao u definida em (2, definimos por dominio nodal de © um subconjunto conexo de {2
onde u nao muda de sinal.

Para os Teoremas B e C, adicionamos a seguinte hipotese:
(fs) f(x,s) é diferenciavel em s.
Teorema B. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (f5). Entdao o Problema (P)
possui uma solugcao w € H(QY) que troca de sinal e possui exatamente dois dominios
nodais. Além disto, w € tal que

p(w) = max P(twy) + max o(tw_) = 7Jiin#fo {r?;abx P(tvy) + max gb(tv,)} > 0.

A existéncia de solu¢bes que mudam de sinal para problemas do tipo superlinear
também foi estudada por Bartsch e Wang [12] supondo f de classe C! e f(0) = 0 (veja
também [8]). Diremos que uma funcdo u tem um n6é em p > 0 se u(p) = 0. No proximo
teorema estudamos a existéncia de solugoes radiais, possuindo um ntumero especifico de
nos, para a equacao eliptica em todo RY. Mais especificamente, considerando o problema

(P*) —Au+u = f(|z|,u)
u € HY(RY)

podemos enunciar:
Teorema C. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (fs). Entao, para cada inteiro
k > 0, existe um par u; e u; de solugoes radiais do Problema (P*), com u; (0) < 0 <

u; (0), tendo exatamente k nds

0<py < - <pf<oo

Observamos que as condigoes (f1) - (f1) admitidas no artigo [15] nao sao suficientes

para os Teoremas B e C, pois nao ha garantia da existéncia de um tnico ponto critico
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das aplicagdes t — o¢(tu), t > 0, sendo este um ponto crucial para a demonstra¢ao dos
mesmos. De acordo com os proprios autores (comunicagao pessoal) a hipotese (f5) deve
ser adicionada.

Supondo condigbes de regularidade mais fortes sobre f e a condi¢do (AR), Bartsch e
Willem [11] estudaram o Problema (P*) e estabeleceram versdes do Teorema C.

Finalmente, observamos que as técnicas aqui utilizadas também se aplicam a varios
problemas do tipo superlinear.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira: o Capitulo 1 esté dividido em
trés secoes. Na Secao 1.1 enunciamos alguns resultados sobre teoria da medida, espagos
de Sobolev e fun¢oes de Carathéodory. Na Secao 1.2 exploramos propriedades adicionais
que f e F satisfazem e, finalmente, na Secao 1.3 enunciamos resultados da Teoria do Grau
Topologico de Brouwer que serao utilizados ao longo da dissertacao.

No Capitulo 2, inicialmente apresentamos algumas das propriedades técnicas que o
funcional ¢ satisfaz. Nas Segoes 2.2 e 2.3 demonstramos os Teoremas A e B, respectiva-
mente.

(RY) e

enunciamos alguns resultados de regularidade para as solugoes radiais do Problema (P*).

O Capitulo 3 consiste de trés se¢oes. Na Segao 3.1 introduzimos o espago H!,

Apoés a apresentagao de algumas definigdes preliminares na Segao 3.2, demonstramos o

Teorema C na ultima secao deste capitulo.



Notacoes

LP(Q)) = {f:QHRmensuréveis; f|f|pda:<oo}, 1 <p< oo,
0

WHkP(Q) = {u € L .(Q) ; para todo multiindice |a| < k, D% existe e D*u € LP(Q)},1 <

loc

p < o0.

H*(Q) = Wk(Q)

H(2) é o fecho de C§°(Q2) na norma do espago H'(Q).
L(X,)Y)={T: X — Y ; T élinear e continua.}
|2 denota a medida de Lebesgue do conjunto §2.
V é o operador gradiente.

A ¢é o operador laplaciano.

| - || denota a norma do espago H}.

| - ||z denota a norma do espago E.

ut(z) = max {u(zx),0}

v (z) = min{u(x),0}

A CC B significa que A estd compactamente contido em B, isto é A é compacto e
AcCB.



Capitulo

1

Resultados preliminares

1.1 Teoria da medida, Espacos de Sobolev e funcoes de

Carathéodory

Nesta secao 2 denota um aberto do RY e dx é a medida de Lebesgue no RY. Vamos
usar como principais referéncias |1, 2, 6, 9]. Inicialmente, enunciamos alguns teoremas de

convergéncia que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Lema 1.1. (Lema de Fatou) Se hy, hs,... sao fungées mensurdveis em ), nao negativas

q.t.p., entao
/lim inf h,, dr < lim inf / h,, dz.
Q o o Q
Teorema 1.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam hy, hs, ..., h,g

fungoes mensurdveis em $ tais que, para todo n > 1, tenhamos |h,| < g q¢.t.p. onde

g € LY Q). Se h, — h q.t.p. em Q, entao h € integrdvel. Além disto,

lim [ h, dr = /h dx.
Q Q
Teorema 1.3. Se u,, — u em LP(Q2), entdo existem uma subsequéncia (un, ) e h € LP(Q)
tais que
— u, q.t.p. em .

Unp,,

|tn, | < h, q.t.p. em Q.

Definicao 1.4. Sejam E e F' espag¢os métricos.
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(i) Dizemos que K C E € relativamente compacto se K for compacto.

(11) Dada a aplicagio T : E — F, dizemos que T é compacta se T leva conjuntos

limitados em conjuntos relativamente compactos.

Definicao 1.5. Sejam X e Y espagos de Banach reais. Dizemos que X estd imerso
continuamente em Y, X — Y, se X CY e ainclusio i : X — Y € continua, isto €,
existe ¢ > 0 tal que

|lully < cllullx, para todou € X.
Se a inclusao for compacta, diremos que a imersao X — Y € compacta.

Teorema 1.6. Suponha que @ C RN é um aberto limitado com fronteira 0 de classe

C% e sejamk >1 el <p<oo. Entio
(i) se kp < N, WkP(Q) — L(Q), para todo 1 < ¢ < Np/(N — kp).
(ii) se kp = N, WkP(Q) — L(Q), para todo q € [1,00).
(111) se 0 <m < k — % <m+1, entdo W*P(Q) — C™*(Q) para 0 < a <k —m — %.

Além disto, as sequintes imersoes sao compactas
(i) se kp < N, WkP(Q) — L(Q), para todo 1 < q < Np/(N — kp).
(ii)” se kp = N, WFP(Q) — L(Q), para todo q € [1,00).

(111)” se 0 <m < k — % <m+1, entdo W*P(Q) — C™*(Q) para o < k —m — %.

As mesmas imersoes valem para Wy*(Q) sem hipdtese de reqularidade em 0.

Lema 1.7. Dadau € H}(QY), para cada é > 0 o conjunto {x € Q; |u(x)| < 0} tem medida

positiva.

Demonstragao: Suponha que o lema seja falso, isto é: para algum 0 > 0 tenhamos
|u| > d em .

Como u € H(Q) segue que u*, |u| € HY(Q) (veja [5]). Além disto, (u — a)* €
H}(Q), YaeR.

Deste modo, teriamos
—0 = (Ju| = 8) = |ul = (Ju| = 6)* — |u| € Hy(%),

o que é um absurdo, pois a tnica fun¢do constante que pertence ao espago Hj(f2) é a

funcao identicamente nula.
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Portanto o Lema estd demonstrado. [ ]

Em varios pontos desta dissertacao, utilizamos as seguintes desigualdades:

al bl 1 1 .
ab < — 4+ —, onde — + — = 1 (desigualdade de Young); (1.1)
p q P q
(lal + o)™ <27 (la]" + [bI"), 7> 1, a,bER. (1.2)

O restante desta secao é dedicado ao estudo das func¢oes de Carathéodory.
Definicao 1.8. Dizemos que H : 2 X R — R € uma func¢ao de Carathéodory se satisfaz:
(i) s— H(x,s) € continua para quase todo x € €0,

(ii) = — H(z,s) é mensurdvel para todo s € R.

Sejam p,q > 1 e H uma funcao de Carathéodory em €2 x R que satisfaz
a P
[H(z,s)] < a+bls|* a=~, (1.3)
q

para certas constantes a,b > 0.

Teorema 1.9. Seja H uma funcdo de Carathéodory em Q@ C RYN limitado que satisfaz
(1.3). Entao H € C(LP, L9).

Demonstragao: Primeiro note que, se u € LP(£2), usando (1.3) e a desigualdade (1.2),

obtemos
/|H(x,u)]qd:c < /(a + blu|*)idr < 2071 /aq + v ulPdx < oo.
0 Q Q

Para verificar a continuidade de H, consideramos (u,) C LP(Q),u € LP(Q) tais que
|un, — ul|» — 0. Pelo Teorema 1.3 e pela desigualdade (1.2), a menos de subsequéncia,
temos que

H(z,u,) — H(x,u) — 0, q.t.p. em Q
|H(x,u,) — H(z,u)|? < 2207 [2a7 4+ b1(|h|P + |ulP)] € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

/ |H(x,u,) — H(z,u)|dz — 0,
Q

concluindo a demonstracao do teorema. [ |
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Observe que o teorema acima vale quando a constante a é substituida por uma func¢ao

a(x) € LI(Q).

Teorema 1.10. Seja Q C RY limitado e suponha p > 2. Considere H uma funcdao de
Carathéodory com H(z,0) limitada e com derivada parcial Hy = h, sendo também uma

funcao de Carathéodory, satisfazendo
\h(z,5)| < a+blsP2. (1.4)
Entdo H : LP(Q) — LY (Q) € Frechét diferencidvel em LP(Q) com diferencial
dH(x,u) : v — h(z,u) - v.
Demonstragao: Integrando (1.4) encontramos constantes ¢, d > 0 tais que
|H(z,s)| < c+d|s|Pt,

e pelo teorema anterior temos que H € C(LP?, L*"), onde p' = p/(p — 1). Dadas u,v €

LP(£2), vamos escrever

w(u,v) =|H(z,u+v)— H(z,u) — h(z,u)v|

1

pl

= / |H(z,u(x) +v(x)) — H(z,u(x)) — h(z, u(x))v(a:)|p/dx

Usando o teorema do valor médio segue que, para quase todo = € €2,

onde w(z) = /o [h(z,u(z) + sv(x)) — h(x,u(x))] ds.

Com esta notacao e utilizando a desigualdade de Holder com expoentes z% e Eﬁ :;;,
obtemos
i
w(u,v) = /|v(x)w(a:)|p/dx < |lv||ze||w]|| -, onde r = Z% (1.5)

Q
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Agora, a norma ||w||.- pode ser estimada como se segue:

Joll < / di / I u() + so(x)) — h(z, u(z)|ds

Q

:/0 d§/|h($7u(1‘)+<v(x)) — h(z, u(x))|"dz (1.6)

:/0 |A(u + cv) — h(u)||;-ds.

Como h satisfaz (1.4), podemos aplicar o Teorema 1.9 para concluir que h é continua

de L? em L". Assim,

l1h(u+ sv) — h(u)|| — 0, quando ||v||z» — 0, ¢ € [0,1]. (1.7)

De (1.5), (1.6) e (1.7) segue que w(u,v) = o(||v||zr) € 0 teorema esta demonstrado. W

Defina o funcional

I(u) :== /H(x,u) dx, onde H(z,u) = /Ou h(z,s) ds. (1.8)

Teorema 1.11. Sejam Q C RY limitado e H uma funcdo de Carathéodory satisfazendo
(1.3) com o < 2* — 1. Entao I é um funcional de classe C' em H}(Q) e

I'(u)v = /h(m,u)v dzx, para todav € E.
Q

Demonstragao: Pela imersao de Sobolev, temos que H}(Q) — L?'(Q) e entdo existe
uma constante ¢ > 0 tal que
[0][ g2 < cfjo]l.
» 2 2N _
Usando o Teorema 1.9, segue que h € C'(L* ,L9), com ¢ = — > N12 Em particular,
a

h(z,u) € L¥+(Q) para toda u € H}(Q). Consequentemente, h(z,u)v € L'(Q) para
todas u,v € H}(2) e a igualdade

N(u)v := /h(:v,u(x))v dz, u,v € Hy(Q), (1.9)

define um operador N : H}(Q) — Hj(2). Afirmamos que N é continuo. De fato, se
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u, — u em HL(Q), entdo u, — u em L¥ (). Usando a desigualdade de Hélder e a

imersao de Sobolev,

IN(un) = N(u)|| = sup /[h(l’,un) — Mz, u)lv dz| ;5 flof] <1

< ¢ sup { A, wa) = bz )]l ga ol [l <1

LNF2

< c ||h(z,u,) — h(z,u)|| 2n — 0, quando n — oo.

LN+2

Novamente, como h satisfaz (1.3) para o < 2* — 1, podemos encontrar constantes
c1,d > 0 tais que
|H(x,8)| < er +d|s|*.

Entdao H(-,u(-)) € LY(Q) para toda u € H}(Q) C L? (Q) e o funcional I em (1.8) esta
bem definido. Aplicando o Teorema 1.10 & fungao H vista como uma fungao de L? () em
Lz () e usando a regra de derivagao para fungoes compostas, segue que I é diferenciavel
e
I'(u)v = /h(x,u(x))v dr.
Q

Portanto o teorema estd demonstrado. [ |

1.2 Propriedades do termo nao linear

Inicialmente, mostramos que f(x,s) é limitada quando r < [s| < R, onde 0 < r <
R. A partir desse resultado, juntamente com as hipoteses (f1) - (f4), obtemos outras

propriedades técnicas que f e F' satisfazem.

Lema 1.12. Suponha que f satisfagca as hipdteses (f1) - (f1). Dados 0 < r < R, eziste

uma constante M(R,r) tal que
0< f(z,s) < M(R, r), para todor < |s| < R, e quase todo x € ).

Demonstragao: E suficiente demonstrar o lema para r suficientemente pequeno e R

suficientemente grande. Seja h(x,s) = f(z,s)s — 2F(z,s) . Dado s # 0 temos

f(x,s)s* — 2F (z, 5)384

h(z,s)s = EE
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e consequentemente, para quase todo x € €},

h(z,s) = % (F(x’s)) =)

52

Inicialmente, supomos que s > 0. Como h(z,0) = 0, segue de (fs) que h(z,s) > 0 se

s > 0 para quase todo x € (). Fixado um tal valor de z, temos que

9 <F(:zc, 5)

5 é crescente em s.
0s S

) > 0 e, consequentemente, 5
]

Portanto, se r < s < R,

F(z,r) - F(z,s) - F(x,R)'

5 > = (1.10)
Além disto, por (f2),
F
(J;’ r) > 0.
,
A condigao (f4), para s > 0, implica na seguinte desigualdade
F(z,s) 1f(x,s) 1f(x,s) -2
= == . 1.11
52 < 2 s 9 g1 0 (1.11)
Dado € = 2 na condigao (f;), existe Ry > 0 tal que
J@5) 9 vss R, (1.12)

591

Como estamos supondo R suficientemente grande, a estimativa acima vale quando

s = R. Substituindo a expressao acima, quando s = R, na equagao (1.11) temos

F(z,R) < R, (1.13)

e, consequentemente, pela equagao (1.10)

F(z,s) < RY, Vr <s<R.

Além disto, a equagao (1.10) também implica em F(z,s) > 0 para s € [r, R|. Uti-

lizando esta informagao, a condigao (f4) e as equagoes (1.12) e (1.13) temos

0 <2F(z,s) < f(x,s)s < f(z,R)R — 2F(x, R) + 2F (x, s)

< f(x,R)R+2F(z,s) < 2R+ 2R? = 4RY,
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e como s > (0 podemos reescrever a equagao acima

4R1

0< flas)<——= M(R, 7).

Para o caso em que s < 0 basta definir as fungoes

g(x,s) = —f(z,—s) e G(z,s) = /Osg(x,t) dt, Vs > 0. (1.14)

Entéao, as hipoteses (f1) a (f4) sdo satisfeitas por g(z, s) e G(z, s). De fato, a verificagao

de (f1) a (f3) é imediata. Para a condigao (fy), basta notar que

g(x,s)s —2G(z,s) = f(x,—s)(—s) — 2/03 —f(z,—t) dt

e fazendo a mudanga de variavel 7 = —t temos

flz,—s)(—s) — 2/0_S f(z,7) dr = f(z,—s)(—s) — 2F(x,—s),V s > 0.

Logo, para o caso s < 0 basta tomar g e G como acima e aplicar o que foi feito no

caso em que s > 0. Isto demonstra o Lema 1.12 [ |

Lema 1.13. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (f1). Entao dado € > 0, existe
C >0 tal que

|f(z,5)] <e|s| +Cls|* 7, para quase todox € Q, Vs €R.
Demonstragao: De fato, dado € > 0, existem r > 0 e R > 0 tais que
|f(z,s)| < €|s|, para todo |s| < r, uniformemente em (2; (1.15)

|f(z,5)| < e|s|* !, para todo |s| > R, uniformemente em €. (1.16)

A seguir, aplicando o Lema 1.12, encontramos M(R, r) tal que, se r < |s| < R,
|f(z,s)| < M(R,r), q.t.p. em Q. (1.17)
Consequentemente, existe C' > € > 0 tal que, se r < |s| < R,

|f(z,s)] < M(R,r) < C|s|* !, q.t.p. em Q. (1.18)
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Por (1.15), (1.16) e (1.18) segue que
| (x,5)| < e|s| +C|s|* 1,
demonstrando o Lema 1.13.

Lema 1.14. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (f3). Entao

F
lim —(I’ tu)
t—o00 t2

Q

:OO’

para cada u € Hg(Q)\ {0}.

Demonstracgao: Seja
A={zeQ;u(z)| >0}.

Como u # 0 segue que |A| > 0. Vamos definir, para 6 > 0, o conjunto

A5 = {x € B Ju(x)| > 5}

(1.19)

Entao, existe 6 > 0 suficientemente pequeno tal que med(As) > 0. De fato, dado

B C RY considere X5 a funcao caracteristica do conjunto B. Se nossa afirmativa nao

fosse verdade teriamos
Xy, (x) — Xa(x), q.t.p em Q quando § — 0.
|X4,] < 1€ LYQ), pois Q é limitado.

Entao, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

0:|A5|:/XA6(x) dx—>/XA(x) dz = A > 0
Q Q

o que é um absurdo. De agora em diante fixaremos um § tal que |Ag| > 0.

Pela condicao (f3), dado M > 0 existe Ry > 0 tal que
F(z,s)

2

> M, sempre que |s| > Ry
s

Entao, dado = em As, t|u(x)| > t6 > Ry para t suficientemente grande e assim

F(z,tu)

2 > Mu?.
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F
Note que fora de As temos <x2’ s) > 0. Logo,
s
Fl(x. t F(xz,t Fl(xz. t
/de:/ﬂdﬁ / deZM/Ude
12 12 12
Q As Q\As As
F(z,t

Como M é arbitrario temos tlim % dr = 00. [ ]

Q

Teorema 1.15. Suponha que f satisfaca as hipoteses (f1) - (f1). Entao I(u) = /F(a:, u) dz
Q
¢ fracamente continuo em Hj(S2).

Demonstragao: Por (f;), dado € > 0, existe R > 0 tal que
|f (@, 5)| < els]”™",V [s| > R.

Usando essa informagao e as equagoes (1.15), (1.16) e (1.18)

S R s
Pl = [ f(x,s>ds] <|/ |f(x,€)!d€‘+ / \f(x,€)|d€‘
R N s
< /O (e|£|+M>d§‘+‘ /R !f(x,§)|d€‘
eR? N €
<5 + M|R[ + p (Is|” = [R]7)
Portanto,
F|(j|’qs) — 0 quando |s| — oo (1.20)

Além disso, vimos que se r < |s| < R entao
|F(z,s)] < M(R,r)

Seja agora (u,) C H}(Q) tal que u,, — u. Suponha que existe ¢y > 0 tal que

0 | [ (Fa.u) = Faw) dal.

Q

Temos
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/]F(:c,un)—F(x,u)\dx— / |F(z,up) — F(z,u)| de+ / |F(z,u,) — F(z,u)| dz.

{lul>2R) {lul<2R}
(1.21)

Como u,, — u em H}(Q), segue que existe uma constante M; > 0 tal que ||u,|| < M;.

Pela imersao compacta, a menos de subsequéncia, temos

u, —uem L™(Q), r €[2,2%) e
up(z) — u(z), q.t.p. em Q.

Defina os seguintes subconjuntos de €2

B, ={|u] > 2R, |u,| < R}, C,={lu|>2R, |u,| > R}

Temos X, () — 0 q.t.p. em Q. Além disso,por (1.20) dado € > 0 qualquer, temos
|F (2, u,) — F(z,u)| < |F(x,u,)| + | F(x,u)| < M(R) +elul! € LYQ), em B,.

Consequentemente

/ F(z,u,) — Flau)| de < / (M(R) + elu(x)]7) do

(1.22)

_ / (M(R) + e|u(x)|") Xp. () dz.
Q

Como

mam+§wwwn

<mam+§wmezmme

(M(R) + _[u(2)|") X5, (2) = 0, qt.p. em Q.
basta utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluir que
/(M(R) + e|u(x)|)Xp, (x) de — 0, quando n — oo.
Q

Portanto,

/|F(x,un) — F(z,u)| dx — 0.

B
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Em C,, usamos a equagao (1.20) para obter

/|F(:v,un)—F(:L“,u)| i < /|F(x,un)| dx+/|F(:):,u)| da
Chn Ch Ch

< e/\un|qu+e/]u|qd:c

Cn Cn
§e/|un|qda:+e/|u|qu < €M,
Q 0

Segue que
lim / |F(z,u,) — F(z,u)| de < 0.

{lul=2R}

Para a ultima integral em (1.21) temos Xp,_ (z) — 0 q.t.p. em Q e
|F(2,u,) = Fla,u)| < |F(@,u)| + |F(a,u)] < “Jua|? + M(2R,7) € L}(%),
q

e entao basta proceder como na integral sobre B,,.

Sobre E,,, temos

|F(2,u,) — F(z,u)| < |F(z,u,)| + | F(x,u)| < M(3R,r) + M(2R,r) € L'(Q)

e
F(z,un(z)) — F(z,u(z)) — 0, q.t.p. em Q.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/|F(:E,un) — F(z,u)| dz — 0
En
Desse modo teriamos
€ < limsup/ |F(z,u,) — F(z,u)| de <0,
Q
o que é um absurdo. Portanto o teorema esta demonstrado. [ |

Teorema 1.16. Suponha que [ satisfaca as hipdteses (f1) - (f1). Se u, — u em H}(Q),
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entao

/unf(x,un) dx%g/uf(m,u) dzx.

Q

Demonstragao: Novamente, suponha que existe ¢y > 0 tal que

€ < /[unf(x,un) —uf(zr,u)] dx

Q

Podemos escrever:

/ (2, ) — uf (2, 0)| d < / | 1) — f ()| i+ / )l n — ] do.
Q Q Q

1.23
Como f é fungao de Carathéodory, a menos de subsequéncia, ( |
|f(z,u,) — f(x,u)] — 0, q.t.p. em Q.
Pelo Lema 1.13, dado € > 0 existe C' > 0 tal que
[f (2, un)| < efun] + Clual*
Pelo Teorema 1.3, existe h € L"(2), r € [2,2%), tal que
(@, un) = fla, )l < [f(un)| + | f (2 0)] < elun] + Clua” 1 + | f(2, )|
< €fun| + Clua[* ™ + [ f (2, u)]
<eh+Ch* 1+ |f(z,u)| € L'(Q).
Segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
/|un||f(:c,un) — f(z,u)| dz — 0. (1.24)
Q

Por outro lado,

f(z,u)(u, —u) — 0 quando n — oo, q.t.p. em .
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Além disto,
|f (@, )l | — | < [f(2,w)|(h+ |u]) € LY(Q).

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/|f<x,u>r|un Culde 0,
Q

Sendo assim teriamos

0<e < /|unf(a:,un) —uf(z,u)| dr — 0
QO

quando n — 00, o que é um absurdo. Portanto o Teorema 1.16 esta demonstrado. [ |

1.3 Teoria do grau

Nesta secao, assumimos que £ C RY & aberto, limitado e tem fronteira €. Aqui
f:Q — RY sera uma aplicacao de classe C' e p € RN\ f(9Q)

Além disso, vamos assumir que p é um valor regular de f (isto é, o jacobiano J(z)
¢ diferente de zero para cada z € f~'(p)). Com essas condigdes, temos que o conjunto

f~Y(p) é ndo vazio e podemos definir o grau de f (com respeito a 2 e p) como

deg(f,2p)= > sgnlJs(x)] (1.25)

zef~1(p)NQ

Note que o conjunto f~1(p)NQ ¢ finito. De fato, f~!(p) N é limitado e fechado, logo
é um conjunto compacto. Considere, para cada z € f~!(p) N a bola aberta B, (z) C Q.

Entao

fffmnec | B,

zef~H(p)NQ

Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, temos

k
I )N c B, ().
i=1
Como f~'(p) N QN B,, (x;) = {x;} segue que o conjunto f~'(p) N Q & finito.
Vamos convencionar que deg(f,Q,p) = 0 quando o conjunto f~!(p) N Q for vazio.

Dessa definicao ¢é imediato verificar que o grau satisfaz as seguintes propriedades:
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(D1)

(D2)

(D3)

(D4)

(D)

1, sepe

deg(id,Q,p)Z{ 0. sep¢ @

De fato, como f = id é injetiva, se p € §2 existe um tnico y em {2 tal que

o) nQ={y}.

Além disso, como J¢(x) = 1 segue que deg(id, 2, p) = 1.
Se p ¢ Q entdao f~'(p) NQ = 0. Logo, deg(id,Q,p) = 0

deg(f,Q,p) # 0 implica que existe x € §) tal que f(x) = p.

Caso contrério, o conjunto f~1(p) N § seria vazio e consequentemente

deg(f,,p) =0,
contrariando a nossa hipotese.
deg(f,2,p) =0 sep ¢ f(2).

Se 1, Qy C Q sdo abertos com QU N Q=0 ep e fF(Q\(Q UD)), entdo
deg(f? Qap) = deg(f7 Ql7p) + deg(fa QQuP)'
A verificagao deste fato provém da seguinte igualdade

FH)nQ@=[f"(p) N UL (p) N Q] U (p) N (A (Q1 U R))]

onde a uniao ¢é disjunta.

Sendo assim, como o terceiro conjunto é vazio, segue que

deg(f,S,p) = >0 sgnlJy(@)]+ > sgnl[Jp(x)]

zef~1(p)NQ z€f~1(p)NQ2

= deg(f,Q,p) + deg(f, Qa,p).

Sejam f: Q; — R™ e g: Qy — R" fungdes continuas tais que 0 ¢ f(9Q) N g(9s).
Entdo, para f x g : O x Qy — R™ x R” o grau deg(f x g, x Qy,(0,0)) estd bem
definido e

deg(f x g, x 5,(0,0)) = deg(f,1,0) - deg(g, 22, 0)
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Vale mencionar que a nocao de grau que foi dada acima junto com as propriedades
(D1) até (D4) se aplicam & funcoes continuas ¢ : Q — RN e p € RV\¢(99). No entanto
a formula (1.25) pode nao fazer mais sentido.

Os proximos resultados podem ser encontrados em [13].

Proposicao 1.17. Se H € C([0,1] x Q,RY) ep & H([0,1] x 99) entdo
deg(H(t,.),,p) = cte, parat € [0,1]
Corolario 1.18. Se ¢,¢ € C(,RY) sdo tais que ¢ =1 em IQ e p € RN\ (99Q) entio
deg (4,2, p) = deg(¢, 2, p)

Demonstragao: Defina H(t,z) = t¢(x) + (1 — t)y(z). Entdao H € C([0,1] x Q,RY) e
p ¢ H([0,1] x 09Q) pois p & ¢(0N).
Pela proposigao anterior segue que deg(H(t,.),,p) = cteVt € [0,1]. Em particular
parat=0et =1,
deg(1), Q,p) = deg(¢, 2, p)



Capitulo

2

Existéncia de solucao em dominios

limitados

2.1 Propriedades do funcional ¢

A deriwada de Frechét é uma extensao do conceito usual de derivada em espacos
Fuclidianos para espacos de Banach. Dados E e Y espacgos de Banach reais, U C E um

aberto e uma aplicagao G : U — Y temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. Seja uw € U. Dizemos que G é Frechét diferencidvel em u se existe
A€ L(X,Y) tal que, se definirmos R(h) = G(u+ h) — G(u) — A(h) entao

E(h) = o([[A[])-

Uma tal aplicagao A é unicamente determinada e é chamada a derivada de Frechét de
G em u.
Assim como para funcoes em RY, podemos definir derivada direcional em espacos de

Banach. Nestes espacos ela é conhecida como derivada de Gateaua.

Definicao 2.2. Seja u € U. Dizemos que G é Gaiteaur diferencidvel em u se existe
A€ L(X,Y) tal que para todo h € X
B) —
lim G(u+ eh) — G(u) _ A,

e—0 €

A aplicacao A é unicamente determinada e é chamada derivada de Gateaux de G em
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O proximo resultado pode ser encontrado em [2].

Teorema 2.3. [2] Suponha que G : U — Y € Gateauz diferencidvel em U e que a sua
derivada seja continua em u* € U. Entao G € Frechétl diferencidvel em u* e as derivadas

de Frechét e Gateaur em u* coincidem.

Pela imersao de Sobolev temos
Hy(Q) — L"(Q), parar € [2,2"], continuamente. (2.1)
Segue, pela imersao acima, que é possivel encontrar uma constante Cy tal que

lwlize < Collwll, flwllzer < Collwll, ¥w e Hy(€). (2.2)

Defina I(u) := /F(x,u) dx , onde F(x,u) = /0“ f(z,s) ds.

Q

Lema 2.4. Suponha que f satisfaca as hipoteses (f1) - (f1). Entao I € C'(HY(Q),R).

Além disto I € Frechét diferencidvel com derivada dada por

I'(u)h = /f(x,u)h dx, para toda h € Hy ().
Q

Demonstragao: Pelo Lema 1.13, dado € = 1 existe C > 0 tal que
|f(z,5)] < |s| + Cols|* 7, q.t.p. em Q, Vs €R. (2.3)

Pela equacio acima e pelo Teorema 1.11 segue que o funcional I é de classe C* e o

lema estd demonstrado. [ |

Corolario 2.5. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1)-(fs). Entao o funcional ¢ € de

classe C'.

Lema 2.6. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (fs). Entao
(i) ¢ possui um minimo local estrito em 0.
(ii) ¢(tu) — —oo quando t — oo, para todo u € H(2)\ {0}.

Demonstragao: (i) Temos que ¢(0) = 0e (¢'(0),¢) =0,V ¢ € Hj(2). Pelo Lema 1.13,

dado € > 0 existem constantes ¢y, ¢; > 0 tais que
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|F(z,u)| < coelul® 4+ e |ul?, (2.4)

e consequentemente

/ z,u) dr <coe/u d:c—l—cl/\u| (2.5)

Q Q

Utilizando a desigualdade de Poincaré e a imersao de Sobolev, podemos encontrar

uma constante c3 > 0 tal que

/F(x,u) dz| < cs (6 + ||u 2*’2) l|u||?,

Q

Escolhendo ||u|| < e<2*1—2>, temos

/F(m,u) dr| < cqel|lul?.

Q

Como ¢ foi arbitrario segue que /F(:c, u) dr = o(||ul|*) quando u — 0. Assim
Q

1 1
ow) = Sl = [ o) do = Sul + olul?) > 0
Q

quando u — 0. Segue que ¢ tem um minimo local estrito em 0 e o item (i) esta demon-
strado.

(ii) Basta aplicar o Lema 1.14 para obter
¢ (tu) — —oo quando t — oo.
Portanto o Lema 2.6 esta demonstrado. [ |

Lema 2.7. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (f1). Se 0 < t1 < ty sdo tais que
(¢ (tu),u) =0, i=1,2, entao ¢p(tiu) < ¢(tau) para u € HE(Q)\ {0}.

Demonstracao: Utilizaremos a funcao h(z,u) = f(z,u)u — 2F(z,u) definida no Lema

1.12 e a propriedade (f;). Como u # 0 existe 6 > 0 suficientemente pequeno para o qual
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o conjunto As definido em (1.19) tem medida positiva. Por este fato e pelo Lema 1.7

podemos escrever

2

o(tiu) = %Hqu — /F(a:,tlu) do = %/[f(x,tlu)tlu — 2F(z,tyu)| dx
Q Q

1 1
=3 / h(z,tu) dx + 3 / h(z,tyu) dx

{lt2u|>d} {|t2u|<d}

IA

1 1
5 / h(z,tou) dx + 3 / h(x,tiu) dz

{lt2u|>d} {|tau|<d}

< % / h(z,tou) dx + % / h(z,tau) de = ¢(tau).

{lt2u|>d} {|t2ul<d}

Portanto, o lema estd demonstrado. [ |

Corolario 2.8. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) — (f1). Entao a aplicagao
v(t) = ¢(tu) : [0,00) — R tem um unico ponto de mdximo ty > 0 para u # 0. Além disto,

esta aplicagcao € crescente para 0 <t < ty e decrescente para t > t.

Demonstragao: Usando o Lema 2.6 concluimos que ¢ tem um ponto de maximo ¢y3. Sem
perda de generalidade vamos supor que ty = 1. Suponha que existem 0 < t; < t5 tais que
~(t1) = (). Pelo Teorema de Rolle teriamos as seguntes possibilidades

(i) ~(t) é constante entre ¢; e to. Neste caso terfamos dois pontos criticos em (1, t2) onde
~(t) teria o mesmo valor, o que contradiz o lema anterior. Logo esta possibilidade
nao pode ocorrer.

(ii) Existe um ponto t3 € (t1,t2) tal que y(t3) = r?ax)’y(t) > ~(t1). Entao existe
te(t1,t2

ty € (t3, 1) tal que y(ty) = r{linl) v(t) < v(t3). Novamente obtemos uma contradigao
te(ts,
com o Lema 2.7.
(iii) Existe um ponto t3 € (t1,t2) tal que y(t3) = min ~(f) < ~(t1). Entao existe

tE(t1,t2)
ty € (0,t3) tal que v(¢4) = max ~y(t) > v(t3). O que também contradiz o Lema 2.7.
3

 te(0ds)
Como %ir% o(tu) =0e llHll o(tu) = ¢(u) > 0, podemos concluir que y(t) é crescente no
intervalo 0 < ¢t < 1. Um argumento analogo mostra que ~y(t) é decrescente para ¢t > 1.

Portanto, o corolario esta demonstrado. [ |



2.1 Propriedades do funcional ¢ 26

Lema 2.9. Suponha que f satisfaga as hipdteses (f1) - (f1). Se u, — u em H}(Q) e

O(tnuy) = max o(tuy,) entao t, — to, onde ¢p(tou) = max o(tu).

Demonstragao: Suponha que o lema nao seja verdade. Entao, a menos de subsequéncia,
existe 0 > 0 tal que
|tn — to| > 0.

Afirmacao 1: t, nao pode convergir para 0.

Como (uy,) é limitada, se t, — 0 teriamos ¢(t,u,) — ¢(0) = 0, contrariando a defini¢ao
de c

0O<c= inf tv) < tun) = d(tattn).
c UEHﬁ}))\{O}rgggcaﬁ( v) < max o(tun) = ¢(tnun)

Logo, a Afirmagao 1 esta demonstrada.

Afirmagao 2: (t,) é uma sequéncia limitada.

Como tlim ¢(tu) = —o0, existe Ry > 0 tal que ¢p(Ru) < 0 sempre que R > Ry. Além

disso u, — u implica que existe ng € N tal que para n > ngy temos
¢(R0un) < 0. (26)

Afirmamos que t,, < Ry. De fato, se fosse t,, > Ry teriamos ¢(t,u,) > 0 e ¢(Ryu,) < 0.

Entao existiria t; € (0,t,) tal que ¢(t1u,) < 0 e tyu, seria ponto de minimo local
para ¢(tu,). Como 0 é minimo local de ¢, existiria to € (0,t1) tal que ¢(tou,) > 0 e tau,
seria ponto de maximo local de ¢(tu,).

Assim, encontramos ¢y < t; pontos criticos de ¢(tu,) com ¢(tou,) > ¢(t1u,), o que é

um absurdo pois contraria o Lema 2.7. Portanto
0<t, < Ryp.

Entao, a menos de subsequéncia, t, — t1, t; # 0 e t; # to.

Como t,u, — tyu em H} () e ¢ é continuo segue que

Bltru) = lim (tyun) > lim (tous) = b(tou) = max o(tu),

n—oo

de onde concluimos que t; = ¢y, um absurdo. Portanto o Lema 2.9 est4 demonstrado. W

Lema 2.10. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (f1). Entdo ¢(u) € fracamente

semi-continuo inferiormente.
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Demonstragao: Se u,, — u em H}(Q) entao

e N (7] R
pu) = 5 F(z,u) de < liminf liminf | F(z,u,) dx
Q Q
- L
< lim inf —5 F(z,uy,) dr | =liminf ¢(uy,).
Q
Portanto o Lema 2.10 estd demonstrado. [ |
. .y - flzt)

Lema 2.11. Suponha que f satisfaca as hipoteses (f1) - (f5). Entao 7 € nao decres-

cente para todo t € R e € crescente em |t| para t suficientemente pequeno.

Demonstragao: Sem perda de generalidade supomos ¢t > 0. Usando a hipotese (fs)

d f($7t) o f’(l‘,t)t—f(l‘,t)
E( t >_ 2

temos

Pela hipotese (fy) temos

 (F,0)t = 2F(x,0) = .0t — F(,1) > 0

Logo ¢ nao decrescente. Novamente usando a hipotese (fy), se 0 < s < t sdo

f(z,t)
t

d
suficientemente pequenos, existe tg € (s,t) tal que e (f(x,7’)> (to) > 0.
T T
f(z,t)
t

é estritamente cres-

Por continuidade segue que existe € > 0 pequeno tal que

cente em (ty — €,ty + €). Sendo assim temos

flz,t)  flz,s) :/t d (f(fm)) > 0.

t S s dr T

Os mesmos célculos feitos acima também valem quando ¢ < 0 e isto conclui a demon-

stragao do lema. [ |

Teorema 2.12. Suponha que f satisfaca as hipdteses (f1) - (fs). Entao para qualquer

d
u € Hy()\ {0} existe um tnico t > 0 tal que E(b(tu) =0.

Demonstracgao: Lembre que para ¢ > 0 suficientemente pequeno o conjunto As definido

em (1.19) tem medida positiva. Assumindo que ¢(tu) assume seu maximo em ¢ = 1 temos,
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para t € (0, 1),

2 f(x,u)

f(z, tu)

%¢(tu) :tHuHQ—/f(a:,tu)u d:c:/(f(:c,u)tu—f(x,tu)u) dr = / tu { _

u
{u0}

_ / i flzou)  flx, tu) N / i [z, u) f(x,tu)}

U tu U tu
{ltu|>6} {Itu|<é,u#0}
Z / tu? [f(:c,u) _f(il?,tU):| >07
U tu
{Itu|<6,u#0}

onde na ultima integral obtemos a desigualdade estrita ao aplicar o Lema 2.11. Parat > 1

os calculos sao analogos. Portanto, o Teorema 2.12 estd demonstrado. [ |

2.2 Demonstracao do Teorema A

Nesta secao apresentamos a demonstracao do Teorema A enunciado na introducao
deste trabalho. Para uma melhor visualizagao e entendimento da demonstracao, optamos
por dividi-la em dois lemas e uma conclusao.

Sob as condig¢oes do Teorema A, usamos o Lema 2.6 e vemos que o valor

ci= inf max o(tv
veH ()\{0} >0 #(tv)

estd bem definido e ¢ > 0. Podemos sempre supor, sem perda de generalidade, que o
méximo de ¢(tv) é atingido em ¢t = 1 para v € H}(Q)\ {0}.

Considere (u,) C Hj(Q) uma sequéncia minimizante para ¢ tal que
o(uy) = max o(tu,) — ¢, quando n — oo. (2.7)
>

Lema A.1 A sequéncia (u,) C Hg(Q2) € limitada.

Demonstragao: Suponha que isto nao seja verdade. Passando a uma subsequéncia se

necessario, para excluir os possiveis termos onde ||u,|| = 0, vamos definir a sequéncia
(vn,) C H3(Q) por
Unp
Uy = .
[

Como (vy,) € limitada segue que, a menos de subsequéncia, v, — v em H}(Q) e v, — v
em L"(Q), r € [2,2%).

tu
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Se v # 0 entdo, definindo o conjunto A, = {z € Q; wu,(z) # 0}, podemos escrever

n 2 1 F n
d(un) = @ — /F(x,un) dz = [|u,||? 3~ / %vz dr
An An

Como ¢(u,) — ¢ segue que

c+o(l) 1 /F(x,un) 5
R e o
>~ 2 w2

n

Passando ao limite quando n — oo temos

1 F n
— = lim —(x;u )
n—oo u

An "

2
v, dz.

F(a, un (1))

uz ()

Defina a fungao g, (z) = v2(2)X4,. Na demonstracdo do Lema 1.12, vimos

que
F(z,s)

52

> 0.

Consequentemente, g,(z) > 0,e aplicando o Lema de Fatou a esta funcdo, temos

n—oo n—0o0o

/lim inf g, (z) de <liminf [ g,(x) dz.
Q Q

Assim teriamos

1
5= lim [ gn(z) dz > lim inf/gn(:zr) dx > /lim inf g,,(x) dx (2.8)
Q Q Q
F(x,uy)

Mas, observando que, lim = 00 e v2(z) — v*(z) # 0, terfamos

n—o0 u%

lim inf g, () = oo,

n—oo

contrariando a igualdade na expressao (2.8).

Se fosse v = 0, entao fixando um R > v/2¢ e usando o fato que

o(uy) = max o(tun) > od(tuy,) , V>0
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terifamos, para t = ,
[[n |

() > d(Ruvn) = R; - / Flz, Rv,) da.

Sabemos que v, — 0 em Hj(Q) implica na convergéncia de Rv, — 0 neste mesmo

espago e, pelo Teorema 1.15, concluimos que

R? R?
c= lim ¢(u,) > - lim [ F(z,Rv,)dx = - > 6

Q

o que também é um absurdo. Portanto a sequéncia (u,) é limitada e o Lema A.1 esta

demonstrado. ]

Pelo Lema A.1, a menos de subsequéncia,
u, — uem Hy(€).

Lema A.2 Exziste to > 0 tal que ¢(tou) = c.
Demonstracao: Desde que ¢(u,) converge para ¢ > 0, deve existir « > 0 tal que

a < ||lu,||*. Pela igualdade em (2.7) e usando o Teorema 1.16 segue que

a < |lu,||* = /unf(x,un) dx — /uf(x,u) dx (2.9)
Q

Q

quando n — oo. Logo, u # 0. Entao, existe ty > 0 tal que

P(tou) = max o(tu).

Como o funcional ¢ é fracamente semi-continuo inferiormente, temos

¢ < ¢(tou) < liminf ¢(tou,) < liminf p(u,) = ¢, (2.10)
concluindo que ¢(tpu) = ¢. Portanto, o Lema A.2 esta demonstrado. ]

Pelo Corolario 2.8 temos que max ¢(tu) é atingido no tnico ponto t = ty. Vamos
>
assumir, sem perda de generalidade, que ¢y = 1. Resta verificar que v é um ponto critico

de ¢. Se isto nao fosse verdade terfamos

(@ (u),u) # 0.
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Como C§°(2) é denso em H; (), existiria ¢, € C5°(Q) tal que
(@ (u), Cu) = —a #0,

: - 2
onde, sem perda de generalidade, vamos supor que a > 0. Entao, para v = & teriamos
a

(@' (u),v) = 2.

Além disso, existe €y > 0 tal que se |t — 1] + € < ¢y entao
(¢ (tu + ev),v) < —1. (2.11)

De fato, se nao existisse tal ¢; seria possivel obter sequéncias t,,, €, tais que t, — 1, ¢, — 0
e
(¢ (tou + €,v),v) > —1, para todon > 1.

Assim, t,u + €,v — u em H} () e por continuidade
—1 <A@ (tpu + €,v),v) — (¢ (u),v) = =2,

o que é um absurdo.
Conclusao da demonstragao do Teorema A

Lembremos que estamos supondo que a fun¢ao u do Lema A.2 nao é ponto critico do
funcional ¢.

Considere o plano bidimensional P gerado por u e v:
P={au+bv; abeR}.
Dado € > 0, denotemos por t, o inico nimero tal que

max ¢ (t(u + ev)) = ¢ (t(u + ev)) (2.12)

t>0

Vimos, no Lema 2.9, que t. — 1 quando ¢ — 0. Entao, escolhendo ¢ > 0 pequeno o
suficiente para que tenhamos |t. — 1| + et. < €, obtemos uma contradigdo argumentando

como se segue. Por (2.12) vale a seguinte desigualdade

c < ¢ (t(u+ev)).
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Como ¢ é de classe C!, utilizamos o Teorema Fundamental do Calculo para escrever

o (te(u+ ev)) = o(teu) + /0 (¢ (teu + sevt,), evt,) ds (2.13)

Observe que devemos ter ¢(t.u) < ¢, caso contrario teriamos ¢ < ¢(t.u) — ¢(u) = ¢, uma

contradigao. Utilizando esta ultima desigualdade e as equagoes (2.13) e (2.11) segue que

1
c<¢(te(u+ev)) <c+ etg/ (¢ (teu + sevt.),v) ds < ¢ — et < c,
0

o que é um absurdo. Observe que a contradicao foi obtida pois estavamos supondo que
(¢'(u),u) # 0. Portanto a fungado u do Lema A.2 é um ponto critico de ¢ e o Teorema A

estéd demonstrado. [ |

Corolario 2.13. Sob as hipdteses do Teorema A, o Problema(P) possui uma solugdo

positiva u, e uma solucao negativa u_ .

Demonstracao: Defina

Cy = inf max o(tv
i veHF(Q)\{0},0>0 >0 #(t)

Entao ¢, > ¢ > 0, onde ¢ ¢ o nivel do Teorema A. Se considerarmos (u,,) C Hg(Q)
uma sequéncia minimizante para c, entao, assim como fizemos no Lema A.1, mostramos

que (u,, ) é limitada e consequentemente

Unp

L —uy #0,em Hy ().

Pelos mesmos argumentos utilizados no Lemas A.2 e na conclusao do Teorema A, uy é um
ponto critico de ¢ e é uma solugao positiva para o Problema (P). Para a solu¢ao negativa
basta definir

Cc_ = inf max o(tv
veHF(Q)\{0},v<0 t>0 ¢( )

e proceder como acima.
Observacao: E importante frisar que no Teorema A a aplicacdo ¢(tu) pode ter mais de
um ponto critico, diferente daquilo que é afirmado na demonstracao deste mesmo teorema

em [15]. Para que haja apenas um ponto critico de ¢(tu) é necesséria a hipotese (fs).
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2.3 Demonstracao do Teorema B

Novamente, vamos dividir a demonstracao do Teorema B em dois lemas e uma con-
clusdo. Lembremos que as hipoteses do Teorema B sao (f1)-(f5), logo essas serao as
hipoteses dos dois lemas abaixo.

Defina

¢ = inf {m%x P(tot) + max gb(tv_)} . (2.14)

vi£0 L t>
Temos, pelas propriedades do infimo,

> . + . -\ > _ ' .
¢ > U1+n7£0 max o(tv™) + v{nio max o(tvT) > c+ec=2c>0 (2.15)

A equagao (2.15) nos garante que c¢; estd bem definido e que a solugao que procuramos
nao esta no mesmo nivel da solucao do teorema anterior.

Observe que dada u € HJ (), é sempre possivel escrever ¢(u) da seguinte maneira

1
o(u) = §/|Vu(x)| d:L'+/F($,u) dx
Q Q
1 1
= / V()| do + / Flor,u) o+ / V()] do + / Fa,u) da
{u>0) {u>0} {u<0) fu<o}
1

=2 / Vut(z)] do + / F(x,u+)dx+% / IV (2)] do + / F(z,u™) dx

{u=0} {uz0} {u<0} {u<0}

= o(u™) + o(u”).
Considere (u,) C H(f2) uma sequéncia minimizante para c¢; tal que ¢(u,) — ¢
quando n — oo e que também satisfaca

() = ma o{tuf) > @ > 0

n

O(u,) = max o(tu, ) > a >0,

onde « é dado pelo Teorema do Passo da Montanha.
Do mesmo modo que no Lema A.1 mostra-se que a sequéncia (u,,) é limitada e conse-

quentemente (u;) e (u;, ) também sao limitadas. Entao, a menos de subsequéncia, temos
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Up — u, ub — vy e u, — vg em H (), onde v; >0 e vy < 0.

Lema B.1 As funcoes vy e vy acima sao tais que v = ut #0, vg = u~ # 0.

Demonstragao: Dada y € H} () temos
(Y, un) = (U b ) + (youy ) — (Y, 01) + (Y, v2) = (y, 01 + v2) .
Como u,, — u, pela unicidade do limite concluimos que
(y, (01 +v2) —u) =0, Vy € Hy(Q).

Sendo assim, v; = u™ e v, = u ™, pois a decomposicao de u como soma de uma funcao nao
negativa e outra nao positiva é tnica. Além disto, argumentando como na demonstragao

do Teorema A encontramos a™ tais que

0<a* < Jut] = / i f (e, ut)de — / e, ut)de
Q Q

Isto conclui a demonstracao do Lema B.1. [ |

Do Lema B.1 também concluimos que u # 0. Aplicando o Teorema 2.12 as fungoes

u® € H} (), encontramos tinicos s* € R, s* > 0 tais que
p(stut) = max o(tu*) = c* > 0.
>

+

Lembre que o Teorema 2.12 nos diz que os pontos s™ sao os Ginicos para os quais a derivada

d
E(gﬁ(tui) se anula, respectivamente. Defina
w:=stut + s u". (2.16)

Note que é sempre possivel fazer a decomposicao

1

o) =3 / Vul? do — / Fle,w) dr+ / Vul? de — / Fla, w) ds.

{w=0} {w=0} {w<0} {w<0}

= p(w™) + ¢(w™).

Lema B.2 Considere a fungio w € H}(Q) definida em (2.16). Entio ¢(w) = c;.

Demonstragao: Escrevendo ¢(w) como acima e utilizando a semi-continuidade inferior
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fraca de ¢, Lema 2.10, temos
a1 < g(w) =o(wh) +o(w™) = d(sTu") + d(s7u7)

< liminf ¢(sTu;) + liminf ¢(s™u,,)

n—oo

< liminf ¢(u}) 4 liminf ¢(u)

< liniinf{qb(ui) + ¢(u, )}

= liminf ¢(u,) = ¢.

n—oo

Entao ¢(w) = ¢; e o Lema B.2 estd demonstrado. |

Nos resta mostrar que w é solucao do Teorema B. Argumentando como na Secao 2.2,

se w nao fosse um ponto critico de ¢, existiria ¢ € C3°(Q2) tal que
(¢'(w), ) = —2.
Afirmamos que existe > 0 tal que se [t — 1|+ |s— 1| < J e 0 < e < ¢ entao
(¢'(tw™ + sw™ + ep),p) < —1. (2.17)

De fato, se nao existisse tal § seria possivel construir sequéncias (t,), (s,), (€,) C R tais

quet, — 1,5, = 1,¢,—0e
<¢'(tnw+ + spw” + engo),<p> >—1,Vn>1.

Tomando o limite, quando n — 0o, na expressao acima e utilizando a continuidade de ¢’
chegamos a uma contradi¢ao pois

—1 < lim (¢'(tywt + s,w™ + 690),0) = (¢ (wh +w7), ) = (¢ (w), p) = —2.

n—oo

Escolhendo um 6 > 0 tal que (2.17) seja verdade, defina o conjunto
D={(t,s) eR?; |t —1| <4, |s — 1| < I} e considere uma fungao continua n : D — [0, 1]
tal que
n(t.s) = { L, selt—1]<68/del|s—1] <5/4
0,selt—1]>0d/20ul|s—1]>0d/2.
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Para (t,s) € D defina Q : D — H}(Q) como
Q(t, s) = twt 4+ sw™ + dn(t, s)p.

E imediato verificar que Q € C(D, H}(Q)). Defina também as funcdes G (u) = (¢'(u), u)
para u € H}(Q) e H : D — R?

H(t.s) = (G (Qt.9)]") .C (Q(t.5)] ).

Conclusao do Teorema B

Verificaremos que a fun¢do w definida em (2.16) ¢ solu¢ado do Teorema B. Para tal
vamos utilizar as defini¢oes, propriedades e resultados apresentados na Secao 1.3.

Vimos que w® # 0. Sendo assim as aplicagoes t — ¢(tw*) assumem um méximo, os
quais podemos assumir, sem perda de generalidade, que ocorrem em ¢ = 1.

Como ¢ ¢ de classe C' e Q € C(D, H}(Q2)) segue que H € C(D,R?). Se [t — 1| = ¢
ou |s — 1] = d entdo n(t,s) =0 e Q(t,s) = tw™ + sw™. Desse modo,

H(t,s) = (G(tw™),G(sw™)) # (0,0). (2.18)

De fato, como t # 1, pelo Corolario 2.8 e pelo Teorema 2.12 segue que G(tw™) > 0 se
t=1+0eGtw") <0set=1—47. O mesmo vale se t é substituido por s.
Note também que deg(H, int(D), (0,0)) esta bem definido. Considere agora a fungao

h(r)=1-—r. (2.19)

Observe que as fungoes h(r) e (¢'(rw®), rw®) terdo o mesmo sinal. De fato:
Se r < 1 entdo h(r) > 0 e ¢(rw*) é crescente, logo (¢ (rw®), rw®) > 0.
Se r =1, entdo h(r) = 0 e (¢'(rw®), rwt) = 0.

Se r > 1, entdo h(r) < 0 e ¢(rw*) & decrescente, logo (¢ (rw®), rw®) < 0.
Considere a homotopia
Hi(t,s) = (Ab(t) + (1 = NG ([Q(t, s)]7) , Ah(s) + (1 = NG ([Q(t, s)] 7)) , A € [0,1].

Vimos que, se (t,s) € 0D, Hy(t,s) = (G(tw™),G(sw™)) # (0,0). Além disso Hi(t,s) =
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(h(t),h(s)) e como (t,s) € OD, por (2.19), segue que

d,set=1—9
h(t):{ , se

—0, set=1+429.
Portanto, Hi(t,s) # (0,0) quando (¢, s) € 9D. Na verdade temos
Hy(t,s) # (0,0, ¥ (,s) € 9D, ¥ A € [0,1].

Para A = 0e A =1 ¢ o que foi feito acima. Se A € (0,1) entdo basta usar o fato que
h(t) e (¢'(twF), tw*) tém sempre o mesmo sinal, garantido pela hipotese (f5), de onde

concluimos que H, (¢, s) nao se anula sobre 0D.

Observagao: Note que usamos fortemente a hipotese (f5) para verificar as afirmagoes
acima. Sem esta hipdtese nao teriamos meios de prosseguir com a demonstragao pois nao
terfamos apenas um ponto critico de ¢(tu). Poderia até mesmo existir uma sequéncia de

pontos de sela antes do tnico ponto de méximo desta aplicagao(dado pelo Lema 2.8).

Entao H(t,s) e (h(t), h(s)) sdo homotopicos sobre D. Como o grau ¢ invariante por

homotopias, segue que
deg(H, int(D), (0,0)) = deg((h(t), h(s)), int(D), (0,0)) = (—1)* = 1.

Logo, existe (t,s) € int(D) tal que H(t,s) = (0,0), isto é: (¢'[Q(¢, s)]*, [Q(¢, 5)]*). Daqui

em diante vamos fixar um (¢, s) para o qual H(t,s) = (0,0). Temos

¢ Smax@(rQ(t, s)") + maxd(rQ(t,s)”) = ¢(Q(t,5)") + d(Q(t,5)7) = H(Q(E, 5))

Por outro lado, usando o Teorema Fundamental do Calculo e a desigualdade em (2.17)

concluimos que

d(Q(t,s)) — p(twt + sw™) = /0 (¢ (tw™ + sw™ 4+ 0on(t,s)p) ,on(t, s)p) db < —dn(t, s)
Set#1ous#1,entao
P(Q(L,s) < ¢ (tw™ +sw™) —dn(t,s) = g(tw™) + ¢(sw™) — dn(t, s)

< ¢(w™) + o(w™) = on(t, s) = p(w) — dn(t, s) < e
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Set=s=1, entao
H(Q(t,s) < p(wt +w™)—d=c; — 0§ < ey,

o que também é um absurdo. Portanto w é ponto critico de ¢.
Para concluir a demonstragao do Teorema B basta mostrar que w tem apenas dois
dominios nodais. Vamos argumentar por absurdo. Suponha que existem €2;, i = 1,2,3 ,

conjuntos abertos tais que w; = w; satisfazem
Q.

K3

wy > 0,we < 0, w3 < 0.

Como (¢'(w), w) = 0 e como cada w; se anula fora de €; temos (¢'(w;), w;) = 0. Como

estamos supondo w; nao nula e a hipotese (f5) é satisfeita, cada w; satisfaz
o(w;) = max o(tw;) > 0.
Considere v = w; + wy. Entdao vt =w; #0 e v™ = wy # 0. Assim
¢ <maxg(tv’) + maxd(to”) = (v") + ¢(v7) = G(v) = dwr + ws)
< ¢(wy + wy) + max ¢(tws)

= ¢(w1 + U)Q) + ¢(w3) < ¢(w) =1,

o que é um absurdo. Portanto o Teorema B esta demonstrado. [ |



Capitulo

3

Solucoes radials com um ntmero

pré-estabelecido de nos

Neste capitulo, sob as condigoes (f1) - (f5), vamos apresentar uma demonstracao do
Teorema C com uma perspectiva diferente daquela utilizada por Bartsch e Willem [11]
para o Problema (P*) apresentado na introducao desta dissertagdo. O método aqui
utilizado nos d&4 uma caracterizagao global dos valores criticos das solugoes radiais em

suas regioes nodais.

3.1 Espaco H' (RY) e regularidade de solugoes fracas

rad

Ao utilizar métodos variacionais no estudo de equagoes diferenciais parciais é necessario
algum tipo de compacidade. Porém, nos problemas onde {2 nao é limitado, por exemplo
Q0 = RY, ha uma perda de compacidade nas imersoes de Sobolev e ndo conseguimos
as limitagoes nas sequéncias (PS). A fim de contornar esse problema, vamos estudar o

subespaco H! (RY) das funcoes radiais de H*(RY). Como referéncias para esta secao,

rad

citamos os trabalhos de Freitas [8], Kavian [10] e Brezis [6].

Definigao 3.1. Dados Q C RY radialmente simétrico e u € Li,.(2), dizemos que u é

uma fungao radial se existe f : [0, +00) — R tal que u(x) = f(|z|) para quase todo x € Q.

Definigao 3.2. Definimos o espago H', ,(Q) como

rad

1
Hrad

(Q) = {ue H(Q); existe f : [0,400) — R tal que u(z) = f(|z|)}.

Lema 3.3. O espago C*(RY) ¢ denso em H}

rad

(RY)
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Proposicao 3.4. As sequintes imersoes sao continuas

HYRY) — LP(RY), se2<p<oo, N=1,2. (3.1)
HY(RYY — LP(RY), se2<p<2", N>3. (3.2)

Proposigao 3.5. H! ,(RY) é um espaco de Hilbert.
Demonstragao: Pela definigao de fungio radial é imediato que 0 € H! ,(RY). Além

disso, se uy,us € H} ,(RY) e a € R, temos

(1 + aug)() = wi(2) + aus(z) = fi(lz]) + afa(|z]) = g(|2])

onde g = fi+af>. Entao H,,,(RY) é um espago vetorial normado com a norma || -|| g1 )

Considere agora uma sequéncia de Cauchy (u,) C H! ,(RY). Como H'(RY) é um

espaco de Hilbert segue que
u, — u para alguma funcao u € H'(RY).

Pelas imersoes em (3.1) e (3.2), a menos de subsequéncia, temos u,(z) — u(x) q.t.p. em
RN, Segue que
u(e) = lim u,(z) = lim f,(lal) = f(|z])

n—oo

para quase todo x € RY. Portanto u € H' ,(R") e a Proposicao 3.5 estd demonstrada. W

rad

Lema 3.6. (Desigualdade de Strauss) Seja u € H} ,(RY). Entdo, existe uma constante

rad

dependendo apenas de N,c(N) > 0, tal que
1N
u(@)] < e(N)|z| 2 [Jullm @)

para quase todo x € RY. Na verdade mostra-se que as fungoes de H} ,(RYN) possuem

rad

representantes Hélder-continuos com expoente 1/2 exceto na origem.

Teorema 3.7. Sejam N > 2, p > 1 tais que (N — 2)p < N + 2. Entdo a imersao

Hl

rad

(RY) — LM H(RY)

€ compacta.

Corolario 3.8. Sejam N > 2 um inteiro e 0 < Ry < Ry niumeros reais. Considere o anel

Q:={zeR"; R <|z| < Ry}.
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Entao, para 1 < g < 00, as sequintes imersoes sao compactas

Hl

rad

(Q) — LYQ) — C’(ﬁ)

Lema 3.9. Suponha F € CY(R), com F' limitada. Suponha que Q € limitado e u €
WP(Q) para algum 1 < p < co. Entdo v = F(u) € WP(Q) e

vy, = F'(u)uy, , i=1,...,N.

7

O mesmo resultado vale se S € ilimitado e F(0) = 0.

Lema 3.10. Se u € W'(Q), c € R e Q. = {z € Q;u(x) = ¢}, entdo Du =0 ¢.t.p. em
Q..

Demonstracao: Defina g(z) = u(z) — c. Entao g = 0 sobre §2.. Além disso

/\g(xw dxg/(|u<g;>|+c)p dx§2p‘1/ ()P d + 27| < oo,
Q Q Q

de onde vemos que g € LP(Q) C L} (). Como Dg = Du q.t.p. em § também temos

loc
Dg € LP(2). Portanto g € W?(Q2). Como Dg = 0 em €. segue que Du = 0 q.t.p em 2,
e o Lema 3.10 estd demonstrado. ]
Os proximos dois teoremas podem ser encontrados em |[6].

Teorema 3.11. Sejou € W'P(Q), 1 < p < oo, com supp(u) CC Q. Entio u € Wy"(€).
Teorema 3.12. Suponha que Q seja de classe C'. Seja u € W'P(Q) N C(Q) com 1 <

p < oo. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) uw =0 sobre 09;
(ii) u € Wy (Q).
Demonstracao: Inicialmente mostramos que (i) implica em (i7). Denote por S =

supp(u). Suponhamos primeiro que S ¢é limitado. Seja G € C'(R) uma fungao com

derivada limitada e satisfazendo

0 <1
GO <. VieR e G@)=4 O % HsL (3.3)
t, se |t|>2.
~ G(nu) 1
Entao, pelo Lema 3.9, u, := e WHP(Q), para n > 1. Denote por S, =
n

supp(u,). Afirmamos que u,, — u em W1?(Q). De fato, quando n — oo, temos

U, — u, q.t.p. em §Q, e (3.4)
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G P
= O < up e 210 35)
np
Se u(z) # 0, entao G'(nu) — 1 e
Du,, = G'(nu)Du — Du, q.t.p. em (3.6)
Se u(x) = 0, pelo Lema 3.10, temos
Du = 0e G'(0) = 0 de onde segue que Du,, =0 (3.7)

Utilizando as equagoes (3.4) - (3.7) e o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, concluimos que

U, — u em WHP(Q).

1
Por outro lado S,, C {x € Q; |u(x)] > —} = A.
n
Afirmamos que A é compacto. De fato, se (zx) é uma sequéncia em A tal que z — x,
entao

© < )| — Ju(a)),

e consequentemente r € A. Além disso A C 9, e estamos supondo S limitado. Portanto,
S, C C .

Pelo Teorema 3.11 segue que u € Wy (Q).
No caso em que S nao é limitado, basta considerar a sequéncia &,u de truncamentos

de u, onde

1, se |z| <1
0, se |z|>2

@) =€(2), n=12..., £cCF®RY), 0<¢<1, e§<x>={

Entdo, &u € WHP(Q). Além disto, |Cu| < |u| € LP(Q) e

X

En(T)u(x) =& <E> u(x) — u(zx) q.t.p. em £,

de onde segue que &, u — u em LP(9).

De maneira analoga, mostra-se que &, Du — Du em LP(2) e assim

C
1D(€nu) = Dullze < —lullze + [|1€n Du — Duf[e — 0.
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Portanto,
Eau — uem WHP(Q)

Note também que supp(&,u) CC Q. Sendo assim &,u € WyP(Q) e pela convergéncia
acima concluimos que u € W, ().

Para mostrar que (ii) implica (i) utilizaremos alguma notagoes.

Rf:{x:(x’,x]v); zy > 0}
Q={z= (2" zn); |2| <lel|zn| <1}
QT =QnNRY

Qo={r=(2,zn); |2/ <lexy =0}

Utilizando cartas locais, basta mostrar que se u € WyP(Q) N C(QL), entdo u = 0
sobre Q).

Considere uma sequéncia (u,) C C3(Qy) tal que u, — u em W' (Q,). Para

TN
fun(a, )] < /
0

(', xN) € Q4 temos,
ou(x',t)

a%N

‘ dt (3.8)

e, para 0 <e <1,

N Qu(x!, t)
/ /|unx zy)| di' dey < - / // u(a’ ‘dtdw’dmN
'] <1 /| <1 dzn
n t
<= / / / Oun (2’ ‘dtdx’dwN
|2/ |<1 8:cN

t €
Oun (2 ‘dtdx/. / dzy
a.rN 0

“hod
Lok

Fixado € e tomando o limite quando n — oo na seguinte expressao

Ouy, (2, 1)

' dtdz’

al'N

Oup (', t)
/ / |un (2, xn)| da’ day < / / tn (2 ‘ dt dx’
/| <1 /| <1 Ozy
obtemos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
ou(x',t)
/ /|uaz zy)| de’ dzy < / / ula! ‘dtdw'
|o/|<1 /| <1 a$N
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— 0
Fazendo € — 0, lembrando que v € C(Q4) e a—u € L'(Q), temos
TN

/ lu(2’,0)| dz’ =0
le'|<1

Pela igualdade acima concluimos que u = 0 sobre ()g. Portanto o Teorema 3.12 estéa

demonstrado. [ ]

Os proximos dois resultados podem ser encontrados em [7].

Teorema 3.13. (Brezis-Kato) Sejam Q C RY um aberto limitado e g : 2 x R — R uma
N
fungao de Caratheoddry. Suponha que existe a(x) € L2.(2) tal que

lg(z,s)| < a(z)(1+ |s|) para quase todo x € Q,¥V s € R.
Se u € H} () € solucao fraca de
—Au = g(z,u), em S,

~ q
entao u € L;,,

(), para todo q < 0o. Se u € HH(Q) e a € L2 (), entdo u € LI() para
todo q < oc.

Teorema 3.14. (Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponha que @ C RY ¢ limitado e u € H(Q)
€ solucao fraca de
—Au = f(z)
{ u € Hy(Q)

Se 00 € limitada e f € LP(Q), 1 < p < oo, entdo u € W?P(Q).

Antes de enunciar o proximo lema, serao necesséarias algumas defini¢coes. Considere o

operador uniformemente eliptico dado por

N
Lu := — Z i j (2) U, U, + ao(2)u,

ij=1

definido em Q C RY um dominio limitado. Vamos admitir a;; = a;;, a;;,a0 € L=(Q)
e ap(r) > 0 . A este operador vamos associar a forma bilinear a : H}(Q) x H}(Q) — R

definida por
N

alu,v] = Z Qi j * Uy, Vg, + ao(x)uv, (3.9)

o =1
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onde a; j,u e v sao funcoes que dependem da variavel x e a integracao ¢ feita com respeito
a esta variavel.

Esta forma bilinear define um produto interno em H}(€)) equivalente ao usual pois
satisfaz

alu,v] = afv,u], |afu,v]| < cllull - ol lafu,u]| > d]|u]*.

Definigao 3.15. Dizemos que um dominio Q C RY satisfaz a condicio da esfera interior

em 1o € 0N) se existe uma bola B C ) com zy € B.

No proximo lema a expressao a[-,-| se refere a forma bilinear definida em (3.9). O

seguinte resultado esta em [4].

Lema 3.16. (Lema de Hopf para funcées de classe C') Seja u € C*(Q) e admita que
alu,¥] < 0 para toda v € H}(Q), ¥ > 0. Suponha que O satisfaz a condi¢io da esfera

interior em xy € 0 e u(xg) > u(x) para cada x € Q. Entdo a derivada normal exterior

u
de uw em xq satisfaz —(x9) > 0, desde que u ndao seja constante em Q e u(xg) > 0. A

v
altima restri¢ao ndo € necessdria quando ag(x) = 0.
Demonstracao: Considere Br(y) C € uma bola aberta de raio R centrada em y e tal

que {zo} = Bgr(y) N 0N Fixe p tal que 0 < p < R e considere a funcdo auxiliar

v(z) = e — e =z —y, (3.10)
definida no anel ' = Bg(y)\B,(y), onde a sera escolhido posteriormente.
Defina w(x) = u(z) — u(xo) + ev(z), para € > 0 pequeno, em I'. Vamos admitir que u
nao é constante em €.
Entao,
w(x) = u(z) — u(zy) + ev(z) < 0, sobre IBg(y),

e sobre 0B,(y) podemos escolher € suficientemente pequeno para que tenhamos w(z) < 0.

Pelas hipoteses afu, 1] < 0, u(xy) > 0 e pelo Teorema do Divergente temos

alw, ] = / [Z i, jWe, Vg, + ap(T)w - @D}

r

— [ [ Sty + antoye ] + ¢ [ aon, +anta)e-v] - [ aowputenv

T
r

< 6/ [Z i jVz, Y0, + ag(2)V - ¢] = —€/¢ [Z Ui jVesz; — ao(l‘)v} :

r
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Observe que se ag(z) = 0 entao / ao(x)u(xg)y = 0 e ndo ¢é necessaria nenhuma restrigao

r
quanto ao sinal de u(x).

ar2

Substituindo vy, = 4olz;xie” ™ e a fungao v na expressdao acima, segue que

alw, Y] < —6/ [6_”2 (Z a; j4alTiry — ao(x)> + ag(z)e

r

Pela condicao de elipticidade de L basta escolher v > 0 suficientemente grande para

que se tenha a[w, ] < 0, para toda ¢» € Hj(T'), ¥ > 0. Novamente usando o principio

: _ ow
do maximo forte, concluimos que w(z) < 0 em I' e assim devemos ter a—(xo) > 0.
v

ou v . : ~
Deste modo —(x¢) > —e——(xy) > 0, e isto conclui a demonstragao do lema. ]

ov ov

3.2 Definicoes e notagoes preliminares

Lembremos que solugdes do Problema (P*) correspondem aos pontos criticos do fun-

cional
1

ow) = 3l = [ F(lal.u) do,

RN

onde o espagco X = H' ,(RY) estd munido do seguinte produto interno

rad

(u,v)=/(Vu-Vv+u-v) dz.

RN

Note que mesmo trabalhando em R” o funcional ¢ é de classe C'!. De fato, a presenca
do termo |s| na condi¢ao de crescimento de f (veja Lema 1.13) e as imersdes (3.1) e (3.2)

nos permitem aplicar o Lema 2.4 mesmo estando num conjunto ilimitado.
Definigao 3.17. Dada u € X, diremos que p > 0 é um nd da fun¢ao u se u(p) = 0.

Definicao 3.18. Para 0 < p < 0 < oo, definimos o conjunto 2, , como
Qo =int{z eRY; p<|z| <o}
Na proxima secao, trabalharemos na variedade de Nehari

N=Auve X;u#0, Glu) = (¢(u),u) =0}.
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Note que para o Teorema C assumimos a hipotese (f5), logo N é uma variedade de classe
oL,
Se trocarmos R" por ,, e H'(RY) por H}(f,,), entdo os respectivos conjuntos X

e N serao denotados por
Xpo = Hyraa(Qpo) € Npo={u€ Xpo1 us0, Glu) = (¢'(u),u) =0}

Para v € X,,, definindo u(zx) = 0 para = ¢ [p,o], temos que u é radial e u €
H}(Q,,) C Hy(RY) = HYRY) . Assim X,, C X e consequentemente N,, C N. Na
proxima segao vamos demonstrar a existéncia da solugdo u; descrita no Teorema C.

Daqui em diante, para simplificar a leitura do texto, vamos utilizar as seguintes no-
Q e (2

serao denotados por €2;,€;, e €, respectivamente. Além disso, as fungoes un| e
Qj,n
u| serao denotadas por u;, e u;, respectivamente. Finalmente, os conjuntos Np?:ﬂ}“”ﬂ e
Q.
J

Ny, pi4 serao identificados por N, e Nj.

Soaa- . . n n :
tagoes: dados 0 < p; < pji1 e 0 < p} < pj,, os conjuntos Q. ., P pi—epir1te

Definicao 3.19. Fizado k, definimos o conjunto N, como

. existem 0 = pg < p1 < -+ < pp < Pry1 = 00 tais que
N = queX; (—1)ju| 206u| eN; para j=0,1,...k
. Q.

Q] J

Definicao 3.20. Definimos o valor ¢ como sendo

+._
¢, :=inf ¢.
k

N

Observamos que o infimo acima é o maximo de ¢ na direcao radial.

3.3 Demonstracao do Teorema C

O objetivo desta segao ¢ mostrar que o valor ¢;, definido na segao anterior, é atingido
por uma fun¢ao u;” € N, . Por ser muito extensa, optamos por dividir a demonstragao
do Teorema C em sete lemas e uma conclusao.

Observagoes iniciais: Defina em [0,00) x R as fun¢oes

f(ryu),seu >0
—f(r,—u),se u <0

fr(r,u) = { e Fr(ru) = /Ou fT(r,s) ds.



3.3 Demonstracao do Teorema C 48

Trocando F por F'* na definicao de ¢, obtemos um novo funcional que sera denotado
por ¢7. Note que a funcao f* definida acima é impar e, consequentemente, '™ & par.
Pelo Teorema A, o infimo

ct(p,0) = inf ¢* (3.11)
Npo

é atingido, desde que 0 < p < 0 < 0.
Como ¢™(u) = ¢*(Ju|) segue que se v € um minimizante para a equagiao acima entao
|u| também sera. Logo, podemos assumir sempre que a fun¢ao minimizante u da equagao

(3.11) é uma solugao positiva do problema

3.12
ue X,, ( )

{_Au+u=fm¢w
De maneira anéloga, se definirmos em [0, 00) x R as fungoes

f(ru) = { —J(r—u),seu 20 e F~(r,u) = /Ouf_(r, s) ds.

f(ryu),seu <0

obtemos um novo funcional ¢~ ao substituirmos F' por F'~ na defini¢ao de ¢. Novamente

o Teorema A implica que o infimo
_ — inf &
c(p.o) = jnf ¢

é atingido por minimizantes negativos que serao as solugoes negativas de (3.12).

Feitas estas observagoes, iniciamos a demonstracao do Teorema C.

Seja (u,) C N uma sequéncia minimizante para ¢;. Pelos mesmos argumentos do
k k

Teorema A é possivel mostrar que a sequéncia (uy,) é limitada. Como (u,,) C NI, existem
0=pg <pi < <pPp<Pes1 =0

tais que
(=1)ujn >0 e uj, € Nj,, paraj=0,... k. (3.13)
Segue que, para cada n > 1, a seguinte igualdade é satisfeita
sl = [ i 05)
Qjm

Observe que o Lema 2.6 vale mesmo num dominio ilimitado pela presenca do termo

|s| na condigao de crescimento de f (Lema 1.13) e pelas imersoes em (3.1) e (3.2). Como
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f satisfaz (f1) - (f1), pelo Lema 2.6 segue que 0 é um ponto de minimo local estrito de ¢.
Sendo assim existe § > 0 tal que ||u|| > §, para toda u € N.
De maneira anéloga ao que foi feito no Lema 1.13, usando as condigoes (f1) - (f1) e

fixado p € (2,2%), dado € > 0 existe uma constante ¢ > 0 tal que
|f(z,5)] < e|s| +c|s|P~ +¢€|s|* !, para quase todo z € RY, ¥V s € R.

Com esta condi¢ao de crescimento, temos

/ujynf(r,um) dxge/luj’nﬁ—i-c/ |Uj7n’p+€/|u]"n|2*. (3.14)

J.n Jsn Jsn Jsn

Se j = 0 entao €y, ¢ limitado e pelo Teorema 1.6 item i’ concluimos que Hy(0.,,) <
Li(Q,,) para ¢ € [1,2*]. Para j > 1 basta aplicar o Corolario 3.8 e obter a imersao
Hi(Q,) — LYQ;,), que é compacta para ¢ € [1,00). Entdo, para ¢ = 2 e ¢ = 2%,

existem constantes c; e cg, respectivamente, tais que

12 < oofluznl*

lujnlze < eillugall® s llujn
Substituindo estas desigualdades na expressao (3.14), obtemos

2% -2

lujnll* < ectlluznll* + ¢ [ |ujnl” do + ecallusnl* s

Qj,n
Utilizando a limitagao da sequéncia (uy,), isto é ||u,| < M, podemos escrever

lujnll® < ecillujnll® + ¢ [ |ujal” do + ecallujn|*M* 2.

Q],"

wjnll® (1 — €cy — ecaM* 7?) < ¢ / |wjn|” dx.
U

Entéao, como € ¢ arbitrério, basta escolher e que satisfaca € (¢; + o M? ~?) < E e assim
obter
0< 6 < |lujnl®<ecs [ |ujnl’ de. (3.15)
Qjm

Lema C.1 A sequéncia (p}), satisfaz

(i) (0§ )n € limitada para j =0,... k;
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(i) A sequéncia (p},, — pj})n ndo pode convergir para 0 quando n — oo, para j =

0,....k—1.

Demonstragao: Para o item (i) é suficiente considerar j = k. Pela desigualdade de

Strauss (Lema 3.6) e pela limitagao da sequéncia (u,) temos

1-N 1-N
|t ()] < (N[22 [Jupnl] < cslz] =, (3.16)

onde a constante c; depende de N.

Integrando a equagao acima sobre (2, e usando coordenadas polares temos

oo
/ uknl” < s / |I|p(12N) dx:Csz/ rw Ny
on

k
Qk,n Qk,n

= CsWN /00 pN=D0=2) gy
p

n
k

_ CsWN FIN=D(1=5)+1 o
(N-1)(1-5)+1 i
Agora, observe que
(2—p) -2 2N — 242 2N
N-1)——+1<0& (N-1)2-p) < —2&2-p< S p > = .
(N-1)=——+ (N=1)(2—p) P<—{®P N1 N1
C 2 < 2 < 2%, bast lh tal <p<?2F bt
m r r r
omo N1 , basta escolher p tal que ——— <p para obte

CsWN )12
P < n\(N—1)(1 )+1'
Qk,n

Se (p}), nao € limitada, entao pf — oo quando n — oo. Pela expressao acima teriamos

CsWN N (N—1)(1—2
<8 s en [ hnol” < gy gD o
Q

k,n

o que é um absurdo.

*

Agora, suponha que o item (ii) seja falso. Aplicando Holder com expoentes — e

p

2*
2* —p

, considerando a imersao H}(Q;,) — L* (Q;,) e a limitagao da sequéncia (u,),
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obtemos
2% — 2% —
/ unl? dz < |} 5 - Q0] 7 < collunl? - [Qn] = < 7]l
Qjn

N

Py n
Jt+1 N—1 r Pit1
= CrwN r T dr = crwy —
P

n N

0

Pelo item (i) a sequéncia (p}) ¢ limitada. Se o item (ii) fosse falso, teriamos

()™ = (o)) =0,

o que é um absurdo, pois

0<8<es [ Junl” de < =2 ((050)" = (6)") =0

Q]q”ﬂ

Portanto o Lema C.1 est4 demonstrado. [ |

Até agora sabemos que a sequéncia (u,) C X é limitada, X é um espago de Hilbert e
X — L"(RY) compactamente para r € (2,2*) pelo Teorema 3.7. Disto podemos concluir

que existe u € X tal que

U, =~ uem X
u, — wem L"(RN), r € (2,2%) (3.17)
un(z) — u(z) q.t.p. em RY.

Pelo Lema C.1 e as desigualdades 0 = pj < pf < .-+ < pp < pj,; = oo concluimos

que, a menos de subsequéncia,
0=po <p1 <-- <pp<prs1 =00,

onde p; = lim p.

p] oo p_]
Lema C.2 Considere a sequéncia minimizante (uy) associada a ¢ . Entdo (u;,) converge
fracamente para u; em X, para j =0,... k.

Demonstragao: Inicialmente, vamos mostrar que u; € Hj(€;). Usando o Lema 3.6 e a



3.3 Demonstracao do Teorema C 52

convergéncia de (p}), segue que
u(pf) — ulp;)-

Temos (un, — u)(p}) = —u(p}), pois un(p}) = 0. Novamente, pelo Lema 3.6 temos

lim (u, —u)(p}) = 0.

n—oo

Segue que u(p;) = 0. De maneira semelhante mostra-se que u(p;4+1) = 0. Pelo Corolario
3.8, u; € C(Q;) e pelo Teorema 3.12 segue que u; € HY();) para j = 1,..., k. Quando
j = 0 basta notar que sobre 02y nao héa problemas quanto a continuidade de u.

De fato, escolhendo R > 0 tal que Qy CC Bg(0) e considerando ¢ € C5°(Bg(0)) tal
que 0 < ¢ < 1 e =1 sobre Qy temos que ug = up.1b. Além disto, ug.yp € H () e
supp(ug.1)) CC Q. Pelo Teorema 3.11 segue que ug € Hi ().

Como pj — p;, dado € > 0, existe ng € N tal que para n > ng vale
€
loj = pil < 5.
Para tal € considere o conjunto (25 definido na Segao 3.2. Entao, para todo n > ny,
Qjn C Q.
Tome ¢ € C5°(€25) tal que

1, xGQ;/z

() = { 0, = € RM\ [9?6/2} .

Entao uj,, - ¢ = uj, € X para todo n > ny. Utilizando a limitacao da sequéncia (u,,)
concluimos que a sequéncia (u;, - 1) é limitada para n > ny. Logo existe w € X tal que
Ujp - —wem X e

Uj, ) — w, q.t.p. em RY. (3.18)

Por outro lado, usando o fato que u, — u em X, §);,, C Qf paran > ng, {§; C Q5 ee€é

arbitrario, temos que

Ujn ¢ = Up

- u‘ge = uj;, q.t.p. em RY, (3.19)

J J

Por (3.18) e (3.19) segue que w = u; e o Lema C.2 esta demonstrado. |
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Sao consequéncias do Lema C.2, para j =0,...,k,
Uj, — ujem L'(RY), r € (2,2%) e

ujn(x) — uj(zr) q.t.p. em ;.

Como (u,) C N, segue que (—1)7 - u, > 0. Pelo Lema C.2, (—1)7 - u’ > 0.
Q.

Qjn J
Tomando o limite quando n — oo na expressao (3.15) e lembrando que p € (2,2%)

temos

0< 8 < callugallguy < -2 ([t = 510 amy + 15 ) —>032p_1,/]u]~|7’ dz

RN
de onde concluimos que u; # 0 para j =0,...,k.
Pelo Teorema 2.12 existem unicos «; > 0 tais que aju; € Nj, j =0,..., k. Defina
k
ul = Zajuj. (3.20)
=0

Temos u; € X, pois X ¢ espaco vetorial. Além disto existem 0 = pg < p; < --+ <
pr < pr+1 = 00 tais que
(—D%uf| = (=1 agu; 20, wf| = aju; € Nj.
J J

Daf concluimos que u;" € N,". Nosso objetivo é mostrar que v} ¢ uma solugao radial de

(P*) satisfazendo u; (0) > 0 e tendo nos
0<p < o0 < pg < 00.

Lema C.3 A fungdo u} definida em (3.20) satisfaz ¢(u)) = ¢;f .

Demonstragao: Pelo Lema C.2 temos que

< o( uk, Zoz]u]

Note que cada u; se anula fora de §2; e as fronteiras desses conjuntos tém medida
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k
N-dimensional nula. Escrevendo RY como a unifio disjunta RY = U €1, segue que
Jj=0

k

k
¢(Z ajug) = dlajuy).

Jj=0
Logo, assumindo novamente que o maximo de ¢(tu,,) é atingido em ¢ = 1, obtemos

k k
f <oluf) =Y ¢(aju;) <lim infz d(ojujy,) < lim infz d(ujn) = liminf ¢(u,) = cf.

n—oo

M-

Il
o

J Jj=0 j=0

Portanto, ¢(u}) = ¢f = in£ ¢ e o Lema C.3 esta demonstrado. [ |
Nk‘

Para j = 0,..., k definimos

+,se 7 € par
€= L
—,se j é impar

Considere o conjunto P%, onde P* = {u € X ; £u > 0}. Observe que, para cada j,
Uj € P9,

Lema C.4 Para cada j =0,...,k, a funcao aju; € um minimizante do problema

inf ¢,

N;NP<I

Demonstragao: De inicio note que se j é par temos ¢% = ¢ = ¢ e se j é impar temos
¢ = ¢~ = ¢. Suponha que o Lema seja falso para algum j. Tomando, por exemplo,

j =0, terfamos

P(agug) = ¢F (apug) > N32£+ ot

Pelas observacoes feitas no inicio desta secao, existe vg € Ny que é um minimizante

positivo do problema
inf ¢,
o
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Sendo assim vy é um minimizante de

inf o&7.
NoNP+

k
Tome @ = vy + Z d(aju;). Entdao u € N e

j=1
k k
cp < (@) = ¢(vo) + Z P(ajuy) < gplaguo) + Z Playuy) = d(uf) = ¢,
j=1 j=1
o que é um absurdo. Portanto o Lema C.4 estd demonstrado. [ |
Observe que para todo j = 1,...,k, a fungao ¢% ¢é par. Logo, tomar o infimo desta

fungao sobre N; N P9 ou s6 sobre N ¢ irrelevante. Sendo assim aju; também é um
minimizante do problema

inf P

i
Considere o problema (3.12), com p = p; e 0 = pj+1. Levando em consideracao

as observacoes feitas no inicio desta secao concluimos que oju; é uma solucao positiva

(respectivamente negativa) deste problema quando j é par (respectivamente impar).
Note que a funcao u;g tem noés em p;, para j = 1,--- , k, pois nestes pontos a funcao

u troca de sinal.

Lema C.5 A fungio u; é de classe C* sobre (p;, pji1), para cada j = 0,..., k. Além

disto a fungao u; satisfaz
(i) w(0) > 0;

(i) (—1)7uf(z) > 0 para p; < x| < pjs1 € j=0,...,k;

. ou; . ou;
i) (—1)7 lim —%(z) >0 e (—1)7 lim ==& (z) >0 para j =1,..., k.
(ii) (—1) i 0|:c|( ) (1) Fir a|q:|( ) para j

Demonstragao: Para demonstrar este lema vamos utilizar os Teoremas 3.13 (Brezis-
Kato) e 3.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Note que para mostrar que u ¢ de classe C!
sobre (pj, pj+1), basta mostrar que u é de classe C' sobre B; := Bs(zg), onde zq €
(pj, pj+1) € 6 >0 é tal que B; C Q.

Fixado 7, considere um dominio U CC B;. Na demonstracao do Lema C.2 vimos que

u; € Hy(S;) para j = 0,..., k. Deste modo temos u; € H. (B;), Vj =0,...,k. Dado

loc
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¢ =1 no Lema 1.13, existe C' > 0 tal que

Jre

(2*—2)N

N
2
dxﬁ/(2]2v+212ng|uj] > ):/(25 +C2 |y
U

(2*)) < OO,

Tomando a(z) = S, uy)l temos
L+ Juy|

N N

/|a(x)|]2V _ [ w)lr / EACITY A,
N = N

/ TENTHIE S ST

Pelo Teorema 3.13 (Brezis-Kato) segue que
u; € LL (By), ¥ q> 1. (3.21)

Por outro lado, se s > N temos que (2 — 1) -s > 2. Novamente, dado ¢ = 1 no Lema
1.13, existe C' > 0 tal que

(2*-1)s

J1rurdr< o)+ CluP 1y < [l dos [2700,
U

U U U

A pentltima integral ¢é finita por (3.21) e a tltima integral é finita pois (2* — 1) - s > 2.
Usando o Teorema 3.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg) concluimos que u; € W%%(B;),
para s > N. Como 2s > s > N, basta usar o Teorema 1.6 (iii) e obter

W25(B;) — C"*(B;). (3.22)

Como g foi arbitrario segue que u; € C*(p;, pj11), para j =0,..., k.

Para demonstrar os itens (7) e (i7) basta aplicar o principio do méximo (Teorema 8.19
de [5]). Para o item (ii7) basta utilizar a imersdo em (3.22) e o Lema 3.16 (Lema de
Hopf). Portanto o Lema C.5 estd demonstrado. [ |

Resta mostrar que u;” ¢ um ponto critico de ¢. A partir de agora vamos assumir que

a; = 1 para todo j. Se u; nao fosse um ponto critico de ¢, existiria ¢ € C§°(R") tal que
<gb’(u;), <p> =-2.

Vamos fixar esta fungao ¢ para os proximos lemas.
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Lema C.6 Euxiste 6 > 0 tal que, se|s; —1] <6 e 0 <e <9 entdo a fungao

k
v(z) = Z 5iU; + €p
j=1

tem exatamente k nds 0 < p1(s,€) < pa(s,€) < -+ < pi(s,€) < o0.
Demonstragao: Vamos mostrar que p(s, €) é um n6 de v. Para os outros nés a demon-

stragao é a mesma. Considere a seguinte vizinhanca de p;, onde p; é um no6 de u,

) )
V%(Pl) = (Pl - 51701 + 51) .

Temos que v(z) = s1uy + Saus + €p, sempre que x € Vg (p1). Utilizando o Lema C.5 e

escolhendo ¢; > 0 pequeno, temos

’U’ 281U1+€Q0>0,
(p1—61/2, P1)
v‘ = Saup +€p <0,
(p1, P1+61/2)
ov
(z) < 0 sempre que z € Vs, (p1).
0|x| ?

Pelo Teorema do Valor Intermediario existe zq € V5, (p1) tal que v(zg) = 0. Além
2

disto, ndo pode existir outro ponto x; € Vs, (p;) tal que v(z1) = 0. De fato, se existisse
2

tal ponto teriamos xo € (x0, z1) tal que (x2) = 0, o que contradiz o Lema C.5.

v
x|

Nos intervalos [0, p1 — d1/2] e [p1 + 61/2, p2 — §/2] temos u; > 0 e uy < 0, respectiva-
mente. Assim, considerando um valor menor para d; se necessario, garantimos que nestes
intervalos v(z) nao se anula. Segue que xy ¢ 0 n6 p(s,€). Portanto o Lema C.6 esté

demonstrado. ]

Lema C.7 Os nds p;(s,€) sao continuos em (s,e) € D x [0,0], onde

D:{S:(sl,...,sk)ERk; |sj—1\§(5,j:1,...,k}.

Demonstragao: Vamos demonstrar o Lema C.7 para j = 1. Os demais casos sao

Yem De e — €

analogos. Considere sequéncias (s") C D e (¢") C [0, ] tais que s — s

em [0, 0].
0 0

Queremos mostrar que p;(s™, €") — pi(s’,€”). Suponha que isto ndo ocorre. Pela
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construgao feita no Lema C.6 temos p;(s™, €") € Vs (p1). Entao, a menos de subsequéncia,
2

pi(s", ) — p € Va(pn).

Temos que

(Z siug + e”<p) (p1(s",€")) =0. (3.23)

=0

Por outro lado,

(zkﬁﬁf%>@Mﬂ&»=(ixﬁ—ﬁmfww—éw)@wmw»
+ (Z shu; + eow) (pr(s™,€)).

Tomando o limite quando n — oo na expressao acima e utilizando a equagao (3.23)

k
( st + 60g0> (p) =0.
=0

Pela unicidade dos nés da func¢ao v em Vs, (p;), demonstrada no Lema C.6, concluimos
2

temos

que p = p1(s°, €°). Portanto o Lema C.7 esta demonstrado. n

<¢’ (Z 51U —|—€<p) ,go> <1 (3.24)

De fato, se a afirmagao acima fosse falsa bastaria tomar uma sequéncia é,, = 1/n no Lema

Observe que

C.7. Ao fazer n — oo terfamos s; — 1, € — 0 e usando a continuidade da derivada

k
—1 < lim <¢/ (Z sju; + 690> ’¢> = ('), ¢) = 2.
=0

Para concluir a demonstragao do Teorema C vamos escolher uma fungao continua
n: D —0,1] tal que

1, sel|s; —1| <d/4, ¥V j.
n(t,s) = .
0, se |s; — 1| > /2, para pelo menos um j.
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Para s € D defina a seguinte fungao

k

Q(s) = sju; + on(s)e.

J=0

Entao @ € C(D, X) e, para cada s € D, Q(s) tem exatamente k nos

0 < pi(s) = pi(s, 0n(s)) < -+ < pi(s) < o0

e cada n6 p;(s) é uma fungio continua. Defina também H : D — R* como

H(s) = (Hy(8),...,Hg(s)),

onde H,( ((Zszu@—l—én )| )) para j = 1,...,k e G(u) = (¢'(u),u).

Entio H € C(D,Rk).
Conclusao do Teorema C

Iremos mostrar que a fun¢do u; definida em (3.20) ¢ uma das solugoes do Teorema
C. Fixado j, se |s; — 1| = d entdo n(s) = 0 e, consequentemente, p;(s) = p; para todo
i=1,.. .k

Assim H(s) = G(sjuj) = (¢'(sjuj),s;u;). Segue que se s; = 1 — 4§ < 1, entdo
Hi(s) >0eses;=1+6>1, entdo H,(s) < 0. Logo o grau deg(H, int(D),0) esta bem
definido, onde 0 representa a k-upla (0, ...,0).

Assim como fizemos na conclusdo do Teorema B, vamos considerar a func¢ao h(r) =
1—r. Ses;=1—09 <1entdo h(s;) >0eses; =1+0 > 1 entdo h(s;) < 0. Portanto
h(s;) e H;(s) tém o mesmo sinal sobre dD.

Considere, para A € [0,1] e s € D, a homotopia
H(s) = (Vh(s1) + (1= NHi(s), ... Mh(s) + (1= N Hi(s))

’ 6 Se A = 1, Hl(S) =
~ oD
(h(s1),...,h(sk)) # 0. Se A € (0,1), entdo h(s;) e H;(s) tém sempre o mesmo sinal
e portanto Hy(s) # 0. Concluimos que H(s) e (h
oD.

Como o grau topolégico é invariante por homotopias segue que

Fixe s € 9D. Se A\ = 0, entdao Hy(s) = H(s
) e
(s

1)s---,h(sk)) sdo homotopicos sobre

deg(H,int(D),0) = deg ((1 — S1,..., 1 = sg),int(D), ()) = (-DF #£0.
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Entéo existe s € int(D) tal que H(s) = 0, ou seja Q(s) € N,". Fixemos um s para o
qual Q(s) € N;f. Pela defini¢ao de ¢; temos

i = inf o < 9(Q()).

Por outro lado, usando a desigualdade em (3.24) e o Teorema Fundamental do Calculo

k 1 k k

$(Q(s)) = 6> _ su5) + / <¢’(Z sju; +00n(s)p), 5?7(8)90> dg < $(Y_ sju5) —on(s).
§=0 0 §=0 j=0

Se |s; — 1| < §/2 para todo j entao 0 < n(s) <1 e terfamos um absurdo pois

k k k

of < Q) < 8D sjup) =D dlsjuy) <Y bluy) = d(uy) = cf.
=0 =0 j=0
Se |s; — 1| > §/2 para algum j entdo n(s) = 0 e também chegamos a uma contradicao
bois k k k
af < Q) <D sjuy) =D dlsjuy) < Y bluy) = dluf) = ¢f -
j=0 Jj=0 Jj=0

Portanto u; ¢ a solugao desejada e a prova do Teorema C termina aqui.
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