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Resumo

Nesta dissertação, apresentamos vários resultados sobre múltiplas soluções para equações

elípticas superlineares em um domínio limitado de RN ou no espaço todo. Mostramos que

a condição superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz pode ser substituída por uma condição

de superquadraticidade mais natural ao assumir uma condição do tipo Nehari.

Palavras chave: Equações elípticas, funções de Carathéodory, condição superlinear,

variedade de Nehari, múltiplas soluções nodais.
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Abstract

In this dissertation we present various results on multiple solutions for superlinear

elliptic equations in a bounded domain of RN or in the whole space. We show that the

standard Ambrosetti-Rabinowitz superlinear condition can be replaced by a more natural

superquadraticity condition when we assume a Nehari type condition.

Key words: Elliptic equations, Caratheodory functions, superlinear condition, Nehari

manifold, multiple nodal solutions.
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Introdução

Nesta dissertação, estudamos a existência de soluções para o problema de Dirichlet
elíptico semilinear

(P)

{
−∆u = f(x, u) em Ω

u ∈ H1
0 (Ω)

onde N ≥ 2 , Ω é um domínio do RN e f : Ω × R → R é uma função de Carathéodory
que satisfaz as seguintes condições:

(f1) lim
|s|→∞

|f(x, s)|
|s|q−1

= 0, uniformemente em x, onde q = 2∗ =
2N

N − 2
, se N ≥ 3 e

2 < q < 2∗ =∞ se N = 2;

(f2) f(x, s) = o(|s|) quando |s| → 0 uniformemente em x;

(f3) lim
|s|→∞

F (x, s)

s2
=∞ uniformemente em x;

(f4) f(x, s)s− 2F (x, s) é não decrescente em |s| e crescente para |s| > 0 pequeno;

onde F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t) dt é a primitva da função f(x, s) em relação à segunda variável.

Em 1973, Ambrosetti e Rabinowitz [3] demonstraram o Teorema do Passo da Mon-
tanha e o utilizaram para resolver o Problema (P). A condição utilizada por Ambrosetti
e Rabinowitz que garante a dependência superlinear em s foi a seguinte:

(AR) Existem µ > 2 e M > 0 tais que para |s| ≥M temos

0 < µF (x, s) ≤ sf(x, s).

A condição (AR) implica na condição de crescimento superquadrático (f3) para F . De
fato, usando integração e a condição (AR) temos que existe C > 0 tal que F (x, s) ≥ C|s|µ,
para |s| suficientemente grande.
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Uma condição superlinear mais fraca e natural do que (AR) é a seguinte:

(SL) lim
|s|→∞

f(x, s)

s
=∞, uniformemente em x.

Observamos que, na aplicação de teoremas de minimax para o estudo do Problema
(P), a condição (AR) é utilizada por ser crucial no estabelecimento da geometria do
passo da montanha e na verificação da limitação das seqüências de Palais-Smale (PS)
(veja Rabinowitz [13]).

Outro método utilizado na resolução de problemas do tipo superlinear é o método da
variedade de Nehari que desenvolve um estudo sobre os pontos críticos do funcional φ
associado ao Problema (P), sobre a variedade

N =
{
u ∈ H1

0 (Ω)\ {0} ;φ′(u)u = 0
}
.

No entanto, algumas condições técnicas sobre a função f devem ser assumidas para
que N seja uma variedade de classe C1. Estas condições não são satisfeitas no nosso caso.
Além disto, mesmo na utilização deste método, a condição (AR) é necessária para obter
a limitação das seqüências (PS).

Nesta dissertação, estudamos o artigo On the Ambrosetti-Rabinowitz superlinear con-
dition, escrito por Z. Liu e Z.Q. Wang [15], no qual se mostra que as condições (f4) e (SL)

são suficientes para mostrar a existência de soluções positivas e negativas do Problema
(P) e, sendo assim, podemos descartar a hipótese (AR). Na realidade, a condição de
superquadraticidade (f3), mais fraca do que (SL), já é suficiente.

Para discutir a existência dessas soluções utilizamos o método variacional, associando
ao Problema (P) o funcional φ : H1

0 (Ω)→ R definido por

φ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇(u)|2 dx−
∫
Ω

F (x, u) dx,

o qual mostramos ser de classe C1 (veja Corolário 2.5). Além disto, observamos que
soluções fracas do Problema (P) correspondem aos pontos críticos do funcional φ.

Admitindo a condição (AR) Ambrosetti e Rabinowitz [3] obtiveram uma solução posi-
tiva e outra negativa para o Problema (P). Supondo condições de regularidade mais fortes
sobre a função f , Wang [14] mostrou a existência de três soluções para o mesmo problema.

O primeiro resultado desta dissertação estabelece a existência de uma solução para o
Problema (P).
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Teorema A. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então o Problema (P)
possui uma solução não trivial u ∈ H1

0 (Ω) tal que

φ(u) = max
t>0

φ(tu) = inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t>0

φ(tv) > 0.

Como corolário deste teorema, mostramos no Capítulo 2 que o Problema (P) possui
uma solução positiva e uma solução negativa em H1

0 (Ω).
Antes de enunciarmos os próximos teoremas, relembramos que, dados Ω ⊂ RN e uma

função u definida em Ω, definimos por domínio nodal de u um subconjunto conexo de Ω

onde u não muda de sinal.
Para os Teoremas B e C, adicionamos a seguinte hipótese:

(f5) f(x, s) é diferenciável em s.

Teorema B. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f5). Então o Problema (P)
possui uma solução w ∈ H1

0 (Ω) que troca de sinal e possui exatamente dois domínios
nodais. Além disto, w é tal que

φ(w) = max
t>0

φ(tw+) + max
t>0

φ(tw−) = inf
v± 6=0

{
max
t>0

φ(tv+) + max
t>0

φ(tv−)
}
> 0.

A existência de soluções que mudam de sinal para problemas do tipo superlinear
também foi estudada por Bartsch e Wang [12] supondo f de classe C1 e f(0) = 0 (veja
também [8]). Diremos que uma função u tem um nó em ρ > 0 se u(ρ) = 0. No próximo
teorema estudamos a existência de soluções radiais, possuindo um número específico de
nós, para a equação elíptica em todo RN . Mais especificamente, considerando o problema

(P*)

{
−∆u+ u = f(|x|, u)

u ∈ H1(RN)

podemos enunciar:
Teorema C. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f5). Então, para cada inteiro
k > 0, existe um par u+

k e u−k de soluções radiais do Problema (P*), com u−k (0) < 0 <

u+
k (0), tendo exatamente k nós

0 < ρ±1 < · · · < ρ±k <∞

Observamos que as condições (f1) - (f4) admitidas no artigo [15] não são suficientes
para os Teoremas B e C, pois não há garantia da existência de um único ponto crítico
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das aplicações t 7→ φ(tu), t > 0, sendo este um ponto crucial para a demonstração dos
mesmos. De acordo com os próprios autores (comunicação pessoal) a hipótese (f5) deve
ser adicionada.

Supondo condições de regularidade mais fortes sobre f e a condição (AR), Bartsch e
Willem [11] estudaram o Problema (P*) e estabeleceram versões do Teorema C.

Finalmente, observamos que as técnicas aqui utilizadas também se aplicam à vários
problemas do tipo superlinear.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: o Capítulo 1 está dividido em
três seções. Na Seção 1.1 enunciamos alguns resultados sobre teoria da medida, espaços
de Sobolev e funções de Carathéodory. Na Seção 1.2 exploramos propriedades adicionais
que f e F satisfazem e, finalmente, na Seção 1.3 enunciamos resultados da Teoria do Grau
Topológico de Brouwer que serão utilizados ao longo da dissertação.

No Capítulo 2, inicialmente apresentamos algumas das propriedades técnicas que o
funcional φ satisfaz. Nas Seções 2.2 e 2.3 demonstramos os Teoremas A e B, respectiva-
mente.

O Capítulo 3 consiste de três seções. Na Seção 3.1 introduzimos o espaço H1
rad(RN) e

enunciamos alguns resultados de regularidade para as soluções radiais do Problema (P*).
Após a apresentação de algumas definições preliminares na Seção 3.2, demonstramos o
Teorema C na última seção deste capítulo.



Notações

• Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R mensuráveis ;

∫
Ω

|f |pdx <∞
}
, 1 ≤ p <∞,

• W k,p(Ω) = {u ∈ L1
loc(Ω) ; para todo multiíndice |α| ≤ k, Dαu existe e Dαu ∈ Lp(Ω)} , 1 ≤

p ≤ ∞.

• Hk(Ω) = W k,2(Ω)

• H1
0 (Ω) é o fecho de C∞0 (Ω) na norma do espaço H1(Ω).

• L(X, Y ) = {T : X → Y ; T é linear e contínua.}

• |Ω| denota a medida de Lebesgue do conjunto Ω.

• ∇ é o operador gradiente.

• ∆ é o operador laplaciano.

• ‖ · ‖ denota a norma do espaço H1
0 .

• ‖ · ‖E denota a norma do espaço E.

• u+(x) = max {u(x), 0}

• u−(x) = min {u(x), 0}

• A ⊂⊂ B significa que A está compactamente contido em B, isto é A é compacto e
A ⊂ B.



Capítulo

1
Resultados preliminares

1.1 Teoria da medida, Espaços de Sobolev e funções de

Carathéodory

Nesta seção Ω denota um aberto do RN e dx é a medida de Lebesgue no RN . Vamos
usar como principais referências [1, 2, 6, 9]. Inicialmente, enunciamos alguns teoremas de
convergência que serão utilizados ao longo deste trabalho.

Lema 1.1. (Lema de Fatou) Se h1, h2,... são funções mensuráveis em Ω, não negativas
q.t.p., então ∫

Ω

lim inf
n→∞

hn dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

hn dx.

Teorema 1.2. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam h1, h2, . . . , h, g

funções mensuráveis em Ω tais que, para todo n ≥ 1, tenhamos |hn| ≤ g q.t.p. onde
g ∈ L1(Ω). Se hn → h q.t.p. em Ω, então h é integrável. Além disto,

lim
n→∞

∫
Ω

hn dx =

∫
Ω

h dx.

Teorema 1.3. Se un → u em Lp(Ω), então existem uma subsequência (unk) e h ∈ Lp(Ω)

tais que
unk → u, q.t.p. em Ω.

|unk | ≤ h, q.t.p. em Ω.

Definição 1.4. Sejam E e F espaços métricos.
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(i) Dizemos que K ⊂ E é relativamente compacto se K for compacto.

(ii) Dada a aplicação T : E → F , dizemos que T é compacta se T leva conjuntos
limitados em conjuntos relativamente compactos.

Definição 1.5. Sejam X e Y espaços de Banach reais. Dizemos que X está imerso
continuamente em Y , X ↪→ Y , se X ⊂ Y e a inclusão i : X → Y é contínua, isto é,
existe c > 0 tal que

‖u‖Y ≤ c‖u‖X , para todo u ∈ X.

Se a inclusão for compacta, diremos que a imersão X ↪→ Y é compacta.

Teorema 1.6. Suponha que Ω ⊂ RN é um aberto limitado com fronteira ∂Ω de classe
C0,1, e sejam k ≥ 1 e 1 ≤ p <∞. Então

(i) se kp < N , W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤ Np/(N − kp).

(ii) se kp = N , W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞).

(iii) se 0 ≤ m < k − N
p
< m+ 1, então W k,p(Ω) ↪→ Cm,α(Ω) para 0 ≤ α ≤ k −m− N

p
.

Além disto, as seguintes imersões são compactas

(i)’ se kp < N , W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q < Np/(N − kp).

(ii)’ se kp = N , W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,∞).

(iii)’ se 0 ≤ m < k − N
p
< m+ 1, então W k,p(Ω) ↪→ Cm,α(Ω) para α < k −m− N

p
.

As mesmas imersões valem para W k,p
0 (Ω) sem hipótese de regularidade em ∂Ω.

Lema 1.7. Dada u ∈ H1
0 (Ω), para cada δ > 0 o conjunto {x ∈ Ω ; |u(x)| ≤ δ} tem medida

positiva.

Demonstração: Suponha que o lema seja falso, isto é: para algum δ > 0 tenhamos
|u| > δ em Ω.

Como u ∈ H1
0 (Ω) segue que u±, |u| ∈ H1

0 (Ω) (veja [5]). Além disto, (u − a)± ∈
H1

0 (Ω), ∀ a ∈ R.
Deste modo, teríamos

−δ = (|u| − δ)− |u| = (|u| − δ)± − |u| ∈ H1
0 (Ω),

o que é um absurdo, pois a única função constante que pertence ao espaço H1
0 (Ω) é a

função identicamente nula.
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Portanto o Lema está demonstrado.

Em vários pontos desta dissertação, utilizamos as seguintes desigualdades:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, onde

1

p
+

1

q
= 1 (desigualdade de Young); (1.1)

(|a|+ |b|)τ ≤ 2τ−1(|a|τ + |b|τ ), τ ≥ 1 , a, b ∈ R. (1.2)

O restante desta seção é dedicado ao estudo das funções de Carathéodory.

Definição 1.8. Dizemos que H : Ω× R→ R é uma função de Carathéodory se satisfaz:

(i) s 7→ H(x, s) é contínua para quase todo x ∈ Ω,

(ii) x 7→ H(x, s) é mensurável para todo s ∈ R.

Sejam p, q ≥ 1 e H uma função de Carathéodory em Ω× R que satisfaz

|H(x, s)| ≤ a+ b|s|α, α =
p

q
, (1.3)

para certas constantes a, b > 0.

Teorema 1.9. Seja H uma função de Carathéodory em Ω ⊂ RN limitado que satisfaz
(1.3). Então H ∈ C(Lp, Lq).

Demonstração: Primeiro note que, se u ∈ Lp(Ω), usando (1.3) e a desigualdade (1.2),
obtemos ∫

Ω

|H(x, u)|qdx ≤
∫
Ω

(a+ b|u|α)qdx ≤ 2q−1

∫
Ω

aq + bq|u|pdx <∞.

Para verificar a continuidade de H, consideramos (un) ⊂ Lp(Ω), u ∈ Lp(Ω) tais que
‖un − u‖Lp → 0. Pelo Teorema 1.3 e pela desigualdade (1.2), a menos de subsequência,
temos que

H(x, un)−H(x, u)→ 0, q.t.p. em Ω

|H(x, un)−H(x, u)|q ≤ 22(q−1) [2aq + bq(|h|p + |u|p)] ∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos∫
Ω

|H(x, un)−H(x, u)|qdx→ 0,

concluindo a demonstração do teorema.
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Observe que o teorema acima vale quando a constante a é substituída por uma função
a(x) ∈ Lq(Ω).

Teorema 1.10. Seja Ω ⊂ RN limitado e suponha p > 2. Considere H uma função de
Carathéodory com H(x, 0) limitada e com derivada parcial Hs = h, sendo também uma
função de Carathéodory, satisfazendo

|h(x, s)| ≤ a+ b|s|p−2. (1.4)

Então H : Lp(Ω)→ Lp
′
(Ω) é Frechét diferenciável em Lp(Ω) com diferencial

dH(x, u) : v → h(x, u) · v.

Demonstração: Integrando (1.4) encontramos constantes c, d > 0 tais que

|H(x, s)| ≤ c+ d|s|p−1,

e pelo teorema anterior temos que H ∈ C(Lp, Lp
′
), onde p′ = p/(p − 1). Dadas u, v ∈

Lp(Ω), vamos escrever

ω(u, v) = ‖H(x, u+ v)−H(x, u)− h(x, u)v‖Lp′

=

∫
Ω

|H(x, u(x) + v(x))−H(x, u(x))− h(x, u(x))v(x)|p′dx

 1
p′

.

Usando o teorema do valor médio segue que, para quase todo x ∈ Ω,

|H(x, u(x) + v(x))−H(x, u(x))− h(x, u(x))v(x)|

=

∣∣∣∣v(x)

∫ 1

0

[h(x, u(x) + ςv(x))− h(x, u(x))] dς

∣∣∣∣
= |v(x)w(x)|,

onde w(x) =

∫ 1

0

[h(x, u(x) + ςv(x))− h(x, u(x))] dς.

Com esta notação e utilizando a desigualdade de Hölder com expoentes p
p′

e (p−1)
(p−2)

,
obtemos

ω(u, v) =

∫
Ω

|v(x)w(x)|p′dx

 1
p′

≤ ‖v‖Lp‖w‖Lr , onde r =
p

p− 2
. (1.5)
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Agora, a norma ‖w‖Lr pode ser estimada como se segue:

‖w‖rLr ≤
∫
Ω

dx

∫ 1

0

|h(x, u(x) + ςv(x))− h(x, u(x))|rdς

=

∫ 1

0

dς

∫
Ω

|h(x, u(x) + ςv(x))− h(x, u(x))|rdx

=

∫ 1

0

‖h(u+ ςv)− h(u)‖rLrdς.

(1.6)

Como h satisfaz (1.4), podemos aplicar o Teorema 1.9 para concluir que h é contínua
de Lp em Lr. Assim,

‖h(u+ ςv)− h(u)‖rLr → 0, quando ‖v‖Lp → 0, ς ∈ [0, 1]. (1.7)

De (1.5), (1.6) e (1.7) segue que ω(u, v) = o(‖v‖Lp) e o teorema está demonstrado.

Defina o funcional

I(u) :=

∫
Ω

H(x, u) dx, onde H(x, u) =

∫ u

0

h(x, s) ds. (1.8)

Teorema 1.11. Sejam Ω ⊂ RN limitado e H uma função de Carathéodory satisfazendo
(1.3) com α ≤ 2∗ − 1. Então I é um funcional de classe C1 em H1

0 (Ω) e

I ′(u)v =

∫
Ω

h(x, u)v dx, para toda v ∈ E.

Demonstração: Pela imersão de Sobolev, temos que H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) e então existe

uma constante c > 0 tal que
‖v‖L2∗ ≤ c‖v‖.

Usando o Teorema 1.9, segue que h ∈ C(L2∗ , Lq), com q =
2∗

α
≥ 2N

N + 2
. Em particular,

h(x, u) ∈ L
2N
N+2 (Ω) para toda u ∈ H1

0 (Ω). Consequentemente, h(x, u)v ∈ L1(Ω) para
todas u, v ∈ H1

0 (Ω) e a igualdade

N(u)v :=

∫
Ω

h(x, u(x))v dx, u, v ∈ H1
0 (Ω), (1.9)

define um operador N : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω). Afirmamos que N é contínuo. De fato, se
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un → u em H1
0 (Ω), então un → u em L2∗(Ω). Usando a desigualdade de Hölder e a

imersão de Sobolev,

‖N(un)−N(u)‖ = sup


∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

[h(x, un)− h(x, u)]v dx

∣∣∣∣∣∣ ; ‖v‖ ≤ 1


≤ c sup

{
‖h(x, un)− h(x, u)‖

L
2N
N+2
‖v‖ ; ‖v‖ ≤ 1

}
≤ c ‖h(x, un)− h(x, u)‖

L
2N
N+2
→ 0, quando n→∞.

Novamente, como h satisfaz (1.3) para α ≤ 2∗ − 1, podemos encontrar constantes
c1, d > 0 tais que

|H(x, s)| ≤ c1 + d|s|2∗ .

Então H(·, u(·)) ∈ L1(Ω) para toda u ∈ H1
0 (Ω) ⊂ L2∗(Ω) e o funcional I em (1.8) está

bem definido. Aplicando o Teorema 1.10 à função H vista como uma função de L2∗(Ω) em
L

2N
N+2 (Ω) e usando a regra de derivação para funções compostas, segue que I é diferenciável

e
I ′(u)v =

∫
Ω

h(x, u(x))v dx.

Portanto o teorema está demonstrado.

1.2 Propriedades do termo não linear

Inicialmente, mostramos que f(x, s) é limitada quando r < |s| < R, onde 0 < r <

R. A partir desse resultado, juntamente com as hipóteses (f1) - (f4), obtemos outras
propriedades técnicas que f e F satisfazem.

Lema 1.12. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Dados 0 < r < R, existe
uma constante M̂(R, r) tal que

0 < f(x, s) < M̂(R, r), para todo r < |s| < R, e quase todo x ∈ Ω.

Demonstração: É suficiente demonstrar o lema para r suficientemente pequeno e R
suficientemente grande. Seja h(x, s) = f(x, s)s− 2F (x, s) . Dado s 6= 0 temos

h(x, s)s =
f(x, s)s2 − 2F (x, s)s

(s2)2
s4
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e consequentemente, para quase todo x ∈ Ω,

h(x, s) =
∂

∂s

(
F (x, s)

s2

)
s3.

Inicialmente, supomos que s > 0. Como h(x, 0) = 0, segue de (f4) que h(x, s) > 0 se
s > 0 para quase todo x ∈ Ω. Fixado um tal valor de x, temos que

∂

∂s

(
F (x, s)

s2

)
> 0 e, consequentemente,

F (x, s)

s2
é crescente em s.

Portanto, se r < s < R,

F (x, r)

r2
<
F (x, s)

s2
<
F (x,R)

R2
. (1.10)

Além disto, por (f2),
F (x, r)

r2
> 0.

A condição (f4), para s > 0, implica na seguinte desigualdade

F (x, s)

s2
<

1

2

f(x, s)

s
=

1

2

f(x, s)

sq−1
sq−2. (1.11)

Dado ε = 2 na condição (f1), existe R0 > 0 tal que

f(x, s)

sq−1
< 2, ∀ s > R0. (1.12)

Como estamos supondo R suficientemente grande, a estimativa acima vale quando
s = R. Substituindo a expressão acima, quando s = R, na equação (1.11) temos

F (x,R) < Rq, (1.13)

e, consequentemente, pela equação (1.10)

F (x, s) < Rq, ∀ r < s < R.

Além disto, a equação (1.10) também implica em F (x, s) > 0 para s ∈ [r, R]. Uti-
lizando esta informação, a condição (f4) e as equações (1.12) e (1.13) temos

0 < 2F (x, s) < f(x, s)s ≤ f(x,R)R− 2F (x,R) + 2F (x, s)

≤ f(x,R)R + 2F (x, s) < 2Rq + 2Rq = 4Rq,
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e como s > 0 podemos reescrever a equação acima

0 < f(x, s) <
4Rq

r
= M̂(R, r).

Para o caso em que s < 0 basta definir as funções

g(x, s) = −f(x,−s) e G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t) dt, ∀ s > 0. (1.14)

Então, as hipóteses (f1) a (f4) são satisfeitas por g(x, s) eG(x, s). De fato, a verificação
de (f1) a (f3) é imediata. Para a condição (f4), basta notar que

g(x, s)s− 2G(x, s) = f(x,−s)(−s)− 2

∫ s

0

−f(x,−t) dt

e fazendo a mudança de variável τ = −t temos

f(x,−s)(−s)− 2

∫ −s
0

f(x, τ) dτ = f(x,−s)(−s)− 2F (x,−s),∀ s > 0.

Logo, para o caso s < 0 basta tomar g e G como acima e aplicar o que foi feito no
caso em que s > 0. Isto demonstra o Lema 1.12

Lema 1.13. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então dado ε > 0, existe
C > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ ε|s|+ C|s|2∗−1, para quase todo x ∈ Ω , ∀ s ∈ R.

Demonstração: De fato, dado ε > 0, existem r > 0 e R > 0 tais que

|f(x, s)| ≤ ε|s|, para todo |s| ≤ r, uniformemente em Ω; (1.15)

|f(x, s)| ≤ ε|s|2∗−1, para todo |s| ≥ R, uniformemente em Ω. (1.16)

A seguir, aplicando o Lema 1.12, encontramos M̂(R, r) tal que, se r < |s| < R,

|f(x, s)| < M̂(R, r), q.t.p. em Ω. (1.17)

Consequentemente, existe C > ε > 0 tal que, se r < |s| < R,

|f(x, s)| < M̂(R, r) ≤ C|s|2∗−1, q.t.p. em Ω. (1.18)
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Por (1.15), (1.16) e (1.18) segue que

|f(x, s)| < ε|s|+ C|s|2∗−1,

demonstrando o Lema 1.13.

Lema 1.14. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f3). Então

lim
t→∞

∫
Ω

F (x, tu)

t2
=∞,

para cada u ∈ H1
0 (Ω)\ {0}.

Demonstração: Seja
A = {x ∈ Ω; |u(x)| > 0} .

Como u 6= 0 segue que |A| > 0. Vamos definir, para δ > 0, o conjunto

Aδ = {x ∈ Ω; |u(x)| > δ} (1.19)

Então, existe δ > 0 suficientemente pequeno tal que med(Aδ) > 0. De fato, dado
B ⊂ RN considere XB a função característica do conjunto B. Se nossa afirmativa não
fosse verdade teríamos

XAδ(x)→ XA(x), q.t.p em Ω quando δ → 0.

|XAδ | ≤ 1 ∈ L1(Ω), pois Ω é limitado.

Então, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue,

0 = |Aδ| =
∫
Ω

XAδ(x) dx→
∫
Ω

XA(x) dx = |A| > 0

o que é um absurdo. De agora em diante fixaremos um δ tal que |Aδ| > 0.
Pela condição (f3), dado M > 0 existe R0 > 0 tal que

F (x, s)

s2
> M, sempre que |s| > R0

Então, dado x em Aδ, t|u(x)| > tδ > R0 para t suficientemente grande e assim

F (x, tu)

t2
> Mu2.
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Note que fora de Aδ temos
F (x, s)

s2
≥ 0. Logo,∫

Ω

F (x, tu)

t2
dx =

∫
Aδ

F (x, tu)

t2
dx+

∫
Ω\Aδ

F (x, tu)

t2
dx ≥M

∫
Aδ

u2dx

Como M é arbitrário temos lim
t→∞

∫
Ω

F (x, tu)

t2
dx =∞.

Teorema 1.15. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então I(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

é fracamente contínuo em H1
0 (Ω).

Demonstração: Por (f1), dado ε > 0, existe R > 0 tal que

|f(x, s)| < ε|s|q−1,∀ |s| > R.

Usando essa informação e as equações (1.15), (1.16) e (1.18)

|F (x, s)| =
∣∣∣∣∫ s

0

f(x, s)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ R

0

|f(x, ξ)|dξ
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ s

R

|f(x, ξ)|dξ
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫ R

0

(ε|ξ|+ M̂)dξ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ s

R

|f(x, ξ)|dξ
∣∣∣∣

≤ εR2

2
+ M̂ |R|+ ε

q
(|s|q − |R|q)

Portanto,
F (x, s)

|s|q
→ 0 quando |s| → ∞ (1.20)

Além disso, vimos que se r < |s| < R então

|F (x, s)| ≤M(R, r)

Seja agora (un) ⊂ H1
0 (Ω) tal que un ⇀ u. Suponha que existe ε0 > 0 tal que

ε0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(F (x, un)− F (x, u)) dx

∣∣∣∣∣∣ ,
Temos
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∫
Ω

|F (x, un)−F (x, u)| dx =

∫
{|u|≥2R}

|F (x, un)−F (x, u)| dx+

∫
{|u|<2R}

|F (x, un)−F (x, u)| dx.

(1.21)
Como un ⇀ u em H1

0 (Ω), segue que existe uma constante M1 > 0 tal que ‖un‖ ≤M1.
Pela imersão compacta, a menos de subsequência, temos

un → u em Lr(Ω), r ∈ [2, 2∗) e
un(x)→ u(x), q.t.p. em Ω.

Defina os seguintes subconjuntos de Ω

Bn = {|u| ≥ 2R , |un| < R} , Cn = {|u| ≥ 2R , |un| ≥ R}
Dn = {|u| < 2R , |un| ≥ 3R} , En = {|u| < 2R , |un| < 3R} .

Temos XBn(x)→ 0 q.t.p. em Ω. Além disso,por (1.20) dado ε > 0 qualquer, temos

|F (x, un)− F (x, u)| ≤ |F (x, un)|+ |F (x, u)| ≤M(R) + ε|u|q ∈ L1(Ω), em Bn.

Consequentemente∫
Bn

|F (x, un)− F (x, u)| dx ≤
∫
Bn

(M(R) + ε|u(x)|q) dx

=

∫
Ω

(M(R) + ε|u(x)|q)XBn(x) dx.

(1.22)

Como
|(M(R) +

ε

q
|u|q)XBn| ≤ |(M(R) +

ε

q
|u|q)| ∈ L1(Ω) e

(M(R) +
ε

q
|u(x)|q)XBn(x)→ 0, q.t.p. em Ω,

basta utilizar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue para concluir que∫
Ω

(M(R) + ε|u(x)|q)XBn(x) dx→ 0, quando n→∞.

Portanto, ∫
Bn

|F (x, un)− F (x, u)| dx→ 0.
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Em Cn usamos a equação (1.20) para obter∫
Cn

|F (x, un)− F (x, u)| dx ≤
∫
Cn

|F (x, un)| dx+

∫
Cn

|F (x, u)| dx

≤ ε

∫
Cn

|un|qdx+ ε

∫
Cn

|u|qdx

≤ ε

∫
Ω

|un|qdx+ ε

∫
Ω

|u|qdx ≤ εM1

Segue que

lim
n→∞

∫
{|u|≥2R}

|F (x, un)− F (x, u)| dx ≤ 0.

Para a última integral em (1.21) temos XDn(x)→ 0 q.t.p. em Ω e

|F (x, un)− F (x, u)| ≤ |F (x, un)|+ |F (x, u)| ≤ ε

q
|un|q +M(2R, r) ∈ L1(Ω),

e então basta proceder como na integral sobre Bn.
Sobre En, temos

|F (x, un)− F (x, u)| ≤ |F (x, un)|+ |F (x, u)| ≤M(3R, r) +M(2R, r) ∈ L1(Ω)

e
F (x, un(x))− F (x, u(x))→ 0, q.t.p. em Ω.

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
En

|F (x, un)− F (x, u)| dx→ 0

Desse modo teríamos

ε0 ≤ lim sup

∫
Ω

|F (x, un)− F (x, u)| dx ≤ 0,

o que é um absurdo. Portanto o teorema está demonstrado.

Teorema 1.16. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Se un ⇀ u em H1
0 (Ω),
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então ∫
Ω

unf(x, un) dx→
∫
Ω

uf(x, u) dx.

Demonstração: Novamente, suponha que existe ε0 > 0 tal que

ε0 ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

[unf(x, un)− uf(x, u)] dx

∣∣∣∣∣∣
Podemos escrever:∫

Ω

|unf(x, un)− uf(x, u)| dx ≤
∫
Ω

|un||f(x, un)− f(x, u)| dx+

∫
Ω

|f(x, u)||un − u| dx.

(1.23)
Como f é função de Carathéodory, a menos de subsequência,

|f(x, un)− f(x, u)| → 0, q.t.p. em Ω.

Pelo Lema 1.13, dado ε > 0 existe C > 0 tal que

|f(x, un)| ≤ ε|un|+ C|un|2
∗−1.

Pelo Teorema 1.3, existe h ∈ Lr(Ω), r ∈ [2, 2∗), tal que

|f(x, un)− f(x, u)| ≤ |f(x, un)|+ |f(x, u)| ≤ ε|un|+ C|un|2
∗−1 + |f(x, u)|

≤ ε|un|+ C|un|2
∗−1 + |f(x, u)|

≤ εh+ Ch2∗−1 + |f(x, u)| ∈ L1(Ω).

Segue, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, que∫
Ω

|un||f(x, un)− f(x, u)| dx→ 0. (1.24)

Por outro lado,

f(x, u)(un − u)→ 0 quando n→∞, q.t.p. em Ω.
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Além disto,
|f(x, u)||un − u| ≤ |f(x, u)|(h+ |u|) ∈ L1(Ω).

Novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue que∫
Ω

|f(x, u)||un − u| dx→ 0.

Sendo assim teríamos

0 < ε0 <

∫
Ω

|unf(x, un)− uf(x, u)| dx→ 0

quando n→∞, o que é um absurdo. Portanto o Teorema 1.16 está demonstrado.

1.3 Teoria do grau

Nesta seção, assumimos que Ω ⊂ RN é aberto, limitado e tem fronteira ∂Ω. Aqui
f : Ω→ RN será uma aplicação de classe C1 e p ∈ RN\f(∂Ω)

Além disso, vamos assumir que p é um valor regular de f (isto é, o jacobiano Jf (x)

é diferente de zero para cada x ∈ f−1(p)). Com essas condições, temos que o conjunto
f−1(p) é não vazio e podemos definir o grau de f (com respeito a Ω e p) como

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)∩Ω

sgn[Jf (x)] (1.25)

Note que o conjunto f−1(p)∩Ω é finito. De fato, f−1(p)∩Ω é limitado e fechado, logo
é um conjunto compacto. Considere, para cada x ∈ f−1(p)∩Ω a bola aberta Brx(x) ⊂ Ω.
Então

f−1(p) ∩ Ω ⊂
⋃

x∈f−1(p)∩Ω

Brx(x).

Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, temos

f−1(p) ∩ Ω ⊂
k⋃
i=1

Brxi
(xi).

Como f−1(p) ∩ Ω ∩Brxi
(xi) = {xi} segue que o conjunto f−1(p) ∩ Ω é finito.

Vamos convencionar que deg(f,Ω, p) = 0 quando o conjunto f−1(p) ∩ Ω for vazio.
Dessa definição é imediato verificar que o grau satisfaz as seguintes propriedades:
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(D1) deg(id,Ω, p) =

{
1, se p ∈ Ω

0, se p /∈ Ω.

De fato, como f = id é injetiva, se p ∈ Ω existe um único y em Ω tal que

f−1(p) ∩ Ω = {y} .

Além disso, como Jf (x) = 1 segue que deg(id,Ω, p) = 1.

Se p /∈ Ω então f−1(p) ∩ Ω = ∅. Logo, deg(id,Ω, p) = 0

(D2) deg(f,Ω, p) 6= 0 implica que existe x ∈ Ω tal que f(x) = p.

Caso contrário, o conjunto f−1(p) ∩ Ω seria vazio e consequentemente

deg(f,Ω, p) = 0,

contrariando a nossa hipótese.

(D3) deg(f,Ω, p) = 0 se p /∈ f(Ω).

(D4) Se Ω1,Ω2 ⊂ Ω são abertos com Ω1 ∩ Ω2 = ∅ e p /∈ f(Ω\(Ω1 ∪ Ω2)), então

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p).

A verificação deste fato provém da seguinte igualdade

f−1(p) ∩ Ω = [f−1(p) ∩ Ω1] ∪ [f−1(p) ∩ Ω2] ∪ [f−1(p) ∩ (Ω\(Ω1 ∪ Ω2))]

onde a união é disjunta.

Sendo assim, como o terceiro conjunto é vazio, segue que

deg(f,Ω, p) =
∑

x∈f−1(p)∩Ω1

sgn[Jf (x)] +
∑

x∈f−1(p)∩Ω2

sgn[Jf (x)]

= deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p).

(D5) Sejam f : Ω1 → Rm e g : Ω2 → Rn funções contínuas tais que 0 /∈ f(∂Ω1) ∩ g(∂Ω2).
Então, para f × g : Ω1 ×Ω2 → Rm ×Rn o grau deg(f × g,Ω1 ×Ω2, (0, 0)) está bem
definido e

deg(f × g,Ω1 × Ω2, (0, 0)) = deg(f,Ω1, 0) · deg(g,Ω2, 0)
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Vale mencionar que a noção de grau que foi dada acima junto com as propriedades
(D1) até (D4) se aplicam à funções contínuas φ : Ω→ RN e p ∈ RN\φ(∂Ω). No entanto
a fórmula (1.25) pode não fazer mais sentido.

Os próximos resultados podem ser encontrados em [13].

Proposição 1.17. Se H ∈ C([0, 1]× Ω,RN) e p /∈ H([0, 1]× ∂Ω) então

deg(H(t, .),Ω, p) = cte, para t ∈ [0, 1]

Corolário 1.18. Se φ, ψ ∈ C(Ω,RN) são tais que φ = ψ em ∂Ω e p ∈ RN\ψ(∂Ω) então

deg(ψ,Ω, p) = deg(φ,Ω, p)

Demonstração: Defina H(t, x) = tφ(x) + (1 − t)ψ(x). Então H ∈ C([0, 1] × Ω,RN) e
p /∈ H([0, 1]× ∂Ω) pois p /∈ φ(∂Ω).

Pela proposição anterior segue que deg(H(t, .),Ω, p) = cte ∀ t ∈ [0, 1]. Em particular
para t = 0 e t = 1,

deg(ψ,Ω, p) = deg(φ,Ω, p)



Capítulo

2
Existência de solução em domínios

limitados

2.1 Propriedades do funcional φ

A derivada de Frechét é uma extensão do conceito usual de derivada em espaços
Euclidianos para espaços de Banach. Dados E e Y espaços de Banach reais, U ⊂ E um
aberto e uma aplicação G : U → Y temos a seguinte definição:

Definição 2.1. Seja u ∈ U . Dizemos que G é Frechét diferenciável em u se existe
A ∈ L(X, Y ) tal que, se definirmos R(h) = G(u+ h)−G(u)− A(h) então

R(h) = o(‖h‖).

Uma tal aplicação A é unicamente determinada e é chamada a derivada de Frechét de
G em u.

Assim como para funções em RN , podemos definir derivada direcional em espaços de
Banach. Nestes espaços ela é conhecida como derivada de Gâteaux.

Definição 2.2. Seja u ∈ U . Dizemos que G é Gâteaux diferenciável em u se existe
A ∈ L(X, Y ) tal que para todo h ∈ X

lim
ε→0

G(u+ εh)−G(u)

ε
= A(h).

A aplicação A é unicamente determinada e é chamada derivada de Gâteaux de G em
u.
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O próximo resultado pode ser encontrado em [2].

Teorema 2.3. [2] Suponha que G : U → Y é Gâteaux diferenciável em U e que a sua
derivada seja contínua em u∗ ∈ U . Então G é Frechét diferenciável em u∗ e as derivadas
de Frechét e Gâteaux em u∗ coincidem.

Pela imersão de Sobolev temos

H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), para r ∈ [2, 2∗], continuamente. (2.1)

Segue, pela imersão acima, que é possível encontrar uma constante C0 tal que

‖w‖L2 ≤ C0‖w‖ , ‖w‖L2∗ ≤ C0‖w‖, ∀ w ∈ H1
0 (Ω). (2.2)

Defina I(u) :=

∫
Ω

F (x, u) dx , onde F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s) ds.

Lema 2.4. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então I ∈ C1(H1
0 (Ω),R).

Além disto I é Frechét diferenciável com derivada dada por

I ′(u)h =

∫
Ω

f(x, u)h dx, para toda h ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Pelo Lema 1.13, dado ε = 1 existe C0 > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ |s|+ C0|s|2
∗−1, q.t.p. em Ω, ∀ s ∈ R. (2.3)

Pela equação acima e pelo Teorema 1.11 segue que o funcional I é de classe C1 e o
lema está demonstrado.

Corolário 2.5. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1)-(f4). Então o funcional φ é de
classe C1.

Lema 2.6. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então

(i) φ possui um mínimo local estrito em 0.

(ii) φ(tu)→ −∞ quando t→∞, para todo u ∈ H1
0 (Ω)\ {0} .

Demonstração: (i) Temos que φ(0) = 0 e 〈φ′(0), ϕ〉 = 0 ,∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω). Pelo Lema 1.13,

dado ε > 0 existem constantes c0, c1 > 0 tais que
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|F (x, u)| ≤ c0ε|u|2 + c1|u|2
∗
, (2.4)

e consequentemente ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F (x, u) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c0ε

∫
Ω

u2dx+ c1

∫
Ω

|u|2
∗
. (2.5)

Utilizando a desigualdade de Poincaré e a imersão de Sobolev, podemos encontrar
uma constante c3 > 0 tal que∣∣∣∣∣∣

∫
Ω

F (x, u) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c3

(
ε+ ‖u‖2∗−2

)
‖u‖2,

Escolhendo ‖u‖ ≤ ε
1

(2∗−2) , temos∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F (x, u) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c4ε‖u‖2.

Como ε foi arbitrário segue que
∫
Ω

F (x, u) dx = o(‖u‖2) quando u→ 0. Assim

φ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

F (x, u) dx =
1

2
‖u‖2 + o(‖u‖2) > 0

quando u → 0. Segue que φ tem um mínimo local estrito em 0 e o item (i) está demon-
strado.

(ii) Basta aplicar o Lema 1.14 para obter

φ (tu)→ −∞ quando t→∞.

Portanto o Lema 2.6 está demonstrado.

Lema 2.7. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Se 0 < t1 < t2 são tais que
〈φ′(tiu), u〉 = 0, i = 1, 2, então φ(t1u) < φ(t2u) para u ∈ H1

0 (Ω)\ {0}.

Demonstração: Utilizaremos a função h(x, u) = f(x, u)u − 2F (x, u) definida no Lema
1.12 e a propriedade (f4). Como u 6= 0 existe δ > 0 suficientemente pequeno para o qual
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o conjunto Aδ definido em (1.19) tem medida positiva. Por este fato e pelo Lema 1.7
podemos escrever

φ(t1u) =
t21
2
‖u‖2 −

∫
Ω

F (x, t1u) dx =
1

2

∫
Ω

[f(x, t1u)t1u− 2F (x, t1u)] dx

=
1

2

∫
{|t2u|≥δ}

h(x, t1u) dx+
1

2

∫
{|t2u|<δ}

h(x, t1u) dx

≤ 1

2

∫
{|t2u|≥δ}

h(x, t2u) dx+
1

2

∫
{|t2u|<δ}

h(x, t1u) dx

<
1

2

∫
{|t2u|≥δ}

h(x, t2u) dx+
1

2

∫
{|t2u|<δ}

h(x, t2u) dx = φ(t2u).

Portanto, o lema está demonstrado.

Corolário 2.8. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1)− (f4). Então a aplicação
γ(t) = φ(tu) : [0,∞)→ R tem um único ponto de máximo t0 > 0 para u 6= 0. Além disto,
esta aplicação é crescente para 0 < t < t0 e decrescente para t > t0.

Demonstração: Usando o Lema 2.6 concluímos que φ tem um ponto de máximo t0. Sem
perda de generalidade vamos supor que t0 = 1. Suponha que existem 0 < t1 < t2 tais que
γ(t1) = γ(t2). Pelo Teorema de Rolle teríamos as seguntes possibilidades

(i) γ(t) é constante entre t1 e t2. Neste caso teríamos dois pontos críticos em (t1, t2) onde
γ(t) teria o mesmo valor, o que contradiz o lema anterior. Logo esta possibilidade
não pode ocorrer.

(ii) Existe um ponto t3 ∈ (t1, t2) tal que γ(t3) = max
t∈(t1,t2)

γ(t) > γ(t1). Então existe

t4 ∈ (t3, 1) tal que γ(t4) = min
t∈(t3,1)

γ(t) < γ(t3). Novamente obtemos uma contradição

com o Lema 2.7.

(iii) Existe um ponto t3 ∈ (t1, t2) tal que γ(t3) = min
t∈(t1,t2)

γ(t) < γ(t1). Então existe

t4 ∈ (0, t3) tal que γ(t4) = max
t∈(0,t3)

γ(t) > γ(t3). O que também contradiz o Lema 2.7.

Como lim
t→0

φ(tu) = 0 e lim
t→1

φ(tu) = φ(u) > 0, podemos concluir que γ(t) é crescente no
intervalo 0 < t < 1. Um argumento análogo mostra que γ(t) é decrescente para t > 1.
Portanto, o corolário está demonstrado.
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Lema 2.9. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Se un → u em H1
0 (Ω) e

φ(tnun) = max
t>0

φ(tun) então tn → t0, onde φ(t0u) = max
t>0

φ(tu).

Demonstração: Suponha que o lema não seja verdade. Então, a menos de subsequência,
existe δ > 0 tal que

|tn − t0| ≥ δ.

Afirmação 1 : tn não pode convergir para 0.

Como (un) é limitada, se tn → 0 teríamos φ(tnun)→ φ(0) = 0, contrariando a definição
de c

0 < c = inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t>0

φ(tv) ≤ max
t>0

φ(tun) = φ(tnun).

Logo, a Afirmação 1 está demonstrada.
Afirmação 2 : (tn) é uma sequência limitada.

Como lim
t→∞

φ(tu) = −∞, existe R0 > 0 tal que φ(Ru) < 0 sempre que R ≥ R0. Além
disso un → u implica que existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0 temos

φ(R0un) < 0. (2.6)

Afirmamos que tn ≤ R0. De fato, se fosse tn > R0 teríamos φ(tnun) > 0 e φ(R0un) < 0.

Então existiria t1 ∈ (0, tn) tal que φ(t1un) < 0 e t1un seria ponto de mínimo local
para φ(tun). Como 0 é mínimo local de φ, existiria t2 ∈ (0, t1) tal que φ(t2un) > 0 e t2un
seria ponto de máximo local de φ(tun).

Assim, encontramos t2 < t1 pontos críticos de φ(tun) com φ(t2un) > φ(t1un), o que é
um absurdo pois contraria o Lema 2.7. Portanto

0 < tn < R0.

Então, a menos de subsequência, tn → t1, t1 6= 0 e t1 6= t0.
Como tnun → t1u em H1

0 (Ω) e φ é contínuo segue que

φ(t1u) = lim
n→∞

φ(tnun) ≥ lim
n→∞

φ(t0un) = φ(t0u) = max
t>0

φ(tu),

de onde concluímos que t1 = t0, um absurdo. Portanto o Lema 2.9 está demonstrado.

Lema 2.10. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f4). Então φ(u) é fracamente
semi-contínuo inferiormente.
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Demonstração: Se un ⇀ u em H1
0 (Ω) então

φ(u) =
‖u‖2

2
−
∫
Ω

F (x, u) dx ≤ lim inf
n→∞

‖un‖2

2
− lim inf

n→∞

∫
Ω

F (x, un) dx

≤ lim inf
n→∞

‖un‖2

2
−
∫
Ω

F (x, un) dx

 = lim inf
n→∞

φ(un).

Portanto o Lema 2.10 está demonstrado.

Lema 2.11. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f5). Então
f(x, t)

|t|
é não decres-

cente para todo t ∈ R e é crescente em |t| para t suficientemente pequeno.

Demonstração: Sem perda de generalidade supomos t > 0. Usando a hipótese (f5)

temos
d

dt

(
f(x, t)

t

)
=
f ′(x, t)t− f(x, t)

t2
.

Pela hipótese (f4) temos

d

dt
(f(x, t)t− 2F (x, t)) = f ′(x, t)t− f(x, t) ≥ 0.

Logo
f(x, t)

t
é não decrescente. Novamente usando a hipótese (f4), se 0 < s < t são

suficientemente pequenos, existe t0 ∈ (s, t) tal que
d

dτ

(
f(x, τ)

τ

)
(t0) > 0.

Por continuidade segue que existe ε > 0 pequeno tal que
f(x, t)

t
é estritamente cres-

cente em (t0 − ε, t0 + ε). Sendo assim temos

f(x, t)

t
− f(x, s)

s
=

∫ t

s

d

dτ

(
f(x, τ)

τ

)
> 0.

Os mesmos cálculos feitos acima também valem quando t < 0 e isto conclui a demon-
stração do lema.

Teorema 2.12. Suponha que f satisfaça as hipóteses (f1) - (f5). Então para qualquer

u ∈ H1
0 (Ω)\ {0} existe um único t > 0 tal que

d

dt
φ(tu) = 0.

Demonstração: Lembre que para δ > 0 suficientemente pequeno o conjunto Aδ definido
em (1.19) tem medida positiva. Assumindo que φ(tu) assume seu máximo em t = 1 temos,
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para t ∈ (0, 1),

d

dt
φ(tu) = t‖u‖2 −

∫
Ω

f(x, tu)u dx =

∫
Ω

(f(x, u)tu− f(x, tu)u) dx =

∫
{u6=0}

tu2

[
f(x, u)

u
− f(x, tu)

tu

]

=

∫
{|tu|>δ}

tu2

[
f(x, u)

u
− f(x, tu)

tu

]
+

∫
{|tu|≤δ,u6=0}

tu2

[
f(x, u)

u
− f(x, tu)

tu

]

≥
∫

{|tu|≤δ,u6=0}

tu2

[
f(x, u)

u
− f(x, tu)

tu

]
> 0,

onde na última integral obtemos a desigualdade estrita ao aplicar o Lema 2.11. Para t > 1

os cálculos são análogos. Portanto, o Teorema 2.12 está demonstrado.

2.2 Demonstração do Teorema A

Nesta seção apresentamos a demonstração do Teorema A enunciado na introdução
deste trabalho. Para uma melhor visualização e entendimento da demonstração, optamos
por dividí-la em dois lemas e uma conclusão.

Sob as condições do Teorema A, usamos o Lema 2.6 e vemos que o valor

c := inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t>0

φ(tv)

está bem definido e c > 0. Podemos sempre supor, sem perda de generalidade, que o
máximo de φ(tv) é atingido em t = 1 para v ∈ H1

0 (Ω)\ {0}.
Considere (un) ⊂ H1

0 (Ω) uma sequência minimizante para c tal que

φ(un) = max
t>0

φ(tun)→ c, quando n→∞. (2.7)

Lema A.1 A sequência (un) ⊂ H1
0 (Ω) é limitada.

Demonstração: Suponha que isto não seja verdade. Passando a uma subsequência se
necessário, para excluir os possíveis termos onde ‖un‖ = 0, vamos definir a sequência
(vn) ⊂ H1

0 (Ω) por
vn :=

un
‖un‖

.

Como (vn) é limitada segue que, a menos de subsequência, vn ⇀ v em H1
0 (Ω) e vn → v

em Lr(Ω), r ∈ [2, 2∗).
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Se v 6= 0 então, definindo o conjunto An = {x ∈ Ω ; un(x) 6= 0}, podemos escrever

φ(un) =
‖un‖2

2
−
∫
An

F (x, un) dx = ‖un‖2

1

2
−
∫
An

F (x, un)

u2
n

v2
n dx


Como φ(un)→ c segue que

c+ o(1)

‖un‖2
=

1

2
−
∫
An

F (x, un)

u2
n

v2
n dx.

Passando ao limite quando n→∞ temos

1

2
= lim

n→∞

∫
An

F (x, un)

u2
n

v2
n dx.

Defina a função gn(x) =
F (x, un(x))

u2
n(x)

v2
n(x)XAn . Na demonstração do Lema 1.12, vimos

que
F (x, s)

s2
≥ 0.

Consequentemente, gn(x) ≥ 0,e aplicando o Lema de Fatou a esta função, temos∫
Ω

lim inf
n→∞

gn(x) dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

gn(x) dx.

Assim teríamos

1

2
= lim

n→∞

∫
Ω

gn(x) dx ≥ lim inf
n→∞

∫
Ω

gn(x) dx ≥
∫
Ω

lim inf
n→∞

gn(x) dx (2.8)

Mas, observando que, lim
n→∞

F (x, un)

u2
n

=∞ e v2
n(x)→ v2(x) 6= 0, teríamos

lim inf
n→∞

gn(x) =∞,

contrariando a igualdade na expressão (2.8).
Se fosse v = 0, então fixando um R >

√
2c e usando o fato que

φ(un) = max
t>0

φ(tun) ≥ φ(tun) , ∀ t > 0
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teríamos, para t =
R

‖un‖
,

φ(un) ≥ φ(Rvn) =
R2

2
−
∫
Ω

F (x,Rvn) dx.

Sabemos que vn ⇀ 0 em H1
0 (Ω) implica na convergência de Rvn ⇀ 0 neste mesmo

espaço e, pelo Teorema 1.15, concluímos que

c = lim
n→∞

φ(un) ≥ R2

2
− lim

n→∞

∫
Ω

F (x,Rvn) dx =
R2

2
> c,

o que também é um absurdo. Portanto a sequência (un) é limitada e o Lema A.1 está
demonstrado.

Pelo Lema A.1, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1
0 (Ω).

Lema A.2 Existe t0 > 0 tal que φ(t0u) = c.
Demonstração: Desde que φ(un) converge para c > 0, deve existir α > 0 tal que
α < ‖un‖2. Pela igualdade em (2.7) e usando o Teorema 1.16 segue que

α < ‖un‖2 =

∫
Ω

unf(x, un) dx→
∫
Ω

uf(x, u) dx (2.9)

quando n→∞. Logo, u 6= 0. Então, existe t0 > 0 tal que

φ(t0u) = max
t>0

φ(tu).

Como o funcional φ é fracamente semi-contínuo inferiormente, temos

c ≤ φ(t0u) ≤ lim inf
n→∞

φ(t0un) ≤ lim inf
n→∞

φ(un) = c, (2.10)

concluindo que φ(t0u) = c. Portanto, o Lema A.2 está demonstrado.

Pelo Corolário 2.8 temos que max
t>0

φ(tu) é atingido no único ponto t = t0. Vamos
assumir, sem perda de generalidade, que t0 = 1. Resta verificar que u é um ponto crítico
de φ. Se isto não fosse verdade teríamos

〈φ′(u), u〉 6= 0.
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Como C∞0 (Ω) é denso em H1
0 (Ω), existiria ζu ∈ C∞0 (Ω) tal que

〈φ′(u), ζu〉 = −a 6= 0,

onde, sem perda de generalidade, vamos supor que a > 0. Então, para v =
2ζu
a

teríamos

〈φ′(u), v〉 = −2.

Além disso, existe ε0 > 0 tal que se |t− 1|+ ε < ε0 então

〈φ′(tu+ εv), v〉 ≤ −1. (2.11)

De fato, se não existisse tal ε0 seria possível obter sequências tn, εn tais que tn → 1, εn → 0

e
〈φ′(tnu+ εnv), v〉 > −1, para todo n ≥ 1.

Assim, tnu+ εnv → u em H1
0 (Ω) e por continuidade

−1 < 〈φ′(tnu+ εnv), v〉 → 〈φ′(u), v〉 = −2,

o que é um absurdo.
Conclusão da demonstração do Teorema A

Lembremos que estamos supondo que a função u do Lema A.2 não é ponto crítico do
funcional φ.

Considere o plano bidimensional P gerado por u e v:

P = {au+ bv ; a, b ∈ R} .

Dado ε > 0, denotemos por tε o único número tal que

max
t>0

φ (t(u+ εv)) = φ (tε(u+ εv)) (2.12)

Vimos, no Lema 2.9, que tε → 1 quando ε → 0. Então, escolhendo ε > 0 pequeno o
suficiente para que tenhamos |tε − 1|+ εtε ≤ ε0, obtemos uma contradição argumentando
como se segue. Por (2.12) vale a seguinte desigualdade

c ≤ φ (tε(u+ εv)) .
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Como φ é de classe C1, utilizamos o Teorema Fundamental do Cálculo para escrever

φ (tε(u+ εv)) = φ(tεu) +

∫ 1

0

〈φ′(tεu+ sεvtε), εvtε〉 ds (2.13)

Observe que devemos ter φ(tεu) ≤ c, caso contrário teríamos c < φ(tεu)→ φ(u) = c, uma
contradição. Utilizando esta última desigualdade e as equações (2.13) e (2.11) segue que

c ≤ φ (tε(u+ εv)) ≤ c+ εtε

∫ 1

0

〈φ′(tεu+ sεvtε), v〉 ds ≤ c− εtε < c,

o que é um absurdo. Observe que a contradição foi obtida pois estávamos supondo que
〈φ′(u), u〉 6= 0. Portanto a função u do Lema A.2 é um ponto crítico de φ e o Teorema A
está demonstrado.

Corolário 2.13. Sob as hipóteses do Teorema A, o Problema(P) possui uma solução
positiva u+ e uma solução negativa u−.

Demonstração: Defina
c+ := inf

v∈H1
0 (Ω)\{0},v≥0

max
t>0

φ(tv)

Então c+ ≥ c > 0, onde c é o nível do Teorema A. Se considerarmos (un+) ⊂ H1
0 (Ω)

uma sequência minimizante para c+ então, assim como fizemos no Lema A.1, mostramos
que (un+) é limitada e consequentemente

un+ ⇀ u+ 6= 0, em H1
0 (Ω).

Pelos mesmos argumentos utilizados no Lemas A.2 e na conclusão do Teorema A, u+ é um
ponto crítico de φ e é uma solução positiva para o Problema (P). Para a solução negativa
basta definir

c− := inf
v∈H1

0 (Ω)\{0},v≤0
max
t>0

φ(tv)

e proceder como acima.
Observação: É importante frisar que no Teorema A a aplicação φ(tu) pode ter mais de
um ponto crítico, diferente daquilo que é afirmado na demonstração deste mesmo teorema
em [15]. Para que haja apenas um ponto crítico de φ(tu) é necessária a hipótese (f5).
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2.3 Demonstração do Teorema B

Novamente, vamos dividir a demonstração do Teorema B em dois lemas e uma con-
clusão. Lembremos que as hipóteses do Teorema B são (f1)-(f5), logo essas serão as
hipóteses dos dois lemas abaixo.

Defina
c1 := inf

v± 6=0

{
max
t>0

φ(tv+) + max
t>0

φ(tv−)
}
. (2.14)

Temos, pelas propriedades do ínfimo,

c1 ≥ inf
v+ 6=0

max
t>0

φ(tv+) + inf
v− 6=0

max
t>0

φ(tv−) ≥ c+ c = 2c > 0. (2.15)

A equação (2.15) nos garante que c1 está bem definido e que a solução que procuramos
não está no mesmo nível da solução do teorema anterior.

Observe que dada u ∈ H1
0 (Ω), é sempre possível escrever φ(u) da seguinte maneira

φ(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x)| dx+

∫
Ω

F (x, u) dx

=
1

2

∫
{u≥0}

|∇u(x)| dx+

∫
{u≥0}

F (x, u) dx+
1

2

∫
{u<0}

|∇u(x)| dx+

∫
{u<0}

F (x, u) dx

=
1

2

∫
{u≥0}

|∇u+(x)| dx+

∫
{u≥0}

F (x, u+) dx+
1

2

∫
{u<0}

|∇u−(x)| dx+

∫
{u<0}

F (x, u−) dx

= φ(u+) + φ(u−).

Considere (un) ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência minimizante para c1 tal que φ(un) → c1

quando n→∞ e que também satisfaça

φ(u+
n ) = max

t>0
φ(tu+

n ) > α > 0,

φ(u−n ) = max
t>0

φ(tu−n ) > α > 0,

onde α é dado pelo Teorema do Passo da Montanha.
Do mesmo modo que no Lema A.1 mostra-se que a sequência (un) é limitada e conse-

quentemente (u+
n ) e (u−n ) também são limitadas. Então, a menos de subsequência, temos
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un ⇀ u, u+
n ⇀ v1 e u−n ⇀ v2 em H1

0 (Ω), onde v1 ≥ 0 e v2 ≤ 0.

Lema B.1 As funções v1 e v2 acima são tais que v1 = u+ 6= 0, v2 = u− 6= 0.
Demonstração: Dada y ∈ H1

0 (Ω) temos

〈y, un〉 =
〈
y, u+

n

〉
+
〈
y, u−n

〉
→ 〈y, v1〉+ 〈y, v2〉 = 〈y, v1 + v2〉 .

Como un ⇀ u, pela unicidade do limite concluímos que

〈y, (v1 + v2)− u〉 = 0, ∀ y ∈ H1
0 (Ω).

Sendo assim, v1 = u+ e v2 = u−, pois a decomposição de u como soma de uma função não
negativa e outra não positiva é única. Além disto, argumentando como na demonstração
do Teorema A encontramos α± tais que

0 < α± < ‖u±n ‖ =

∫
Ω

u±n f(x, u±n )dx→
∫
Ω

u±f(x, u±)dx

Isto conclui a demonstração do Lema B.1.

Do Lema B.1 também concluímos que u 6= 0. Aplicando o Teorema 2.12 às funções
u± ∈ H1

0 (Ω), encontramos únicos s± ∈ R, s± > 0 tais que

φ(s±u±) = max
t>0

φ(tu±) = c± > 0.

Lembre que o Teorema 2.12 nos diz que os pontos s± são os únicos para os quais a derivada
d

dt
φ(tu±) se anula, respectivamente. Defina

w := s+u+ + s−u−. (2.16)

Note que é sempre possível fazer a decomposição

φ(w) =
1

2

∫
{w≥0}

|∇w|2 dx−
∫

{w≥0}

F (x,w) dx+
1

2

∫
{w<0}

|∇w|2 dx−
∫

{w<0}

F (x,w) dx.

= φ(w+) + φ(w−).

Lema B.2 Considere a função w ∈ H1
0 (Ω) definida em (2.16). Então φ(w) = c1.

Demonstração: Escrevendo φ(w) como acima e utilizando a semi-continuidade inferior



2.3 Demonstração do Teorema B 35

fraca de φ, Lema 2.10, temos

c1 ≤ φ(w) = φ(w+) + φ(w−) = φ(s+u+) + φ(s−u−)

≤ lim inf
n→∞

φ(s+u+
n ) + lim inf

n→∞
φ(s−u−n )

≤ lim inf
n→∞

φ(u+
n ) + lim inf

n→∞
φ(u−n )

≤ lim inf
n→∞

{φ(u+
n ) + φ(u−n )}

= lim inf
n→∞

φ(un) = c1.

Então φ(w) = c1 e o Lema B.2 está demonstrado.

Nos resta mostrar que w é solução do Teorema B. Argumentando como na Seção 2.2,
se w não fosse um ponto crítico de φ, existiria ϕ ∈ C∞0 (Ω) tal que

〈φ′(w), ϕ〉 = −2.

Afirmamos que existe δ > 0 tal que se |t− 1|+ |s− 1| ≤ δ e 0 ≤ ε ≤ δ então

〈
φ′(tw+ + sw− + εϕ), ϕ

〉
≤ −1. (2.17)

De fato, se não existisse tal δ seria possível construir sequências (tn), (sn), (εn) ⊂ R tais
que tn → 1, sn → 1, εn → 0 e

〈
φ′(tnw

+ + snw
− + εnϕ), ϕ

〉
> −1, ∀ n ≥ 1.

Tomando o limite, quando n→∞, na expressão acima e utilizando a continuidade de φ′

chegamos a uma contradição pois

−1 < lim
n→∞

〈
φ′(tnw

+ + snw
− + εnϕ), ϕ

〉
=
〈
φ′(w+ + w−), ϕ

〉
= 〈φ′(w), ϕ〉 = −2.

Escolhendo um δ > 0 tal que (2.17) seja verdade, defina o conjunto
D = {(t, s) ∈ R2 ; |t− 1| ≤ δ, |s− 1| ≤ δ} e considere uma função contínua η : D → [0, 1]

tal que

η(t, s) =

{
1, se |t− 1| ≤ δ/4 e |s− 1| ≤ δ/4

0, se |t− 1| ≥ δ/2 ou |s− 1| ≥ δ/2.
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Para (t, s) ∈ D defina Q : D → H1
0 (Ω) como

Q(t, s) = tw+ + sw− + δη(t, s)ϕ.

É imediato verificar que Q ∈ C(D,H1
0 (Ω)). Defina também as funções G(u) = 〈φ′(u), u〉

para u ∈ H1
0 (Ω) e H : D → R2

H(t, s) =
(
G
(
[Q(t, s)]+

)
, G
(
[Q(t, s)]−

))
.

Conclusão do Teorema B
Verificaremos que a função w definida em (2.16) é solução do Teorema B. Para tal

vamos utilizar as definições, propriedades e resultados apresentados na Seção 1.3.
Vimos que w± 6= 0. Sendo assim as aplicações t 7→ φ(tw±) assumem um máximo, os

quais podemos assumir, sem perda de generalidade, que ocorrem em t = 1.
Como φ é de classe C1 e Q ∈ C(D,H1

0 (Ω)) segue que H ∈ C(D,R2). Se |t − 1| = δ

ou |s− 1| = δ então η(t, s) = 0 e Q(t, s) = tw+ + sw−. Desse modo,

H(t, s) =
(
G(tw+), G(sw−)

)
6= (0, 0). (2.18)

De fato, como t 6= 1, pelo Corolário 2.8 e pelo Teorema 2.12 segue que G(tw+) > 0 se
t = 1 + δ e G(tw+) < 0 se t = 1− δ. O mesmo vale se t é substituído por s.

Note também que deg(H, int(D), (0, 0)) está bem definido. Considere agora a função

h(r) = 1− r. (2.19)

Observe que as funções h(r) e 〈φ′(rw±), rw±〉 terão o mesmo sinal. De fato:
Se r < 1 então h(r) > 0 e φ(rw±) é crescente, logo 〈φ′(rw±), rw±〉 > 0.

Se r = 1, então h(r) = 0 e 〈φ′(rw±), rw±〉 = 0.

Se r > 1, então h(r) < 0 e φ(rw±) é decrescente, logo 〈φ′(rw±), rw±〉 < 0.

Considere a homotopia

Hλ(t, s) =
(
λh(t) + (1− λ)G

(
[Q(t, s)]+

)
, λh(s) + (1− λ)G

(
[Q(t, s)]−

))
, λ ∈ [0, 1].

Vimos que, se (t, s) ∈ ∂D, H0(t, s) = (G(tw+), G(sw−)) 6= (0, 0). Além disso H1(t, s) =
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(h(t), h(s)) e como (t, s) ∈ ∂D, por (2.19), segue que

h(t) =

{
δ, se t = 1− δ
−δ, se t = 1 + δ.

Portanto, H1(t, s) 6= (0, 0) quando (t, s) ∈ ∂D. Na verdade temos

Hλ(t, s) 6= (0, 0), ∀ (t, s) ∈ ∂D, ∀ λ ∈ [0, 1].

Para λ = 0 e λ = 1 é o que foi feito acima. Se λ ∈ (0, 1) então basta usar o fato que
h(t) e 〈φ′(tw±), tw±〉 têm sempre o mesmo sinal, garantido pela hipótese (f5), de onde
concluímos que Hλ(t, s) não se anula sobre ∂D.

Observação: Note que usamos fortemente a hipótese (f5) para verificar as afirmações
acima. Sem esta hipótese não teríamos meios de prosseguir com a demonstração pois não
teríamos apenas um ponto crítico de φ(tu). Poderia até mesmo existir uma sequência de
pontos de sela antes do único ponto de máximo desta aplicação(dado pelo Lema 2.8).

Então H(t, s) e (h(t), h(s)) são homotópicos sobre ∂D. Como o grau é invariante por
homotopias, segue que

deg(H, int(D), (0, 0)) = deg((h(t), h(s)), int(D), (0, 0)) = (−1)2 = 1.

Logo, existe (t, s) ∈ int(D) tal que H(t, s) = (0, 0), isto é: 〈φ′[Q(t, s)]±, [Q(t, s)]±〉. Daqui
em diante vamos fixar um (t, s) para o qual H(t, s) = (0, 0). Temos

c1 ≤ max
r>0

φ(rQ(t, s)+) + max
r>0

φ(rQ(t, s)−) = φ(Q(t, s)+) + φ(Q(t, s)−) = φ(Q(t, s))

Por outro lado, usando o Teorema Fundamental do Cálculo e a desigualdade em (2.17)
concluímos que

φ(Q(t, s))− φ(tw+ + sw−) =

∫ 1

0

〈
φ′
(
tw+ + sw− + θδη(t, s)ϕ

)
, δη(t, s)ϕ

〉
dθ ≤ −δη(t, s)

Se t 6= 1 ou s 6= 1, então

φ(Q(t, s)) ≤ φ (tw+ + sw−)− δη(t, s) = φ(tw+) + φ(sw−)− δη(t, s)

< φ(w+) + φ(w−)− δη(t, s) = φ(w)− δη(t, s) ≤ c1
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Se t = s = 1, então

φ(Q(t, s)) ≤ φ(w+ + w−)− δ = c1 − δ < c1,

o que também é um absurdo. Portanto w é ponto crítico de φ.
Para concluir a demonstração do Teorema B basta mostrar que w tem apenas dois

domínios nodais. Vamos argumentar por absurdo. Suponha que existem Ωi, i = 1,2,3 ,
conjuntos abertos tais que wi = w∣∣

Ωi

satisfazem

w1 > 0, w2 < 0, w3 < 0.

Como 〈φ′(w), w〉 = 0 e como cada wi se anula fora de Ωi temos 〈φ′(wi), wi〉 = 0. Como
estamos supondo wi não nula e a hipótese (f5) é satisfeita, cada wi satisfaz

φ(wi) = max
t>0

φ(twi) > 0.

Considere v = w1 + w2. Então v+ = w1 6= 0 e v− = w2 6= 0. Assim

c1 ≤ max
t>0

φ(tv+) + max
t>0

φ(tv−) = φ(v+) + φ(v−) = φ(v) = φ(w1 + w2)

< φ(w1 + w2) + max
t>0

φ(tw3)

= φ(w1 + w2) + φ(w3) < φ(w) = c1,

o que é um absurdo. Portanto o Teorema B está demonstrado.



Capítulo

3
Soluções radiais com um número

pré-estabelecido de nós

Neste capítulo, sob as condições (f1) - (f5), vamos apresentar uma demonstração do
Teorema C com uma perspectiva diferente daquela utilizada por Bartsch e Willem [11]
para o Problema (P*) apresentado na introdução desta dissertação. O método aqui
utilizado nos dá uma caracterização global dos valores críticos das soluções radiais em
suas regiões nodais.

3.1 Espaço H1
rad(RN) e regularidade de soluções fracas

Ao utilizar métodos variacionais no estudo de equações diferenciais parciais é necessário
algum tipo de compacidade. Porém, nos problemas onde Ω não é limitado, por exemplo
Ω = RN , há uma perda de compacidade nas imersões de Sobolev e não conseguimos
as limitações nas sequências (PS). A fim de contornar esse problema, vamos estudar o
subespaço H1

rad(RN) das funções radiais de H1(RN). Como referências para esta seção,
citamos os trabalhos de Freitas [8], Kavian [10] e Brezis [6].

Definição 3.1. Dados Ω ⊂ RN radialmente simétrico e u ∈ L1
loc(Ω), dizemos que u é

uma função radial se existe f : [0,+∞)→ R tal que u(x) = f(|x|) para quase todo x ∈ Ω.

Definição 3.2. Definimos o espaço H1
rad(Ω) como

H1
rad(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) ; existe f : [0,+∞)→ R tal que u(x) = f(|x|)

}
.

Lema 3.3. O espaço C∞0 (RN) é denso em H1
rad(RN)
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Proposição 3.4. As seguintes imersões são contínuas

H1(RN) ↪→ Lp(RN), se 2 ≤ p <∞ , N = 1, 2. (3.1)

H1(RN) ↪→ Lp(RN), se 2 ≤ p < 2∗ , N ≥ 3. (3.2)

Proposição 3.5. H1
rad(RN) é um espaço de Hilbert.

Demonstração: Pela definição de função radial é imediato que 0 ∈ H1
rad(RN). Além

disso, se u1, u2 ∈ H1
rad(RN) e α ∈ R, temos

(u1 + αu2)(x) = u1(x) + αu2(x) = f1(|x|) + αf2(|x|) = g(|x|)

onde g = f1 +αf2. Então H1
rad(RN) é um espaço vetorial normado com a norma ‖·‖H1(RN )

Considere agora uma sequência de Cauchy (un) ⊆ H1
rad(RN). Como H1(RN) é um

espaço de Hilbert segue que

un → u para alguma função u ∈ H1(RN).

Pelas imersões em (3.1) e (3.2), a menos de subsequência, temos un(x)→ u(x) q.t.p. em
RN. Segue que

u(x) = lim
n→∞

un(x) = lim
n→∞

fn(|x|) = f(|x|),

para quase todo x ∈ RN . Portanto u ∈ H1
rad(RN) e a Proposição 3.5 está demonstrada.

Lema 3.6. (Desigualdade de Strauss) Seja u ∈ H1
rad(RN). Então, existe uma constante

dependendo apenas de N, c(N) > 0, tal que

|u(x)| ≤ c(N)|x|
1−N

2 ‖u‖H1(RN )

para quase todo x ∈ RN . Na verdade mostra-se que as funções de H1
rad(RN) possuem

representantes Hölder-contínuos com expoente 1/2 exceto na origem.

Teorema 3.7. Sejam N ≥ 2, p > 1 tais que (N − 2)p < N + 2. Então a imersão

H1
rad(RN) ↪→ Lp+1(RN)

é compacta.

Corolário 3.8. Sejam N ≥ 2 um inteiro e 0 < R1 < R2 números reais. Considere o anel

Ω :=
{
x ∈ RN ; R1 < |x| < R2

}
.
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Então, para 1 ≤ q <∞, as seguintes imersões são compactas

H1
rad(Ω) ↪→ Lq(Ω) ↪→ C(Ω).

Lema 3.9. Suponha F ∈ C1(R), com F ′ limitada. Suponha que Ω é limitado e u ∈
W 1,p(Ω) para algum 1 ≤ p ≤ ∞. Então v = F (u) ∈ W 1,p(Ω) e

vxi = F ′(u).uxi , i = 1, . . . , N.

O mesmo resultado vale se Ω é ilimitado e F (0) = 0.

Lema 3.10. Se u ∈ W 1,p(Ω), c ∈ R e Ωc = {x ∈ Ω;u(x) = c}, então Du = 0 q.t.p. em
Ωc.

Demonstração: Defina g(x) = u(x)− c. Então g = 0 sobre Ωc. Além disso∫
Ω

|g(x)|p dx ≤
∫

Ω

(|u(x)|+ c)p dx ≤ 2p−1

∫
Ω

|u(x)|p dx+ 2p−1|c|p|Ω| <∞,

de onde vemos que g ∈ Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω). Como Dg = Du q.t.p. em Ω também temos

Dg ∈ Lp(Ω). Portanto g ∈ W 1,p(Ω). Como Dg = 0 em Ωc segue que Du = 0 q.t.p em Ωc

e o Lema 3.10 está demonstrado.

Os próximos dois teoremas podem ser encontrados em [6].

Teorema 3.11. Seja u ∈ W 1,p(Ω) , 1 ≤ p <∞, com supp(u) ⊂⊂ Ω. Então u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema 3.12. Suponha que Ω seja de classe C1. Seja u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) com 1 ≤
p <∞. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u = 0 sobre ∂Ω;

(ii) u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Inicialmente mostramos que (i) implica em (ii). Denote por S =

supp(u). Suponhamos primeiro que S é limitado. Seja G ∈ C1(R) uma função com
derivada limitada e satisfazendo

G(t) ≤ |t|, ∀ t ∈ R e G(t) =

{
0, se |t| ≤ 1,

t, se |t| ≥ 2.
(3.3)

Então, pelo Lema 3.9, un :=
G(nu)

n
∈ W 1,p(Ω), para n ≥ 1. Denote por Sn =

supp(un). Afirmamos que un → u em W 1,p(Ω). De fato, quando n→∞, temos

un → u, q.t.p. em Ω, e (3.4)
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|un|p =
|G(nu)|p

np
≤ |u|p ∈ L1(Ω) (3.5)

Se u(x) 6= 0, então G′(nu)→ 1 e

Dun = G′(nu)Du→ Du, q.t.p. em Ω (3.6)

Se u(x) = 0, pelo Lema 3.10, temos

Du = 0 e G′(0) = 0 de onde segue que Dun = 0 (3.7)

Utilizando as equações (3.4) - (3.7) e o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, concluímos que

un → u em W 1,p(Ω).

Por outro lado Sn ⊂
{
x ∈ Ω ; |u(x)| ≥ 1

n

}
= A.

Afirmamos que A é compacto. De fato, se (xk) é uma sequência em A tal que xk → x,
então

1

n
≤ |u(xk)| → |u(x)|,

e consequentemente x ∈ A. Além disso A ⊂ S, e estamos supondo S limitado. Portanto,

Sn ⊂ ⊂ Ω.

Pelo Teorema 3.11 segue que u ∈ W 1,p
0 (Ω).

No caso em que S não é limitado, basta considerar a sequência ξnu de truncamentos
de u, onde

ξn(x) = ξ
(x
n

)
, n = 1, 2, . . . , ξ ∈ C∞0 (RN), 0 ≤ ξ ≤ 1, e ξ(x) =

{
1, se |x| ≤ 1

0, se |x| ≥ 2

Então, ξnu ∈ W 1,p(Ω). Além disto, |ξu| ≤ |u| ∈ Lp(Ω) e

ξn(x)u(x) = ξ
(x
n

)
u(x)→ u(x) q.t.p. em Ω,

de onde segue que ξnu→ u em Lp(Ω).
De maneira análoga, mostra-se que ξnDu→ Du em Lp(Ω) e assim

‖D(ξnu)−Du‖Lp ≤
C

n
‖u‖Lp + ‖ξnDu−Du‖Lp → 0.
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Portanto,
ξnu→ u em W 1,p(Ω)

Note também que supp(ξnu) ⊂⊂ Ω. Sendo assim ξnu ∈ W 1,p
0 (Ω) e pela convergência

acima concluimos que u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Para mostrar que (ii) implica (i) utilizaremos alguma notações.

RN
+ = {x = (x′, xN) ; xN > 0}

Q = {x = (x′, xN) ; |x′| < 1 e |xN | < 1}
Q+ = Q ∩ RN

+

Q0 = {x = (x′, xN) ; |x′| < 1 e xN = 0}

Utilizando cartas locais, basta mostrar que se u ∈ W 1,p
0 (Q+) ∩ C(Q+), então u = 0

sobre Q0.
Considere uma sequência (un) ⊂ C1

0(Q+) tal que un → u em W 1,p(Q+). Para
(x′, xN) ∈ Q+ temos,

|un(x′, xN)| ≤
∫ xN

0

∣∣∣∣∂u(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dt (3.8)

e, para 0 < ε < 1,

1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

|un(x′, xN)| dx′ dxN ≤ 1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

∫ xN

0

∣∣∣∣∂u(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dtdx′dxN
≤ 1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

∫ ε

0

∣∣∣∣∂un(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dtdx′dxN
=

1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

∣∣∣∣∂un(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dtdx′ · ∫ ε

0

dxN

=

∫
|x′|<1

∫ ε

0

∣∣∣∣∂un(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dtdx′
Fixado ε e tomando o limite quando n→∞ na seguinte expressão

1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

|un(x′, xN)| dx′ dxN ≤
∫
|x′|<1

∫ ε

0

∣∣∣∣∂un(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dt dx′
obtemos, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

1

ε

∫
|x′|<1

∫ ε

0

|u(x′, xN)| dx′ dxN ≤
∫
|x′|<1

∫ ε

0

∣∣∣∣∂u(x′, t)

∂xN

∣∣∣∣ dt dx′
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Fazendo ε→ 0, lembrando que u ∈ C(Q+) e
∂u

∂xN
∈ L1(Q+), temos

∫
|x′|<1

|u(x′, 0)| dx′ = 0

Pela igualdade acima concluimos que u = 0 sobre Q0. Portanto o Teorema 3.12 está
demonstrado.

Os próximos dois resultados podem ser encontrados em [7].

Teorema 3.13. (Brezis-Kato) Sejam Ω ⊂ RN um aberto limitado e g : Ω× R→ R uma
função de Caratheodóry. Suponha que existe a(x) ∈ L

N
2
loc(Ω) tal que

|g(x, s)| ≤ a(x)(1 + |s|) para quase todo x ∈ Ω,∀ s ∈ R.

Se u ∈ H1
loc(Ω) é solução fraca de

−4u = g(x, u), em Ω,

então u ∈ Lqloc(Ω), para todo q < ∞. Se u ∈ H1
0 (Ω) e a ∈ LN

2 (Ω), então u ∈ Lq(Ω) para
todo q <∞.

Teorema 3.14. (Agmon-Douglis-Nirenberg) Suponha que Ω ⊂ RN é limitado e u ∈ H1
0 (Ω)

é solução fraca de {
−∆u = f(x)

u ∈ H1
0 (Ω)

Se ∂Ω é limitada e f ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞, então u ∈ W 2,p(Ω).

Antes de enunciar o próximo lema, serão necessárias algumas definições. Considere o
operador uniformemente elíptico dado por

Lu := −
N∑

i,j=1

ai,j(x)uxiuxj + a0(x)u,

definido em Ω ⊂ RN um domínio limitado. Vamos admitir ai,j = aj,i, ai,j, a0 ∈ L∞(Ω)

e a0(x) ≥ 0 . À este operador vamos associar a forma bilinear a : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) → R
definida por

a[u, v] =

∫
Ω

N∑
i,j=1

ai,j · uxivxj + a0(x)uv, (3.9)
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onde ai,j, u e v são funções que dependem da variável x e a integração é feita com respeito
a esta variável.

Esta forma bilinear define um produto interno em H1
0 (Ω) equivalente ao usual pois

satisfaz
a[u, v] = a[v, u], |a[u, v]| ≤ c‖u‖ · ‖v‖, |a[u, u]| ≥ d‖u‖2.

Definição 3.15. Dizemos que um domínio Ω ⊂ RN satisfaz a condição da esfera interior
em x0 ∈ ∂Ω se existe uma bola B ⊂ Ω com x0 ∈ B.

No próximo lema a expressão a[·, ·] se refere à forma bilinear definida em (3.9). O
seguinte resultado está em [4].

Lema 3.16. (Lema de Höpf para funções de classe C1) Seja u ∈ C1(Ω) e admita que
a[u, ψ] ≤ 0 para toda ψ ∈ H1

0 (Ω), ψ ≥ 0. Suponha que ∂Ω satisfaz a condição da esfera
interior em x0 ∈ ∂Ω e u(x0) > u(x) para cada x ∈ Ω. Então a derivada normal exterior

de u em x0 satisfaz
∂u

∂ν
(x0) > 0, desde que u não seja constante em Ω e u(x0) ≥ 0. A

última restrição não é necessária quando a0(x) = 0.

Demonstração: Considere BR(y) ⊂ Ω uma bola aberta de raio R centrada em y e tal
que {x0} = BR(y) ∩ ∂Ω. Fixe ρ tal que 0 < ρ < R e considere a função auxiliar

v(x) = e−αr
2 − e−αR2

, r = |x− y|, (3.10)

definida no anel Γ = BR(y)\Bρ(y), onde α será escolhido posteriormente.
Defina w(x) = u(x)− u(x0) + εv(x), para ε > 0 pequeno, em Γ. Vamos admitir que u

não é constante em Ω.
Então,

w(x) = u(x)− u(x0) + εv(x) ≤ 0, sobre ∂BR(y),

e sobre ∂Bρ(y) podemos escolher ε suficientemente pequeno para que tenhamos w(x) < 0.
Pelas hipóteses a[u, ψ] ≤ 0, u(x0) ≥ 0 e pelo Teorema do Divergente temos

a[w,ψ] =

∫
Γ

[∑
ai,jwxiψxj + a0(x)w · ψ

]

=

∫
Γ

[∑
ai,juxiψxj + a0(x)u · ψ

]
+ ε
[∑

ai,jvxiψxj + a0(x)v · ψ
]
−
∫

Γ

a0(x)u(xo)ψ

≤ ε

∫
Γ

[∑
ai,jvxiψxj + a0(x)v · ψ

]
= −ε

∫
Γ

ψ
[∑

ai,jvxixj − a0(x)v
]
.
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Observe que se a0(x) = 0 então
∫
Γ

a0(x)u(x0)ψ = 0 e não é necessária nenhuma restrição

quanto ao sinal de u(x0).
Substituindo vxixj = 4α2xixje

−αr2 e a função v na expressão acima, segue que

a[w,ψ] ≤ −ε
∫
Γ

[
e−αr

2
(∑

ai,j4α
2xixj − a0(x)

)
+ a0(x)e−αR

2
]
.

Pela condição de elipticidade de L basta escolher α > 0 suficientemente grande para
que se tenha a[w,ψ] ≤ 0, para toda ψ ∈ H1

0 (Γ), ψ ≥ 0. Novamente usando o princípio

do máximo forte, concluímos que w(x) < 0 em Γ e assim devemos ter
∂w

∂ν
(x0) ≥ 0.

Deste modo
∂u

∂ν
(x0) ≥ −ε∂v

∂ν
(x0) > 0, e isto conclui a demonstração do lema.

3.2 Definições e notações preliminares

Lembremos que soluções do Problema (P*) correspondem aos pontos críticos do fun-
cional

φ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
RN

F (|x|, u) dx,

onde o espaço X = H1
rad(RN) está munido do seguinte produto interno

〈u, v〉 =

∫
RN

(∇u · ∇v + u · v) dx.

Note que mesmo trabalhando em RN o funcional φ é de classe C1. De fato, a presença
do termo |s| na condição de crescimento de f (veja Lema 1.13) e as imersões (3.1) e (3.2)
nos permitem aplicar o Lema 2.4 mesmo estando num conjunto ilimitado.

Definição 3.17. Dada u ∈ X, diremos que ρ > 0 é um nó da função u se u(ρ) = 0.

Definição 3.18. Para 0 ≤ ρ < σ ≤ ∞, definimos o conjunto Ωρ,σ como

Ωρ,σ := int
{
x ∈ RN ; ρ ≤ |x| < σ

}
Na próxima seção, trabalharemos na variedade de Nehari

N = {u ∈ X ; u 6= 0, G(u) = 〈φ′(u), u〉 = 0} .
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Note que para o Teorema C assumimos a hipótese (f5), logo N é uma variedade de classe
C1.

Se trocarmos RN por Ωρ,σ e H1(RN) por H1
0 (Ωρ,σ), então os respectivos conjuntos X

e N serão denotados por

Xρ,σ = H1
0,rad(Ωρ,σ) e Nρ,σ = {u ∈ Xρ,σ ; u 6= 0, G(u) = 〈φ′(u), u〉 = 0} .

Para u ∈ Xρ,σ, definindo u(x) = 0 para x /∈ [ρ, σ], temos que u é radial e u ∈
H1

0 (Ωρ,σ) ⊂ H1
0 (RN) = H1(RN) . Assim Xρ,σ ⊂ X e consequentemente Nρ,σ ⊂ N . Na

próxima seção vamos demonstrar a existência da solução u+
k descrita no Teorema C.

Daqui em diante, para simplificar a leitura do texto, vamos utilizar as seguintes no-
tações: dados 0 ≤ ρj < ρj+1 e 0 ≤ ρnj < ρnj+1, os conjuntos Ωρj ,ρj+1

,Ωρnj ,ρ
n
j+1

e Ωρj−ε,ρj+1+ε

serão denotados por Ωj,Ωj,n e Ωε
j, respectivamente. Além disso, as funções un∣∣

Ωj,n

e

u∣∣
Ωj

serão denotadas por uj,n e uj, respectivamente. Finalmente, os conjuntos Nρnj ,ρnj+1
e

Nρj ,ρj+1
serão identificados por Nj,n e Nj.

Definição 3.19. Fixado k, definimos o conjunto N+
k como

N+
k :=

u ∈ X ;
existem 0 = ρ0 < ρ1 < · · · < ρk < ρk+1 =∞ tais que
(−1)ju∣∣

Ωj

≥ 0 e u∣∣
Ωj

∈ Nj para j = 0, 1, . . . , k


Definição 3.20. Definimos o valor c+

k como sendo

c+
k := inf

N+
k

φ.

Observamos que o ínfimo acima é o máximo de φ na direção radial.

3.3 Demonstração do Teorema C

O objetivo desta seção é mostrar que o valor c+
k , definido na seção anterior, é atingido

por uma função u+
k ∈ N

+
k . Por ser muito extensa, optamos por dividir a demonstração

do Teorema C em sete lemas e uma conclusão.
Observações iniciais: Defina em [0,∞)× R as funções

f+(r, u) =

{
f(r, u), se u ≥ 0

−f(r,−u), se u < 0
e F+(r, u) =

∫ u

0

f+(r, s) ds.



3.3 Demonstração do Teorema C 48

Trocando F por F+ na definição de φ, obtemos um novo funcional que será denotado
por φ+. Note que a função f+ definida acima é ímpar e, consequentemente, F+ é par.
Pelo Teorema A, o ínfimo

c+(ρ, σ) := inf
Nρ,σ

φ+ (3.11)

é atingido, desde que 0 ≤ ρ < σ <∞.
Como φ+(u) = φ+(|u|) segue que se u é um minimizante para a equação acima então

|u| também será. Logo, podemos assumir sempre que a função minimizante u da equação
(3.11) é uma solução positiva do problema{

−∆u+ u = f(|x|, u)

u ∈ Xρ,σ

(3.12)

De maneira análoga, se definirmos em [0,∞)× R as funções

f−(r, u) =

{
−f(r,−u), se u ≥ 0

f(r, u), se u < 0
e F−(r, u) =

∫ u

0

f−(r, s) ds.

obtemos um novo funcional φ− ao substituírmos F por F− na definição de φ. Novamente
o Teorema A implica que o ínfimo

c−(ρ, σ) := inf
Nρ,σ

φ−

é atingido por minimizantes negativos que serão as soluções negativas de (3.12).
Feitas estas observações, iniciamos a demonstração do Teorema C.
Seja (un) ⊂ N+

k uma sequência minimizante para c+
k . Pelos mesmos argumentos do

Teorema A é possível mostrar que a sequência (un) é limitada. Como (un) ⊂ N+
k , existem

0 = ρn0 < ρn1 < · · · < ρnk < ρnk+1 =∞

tais que
(−1)juj,n ≥ 0 e uj,n ∈ Nj,n, para j = 0, . . . , k. (3.13)

Segue que, para cada n ≥ 1, a seguinte igualdade é satisfeita

‖uj,n‖2 =

∫
Ωj,n

uj,nf(r, uj,n) dx.

Observe que o Lema 2.6 vale mesmo num domínio ilimitado pela presença do termo
|s| na condição de crescimento de f (Lema 1.13) e pelas imersões em (3.1) e (3.2). Como
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f satisfaz (f1) - (f4), pelo Lema 2.6 segue que 0 é um ponto de mínimo local estrito de φ.
Sendo assim existe δ > 0 tal que ‖u‖ ≥ δ, para toda u ∈ N .

De maneira análoga ao que foi feito no Lema 1.13, usando as condições (f1) - (f4) e
fixado p ∈ (2, 2∗), dado ε > 0 existe uma constante c > 0 tal que

|f(x, s)| ≤ ε|s|+ c|s|p−1 + ε|s|2∗−1, para quase todo x ∈ RN , ∀ s ∈ R.

Com esta condição de crescimento, temos∫
Ωj,n

uj,nf(r, uj,n) dx ≤ ε

∫
Ωj,n

|uj,n|2 + c

∫
Ωj,n

|uj,n|p + ε

∫
Ωj,n

|uj,n|2
∗
. (3.14)

Se j = 0 então Ω0,n é limitado e pelo Teorema 1.6 item i’ concluímos que H1
0 (Ω0,n) ↪→

Lq(Ω0,n) para q ∈ [1, 2∗]. Para j ≥ 1 basta aplicar o Corolário 3.8 e obter a imersão
H1

0 (Ωj,n) ↪→ Lq(Ωj,n), que é compacta para q ∈ [1,∞). Então, para q = 2 e q = 2∗,
existem constantes c1 e c2, respectivamente, tais que

‖uj,n‖2
L2 ≤ c1‖uj,n‖2 , ‖uj,n‖2∗

L2∗ ≤ c2‖uj,n‖2∗

Substituindo estas desigualdades na expressão (3.14), obtemos

‖uj,n‖2 ≤ εc1‖uj,n‖2 + c

∫
Ωj,n

|uj,n|p dx+ εc2‖uj,n‖2‖uj,n‖2∗−2.

Utilizando a limitação da sequência (un), isto é ‖un‖ ≤M , podemos escrever

‖uj,n‖2 ≤ εc1‖uj,n‖2 + c

∫
Ωj,n

|uj,n|p dx+ εc2‖uj,n‖2M2∗−2.

‖uj,n‖2
(
1− εc1 − εc2M

2∗−2
)
≤ c

∫
Ωj,n

|uj,n|p dx.

Então, como ε é arbitrário, basta escolher ε que satisfaça ε
(
c1 + c2M

2∗−2
)
<

1

2
e assim

obter
0 < δ2 ≤ ‖uj,n‖2 ≤ c3

∫
Ωj,n

|uj,n|p dx. (3.15)

Lema C.1 A sequência (ρnj )n satisfaz

(i) (ρnj )n é limitada para j = 0, . . . , k;
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(ii) A sequência (ρnj+1 − ρnj )n não pode convergir para 0 quando n → ∞, para j =

0, . . . , k − 1.

Demonstração: Para o item (i) é suficiente considerar j = k. Pela desigualdade de
Strauss (Lema 3.6) e pela limitação da sequência (un) temos

|uk,n(x)| ≤ c(N)|x|
1−N

2 ‖uk,n‖ ≤ c5|x|
1−N

2 , (3.16)

onde a constante c5 depende de N .
Integrando a equação acima sobre Ωk,n e usando coordenadas polares temos∫

Ωk,n

|uk,n|p ≤ c5

∫
Ωk,n

|x|
p(1−N)

2 dx = c5ωN

∫ ∞
ρnk

r
p(1−N)

2 · rN−1dr

= c5ωN

∫ ∞
ρnk

r(N−1)(1− p
2

)dr

=
c5ωN

(N − 1)(1− p
2
) + 1

r(N−1)(1− p
2

)+1
∣∣∣∞
ρnk

Agora, observe que

(N−1)
(2− p)

2
+1 < 0⇔ (N−1)(2−p) < −2⇔ 2−p < −2

N − 1
⇔ p >

2N − 2 + 2

N − 1
=

2N

N − 1
.

Como 2 <
2N

N − 1
< 2∗, basta escolher p tal que

2N

N − 1
< p < 2∗ para obter

∫
Ωk,n

|un(k)|p ≤
c5ωN

(N − 1)(1− p
2
) + 1

(ρnk)(N−1)(1− p
2

)+1.

Se (ρnk)n não é limitada, então ρnk →∞ quando n→∞. Pela expressão acima teríamos

0 < δ2 ≤ c3

∫
Ωk,n

|un(k)|p ≤
c5ωN

(N − 1)(1− p
2
) + 1

(ρnk)(N−1)(1− p
2

)+1 → 0

o que é um absurdo.

Agora, suponha que o item (ii) seja falso. Aplicando Hölder com expoentes
2∗

p
e

2∗

2∗ − p
, considerando a imersão H1

0 (Ωj,n) ↪→ L2∗(Ωj,n) e a limitação da sequência (un)n
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obtemos ∫
Ωj,n

|un|p dx ≤ ‖un‖pL2∗ · |Ωj,n|
2∗−p

2∗ ≤ c6‖un‖p · |Ωj,n|
2∗−p

2∗ ≤ c7|Ωj,n|

= c7ωN

∫ ρnj+1

ρnj

rN−1dr = c7ωN
rN

N

∣∣∣ρnj+1

ρnj

=
c7ωN
N

((
ρnj+1

)N − (ρnj )N)
Pelo item (i) a sequência (ρnk) é limitada. Se o item (ii) fosse falso, teríamos((

ρnj+1

)N − (ρnj )N)→ 0,

o que é um absurdo, pois

0 < δ2 ≤ c3

∫
Ωj,n

|un|p dx ≤
c8ωN
N

((
ρnj+1

)N − (ρnj )N)→ 0.

Portanto o Lema C.1 está demonstrado.

Até agora sabemos que a sequência (un) ⊂ X é limitada, X é um espaço de Hilbert e
X ↪→ Lr(RN) compactamente para r ∈ (2, 2∗) pelo Teorema 3.7. Disto podemos concluir
que existe u ∈ X tal que 

un ⇀ u em X

un → u em Lr(RN), r ∈ (2, 2∗)

un(x)→ u(x) q.t.p. em RN .

(3.17)

Pelo Lema C.1 e as desigualdades 0 = ρn0 < ρn1 < · · · < ρnk < ρnk+1 = ∞ concluímos
que, a menos de subsequência,

0 = ρ0 < ρ1 < · · · < ρk < ρk+1 =∞,

onde ρj = lim
n→∞

ρnj .

Lema C.2 Considere a sequência minimizante (un) associada a c+
k . Então (uj,n) converge

fracamente para uj em X, para j = 0, . . . , k.
Demonstração: Inicialmente, vamos mostrar que uj ∈ H1

0 (Ωj). Usando o Lema 3.6 e a
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convergência de (ρnj )n segue que
u(ρnj )→ u(ρj).

Temos (un − u)(ρnj ) = −u(ρnj ), pois un(ρnj ) = 0. Novamente, pelo Lema 3.6 temos

lim
n→∞

(un − u)(ρnj ) = 0.

Segue que u(ρj) = 0. De maneira semelhante mostra-se que u(ρj+1) = 0. Pelo Corolário
3.8, uj ∈ C(Ωj) e pelo Teorema 3.12 segue que uj ∈ H1

0 (Ωj) para j = 1, . . . , k. Quando
j = 0 basta notar que sobre ∂Ω0 não há problemas quanto a continuidade de u.

De fato, escolhendo R > 0 tal que Ω0 ⊂⊂ BR(0) e considerando ψ ∈ C∞0 (BR(0)) tal
que 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ = 1 sobre Ω0 temos que u0 = u0.ψ. Além disto, u0.ψ ∈ H1(Ω0) e
supp(u0.ψ) ⊂⊂ Ω0. Pelo Teorema 3.11 segue que u0 ∈ H1

0 (Ω).
Como ρnj → ρj, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0 vale

|ρnj − ρj| <
ε

2
.

Para tal ε considere o conjunto Ωε
j definido na Seção 3.2. Então, para todo n ≥ n0,

Ωj,n ⊂ Ωε
j.

Tome ψ ∈ C∞0 (Ωε
j) tal que

ψ(x) =

{
1, x ∈ Ω

ε/2
j

0, x ∈ RN\
[
Ω

3ε/2
j

]
.

Então uj,n · ψ = uj,n ∈ X para todo n ≥ n0. Utilizando a limitação da sequência (un)

concluímos que a sequência (uj,n · ψ) é limitada para n ≥ n0. Logo existe w ∈ X tal que
uj,n · ψ ⇀ w em X e

uj,n · ψ → w, q.t.p. em RN . (3.18)

Por outro lado, usando o fato que un ⇀ u em X, Ωj,n ⊂ Ωε
j para n ≥ n0, Ωj ⊂ Ωε

j e ε é
arbitrário, temos que

uj,n · ψ = un

∣∣∣
Ωεj

→ u
∣∣∣
Ωεj

= uj, q.t.p. em RN . (3.19)

Por (3.18) e (3.19) segue que w = uj e o Lema C.2 está demonstrado.
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São consequências do Lema C.2, para j = 0, . . . , k,

uj,n → uj em Lr(RN), r ∈ (2, 2∗) e

uj,n(x)→ uj(x) q.t.p. em Ωj.

Como (un) ⊂ N+
k segue que (−1)j · un

∣∣∣
Ωj,n
≥ 0. Pelo Lema C.2, (−1)j · u

∣∣∣
Ωj
≥ 0.

Tomando o limite quando n → ∞ na expressão (3.15) e lembrando que p ∈ (2, 2∗)

temos

0 < δ2 ≤ c3‖uj,n‖pLp(RN )
≤ c3 ·2p−1 ·

(
‖uj,n − uj‖pLp(RN )

+ ‖uj‖pLp(RN )

)
→ c32p−1 ·

∫
RN

|uj|p dx

de onde concluímos que uj 6= 0 para j = 0, . . . , k.
Pelo Teorema 2.12 existem únicos αj > 0 tais que αjuj ∈ Nj, j = 0, . . . , k. Defina

u+
k :=

k∑
j=0

αjuj. (3.20)

Temos u+
k ∈ X, pois X é espaço vetorial. Além disto existem 0 = ρ0 < ρ1 < · · · <

ρk < ρk+1 =∞ tais que

(−1)ju+
k

∣∣∣
Ωj

= (−1)jαjuj ≥ 0, u+
k

∣∣∣
Ωj

= αjuj ∈ Nj.

Daí concluímos que u+
k ∈ N

+
k . Nosso objetivo é mostrar que u+

k é uma solução radial de
(P*) satisfazendo u+

k (0) > 0 e tendo nós

0 < ρ1 < · · · < ρk <∞.

Lema C.3 A função u+
k definida em (3.20) satisfaz φ(u+

k ) = c+
k .

Demonstração: Pelo Lema C.2 temos que

c+
k ≤ φ(u+

k ) = φ(
k∑
j=0

αjuj)

Note que cada uj se anula fora de Ωj e as fronteiras desses conjuntos têm medida
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N-dimensional nula. Escrevendo RN como a união disjunta RN =
k⋃
j=0

Ωj, segue que

φ(
k∑
j=0

αjuj) =
k∑
j=0

φ(αjuj).

Logo, assumindo novamente que o máximo de φ(tuj,n) é atingido em t = 1, obtemos

c+
k ≤ φ(u+

k ) =
k∑
j=0

φ(αjuj) ≤ lim inf
n→∞

k∑
j=0

φ(αjuj,n) ≤ lim inf
n→∞

k∑
j=0

φ(uj,n) = lim inf
n→∞

φ(un) = c+
k .

Portanto, φ(u+
k ) = c+

k = inf
N+
k

φ e o Lema C.3 está demonstrado.

Para j = 0, . . . , k definimos

εj =

{
+, se j é par
−, se j é ímpar

Considere o conjunto P εj , onde P± = {u ∈ X ; ±u ≥ 0}. Observe que, para cada j,
uj ∈ P εj .

Lema C.4 Para cada j = 0, . . . , k, a função αjuj é um minimizante do problema

inf
Nj∩P εj

φεj .

Demonstração: De início note que se j é par temos φεj = φ+ = φ e se j é ímpar temos
φεj = φ− = φ. Suponha que o Lema seja falso para algum j. Tomando, por exemplo,
j = 0, teríamos

φ(α0u0) = φ+(α0u0) > inf
N0∩P+

φ+.

Pelas observações feitas no início desta seção, existe v0 ∈ N0 que é um minimizante
positivo do problema

inf
N0

φ+.
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Sendo assim v0 é um minimizante de

inf
N0∩P+

φ+.

Tome ū = v0 +
k∑
j=1

φ(αjuj). Então ū ∈ N+
k e

c+
k ≤ φ(u) = φ(v0) +

k∑
j=1

φ(αjuj) < φ(α0u0) +
k∑
j=1

φ(αjuj) = φ(u+
k ) = c+

k ,

o que é um absurdo. Portanto o Lema C.4 está demonstrado.

Observe que para todo j = 1, . . . , k, a função φεj é par. Logo, tomar o ínfimo desta
função sobre Nj ∩ P εj ou só sobre Nj é irrelevante. Sendo assim αjuj também é um
minimizante do problema

inf
Nj
φεj .

Considere o problema (3.12), com ρ = ρj e σ = ρj+1. Levando em consideração
as observações feitas no início desta seção concluímos que αjuj é uma solução positiva
(respectivamente negativa) deste problema quando j é par (respectivamente ímpar).

Note que a função u+
k tem nós em ρj, para j = 1, · · · , k, pois nestes pontos a função

u troca de sinal.

Lema C.5 A função u+
k é de classe C1 sobre (ρj, ρj+1), para cada j = 0, . . . , k. Além

disto a função u+
k satisfaz

(i) u+
k (0) > 0;

(ii) (−1)ju+
k (x) > 0 para ρj < |x| < ρj+1 e j = 0, . . . , k;

(iii) (−1)j lim
|x|↑ρj

∂u+
k

∂|x|
(x) > 0 e (−1)j lim

|x|↓ρj

∂u+
k

∂|x|
(x) > 0 para j = 1, . . . , k.

Demonstração: Para demonstrar este lema vamos utilizar os Teoremas 3.13 (Brezis-
Kato) e 3.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Note que para mostrar que u é de classe C1

sobre (ρj, ρj+1), basta mostrar que u é de classe C1 sobre Bj := Bδ(x0), onde x0 ∈
(ρj, ρj+1) e δ > 0 é tal que Bj ⊂ Ωj.

Fixado j, considere um domínio U ⊂⊂ Bj. Na demonstração do Lema C.2 vimos que
uj ∈ H1

0 (Ωj) para j = 0, . . . , k. Deste modo temos uj ∈ H1
loc(Bj), ∀ j = 0, . . . , k. Dado



3.3 Demonstração do Teorema C 56

ε = 1 no Lema 1.13, existe C > 0 tal que

∫
U

∣∣∣∣f(x, uj)

uj

∣∣∣∣N2 dx ≤
∫
U

(2
N
2 + 2

N
2 C

N
2 |uj|

(2∗−2)N
2 ) =

∫
U

(2
N
2 + C

N
2 |uj|(2

∗)) <∞,

Tomando a(x) =
|f(x, uj)|
1 + |uj|

temos

∫
U

|a(x)|
N
2 =

∫
U

|f(x, uj)|
N
2

(1 + |uj|)
N
2

≤
∫
U

|f(x, uj)|
N
2

|uj|
N
2

<∞.

Pelo Teorema 3.13 (Brezis-Kato) segue que

uj ∈ Lqloc(Bj), ∀ q ≥ 1. (3.21)

Por outro lado, se s > N temos que (2∗ − 1) · s > 2. Novamente, dado ε = 1 no Lema
1.13, existe C > 0 tal que∫

U

|f(x, uj)|s dx ≤
∫
U

(|uj|+ C|uj|2
∗−1)s ≤

∫
U

2s−1|uj|s dx+

∫
U

2s−1C|uj|(2
∗−1)s

A penúltima integral é finita por (3.21) e a última integral é finita pois (2∗ − 1) · s > 2.
Usando o Teorema 3.14 (Agmon-Douglis-Nirenberg) concluímos que uj ∈ W 2,s(Bj),

para s > N. Como 2s > s > N , basta usar o Teorema 1.6 (iii) e obter

W 2,s(Bj) ↪→ C1,α(Bj). (3.22)

Como x0 foi arbitrário segue que uj ∈ C1(ρj, ρj+1), para j = 0, . . . , k.

Para demonstrar os itens (i) e (ii) basta aplicar o princípio do máximo (Teorema 8.19
de [5]). Para o item (iii) basta utilizar a imersão em (3.22) e o Lema 3.16 (Lema de
Hopf). Portanto o Lema C.5 está demonstrado.

Resta mostrar que u+
k é um ponto crítico de φ. A partir de agora vamos assumir que

αj = 1 para todo j. Se u+
k não fosse um ponto crítico de φ, existiria ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que〈

φ′(u+
k ), ϕ

〉
= −2.

Vamos fixar esta função ϕ para os próximos lemas.
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Lema C.6 Existe δ > 0 tal que, se |sj − 1| ≤ δ e 0 ≤ ε ≤ δ então a função

v(x) =
k∑
j=1

sjuj + εϕ

tem exatamente k nós 0 < ρ1(s, ε) < ρ2(s, ε) < · · · < ρk(s, ε) <∞.
Demonstração: Vamos mostrar que ρ1(s, ε) é um nó de v. Para os outros nós a demon-
stração é a mesma. Considere a seguinte vizinhança de ρ1, onde ρ1 é um nó de u,

V δ1
2

(ρ1) =

(
ρ1 −

δ1

2
, ρ1 +

δ1

2

)
.

Temos que v(x) = s1u1 + s2u2 + εϕ, sempre que x ∈ V δ
2
(ρ1). Utilizando o Lema C.5 e

escolhendo δ1 > 0 pequeno, temos

v∣∣
(ρ1−δ1/2, ρ1)

= s1u1 + εϕ > 0,

v∣∣
(ρ1, ρ1+δ1/2)

= s2u2 + εϕ < 0,

∂v(x)

∂|x|
< 0 sempre que x ∈ V δ1

2

(ρ1).

Pelo Teorema do Valor Intermediário existe x0 ∈ V δ1
2

(ρ1) tal que v(x0) = 0. Além
disto, não pode existir outro ponto x1 ∈ V δ1

2

(ρ1) tal que v(x1) = 0. De fato, se existisse

tal ponto teríamos x2 ∈ (x0, x1) tal que
∂v(x)

∂|x|
(x2) = 0, o que contradiz o Lema C.5.

Nos intervalos [0, ρ1 − δ1/2] e [ρ1 + δ1/2, ρ2 − δ/2] temos u1 > 0 e u2 < 0, respectiva-
mente. Assim, considerando um valor menor para δ1 se necessário, garantimos que nestes
intervalos v(x) não se anula. Segue que x0 é o nó ρ1(s, ε). Portanto o Lema C.6 está
demonstrado.

Lema C.7 Os nós ρj(s, ε) são contínuos em (s, ε) ∈ D × [0, δ], onde

D =
{
s = (s1, . . . , sk) ∈ Rk ; |sj − 1| ≤ δ, j = 1, . . . , k

}
.

Demonstração: Vamos demonstrar o Lema C.7 para j = 1. Os demais casos são
análogos. Considere sequências (sn) ⊂ D e (εn) ⊂ [0, δ] tais que sn → s0 em D e εn → ε0

em [0, δ].
Queremos mostrar que ρ1(sn, εn) → ρ1(s0, ε0). Suponha que isto não ocorre. Pela
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construção feita no Lema C.6 temos ρ1(sn, εn) ∈ V δ
2
(ρ1). Então, a menos de subsequência,

ρ1(sn, εn)→ ρ ∈ V δ
2
(ρ1).

Temos que (
k∑
j=0

snj uj + εnϕ

)
(ρ1(sn, εn)) = 0. (3.23)

Por outro lado,(
k∑
j=0

snj uj + εnϕ

)
(ρ1(sn, εn)) =

(
k∑
j=0

(snj − s0
j)uj + (εn − ε0)ϕ

)
(ρ1(sn, εn))

+

(
k∑
j=0

s0
juj + ε0ϕ

)
(ρ1(sn, εn)) .

Tomando o limite quando n → ∞ na expressão acima e utilizando a equação (3.23)
temos (

k∑
j=0

s0
juj + ε0ϕ

)
(ρ) = 0.

Pela unicidade dos nós da função v em V δ1
2

(ρ1), demonstrada no Lema C.6, concluímos
que ρ = ρ1(s0, ε0). Portanto o Lema C.7 está demonstrado.

Observe que 〈
φ′

(
k∑
j=0

sjuj + εϕ

)
, ϕ

〉
< 1. (3.24)

De fato, se a afirmação acima fosse falsa bastaria tomar uma sequência δn = 1/n no Lema
C.7. Ao fazer n→∞ teríamos sj → 1, ε→ 0 e usando a continuidade da derivada

−1 ≤ lim
n→∞

〈
φ′

(
k∑
j=0

sjuj + εϕ

)
, ϕ

〉
=
〈
φ′(u+

k ), ϕ
〉

= −2.

Para concluir a demonstração do Teorema C vamos escolher uma função contínua
η : D → [0, 1] tal que

η(t, s) =

{
1, se |sj − 1| ≤ δ/4, ∀ j.
0, se |sj − 1| ≥ δ/2, para pelo menos um j.
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Para s ∈ D defina a seguinte função

Q(s) =
k∑
j=0

sjuj + δη(s)ϕ.

Então Q ∈ C(D,X) e, para cada s ∈ D, Q(s) tem exatamente k nós

0 < ρ1(s) := ρ1(s, δη(s)) < · · · < ρk(s) <∞

e cada nó ρj(s) é uma função contínua. Defina também H : D → Rk como

H(s) = (H1(s), . . . , Hk(s)) ,

onde Hj(s) = G

((
k∑
i=0

siui + δη(s)ϕ

)∣∣
Ωj(s)

)
para j = 1, . . . , k e G(u) = 〈φ′(u), u〉 .

Então H ∈ C(D,Rk).
Conclusão do Teorema C

Iremos mostrar que a função u+
k definida em (3.20) é uma das soluções do Teorema

C. Fixado j, se |sj − 1| = δ então η(s) = 0 e, consequentemente, ρi(s) = ρi para todo
i = 1, . . . , k.

Assim Hj(s) = G(sjuj) = 〈φ′(sjuj), sjuj〉. Segue que se sj = 1 − δ < 1, então
Hj(s) > 0 e se sj = 1 + δ > 1, então Hj(s) < 0. Logo o grau deg(H, int(D), 0̃) está bem
definido, onde 0̃ representa a k-upla (0, . . . , 0).

Assim como fizemos na conclusão do Teorema B, vamos considerar a função h(r) =

1 − r. Se sj = 1 − δ < 1 então h(sj) > 0 e se sj = 1 + δ > 1 então h(sj) < 0. Portanto
h(sj) e Hj(s) têm o mesmo sinal sobre ∂D.

Considere, para λ ∈ [0, 1] e s ∈ D, a homotopia

Hλ(s) = (λh(s1) + (1− λ)H1(s), . . . , λh(sk) + (1− λ)Hk(s)) .

Fixe s ∈ ∂D. Se λ = 0, então H0(s) = H(s)∣∣
∂D

6= 0̃. Se λ = 1, H1(s) =

(h(s1), . . . , h(sk)) 6= 0̃. Se λ ∈ (0, 1), então h(si) e Hi(s) têm sempre o mesmo sinal
e portanto Hλ(s) 6= 0̃. Concluímos que H(s) e (h(s1), . . . , h(sk)) são homotópicos sobre
∂D.

Como o grau topológico é invariante por homotopias segue que

deg(H, int(D), 0̃) = deg
(
(1− s1, . . . , 1− sk), int(D), 0̃

)
= (−1)k 6= 0.
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Então existe s ∈ int(D) tal que H(s) = 0, ou seja Q(s) ∈ N+
k . Fixemos um s para o

qual Q(s) ∈ N+
k . Pela definição de c+

k temos

c+
k = inf

N+
k

φ ≤ φ(Q(s)).

Por outro lado, usando a desigualdade em (3.24) e o Teorema Fundamental do Cálculo

φ(Q(s)) = φ(
k∑
j=0

sjuj) +

∫ 1

0

〈
φ′(

k∑
j=0

sjuj + θδη(s)ϕ), δη(s)ϕ

〉
dθ ≤ φ(

k∑
j=0

sjuj)− δη(s).

Se |sj − 1| ≤ δ/2 para todo j então 0 < η(s) ≤ 1 e teríamos um absurdo pois

c+
k ≤ φ(Q(s)) < φ(

k∑
j=0

sjuj) =
k∑
j=0

φ(sjuj) ≤
k∑
j=0

φ(uj) = φ(u+
k ) = c+

k .

Se |sj − 1| > δ/2 para algum j então η(s) = 0 e também chegamos a uma contradição
pois

c+
k ≤ φ(Q(s)) ≤ φ(

k∑
j=0

sjuj) =
k∑
j=0

φ(sjuj) <
k∑
j=0

φ(uj) = φ(u+
k ) = c+

k .

Portanto u+
k é a solução desejada e a prova do Teorema C termina aqui.
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