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Resumo

Consideramos neste trabalho duas classes de problemas de equagoes diferenciais par-
ciais elipticas, ambas semilineares com termos singulares, superlineares e sublineares, en-
volvendo fungoes nao-negativas e localmente Holder continuas, sendo uma das classes

composta de uma equacao e a outra de duas equacoes.

Em relacao a esses problemas, mostramos a existéncia de solugoes positivas, inteiras
minimais, onde a demonstracao na primeira classe de problemas se baseia no uso de
Teorema de Sub e Supersolucao. No segundo caso, usamos Teoremas de Ponto Fixo,
como por exemplo, o Teorema de Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff em espagos vetoriais

topologicos de Hausdorff localmente convexos.

Palavras-chave: Subsolucao, Supersolugao, Solugoes Inteiras, Holder continua, Solugoes

classicas minimais, Problemas semilineares e Ponto Fixo.
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Abstract

In this work, two classes of problems are considered both semilinears with singular,
superlinear and sublinear terms envolving non-negative and locally Holder continuous

functions, where one class is compose to one equation and the other with two equations.

In these problems, we are showing the existence of positive, entire minimal solutions,
where the demonstration of the first class of the problem to be based on the usage of
lower-upper solution argument. In the second case, we use fixed-point Theorem, for
example, fixed-point Theorem of Schauder-Tychonoff in Hausdorff locally convex vectorial

topological spaces.

Keywords: Uppersolution, Lowersolutions, Entire solutions, Holder continuous, Classical

minimal solutions, Semilinear problem e Fixed-point.
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Introducao

Neste trabalho, nosso foco principal é investigar a seguinte classe de sistema de equa-

¢oes diferenciais parciais elipticas semilineares

(—Au= fila)u® + gi(w,u) + (@) P(v), R™,

(S) : —Av = fo(z)v* + g, v) + ho(x)v P(u), R™,
u,v >0, R":  wu(x),v(x) g 0,

\
onde A é o operador Laplaciano; o,y < 1 sdo constantes; as fungoes f;, h; : R — [0, c0)
sao localmente Holder continuas com expoente 6 € (0,1); ¢g; : R" x (0,00) — R ;i =1,2

e P:(0,00) — [0,00) ¢ uma funcdo continuamente diferenciavel; com n > 3.

Além disso, observamos que as variagoes em « e 7y e os comportamentos em g;(z, s) e
g2(x, s) podem levar a singularidade em s = 0 dos termos nao-lineares, isto é, comporta-

mentos do tipo lin% gi(z,s) = 400, i =1,2.

Estamos preocupados em estudar a existéncia de solugoes cléssicas, inteiras, positivas

e minimais para (), isto ¢, um par de funcgdes u,v : R” — (0, 00), (u,v) € C2Y(R") x

CHY(R™) que satisfazem as equagdes em (S) e adicionalmente

el < u(x),v(z) < colz|*™, |x| > 1, para alguns ci,cy > 0.

E bem conhecido que a equacdo de reacio-difusao

ou m
E—Au = f(A\u)

= Au(l —u) ouu(l —u)(Au—1), ete. , (t,z) € (0,+00) x Q,

com as condicoes iniciais e de fronteira

{ u(t,z) =0, (t,z) € (0,400) x 0L,
u(0,x) = ug(x), x €9,



tem sido investigada em conexao com o modelo de populag¢ao dindmica (veja Mottoni,
Schiaffino e Tesei [24], ¢ Gurtin e MacCamy [19]).

Para alguns modelos de populagao de duas espécies, mutualmente simbioticos, é ne-

cessario estudar sistemas de equagoes tais como

% — diAu™ = fi(x)u” + gi(x,u) + hy(x)u”P(v), R",
) (1)
a_: — o™ = o0 + gol@,v) + ho(2)PP(u), R,

onde 0 < p,u < m, dy,ds > 0 sao os coeficientes de difusao e g pode ser definida da

seguinte forma

gi(z,s) = gi(x)s™ com —m <o <0,

ou

gi(z,s) = —g;(x)s” com o > m.

As solugoes estacionarias para o sistema (1) em R" correspondem as solugoes inteiras de
um sistema na forma de (.5), ja que esse é o caso particular de forma estacionaria de (1)

com m = 1.

No sentido de mostrar a existéncia de solugoes para o sistema (S), primeiramente

obteremos existéncia de solugoes para seguinte classe de problemas

—Au = f(x)u® + g(x,u) + h(x)u?, R
(E) .
Tr|—00
u>0, R" wu(x) — 0,

onde os termos f, g, h satisfarao hipoteses apropriadas [Veja a pag. 25|. E tal como antes
estaremos interessados em provar a existéncia de solugoes classicas, inteiras, positivas e
minimais u para (F).

Problemas singulares elipticos incluidos em (E) aparecem no contexto de catalisado-
res heterogéneos, fluidos nao-Newtonianos e também na teoria de condugao de calor em

materiais condutores elétricos, veja [4], [8], [9], [16] para uma discussdo detalhada.

Para facilitar as notacoes, a seguir faremos algumas consideragoes. Dados A € R e

0 € (0,1) consideraremos

+o0
QM = {p €Cpe(R") [ p=0,p£0e / st () ds < +<>O}
1

onde

p*(r) =maxp(x), r >0

|z|=r



e adicionalmente, por ser usada nas demonstracoes dos resultados posteriores, também

denotaremos por p, a seguinte funcao,

p«(r) = min p(z), r > 0.

||=r
Casos particulares do problema (E) tém sido recentemente estudados por muitos autores.
No que segue, vamos citar alguns. Fukagai [15] em 1984 provou, para vy € (—1,0), que se
a € Q"?; entdo existe uma solucdo inteira, positiva e minimal para a equacio
—Au=a(x)u™, ze€R", n>3,

(2)

|z|—o0

u >0, R u(z) — 0.

Ele observou ainda que este resultado pode ser estendido a equagoes elipticas sublineares

da forma
Au A+ ar(z)u” + - + ap(x)u’ = 0 em R”,
u >0, R", u(x) el g
onde 0 <o, <1l,i=1,--- ,meajx),i=1---,m sdo fungdes positivas localmente

Holder continuas com expoente 6 € (0,1) em R™.

Em 1989, Edelson [11] estudou o problema (2) com v € (0,1), e demonstrou a exis-

téncia de uma soluc¢ao de (2) sob a hipotese
aeQ 0,

Esse resultado foi generalizado em 1993, por Shaker [33] para v > 0, via método de sub e

supersolugao.

Em 1996, Lair e Shaker [21] mostraram a existéncia de uma tnica solu¢éo do problema

(2), ainda considerando v > 0, sob a hipdtese menos restritiva para a, a saber

/ ra*(r) dr < oo.
0

Para termos mais gerais do que u”, com 7y < 1 em (2), que apresentem termos sublineares
em 0 e oo, referenciamos por exemplo, o trabalho de Gongalves e Santos [18], que também
estudaram a existéncia e o comportamento assintético das solugoes inteiras positivas do

problema
—Au=a(x)f(u), xR

(3)

|z|—o0

u >0, R u(x) — 0,
sendo a uma fungao positiva continua e f positiva Lipschitz, uma funcao singular em 0.

Entéo assumindo que a € CpY (R™) para 6 € (0,1),

loc
o
/ s a*(s) ds < oo;
1



& ¢ decrescente lim @ = 00, lim m
S s—0 8 s—o00 8

=0

em [18] foi provado que (3) tem uma solucdo u € C?(R"). Ainda foi abordado em [18]

loc

que com as técnicas usadas, é possivel tratar do caso mais geral
—Au = p(z)u + q(z)u”

com 0 < A\, v <1

Nesse sentido, em 1999, Cirstea e Radulescu [6] generalizaram os principais resultados
anteriores. Eles demonstraram a existéncia de uma tnica solugao u € C**(R"), a € (0, 1)
do problema (3) para nao linearidades da fungao f, ndo necessariamente decrescente,

satisfazendo:

f(s)

(1) 3 8 >0 tal que —— & decrescente em (0, 00);
s

+ 0

(17) f ¢é limitada numa vizinhaga do infinito;

Quanto a termos superlineares, por exemplo (u”,7y > 1), citaremos alguns trabalhos.

Em 1982, Ni [26] provou que a equagao (2), com 7 > 1, tem infinitas solugoes inteiras
positivas as quais sdo limitadas e limitadas longe do zero em R", se |a(z)| < ¢*(|z|) com

z € R" e ¢*(t) = O(t?) para p < —2 quando t — 0.

Kawano [20], em 1984, melhorou o resultado de Ni apresentando que, com v # 0
(permite ser negativo), a mesma conclusao de Ni ainda é valida se a condigao citada

anteriormente, a € Q7, é substituida por uma mais fraca

/OO to* (t)dt < oo para vy # 1, (4)
0

/OO to™(t)dt <n — 2 paray = 1. (5)
0

Naito [25], em 1984, afirma mais fortemente que, a equacao eliptica semilinear de segunda
ordem (3) tem solugao inteira u € C?*(R"), onde f é uma fungao localmente Holder
continua sobre R™ e a é um fun¢do localmente Lipschitz sobre (0,00), a qual é positiva
e nao-decrescente para u > 0. Neste artigo, ¢ também abordada a situagao em que
f(u) = u” com 7 positivo, e neste caso, se a condigao (4) ou (5) de Kawano ¢ satisfeita,
entao além de garantir a existéncia de infinitas solugoes inteiras positivas as quais sao
limitadas e limitadas longe do zero em R", afirma também que o limite da solugao inteira

positiva com |z| — oo pode estar arbitrariamente definida em um intervalo.



Uma observagao importante relativa a equagao (2) do tipo singular, é que tais equagoes
se originam da Teoria da camada limite de fluidos viscosos, veja Callegari e Nachman |[3]
e [4]. Neste trabalho, estaremos estudando sistemas elipticos do tipo misto, ou seja,

envolvendo termos superlineares e singulares.

Um dos objetivos deste trabalho é demonstrar que o problema (F) tem solugao minimal
sob hipéteses apropriadas nos poténciais f e h, e nos termos nao lineares, nos seguintes

casos particulares. Primeiro, tomaremos em (FE),
g(w,u) = glx)u™”, 0<p<1, (6)

onde g : R" — [0, 00) é uma fungao dada, isto ¢, em particular o problema (E) se torna

—Au = f(z)u® + g(x)u™? + h(z)u
(QY)

|z|—o00

u>0, R", 0

que foi estudado por Qiu e Yao [28], em 2006. Este resultado estéd enunciado no Teorema
(QY); abaixo.

Antes, consideremos a seguinte condigao
(Er) : fi(8) +9:(s) + hu(s) #0, s =0.

Teorema (QY);: Suponha que 0 < o, 3,y <1l e fe Q* ge QA% he@? para
algum 0 € (0,1) e (Ey). Entao (QY)1 possui uma unica solugdo. Isto é, existe u €

CH(R™) que satisfaz o problema (QY); e adicionalmente

loc
alr> ™" <ulz) < )z, |z| > 1, para alguns ci,cy > 0.

No segundo caso, tomaremos

glz,u) = —g(x)u”, B> 1, (7)
onde g : R” — [0, 00) é uma fungao dada. Assim, (E) se torna

—Au = f(z)u® — g(z)u’ + h(x)u?,
(CY)
u>0, R" wu(x) il o)

Entao temos o Teorema (CY'), devido a Chen e Yao [5]|. E, antes de enuncia-lo, conside-

remos as seguintes condigoes:

(Es) g(x) <cof(x), x€R" paraalgum c¢q > 0,



(E3) f«(8) + h«(s) # 0, para s > 0.

Teorema (CY);: Suponha que —oc0 < a,v < 1, 3 >1e f € Q%% h € Q" para

algum 6 € (0,1), (Ey) e (E5). Entao (CY); possui uma unica solug¢io. Isto €, existe
ue C2%(R"™) que satisfaz o problema (CY), e adicionalmente

|2—n

clo " < u(w) < eolz*, |w| > 1, para alguns ¢, cy > 0.

De volta a classe de sistemas (.9), faremos um breve historico do estudo de problemas a

ela correlacionados.

Yarur [34], em 1998 mostrou a existéncia de uma curva de ground states continuas
positivas radialmente simétricas e uma curva de ground states singular com a singularidade
no zero, para o sistema

—Au = p(|z]) f(v), R,

—Av =v(|z])g(u), R™.
Lembrando que a existéncia dessas curvas depende das condic¢oes sobre as fungoes f, g, p
e v. Serrin e Zou [31], em 1998, provaram a existéncia de ground states para um sistema

Hamiltoniano geral eliptico.

Figueiredo e Jianfu [14], em 1998, fizeram um estudo qualitativo das possiveis solugoes
do sistema de equacoes elipticas semilineares da forma
—Au = —u—+g(x,v), R"
—Av=—-v+ f(x,u), an
com n > 3, de acordo com hipoteses apropriadas em f e g. Observando que, afirmagoes

similares foram apresentadas por Clément [7] e Peletier e van der Vorst [27], em 1992,

para o caso de dominios limitados, no lugar do R".

O principal objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia de solugoes inteiras positivas
para o sistema (.5), o qual se divide em dois problemas que se correlacionam apresentando
solugoes que tém o mesmo comportamento assintotico. Entao teremos dois teoremas

principais que se diferem na defini¢ao das fungoes g, (z,u) e ga(x,v).
Assim, conforme em (6) e (7) teremos, na primeira situa¢ao
gi(z,u) = g;(x)u™", =12
Dai, segue que o problema (.S) se torna

[ —Au= fi(@)u® + gi(x)u" + by (2)u? P(v), R™,

(QY)s : —Av = fo(x)v® + go(x)v ™8 + hy(z)vYP(u), R”,

u,v >0, R"  wu(z),v(x) iy



que foi estudado por Qiu e Yao [28], em 2006.

De forma analoga a (7), definimos
gi(z,u) = —gi(z)u?, i=1,2,
dai segue que o sistema (.5) ficara assim
(—Au= fi(x)u® — g (z)u’ + hi(x)u’P(v), R,
(CY)y: —Av = fo(x)v® — go(2)v® + ho(2)vY P(u), R,

|z|—o0

0

u,v >0, R"  wu(z),v(x)

o qual foi estudado por Chen e Yao [5], em 2006.

Considere as seguintes hipoteses

(Sh) : /100 st (5) PY(s)ds < 400,  P*(s) = max P(®(|z|))

lz|=s

fi.(s) + gi.(s) + hi(s) # 0, para s >0,

(S2) P:R, — R, ¢ uma funcdo continua diferenciavel tal que

IN€(0,1—7)talque VK >1ecc[K ' K],

P(cs) < K*P(s),V¥s > 0.

Teorema (QY ),: Suponha que 0 < «, 3,7 < 1 sdo constantes, f; € Q%Y g, € QP9

(S1) e (S2). Entao, o sistema (QY)y possui solugao. Isto é, existem u,v € C’2’9(R”) que

loc

satisfazem o sistema (QY)s e adicionalmente
alrP ™" < u(x),v(r) < colz|*™,  |x| > 1, para alguns ci,cp > 0.

O outro teorema principal deste trabalho foi demonstrado por Chen e Yao [5], em 2006,

os quais também estudaram um caso particular do sistema (S). Sob as seguintes hipoteses

(S3) gi(x) < ¢ fi(z),x € R™ para constantes ¢; > 0,

(54) N
/ ST () P52 ds < oo,
1

fi.(s) # 0 para s > 0,



(S5) P : (0,00) — [0,00) é uma funcdo continuamente diferenciavel tal que uma das

seguintes condigoes é satisfeita:

(i) P & nao-crescente e existe § > 0 tal que VK > 1, P(K~'s) < K°P(s),Vs > 0

(ii) P é nao-decrescente e existe 6 € (0,1 — ) tal que, VK > 1,P(Ks) <
K°P(s),Vs > 0.

Teorema (CY)s: Suponha que —oo < o,y < 1, 8> 1, fi € Q*Y, (S3), (Ss) e (Ss).

Entao, o sistema (CY )y possui solugdo. Isto €, existem u,v € 0120’3 que satisfazem o

sistema (CY)q e adicionalmente
clrP " < ulw),v(z) < colz*™,  |x| > 1, para alguns ¢y, cy > 0.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 1 estao relacionados algu-
mas defini¢oes e resultados que nos auxiliarao na demonstracao dos resultados principais
nos capitulos posteriores. No Capitulo 2 temos as demonstragoes dos Teoremas (QY); e
(C'Y)1; e no capitulo 3, tratamos dos Teoremas (QY )2 e (CY),.

Temos também, quatro apéndices, sendo que, no primeiro sao abordados alguns resul-
tados técnicos. Nas demonstracoes dos Teoremas do Capitulo 2 usamos um Teorema de
Sub e Supersolucao, e pela sua importancia reservamos o Apéndice B para prova-lo. No
Apéndice C, fizemos uma anélise do espaco C? (R") x C2?(R™) para mostrar que ele ¢ um
espaco vetorial topologico de Hausdorff localmente convexo, ou seja, satisfaz o Teorema de
Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff. E, finalmente no apéndice D temos a demonstragao

de um Teorema de Ponto-fixo que serd usado no Teorema (CY)s.



CAPITULO 1

Nocoes Preliminares e Resultados
auxiliares

Neste capitulo, no intuito de facilitar a leitura do trabalho, faremos uma breve re-
visao de alguns topicos relacionados a espagos de Banach, espacos vetoriais topolégicos
localmente convexos, equagoes diferenciais parciais, tais como regularidades, principios de

maximo e comparacao.

1.1 Espacos de Schauder e Sobolev

Introduziremos uma importante classe de espagos que sao os espagos de Schauder. Para
isto vamos fazer algumas consideragoes iniciais, as quais foram baseadas nas observagoes
do livro de Mitrovic e Zubrinic [23]. Seja a = (ay, -+ ,a,) € R® um multi-indice de

ordem || = oy + -+ + o, tal que o; € NU{0}.

Dado um tal multi-indice e uma funcao u : 2 — R, consideremos,
Du(x) = 021052 -+ 02 ()
e, para m € NU {0},
D™u(x) := {D%(z) : @ é um multi-indice tal que |a| = m}.

Com estas notagoes definimos, para m € N U {0},

C™(Q) ={u: Q — R; D% existe e ¢ continua para todo multi-indice « tal que |a| < m}.
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Note que, se u € C(Q2) for uniformemente continua em €2, podemos estender u continua-

mente (e de maneira tnica) para . Sendo assim, temos,
C™(Q) = {u € C™(Q); D*u limitada e uniformemente continua em Q,V |a| < m}.

O espago C™(€) munido da norma [-lcm @), € um espago de Banach, onde

[ullomay = > I1D%ullo e [[ullo = max|u(z)].
z€Q

laf<m

Definigao 1.1. Dado 0 < 0 < 1 e uma funcio u € C(Q) dizemos que u é Holder continua,

com expoente 0, se

Hy[u] = sup [uz) ugy)| < o0
=yen |z —yl
£y

O fato importante é que se denotarmos por
Co(Q) = {u e CQ) : Hy[u] < oo},
entdo C%%(Q) é um espago de Banach com a norma
lellcns = llullo + Holud, V€ C9(@0)
Se m € N, entao
C™(Q) = {u € C™(Q) : Hy[D*u] < o0,¥|a| < m}
também é um espaco de Banach com a norma

HUHCmﬁ(ﬁ) = ”UHCm(ﬁ) + Z ||Da“||00,0(ﬁ)> Vu € Cm’e(ﬁ)‘

laj<m

O espaco C™%(Q) é chamado Espaco de Schauder.

Temos ainda,
Cm™(Q) = {u e C™(Q) s u e C™(Qy),V U cC Q) = Q).
Dado 2 C R™, m > 0 um inteiro, 1 < p < 0o, e a um multi-indice. Denotamos,
WP (Q) = {u e LP(Q) / D% € LP(Q), ¥ |a] <m},

sendo D%u a derivada de u no sentido das distribuicoes e

LP(Q) = {u: 2 — R & mensuravel e / lulP < oo}.
Q
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O espago W™P(€2) munido da norma

P ( / \Daurpdx)

|| <K

3=

é um espaco de Banach, chamado Espaco de Sobolev.

O espago Wi"?(Q2) é definido como sendo o fecho no espago W™P das fungoes in-
finitamente diferencidveis com suporte compacto em 2. E, se p = 2, denotaremos
Wg*(Q) = Hy'(%).

Veremos agora um resultado relacionado ao espago de Schauder, sobre composicao de

funcoes.

Lema 1.2. Suponha u : R" — (0,400), f : R — R funcdes tais que u € C&f(R”)
feCY(0,00)) e f € L2 ((0,+00)). Entio, foue CXY(R).

loc

Demonstracao. Dado 2 C R” limitado, devemos mostrar que Hy[f o u] < occ.

Pelo Teorema do Valor Médio, 3 &, , > 0, tal que

0 < ¢ <minfu(z),u(y)} <&, <max{u(z),u(y)} <d, para c,d > 0 constantes
) o)

tais que
|f(u(l’|‘l)_—;|§U(y))| < |f’(§$,y)||u(| x) ;gy)l'
Entao, como f’ € L.((0,+0)) e u € C*?(R") segue
iy = o) = o),
consequentemente f o u € Cof(R™). »

Neste trabalho, para as demonstragoes dos resultados principais vamos usar Teoremas
de Ponto Fixo, sendo o proximo, um deles, o qual seré usado especificamente para provar o
Teorema (CY)s. Mas antes, vamos definir alguns espagos e normas relativos ao resultado

que seréa enunciado.

Dadas funcoes p e ¢ tais que ¢(x) > p(x) > 0, =z € R™, constante 6 € [0,1) e inteiro

nao-negativo m, denotaremos

m0 — {u e Cm0<Rn)/p<x> < u(g;) < gp(;r}),x c R"}, (1~1)

loc

e definiremos a convergéncia de uma sequéncia {u,} para uma funcao u € Q™Y com o

Che(R™) .
U, =—  u. Isto é,

pp

lim Z sup |D™u,(x) — D™u(z)| = 0, para cada dominio limitado 2 C R".

n—oo
Im|<2 el
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Se U = (uy,ug) € Qm o Qp2 »,» definimos a norma no espago Cm9(Q) x C™9(Q) de U

como sendo

1
HUHCW@(Q)XC‘T”@@ (||U1||cme( )+ Hu?”cme( ))27

C?OL(R")XC&C(R") . .
e, escrevendo U, U, queremos dizer que, para qualquer dominio limitado
Q C R,
n—oo
||Un — U||02,0(Q)Xc2,0(9) — 0.
0,0 2,0 2,0
Considere 1 : Q% oros — Q20 x Q7 (0€(0,1)). Agora, vamos nos atentar

as seguintes condlgoes:

(PF); (Estimativa de Schauder) Existe ¢ = ¢(£2) > 0 constante tal que

19U o2 @)xczoqe) < cllUllcoo@ucoo@), VU € Q)Y

P1,¥1 Qm w27

para qualquer dominio limitado 2 C R".

(PF)y (Grafico-fechado) Se Y,,,Y, Z,, Z € X satisfaz Y,, = v Z,,n =1,2,-

p1 Y1 p2 w2

(R™) C?M( ")

eY, ZL> Y, Z, Z, entao Y = /.

Teorema 1.3. Considere p;, p; : R* — (0,00) com @;(x) > pi(x) >0, z € R"i=
1,2, localmente Holder continuas; ¢ definida acima satisfazendo (PF), e (PF)s. Seja
{Vitnso C x Q% sequéncia tal que V,, = ¥V, 1 e lim V,(z) = V(z), z € R"

P1 ®1 p2,$2
Entao,

(i) Ve QPI o1 X sz 2

(ii) V é um ponto fixo de 1, isto €, V =V

Demonstracao. Confira Apéndice (D). n

Na demonstragao do lema acima, para garantir a existéncia de uma sequéncia que
nos levara ao ponto fixo, usamos o Teorema de Arzeld-Ascoli, que envolve os seguintes

conceitos:

Definigao 1.4. Seja E = (F,d) espago métrico. K € relativamente compacto se seu fecho

K for compacto.

Observagao 1.4.1. K ¢ relativamente compacto se toda sequéncia {x,} C K possui uma

subsequéncia convergente.
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Defini¢ao 1.5. (a) F C C(K) € equicontinua em um ponto a € K se, para qualquer
e >0, existir um 0 > 0 tal que

di(z,a) <0 = do(f(2), fla)) <e, VfelF.

(b) F € equicontinua quando é equicontinua em todo ponto de K.

Teorema 1.6 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sejam K C E = (E,d) compacto e F C
C(K) = (C(K),d) onde d(f,g) = sup |f(x) — g(z)|. Entio, F ¢ relativamente compacta
reK

se, e somente se, F € limitada e equicontinua.

Demonstragao. Conforme [22], Proposigao 16, pag. 244. n

Apresentaremos agora, alguns teoremas de regularidade e defini¢oes que dao suporte

a esses teoremas, os quais foram muito usados no decorrer do trabalho.

Definicao 1.7. Dizemos que o espago normado X estd imerso no espago normado Y, e

escrevemos X — Y para designar esta imersao, se

(1) X € um subespago vetorial de Y, e
(ii) o operador identidade I definido de X emY por Iz = x, para todo x € X € continuo.

Observagao 1.7.1. Desde que I seja linear, (it) é equivalente a existéncia de uma cons-
tante M tal que
|Iz]ly < Mllz|lx, z€X

onde ||.||x e |||y sdo as normas dos espagos X e Y respectivamente.

Definicao 1.8. Considere X eY espacos normados. Dizemos que, T : X — Y € uma
aplicagao compacta se T(A) € relativamente compacto em'Y quando A é limitado em X,

isto €, (A)H'”Y C Y é compacto.

Definicao 1.9. Dizemos que X ¢é compactamente imerso em Y se o operador I é com-

pacto.

Teorema 1.10. Sejam m um inteiro nao-negativo e 0 < v < A < 1. Entao:
(1) C"HH(Q) = C™(Q),

(2) C™¥(Q) = C™(Q),

(3) C™A(Q) = C™(Q).

E adicionalmente, se Q € limitado, as imersoes (2) e (3) sao compactas.
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Demonstragao. Conforme Adams [1], Teorema 1.34, pag.11. ]

Antes de vermos algumas imersoes de Sobolev, vamos analisar uma condi¢ao que {2

tem que satisfazer para que as hipéteses do Teorema sejam satisfeitas.

Definicao 1.11. ' Dizemos que, Q satisfaz a Condicdo forte local Lipschitz se existirem
numeros positivos 6 e M, uma cobertura aberta localmente finita {U;} da fronteira Q e

para cada j, uma fungao real f; de n — 1 varidveis tal que as sequintes condigoes valem:
(i) Para qualquer R finito, toda colegao de R+ 1 dos conjuntos U; tem interse¢io vazia.
(ii) Para todo par de pontos x,y € Qs tal que |z — y| < 9, existe j tal que

v,y eV ={zelU; : dist(x,0U;) > d}.

(iii) Cada fungao f; satisfaz a condigao de Lipschitz com constante M: isto €, se & =

(517 e agn—l) ep= (plv e 7pn—1) estao em Rn717 entao

1£(€) = flp)l < MIE — pl.

(iv) Para cada sistema de coordenadas cartesianas (Cj1,- -+ ,Cjn) em U;, QNU; € repre-

sentado pela desigualdade
Gim < [5(Gas 5 Ginm1)-

Se Q) ¢ limitado, o conjunto "complexo”"de condigcoes se reduz a simples condi¢ao de que 2
deve ter uma fronteira localmente Lipschitz, isto €, que cada ponto x sobre a fronteira de
Q deve ter uma vizinhan¢a U, onde a intersegao com ) deve ter o grdfico de uma fungao

Lipschitz continua.
Observacao 1.11.1. Se Q € regular, este satisfaz a condicao forte local Lipschitz.

Teorema 1.12. Suponha que 2 satisfaca a condicao forte local Lipschitz. Entao, valem

as sequintes imersoes:

. . ~ i+m, 1,0 (O _(n

(i) se (m —1)p <n < mp, entao WItmP(Q) — C77(2), para 0 <8 <m — (3),
(ii) se n = (m — 1)p, entdo WIiTmP(Q) — C9(Q), para 0 < 60 < 1.
Demonstragao. Conforme [1], Teorema 4.12, pag.85. n

LConfira [1] pag.83
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1.2 Principios de Maximo, de Comparacao e
Regularidades

Vamos introduzir algumas definigoes importantes para entao enunciarmos resultados

de equagoes diferenciais parciais que serao usados posteriormente.

Seja L um operador diferencial linear de segunda ordem da forma

n

Lu = Z Dwu%—ZbZ )Diu + c(x)u, a"” = a’’ (1.2)
ij=1
onde x = (xy,- - ,x,) pertence a um dominio 2 de R", n > 2.

Adotaremos as seguintes defini¢oes

Definigao 1.13. L € eliptico em um ponto x € S se a matriz coeficiente [a”(x)] é posi-
tiva; isto €, se A(x), A(x) denotam respectivamente os auto-valores minimo e mdximo de
[a¥(z)], entdo

0 < A(2)[¢f* < a(2)&&; < A()[¢f
para todo & = (&, ,&,) € R" —{0}. Dai, se A >0 em (), entdo L € eliptico em Q). E,

se A/X € limitado em ), chamaremos L de operador uniformemente eliptico em €.

Um exemplo de operador diferencial linear de segunda ordem uniformemente eliptico

é o Laplaciano, isto é, L = A.

Lema 1.14 (Estimativa Interior Eliptica). Sejam Q, Qo dominios abertos limitados
em R™ com Qy C Q. Suponha que, L é um operador de sequnda ordem uniformemente

eliptico com coeficientes continuos em Q0 e p > n. Entdo, existe uma constante K tal que
[lwllwer@o) < K(I[Lw]zo) + [[wllo),  Yw € WP(Q).

A constante K depende de n, p, didmetro de ), distincia de Qg a OS2, constante de elipti-

cidade de L, coeficientes de L (em L>®(2)) e dos mddulos de continuidade dos coeficientes.

Demonstragao. Confira Feng e Liu [13], Lema 2.2, pag. 985. n

Teorema 1.15 (Estimativa Interior de Schauder). Seja v € C™"%%(Q), m > 0,
uma solu¢ao de Lu = f em um conjunto aberto Q2 C R™ e assuma os coeficientes de L

satisfazendo
a’(2)&& > NEP?, Vo e, (eR”
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e ||, b, || ora) < A. Se Qy C Q, entdo

||U||ck+2,a(90) < C(“UHCO(Q) + Hf”Ckva(Q))

onde C = C(n,m,a, A\, A, d), d = dist(€, ).

Demonstracao. Confira Gilbard e Trudinger|[17], Problema 2.1, pag. 134 [

Teorema 1.16. Seja u € H}(Q) uma solugio fraca de

—Au = f(x), emQ,
u =0, sobre 0S2.

(i) (Agmon, Douglis, Nirenberg) Se Q € de classe C* com 9Q limitada e f € LP(L),
1 <p<oo, entio u € W?P(Q), e

[ullw2r@) < Cn, D[l e @)

(ii) (Schauder) Se Q € limitado e de classe C*, f € C%*(Q) e u € C**(Q), entio
u€ C*(Q) e
[ullcza@) < Cln, Q)| fllcoeq).-

Demonstragao. Confira Mitrovic e Zubrinic [23|, Teorema 3, pag. 230. ]

Observe que, o proximo teorema é uma generalizagao do anterior.

Teorema 1.17. Considere o sequinte problema

{Lu:f, em §2

u=g, sobre 0f) (1.3)

onde f € C% e g tem um extensio g ao interior de Q tal que § € C** e Q é um
congunto aberto conexo. Se ¢ =0 em (1.2), entdo (1.3) é unicamente solivel e satisfaz as

estimativas

(i) Estimativa LP
ullw2r@) < CUIfllze@) + [1Gllw2e@)-

onde a constante C' € independente de f e g.

(ii) Estimativa de Schauder

]| c2e) < O fllcoa@) + 19]lc2e@))

onde a constante C' € independente de f e g.
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Demonstragao. Confira [30], Teorema 2.2.2, pag.19. ]

Agora, vamos apresentar teoremas de Principio do Maximo, de Comparacao e resulta-
dos relativos & Equacao de Poisson. Em ambos os capitulos, 2 e 3, foi usada a Estimativa

gradiente para Equacao de Poisson:

Teorema 1.18. Seja u € C*(Q) satisfazendo a equacio de Poisson, Au = f, em Q.
Entao,

sup d | Du(z)| < C(sup [u] +sup 2| f(2)]), Yo,y € Qz#y
Q Q Q

onde d, = dist(x,09).

Demonstragao. Confira [17], Teorema 3.9, pag.40. ]

Temos ainda, outro resultado envolvendo Equacao de Poisson, mas antes de enuncié-lo,

vamos definir algumas fungoes.

Considere " : R"\0 — R dada por

1
—In|z|, n=2
2m
I'(z) = .
2—n >3
n(2 —n)w, 27 2

Observe que I' € C*(R™\{0}) e satisfaz A" = 0.
Definicao 1.19. I' € dita a Solucao Fundamental da Equacao de Laplace.
Usando I,
Definigao 1.20. Seja 2 C R™ um aberto. A func¢io u : R" — R definida por
ua) = [ T =)o)y, Vo R (1.4
¢ chamada de potencial newtoniano gerado pela densidade p : 0 — R.

E note que, p pode assumir tanto valores negativos quanto positivos. E, se p € L>(Q),

entao u estd bem definida para todo x € R™.

Teorema 1.21. Seja u dada por (1.4). Se p for Holder-continua com expoente 6 € (0,1),

entdo u € C*%(Q) e satisfaz a equagdo de Poisson

—Au=p em .



Capitulo 1. Nocdes Preliminares e Resultados auxiliares 18

Demonstracao. Conforme [17], Teorema 4.6, pag. 59. "

Agora, vamos apresentar alguns Principios do Maximo, lembrando que,
Definigao 1.22. Se u € C(Q) definimos ut,u~ € C(Q) como seque
u" = max{u(x),0}, z€
v~ =max{—u(z),0}, z€Q
Observe que u™,u~ > 0.

Teorema 1.23 (Principio do Maximo Fraco para ¢ < 0). Suponha que, u € C?(Q) N

C(Q) ec <0 emQ,L é uniformemente eliptico e Q é um aberto limitado. Entdo:

(i) Se Lu >0 entdo maxu < r%%xu*.

Q

(ii) Se Lu <0 entGo minu > —maxu .
Q 09

Demonstracao. Conforme [12], Teorema 2, pag. 329. ]

O proximo teorema é uma consequéncia imediata do anterior.

Teorema 1.24 (Principio de Comparacao). Se L ¢ uniformemente eliptico, ¢ < 0, u €
C2HQ)NC(Q) € tal que Lu >0 eu <0 em 09, entio u <0 em Q.

Demonstracao. Como Lu > 0 entao, pelo Teorema 1.23,

maxu < maxu™ <0
Q a0

Assim, u < 0 em Q. [
Teorema 1.25. Seja L uniformemente eliptico, c = 0 e Lu > 0(< 0) em um dominio
Q (ndo necessariamente limitado). Entao se u atinge o mdzimo (minimo) no interior

de Q, u € constante. Se ¢ < 0 e ¢/\ € limitado, entdo u nao pode atingir um mdzrimo

nao-negativo (minino nao-positivo) no interior de 0 a menos que u seja uma constante.

Demonstragao. Conforme [17], Teorema 3.5, pag.34. n

Para poténciais nao-lineares mais gerais temos o seguinte Principio de Comparagao.

Lema 1.26. Suponha que f : R™ x (0,00) — R é um fun¢ao continua tal que uma das

sequintes afirmacoes € satisfeita:

(a) s™'f(x,s) € decrescente em s para cada x € R",
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(b) s7'f(x,s) € decrescente em s para cada x em um subconjunto aberto Qo de R™, e

ambos f(x,s) e s f(x,s) sdo nao-crescentes em s para todo x na parte restante
R™ — Q.

Seja w,v € C*(R") satisfazendo

(i) Aw+ f(z,w) <0< Av+ f(x,v) em R";

(ii) w,v >0 em R" e liminf(w(x) — v(z)) > 0;

|z|—o00
(iii) Av e LY(R").
Entao, w > v em R™.
Demonstragao. Conforme [5], Lema 3.2, pag.305. n

Vamos agora introduzir um importante resultado de Serrin, o qual nos ajuda a provar a
unicidade das solugoes nos Teoremas do Capitulo 2. Mas antes, considere ¢ : R — (0, 00)

como sendo uma func¢ao dada por

1, se 0 <t <1,
olt) = { >, set>1.

Lema 1.27. Suponha {|z| > R > 0} C Q, para algum R > 0. Seja u uma solug¢ao positiva
fraca da desigualdade

ANpu <0, x €.

Entao
(i) sen > p, entao existe uma constante C' = C(p,n,u, R) > 0 tal que
u(z) > C‘xr(nfp)/(pfl),

(ii) sen <p, entao

lim inf u(z) > 0.

T—00

Demonstragao. Confira Serrin e Zou [32|, Lema 2.3, pag.89. ]

Observacao 1.27.1. Em nosso caso, p =2 e n > 3, entao a condi¢ao correspondente a
(1) serd

u(z) = Co(|xl).
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1.3 Espacgos Vetoriais Topologicos localmente convexos

A demonstracao do Teorema (QY); se baseia em verificar as hipdteses do Teorema
de Ponto fixo de Schauder-Tychonoff o qual é uma extensao para espa¢os nao-normaveis
do Teorema de Ponto fixo de Schauder. E uma das hipoteses é verificar se o espago no
qual as solucoes sao procuradas é um espago vetorial topologico de Hausdorff localmente
convexo. Mas antes, vamos apresentar defini¢coes e resultados que nos auxiliarao nesta

verificacao.

Considere X um conjunto e P(X) as partes de X.
Definigao 1.28. (i) Um subconjunto T C P(X) é uma topologia sobre X, se:
(i) 0, X er
(i) X, , Xp€T=>N X, €7, Vn
(13) UpeaXa €7, Xy €T, a € A— para qualquer A
(ii) X = (X, 1) € dito espago topoldgico.

Definicao 1.29. O espaco topologico X € de Hausdorff se pontos distintos tém vizinhangas

disjuntas, ou seja,
VayeX,x#y, evistem UV €1 comzeUyeV tal que UNV = 0.

Teorema 1.30. Todo espago vetorial topologico é um espaco de Hausdorff.

Demonstragao. Confira [29], Teorema 1.12, pag. 10. n

Definicao 1.31. Em um espago vetorial, o termo base local significard uma base local
em 0. Uma base local de um espago vetorial topologico X € entao uma colecao B C 7 de

vizinhangas de 0 tais que cada membro de T € uma uniao de membros de B.

Definicao 1.32. Espacgo vetorial topologico X € localmente convexo se hd uma base local

B formada por conjuntos convexos.

Exemplo 1.33. C2Y(R") x C2%(R"), 6 € (0,1) é um espago vetorial topoldgico de

loc loc

Hausdorff localmente convexo. (Veja Apéndice C)

Para mostrar que um espago é topologico, deveremos introduzir uma seminorma.

Definicao 1.34. Uma seminorma sobre um espaco vetorial X € uma funcao real sobre
X tal que
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() p(z+y) < pz) + ply), subatividade

(b) plazx) = |alp(x), Vz,y e X eVa eR.
Observe que, uma seminorma p ¢ uma norma se satisfaz;
p(z) =0 = x=0.

Definicao 1.35. Uma familia P de seminormas sobre X € dita separada se para cada

x # 0 corresponde pelo menos um p € P com p(x) # 0.

Definicao 1.36. Um conjunto B C X € dito balanceado se aB C B para todo escalar o,

com |a| < 1.

Teorema 1.37. Se X € um espacgo vetorial topologico com uma base local enumerdvel,

entao existe um métrica d sobre X tal que

(a) d é compativel com a topologia de X,
(b) as bolas abertas centradas em 0 sao balanceadas, e

(c) d éinvariante: d(x + z,y + z) = d(x,y), para z,y,z € X.

Se, além disso, X € localmente convero, entdo d pode ser escolhida de tal forma que

satisfaga (a), (b), (c¢) e também

(d) todas as bolas abertas sao convezxas.

Demonstracao. Conforme [29], Teorema 1.24, pag.18. ]

Teorema 1.38. Suponha que P seja uma familia de seminormas separada sobre um

espaco vetorial X . Associada a cada p € P e a cada inteiro positivo n, temos o conjunto

Vip,n) = {x:p(m) <%}

Seja B a colegao de todas as intersegoes finitas dos conjuntos V(p,n). Entao, B é uma
base local convexa balanceada para uma topologia T sobre X, que torna X um espaco

vetorial topologico localmente convexo tal que

(a) toda p € P € continua, e

(b) um conjunto E C X € limitado se, e somente se, toda p € P € limitada sobre E.
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Demonstracao. Conforme [29|, Teorema 1.37, pag.26. "
Teorema 1.39. O espaco vetorial topologico X € normdvel se, e somente se, X € local-
mente convexo e localmente limitado.

Demonstracao. Confira 29|, Teorema 1.9, pag. 9. n

Exemplo 1.40. C2°(R") x C2%(R™), 6 € (0,1) € ndo-normdvel. Veja Apéndice (C).

loc
A seguir temos o Teorema de Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff,

Teorema 1.41. Seja C' um subconjunto convexo de um espaco vetorial topoldgico de
Hausdorff localmente convexo E. Suponha que, F: C'— C € uma aplica¢do compacta e

continua. Entao F tem pelo menos um ponto fixo em C'.

Demonstragao. Conforme [2|, Teorema 8.3, pag. 98. n

1.4 Teoremas de Sub e Supersolucao

Para demonstrar a existéncia de solugao para os problemas (QY'); e (C'Y);, usamos o

Método de Sub e Supersolugao.

Considere o seguinte problema

—Lu = f(r,u) em
{ u=gq sobre 0f2 (1.5)

onde 2 C R™ é um conjunto aberto conexo e f : {2 Xx R — R apropriada.

Uma supersolugao desse problema ¢ uma fungao ¢ € C?(f) satisfazendo,

—Lp > f(z,¢) em,
>4 sobre 0f.

Uma subsolugao desse problema ¢ uma fungao 1 € C*(f2) satisfazendo,

—LQ/J < f(l’,d}) el Q>
v <g sobre 0f).

Assumimos que 0, f, g e os coeficientes de L sao regulares no que segue,

Teorema 1.42. Seja f: Q2 x R — R uma funcao satisfazendo a sequinte condigao,
fz,s) — f(x,t) > —c(s—t), Vs, tel. (1.6)
Se 1 e v sao uma subsolugao e uma supersolugcao do problema (1.5) respectivamente, com
Yv<¢p, Q

entdo o problema (1.5) possui uma solugio u € C**(Q), onde o = 1-2 tal quep < u < .
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Demonstracao. Confira Apéndice (D). n

Agora, vamos apresentar um Teorema de Sub e Supersolucao que completa o anterior,
pois é valido para todo o R™. Sendo que para a demonstracao dele usamos o Teorema

1.42 juntamente com um processo de diagonalizacao.
Teorema 1.43. Suponha que ® € C*(R™) seja uma supersolugao de
—Lu = f(z,u) (1.7)

onde L € um operador uniformemente eliptico de sequnda ordem, f € uma funcdao local-
mente Holder continua em x e localmente Lipschitz em w.
Se 1 € C*(R"™) ¢ uma subsolucio de (1.7) com ® >+ em R™. Entdao (1.7) possui uma

solugao u € C*(R™) com

v <u<o.

Demonstracao. Confira Apéndice (D). =

Observacao 1.43.1. Note que uma fun¢ao localmente Lipchitz satisfaz a condi¢ao (1.6).



CAPITULO 2

Existéncia de Solucoes inteiras para
problemas com uma equacao

Neste capitulo, nos propomos a investigar a existéncia de solugao para a classe de

problemas
—Au = f(z)u® + g(z,u) + h(x)u”, R™;
(E) : .
u>0, R" wu(z) = 0.

E como ja foi especificado na introdugao, estudaremos dois casos particulares de (F).

Relembraremos a definicao de um importante conjunto que nos auxiliara bastante.

Dados A € Re 6§ € (0,1) consideraremos

“+o0o
QM = {p €Ci(®R") /[ p=0,p#0e / s (s)ds < +OO} :
1

onde para uma dada fungao p : R" — [0, +00) denotaremos por

p*(r) = IIHgXp(ar), r>0ep(r)= i p(z).
Vamos rever os problemas que foram chamados de (QY); e (CY); na Introdugao, e os

resultados relacionados a eles.

Primeiramente, estudaremos a existéncia de solucao para o seguinte problema

—Au = f(z)u® + g(z)u™P + h(z)u?, R
(QY)

|z|—o0

u>0, R"  wu(x) — 0,
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sob a seguinte condigao
(Ey) : Ji(s) + g.(s) + hi(s) # 0, s> 0.

Temos o teorema.

Teorema (QY );: Suponha que 0 < o, 3,7 <1, f € Q*?, g€ Q7% h e Q"?, para algum
0 € (0,1) e (By). Entio (QY), possui uma tnica solucio. Isto €, existe u € CE2(R™)

loc

satisfazendo o problema (QY); tal que
alr*™ <u(z) < colz|*™,  |o| > 1, para alguns cy,cy > 0.

O outro caso particular de (F) estudado é

—Au = f(z)u® — g(x)u® + h(z)u?, R™;
(CY )
w>0, R, u(z) =0,

Considere as seguintes condicoes

(E2) g(x) <cof(x), x€R" paraalgum ¢y > 0,

(Es) f+(8) + hi(s) # 0, para s > 0.

Entao, temos o seguinte teorema,

Teorema (CY);. Suponha que, —0co < o,y < 1, 8> 1e f € Q*, h € Q7 para

algum 0 € (0,1), (E2) e (Es). Entio (CY'); possui uma unica solugao. Isto €, existe
u e CH(R") satisfazendo o problema (CY)y tal que

loc

alr* ™ <u(z) < colz|*™,  |o| > 1, para alguns cy,cy > 0.

2.1 Lema de comportamento assintético

Nesta secao faremos algumas consideracoes que serao usadas em ambos os Teoremas.
Definiremos um conjunto S e um operador J o qual tem S como seu dominio, e enuncia-

remos um Lema relativo ao operador J.

Considere

S = {E 1 [0,00) — (0,00), E € C([0,00)) / 0 < /OOO LB (s)ds < +oo}
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e defina J: S — (0,400) por

10 =5 [ (5) e+

Observe que J esta bem definido e J(E) € C*((0,0)) para cada E € S. E, no apéndice

—+00

SE(s)ds]

(A.1), apresentamos uma motivagao para a defini¢ao desse operador relacionada a solugao
do problema (E).

Lema 2.1. Seja £ € S. Entao:

n—1

(i) JE)(1) +

JEY(t) = —E(t) t>0,

(ii) Lo(t) < J(E)(t) < lao(t), t> 0 para algumas constantes positivas 1y e ly, onde

1, se 0 <t <1,
(1) = { 2" set>1.

Demonstracao. Confira Apéndice (A.2). "

Observagao 2.1.1. A expressao (i) do Lema (2.1) € equivalente a

—(r" Y J(EYY =1"E, r > 0.

2.2 Existéncia de Sub e Supersolugao de (QY);

Nesta secao, vamos provar dois Lemas que sao parte da demonstracao do Teorema
(QY)1, e que estao relacionados com a sub e a supersolugdo para o problema (QY),

respectivamente.

Lema 2.2 (Supersolu¢ao). Suponha que 0 < o, 3,y <1lefeQ* geQP%ehecQ?,
para algum 0 € (0,1). Considere v : R" — (0, +00) definida por v(z) = y(|z|), onde
KMGE o), >0,
y(t) = Kl)\

/000 sG(s,¢(s))ds, t=0,

n—2

G(t,s) = f*(t)s* 4+ g*(t)s P + h*(t)s7, t,s > 0.

Entao:

(i) v e C*(R")
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(i) v € uma supersolugao do problema (QY);. Isto €,

—Av > f(z)v* + g(z)v™7 + h(z)v,

2] =00
) —

v>0, R" vz 0.

(iii) v(z) < co(|z|), = € R™. Em particular, v(z) < clz|*™", |z| > 1, para alguma

constante ¢ > 0.

Observagao 2.2.1. Definimos as constantes positivas Ky e A no interior da demonstra-

cao.

Demonstracao do Lema (Supersolugao). Vamos construir a fungao y e para garantir
que ela esteja bem definida temos que provar a afirmacao seguinte. Além disso, esta

afirmagao também serd utilizada para mostrar que y € C*(R"™).

Afirmacgao 2.3. G(s,¢(s)) € S.

De fato,

[ (s) 4+ g*(s) + h*(s), se0<s<l1

G(s,9(s)) =
s2=ma fx(g) 4 g2m=B) g* (5) 4+ s@=MTp*(5) se s> 1

Assim, como f € Q%Y. g € Q%Y h € Q7 temos:

/OO s"G(s, ¢(s))ds = /0 s"THf () 4 g7 (s) + b (s))ds + /100 ") £ (5)ds

0
1 1

Isso mostra a afirmacao.
Defina,
y(t) = K3 JG(t, (1)), t >0,

v

;1 (3
onde A = max{a, 3,7} e K; = max{1,l* ,[,"" ;%" } com [, e I, dados no Lema 2.1.

Note que, a fungdo y pode ser estendida continuamente até ¢ = 0. De fato, como
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GeS
i 77 Kl)\ . t g\n—2 400
%E%y(w = — lim;_ [fo (;) SG(S,qb(S))dS + ft SG(S,gb(S))dS}
Kf\ [: 1 t n—1 : +o0
= — _hmt_,o (m Jo s G(s,gb(s))ds) + limy; (ft SG(S>¢(3))d$>}
KT LGt Bt N
Inszmw(z:%%%5+mfsaammw]
- e + >>ds}
\ T
= nKEQ ni2limt_)0(t2f*(t) —|—t2g*( )+t2h* +f ))ds}
= nfii\g 0+OO sG(s,¢(s))ds < 0.

Assim, podemos definir y como sendo a extensao de y, ou seja, y : [0,00) — (0, 00) por

KNG o)), t>0,
y(t) = .
n[if2/0+ sG(s,¢(s))ds, t=0.
Observe ainda que,
A t
/(1) = Jim 5 |2 =)t [ G o)+ gt G o) +
)\
+lim — [~1G(t, o(1))]
= lim tG( (1)) =0
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Por outro lado,

y'(0) = lim

t—0

K)\ r 1 t 1 t
= B [ ([ s o) + -t ([ 56006

— i tG(t, ¢(t)) — lim tG(t, 925(25))]

n—2|t—=0n—1

= lim
n—2[t—=0n—1

tG(t,1) — Pnth(t, 1)} =0,
consequentemente, Pr% y'(t) = 4/(0), logo

y € C'([0,00)).

limy"(t) = lim _—(1 —n)KMT" /t s"1G(s, ¢(s))ds — KM " G (¢, gzﬁ(t))}
0

t—0 t—0

= lim -—(1 —n)KM™ /Ot s"1G(s, ¢(s))ds — K} G(t, Qﬁ(t))}

t—0

[ t
= lim |—(1 —n)K;

lim O — lim K} G(t, 6(t))

t—0

"G ¢(t))]

_ M Pi% G(t, o(t)) — K }% G(t,o(t))

n

_ B G o).

n t—0
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Analogamente, vamos calcular y”(0)

y'(t) —y'(0)

" 1
y'(0) = lm t

(e

. —KM! Jo 5" 1G(s,¢(s) — 0

o t—0 t
t o

— lim _K{\ fo S 1G(87 ¢<S)

o t—0 tn

t—0 ntn—l

I
1

K
= = Lim G, o).

Assim,
y € C*([0,00)).

Portanto, tomando v(x) = y(|z|) obtemos que v € C*(R™).

Temos pelo item (i) do Lema 2.1 que,
Y + nT_lg/ = -K}G(t,6(t), t>0.
E, pelo item (ii) do Lema 2.1 segue que
o(t) < Kiho(t) <y(t) < Kibo(t), t>0

logo
o(t) < y(t) < KMyp(t), t>0.

Consequentemente,

Glty) = FOy*+g )y’ +h )y
< SUOLED) " + " (1)~ + b () (1kK7) 97, t > 0.

Note que, (LKM)* < K e (LK) < K{. Além disso, K7 > 1. Entao, segue,

Glty) < E{f ()¢ +g ()0 + 1 (t)¢]
= K{G(t (1)),

ou seja,
G(t,y) < K7 G(t.6(t)), t > 0.
Portanto,
v+ Py - LG () < Gl y),
isto é,

" n—1 /
- (y +Ty) > G(t,y).
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No Apéndice A.1 mostramos que,
n—1
A — ! + /

dai, por (2.1), fazendo t = |z| temos

—Av

v

G(lal,y(|21)) = f*(lz)v? (@) + g" (Jal)o ™" (x) + B*(J2])0" (=)
f(x)v™ + g(x)v™? 4+ h(z)".

Vv

e pelo Lema 2.1,
Eho(lz]) < y(lz]) < Ki'lo(l2). (2.2)

Assim de v(z) = y(|x|) segue que
v(z) < Klag(|a]),

isto é,
v(x) < KMo|a*™, || > 1.

Isto prova o item (ii).

E como

|z|—o0

() 0

temos de (2.2),

|z|—o0

y(|lz]) — 0, ou equivalentemente, v(x)

|z|—o0

0.

Portanto, v é uma supersolugao de (QY);.

Lema 2.4 (Subsolugao). Suponha que 0 < o, 3,7y <lefe Q% ge QP heQ?,
para algum 0 € (0,1) e (Ey). Considere w : R™ — (0, +00), definida por w(z) = z(|z|),

onde

K3 Jlg(t. 6(1))], t>0,

2(t) = K)

/000 sg(s,¢(s))ds, t=0

n—2

g(t,s) = fo(t)s* + g:(t)s™ + hu(t)s".

Entao w < v, R" e

(i) we C*(R")
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(ii) w € uma subsolugao do problema (QY);. Isto ¢,
—Aw < f(z)w® + g(z)w™? + h(z)w?

|z|—o0

w >0, R",

(iii) w(z) > do(|z|), * € R*. Em particular, w(x) > d|z|*™", |z| > 1, para alguma

constante d > 0.
Observagao 2.4.1. Definimos as constantes positivas Ko e X no interior da demonstra-
¢ao.

Demonstracao do Lema (Subsolugao). Da mesma forma, também teremos que

provar a seguinte afirmacao para definir a funcao z e mostrar que esta pertence ao espago

C*(R™).

Afirmagao 2.5. g(s,¢(s)) € S

Note que,
£1(8) = max f(2) = f() = min /() = £.(0).
isto é,
F(lal) > 7@) > fullal), Vo e R"
Assim,

gllalu) < [f@)u® + glayu™ + b)) < Gz, w), ¢ € R, u>0.

Logo, de g(s,#(s)) < G(s, ¢(s)) e pela Afirmagao (2.3) mostrada no Lema anterior segue,
0 </ s"tg(s, ¢(s))ds </ s" TG (s, ¢(s))ds < +oo,
0 0

mostrando assim a afirmacao.

Seja

2(t) = K3 Jg(t, 6(t), >0,
1« y

onde A = max{a, 3,7} e Ky = min{1,13,1; """ ;""" } com Iy, [, dados pelo Lema 2.1.

Analogamente, podemos estender z para t = 0 e consideraremos z como sendo a
extensao de z para t = 0. Mostra-se também, similarmente ao Lema anterior, que z €

C?([0,0)), consequentemente
w e C*(R™).
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Obtemos, novamente pelo item (i) do Lema 2.1, que

%z = K, g(t, 6(t),  t>0.
E de (ii) do Lema (2.1) segue que
o(t) = K3 Mao(t) > 2(t) = K3 *ho(t), ¢=0,
isto é,
o) 2 2(t) > K3 *p(t), ¢ = 0.

Consequentemente,

g(t,2) = f(O)2% + g.(t)27 + hu(1)2
> [e(t) (KN 0 (8) + g: ()0 (1) + ha(t) (LK) 67 (1), (2.3)

Note que, (ILK;2)* > K;* e (LK;*)Y > K;*. Entdo, a desigualdade (2.3) fica

g(t,z) = K [fu(t)o*(t) + g (£)o~ 7 (t) + ha(t)d7 (¢)]
K3 :

= g(t, (1))

ou seja,
g(t,z) = Ky g(t,6(t)).

Portanto,

" n 1 ! -

+ t Z = Iy g<t7¢(t)) > _g(t72)
consequentemente
—1
— (z” + nTz’> < g(t, 2). (2.4)

Dai, por (2.4), fazendo t = |z| temos

—Av < g(lz] 2(|2]) = flll)w? (@) + gullz)w ™ (2) + ha(|z])w (2)
< @ + gl)o™? + bz,
Além disso, pelo item (i) do Lema 2.1
Ey d(J2]) < 2(J2]) < K5 Mao(|a]), (2.5)
isto &, como w(x) = 2(|x|) segue

w(z) > Ky Mo(|z)),

o que prova o item (iii) do Lema.
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E como
|z|— 00
o(|z]) — 0,
segue de (2.5) que
z(|x]) [zl 0, ou equivalentemente, w(x) jal—~c0 o

Portanto, w é uma subsolucao de (QY);.

Temos ainda que,
2(t) < K3 bo(t) < o(t) < y(t), ¢20

consequentemente,
2(t) < y(t), t>0.

Assim, fazendo t = |z| segue que

w(z) <ov(zx), z € R".

2.3 Demonstragao do Teorema (QY); (Finalizagao)

Agora, com os Lemas anteriores demonstrados, vamos finalizar a prova do Teorema
(QY):.
Demonstracao. FEzisténcia. Mostramos nos lemas que v(z) = y(|z|) e w(z) = z(|z|) s@o
respectivamente uma supersolugao e uma subsolugao de (QY');, com v(x) > w(z), x € R"
satisfeito. Logo, como f(z)s*+g(x)s P +h(x)s? é uma fungao localmente Holder continua
em x € R" e localmente Lipschitz em s > 0 temos pelo Teorema 1.43, demonstrado no

Apéndice (D), que (QY'); tem uma solugao positiva u tal que

w(z) <u(zr) <ov(x), z € R".

Unicidade. Suponha, por contradigao, que v e w sao duas solugoes de (QY');. Note que a

condi¢ao (a) do Lema 1.26 ¢ satisfeito. De fato,
[f(2)v* + g(2)v™? + h(z)v"] + Av =0 = [f(z)v™ + g(x)v™? + h(z)v] + Aw.
E facil ver que, a condigao (b) do Lema 1.26 também ¢é satisfeita.
Adicionalmente,
Al = [f (@) + g(z)o™" + h(z)v]
< f(@)o*] + |g(@)o™| + [h(z)o?).
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Entdo, pelas hipoteses f € Q% g € Q7Y h € Q" e pelo Lema 1.27 existem ¢; e Cj,

1 = 1,2, 3 constantes positivas tais que
° flx)® = f(z)v* + / f(z)v®
R Bi R7\B;
<t [ Fal)oslal e
R"\B1

= cl—i—Cf/ ( f*(|x\)|x|(2”)(°‘)d5) dr
1 |x|=r

= cl—l—wan/ L ()@ gy

1

= ¢+ C’lawn/ primen=2) £ () dr < 400
1

o [ g - /Blg<x>vﬁ+ / S

< o [ g (aha e
R"\Bl

= o+ 025/ (/ g*(yw‘)‘x’(Zn)(ﬁ)dS) dr
1 |z|=r

= ¢+ C{ﬁwn/ g (r)r G R gy
1

= o+ C;ﬂWn/ P02 o (1) dr < oo
1

. / byt = /Blh(m)vu /R g

< et / B (|2]) | @~
Rn\Bl

= 03—1—0;/ (/ h*(\x|)]x|(2_")(7)d5> dr
1 |z|=r

= 03+C’gwn/ R ()G gy

1

= 3+ ngn/ =D () dr < 400
1

Portanto,
Av e LYR™).

Analogamente, Aw € L'(R").

Logo, usando o Lema 1.26, temos v > w e w > v em R", isto é,

vV=w.
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2.4 Existéncia de Sub e Supersolugao de (CY),

Analogamente, ao Teorema (QY'); vamos continuar com a mesma estrutura para de-
monstrar o Teorema (C'Y');. Apresentaremos os Lemas de Super e Subsolucéo e finaliza-

remos provando a existéncia e unicidade de solu¢ao para o sistema (CY);.

Lema 2.6 (Supersolugdo). Suponha que, —co0 < a,y <1, 3>1e f € Q¥ he QY,
para algum 6 € (0,1) e (Ey). Considere v : R — (0, +00), definida por v(z) = y(|z|)

onde
KNGt o), t>0
y(t) =
n[i)\g J° sG(s, ¢(s))ds, t=0
G(t,s) = [*(t)s” + h* (1)
Entao:

(i) v € C*(R")
(ii) v € uma supersolugao do problema (C'Y')y. Isto €,
—Av > f(z)v* — g(z)v? + h(z)v?,

|z|—o00
—_—

v >0, R 0.

(iii) v(z) < 2o(|z]), = € R™. Em particular, v(z) < ¢lz|*™", |z| > 1, para alguma

constante ¢ > 0.

Observagao 2.6.1. Definimos as constantes positivas Ky e A no interior da demonstra-

cao.

Demonstracao do Lema (Supersolugao). Vamos primeiramente provar uma afirma-
¢ao para garantir que a funcao y considerada estd bem definida e além disso a usaremos

para mostrar que y € C%(R").

Afirmagao 2.7. G(s,¢(s)) € S

Temos que

[ (s) +h*(s), se0<s<1

G(s,9(s)) =
sZma fr(s) + sEMTR*(s), ses>1
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Assim, como f € QY. h € Q?, temos

|t st -

Isso mostra a afirmacao.

/ s"H(f*(s) + h*(s))ds + /00 g1 g (5)ds
0 1

+/ sPI =D (5)ds < +oo.
1

Se ay < 0, sem perda de generalidade podemos assumir v < 0, entao tome

1
=y +1e X =max{ma, |y| + 5}

Se a,y > 0, tome m =1 e A\ = max{a,7}.

Se a,y < 0, tome m = max{|a|, |7} + 1 e A = max{|al, |7}

Dados K >1eccRtal que K~! <c¢< K™, entdo

G(t,cs) < K G(t,s), t>0,u>0. (2.6)

De fato, considere os casos:

ey <0

o, v >0

o, v <0

(v<0, a>0)

G(t,cs)

G(t,cs)

G(t,cs)

IA I

IN

INIA

INIA

fr(t)cs* + h*(t)c7's”
fr)K"s® + h*(t) K7
frOKs™ + h*(t) K*s"
K*G(t, s).

fr(t)cs* + h*(t)c"s”
fr) KOs + h*(t) K™7s™
Frt)K*s® + h*(t) K87
K*G(t,s).

fr(t)c*s™ + h*(t)c"s”
[fF)K™ s+ h* () Ks”
Fr K s + B (1)K
K G(t,s).
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Portanto,
G(t,cs) < K G(t, s), t>0,5>0.
Defina
yt) = KX JG(, ¢(1)], >0,
onde K; é um namero tal que K; = max{1, lﬁ, l;Tl}, onde [; e Iy sao dados pelo Lema
2.1.

Note que, a funcao y pode ser estendida para ¢ = 0 analogamente ao y definido no
Lema 2.2; ja que G agora, é um caso particular da funcao G definida anteriormente, pois
g=20.

Assim, podemos definir y como sendo a extensao de y, ou seja, y : [0,00) — (0, 00)
por

KMG(t, 6(1))], t>0
y@) - Kf‘

+o0
/0 sG(s,o(s))ds, t=0

Observe que, da mesma forma que mostramos anteriormente, y € C?([0,00)). Dai to-

n—2

mando v(z) = y(|]z|) concluimos que v € C*(R™).

Temos do Lema 2.1, segue que
" n—1 o A
Note que, pelo Lema 2.1,
Kho(t) < y(t) < Kilo(t) (2.7)
isto ¢, a condicao (iii) esté satisfeita.
De (2.7) segue,
o(t) < Kpho(t) < y(t) < Kilbo(t) < K"¢(t), t>0

o(t) <y(t) < K{"¢(t), ¢>0,
ou seja,
(t)
(t)

<

K1'<1< < K™

-

Portanto, segue de (2.6) que
G(t,y) < KPG(t 6(t)),

onde c = L ¢y = ¢(t) em (2.6), consequentemente

—1
y' + nTy’ < —=G(t,y).

Isto é, v(z) = y(|x|) é supersolugao de (CY);. "
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Lema 2.8 (Subsolucio). Suponha que, —co < a,y<1,8>1e fe€ Q¥ he Q" para
algum 0 € (0,1), (E2) e (Es). Considere w : R" — (0, +00), definida por w(x) = z(|z|),

onde

K3 Jlg(t, ¢(1))], t>0,

2(t) = Ké\

n—2 Jo"sg(s,6(s))ds, t=0

1
ot 5) = (05" + ha()s")
Entao, w < v, R" e
(i) we C*(R")
(ii) w € uma subsolugao do problema (CY);. Isto ¢,
—Aw < f(z)w* — g(x)w? + h(z)w?,

|z| =00
—

w >0, R", 0.

(iii) w(z) > do(|z|), + € R*. Em particular, w(x) > d|z[*™, |z| > 1, para alguma

constante d > 0.
Observacao 2.8.1. Definimos as constantes positivas Ko e X no interior da demonstra-
¢ao.

Demonstracao do Lema (Subsolucao). Similarmente provaremos uma afirmagao
para garantir que a funcao z estd bem definida e mostrar que esta pertence ao espaco
C2(R™).

Afirmagao 2.9. g(s,¢(s)) € S

Note que,
f*(t) = max f(z) 2 f(2) 2 min f(2) = £.(t)
isto 6,
[ (z)) = f(x) > fi(Jz]), VoreR"
Analogamente,

R (|z]) > h(z) > hu(|z]), Yz € R™

Logo, como g(s, ¢(s)) < G(s,d(s)) e pela afirmagao (2.7) segue,

0< /00 s"1g(s, ¢(s))ds < +o0.
0
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o que mostra a afirmacao.

Agora, se ay < 0, podemos assumir que vy < 0 sem perda de generalidade, entao tome
1
m = |y|+1e X =max{ma, |7| + 5}

Se a,y > 0, tome m =1 e A\ = max{a,7}.
Se a,y < 0, tome m = max{|a|, |7} + 1 e A = max{|a], |7}

Se K7™ < ¢ < K entao
glt,cs) > K g(t, s), t>0,s>0. (2.8)

Observamos que, as contas para mostrar (2.8) sdo parecidas com aquelas do Lema anterior.

Por apresentar alguns detalhes interiores da desigualdade, as colocamos no que segue.

Temos trés casos:

eay <0 (y<0, a=0)

1 1
g(t,cs) = Ef*(t)casa + §h* (t)c7s”
1 1
> if*(t)K’amsa + §h*(t)K737
1 1
Z §f*(t)K_/\Sa + §h*<t)K_>\$’y
= K7g(t,s).
o,y >0
1 1
g(t,cs) = 5 () st + §h*(t)c7s“’
1 1
> 5 (t) K~ ms™ + §h*(t)K7m57
1 1
> Sh t) K s> + §h*(t)K_A37
= K7g(t,s)
o,y <0
1 1
g(t,cs) = gf*(t)casa + éh*(t)c”s7
1 1
> §f*(t)Kasa + §h*(t)K737
1 1
> §f*(t)K_’\sO‘ + 5 ha VK7
- Kﬁ)\g(tv S)
Portanto,
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Analogamente ao Lema 2.4, mostra-se que 3 K, > 1 tal que a fun¢ao z definida por
2(@) = KMol o)), ¢>0

pode ser estendida a t = 0 e essa extensao chamaremos de z, ou seja, a funcao z é dada

por
K3 Jlg(t, ¢(1))], t>0,

Z(t) = K2)\

/000 sg(s, ¢(s))ds, t=0.

Note que, o item (i) deste Lema também é mostrado de forma similar ao Lema 2.4. E

n—2

que, o item (i7) segue diretamente do Lema 2.1.

E com a desigualdade mostrada em (2.8), segue

—1
2"+ nTz' > —g(t, 2), t>0

assim, w(z) = z(|z|) é subsolugao do problema (CY);.

Temos ainda,
K3™o(t) < =(t) < 6(t), ¢ >0,

Observe que,

consequentemente,

2.5 Demonstracao do Teorema (CY); (Finalizacao)

Demonstragao. Eristéncia. Como f(x)s® — g(x)s® + h(x)s? é uma funcio localmente
Holder continua em z € R"™ e localmente Lipschitz em s > 0, pelo Teorema 1.43, (CY);

tem uma solucao u tal que

w(z) < u(zr) <ov(x), x € R".

Adicionalmente,
Unicidade. Suponhamos que v e w sdo duas solugdes do problema (CY);. E facil ver que,

as condigoes (a) e (b) do Lema 1.26 s@o satisfeitas para v e w.

Além disso,
|Av] = | f(@)o® = g(x)0” + h(z)v7],

|Aw| = |f(z)w® — g(z)w’ + h(z)w].
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E, independente dos sinais de « e 7, segue de

|z <v < dy|x]

co|z)>™™ < w < do|xP

que

Av, Aw € LY(R™).

Portanto, usando Lema 1.26, temos v > w e w > v em R", o que nos da v = w.



CAPITULO 3

Existéncia de solucoes inteiras para
sistemas com duas equacoes

O principal objetivo deste trabalho é estudar a classe de sistemas (5), que sera relem-

brado a seguir. Neste capitulo, estamos interessados em investigar a existéncia de solucao

para,

—Au = fi(x)u® + g1(z,u) + hy(z)u'P(v), R™,

(S) : —Av = fo(z)v* + gao(x,v) + ho(x)vTP(u), R™,
u,v >0, R"  u(x),v(x) e,

Como ja foi citado, vamos estudar dois sistemas particulares de (S), que serao abordados
em Teoremas que foram denominados como Teorema (QY )y e (CY)s. Esses sitemas se

diferem na definicao de g e nos intervalos das poténcias em u e v, em ambas as equagoes.

E novamente, consideraremos o conjunto

+oo
QM = {p €CipeR") [ p=0,p#0e¢ / "I " (5)ds < +OO} :
1

onde A€ Ref € (0,1).
Vamos relembrar os problemas com respeito a classe de sistemas (.5).

O primeiro, que estudaremos neste trabalho, consiste no seguinte sistema

([ Au= fi(@)u® + gi(x)u=" + hy(z)uw P(v),r € R",

(QY), : —Av = fo(x)v® + go(z)v ™8 + hy(2)v P(u), z € R™,
u,v >0, R"  wu(z),v(x) pimty 0,
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que é um problema que apresenta sua singularidade no termo que tem (—/3) como poténcia,
jdque 0 < B < 1.

Esse problema foi estudado por Qiu e Yao, em 2006, sob as seguintes hipoteses

(S1) : /100 s”_l_”’("_g)hf(s)P*(s)ds < 400, P*(s) =max P(¢(|z])),

|z|=s

fi (8) 4+ gi.(s) + hi(s) #0, para s > 0,

(S2) P :(0,00) — [0,00) ¢ uma fungao continuamente diferenciavel tal que

A€ (0,1 —7)talque VK >1ecc[K ' K],
P(cs) < K*P(s),V¥s > 0.
A saber,

Teorema (QY )o: Suponha 0 < o, 3,y < 1, f; € Q¥’, gs € QP9 h; € C’loo’f(R”) para
algum 6 € (0,1), (S1) e (S2). Entao o sistema (QY )y possui solugio. Isto €, existem

u,v € CHYR™) satisfazendo o sistema (QY )y e adicionalmente
ala™ < u(z), v(z) < clal, 2l > 1, para alguns cr, ez > 0.

A idéia principal da demonstracao deste Teorema, consiste em definir uma aplicacao
apropriada em um espaco vetorial topolégico localmente convexo de Hausdorff adequa-
damente considerado e em seguida verificar as hipéteses do Teorema de Ponto Fixo de

Schauder-Tychonoff, a saber o Teorema 1.41.

O Teorema (QY"), garante a existéncia de solugoes para os seguintes sistemas:
Exemplo 3.1. Considere 0 < o, 3,7 < 1,0< o <1 —7,
([ —Au= fi(z)u® + g1 (x)u? + hy(z)u'0?, R,

—Av = folz)v® + ga(x)v™? + hy(x)v7u”, R™,

\ u,v >0, R"  wu(x),v(x) s o))

Exemplo 3.2. Considere 0 <0 < A\, 0 <o < A,

—Au = fi(z)u® + g1 (z)u=" + hy(2)u (00 +v77), R",

—Av = fo(x)v® + go(z)v™? 4 ho(2)vY (u® + u=),R",

|z|—o0

0.

u,v >0, R"  wu(x),v(x)



Capitulo 3. Existéncia de solucdes inteiras para sistemas com duas equacdes 45

Exemplo 3.3. Considere co > 0,0 > 0,0 >0,0<d+0 < A,

y

0
~tu= fiope o+ e () R

0

— A = fo(a)v® + go(2)v 8 + hy(z)v? (ﬁ) R",

u,v >0, R"  u(z),v(z) e,

(
O outro problema considerado neste trabalho, trata-se do seguinte sistema

([ —Au= fi(z)u® — g1 (2)u® + by (z)uP(v), z € R",

(CY)y: —Av = fo(x)v® — go(2)vP + hy(z)vY P(u), z € R™,
u,v >0, R"  wu(zr),v(x) iy 0,

(
que podem apresentar suas singularidades nas poténcias envolvendo « e v, ja que —oo <

a,v < 1, e superlinearidades nos termos envolvendo 3 > 1.

Esse sistema foi estudado por Chen e Yao, em 2006, que provaram a existéncia de

solucdo para (CY)s sob as hipoteses,

(S3) gi(x) < ¢ fi(x),z € R™; para constantes ¢; > 0;i = 1,2,

(54) .
/ s () P(s* ) ds < +oo e fi,(s) # 0 para s > 0; i = 1,2,
1

(S5) P : (0,00) — [0,00) é uma func¢do continuamente diferenciavel tal que uma das

seguintes condicoes ¢ satisfeita:

(i) P nao crescente, e existe d > 0 tal que, VK > 1, P(K~'s) < K°P(s),Vs > 0,

(ii) P nao decrescente, e existe 6 € (0,1 — ) tal que, VK > 1,P(Ks) <
K°P(s),Vs > 0.

Mais especificamente,

Teorema (CY)y: Suponha que —oco < o,y <1, 3> 1, fi € Q*Y h; € CO’G(R”) para

loc

algum 0 € (0,1), i = 1,2, (S3), (S4) € (S5). Entao o sistema (CY )y possui solugao. Isto

é, existem u,v € C2Y(R") satisfazendo o sistema (C'Y), tais que

e < u(@), (@) < caleP", 2l = 1, para alguns er,c; > 0,
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A demonstracao desse Teorema também se baseia na verificacao das hipoteses de um

Teorema de Ponto Fixo, a saber, o Teorema 1.3, que foi demonstrado no Apéndice (D).

Esse resultado pode ser aplicado a sistemas tais como,

Exemplo 3.4. Considere d; >0, 0; <1—~,1=1,2,
([ —Au = fi(z)u® — gi(x)u? + hy(x)u(d 4+ v)°, R"
—Av = fo(2)v® — go(2)0P + ho(z)vV(d + u)°, R"

|z[—o0

_>0,

u,v >0, R" wu(z),v(z)

\
Exemplo 3.5. Considere —oco < a,7v<1,>1el0<o<1—7,

( Ay = fi(@)u® + g1 (x)u=" + hy(z)uv’, R,
—Av = fox)v® + go(x)v P + ho(x)vVu, R",

|z|—o0
—

0.

u,v >0, R"  wu(z),v(z)

\

Observacao 3.5.1. Os métodos utilizados nas demonstra¢oes dos Teoremas (QY )y e
(CY)q podem ser adaptados para os problemas do tipo (QY)a e (CY)q em dominios limi-

tados requlares.

3.1 Demonstragao do Teorema (QY ),

Vamos dividir o sistema (QY )2 em dois outros problemas compostos por uma equagao
cada um. Através do Teorema (QY');, teremos uma solugdo tnica para cada um desses
problemas, estas deixam bem definida uma aplicacao. Dai, pelo Teorema de Ponto Fixo
de Schauder Tychonoff, mostraremos que a aplicacdo tem um ponto fixo, sendo esse a

nossa solugao.

Demonstragao. De f; € Q%Y g1 € Q=% e (S}), segue pelo Teorema (QY); que existem
ug € CHY(R™) e ¢ > 1 tais que

—Dug = fi(x)uf + gu(@)up” + I (@)ug P(6(|a])), € R™,

|z|—o0

ug > 0, ug(x) — 0,

oy 'o(|z]) < wox) < c1(|z]), Vo € R™.
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Analogamente, de f, € Q™Y g, € Q7Y ¢ (S;) novamente segue pelo Teorema (QY'); que

existem vy € CY(R™) e ¢y > 1 tais que

—Lvg = fo()v§ + ga(2)vg” + ha(2)ug P(o(|2])),x € R,

(3.2)
vo > 0, vo(x) =g 0,
e
¢y d(|2]) < wo(@) < c20(]]), Vo € R™.
Entao tomando ¢y € R tal que ¢g > max{cy,c2} > 1 segue
¢y ¢(lzl) < wolz) < cd(al), x € R,
(3.3)

o o(lz]) < wlx) < coplz]), z € R™

Agora, considere e > ¢ um parametro real e denote por

U, = {ue CY/R") /e ug(z) < u(z) < eup(z),z € R}

loc

V. = {ve YR /e tvy(z) < v(z) < evg(x), z € R"}

loc

Assim, U,, V. # 0, pois ug, vy € C2Y(R") € CXY(R™) e como e > ¢ segue de (3.3) e que

loc loc

ug € Ug e vg € V.

Dados
(u,v) € U, x V. € C2(R™) x CXY(R™)

loc loc

defina as fungdes h¢ ,, 25, : R — [0, 00) por

u,v?) “u,v

oo(@) = hl@)u® +gi(@)u™ + h(e)u Po()) e

(3.4)
zZv(fL’) = folz)v* + gg(:ic)vfﬁ + ho(z)v" P(u(z)).
Temos que,
he 26, € Chd(R™).
De fato,
Folfue] = sup D =100 0)
< p (A= Sl o) = HOt)
ol |z —yl |z =yl
< Al fy‘ign <|u (@)_—:'0(9”) + [l Tsjign (|f1(’19’6)_—3£19(y)|> . (35)

z#Y zF#yY
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E, como p(s) = s* é tal que p € C', p/ € L2 ((0,00)) e u € C®(R") entdao pelo
Lema 1.2, p(u) = u® € C*(R"). Além disso, f € C*?(R"). Dai voltando em (3.5)
segue que fiu® € CO’G(R”). De forma semelhante, mostra-se que gyu? € CO’G(R”) e

loc loc

hiu? P(v) € CY(R™).

loc

Portanto, h;, , € CY%(R™). Analogamente, 2y, € CYOR™).

loc loc

Entéo pelo Teorema (1.21), existem @ = 0,0 = 0, € C2Y(R") € C2Y(R™) tais que

loc

—Au = b (1), €R" e

-Av = 28 (z),z €R"

u,v

Isso deixa bem definidas, as aplicagoes
A, B, : U, xV, — C’gg(R”) onde

Ac(u,v) =u e Be(u,v) = 0.

Ou seja, como uma consequéncia, também fica bem definida a aplicagao

®, : U, x V, — CY(R™) x C2Y(R")

loc loc

dada por
O, (u,v) = (Ac(u,v), Be(u,v)).

Adicionalmente, temos,

Afirmacao 3.6. FEuxiste ey > 1 suficientemente grande tal que

(i) ®60(U60 X ‘/;0) C er X ‘/807
(ii) P., € continua de Ugy X Ve, em Uy X Ve,

(iii) ®., ¢ relativamente compacta em Cy2(R™) x C2Y(R™),

(iv) Uy X Vg € CYYR™) x CYY(R™) ¢ um subconjunto convexo.

loc loc

Admita que a Afirmagio 3.6 tenha sido provada. Desde que CJY(R") x C2Y(R™) &
um espago vetorial topologico de Hausdorff localmente convexo (veja Apéndice C), segue
pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff, a saber Teorema 1.41, que existem
u,v € Uy, x Vg, tal que

O, (u,v) = (u,v).

Isto é,

Aey(u,v) = u e Bey(u,v) = v.
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Dai,
(u,v) € CHY(R™) x C2Y(R™) ¢ uma solugio de (QY)s.
Isso mostra o Teorema (QY),.
No que segue, provaremos a Afirmacao 3.6.

Prova de (i): Para provar ¢ suficiente mostrarmos as afirmagoes:

Afirmacao(i.1): Existe e; > 0 suficientemente grande tal que A, (U, x V,,) C U.,.

Afirmacao(i.2): Existe eo > 0 suficientemente grande tal que B, (U, x V.,) C V,,.

Prova de Afirmacgao (i.1): Da hipotese (S3), isto é, 0 < A < 1 —~y, podemos tomar

e1 > 0 suficientemente grande tal que

1-XA—v

e, >0 (3.6)

Fixemos esse e;. Dadas (u,v) € U, x V,,, temos bem definida & € C2/(R") ¢ CY/(R™),

loc

onde u = A, (u,v). Isto é, u satifaz
—AU = fi(2)u® + gi(x)u™" + hy(z)u? P(v(z)), R" (3.7)
Assim, para provar a Afirmagao (i.1) devemos mostrar que
e ug(z) < u(r) < equp(x), € R™

De fato, de (u,v) € U, x V., e (3.3), segue

er'cy d(lz)) < ertuo(z) < u(x)

VAN

€1U0($) < €1CO¢(|I|) (38)
el o(lz) < erluo(x) < v(z) |

IN

ervg(z) < ercod(|z)

De (3.7) e (3.8),

~AT = fi(@)u® + gi(z)u? + hy(z)u? P(v)
< fil@)etus + gi(@)eduy” + ha(x)efug Plo(x))

= fi(x)eud + gi(x)eug” + hy(z)eJul P (ﬁ

Como

entao pela hipotese (53) temos

P (G

IA

(e1c0)* P(o(]a])). (3.10)
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Portanto, de (3.9) e (3.10) segue

= fil@)eru + gi(@)erug” + ha(2)uge] G P(o(|])) (3.11)

AT < fi(@)erud + gi(@)eruy” + hi(z)e]ug (erco) P(b(|2]))

De (3.6) e (3.11), segue

—0u < fi)(eruf) + gu(x)(erug”) + b (@) (erug) P(o(|2])
= —A(Gl’lto).
onde ug ¢ dada pelo Teorema (QY);. Isto ¢, satisfaz (3.1).

Afirmamos que
u(x) < equp(z), x € R™.

Suponha, por contradi¢do, existe xq tal que u(zg) > equg(xo).

Desde que,
|| —00

(u(r) — equg(x)) —— 0,

segue que (U — ejup) assume um valor maximo em z; tal que
u(zy) — equp(zy) > u(zo) — erup(zo) > 0 e Alu — equg) > 0,R™.

Assim, pelo Principio do Maximo, (1.25), u — ejup = ¢, onde ¢ é constante. Isto é,

|z[—o0

0 < ¢ =1u(xg) — erup(xo) = u(z) — equp(z) —— 0.

Agora, vamos mostrar que, e] 'ug(z) < u(z), Vo € R™. Novamente, desde que, A, (u,v) =
u, segue de (3.5) e (3.8),

—Aler'ug) = filw)er'uf + m(w)e#ua ?+ hi(@)er ug P(o(|l)

< fil@)erug + gi(@)efuy” + h(@)er ug P(o(|])

|

= fil@)er ug + gi(x)efug” + ha(w)ey uop(v(gi))

(a:)) . (3.12)

Como de (3.8) segue

entao pela hipotese (Ss) temos

P((|a])) = P(

Portanto de (3.12) e (3.13) segue

v(z)) < (e1co)*P(v(x)) (3.13)

~Oertue) < filx)eruf + gi(@)eyuy” + ha(x)er g (erco) Plu(x))
= [i@)erug + gu(2)etuy” + h(x)ey ugeg P(o(x)). (3.14)
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Logo, de (3.14), (3.6) e (3.8) segue

—Alertug) < filz)eruf + gi(@)eyuy” + ha(x)er g P(u(x))
< fi@)u® + g (2)u™? + h(2)u’ P(v(z)) = —AL.

Analogamente, ao caso anterior, prova-se também que e 'ug —u < 0, ou seja, e ‘ug(z) <
u(z),r € R™
Portanto,

er ug(z) < u(r) < equp(x), € R™

Com o mesmo argumento, concluimos que existe es > 1 suficientemente grande tal que
ey v () < 0(x) < equp(x), = € R™

Isto é,
A€1<U61 X ‘/;1) C U€17

Bez(Uezx‘/@) C ‘/;2'

Assim, tomando ey = max{ey, e} temos
(I)GO(UCU X Veo) C er X ‘/60'
Prova de (ii): Para provar (ii), ¢ suficiente mostrar que

Aey, Bey 1 Uy X Vg — CY/RM)

loc

- . . 0,0 (mon
sdo continuas. Isto é, A, w, — A.,w em C; . (R") para w,,w € U, x Vg, com w, — w

em CY?(R™) x C2?(R™). Analogamente, para B, .

loc loc

CRlRM)xCl (R™)

Sejam wy, = (Un, vy,), w = (u,v) € Uy, X V,, tais que wy, — w. Isto é, dado

2 C R” limitado, temos

[ UHCO»G(ﬁ)a [|vn — UHCOﬁ(ﬁ) — 0.

Assim,
[un — u*|[coo@ — 0,
Ju,,” — U_B“cw(ﬁ) — 0,
[u, — [ cos @ — 0,
1P (vn) = P(v)]lgoo@ — 0 (3.15)
Fazendo

F(z) = A(@)u®+gu(@)u + h(2)u P(v),z € R",
Fo(z) = fi(x)u® + gi(@)u,” + hy(x)u) P(v,), r € R™,
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segue
1E0 = Flloosy = ll(up —u) fu(@) + (u,” = u?)gi () + [ul P(vn) — u" P(0)] 1 ()] coney
< (g = u®) ful@)ll ooy + 1 (un” = u™)gr(@)l| coo +
+|[un P (vn) = w” P(v)]hy ()l go @)
Desde que,
c< filz)<d, z€Q
segue
(up —u®) (@) fi(z) = (uy —u)(W)[i(y) < duy —u®)(2) = c(ug —u®)(y)
< R (upy —u®) (@) = (uy —u®)(y)]
(up —u) (W) fily) — (ug —u®) (@) filz) < d(ug —u®)(z) = c(uy —u®)(z)
< Raf(up —u®)(x) = (up —u®)(y)].
Logo,
(g = u®) fr(2) lgow @) < Ralluy — u®fcoogy (3.16)
Analogamente,
(uz” = u™)gi(@) ]l cosgmy < Rellun” = u™llcos@y,
[[un P (vn) — u? P(v)]ha ()| goo@y < Rallug P(vn) — u” P()]|gos - (3.17)

Assim, por (3.16), (3.17) e (3.15), temos

- U_5||00,9(§) +

() oo @ (@)

P)llcoe) + [1P(0)lgos@y [ty = "l coo@) — 0.

1F = Flloosqy < Ruillug — u®llooog + Rellu,”
+ sy Pvn) — u” - P(v)]| oo
< Ky |u).P(v,) —u).P(v) +u).P(v) —u'.P
< Ka([lugllcos@y 1P (vn) —
Portanto,
1 = Fllcos@

Por outro lado, do Teorema 1.21,
Au =

6029

loc (Rn)

para Unicas u, U,

(3.18)

_)0

F(z) e Au, = F,(x),
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Assim, do Teorema (1.16),
[n = Ullczo@) < cllEn = Fllooo @), (3.19)

para algum ¢ > 0 independente de n.

Portanto, do Teorema 1.10 e (3.19) temos

[tn — tllcos@m < Kl — ullczom)
< cK|[Fy = Fllosm

Logo, de (3.18) segue que

[un = ullcoo) — 0.

Isto é,

[ Aeq (tn, vn) — Aeq (u, U)Hcoﬁ(ﬁ) — 0.

Isso mostra a afirmagao.
Prova de (iii): Novamente, para provar a Afirmagao (iii), é suficiente mostrar:

Afirmagao (iii.1): A,, ¢ relativamente compacta em C2’(R™).

Afirmago (iii.2): B,, ¢ relativamente compacta em Cp2! (R™).

Prova da Afirmacao (iii.1): Para mostrar (iii.1), (analogamente (iii.2)), provare-

mos inicialmente que A, (U, X V, é relativamente compacta para cadam =1,2,---,

5.,
onde B, = {z € R",||z|| < m},m = 1,2,---. E, em seguida, obtemos a Afirmacao (iii.1)

por um processo de diagonalizacao.

Dados m € Neu € Ac,(Ugy X Ve

entao pelo Teorema 1.18,

)}B'rn’ iStO é’ L E AEO(UEO X ‘/760)7 U = U(I); T G Bm7

sup [ Du(w)] < sup d|Dufa)

Bm Bm+1
< c(sup |u(z)| + sup di|F(z)])
Bpt1 Bt
< c(sup |egcodp(x)| + (m +1)? sup |F(x)])
Bm+1 Bm+1
< cegepl +e(m +1)% sup |F(z)].

Bm+1
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Note que, por (3.8) e (3.10), temos,

|E(2)]

IN

| fu(@)[u® ()] + g1 (@)]Ju™ ()] + [ha (2)|[u” ()] | P(0)]

di|[u® ()] + dau™ (2)| + ds|u (x)[| P ()|

drercod(|2])* + daey ey (| 2]) ™7 + dsercod(| )| P(v(x))]
diercod(|z])* + daey ey o (|2]) ™7 + daercod(|z]) (e1c0) P(o(|]))
Ky, ©x € B,,.

IN AN A

IN

Logo, concluimos
sup [Du(z)| < Ko, (3.21)

Bm
onde R’m depende apenas de m e n.
Além disso, por (3.21) e pelo Teorema do Valor Médio segue que

u(z) — u(y)]

| | S |Du(t0x + (1 - t0>y)| S Km;vxay € Bm-
r—y

para algum ¢, € (0,1).

Portanto,
u(z) —u(y)| _ =
lul| coa gy = sup ————— < K.
CO1(By,) s |37 . y|
Isto é,
Aco(Uey X Veo)| - € C*(By).

Entdo dada uma sequéncia (, )p>1 C Aeo (Uey X Ve, ) limitada, esta ¢ limitada em C%'(B,,).

Logo pelo Teorema 1.10, temos a imersdao compacta C%'(B,,) — C%(B,,). Assim,
definindo

no._
Uy, 1= Up,

|50 22 m,

existem para cada m = 1,2, - - -, subsequéncias {um™ }pn>m € U, € C*(B,,) tais que
u'mi —s u,, em C*(B,,)
m m mj)-

Mais especificamente,

nii , N2 , N3 0,0

utt uy? upt - — ug em CV(By)
n21 ,,MN22 , N23 0,0

up?t up?? up®, - — ug em CV7(By)
n31 ,,Mn32 , N33 0,0

ug®, ug®, ug®, - — ug em C™7(Bs)
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. N n ; . N
Note que, um+1| 5. = Um, POIS a sequéncia (umﬁf Y7) foi tomada como uma subsequéncia
m

A . MNmj MNmj . . <
da sequéncia (um™) onde cada un" foi estendida a bola B,,. ;.

Defina u : R" — [0, 00) tal que
u(x)‘B = u,(z), para cadam =1,2,---

Segue da regularidade dos v, s que u € C%?(R").
Temos ainda que, u), r =1,2,--- & tal que

Nrr

Uy

— U, em C*(B,,), para cada m > 1.

Nrr

mrr),.>1, restrita & B,,, é uma subsequéncia de (ul7),>1 €

De fato, a sequéncia (u o

n. .
Up™" —— Uy, 1= U, YT € Byy,.

Logo,

u"r — u,, em C%(B,,).

Assim, fazendo r — oo,

ur — u em CYY(R™).

Portanto, obtemos uma subsequéncia de (u,) C Ag, (U, X Vo) que converge em O (R™),

mostrando assim que A, (U,, X V) ¢é relativamente compacta.

De maneira analoga, Be, (U, x Vi,) ¢ relativamente compacta em C/(R™).

Assim, ®(Ugy X Vi) = (Aey(Uey X Vi), Beg (Uey X Ve )) € um subconjunto relativamente
compacto de CY(R™) x CYY(R™).

loc loc

Prova de (iv): Vamos mostrar que, o subconjunto Uy, x V,, de C2Y(R") x C2%(R™)

loc

é convexo.

Relembremos,

Uy ={u e CO’G(R")/ealuo(x) < u(x) < equp(x),x € R},

loc

Vi, ={ve C’O’O(R”)/eglvo(x) < w(z) < egvo(x),z € R"}.

loc

Devemos mostrar que, dados (uy,v1), (ug, v2) € Ugy X Ve, et € (0,1) temos:

t(uy,v1) + (1 —t)(ug, ve) € Uy X Vi, ou equivalentemente,

tug + (1 —t)uy € U,

toy + (1 —t)vy € V.

Note que, como u; € U, temos,

eg up(z) < up () < equo(w),
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isto é,
eo tug(r) < tug(z) < egtug(x).

E de uy € U,,, segue

eg Muo(r) < ug(w) < equg(z),

logo,
eo (1 —thug(z) < (1 — tug(z) < (1 — t)ug(w).

Assim, somando os termos, temos:
eo uo()[t + (1 —1)] < tuy(x) + (1 — t)ua(x) < equo(z)[t + (1 — )],
entao,
eq tuo(w) < tuy(x) + (1 — t)ug(w) < equg(z)

isto &, tuy(x) + (1 — t)us(x) € U,,.
De forma analoga, mostra-se tvy(z) + (1 — t)ve(z) € V,,.

Portanto, U,, x V,, ¢ um conjunto convexo.

3.2 Demonstracao do Teorema (CY),

Na demonstracdo desse teorema vamos dividir nosso problema original (CY')s em dois
outros, compostos de uma equacao apenas, sendo que estes podem ser resolvidos usando o
Teorema (CY');. As respectivas solugoes definem uma aplicagao que satisfara as condigoes
de um Teorema de Ponto Fixo, Teorema 1.3, nos dando assim, um ponto fixo, que ¢ a

solugdo do problema (CY),.

Sejam c e d parametros que serao ajustados no decorrer da demonstragao tais que

0 < ¢ < d. Assim, denotaremos por

Qea = Q% 4y = {u € CLLR™) /co(|z]) < u(x) < do(|z]), = € R"},

que representa um caso particular de Q;’f;f definido em (1.1).

3.2.1 Lema auxiliar

Vamos primeiramente provar um Lema que faz parte da demonstracao do Teorema

(CY)a, que nos facilitara na prova das hipoteses do Teorema 1.3.
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Lema 3.7. Suponha que —oo < o,y <1, 8> 1, fi € Q* i =1,2, (S3), (S4) e (Ss).
Entao, existem constantes positivas ¢ < d e ¢ < cz uma aplica¢io V¥ @ Qcq X Qz7 —

Qcd X Q7 bem definida e uma sequéncia {Vitns1 C Qea X Q- 7 tal que

(1) Vn - IDVn—l;

(i) lim V,(x) =V(z), z € R".

n—oo

Observagao 3.7.1. Uma consequéncia imediata do Lema acima € que, se V. = (u,v)

entao

co(|z]) < ulz) < dg(lz]), =R,
6 (|2]) < v(z) < do(|e|), = € R".

Demonstracao do Lema.

Para facilitar, durante a demonstracao vamos denotar () = ().q, para alguns c e d
constantes positivas tais que ¢ < d. Inicialmente, construiremos a aplicagao . Para isso,

considere para cada v € () o problema

—Aw = fi(z)w® — gi(x)w’ + hi(x)w? P(v), R

(3.22)
w >0, R"  wx) o

Vamos mostrar que este problema tem solucao através do Teorema (CY');. Observe que
de v € () segue
e < o) < difa ", Ja] > 1.

para algumas contantes 0 < ¢; < dy. Tome constantes &7 < ¢ e di > dy tais que

0<¢ <1ed; >1. Dessa forma, ainda teremos
a2 < o(@) < Do, [a] > 1.

Assim, vamos analisar as situa¢oes dependendo da monotonicidade de P:

de P ser nao-decrescente segue,

P(v) < P(di|z[*™), || = 1,
de P ser nao-crescente segue,

P(v) < P(@le™), o] = 1.

Logo da hipotese (S5), temos:

se P é nao-decrescente entao,

P(v) < P(di]a’™) < (di)*P(|2]"7), |2] 2 1
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e se P é nao-crescente entao,

1\
P0) < PGle™) < (£ ) PUa™), Jol 2 1
Assim, tomando h;(z) = h;(z)P(v(z)), z € R, obtemos de (S,),

/ "1 (5)ds < KO / IRy (a) P(s* ) ds < oo, (3.23)
1 1

1 _
onde K = — ou K = d;.
(&1

Resta mostrar que, lz € C’O’O(Rn), mas este fato é consequéncia do Lema 1.2, ja que

loc

P ¢ uma funciio continuamente diferenciavel, v € C2%(R") ¢ CY?(R") e h; € CYY(R™).

loc loc loc

Portanto, de (3.23) segue que
hi € Q.

Desta forma, adicionalmente a hipétese f; € Q*? e (S3), segue do Teorema (CY); que

existe uma unica solugao w;(v) € @ de (3.22). Isso deixa bem definida a aplica¢ao

Ai . Qai,bi B— Qai,bi (324>

vi— A;(v) = w;(v), i = 1,2,
e como consequéncia também fica bem definida a aplicagao
’l/} . Qai,bi X Q[i’hg; B— Qai,bi X Q[i'“l;; da‘da por

P(u,v) = (Ar(v), Ax(u)), (3.25)

para constantes positivas a;, b;, a;, b; com a; < b; e a; < b; apropriadas.

No que segue, vamos construir uma sequéncia {V,,}n,>1 C Qa5 X Q@,i)}-' E, como a

funcao P pode ser crescente ou decrescente dividimos a demonstracao em dois casos.
CASO 1: P nao-crescente.

De f; € Q™Y segue pelo Teorema (CY ), que o problema

—Aw = fo(z)w?®,
(3.26)
w >0, R"  w(x) el g 0,
tem solugao tnica wy € @) e satisfaz
cod(|z]) < wo(x) < dod(|]) (3.27)

para 0 < ¢y < dp.
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Considere m > 0 tal que mcy < 1, e tome
Vo = Muwy.

Assim, de (S3), isto é; g;(x) < ¢; fi(z), © € R™; para ¢; > 0, i = 1,2; e também por (3.26)

temos

—Avg — (fa(2)vf — g2(2)v5) = —mAwo — folx)vf + gol@)vy

= mpo(x)w§ — fao(x)mwf + ga(x)m wy

Wy

< mfo(x)wd — folz)mwd + cofo(z)mPuwf.

Reescrevendo e agrupando termos apropriados, temos

B0 (B0~ e)f) = (mple)u - ghtemeut) + (cftomuf - L fomeus

= fa(z)wg [m - %ma] + fo(w)wy {@mf’w{f“ - %m“}

= fQ(x)wgma |:m1a - 1] + f2($)w8ma {szﬁawga — 11

2 2
1 1
= folx)wym® {ml_a — 5} + folx)wym® {@mﬁ_aﬂwoﬂﬁ_a - 5}

< 0,

onde a ultima desigualdade ocorre para m = mgy < 1/¢y suficientemente pequeno, pois

—00 < a < 1 < f, e adicionalmente de (3.27) segue
mocolx|*™ < vy < modo|z|*", |z] > 1. (3.29)

Agora, mostremos que o seguinte problema tem solugao tinica, provando que as hipoteses

do Teorema (CY'); sao satisfeitas

~Au= filae + b (@) Pl),

(3.30)
w>0, R ulx) %0
De fato, de (3.29) e P ser nao crescente, temos
P(modo|z|*™™) < P(vo) < P(mocolz[*™), |z| > 1. (3.31)

Assim, fazendo ¢ = mgycy < 1; temos ¢ = 1/¢ com ¢ > 1.

Dai por (3.31), usando (S5), existe 6 > 0 tal que

P(vy) < P(ela*™) < @°.P(|2P™), |of > 1. (3.32)

(3.28)
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Tomando i?l(:r;) = hi(x)P(vo(z)), x € R", obtemos de (3.32) e (5,),

/ Sn—l—'y(n—Q)fL\l < (@5/ Sn—l—’Y(n_Q)hT(S)P(SQ_n)dS < 400. (333)
1 1

Logo, fazendo uma analise analoga & feita para mostrar que f; € Cl?)’f (R™), temos também

que h € C’O’G(R”). Assim, de (3.33) segue que h, € Q"% Além disso, por hipotese

loc

f1 € QY portanto, segue do Teorema (CY); que existe uma solucao ug € Q de (3.30).

A sequéncia procurada serd definida por meio do operador A, a partir de ug e vy.

Afirmagao 3.8. A; é um operador nao-crescente, i = 1, 2.

Para provar esta afirmacao, vamos usar um Lema de Comparacao, a saber o Lema
1.26.

De fato, para quaisquer u,v € Q,u > v, x € R" e s > 0, considere

Fi(x,8) = fi(x)s* — gi(x)s” + hi(z)s"P(v(x)), i = 1,2. (3.34)
Observe que,
B3 o)t = o)™ 4 hla) o)

dai, desde que o,y < 1, # > 1 e os potenciais em x nao-negativos segue que

Fi(x,
(z,5) ,s > 0 é decrescente para cada x € R", (3.35)
S

satisfazendo uma das condi¢oes do Lema 1.26.

Assim, de (3.22), (3.34) e pela monotonicidade da fungao P segue

Dwi(u) + Fi(w,wi(w)) = —[fil)wf () = gi(z)w; (u) + hi(x)w] (w)P(u)] +
Hfiw)ws (u) — gi(@)w; (u) + hi(x)w] (u) P(v)]
= hi(z)wi(u)[P(v) — P(u)] = 0

Aw;(v) + Fy(z,w;(v)) = 0.
Logo,
Aw;(v) + Fi(z,w;(v)) =0 < Aw;(u) + Fi(x,w;(u)).
Para aplicarmos o Lema 1.26, nos resta mostrar que Aw;(u) € L'(R"). Para isso, observe
que, de (3.22) segue
[Dwiw)] = [fil@)wi(w) = gi(2)w] (u) + hi(x)w] (u) P(u)]
< (@) (W) = lgi(@)w] (w)] + [hi(x)w] (u) P(u)]
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e usando que w;(u) € Q, isto é,

cio(|z|) <wu(z) < dio(lz]), x € R" 0 < ¢ < d,.

segue de f € Q™Y que

[ semr) = [ @+ [ s

= G+ /100 < " fl(x)wla(u)d5> dr
< Ci+c /oo ( fi*(‘x|)]q;‘a(2n)d5) dr
1 |x|=r

= Ei—l—cz-wn/ L ()2 gy

1

[ee]
= G+ ciwn/ r”_l_a(”_Q)fi*(r)dT < 400,
1

onde w,, é o volume da bola unitéaria.

Como uma consequéncia da desigualdade anterior e usando (S3) segue

[ s@uiw e [ peul <+

E finalmente, por (Sy) e (S5),

[ mawiwrw) = [ w@w@r@+ [ w@uPo)

Rn\Bl

= K+ /1 " ( /x B hi(x)wg(u)P(u)ds> dr

onde w,, é o volume da bola unitaria.
Portanto,
Aw;(u) € LYR™), i =1,2. (3.36)

Logo, segue do Lema 1.26 que

Isto é, A; é ndo crescente.

Defina as sequéncias,

(3.37)
Up = AQ(unfl)a n:1727"'
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a partir das funcgoes iniciais dadas ug, vg € ). Dessa forma, podemos definir a sequéncia
Vi = (un,v,). A seguir, serd mostrado que esta sequéncia {V,,},>; satisfaz os itens (i) e
(ii) do Lema 3.7. Primeiro observamos que da defini¢ao de u, e v, segue imediatamente
o item (i) do Lema 3.7, isto é,

Vi =9V, 1.

Para provar o item (ii) inicialmente mostraremos que estas sequéncias sdo mondtonas,

usando novamente o Lema 1.26.
Entao, sendo
F(z,s) = fi(2)s” = gi(2)s” + hi(x)s7 P(vo(2)), © € R
analogamente a prova de (3.35) temos que F'(z,s)/s é decrescente.

Além disso, de (3.25) e ug solugao de (3.30), temos que

Aug + F(z,ug) = —[fi(x)uf + hi(z)ud Pvo)] +
+Hfi(@)ug — gi(x)ug + ha(w)ug Pluo)]
= —gl(m)ug
<0

e da definigao de A; e (3.22),
Auy + F(zyu) = A(Ai(v)) + F(z, Ar(vo))
= Awi(vg) + F(z,wi(vo))
= —ful@)wi + gi(@)wy — h(x)w] P(vo)] +
+fi(@)wf — gi(@)w! + hy()w] P(v)]

=0

logo,
Aug + F(x,ug) < 0= Auy + F(x,uy).
Portanto, pelo Lema (1.26),
up(x) > uy(z),z € R",

observando que a condigao Au; € L'(R") é satisfeita como antes.

Quanto a vy e vy, segue pela definigdo de As, (3.37) e (3.22) que

Dvi 4 [fol@)of = ga(2)or] = A(As(uo)) + [fa(@) A (o) = ga(x) Az (uo)”]
= Dws(ug) + [fa(w)ws (ug) — ga(w)wh (uo)]
= —falw)w§ + ga(w)wy — ho(2)wl Pluo) + [fo(x)ws — ga(w)ws)]
= —ha(z)w;s P(uo)
< 0.
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Isto é, usando (3.28), temos
Ay + [fo(@)0 — go(2)07] <0 < A + [fo(@)v§ — go()0f)].
Assim, novamente pelo Lema 1.26,
vi(z) > vo(x), © € R™.
Dai, como A; é nao crescente, i = 1, 2, concluimos que
vy < vy = As(ug) < Ax(ur) = vy

e analogamente,

up > uyp = Ay(vg) > Ai(v1) = us.

Entao, por induc¢ao, obtemos

Para completar a prova de (ii) resta-nos mostrar que estas sequéncias sao limitadas. Ob-

serve inicialmente que, pelo Teorema (C'Y');, existe uma solugao u* € @) do problema:

—Aw = fi(x)w* — g (z)w?,

jal—00
) —

w>0, R w(x

Assim, por (3.37), (3.25) e (3.22) segue,

(3.38)

Aup, +  [fr(z)uy — 91(93)“5 = A(A1(vp-1)) + [fi(2) A1 (V1) — g1(x) A1 (v, — 1)ﬁ]
(

]
= Awi(vy_1) + [fi(x)w](v,_1) — 91(@10{3(%—1)]
— fi(z)wf + gl(x)wf — hi(x)w] P(v,—1) + fi(z)w] — 91(75)“}?
= —h1 ($)U)¥P(Un_1)

< 0

e consequentemente, de (3.38),

D + [fi(@)upy — gr(2)uy] < 0= Au’ + [fi(z) () — gu(2)(u")).

Logo, pelo Lema (1.26),

up(z) > u*(z), x e R n=1,2,---.
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E, para mostrar a limitacao da sequéncia (vy,),>1, considere a seguinte problema

—Aw = fox)w® — go(z)w® + ho(z)w P(u*(x)), R*
(3.39)
w >0, R"  wx) g
Note que, pelo Teorema (CY');, o problema (3.39) possui uma solugao v* € Q.

Assim, similarmente de (3.37), (3.22) e pela monotonicidade de P, temos

Av, + [folz)v® — go(2)0? + ho(2)0) P(u*)] =

= Awy+ [fo(z)w§ — go()w] + ha(z)w] P(u”)]
ha(z)wa[P(u") — P(tn—1)]
0.

v

Dai, de (3.39),
Avy + [fal@)vy = ga(@)vy + ha(a)vg P(u™)] > 0 =
= A"+ [fo@)(07)* = ga(@) (v*)” + ha(a) (v") P ()],
Logo, pelo Lema (1.26),
va(z) <v*(z), TERY, m=1,2, -

Resumindo, obtemos de ug, vo, u*, v* € Qqp com a e b parametros apropriados dependentes

dessas fungoes, tais que

cp <ut <o <uy <<y < up < dg, R

p<vg<v <<, << <0t < dg, R

Defina ainda V' = (u,v) como

u(z) = lim wu,(z), z € R",
v(z) = lim v,(x), v € R™

Isto é,
V(z) = lim V,(x), z € R"™.

n—o0

Deste modo, temos bem definido o operador

w : Qc,d X Q‘c‘j I Qc,d X Qag

Vn = (un7vn) S Qc,d X Q’g’ga
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satisfazendo as hipoteses do Lema 3.7.
CASO 2: P nao decrescente.
Seja w; € @ a solugao unica do problema

—Aw = fi(x)w*, =12,
(3.40)
w >0, R"  w(x) el g 0,

dada pelo Teorema (CY);.

Denotando ug(x) = mowy () e vo(x) = mowy(x), segue, andlogo ao CASO 1 em (3.28),

que

IN

)

—Aug(x) < filz)ug — gi(x)u
—Dug(z) < fol2)vf — gal)p, (3.41)

onde mqg > 0 é suficientemente pequeno.

E como uma consequéncia obteremos que A; é nao decrescente, relembrando que a

definicao da aplicacao A; é

Ai : Qai,bi — Qai,bi

(3.42)
vi— A;(v) = w;(v), i=1,2
onde w;(v) € @ é a solugdo unica do problema,
—Aw = fi(x)w* — g1 (z)w? + hy(2)w’ P(v), R"
(3.43)

w >0, R";  w(x) el 0,
dada pelo Teorema (CY);.

Afirmacao 3.9. A; ¢ um operador nao decrescente i = 1, 2.

De fato, dados u,v € Q,u > v, x € R" e s > 0, considere novamente
Fi(x,5) = fi(x)s® — gi(x)s” + hi(x)s” P(v(x)),
entao, de (3.43), (3.10) e P nao-decrescente segue
Awi(u) + Fi(z,wi(w) = —fi(z)wd(u) + gi(z)w] (u) —
+fi(@)wf (w) = gilw)w] (u) +

hi(x)w] (u)[P(v) — P(u)]
0.

IA



Capitulo 3. Existéncia de solucdes inteiras para sistemas com duas equacdes 66

Assim,

Aw;(u) + Fi(z,w;(u)) < 0= Aw;(v) + Fi(z,w;(v)).
Além disso, de (3.43),
| Awi(v)] = | fi@)wf ()] + [gs(x)w) (0)] + [hi(@)w] (v) P(v)],
dai, analogo ao mostrado em (3.36) temos, Aw;(v) € Ly (R").
Logo, segue do Lema (1.26), que w;(v) < w;(u) em R™, isto &,
Ai(v) < Ai(u),
entao A; é crescente.
Considere novamente as sequéncias
Up = Al(vn—1)7 n = ]-727 te
Up = AZ(unfl>7 n= 17 27 e

apartir das fungoes iniciais dadas wug, vy € ). Desta forma, tomando V,, = (u,,v,) temos,
Vn - dJVn_l,

mostrando o item (i) do Lema 3.7.

Pela defini¢ao da sequéncia (u,) e por (3.42), temos

Auy(z) + [fi(z)uf — Ql(m)uf] = DA (vo(w)) + [fi(x)Ar(vo)® — 91($)A1(U0>B]

= —fil@)wf (vo) + g1 (@)wy (ve) — ha(w)w] (v0) P(vo) + fr(w)wf (vo) — gr(w)w} (vo)
—hy (z)w] (vo) P(vo)
0.

IN

Isto ¢, de (3.41) segue,
Au(@) + [fi(@)uf — gi(@)uf] <0 < Dug(w) + [fi(@)ug — g1(x)ug].
Assim, pelo Lema (1.26),
uy(z) > uo(z), x € R
observando que Aug € L*(R™).
Analogamente, temos que vo(x) < vi(x), x € R".

Dai, como A; é nao decrescente ¢ = 1, 2, concluimos que

vo < vy = As(ug) < Az(uy) = va;

up < up = Ar(vo) < Aq(vr) = uo.
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Entao, repetindo o processo acima, obtemos as seguintes sequéncias

(3.44)

Vamos agora mostrar a limitagao das sequéncias acima. Nesse sentido, considere w} € @),

t = 1,2, como sendo a tinica solu¢ao do problema

— 2w = fi(@)w® — gi(x)w? + h(@)w P(e(Je]), i=1,2,

(3.45)
w >0, R"  wx) [2l=g0 0,
dada pelo Teorema (CY');.
Portanto, podemos assumir que existe uma constante Ky > 1 tal que
Ky o(|2]) < uolw),vo(x), wi (x) < Kog(|zl), = €R™ (3.46)

- J n N
Afirmacao 3.10. Dados € € [1—, 1> e K, =Kt , n=1,2,..., entio
-7

up(z) < Kywi(z), z € R”,

vp(z) < Kywi(z), x € R™.

De fato, de ¢ € [§/(1 —7),1) e K1 = K§, uy satisfazendo (3.43) e P nao decrescente

segue que,

0 = Aup+ fi(2)us — gi(x)u + hy(2)u] P(vy)
< Dup+ fi(@)K{uf — gu(2) Ky~ )+ o (2)u] P(Kog([])).

Em seguida, usando (S5) e as hipoteses da afirmacio, temos

0 < Aup+ file)K7uG — gy (@) K170 + ha(2) KJu] P(6(|2])
< Du A+ fi(@)KEou — gi(@) KL+ b (2) K304 Plo(|2)))

< Duy+ [Ale) K0 — gu(2) Ky 4 b () Ky ] P(o(J)
Por outro lado, de (3.45) obtemos,

A(E w) + ) K () = g (@) K7 (wD)? + o (2) Ky (Kwi) P(g([]))] = 0.
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Portanto, mostrando de maneira similar ao que foi demonstrado em (3.36) e (3.35),
temos que Au; € LY(R") e que a funcao fi(x)s*—g1(x)s’+hy(2)s7 P(¢(]x])) é decrescente,
logo pelo Lema 1.26 segue que,

u(x) < Kjwi(x),z € R™
Fazendo uma analise analoga, com K, = KS*EQ, de (3.43) e P nao decrescente, segue

0 = Auy+ fi(x)ug — gi(z)us + hy(z)ul P(vy)
< Aug + fi(z) Ky us — gl(x)KQI_ﬂug + hy(x)ug P(Kjwsy).

Dai, pela condicao (S5) e as hipoteses da Afirmacgao 3.10, obtemos

Ké_ﬁug + hi(x KfugP(w;)
Ky + ha(2) KT 0 P(Kog(|2]))
o) KRS u) P(g(|)))

) Ky u3 P(¢(]))).

0 < Auy+ fi(z)Ky *u§ — gi(z)

Auy + fi(2) Ky~ us — g1(x)
Aus + [ f1
Aug + [ f1

~—  —

IN

2) Ky Pull +
) Ky Pul + hy

IN

x>K217aUg — 0

—_— o~
—~ o~
~—~

IN

2)Ky~"ug — g1
Por outro lado, temos por (3.45),
A(Kywi) +[fi(x) Ky~ (Kowi)® = g1 () 5~ (Kaw}) b () K, 7 (Kowi) P(¢(|)))] = 0.

Logo, pelo Lema (1.26),
KQ’LUT > Usg, R™.

Usando argumentos similares e indugao, concluimos que
u, < K,wy, R™.
De forma semelhante, mostra-se que,
v, < Kyw;, R".
Desde que, K, é mondtona crescente, segue que

K, < lim K, = KZ °.

n—oo

Resumindo, obtemos de (3.44),

ug <y g < -v- <y, <o < KGRl

(3.47)
vo<u vy < S, <00 < K w3
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Podemos concluir entao que, as sequéncias u,, e v, sao monétonas e limitadas, e como

consequéncia fica definido V' = (u,v) tais que

u(z) = lim u,(z), r € R",

n—oo

v(z) = lim v,(z), z € R",

n—oo
isto é,

V(z) = lim V,(x), z € R™.

n—oo
Resta-nos mostrar a afirmacao a seguir, para podermos usar o Teorema do Ponto Fixo
na demonstracao final do Teorema (CY')s com a aplicagdo ¢ adequadamente definida e a

sequéncia {V},},>1 em um conjunto ) também apropriado.
Afirmacao 3.11. Para todon =1,2,... vale:
() Ko olla]) < ua(x) < KT 6((al), « € B, Vo,
(i) K3~ 6(Ja]) < va(a) < K37 0(J2]), = € R", ¥
De fato, de w} satisfazer (3.46) e por (3.47) segue
wn < K wi < K& Koo(lal) = K& (lal), n=1,2,....

Portanto,

_1
un(z) < Ky o(z|), € R", n=1,2,....

De forma anéloga,

(@) < K7 g(|2), 2 €R™, n=1,2,....
Por outro lado, a hipotese (S5), (i) é equivalente a,
P(K™'s) > P(s) > K °P(Ks) > K°P(s),
isto é,
P(K™'s) > K°P(s). (3.48)
Observe ainda que, de (3.46) segue

K()l%lgfbﬂﬂfl) < ug(x), vo(r) < KS%EQS(MI), r € R (3.49)

£
Para facilitar, vamos denotar K = K, °.
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Entao pela definigdo de uy = A;(vo), (3.49), (3.48) e as hipoteses da afirmagao 3.10

temos,
0 = Aur+ filz)uf —91( )yl + ha(a)u] P(vo)
> Auy + fi(z) K™ (a:)Kﬂ 1 —l—h (x)u] P(KF¢(|:B|))
> Am+¢quala— «mKﬁlﬁ+hcwmfww%mum
> Aut Ai)K G — (@)K (), T aP(o(Je])
(||

Auy + [fi(2) Ko7 — g1 (2) K57 + by () K7 ] P(¢

e, adicionalmente,
AK ™ wp)+[fi(2) KK i) g1 (2) KP7HE T wp) b () K77 (K wp) Pg(|a)))] = 0.
Assim, pelo Lema 1.26,

Kﬁlwf <wup, R™

Portanto,
;1
KT o(l2]) < wi(a), © € R™.

Analogamente, de (3.49) segue,
Ky o(|z]) < As(uo(2)), = € R™,
isto é,
;1
KE*(l2]) < wi(a), = € R™

Indutivamente, temos
=1
Ky~ o(|z]) < un(z), z € R,

=1
Ky o(|z]) < vn(x), 2 € R™
Isso completa a demonstracao da afirmacao.

Desta forma, temos

77Z) : Qc,d X Qc,d B Qc,d X Qc,da

{Vn} - QC,d X Qc,d7
=1 1
onde c = K, ° e d = K, °, satisfazendo as hipoteses do Lema 3.7.

Isso finaliza a demonstracao do Lema 3.7
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3.2.2 Demonstragao do Teorema (CY), (Finalizagao)

Considere, 9 : Qcqg X Qz7 — Qcqa X Q7 onde ¢ < d e ¢ < d sao como estabelecidos

na prova do Lema anterior.

Afirmacgao 3.12. O operador v satisfaz as sequintes hipoteses do Teorema 1.3:

(i) (PF)y : Estimativa de Schauder,

(ii) (PF)a: Propriedade do Grifico Fechado.

Admita que a Afirmagao 3.12 foi provada. Seja V,, = (un,v,), V = (u,v) dada pelo
Lema 3.7. Entdo pelo Teorema 1.3, V = (u,v) € C2Y(R™) x C2Y(R™) e ¢ um ponto fixo
de . Isto é,

(u,0) = P(u,v) = (A1 (v), Az(u)),
e como consequéncia da definicao de A;, i = 1,2,
—Au = fi(z)u® — gi(z)u’ + hy(2)u P(v),
—Av = fox)v® — go(2)0° + hy(2)v P(u).
Alem disso, co(|z]) < u(z) < do(|x|), x € R" e Eg(|a]) < v(z) < do(|a]), = € R".
No que segue, vamos provar a Afirmacao 3.12.

Demonstracao de (i).

Relembrando que, 9 : Q.4 X QE,J — Qecd X QEE é o operador dado por
b(u,v) = (Ar(v), Ax(u)),
e Ai: Qca — Qca € a aplicagao dada por
Ai(v) = w;(v), i=1,2,
onde w;(v) = w; é solugdo tnica do problema

—Aw; = fi(x)wd — gi(x)wiﬂ + hi(x)w] P(v),

|z|—o00
) —

w; >0, R, w;(z
Considere

(3.50)
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Devemos mostrar que, v satisfaz a propriedade (PF'); (Estimativa de Schauder), ou seja,

para qualquer dominio limitado 2 C R", existe ¢ = ¢(£2) > 0 constante tal que

||¢U||c279( xC2:9(Q) = C”UHCOO xC00(Q)> VU € Qca X Qagf
Observe que, de (3.50), é suficiente mostrar,

{ [willczo@ = [[A1(0)[lc2o@ < cllvllconm
[wallczo@ = [[A2(W)llczo@m < cllullcoom,

para qualquer dominio limitado €2 C R™.

Seja €2 C R™ limitado e denote dg = 81615 ly| e seja
v
B;=Bi(Q)={zeR": |z| <dqg+i}, i=0,1.
Observe que, 2 C B;.
Entéao, de acordo com (3.50), temos:
—Awy = fi(z)we — gi(z)w) + by (z)w] P(v), Q,
—Awy = fo(z)w§ — go(z)wh + ho(x)w)P(u), Q,

onde c(|z]) < wi(w) < dé(|a]), ep(le]) < wa(w) < do(|z)), eg(|z]) < v(x) < do(|z]),
co(|z]) < wi(z) < dé(|z]), n=0,1,2,....

Assim, pela Teoria de Schauder e analogamente ao que foi mostrado em (3.16), temos

lwrllzo@ < erllfiwf = giwy + hw! P(0)l oo

< a(Ballwi][Gos g + Ralwn |7 ) Ballwill o0 1P (V) oo @)

N

COG

Dali, pelo Lema 1.2, segue,

IA

ca([[wrllgos@y + lwrllcoo) + lwillcoo@ vl coom)

< alwillcoom) + lwillcos@llvllconm)-

||w1|’c279(§)

Assim, concluimos que,
[willzo@) < ealfr, 91, ha, P ([lwnr ] ooy + [[willcos @ 0]l gos@)- (3.51)

Analogamente, mostra-se que

[wallgeo@y < €al(fis g1, ha, P Q) ([[wall cos @y + [wallcoom) l[ullcon@)-
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Vamos mostrar primeiramente que

{ lwrlleoo < dillolgaoy.
lws oo < dallullenogey.

Temos por (3.51) e pelo Teorema 1.18 que

sup |[Dwi(z)] < sup|Dwi(z)| < supd,|Dw(z)] < C{sup |w;(z)| +
Bo B1 B1 B
+(dg + 1)*sup|| fruf — grw! + hyw] P(v)[]}

B

Csup [de(|z])] + (do + 1)? sup [ fi(@)l[wa (2)[* +

IN

+(da +1)? Sup |91.(2) |y ()] +

+(do +1)? sup [ (@) [wn (2)[" P(v()) 1}

IN

Hda + 1) sup |on (o) [do | +

+(da + 1) sup [l (2)|({d(|2DI" + eg () ") P(dg ()]}

Pelo Teorema do Valor Médio, dados z,y € €2, s € (0,1), temos
jwi(z) — wi(y)| < [Dwi(z + sy)||lz - yl,

assim, segue que

[wi(z) — wi(y)|
|z —yl°

|z —y|°

Logo,
||w1||0079(§) < Ci(D).

Por outro lado,
[willgoo@y: lwallcoo@y: [Vl ooy |

Como uma consequéncia temos,
||?J||Co,0 Z Cl,

dai, multiplicando por d; > 0 tal que dla > 6; temos

dy||v]|coo > diCy > Ci.

Logo,
le”cw(ﬁ) < leUHcmO(ﬁ)v vn.

Dy + sl 2= < Cle—y, Vayen.

|u||co,0(§) > KIHG%I ¢(|ZE|) > 0.

Csup [de(|z])] + (da + 1)28}331) [f1(@)[([do([z))[* + lea(|x])[*) +

(3.52)

(3.53)
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Analogamente,

||w2HCOH < d2||ul|coo Vn.

Portanto, de (3.51), (3.52) e (3.53)

[willezo@ < calllwillcoo@ + lwillcoo@llvllcoem)
< a(llwrllcosm) + Cl”““cﬂ 0(@))
S 4(d ||'U||COO +Cl||v||006
< caldi||v]l oo + C1Ch)
Como ||v|coog) > 0 entdo
lech(ﬁ) < C4(d1”UH0070(§)"‘KHUHCW(@))
<

= 65”1}”6‘0’0(5)7

isto &, [|wi]|c2e@) < ¢sllv]lcoo@). para alguma constante c; > 0.

De forma similar, mostra-se que
[wallc2e@) < collullcoom), para alguma constante cg > 0.

Assim, a condigao (PF); é satisfeita.
Demonstragao de (ii).

De fato, sejam Z,, = (2,,,%,) € QC¢ b X ~ tais que

~¢ do

Z ln(‘ Z e 'I/JZ loc Y’

2,0

onde Z = (z,2) € ch) ao X Q2 3y

No apéndice (D), durante a demonstra¢ao do Teorema de Ponto Fixo, mostramos que

Y =(y,7) € Qc¢ do Q;;?gd), entao resta-nos mostrar que, Y = 92,
y = Ai(2)
7 = As(2)

isto é,

Ay = fi(x)y* — gi(z)y® + hi(2)y  P(%)

Ay = fo(z)7* — g2(x)7° + ha(2)y' P(2)

Temos por hipotese que, dado um subconjunto limitado €2 de R", temos que

Cc?(Q)
Zp T %,
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-
Algn Cﬂ) Y,
2@

Assim,

A@)(AZ0)* = 01(2)(AiZn)” + ha(2)(A1Z0) P(Zn) — file)y® = g1(@)y” + ha(2)y" P(2)

NAZ, — Ay,

logo, Ay = fi(2)y* — gi(x)y” + hi(2)y" P(2), ou seja, y = Ay (2).
Analogamente, 7 = Ay(z).
Portanto, v satisfaz (PF)s.



APENDICE A

Resultados técnicos

Vamos apresentar neste apéndice alguns resultados técnicos, que foram apenas citados

durante as demonstracoes dos lemas e teoremas principais.

A.1 Motivacao para o operador J

Nesta secao, vamos exibir uma motivagao para a definigao do operador J, partindo do
principio que o objetivo desta definigdo é mostrar que o sistema (F) tem uma solugao,
isto é, uma funcgao u € C’fo’f(R") que satisfaga a seguinte equagao

—Au = f(z)u® + g(z,u) + h(z)u”, R". (A.1)

Observando que, g*(r, s) = max g(z, s), considere v tal que

|z|=r
—Av = fr(|z))o* + g (=], v) + R (Jz])v”
> fx)v* + g(x,v) + h(z)v?,
ou seja, v é supersolugao de (A.1).

E, considerando g.(r, s) = |H}in g(x,s), seja w tal que

—Aw = fullz))w® + gu(|z], w) + hu(|z])w?
< fl@)w® 4+ g(x, w) + h(z)w?,
ou seja, w é subsolugao de (A.1).
Se v(z) =V (r),V € C*0,00) [ C*([0,0)) com v > 0 temos

V'(0) = 0
{V(O) = a>0
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onde r = |z| = (22 4+ ... +22)2, n>3.
Entao derivando v em relacao a x;, segue
ov , . or
= A2
o = V()5 (4.2)
sendo que,
or O 4412z 1 1
axi = 1 axl — 5(1'1 + ... _i_xi) 291 =
Além disso,
0?r 0 1
0z? dx; \'r
1 n 1Y\ or
r r? ) Ox;
1 z?
o 98

Logo derivando (A.2) novamente em relagao a x;, temos

0%v

)

2 2

_ o (1

=V r? v (7“ 7“3) ’
portanto,

Do =NV(r) = Y v i %4 1o
zU r (T) Z (T) r2 + (T) r
i=1
— vl/_{_vl(ﬂ_l)
roor
Assim, considerando Av = —F(|x|, v) temos:
" ! n 1
V +V (;-;)Z—F(T,V(’T‘)),

ou equivalentemente,

2

or 0*r

—(" VY =" R (r, V().

Isto é,

—(r" VY =t \(f*(T)Va +g*(r,V) + h*(r)VV)J.

Integrando de 0 & r, temos,

- / VY dt =
0

FrV(r))

/r t"LE(E, V(t))dt,

0
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assim,
T

—evey| = / RV (),

0

t=0
isto é,
V() = L / LR (L V(L) dt. (A.3)
0

Integrando (A.3) de r a oo segue,

_ / TVt = / T [ /0 t sLR(s, V(s))ds} dt,
0

assim, como lim;_.., V(t) = 0,

V(r) = /TOO tn Uot "L F (s, V(s))ds] dt. (A.4)

Integrando (A.4) por partes, temos,

Vir) = t2_”/0 s"1F(s,V(s))ds

2—n

S |
— —— 22 R (L V() dE
. | i (4, V (1)),

assim, como

fot s"LE(s,V (s))ds

Jim o /Ot ST (s, V(s))ds = Jim S—p— v =0,
e V() = - i > [ /0 ' (;)"1 sF(s,V(s))ds + / h sF(s,V(s))ds} . (A.5)

Portanto, usando que v é soluc¢ao da equagao —Av = F(|z|,v) e que esta é uma solucao

radial chegamos em (A.5), que é o proprio operador J.

A.2 Demonstracao do Lema de comportamento
assintotico

Nesta se¢ao vamos demonstrar o Lema 2.1 enunciado no Capitulo 2, para auxiliar nas
demonstragoes dos resultados principais. Na prova deste lema usaremos um resultado

devido & Diaz e Saa [10], que serd enunciado a seguir.

Lema A.1. Sejai,j = 1,2 e seja  C R™ um conjunto aberto. Se w; € L>®(Q) satisfaz
1 1
w; >0, g.t.p. em Q, wy = wy sobre 0N, w? € H'(Q), Aw? € L>(Q) e w;/w; € L=(L),

entao ) )
“Aw?  Aw?
/ [ fUl + ul]2 ] (wy — wq)dz > 0.
Q

3 3
Wy Wy
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Agora, vamos ao nosso lema,

Lema A.2. Seja E € S. Relembrando que,
S = {E :[0,00) — (0,00) / 0 < / s"1E(s)ds < —1—00}
0

eJ: S —1[0,400) € dado por

a0 =5 [ [ () spwas+ [

Entao:

n—1

(i) JE)(1) +
(i) ho(t) < J(E)(t) <l¢(t), t> 0 para algumas constantes positivas Iy e ls.

Demonstracao. (i) Observe que,

JEY({) = — [(2—71)151” /0 snlE(s)dHﬁ%t"lE(s) 4

n—2

= [lim (sE(s)) — tE(t)]

n—25—>oo

t
= —tln/ s"1E(s)ds, t>0,
0

JEY'(t) = —(1—n)t™" /t s" 1 E(s)ds — """ E(t)
= (n—1)t™" /t s"'E(s)ds — E(t), t>0.

n—1

Logo, J(E)"(t) + JEY(t) = —E(t), t > 0.

(ii) Vamos dividir a desigualdade em dois itens:
(@) JE)(E) < bo(t), t=0

(b) ho(t) < JE) ), t=0
para algumas constantes positivas [y e [s.

Note que, como

1, se 0 <t <1,
¢<t) - { t2—n’ se t Z 1’

1
entio ¢/’+”T¢’ —0, t£1,t>0.
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Assim, dessa observagao e por (i), temos o sistema
—(t"YJ(E)) = t"'E@l), t>0,
(A.6)

—(t" ey =0, t#1.

Vamos mostrar (a) primeiramente.
Observe que, para 0 <t < 1, a desigualdade (a) ¢é satisfeita, basta fixar Iy > J(E)(0),

pois desta forma
lagp(t) =1y > J(E)(0) > J(E)(t), 0 <t <1,

ja que J(E) é decrescente.

Suponha, por contradigao, que existe ty > 1 tal que
Lo(t) > JE)(), 0<t<tlo

¢(to) = J(E)(to)-

Seja
wi(t) = 5¢°(1)

wy(t) = J(E)*(t).
Dessa forma, wy(t) > wq(t), 0 <t <ty e wy(ty) = wa(ty).

Assim,
w1<t) _ l§¢2(t) < l% te [O tO]

P50 T IERD T B W)

Agora, considere

Vamos mostrar que as fungoes w; e ws satisfazem as hipoteses do Lema A.1, com Q2 = By,.

Observe primeiramente que, w; € L>®(By,), w; > 0, em By, e wy(x) = we(z) para

|.T| = to.
Temos ainda que,
<@ b B
— < —=— em ,
T wy T J(E)(to) "
@ <1, em By,
w1
consequentemente,
w.
— € L®(By,).
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Afirmagio A.3. @)% (x) = lo(|z|) € H'(By,).

De fato, temos que ly¢(|z|) é integravel em By, .

Além disso, como

P 0, se0 <t <1,
(t) = { (2—n)t! " set>1,
entao
se |z] <1
, se |z >1

v @@l = 10l = { (g

|z
logo, | v/ @}/2\2 ¢ integravel.

Portanto, @,/° € HY(By,).

Afirmagao A.4. @y (z) = J(E)(|z|) € H'(B,,).
De fato, J(E)(|z|) ¢ integravel em By, pois E € S.
E, como J(E)(t) = —t"! fol s"LE(s)ds, segue
t
|7 @ ()] = | J(E)(|2])| = —\l’ll_"/o "V E(s)ds.
2

Entéo, | v @y

Portanto, @y'> € H'(B,,).

é integravel.

Resta-nos mostrar que, AG,'*, Aty € L®(B,,).

Observe que,

("~ (wr (2D *72)")"

AGL2 _
wy (LZ') |LL’|n_1
.Tn_ll /.T /
_ ety
||
p— 0’
logo, A@i/g € L®(By,).
E,
aja o (P wa(l2)2)Y
Aw? (I) - ‘ZL‘|n71
2| Y J(E)(|z])")
_ (=" (n_>1(| |)))7 o] £1
|z
" Bz
|x|n—1

= —E(]z]),
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logo, Awy/* € L®(By,).

Assim, pelo Lema A.1,

A2 A2
/B [ 1/21 + =2 | (w; — wy)dx >0,
to

1/2
Wy Wy

isto é,

03/&0 B (o) 1~ P <0

Portanto, nao existe ¢y, consequentemente, lyo(t) > J(E)(t), Vt > 0.

Vamos mostrar (b) agora.

Observe que, para 0 < t < 1, a desigualdade (b) ¢ satisfeita, basta fixar [; < J(E)(1),

pois desta forma
Lo(t) =1L < JIE)(1) < J(E)(t), 0<t<1.

Suponha, por contradi¢dao, que 3 t; > ty onde to > 1 é tal que Lip(ty) = J(E)(to) e
Por (A.6), temos que:

—(t"THI(E) ) =t () > 0= —(t" (Le(1)) =
= ("I(E)) < (" (L))

Integrando de ty a r(r > ty),

JL@ T EYYdt < [T (M L)) dt =

= " I(EY (r) = T (E) (t) < 1" (r) — 5T e (t) =

= " E) (r) < g () + 15T (B () — g e (te) = el () =

Integrando de t a oo,
= [JJHE)(r)dr < L[5 (r)dr, Vr>ty =
= —JE)t) < —Lot),vt>0=
= JE)(t) > Lo(t)Vt>t.

Chegamos a uma contradigao, pois 3 t; > 0 tal que J(E)(t1) < l1¢(t1).
Logo, JE)(t) > Li(t), ¥t > 0.



APENDICE B

Teoremas de Sub e Supersolucoes

Reservamos este apéndice & demonstragao do Teorema de sub e supersolugao no R”,

devido a Ni [26] em 1982, o qual é imprescindivel para a obtencao de nossos resultados.

Mas antes, vamos enunciar e provar o Teorema de sub e supersolugao para um conjunto
aberto conexo, devido & Sattinger [30], em 1973, esse é um teorema que servira de base

para a demonstracao do Teorema de Ni.

Na demonstragao vamos usar o método bem conhecido de Iteragao Monotonica, que

pode ser usado para provar também Teoremas de sub e supersolugao sob outras hipoteses.

B.1 Teorema de Sub e Supersolucao para dominio
limitado

Considere o seguinte problema:

{ Lu+ f(z,u) =0 em

u=yg sobre 0f2 (B.1)
onde 2 C R™ é um conjunto limitado.

Uma supersolugao deste problema é uma fungao ¢ € C?(9) satisfazendo,

Lo+ f(z,9) <0 em (),
w>g sobre 0f).

Uma subsolugao deste problema é uma fungao 1 € C?(2) satisfazendo,

L+ f(z,4) 20 em €,
v <g sobre 0f2.

Assumimos que 0, f, g e os coeficientes de L sao regulares no que segue.
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Teorema B.1. Seja f: Q x R — R uma funcao satisfazendo a sequinte condi¢ao:
flz,s) — flx,t) > —c(s—t), Vs, tel. (B.2)

Se 1) e ¢ sao uma subsolugao e uma supersolu¢ao do problema (B.1) respectivamente, tal
que

P<o

em ), entao o problema (B.1) possui uma solugao u € C**(Q) tal que Y < u < .

Demonstragao. Observe que, se x € () entao
0<m=miny <u(xr) <maxp = M < co.
Q )

Logo, vamos trabalhar com o intervalo [m, M].
Defina uma transformagao (nao-linear) 7' : C%*(Q2) — C%*(Q) por Tu = v tal que

(L—c)v=—[f(x,u) +cu] emQ,
v=yg sobre 0f).

Afirmagao B.2. T é mondtona, ou seja, dados u,v € [m, M] tais que

u<v=Tu<To.

Temos que,
(L—0c)Tu=—[f(z,u) +cu] em Q,
(L —c)Tv=—[f(x,v) +cv] em(,

Tu=wv=g, sobredfl,
Tv=wu=g, sobredf),

ou seja, Tu = Tv = g sobre 0S.
Colocando w = Tv — T'u temos:

L—cw=—[f(z,v) — f(z,u) +clv—u em
(Eow=rliten) —feurde—u) me B3

Observe que, se u < v, por (B.2)
fz,v) = f(z,u) + (v —u) > 0. (B.4)

Assim, de (B.3) e (B.4), segue

(L—cw <0 emQ,
w =0 sobre 0.

Logo, aplicando o Principio de Comparagao (1.24) em L—c, w > 0 em 2; temos Tu < Tw.

Seja agora uy = Tp.
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Afirmacgao B.3. u; < ¢.

Temos que,

(L —cur = =[f(z,9) +cp] em
U =g sobre 0f).

Logo,
(L=c)(ui—¢) = (L—cu1 —(L—c)p
—[f(z,0) +cp] — Lo+ cp

= —[f(z,0) + Ly
> 0

eu; —p=g— ¢ <0 sobre 02, ou seja,

(L=c)(ug —p) >0 em Q,
u — @ <0 sobre 0f).

Aplicando novamente o Principio de Comparagao (1.24) em (L—c), chega-se que u1—¢ < 0

em €2, isto é, u; =Ty < .
Agora, defina uy = T'u,.

Entao, de u; < ¢ segue,

Uy =Tu; < T =uy.

Por indugao, tomamos uma sequéncia monétona nao-crescente de iteragoes
p>U U >
Similarmente, comecamos de ¢ e tomamos uma sequéncia monétona nao-decrescente,
p<v <<,
onde v; =TV e v, = Tv,_1.
Além disso, de ¥ < ¢ segue T < T, isto &,
v < uqp.
Por indugao, v, < u,,Vn, logo,
Pp<v<vy < <up <up <.
Portanto, ambas sequéncias convergem (pois sao limitadas e monétonas).

Seja

(x) = lim v,(z),

n—oo

<

u(x) = lim wu,(z).

n—oo

E observe ainda que, v < u.
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Afirmacao B.4. v e u sdo pontos fixos de T isto €, v =Tv eu = Tu.
Note que, pelo Teorema (1.17) da continuidade de f segue que

l|tun|lw2r@) < el f]lr < K.

Logo, existem subsequéncias de u,, que convergem pontualmente em W?2P(Q2), para 1 <

p < 00.
Pelas Tmersoes de Sobolev (1.12), temos W?2P — WWhr,

Entao, pelo Lema (1.12) (tomando p > n), concluimos que as itera¢oes convergem em
C%*(Q) onde a =1 — 2.

p

Além disso, retornando ao Teorema (1.16), temos

|[unllc2e@) < e |fllooa@) < Ko,

assim as iteragoes convergem em C?%(().

Assim,

u= lim u, = lim Tu,  =T(lim u, 1) =Tu.

n—oo n—oo n—oo

Dessa forma, temos

(L—cu=—[f(x,u) +cu] em Q,
v=g sobre 0f2,
isto é,
Lu=—f(z,u) em ,
u=g sobre 0f).

Logo, u € C**(2) e é uma solugao classica do problema (B.1).

]
B.2 Teorema de Sub e Supersolucao para R”
Vamos agora, abordar o Principio de Sub Super Solugao sobre R™, devido a [26].
Teorema B.5. Suponha que ® seja uma supersolucgao de
Lu+ f(z,u) =0, R" (B.5)

onde L ¢ um operador uniformemente eliptico de sequnda ordem, f € uma funcao local-
mente Holder continua a qual € localmente lipschitz.
Se 1 é uma subsolugao de (B.5) com ® > 1) em R". Entao, (B.5) possui uma solugdo u
em C%*(R™) com

O >u > (B.6)
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Demonstracgao. Seja B, a bola com raio r em R"™. Considere o problema de valor na

fronteira:

{ Lu+ f(z,u) =0, Bg, (B.7)

u=4g, aBRa
onde g(x) é uma funcao que satisfaz ® > g > 1.

Para (B.7), ® é ainda uma supersolucao (Vr), e ¢» é ainda uma subsolugao (Vr), e
® >y em B,.

Pelo conhecido Esquema de Iteracdo Monotonica, que foi mostrado anteriormente,

existe uma solugao u, de (B.7) com ¢ < u, < ® em B,.

Agora, queremos aplicar estimativas interiores elipticas juntamente com um processo
diagonal para concluir: {uw, : 7 > 1} tem um subsequéncia {u,, : 7, — oo} tal que {u,, }

converge para uma fungao u (pontualmente) e esta convergéncia é em C? (R™). (Portanto,

ueC?e Lu+ f(z,u) =0 com ® > u > 1, e isto conclui a prova.)
Sobre Bs, {u, : v > 3} é uniformemente limitada por ® e 1.

Desde que,® e 1 sejam funcgoes limitadas sobre Bs, existem ms, M3 tais que
M3z >® > u, > > puz em Bs.
Como f é localmente Lipschitz em u, dado um subconjunto compacto I de R, 3K tal que
\f(z,s) — f(z,t)| < Ki|s —t],Vs,t € 1.
Tome I = (mg, M3), entdo 3K tal que
|f(z,up(2)) — flo,ms)| < Ki|u.(x) —ms| < M.

Assim, como f é localmente Holder continua, f é continua, donde f é limitada em compactos,

logo temos:
|f (@, up(@))] < [ f (2, un(2)) = fla,ms)] + |f(z,ms)] < M + 7.

Portanto, tomando M = maxz{M + m, M3} temos,

||UTHL°°(Bg) S M, Vr Z 37
(B.8)
1S (2, ur ()| Lo (B3) < M,V = 3.

Desta forma, de (B.8) segue,
(@, un(2))] < M
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([ 1rutap) " ([ar) e (B.9)

Logo, por (B.9), temos

isto é,

| fllze(Bs) < Cp, VD > 1.

Analogamente,

||UT| |Lp(B3) < Dp.

Vamos tomar dominios adequados para usar a estimativa interior eliptica (1.14). Considere

0y = By e Q = Bs, note que € e  sdo dominios abertos limitados em R” com , C €.

Assim,
lurllws 2y < K fllzess) + llurless))
< K(C,+D,) =M,
S Mp7 Vr 2 3.

Pelo Teorema das Imersoes de Sobolev (1.12), tomandom =1, j=1,p>ne Q = By
temos:

W2P(By) < C**(By)
para p >n > (n—1)p.
Temos ainda outra imersao
CI’A(BQ) — CI(BQ)
Dali, segue que,
W2,p(32) — Cl<32),

logo,
||Ur||cl(32) < C1||Ur||w2,p(32) < C1 M,
isto é,
el e,y < CL M.

Entao, novamente por imersao, temos

||Ur||CO(B2) < CoM,,. (B.10)

Afirmagao B.6. |f(z,u,(2))|conn,) < K.

Devemos mostrar que,

|f (@, ur(@)) — [y, ur ()]

< K.
|z — y|#
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Temos
@)~ P L) = F )] | G w) = 1, w.0)
oyl - oy oo
' o p @ wl)l | e -~ fwe)
o=l EETE

< K + Ky < 00
lembrando que, f é lipschitz em u, e f é localmente Holder continua com expoente p em
z, e temos ainda que u, € C1(By).
Portanto,

| f(z,ur(2))|on(py) < K (B.11)

Aplicando a estimativa interior de Schauder com dominios adequados: Q = B,, ) = By,

temos,

L{[urllcogy + 1 llew i)
L(Cy. M, + K) (B.12)
Kl, Vr > 3.

Jis |02’#(E)

VA VANRVAN

Usando o mesmo raciocinio, podemos mostrar,
||Ur||c2,u(§2) < Ky, Vr >4

TC’#LB*:;_ ,T_
]| 2By < K3,97 > 5

||U’THCQ’“(E) S Kn,VT 2 (n + 2)

Defina para cada inteiro n =7 > 1,
up = uy| g, > (i+2).

E, como a imersdo C**(B;) — C?(B;)i = 1,2,--- é compacta, existem para cada i =
1,2,---, subsequéncias de {u;” }>2, | e u; € C*(B;) tais que
u;? — u; em C*(B;).

(2

Mais especificamente,

C%(By) .

T11 T12 713 —

upt, up et o — uy (i = 1)
C%(By) .

T21 722 T23 —

u? us? us® L = ug(i = 2)

o e C%(By)
31 32 33 ) —
ugt ugt? us® . —— ug(i = 3)
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- . N . T(i+1)j . A .
B, = U;, pois a sequéncia {u,; ;7" } fol tomada como uma subsequéncia da

Note que, ;1

N Tij rij . . R
sequéncia {u,;” } onde cada u;"” foi estendida a bola B, .

Defina u : R" — [0, 00) tal que

B, = u;(x) para cada i =1,2,....
Segue da regularidade das u;’s que u € C%(R").
Afirmacao B.7. A sequéncia w, = u;",n =1,2,3,... € tal que

C?(B; .
Wy, iy u;, para cada i > 1.

De fato, para cada i > 1 e para cada n > i, temos:

B; = ugm

Wy B;-

Por sua vez, a sequéncia {u"}>° | restrita & B;, é uma subsequéncia de {u;"}%°, e

w, " — u; = u,Vr € B;.

C2(B;)
Logo, w, — u;.

Observe que, de
Lu, + f(z,u.(x)) =0, em B,
{ D >u, >, em B,,
segue
Lw, + f(z,w,) =0, em B;,
{ D > w, >, em B;.

Fazendo n — o0, Vi, temos dos sistemas anteriores que,

Lu+ f(x,u(z)) =0, em R",
D >u>, em R".



APENDICE C

O espaco Clo(;g w 000 para 0 € (0,1)

loc

T : 0,0 00 .
Neste apéndice, vamos mostrar que o conjunto C;/, x C} ). ¢ um espaco vetorial to-

pologico de Hausdorff localmente convexo, ou seja, este espacgo satisfaz as hipoteses do
Teorema de Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff (1.41).

. ) P 0,0 060  ~
E, um fato interessante que seré observado também, é que o espaco C, . x C) . nao é

um espago normado, e por essa razao nao foi possivel usar o Teorema de Ponto Fixo de

Schauder, o qual pedi apenas que o espago seja normado.

c.1 Y x Y espaco vetorial topologico de Hausdorff

loc loc
localmente convexo nao-normavel.

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que uma familia de seminormas induz

uma topologia metrizavel e exibiremos uma métrica compativel com esta topologia.

Seja P ={p; :i=1,2,3,---} uma familia separada (1.35) enumeravel de seminormas
sobre X, entao o Teorema 1.38 mostra que P induz uma topologia 7 com uma base local

enumeravel. Pelo Teorema (1.37), 7 é metrizéavel.

Defina

— 27 'pi(z —y)
d(x,y) = E — . (C.1)
(@) —~ 1+ pi(z—y)
Temos que, d é uma métrica sobre X.

Para provar que, d é compativel com 7, mostraremos que as bolas

B, = {x;d(z,0) < r} (r>0) (C.2)
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loc oc

formam uma base local para 7, pois desta forma, teremos mostrado que 7 = 74, onde 74

¢é a topologia que tem como base local as bolas B,.

Como p; é continua (pelo Teorema 1.38) e a série (C.1) converge uniformemente sobre

X x X, d é continua; assim cada B, é aberta.

Seja W uma vizinhanca de 0, entao W contém a intersegao de conjuntos escolhidos

apropriadamente
1
Vi) ={op@ <} azizh (©3)
n;
Se x € B,, entao
27 p;()
——= <7 1=1,2,3,--+). C.4
Se 1 & pequeno o suficiente, (C.4) forga py, ps, . . . serem tao pequenas que B, estd em cada

um dos conjuntos (C.3); logo B, C W.
Assim, concluimos que as bolas B, formam uma base local para 7.
Portanto, d é compativel com 7.

Agora, mostraremos que C2Y (R")x C2?(R™), 6 € (0,1) com uma topologia adequada

loc loc
é espago topologico de Hausdorff localmente convexo, porém nao é espaco normado.
Note que, se {2 é um conjunto aberto nao-vazio em algum espaco euclidiano, entao (2
¢ a uniao enumeravel de conjuntos compactos K, # (), os quais podem ser escolhidos de

tal forma que K, esteja no interior de K, (n=1,2,3,--+).

Neste caso, como {2 = R"™, entao este pode ser escrito como uniao enumeravel de

conjuntos compactos B,(0) # 0, a qual esta no interior de B, 1(0) (n=1,2,3,---).

Temos que, CO’Q(R”) X CO’G(R”) ¢ um espago vetorial que, pelo Teorema (1.38), pode

loc loc

ser topologizado pela familia separada de seminormas

pu(f,9) = sup {max{|[f(z)llop; [l9(x)lloo}}-

z€Bp(0)

Como p; < py < ---, 0s conjuntos
1
V= { (.9) € CLARY) x CLARY) s mu(f0) < 1 )

formam uma base local convexa para C2¢(R™) x C>¢(R™), que torna C¢(R") x C2¢(R™)

loc loc loc loc

um espago localmente convexo.

De acordo com que j& mostramos, a topologia de C/(R™) x C2?(R") é compativel

loc

com a métrica

Wy @ @y N 2 Pal(fD,g) = (FP, g))
d((fV, "), (%, 9%)) = ZZI 1+ po(FO, g0) — (F@, g@))
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loc oc

onde (fM, gM), (f@,¢?) € Cfo’f(R”) X CO’Q(R”).

loc

Se (fi,gi) € uma sequéncia de Cauchy relativa a esta métrica, entdo por defini¢ao,
1,]—00
d((f’wgl)7 (fj?gj>) J—> 0.
Como para cada n, temos

2_npn((fi>gi) B (fjvgj))
L+ pa((fi,9) — (f5,95))

< d((fu gi)v (fj’ gj))

entao,
Pul((fis9i) — (ijgj)) = pn(fi = fir9i — gj) — 0.

Logo,

I(fi = 15590 = 9) || = max{{[ (i = £3)(@)l|cos, 1(g: = 95) (€)oo} — 0.

Dai, como (C2(B,(0)) x CX%(B,(0)), ||.||) é espaco de Banach, segue

loc loc

(fir9:) — (f.9) € Ot (Ba(0)) x Cloe (Ba(0)).

Desta forma, d((f,g), (fi,9:)) — 0.

Assim, d é uma métrica completa. Provamos entao que, a topologia 7 de Cloo’f(R”) X

CY?(R™) é induzida por uma métrica completa.

Pelo Teorema (1.38), um conjunto By x Ey ¢ CYY(R") x CY(R™) é limitado se, e

loc loc

somente se, existem numeros M, < oo tais que p,(f,g9) < M,, VY(f,g9) € E1 x E,, ou
seja,
I, 9l < My, se(f.g) € By x Ep e x € B,(0).

Como todo V,, contém uma (f,g) para a qual p,.1(f,g) é tao grande quanto se queira,

segue que V,, nao ¢é limitado.

0,0 0,0 . o <, .
Logo,Cp. (R™) x €,/ (R™) nao é localmente limitado, consequentemente nao é normavel

(Teorema (1.39)).

E, mostramos que CY(R") x CY?(R™) é um espaco vetorial topologico localmente

convexo, daf pelo Teorema (1.30), C2Y(R™) x ¢ (R™) & um espaco topologico de Hausdorff

loc loc

localmente convexo.



APENDICE D

Prova do Teorema de Ponto Fixo 1.3

A idéia da demonstragdo do Teorema (CY'), se baseia em mostrar que as hipoteses
do Teorema de Ponto Fixo, apresentado no Capitulo 1, no Teorema (1.3) sao satisfeitas.
Entao, devido a importancia desse Teorema para a demonstragao de um dos resultados
principais, vamos demonstra-lo neste apéndice. Mas, primeiramente relembraremos algu-

mas observacoes relativas ao Teorema que serao usadas em sua demonstracao.

Para fungbes p e ¢ tais que ¢(x) > p(z) > 0, x € R™, constante 6 € [0,1) e inteiro

nao-negativo m, denotamos

= {u e Ol (R")/p(z) < u(w) < p(x),x € R"}.

Vamos nos atentar as seguintes condicoes:
(PF), (Estimativa de Schauder) Existe ¢ = ¢(€2) > 0 constante, tal que

10Ul czo@yxczo@ < clUllcoogxcong, YU € Qply, X Qi g
para qualquer dominio limitado €2 C R™.

(PF)y (Grafico-fechado) Se Y,,,Y,Z,,Z € Q%"
1,2,...,e

s Qp2 , Satisfazem Y, = ¢Z,,n =

CZQOC(RTL) ClQDC n)
Y, ='Y Z, Z, entao Y =Y 7
Teorema D.1. Considere p;,p; : R" — (0,00) com ¢;(z) > pi(x) >0, z € R"i=
e oy« ()00 0 0 0
1,2, localmente Holder continuas; 1 : Q%’, x Q) —~— Q%° x Q2% (0 € (0,1))

satisfazendo (PF); e (PF)y. Seja {V,}n>0 C x Q> sequéncia tal que V,, = YV, _;

pl P1 P2,$2
e lim V,(z) =V(z), z€R". Entao,
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() VGQ %XQPQ%

(ii) V € um ponto fixo de 1, isto é, V = V.

Demonstragao. Para demonstrar esse Teorema, vamos usar o Teorema de Arzela-Ascoli

(1.6) enunciado no Capitulo 1, entdo consideraremos Q C E e E = R™.

Desde que, {V,_1}nz>1 C Q27 x Q2f  entdo {V,_1} ¢ limitada em C*°(1).

De fato, temos que Vj,_1 = (tp_1,vp_1) € C2Y(R™) x C2Y(R™) e

loc loc
1
V- sllcoatey = (ltn-11Zoog, + lon111Z00m)?-
Assim, como

[un-illcoom) = llun-1llo

= sup [u,—1 ()|
e

IN

sup [p1(2)],
e

segue que
Voallcoo) < K (D.1)
onde, K depende apenas de valores de p;, p;, ¢ = 1,2, sobre ().

Considere a sequéncia,

U, = D*V,,.
Temos que,
(*)
[Unllco = 1D*Vallco < [Valle> < Ko
(PF)1 (D.1) __
(*)HVnHCQ"’(Q xC2:0(Q) = van 1”@29 Q)xC2:9(Q) < CHVn,lHCO,O(Q)XCO,O(Q) < CK:Kl, €

como, C*?(Q)) — C’Q(Q) entao
[IValle2 < €l|[Valleze < €K = K.

Portanto, {U,} é limitada em C%°((Q).

Agora, vamos mostrar que {U,} é equicontinua. Ou seja, devemos provar que, dado

e > 0,36 > 0 tal que ||Up(z) — Upn(y)|lcoo) < €, sempre que z,y € Q, |z —y| < 0.

Temos que,
1D*Va (@) — D*Vau(y)llcoooy

|z — yl?
= || D*V,(z) — D*Vio(y)]|co0y < Kalz —y|°

< Ky =

£
= [|D*V,,(z) — D*Vi(y)]|coo )<K2?=€
2
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1
sempre que |z — y| < <Ki2> ‘)
Logo, ||U,(z) — U,(y)|| < €, sempre que |x — y| < 4, isto ¢, U, é equicontinua.
Assim, pelo Teorema de Arzela-Ascoli (1.6), {U,}n>1 ¢ relativamente compacta, ou

seja, possui uma subsequéncia uniformemente convergente em C(2). Ou seja, devido a

defini¢ao da sequéncia {U, },>1 podemos dizer entao que, {V,,} ¢ relativamente compacta.

Como 2 é qualquer dominio limitado, tomemos 2 = By, depois 2 = By, -+, =
By, -+ e teremos que a sequéncia {V,,} em cada uma das bolas possui uma subsequéncia
convergente.

Defina para cada inteiro n =i > 1,
V= Vn‘BV, n>i

sendo a subsequéncia convergente de {V,,} em cada bola B;.

Assim, temos:
1 12 13 iVa
‘/1"/17‘/17"' Vl

‘/217‘/227‘/237"' — v2

Vzﬂlﬁv??’v?)gv"' — V3

Aned 2,0 2,0
onde as convergéncias acontecem em Q5" s

- . o n : .
Observe que, Vi1 ‘ B = V;, pois a sequéncia {V;,} foi tomada como uma subsequéncia

da sequéncia {V;"}, onde cada V" foi estendida a bola B;,;.

Defina V : R® — [0, 00) tal que

V(z) B, = Vi(z) para cada i =1,2,--- .

I 2,0 2,0 1/ 2,0 2,0
COII]O Cada V‘ € P1,¥1 X p2,$2 entao V € P1,¥1 X p2,p2"

Vamos denotar, por conveniéncia, a subsequéncia {V"} ainda por {V,}, n =
1,2,3,---.

Croe R™) =

Afirmacao D.2. A sequéncia {V,"},>1 € tal que V' == "V, para cada i > 1.

De fato, a sequéncia {V,"},>; restrita & B;, é uma sequéncia de {V;"},>; e V* —
E:V@N&

oo (R™)

Assim, {V,} = {vm} =50 p
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E, para a sequéncia imagem

{vVa} ={Vau} C 2’197301 X 2’297902

2,0 20

da subsequéncia {V,,}, pela mesma razdo, 3V e a subsequéncia {Vy,, 11} C Q57 x Q%)

2,0 2,0
P1,¥1 X Qﬁwpz tal que

i o
Vni—l-l = V.

Note que, ainda é valido,
Che@®™) ~
Ve ™V, 1 — o00.

Entao, pela hipotese que V é o limite ponto a ponto da sequéncia original {V,,}, pela
unicidade do limite, temos:

V=V=Ve@*, xQ@>*

P1,P1 p2,p2°

: . ()20 2,0 2,0 2,0 2,0 2,0
Portanto, considerando ¢ : Q5°, X Q5 ,, — Q37, X Q). C Q" X Q7', pela

propriedade do gréfico fechado (PF)y e como V. .1 =¥V, i=1,2,---

Croe
Vit o Vs VoV s v=yv
V,, =V

isto é, V' é um ponto fixo de 1, e portanto,

Ve 2,0 % QQ,G

P1,P1 p2,p2°
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