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“A vida néao entrega nada ao mortal se ndo em troca de grandes esforcos.”

(Horécio)



Resumo

Dado um numero inteiro positivo d, encontrar um corpo de grau d que
tenha, em valor absoluto, o menor discriminante é um problema classico e poucos
resultados se tem até hoje no sentido de se resolver tal desafio. O principal interesse
deste trabalho consiste em estudar o problema acima sobre os corpos de nimeros
Abelianos, particularmente aqueles de grau primo. Para tanto sera preciso dominar
algumas técnicas referentes ao calculo do discriminante de corpos de ntimeros, em

especial, dos corpos Abelianos.

Palavras chave: Discriminante, Discriminante Minimo, Caracteres de

Dirichlet, Corpos Abelianos.



Abstract

Given a positive interger d, finding a field of degree d which has, to absolute
value, the smallest discriminant it is a classical problem and few results has been got
until at present time, to solve this challenge. The main purpose of this paper it is
to study the problem above on Abelian numbers fields, in special that ones of prime
degree. Howewver, it is necessary to know any techniques for calculating the numbers

field discriminant, specially, to Abelian fields.

Key words: Discriminant, Minimal Discriminant, Modular Caracteres,

Abelian Fields.
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Lista de Simbolos

N: Conjunto dos niimeros naturais

Z:: Conjunto dos nimeros inteiros

Q: Conjunto dos niimeros racionais

R: Conjunto dos niimeros reais

C: Conjunto dos niimeros complexos

04(B): Conjunto dos elementos inteiros do anel A sobre o anel B
K: Corpo de Numeros

Og: Anel de inteiros de K

o;: Imersdao de K em C

ox: Homomorfismo canodnico

Alay, -+, ap]: Discriminante da n-upla {aq, -+, a,}
A(K): Discriminante do corpo K

[K : Q]: Grau da extensdo de K sobre Q

det(a;;): Determinante da matriz (a;;)

fa(z): polinomio caracteristico de «

L/K: L extensao de K

Ny p: Norma em relagdo a extensao A/B

N(A): Norma do ideal A

Cn: e = cos%7r + isen%”

Q(¢p): n-ésimo corpo ciclotémico

U,: Grupo das raizes n-ésimas da unidade
|G|: Ordem do grupo G

mde(m,n): Méaximo divisor comum de m e n

¢(n): Fungao de Euler



¢n(x): n-ésimo polindémio ciclotémico

A(K/L): Discriminante em relagao a extensao K/L
log: Funcao logaritma

Gal(K/L): Grupo de Golois de K sobre L

d(A): Densidade de centro do reticulado A

C*: Grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de C
x: Caracter

fx: Condutor do caracter x

G: Grupo de caracteres de G

Xk grupo de caracteres associados a K

Ker(f): Nicleo do homomorfismo f

Autg L: Grupo dos K-automorfismos de L

G = (a): Grupo gerado por a

(G:H): Indice do subgrupo H em G

d| p: d divide p



Introducao

O calculo do discriminante de corpos de numeros é um assunto antigo, mas
ainda é um problema nao totalmente resolvido. Muitos matematicos da Teoria dos
Numeros dedicaram tempo ao estudo desse desafio, embora nao se tenha obtido re-
sultados gerais, porém ja foram conseguidos resultados importantes para uma classe
significativa de corpos de ntimeros, os corpos de nimeros Abelianos. Estudar esses
corpos traz uma grande satisfacdo no que diz respeito a obtencao de resultados
esperados, uma vez que esse assunto conduz a Teoria de Galois e assim, os proces-
sos algébricos originais para o cédlculo do discriminante ganha novos conceitos os
quais possibilitam obter ferramentas mais vantajosas na determinacao explicita do
discriminante.

Entretanto, o estudo do discriminante ganha for¢ca quando se olha a sua apli-
cabilidade nos mais variados ramos da matematica. FEntre elas pode-se destacar
na Teoria dos Cdédigos Corretores de Erro, de Empacotamento de Esferas, via a
representacao geométrica dos ideais de um corpo de numeros. Com respeito aos
reticulados (subgrupos discretos do R™), existe uma dependéncia muito grande do
conceito de discriminante de um corpo de ntimeros, no processo de encontrar a sua
densidade de empacotamento ou densidade de centro.

Motivados entao pela abrangéncia existente do conceito, é que este trabalho
tem sido preparado. Aqui serd estudado o discriminante de um corpo de nimeros
Abeliano K, isto é, uma extensao galoisiana dos racionais cujo grupo do automor-
fismos é abeliano. A definicao original do discriminante de um corpo de numeros,

implica na necessidade de se conhecer uma base integral do corpo, bem como todos
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os monomorfismos de K no corpo complexo C. Dai entao, ha uma dificuldade no
calculo do discriminante de corpos de numeros, uma vez que encontrar uma base
integral para um corpo de niimeros nao ¢ uma tarefa simples, assim como nao é facil
descrever os monomorfismos de K em C. No entanto, para os corpos ciclotomicos
Q(¢,) se conhece uma base integral e, sendo assim, com um pouco mais de trabalho,
podemos também expressar o seu discriminante.

Tendo em vista que todo subcorpo K de Q((,) é uma extensao abeliana de
Q, a reciproca é uma questao interessante cuja a resposta afirmativa é assegurada
pelo Teorema de Kronecker-Weber [Teorema 2.1.2]. Com o objetivo de estudar um
método para calcular o discriminante de um corpo ciclotomico que extenda para
os seus subcorpos, ou seja, com o proposito de calcular o discriminante dos corpos
abelianos, existe um resultado que é a férmula Condutor-Discriminante [Teorema
2.3.3] que possibilita calcular o discriminante de um corpo de niimeros Abeliano sem
precisar ter conhecimento de uma base integral.

Um outro problema antigo, relacionado ao discriminante de corpos de nimeros
e que até entao nao esta totalmente resolvido é o de saber qual o menor discrimi-
nante absoluto assumido por corpos de uma dada dimensao. Esse assunto ganha
importancia no ambiente dos reticulados algébricos, pois no processo de maximizar
a densidade de centro de um reticulado, (para se obter reticulados de altas densi-
dades) é necessdrio a minimizagao do discriminante absoluto do corpo que gera o
reticulado.

Tendo em vista a complexidade existente em resolver o problema do discrimi-
nante minimo de modo geral, com respeito a obtencao de resultados, restringiremos
tal problema para a classe dos corpos Abelianos. Embora neste ambiente o prob-
lema ainda nao esteja totalmente resolvido, podemos encontrar alguns resultados
para casos particulares dentro desta classe de corpos de niimeros, mais precisamente
para os corpos Abelianos de grau primo.

A principal meta deste trabalho consiste em estudar o problema do discrimi-
nante minimo de corpos abeliano de grau primo. Porém, além de calcularmos o

discriminante minimo estaremos interessados também em saber qual é a extensao
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ciclotomica minima que contém o corpo com tal discriminante.

Pensando em atingir tais propdsitos de modo satisfatorio, este trabalho foi di-
vidido em trés capitulos. E interessante ressaltar que para o leitor sentir-se mais
confortavel na leitura deste texto, sera requerido que ele tenha um prévio conheci-
mento de alguns conceitos de algebra, como grupos, anéis, ideais e demais conceitos
algébricos deste nivel.

O primeiro capitulo é dedicado substancialmente a langar base aos conceitos
introdutorios referentes a Teoria dos Numeros Algébricos. Tendo como objetivo
principal dar conhecimento a definigao original de discriminante [Definicao 1.2.4]
de um corpo de numeros e além disso, é objetivo ainda a obtencao de férmulas
alternativas, que sob determinadas circunstancias, sao mais eficazes para o calculo
do discriminante de corpos de numeros. Além disto, neste capitulo, é dedicada
uma secao para um breve estudo a respeito dos reticulados algébricos, onde ali
expressaremos uma féormula [Férmula 1.1, pag. 39|, a qual se constitui como um dos
principais problemas para a aplicacao do discriminante minimo.

Ja, o segundo capitulo é destinado a estabelecer alguns importantes conceitos
como; Teorema Fundamental da Teoria de Galois e Caracteres Modulares. Tudo
isto serd feito buscando atingir um outro resultado importante que é a férmula do
Condutor-Discriminante [Teorema 2.3.3]. Essa férmula nos concede um novo método
para o calculo do discriminante de corpos que estao contidos em alguma extensao
ciclotomica. Embora diante desta restricao, com respeito a sua aplicabilidade, a
formula do Condutor-Discriminante desempenhard aqui neste trabalho um papel
importante, a qual sera a principal ferramenta para o calculo do discriminante dos
especificos corpos com os quais trabalharemos, a saber, os corpos Abelianos. Isto
¢ garantido via um resultado conhecido como o Teorema de Kronecker-Weber, o
qual garante que todo corpo de niimeros Abeliano esta contido em uma extensao
ciclotomica.

Por fim, no ultimo capitulo, buscaremos atingir os principais resultados propostos
para este trabalho. Em primeiro instante serd mostrado um resultado que expressa

uma férmula [Teorema 3.3.1] para o discriminante de corpos de nimeros Abelianos.
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Em seguida, sao estabelecidos alguns resultados que sao consequéncias imediatas
dessa formula, entre esses podemos destacar o Corolario 3.3.5 que explicita um
formula para o discriminante de corpos abelianos de grau primo. E, finalizando
o capitulo, bem como o corpo deste trabalho, nos direcionaremos ao estudo do
discriminante minimo de corpos abeliano de grau primo. Primeiramente, obteremos
este resultado para os corpos quadréaticos [Teorema 3.4.1 |, neste caso mostraremos
que O corpo Q(\/—_S) é o corpo quadratico que possui o menor discriminante, em
valor absoluto. Em seguida, faremos o caso geral [Teorema 3.4.4], de ordem prima.
Diferentemente do caso quadratico, no caso geral nao sera estabelecido o corpo que
possui o menor discriminante. No entanto, estaremos interessados em calcular o
menor discriminante assumido por tais corpos e também investigar qual a extensao

ciclotomica minima que contém o referido corpo.



Capitulo 1

Corpos de Numeros e

Discriminante

Este capitulo foi preparado com o objetivo de apresentar conceitos introdutérios
a Teoria dos Numeros Algébricos tendo como meta principal apresentar a definicao
original de discriminante de um corpo de numeros, estabelecida na Defini¢ao 1.3.3.
No entanto, diante da dificuldade existente em aplicar a férmula original, é ainda
um proposito aqui neste capitulo apresentar uma féormula alternativa para o dis-
criminante,[vide Proposi¢ao 1.4.3] onde esta, do ponto de vista aplicativo, se torna
mais eficaz do que a estabelecida pela definicao.

Além disso, serao feitas algumas implementagoes para o uso de tais formulas,
onde serao computados o discriminante de duas classes importantes de corpos de
nameros, a saber, os corpos quadraticos e ciclotomicos, onde esta ltima desempen-
hara um importante papel no decorrer deste trabalho.

Enfim, o capitulo é terminado com uma se¢ao especifica tratando de alguns con-
ceitos referentes aos reticulados algébricos. Esta secao tem por objetivo apresentar
um problema [Equacao 1.1, pag. 39] que a sua solugao implica a necessidade de se
obter o discriminante minimo, em valor absoluto, de corpos de niimeros. Para atin-
gir os propositos acima descritos foram utilizados partes substanciais das referéncias

[1] & [6].
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1.1 Elementos algébricos e inteiros sobre um anel

Pretendemos nesta se¢ao introduzir os conceitos basicos relativos a teoria dos
numeros algébricos. Iniciaremos definindo elemento algébrico e inteiro sobre anéis
e trabalharemos também alguns propriedades que os relacionam com o conceito
de médulo, temos como principal meta nesta secao mostrar que o conjunto dos

elementos inteiros sobre um anel é também um anel.

Definigao 1.1.1 Considerando A um anel e B um subanel de A. Um elemento
6 € A € dito ser algébrico sobre B, se 3 ¢ raiz de algum polinomio ndo nulo com

coeficientes em B.

Caso um elemento de A nao seja algébrico sobre B dizemos que tal elemento
é transcendente sobre B. Quando todos os elementos de A sao algébricos sobre B

dizemos que o anel A é algébrico sobre B.

Definicao 1.1.2 Sejam A um anel e B um subanel de A. Um elemento o € A €
inteiro sobre B, se « € raiz de algum polinomio monico com coeficiéntes em B, ou
seja, existem bg, by, by_1 € B tal que by +biov + -+ + b1t +a" = 0, essa

equacao € chamada de equacao de dependéncia inteira de c.

Exemplo 1.1.1 Sejo o = v/2 € R, entdo « € inteiro sobre Z, uma vez que « € raiz

dep(z) =23 2.

Considerando os anéis A e B, tais que B C A, tomando um elemento o €
A, inteiro sobre B, adjuntando o anel B com o elemento « o anel Ba] pode ser

considerado como um moédulo finitamente gerado e, isto pode ser visto no;

Teorema 1.1.1 {/2], pag. 7} Sejam A um anel e B um subanel de A e a € A.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes;
(i) « € inteiro sobre B;

(ii) O anel Bla] é um B-mddulo finitamente gerado;
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(iii) Ewiste um subanel R do anel A, tal que R é um B-mddulo finitamente gerado

contendo o elemento .

Proposicao 1.1.1 {/2/, pag. 8} Sejam A um anel, B um subanel de A e oy, -+ , v,
elementos de A tal que ay € inteiro sobre Blag, -+ ,a;_ 1], i = 2,--+- ,n. FEntao,

Blay, -+, ap] € um B-mddulo finitamente gerado.

Sendo « e (§ elementos de A inteiros sobre B, como consequéncia desta iltima
proposicao temos que o+ 3, « — e a.3 sao também elementos de A inteiros sobre
B. E consequéntemente temos que o conjunto de elementos de A inteiros sobre o

anel B, denotado por Q4(B), é ainda um anel. E este fato é assegurado pela;

Proposigao 1.1.2 {/2/,pag. 9} Sejam A um anel e B um subanel de A. O conjunto
04(B), é um subanel de A que contém B.

Sendo o conjunto Q4 (B) um anel e B C O4(B), como consequéncia do Corolério
1.1.1 temos que o anel Q4(B) pode ser considerado como um médulo finitamente
gerado sobre B. Com esta estrutura estaremos aptos a falar sobre base e dimensao,
porém por agora nao € este o nosso proposito, mas voltaremos a retomar este as-
sunto numa préoxima secao, quando formos tratar de bases integrais de um corpo de

numeros.

z

Definigao 1.1.3 Sejam A um anel e B um subanel de A. O conjunto Q(B) é
também chamado de fecho integral de B em A. Agora, se B for um anel de inte-
gridade e A for o seu corpo de fragoes, Qs(B) é chamado simplesmente de fecho

integral de B. Dizemos que A € inteiro sobre B, se todo elemento de A € inteiro

sobre B .

Exemplo 1.1.2 O anel @[\/3] ¢ inteiro sobre Q, pois todo elemento a+bVd, a,b €

Q € raiz do polinomio x* — 2ax + (a — b*d) o qual pertence a Q|x].

Proposicao 1.1.3 {/2/, pag. 9} Sejam A um anel e B um subanel de A, e C' um
subanel de B. A € inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre C' se, e somente se, A €

inteiro sobre C.
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Definicao 1.1.4 Seja A um anel, dizemos que A € integralmente fechado quando
A = 04(B), em outras palavras, um anel A € integralmente fechado se todo elemento

de seu corpo de fracoes que € inteiro sobre A estd em A.

Exemplo 1.1.3 Todo anel fatorial € integralmente fechado. FEm particular todo

anel principal € integralmente fechado. De fato, sejam A um anel fatorial e o =

a
b

onde mdc(a,b) = 1, um elemento de seu corpo de fragcoes que € inteiro sobre
A, existe ag, a1, ,an_1 € A, onde ag + aja + - + ap_1a" 1+ a™ = 0, que €
ap+aiy+---+ an,l‘gz—:i + ‘g—: = 0, multiplicando esta ultima equagao por b, temos
b"ag + ajab™ ! + -+ + a,_1a" b + @™ = 0, dai a" = —(b"ap + arab™ "t + .- +
an_1a" ") = —b(b" tag + ayab” " + - - - + a,_1a™1), isso mostra que b | a”, assim,
temos que a = b.k, com k € A. Como mdc(a,b) = 1, seque que axy+ byg = 1 para

algum xo,y0 € A. Assim, bkyzo+byy = 1, entao b(k1xo+1yo) = 1, logo b € inversivel

em A, dai o € A.

1.2 Conjugados, corpos de nuimeros e discrimi-
nante

Nesta secao serd definido corpos de numeros e serao estudadas algumas pro-
priedades das imersoes de tais corpos no corpo complexo C. Além disso, ainda
nesta secao temos por meta principal definir o conceito de discriminante de uma

base de um corpo de niimeros.

Definicao 1.2.1 Sejam K, L corpos e f(x) € K[z] um polinémio ndao constante,
se L é o menor corpo tal que K C L e possui todos as raizes de f(x), entdo L €

denominado o corpo de raizes de f(x).

Exemplo 1.2.1 Consideremos o polinomio f(z) = x* — 3 € Q[z] temos que L =

Q[V/3,¢] € o corpo de raizes de f(x) = x* — 3, onde { = cosZ + isen® =1 + Z\/Tg
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Definicao 1.2.2 Um corpo K € dito ser algébricamente fechado se todo polinomio
nao constante sobre K possui todas as suas raizes em K. Em outras palavras, K é

algébricamente fechado se para quaisquer f(x) € K|x|, K € corpo de raizes de f(x).

Exemplo 1.2.2 O corpo C dos nimeros complexos ¢ algebricamente fechado. Jd o

corpo R dos miimeros reais nao €, pois f(r) = 2>+ 1 € R[z| ndo possui raizes em R

Consideremos agora dois subcorpos L e M de C, contendo um corpo K. Chamamos
de K-isomorfismo de L sobre M a todo isomorfismo ¢ : L — M, () — « para
todo a em K. Assim, sob tais condicoes dizemos que L e M sao K-isomorfos, ou
que eles sao conjugados sobre K. Portanto, dados duas extensoes L e M de um
corpo K, dizemos que os elementos a € L e f € M sao conjugados se existe um K-
isomorfismo ¢ : Kla] — K[f], tal que p(a) = 5. A existéncia de tal isomorfismo
© nos garante que « e J sao ambos algébricos ou ambos transcendente.

A partir do préximo paragrafo vamos nos direcionar ao estudo de propriedades

e conceitos sobre alguns subcorpos de C, denominados corpos de ntimeros.

Definicao 1.2.3 Um corpo K C C ¢ dito ser um corpo de niumeros se K € uma

extensao finita do corpo Q dos racionais.

A partir de agora, todo corpo aqui mencionado, a menos de alguma observacao,
sera considerado como um corpo de nimeros.

Da definicao acima vemos que todo corpo de nimeros é uma extensao algébrica
de Q. Sendo K um corpo de ntiimeros segue que K = Q[ay, - - - , ;] para um niimero
finito de elementos algébricos a4, - - - , a, sobre Q e dai temos que para todo corpo

de nimeros K existe 6 algébrico sobre QQ, onde K = Q|f], e isto pode ser visto no

Teorema 1.2.1 {/1], pag. 40} Se K é um corpo de nimeros, entao K = Q[f] para

algum numero algébrico 6 sobre Q.

Observacao 1.2.1 Sendo K é um corpo de nimeros, a expressio Q8] de K nao é

unica, pois Q] = Q[—0] = Q[ + q], onde q € Q.
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Exemplo 1.2.3 Seja K = Q[v/2,V/3], temos que a = /2 ¢ 3 = /3 sdo elementos
algébricos sobre Q. Assim, pela observacao anterior temos que K = @[\/5 + \3/3]

Anteriormente fizemos mencao a respeito dos corpos conjugados. Se consi-
derarmos um corpo K = Q[f], em geral existird varios monomorfismos distintos
o : K — C, e a quantidade destes depende do grau de K, como por exemplo,
K = Q[v/2], temos que oy e 0y sao monomorfismos de Q[v/2] em C, onde o, define

o automorfismo idéntico em K e o, a conjugacao sobre K.

Teorema 1.2.2 {1/, pag. 41} Seja K = Q[f] um corpo e nimeros de grau n
sobre Q. Entao existem exatamente n monomorfismos distintos o; : K — C,
i =1,---,n. Os elementos 0;,(0) = 0; sdo raizes distintas em C do polinomio

minimal de 6 sobre Q .

Considerando um corpo de numeros K de grau n, seja a € K, temos que se «
é raiz de um polinémio h(z) sobre K, entao o;(c) é também uma raiz de h(z) .
Por este fato, os elementos o;(a) i@ = 1,--- ,n sdo chamados de K-conjugados de
Ob ! a isti 1
Q. servemos que neste caso os o;s(a) podem nao ser distintos, por exemplo se

a € Q, entao oi(a) =aVi=1-- n.

Defini¢ao 1.2.4 Seja K um corpo de nimeros de graun e {aq,- -+ ,a,} uma base

de K (como um espago vetorial sobre Q). Definimos o discriminante desta base por;
Alon, -+, ay) = (det(0i(ay)))?

Esta difinicao expressa um método para o calculo do discriminante de uma base
de um corpo de numeros, mas em muitos casos este método se torna de dificil
aplicabilidade, uma vez que determinar as imersoes ¢; nao ¢ um processo muito
simples, e além disso, para corpos de alto grau calcular o determinante acima se

torna um processo muito arduo.

Exemplo 1.2.4 Consideremos o corpo K = Q[v/3]. O conjunto {1,/3} é uma base
de K sobre Q. Comi=1,2 ¢j=1,2, temos que 0;(1) =1i=1,2 e 0,(v/3) = V3
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€ 0-2(\/5) = _\/g ’ entdo;
2 2

Al1,V3] = al) a3 | 1 Vs =[-V3 - V3] = (-2V3)? =223
o2(1) 02(V3) 1 —V3

O proximo resultado, mostra uma importante relacao existente entre o discrimi-

nante de duas quaisquer bases de um corpo de numeros.

Proposicao 1.2.1 {/1/, pag. 44} Sejam {B1,---,0n} e {a1, - ,a,} bases de um

corpo de numeros K tal que B, = Zc@-kai, ondecy; € Qek=1,---,n, entao;
i=1

A[ﬁlu e 7571] = (det(cik>>2-A[a17 e 7an]
Exemplo 1.2.5 K = Q[V3], o conjunto {3+ /3,3 — 2v/3} é uma outra base para
2
2 1
K, dai; A2+ /3,3 — 23] = A[1L,V3] = (-4 —3)2.22.3 = 72.22.3,
3 -2
Até o momento ainda nao sabemos muito sobre as caracteristicas do discrimi-
nante de uma base de um corpo de niimeros, porém o proximo teorema concede duas
importantes informagoes; uma que o discriminante é um nimero racional e outra

com respeito ao sinal do discriminante de uma base de um corpo de ntmeros.

Teorema 1.2.3 {/1], pag. 44} O discriminante de uma base de um corpo K ¢é
um numero racional nao nulo. Se todos os K-conjugados de 6 sdao reais entdao os

discriminantes das bases de K sao positivos.

O fato de o discriminante de uma base de um corpo de niimeros ser um nimero
racional é uma importante informacao, pois isto mostra que o discriminante é um

nimero algébrico sobre o corpo Q .

1.3 Anéis de inteiros, base integral e discrimi-
nante absoluto

Até o presente momento ja sabemos calcular o discriminante das bases de um

corpo de numeros, mas pelo que vimos, para quaisquer duas base o discriminante
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assume um certo valor, nao necessariamente iguais entre si. Por este fato, passaremos
agora nos direcionar em busca de bases de um corpo de nimeros K que possuem o

mesmo discriminante.

Definicao 1.3.1 Ao conjunto dos elementos de K que sdao inteiros sobre 7., de-
nominaremos o anel de inteiros algébricos de K o qual serd denotado por Q. Os
elementos de K que sao inteiros algébricos sobre 7 sao chamados simplesmente,

elementos inteiros de K.

Em alguns casos o anel Qg serd denominado somente com o anel de inteiros de

K, ao invés de inteiros algébricos.

Observacao 1.3.1 Determinar o anel de inteiros de um corpo de nimeros nao é
uma tarefa muito simples, em geral ndao temos calculados os anéis de inteiros dos
corpos de numeros, mas podemos encontrar algumas particularidades como para os
corpos ciclotomicos e corpos quadrdticos, que analisaremos com maiores detalhes na

prorima secao.

Considerando K = Q[f] onde 6 é um inteiro algébrico, temos que Qg contém
Z[0], onde Z[#] é o conjunto dos elementos p(f), onde p(z) € Zlx]. Porém, nem
sempre temos Z[0] = O, por exemplo, se considerarmos o corpo de niimeros Q[v/5],

1+2‘/5 ¢ um inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio 2% — x — 1, logo

temos que

%5 é um elemento de O, porém nio é um elemento de Z[v/5].
Vamos agora dar um critério bastante 1util, em termos de polinomio minimal,

para que um certo nimero seja um inteiro algébrico.

Proposicao 1.3.1 {/1/, pag. 49} Um nimero algébrico o é um inteiro algébrico se,

e somente se o seu polinomio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

E ainda interessante saber a caracteristica dos elementos racionais, que sao
inteiros algébricos. Esta informacao é obtidas como consequéncia imediata da

proposicao acima.
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Corolario 1.3.1 {/1], pag. 50} Um inteiro algébrico o é um nimero racional se, e

somente se o € um elemente de Z.

Seja K um corpo de grau n, uma base para K é uma base de K como um
espago vetorial sobre Q. Vimos no Teorema 1.2.1 que K = Q[f] onde # é um inteiro
algébrico, sendo assim {1,6,---,0""1} é uma base de K sobre Q. O anel de inteiros
Ok é um Z-médulo livre de posto n este fato implica que Qg possui uma base com
n elementos sobre Z. Tais bases possuem caracteristicas especiais em relacao a seus

discriminantes e por isso recebem nome especial que é;

Definicao 1.3.2 Uma Z base de Qg é chamada de base integral de K.

Desta forma, {ay, - ,a,} é uma base integral para um corpo K se, e somente
todo elemento de Qg é escrito unicamente da forma a1+ - -+a,a,, com ay, - -+ , a,
em Z.

Uma base integral de um corpo K, é uma base de K sobre Q. Mas o reciproco
nao é verdadeiro, ou seja, nem sempre uma Q-base para K é uma base integral de
K. Por exemplo, K = Q[v/5], temos que {1,v/5} é uma base de K sobre Q mas nao
é uma base integral, pois o inteiro %5 ¢ 7.1+ Z/5.

Sabendo que uma base integral de um corpo de nimeros K é uma base para K
sobre Q, é natural aparecer a pergunta, todo corpo de nimeros possui uma base

integral? A resposta para esta questao é verdadeira e comprovada pelo;

Teorema 1.3.1 {/1], pag. 51} Todo corpo de nimeros possui uma base integral e

Ok € um Z-mddulo livre de posto n, onde n = [K : Q.

O préximo resultado nos concede uma importante relagao entre os discriminantes
das bases integrais de um corpo de numeros. Isso nos conduzira a ter um tratamento

especial para o discriminante de tais bases.

Proposicao 1.3.2 Sejam {ay, -+ ,an} e {81, -+, Bn} duas bases integrais de um

corpo K, entao A[al,--- ,an] = A[ﬁl,"' 7ﬂN] .
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Definicao 1.3.3 Seja um corpo K de grau n, o discriminante de uma base integral

de K é chamado absoluto, ou simplesmente o discriminante de K e é denotado por

A(K).

Encontrar uma base de um corpo de nimeros K de certo modo, é uma tarefa
simples, no entanto, saber se tal base é integral ja implica um pouco mais de trabalho.
No préximo teorema veremos uma condicao suficiente para que uma base de um

corpo de nimeros K seja uma base integral.

Teorema 1.3.2 {1/, pag. 53} Suponha {as,--- ,a,} seja uma Q-base para K,
ondec; € Ok, i=1,--- ,n. Se Aoy, -+, ] €livre de quadrado entdo {ay, - -, a,}

¢ uma base integral.

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira, uma vez que existem corpos que
possuem bases integrais cujo o discriminante nao sao livres de quadrados, como por
exemplo o corpo Q[v/3] tem {1,v/3} por base integral, porém seu discriminante nio
é livre de quadrados, vide Exemplo 1.2.4.

E ainda interessante notar, para fechar esta secao, que o discriminante de um
corpo de nimeros é um inteiro algébrico, dai, como consequéncia do Teorema 1.2.3

e do Coroléario 1.3.1, temos que este ¢ um elemento de Z.

1.4 Polindmio caracteristico, norma e traco

Definiremos nesta se¢ao o conceito de norma e traco de um elemento de um corpo
de ntimeros com o objetivo de relacionar tais conceitos com a idéia de discriminante
vista anteriormente. O intuito aqui consiste em estabelecer férmulas alternativas
para o discriminante, em relagao a definigao original, usando os conceitos de norma

e traco.

Definicao 1.4.1 Seja K um corpo de grau n e o« € K um elemento qualquer,

denominamos o polinomio caracteristico de o sobre Q o polinomio f, = H(x —
i=1
oi(a)), onde os 0;’s sGo 0os monomorfismos de K em C.
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O resultado que serd visto no préximo teorema faz relacao entre o polindomio
caracteristico f, de a, com o seu polinomio minimal. Observando assim que algumas

das propriedades do polinomio minimal de « sao herdadas por f,.

Teorema 1.4.1 {/1], pag. 43} Seja K wum corpo, consideremos respectivamente

fo(z) e p(x) o0s polindmios caracteristico e minimal de «, entdo;
(a) O polinémio caracteristico fo(x) € uma poténcia do polinomio minimal p(x);

(b) Os K-conjugados de o sio raizes de p(x) em C e cada uma delas se repete 7=

vezes, onde m = deg(p(x)) e n = deg(fo) e m | n.
(c) O elemento a € Q se, e somente se todos os seus K -conjugados sao iguais;
(d) K =Qla] se, e somente se todos os K -conjugados de o sao distintos.

O fato de o polinomio caracteristico de um elemento de um corpo de ntimeros
ser uma poténcia de seu polindomio minimal implica que algumas das propriedades
do polinomio minimal sao herdades pelo caracteristico, em especial quando este

elemento for um inteiro algébrico.

Proposicao 1.4.1 Um elemento o € K € um inteiro algébrico se, e somente se 0s

coeficientes do polinomio caracteristico f, sao elementos de 7.

Consideremos agora K um corpo de nimeros de grau n e sejam oy,--- ,0, 0S

monomorfismos de K sobre C.

Definicao 1.4.2 Seja a € K deﬁmmos respectwamente trago e norma de o com

respeito a K, por TTK/Q Z oi(a) e NK/Q H oi(a

O proximo resultado determina uma caracteristica especial para a norma e o
traco de um inteiro algébrico, é que estes semelhantemente ao discriminante de um

corpo de numeros, sao elementos de Z.

Corolario 1.4.1 {/2], pag. 17} Se a € K ¢ um inteiro algébrico entdo Nk g(a) e

Trig(a) sao inteiros algébricos e sao elementos de Z.
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Seja o corpo K de grau n, relativamente a norma e o trago de elementos de K,

temos as seguintes propriedades;
(1) Sejam « e (3 elementos de K, temos que:
Nijqla.f8) = Nigjg(a).Ni o)
(2) se a, B € K, entao;
Trjola+ B) = Trrjoa) + Tri/e(0)
(3) Sea€e Qe ac K, entao;
Nggla) = a”, Trgg(a) = n.a e Trigla.c) = a.Tri (o)

Trabalhando com a norma e o trago podemos ainda conseguir importantes re-
sultados que relacionam tais conceitos com o de discriminante, ou seja, sao obtidos
férmulas para o discriminante de certos corpos de ntimeros usando os conceitos de

norma e traco.

Proposigao 1.4.2 {/1/, pag. 56} Seja {ay,--- ,a,} uma base de K sobre Q, entao
Alay, -+, o] = det(Tr(o.c)).

Exemplo 1.4.1 Seja K = Q[/3], temos que oy = id e oy = conj., considerando a

base {1,v/3} de K, temos que 0,(1) = 1, 02(1) = 1, 01(v/3) = V3 e 02(V/3) = —V/3,

dai;

AlLVE = Tr(1.1)  Tr(1.4/3) | () Tr(v/3) |20 6
Tr(v/3.1) Tr(v/3./3) Tr(v/3) Tr(3) 06

=223

Analogamente ao caso do traco, conseguimos obter uma férmula importante para

o discriminante de uma base usando o conceito de norma. A qual pode ser vista na;
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Proposicao 1.4.3 {/1/, pag. 55} Sejam K = QI[f] um corpo de grau n e f(z) o
polinomio minimal de 6. A base {1,0,--- 0" '} de K sobre Q tem discriminante

n.(n—1)

A[lv 0, 70n_1] = (_1)#]\[(]‘1,(0))
onde f'(x) € a derivada formal de f(x).

Exemplo 1.4.2 Consideremos o corpo K = Q[vV3], temos que p(x) = 2> — 3
2.(2—1)

¢ o polinomio minimal de 0 = /3, entio; A[1,V3] = (=1)"z .N(p'(V3)) =
(—=1)N(2.v/3) = (=1)N(2).N(v/3) = (—=1).22.(-3) = 22.3.

A férmula obtida na Proposicao 1.4.3 acima, é de mais simples aplicagao do que
a formula original de discriminante para corpos de niimeros, no entanto existe uma
restrigao, pois ela sé é aplicdvel para corpos de niimeros Q[f] cujo o anel de inteiros

algébrico é da forma Z[0]

1.5 Corpos quadraticos e ciclotomicos

Esta secao sera destinada ao estudo de duas importantes classes de corpos de
nimeros, os corpos Quadraticos e Ciclotomicos. Temos com isto dois objetivos es-
pecificos, primeiro determinar o anel de inteiros algébrico destes corpos e em seguida,
explicitar uma férmula para o seu discriminante via os métodos vistos nas secoes

anteriores.

Definicao 1.5.1 Um corpo K é dito ser quadrdtico se K é uma extensao de grau

2 de Q.

Sendo K = Q[a], um corpo quadrético, o polinémio minimal de o sobre Q tem
grau 2, suponhamos que z% + bx + ¢ € Q[z], seja o polindomio minimal de «, entao
entdo 2o = —b £ Vb? — 4¢, dai temos que K = Q[vb? — 4¢]. Por outro lado temos
que b —4c € Q entdo b? —4c = 2, onde p,q € Z e mde(p,q) = 1, dal Q[vb? — 4c] =
Q[ g] = Q] %] = Q[/p-q], se decompormos p.q em fatores primos, temos que
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p.q = k*.d, onde d ¢ livre de quadrados, assim Q[,/p.q] = QVk2.d] = Q[v/d], logo
K = Q[Vd].

O resultado acima, mostra que todo corpo quadratico é da forma Q[\/c_l], onde d
¢ um numero inteiro livre de quadrado.

A partir de agora, vamos caminhar objetivando determinar o anel de inteiros de

um corpo quadratico, que serd estabelecido pelo seguinte;

Teorema 1.5.1 {/1], pag.60} Seja d € 7 livre de quadrado. Entao o anel de inteiro
de QV) &

(a) Z[Vd], se d % 1 (mod4);
(b) Z[%ﬁ] se d = 1(mod4).

Observacao 1.5.1 Sed > 0, dizemos que o corpo K = Q[\/E] € um corpo quadratico
real, de d < 0 o corpo K = Q[v/d] ¢ dito imagindrio.

O corpo K = Q[\/E] é chamado o corpo de Gauss, que é um corpo quadratico
imagindrio, e Z[i] é o anel dos inteiros desse corpo, que é chamado de anel de inteiros
de Gauss. O préximo teorema concede uma féormula para o discriminante dos corpos

quadraticos.
Teorema 1.5.2 {/1], pag.61}

(a) Sed # 1 (mod4) entio {1,v/d} € uma base integral para o corpo Q/d] e seu

discriminante € 4d.

(b) Se d=1(mod4), entao {1, 1+2*/a} ¢ uma base integral de Q[v/d] e o seu discri-

minante € d.

Demonstracio: (a) Se d # 1 (mod4) pelo Teorema 1.5.1 temos que Z[/d] é o
anel de interios de Q[v/d], isto implica que {1,v/d} é uma Z-base de Z[/d] e

2 2

A va = | W WD LV S e (Cavap -
02(1) 0a(Vd) L =(Vd)

=4.d
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(b) Se d = 1(mod4) pelo Teorema 1.5.1, temos que Z[Hzﬁ] é o anel de inteiros de

Q[V4d] e {1, %E} é uma Z-base para Q[v/d] e daf;

1 1 o1(1) o1(% + 1Vd) i ] Ltvd i
All, = “Vdl = 2 "2 _ 2 —(—Vd)?=d
SR PR o2(3 + 3Vd) 1 Y

|

Seja K um corpo e n um inteiro positivo, um elemento ¢ € K é dito ser uma
raiz n-ésima da unidade se (" = 1. Caso n seja o menor inteiro positivo que satisfaz

esta propriedade, dizemos que ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

2w

Exemplo 1.5.1 O elemento ¢, = e/ = cos%7r + isen=l € uma raiz n-ésima

primitiva da unidade.

Pode se observar entao que uma raiz n-ésima da unidade é raiz do polinomio
x™ — 1, caso K seja um corpo algebricamente fechado segue que todas as raizes
de 2™ — 1 sao distintas e, para este caso temos que o grupo multiplicativo U, =
{¢, 2, -+, ("1 1} é ciclico, e ¢* é um gerador de U, se e somente se a e n sao

relativamente primos.

Observacao 1.5.2 Neste caso temos que o numero de raizes n-ésimas primitivas

da unidade ¢ dado pela funcao
o(n) =#{0 <m < n:mde(m,n) =1}

ou seja, ¢ € a funcgdo de Fuler.

Definicao 1.5.2 O polinémio ¢, (z) = H (x—(7) serd chamado o n-ésimo
j=1,mdec(n,j)=1
polinomio ciclotomico.

Observacao 1.5.3 Pela forma em que foi definido o n-ésimo polinémio ciclotomico

temos que deg(¢,(x)) = @(n).
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E interessante muitas vezes expressar o polinomio 2" — 1 de um modo diferente,
fazendo um agrupamento das raizes da unidade que possuem o mesmo periodo. Este

fato é mostrado através da;
Proposicao 1.5.1 {/5/, pag.48} Se n € um inteiro positivo, entao,
at—1= H ¢a(x)
dn

Demonstracao: Seja p(z) = 2" — 1, temos que as raizes de p(z) = 2z — 1 s@o
17€n7 727,7 ’ggfl. LOgO =1 = (l’ - 1)(1‘ - Cn)(x - Q%) (LL‘ - Cgil)v s€
tomarmos as raizes de mesmo periodo, podemos escrevé-las como polinémio ¢g(x) =

H (z — gff) e d | n, portanto temos que z" — 1 = H Pa(z). .

d=periodo (n dln

Exemplo 1.5.2 Consideremos o polinémio p(x) = x5 — 1, temos que as raizes de
p(x) sdo, 1,(6,C8, G55 s, Co, possuem periodos 1,2,8 ¢ 6. ¢1(x) = © — 1, ¢o(x) =
x— (3, ¢3(x) = (x = §)-(z — ¢§) e do(z) = (z — G).(x — ), portanto 2° — 1 =
¢1(2).02(2).03(2).06(x) = (z — 1).(z = §).(z — §)-(x — (5)-(z — o). (z — (3)-

O préximo resultado concede um método pratico para a obtencao do n-ésimo

polinomio ciclotomico.

Corolario 1.5.1 {/5/, pag.43} Sendo n inteiro positivo, temos que

no
ful) = ———
I ¢a(»
dlnd<n
Demonstracao: Como ¢,(z) = H (x — ¢7), entdo

i=1, mde(n,j)=1

2" —1=¢u(x). [] dulx)

dlnd<n

portanto ¢, (z) = —=t—t—. O

[T ¢ax)

dlnd<n
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Exemplo 1.5.3 De acordo com o Coroldrio 1.5.1, temos que ¢1(x) = x—1, ¢o(x) =

x2— z3— zt— xt—
T o) = T =t e+l due) = o = e = 0t L e dsle) =

x8—1 _ z8—1 _z8—1 _ 4
@@ — TenED — a1 =2 T L

Observacao 1.5.4 Quandon = p, onde p € um nimero primo, o p-ésimo polinémio

ciclotomico € dado por

P —1 1
¢p(x):¢(x):xp+xp +--F+x+1
1

No préoximo paragrafo serda definido corpos ciclotomicos, o qual desempenhara
nesta secao o principal objeto de estudo. O objetivo é encontrar o anel de inteiros
algébricos para esta classe de corpos de nimeros e a partir dai calcular o seu discri-

minante.

Definicao 1.5.3 Consideremos a raiz n-ésima primitiva da unidade (,, chamamos

de o n-ésimo corpo ciclotomico, e denotamos por Q((,), o corpo gerado por ¢, sobre

Q.

+1

e[S

Exemplo 1.5.4 O corpo Q(—% + z‘/Tg) ¢ um corpo ciclotomico, pois o = —

D=

€ uma raiz cubica da unidade.

Teorema 1.5.3 {/5/, pag.44} O n-ésimo polindmio ciclotomico ¢n(x) € irredutivel

sobre Q.

Demonstracao: Seja pg, (x) o polindmio irredutivel de ¢, assim p¢, () é o polinémio
de menor grau tal que pe, (¢,) = 0. Como ¢,,((,) = 0, segue que ¢, (x) = g(z).pc, (x),
onde g(z) € Q[z] e deg(g(x)) < deg(pc,(x)), como ¢Z, mdc(j,n) = 1, é raiz de
én(x), temos que g({2).pe, (¢2) = 0, se g(¢Z) = 0, terfamos que ¢(¢,) = 0, que con-
tradiz a minimalidade de p¢, (), assim temos que pe, (¢7) = 0 para todo j, tal que
mdc(j,n) = 1, sendo assim, segue que ¢, (x) = p,(x), ou seja, o n-ésimo polinémio

ciclotomico ¢, (x) é irredutivel sobre Q. O
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Como o resultado obtido acima, juntamente com o da Observacao 1.5.2, vamos

obter um importante resultado com respeito ao grau do corpo Q(¢,), que é;

Corolario 1.5.2 {/5], pag.44} Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade,

entao [Q((,) : Q] = ¢(n), onde ¢ é a fungdao de Euler.

Antes de nos concentrarmos ao estudo das caracteristicas gerais dos corpos ci-
clotomicos, vamos considerar um caso particular destes corpos, que é o p-ésimo corpo

ciclotomico, onde p é um nimero primo.

Lema 1.5.1 {/5], pag. 45} Se (, é uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K =

Q(C,), e p € um nimero primo, entio;

(1) Trgp(l)=-1,j=1,--,p—1

(2) Tri(l =) =pparaj=1,--,p—1

(3) Njo(G—1) = (=1)"""p e Ngjo(l = G) =p
(B3) p=01-G)0A-) - 1-¢").

Teorema 1.5.4 {/1], pag. 65} Seja K = Q((,), onde p é um nimero primo. O
anel de inteiros de K é Z|[(,).

Este teorema nos concede uma importante informacao a respeito do anel de
inteiros dos corpos Q((,), pois sendo este Z[(,], isto nos possibilita a aplicagao da
férmula obtida na Proposicao 1.4.3 para o cédlculo do discriminante de Q((,).

A partir de agora tomaremos rumo a um tragado mais geral referente a este
conceito, isto é, buscaremos encontrar o anel de inteiros, e consequéntemente uma
base integral para um corpo ciclotomico qualquer. Mas para isso, é necessario que

facamos um estudo a respeito dos corpos compostos K L.

Definicao 1.5.4 Sejam K, L corpos, o corpo composto KL é o menor subcorpo de

C que contém K e L, formado por todas as somas finitas

arfr+ -+ apnb,, ondea; e Ke € L,i=1,2,---,n
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Sejam O, O e Ok, os anéis de inteiros de K,L e KL respectivamente. Temos
que o anel Oy contém o anel O Q0 = {af + -+ + @, 0,}, onde o € O e
G; € Op, parai =1,2,--- ,n. Em geral nao temos a igualdade entre os anéis O Qg
e Ok, mas podemos ter OO = Ok, , sob algumas circunstancias dos corpos
ciclotomicos. Sejam m e n o grau de K e L respectivamente, seja d = mdc(dy, ds),

onde dy e dy sao os discriminantes de K e L respectivamente .
Teorema 1.5.5 {/5/, pag. 55} Se [KL: Q] = m.n, entao Ok C 200

Corolario 1.5.3 {/5/, pag. 54} Se [KL : Q] = m.n ed = 1, ou seja, o discrimi-

nante de K e L sao relativamente primos, entao Qg = QOxrQyp.

Demonstracao: Temos que OxQ; C Ok e pelo teorema anterior temos que

@KL - %I@K@L , COmo d= 1, segue que @KL - (D)K@L; portanto @KL = @K@L O

Se considerarmos (,, e ¢, raizes m, n-ésimas da unidade e se m.n = w e mde(m, n)
= 1, teremos que o corpo Q({,) é o corpo composto Q((,)Q(¢,). Com isto, o
proximo lema sera de fundamental importancia na obtencao do anel de inteiros de

um corpo ciclotomico.

Lema 1.5.2 {/5/, pag. 41} Sejam m,n € Z, tal que mdc(m,n) = 1, temos que
¢F.Copara0 <k <m-—1e0<1<n—1, éuma raiz m.n-ésima primitiva da
unidade se, e somente se (¥ ¢ uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢ é uma

raiz n-ésima primitiva da unidade.
Teorema 1.5.6 {/5/, pag. 55} O anel de inteiros de K = Q((,) € Z[(,).

Demonstracao: Suponhamos n = nj.ny, onde mde(ny, ng) = 1 sendo ambos,

ny, Ny, maiores que um. Sendo assim, em conformidade com o Lema 1.5.2 temos

Q(¢n) = Q(Cny)Q(Cny) € ainda p(n) = ¢(ny).¢(ny). De acordo a Proposigao 1.4.3

temos A[l, -+ ,a" ! = (—1)”(7571) N(pl,(a)), onde p,(x) é o polindmio minimal

de . Sejam d,, e d,, os discriminantes de Q((,,) e Q({,,) respectivamente. Sendo

1

Pa(r) = 2™ — 1, segue que p/ (x) = ny.2™ ' aplicando (,, teremos p/ ((,,) =
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n.Cmt = 1 entdao N(ph(Coy)) = sl = T ) , dai, d,, = +n?™
1- Cny Do \Gny N(ny) —  #£1 1 ny 1 )

ou seja, d,, | n{"" . De modo anélogo, temos d,, | n2 ™) Sendo mde(dy,,d,,) =d
A | duy € d, | 0™ = d | 0™

p(n1)

segue que
A | duy € dny | 05" =5 d | 0§
Como mdc(nl( ), ng ("2)) =1, segue que d = 1, Assim, pelo Corolério 1.5.3 segue
que Z(Cn) = Z(Cm>Z<an)7 portanto QO = Z(Cn) O

Nos paragrafos anteriores desta se¢ao nos exercitamos basicamente em expressar
uma base integral e encontrar o anel de inteiros algébricos dos corpos ciclotomicos.
A partir de agora, ja sabedores dos resultados anteriores, partamos em busca de
expressar uma formula geral para o discriminante destes corpos. Porém antes sera

feito o caso especial que estamos considerando Q((,).

Proposicao 1.5.2 {/5/, pag. 65} Seja K = Q((,), onde p € um nimero primo
impar, entao o discriminante de K € expresso por;

—1

A[lagp’ e 7C£_2] = (_1)177']?13_2

Demonstragao: Conforme o Teorema 1.5.4 segue que {1,(p, -+, (27} é uma

base integral para Q((,). Assim, pela Proposigao 1.4.3 segue que A[L,(,, - - - ,Cg”] =

w
(=1) N/ (05(Cp))-
aP— G (G- [(¢h-1).1 B (1
Como (bp( ) — ;’7117 segue que (b/ (Cp) — P-$p (C&pi)l)g(p ) ]: p%(gpﬁ(f;} ) =

2! v z Nic/g(=p)-N(G)P !
pg pf_c Dai, Ni/g(¢,(G) = Nijal(— “‘C )= =

— —(_p)p;l'lpA = (1P tpP=? = pP2 Assim, A[L, G, -, (07 =
() e () 0

(p—1).(p—2) 1) (r—2)
)

Um caso interessante que também merece ser retratado é a obtencao de uma
férmula para o discriminante de um p"-ésimo corpo ciclotomico que é expresso pela

seguinte;

Proposigao 1.5.3 {/5/, pag. 65} Se K = Q((yr), onde 1 < r € Z e p um nimero

primo impar, entao o discriminante de K = Q((,) € dado por;

1)pr—lo r—1 (1)
AL, G, -+, (OO = g o))
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Para finalizarmos esta secao, falta entao um ultimo resultado que é a férmula
do discriminante dos corpos ciclotomicos Q((,). Para alcangarmos entao os nossos
objetivos vamos passar por alguns resultados que serao importantes na computagao

da férmula do discriminante dos corpos Q(¢,).

Defini¢ao 1.5.5 Sejam K e L corpos de nimeros, {aq, - ,an}t e {81, -+, Bm},
bases de K e L sobre Q respectivamente. Dizemos que K e L sao linearmente

disjuntos quando {a (3, -+, a,fm} € uma base de KL sobre Q.

Exemplo 1.5.5 Sejam (, e (,, raizes n, m-ésimas primitivas da unidade, respecti-
vamente, caso mde(m,n) = 1 temos que os corpos Q((,) e Q((n) sao linearmente

disjuntos.

Para os préximos paragrafos vamos escrever A(L/K) para denotar o discrimi-

nante de uma base integral de L sobre K, e Nk para denotar a norma de L sobre

K.

Proposicao 1.5.4 {/5/, pag. 66} Sejam K, L e M corpos de nimeros tais que
KCLCM. Se[L:K|=mne[M:L]=m, entdo;

A(M/K) = A(L/K)™ Nk (A(M/L))

Proposicao 1.5.5 {/5/, pag. 68} Sejam K e L corpos de nimeros, tais que K C
L. Se KL : L =ne[KL: K| =m, entio Npjo(A(KL/L)) divide A(K)™ e
Nio(A(KL/K)) divide A(L)".

Considerando corpos K, L tais que sejam linearmente disjuntos, o discriminante
dos composto K L, denota um produto entre poténcias dos discriminantes de K e
L. Mas é claro, isso s6 vai ocorrer sob a circunstancia de o discriminante de ambos

0S corpos sejam primos entre si, como pode ser visto na;

Proposicao 1.5.6 {/5/, pag. 68} Sejam K e L corpos de graus n e m respectiva-
mente. Se A(K) e A(L) sao relativamente primos e K, L linearmente disjuntos,
entao;

A(KL) = A(K)™.A(L)"
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Enfim, agora temos informagoes o suficiente para estabelecer uma férmula para
o discriminante de um corpo ciclotomico qualquer, isto serd feito através do proximo

teorema.

Teorema 1.5.7 {/5], pag. 69} Se K = Q((,), onde n € um inteiro maior que 1,

entdo o discriminante de Q((,) € dado por;

ne®)

A[la Cnv e 7C1f(n)71] ==

@(n)
prt
pln

Demonstragao: Se n = pi".py*, considerando K1 = Q((,o1) e Kz = Q((02), da
Proposicao 1.5.6 segue que A(K;Ky) = A(K,;)E2U A(K,)E:U | aplicando a funcio
logaritmo na igualdade acima, segue que log|A(K1K3)| = [Ky : Q].log|A(Ky)|+
(K : Q].log|A(K3)|, como K; e Ky sao linearmente independentes, entdo [K; K :
Q] = [K: : Q|.[K2 : Q], da,
log| A(K\Ks)|  loglA(KY)| | log| A(KS)|
[K1K> - Q) [K1: Q) (K3 : Q)

n

dai, de um modo geral, se n = H p;* teremos;
i=1

loglA(Ky) _ loglA(KY| | loglA(K)| = logl A(K)]
QG @ QG T e Z o)

onde K; = Q((,~i), i =1,--+ ,n. Assim, pelo Proposicao 1.5.3, segue que

log| A(K)| _ i logp;' {7l _ i p?i_l.[ozi(pi — 1) — 1].logp;
QO(TL) i=1 pzal 1(p’b - 1) i=1 p?i_l'(pi - ]-)
- log p
= ;(az — ——)-logpi = Zaz log p; — z; e ;logpz Zlf)gp
n 1
= log (Hp? — log Hp = log(n) —log (] [ /")
i= i=1
Dai, log |A(K)| = ¢(n).[log(n) — log Hp = log| Llyp(n)’ portanto;
I
i=1
ne®)
prt
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1.6 Reticulados algébricos: uma aplicacao para o
discriminante minimo

Nesta secao vamos mostrar alguns topicos referentes aos reticulados algébricos
que mostram a importancia do conceito de discriminante de corpos de numeros.
Entre tais, enfatizaremos o problema da maximizacao da densidade de centro de
um reticulado. Onde este é apontado como sendo uma das principais aplicagoes do
conceito de discriminante minimo de corpos de niimeros de mesmo grau. Seja A um
ideal de Ok, o conceito de norma de um ideal é importante e sera 1til dentro dos

propésitos aqui estabelecidos.

Definicao 1.6.1 Seja A um subanel de Q. Definimos por norma do ideal A, e

denotamos por N(A), o nimero de elementos do anel quociente O /A, ou seja

IN(A)| = #(0x/A).

Proposigao 1.6.1 {/2/, pag. 34} Seja A um ideal nao nulo de Q. Entao N(A) é
finita.

Proposicao 1.6.2 {/2/, pag. 33} Se x € Ok, x # 0, entdo |[N(x)| = #(0x/Okz).

Consideremos agora um corpo de nimeros K de grau n, conforme o Teorema
1.2.2, existem n monomorfismos distintos o; : K — C. Sendo K = Ql#], entao o
polinémio minimal p(x) de 6 sobre Q possui grau n, logo possui n raizes distintas, as-
sim segue que 0;(), i =1, -+, n sdo raizes de p(z). Lembrando que se um polinémio
f(x) possui uma raiz complexa, entao o conjugado desta raiz é também raiz de f(x),
isso implica que um polinomio possui um nimero par de raizes complexas.

Sendo 0;(K) C R, dizemos que o; é real, se ndo, o; é imaginario. Se todos os
n-monomorfismos de K forem reais, dizemos que K é um corpo totalmente real e

analogamente, se sao todos imaginarios, K ¢ denominado totalmente imaginario. Se
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a: C — C é a conjugagao complexa, temos que para todo i, a o 0; = 0;, para
algum 7 = 1,--- ;n e aoo0; = 0; se, e somente se, o; ¢ real. Denotemos por r;
o numero de indices 7, para os quais o; seja real, da observacao feita no paragrafo
acima temos que o nimero de 0;’s imaginarios é par e denotemos por 2r, o nimero
destes o; imaginarios.

Se enumerarmos os o;’s reais para 1 < i < r; e os 0;’s imagindrios para r +1 <
J <11+ 71 e como 04, = 0; temos que os 1| + T2 primeiros monomorfismos o;
determinam os outros ry. Dai a fun¢ao ok : K — R"™ x C" definida por ok (x) =
(o1(z), 00 (x), 00 11(2), O 1y (x)) , € R™ x C™ é um homomorfismo, e é

definida como homomorfismo canonico de K em R"™ x C™, o qual é injetivo.

Exemplo 1.6.1 Consideremos o corpo K = Q[v/2], {0o,01} € o grupo dos Q-
monomorfismos de K sobre C, onde oy € a inclusao e o1 € a conjugagao. Assim,
oo(a+0v2) = a+bv2 e oy(a+bv2) = a—b\V2, portanto, ok (z) = (0o(z), 01 (2)) =
(a4 V2,0 — bV/2).

No Teorema 1.2.3 foi dado implicitamente uma informacao a respeito do sinal
do discriminante de um corpo de nimeros, no entanto, com o préximo teorema, é

dado um resultado mais geral envolvendo este conceito.

Teorema 1.6.1 {///, pag. 13} Se K ¢é um corpo de nimeros entao o sinal do

discriminante de K € (—1)".

Se K for um corpo de nimeros tal que ry seja par, entao seu discriminante ¢é
positivo, em particular se K for totalmente real, entao seu discriminante é positivo

pois neste caso ro = 0.

Exemplo 1.6.2 Consideremos K = Qli], temos que os monomorfismos de K em
C sao o1 e 09, que sao respectivamente a identidade e a conjugagao complexa,temos
assim que K € totalmente imagindrio e ro = 1, logo o discriminante de K = Q[i] ¢é

negativo.
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Os homomorfismos canonicos tém uma aplicabilidade de grande importancia que
consiste na geracao de reticulados no R”. Embora neste trabalho nao tomaremos
rumo aos reticulado, é importante a esta altura fazer uma breve explanacao relativo a
este assunto, uma vez que o discriminante desempenha um papel importante dentro
deste campo.

Consideremos L um espago vetorial sobre R de dimensao n, entao L é isomorfo ao

R™. Se considerarmos {l;,--- ,l,} C L, e se os [;’s forem linearmente independentes

em R, entdo o conjunto H = Zl; + --- + Zl,, = {Z a;l; o € Z} é denominado
i=1
Reticulado de L. Desta forma, podemos dizer que um Reticulado é um subgrupo

discreto do R™ e é gerado como um Z-médulo por uma base de R™. Ao conjunto

T, = {Z ailiy, 0 < a; <1,i=1,---,m} denominamos regiao fundamental do
i=1

reticulado H, associado a base {l;, - ,1,}.

Exemplo 1.6.3 Z é um reticulado em R e Z" = 7Z X --- X Z é um reticulado em

R™ gerado por {e;, -+ ,e,}, a base candnica do R™.

Além da regiao fundamental T, o reticulado H possui ainda outras regices [ +1717,,

onde [ € H e a uniao de todos estas regioes [ + 17, cobre todo o espaco L.
l
O volume da regiao 717, é calculado por Vol(T},) = |det(w;)|, li = Zaijej,
j=1

a;; € R, onde{e;}, j =1,--- ,n éabase canonica do R", e tal volume é denominado
o volume do reticulado H e sera denotado por V(H).

Os reticulados ganha interesse neste trabalho quando é direcionado a estudar os
reticulados sobre um corpo de ntimeros K. Tais reticulados sao gerados pelos ideais
do anel de inteiros de K via o homomorfismo Canonico. O volume desta classe de
reticulados depende diretamente do discriminante do corpo de nimeros envolvido,

como pode ser visto no;

Teorema 1.6.2 {///, pag. 14} Sejam K um corpo de grau n, Qg o seu anel de
inteiros algébricos e A um ideal de Q. Entio ok (Ok) e ok (A) sao reticulados em

R"™ e, temos

V(ok(0k)) = 27=VI|A(K)| e V(ok(A)) =277 V|A(K)[.N(A)
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Um outro problema importante é o do empacotamento de esferas de mesmo raio
em R". Os centros destas esferas formam um reticulado, denominado reticulado
de empacotamento, denotado por Hg. Assim, se tem um outro problema que é a
obtencao de um bom empacotamento, ou seja, uma disposicao de esferas de mesmo
raio, duas a duas se interceptando em um unico ponto, que melhor se aproxime do
espaco R™. Deste modo é preciso encontrar um reticulado de empacotamento Hg
de maior densidade. Esta densidade é calculada pelo quociente do volume da esfera
pelo volume do reticulado.

Assim, no processo de maximizacao da densidade de um reticulado, obtemos um

outro parametro que é a maximizacao da densidade de centro, dado pela férmula;

B 27’2 p’I’L
 VIAE)] N(A)

Onde ry é a metade do nimero de imersoes complexas de K em C e p é o raio das

§(Hp) (1.1)

esferas do empacotamento e N(A) é a norma do ideal A.

No entanto, existem vérios formas para se maximizar 6( Hg); fazendo a expansao
do raio p e outra é fazendo a minimizagao de /|A(K)| que consiste em minimizar
|A(K)|, onde A(K) é o discriminante do corpo que contém o ideal A.

O problema da maximizacao da densidade de centro de um reticulado, carac-
terizada pela férmula acima, é o principal problema em que se aplica o conceito do
discriminante minimo de um corpo de nimeros. Ai entao é que surge a importancia

e a principal motivacao para estudar este conceito.



Capitulo 2

Caracteres Modulares e a Formula

do Condutor-Discriminante

Neste capitulo serao expostos importantes conceitos sobre a teoria de caracteres,
em especial, os caracteres de Derichlet ou Modulares. Isto sera feito com o obje-
tivo de estabelecer uma outra férmula que possibilita calcular o discriminante de
subcorpos de Q(¢,), a qual é conhecida como a férmula do Condutor-Discriminante
[Teorema 2.3.3]. No entanto, para atingir este propdsito satisfatoriamente, serd
necessario nos apropriarmos de alguns conceitos da Teoria de Galois, em especial, o
teorema fundamental desta teoria [Teorema 2.1.1].

Em suma, a férmula do Condutor-Discriminante possibilita calcular o discri-
minante de um corpo de nimeros abeliano qualquer. Uma vez que o Teorema de
Kronecker-Weber [Teorema 2.1.2 |, nos assegura que todo corpo abeliano esta contido
em uma extensao ciclotdomica. E interessante ressaltar que, aqui, neste trabalho nao
serao feitos as demonstracoes dos respectivos teoremas citados a cima. Uma vez que
0 nosso propoésito é, apropriarmos das informacgoes neles contidas para alcancarmos
a principal meta estabelecida para este trabalho.

No final deste capitulo é feito uma secao destinada ao estudo dos caracteres
de Dirichlet definidos médulo p”, onde p é um nimero primo. Isto sera feito com o

intuito de estabelecer uma férmula para discriminante dos subcorpos de Q((,r). Para
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desenvolvermos os conceitos apresentados neste capitulo, foram utilizados partes

substanciais das referéncias [3] a [§].

2.1 Teoremas; Fundamental de GGalois e Kronecker-

Weber

E oportuno o momento comecarmos este capitulo enunciando os teoremas Fun-
damental de Galois e Kronecker-Weber que sao alguns dos principais teoremas en-
contrados nos textos de algebra e teoria dos niimeros os quais serao de fundamental
importancia para obtencao de um dos grandes resultados deste trabalho, a saber,
a Féormula do Condutor-Discriminante. Toda teoria que é apresentada aqui nesta
secao € considerada sobre corpos de caracteristica zero, mas é claro nao poderiamos

deixar de destacar a sua validade para corpos finitos em geral.

Defini¢ao 2.1.1 Sejam L e K corpos, tais que L/K, dizemos que L é uma ex-
tensao galoisiana de K quando L € corpo de raizes para algum polinomio nao nulo
pertencente a K[x|. Por outro lado, L € chamada de extensao normal de K se L é

corpo de raizes para quaisquer polinémio irredutivel de K[x] sobre K.

Proposigao 2.1.1 {/3/, pag.170} Seja L/K uma extensdo finita. Entdo L/K ¢é

galoisiana se, e somente se L/K € normal

Exemplo 2.1.1 Consideremos os corpos K = Q, M = Q[v/2] e L = Q[v/2,w],

sendo w = —1

5T ‘/ng Observe que K C M C L. Como p(z) = 23 —2 ¢ o polinémio

wrredutivel de L sobre K, assim temos que L é uma extensao galoisiana de K, porém

M nao € galoisiana em relacao a K.

Sendo G = Auty L, dizemos que K é o corpo dos invariantes por G, se H é
subgrupo de G, o conjunto dos invariantes por H é um corpo intermediario da

extensao L/K.
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Sejam L, M, K corpos tais que L D M D K e [L: K| < o0, se L/ K é galoisiana,
entdo L/M é também galoisiana, mas nem sempre M/K serd uma extensao ga-
loisiana, como pode ser observado no Exemplo 2.1.1. Assim, M /K é galoisiana se,

e somente se o grupo H = Auty, L é um subgrupo normal de G.

Definigao 2.1.2 Seja L/K wuma extensao galoisiana. O grupo G = AutgxL é
chamado o grupo de Galois desta extensdo e € denotado por G = Gal(L/K). Se G

¢ abeliano entao dizemos que L/K é uma extensao abeliana.

Denotemos que Z(L/K) o conjunto dos corpos intermedidrios da extensao L/K
e por S(G) o conjunto dos subgrupos de G. Consideremos também as seguintes
correspandéncias; ¢ : Z(L/K) — S(G), v (M) = Auty L e ¢ : S(G) — Z(L/K),
p(H)={a€L :y(a)=a, v € H}.

Proposicao 2.1.2 {/3/, pag. 180} Com as notagoes acima, temos;
(a) Se My, My € Z(L/K) e My C My, entao (M) C (M)

(a) Se Hi,Hy € S(G) e Hy < Hs, entdo p(Hy) C w(H;)

(c) ¥ M € T(L/K) tem-se (o p)(M) 2 M

(d) VH € S(G), tem-se H < (0 ¢)(H)

O préximo Teorema é um resultado devido a Evarist Galois, este resultado é de
grande importancia em varios ramos da algebra em especial na teoria de Grupos e

Corpos. Iremos usa-lo mais a frente para estudar a teoria dos caracteres de Dirichlet.

Teorema 2.1.1 (Teorema Fundamental de Galois) {[3], pag. 181} Seja L/K uma

extensao galoisiana, entao:
(1) VM € Z(L/K), tem-se [L : M| = [{p(M)| e [M : K| = (G : ¢(M))
(2) VH € S(G), tem-se [L: p(H)| = |H| e [¢(H) : K] = (G : H)

(3) vop=1Isc epotyp= I /K
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(4) VM € I(L/K), M/K, ¢ galoisiana se, e somente se (M) = Auty L é um

subgrupo normal de G

(5) Seja M € I(L/K). Se M/K ¢€ galoisiana, entio [M : K| = |AutxM| e
G/v(M) ~ Aut g M

O teorema acima diz que se L/K é uma extensao galoisiana entao 1 e ¢ sado
bijetivas e inversas entre si. Isso mostra a existéncia de uma correspondéncia bijetiva
a qual é denominada, correspondéncia de Galois.

Em suma, o que este ultimo teorema apresenta é uma relagao entre os subcorpos
de uma extensdo L/K com os subgrupos de Gal(L/K). Logo, isto permite obter
informag6es de subcorpos de L/ K, via seus subgrupos correspondente em Gal(L/K).

E oportuno neste momento enunciarmos o teorema de Kronecker-Weber, o qual
por sua for¢a constitui um dos pilares fundamentais deste trabalho e que o mesmo

esta intimamente ligado com os conceitos da Teoria de Galois.

Teorema 2.1.2 (Kroncker-Weber) {[6], pag.319} Seja K um corpo de nimeros

Abeliano, entao K estd contido em algum corpo ciclotomico.

Este tdltimo teorema é um importante resultado dentro da teoria dos nimeros
e neste trabalho, o mesmo desempenhard um papel fundamental na obtencao do
discriminante de um corpo abeliano. Pois, considerando um corpo abeliano K, ele
garante a existéncia de um corpo ciclotomico Q(¢,,) onde K C Q((,), dai o calculo

do discriminante K é feito aproveitando algumas propriedades aritméticas de Q((,)-

2.2 Caracteres em grupos abelianos finitos

Apresentaremos nesta secao as principais propriedades dos caracteres de um
grupo Abeliano, em especial estaremos interessados em informacoes a respeito do

conjunto que forma o nicleo de um caracter.

Definicao 2.2.1 Um caracter de um grupo Abeliano finito G € um homomorfismo

x:G— C~.
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Exemplo 2.2.1 Seja G = U,, = {1,(n,--+, ("} o grupo das raizes n-ésima da

unidade, o homomorfismo x; : G — C* dado por x;((,) = ¢, é um caracter, com

n’

0<i:<n-—1.

Sendo G' um grupo de ordem n, denotaremos por GG o conjuntos dos caracteres

" onde e é o

de G. Tomando y € G ¢ a € G, temos que 1 = y(e) = x(a") = x(a)
elemento neutro de G. Isso mostra que x(a) é uma raiz n-ésima da unidade e x(G)
¢ um subgrupo das raizes n-ésima da unidade contidas em C*.

Agora, consideremos H um subgrupo de G; pelo fato de cada caracter de G ser
um homomorfismo, temos que um caracter de G restrito a H é ainda um caracter
de H.

Consideremos os caracteres x, x' pertencentes a G e definamos x.xX :G— C*
por x.X'(z) = x(z).X'(z), Vo € G. Temos que x.x'(z) = x(z).X'(z) = X'(2).x(z) =
X' (x).x(z) = X' .x(z) e xo : G — C*, tal que xo(z) = 1 Vz € G é o elemento neutro
de @, e a conjugacao complexa Y : G — C*, X(g) = @, é o elemento inverso
de y em G. Assim, com todas estas propriedades constatamos que G 6 um grupo
Abeliano, com a operacao acima descrita.

Consideremos agora H e GG grupos abeliano finito, se ¢ : H — G é um homo-
morfismo, entao ¢ induz o homomorfismo @ : G — H dado por @(x) = xop. Este
homomorfismo na verdade é um caracter de H induzido pelo homomorfismo ¢ via
a composicao de um caracter de G. Assim, segue que Ker(3) = {x € G : 3(x) =
1} ={x € G : X(p(a)) = 1,Va € H}, ou seja, o nicleo de  é o conjunto dos
caracteres de G' que restritos a imagem de ¢ é o caracter trivial

Agora, pensando em H como um subgrupo de G e ¢ como sendo a inclusao, pode-
mos extrair algumas propriedades importantes a respeito do nicleo de ¢. Denotando
neste caso Ker(p) por H, pelo fato de ¢ : H — G ser a inclusdo, concluimos que

H* ¢ o conjunto dos caracteres de G cuja a restricao a H é o caracter trivial.

Proposicao 2.2.1 Sendo G um grupo Abeliano e H um subgrupo de G, temos que

—

H+ ~G/H.
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Demonstracao: Consideremos o homomorfismo canoénico 7 : G — G/H e a

aplicacao ¢ : H+ — 5/?], definidos por ¥(x) = X

G

e

Temos assim que ¥ é um homomorfismo, basta entao mostrar que v é bijetor. Para
isso, Kerp = {x € Ht : (x) =1} = {x € H+ : X(aH) =1} = {xo € G} portanto
Kery = {xo}, ou seja, 1 ¢ injetor. Como ¥(g) = ¥(x(g)) = (¥ o 7)(g) = x(9)- Tsso

mostra que 1 é sobrejetiva, logo ¢ é um isomorfismo. O

Teorema 2.2.1 {///, pag. 17} O nimero de caracteres de um grupo abeliano finito

G ¢ igual a sua ordem, ou seja, |@| = |G|

Demonstracao: Sendo G um grupo abeliano finito, entdo G' = (a1) X - -+ X (a,),
assim todo elemento & € G pode ser escrito da forma z = %" - - - a*». Considerando
um caracter de G, segue que x(z) = x(a1)* --- x(a,)*, assim, x fica completamente
determinado pelos valores x(a;), @ = 1,--- ,n. Agora, se a; tem ordem m;, entao
G tem ordem my ---m, e x(a;) é uma raiz m;-ésima da unidade, assim temos m;
possibilidades para x(a;) num total de my - - - m,, caracteres em G. Logo |G| = |G.

(Il
Teorema 2.2.2 {[//, pag. 19} Se G é um grupo ciclico de ordem n, entio G ~ G

Demonstragao: Considerando g um gerador de G e (,, uma raiz n-ésima primitiva
da unidade. Seja x : G — G* dado por x(¢*) = ¢*. Temos que x é um caracter
de G. Desde que x"(g*) = ("% os caracteres x, X%, -+, X" 1, X" = Xo sdo dois a dois
distintos. Agora, como ](A?| = |G| = n, temos que G = DGR XL X" = xo),

e, sendo assim G é um grupo ciclico de ordem n, gerado por x. Logo G ~ G. a

Enfim, desta secao podemos extrair uma importante informacao a respeito dos

caracteres de um grupo abeliano finito, a saber, que o ntimero de caracteres de tal
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grupo ¢é igual a sua ordem. Este fato serda importante mais a frente, pois umas das
necessidades consiste em saber qual a quantidade de caracteres associados a um

determinado corpo nimeros.

2.3 Caracteres de Dirichlet

Vamos estudar nesta se¢ao os caracteres do grupo multiplicativo (Z/nZ)*, este
grupo é formado pelos elementos inversiveis do anel (Z/nZ), tais caracteres sao
chamados de caracteres de Dirichlet. Estaremos interessados nos condutores desses
caracteres e algumas propriedades que serao tuteis para o calculo do discriminante

de um corpo de nimeros Abeliano K.

Definigao 2.3.1 Um homomorfismo x : (Z/nZ)* — C* é denominado caracter de

Dirichlet definido modulo n.

Caso exista um inteiro m que divide n, o caracter x' : (Z/mZ)* — C* induz o
caracter x : (Z/nZ)* — C* através do homomorfismo 7 : (Z/nZ)* — (Z/mZ)*,

isto é, y = x' om;

(Z/nZ)"
i x=x'om
K
(Z/mZ)" ——C*
X
Se m for minimal, dizemos que m é o condutor do caracter y o qual sera denotado
por fy. Desta forma, se x e x’ forem ambas a mesma aplicagdo podemos considerar

x como definido médulo m.

Exemplo 2.3.1 Sejam G = (Z/10Z)* = {1,3,7,9} e {xo0, X1, X2, X3} 0 grupo dos
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caracteres de G, dado na tabela abaixo

Xo | X1 | X2 | X3
11111 1]1
g1 11 11]-1|-1
711 -1]1)-1
91 |-1|-1] 1

No exemplo acima vimos os caracteres definidos moédulo 10, porém, temos que
1,2,5,10 sao divisores de 10, como estabelecer entao qual sera o condutor de x; ?.
Uma informagao importante é que o condutor f,, de x; serd o menor m que faz

comutar o diagrama;

(Z/107Z)*
ﬂi x=x'om
(@/mZy 5
Porém, uma outra ferramenta para encontrar o condutor f,, de um caracter y; ¢

dado no;

Teorema 2.3.1 {/4/, pag. 20} Sejam m e n inteiros positivos e x um caracter de
Dirichlet definido médulo n. O condutor de x € m se, e somente se m é o menor
inteiro dividindo n que satisfaz a condi¢do: para todo a tal que mdc(a,n) = 1 e

a = 1(modm) tem-se x(a) =1

Considerando ainda os caracteres do Exemplo 2.3.1, temos que o condutor de x3
é 5, pois 1 = 1(modb) e x3(1) = 1. Analogamente, o condutor dos caracteres x, e
X1 € 5, logo os caracteres de Dirichlet definidos médulo 10, podem ser considerados
como definidos mdédulo 5.

Um caracter definido médulo n pode ser visto como uma aplicagao de Z em C,
pondo x(a) = 0 se mdc(a, fy) # 1. Um caracter definido médulo seu condutor é

denominado caracter primitivo.
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Exemplo 2.3.2 Seja x um caracter definido médulo 8, dado por x(1) =1, x(3) =
1, x(5) = —1 e x(7) = —1, temos que f, =8, logo x € um caracter primitivo.

E interessante notar que dados x e 1 caracteres primitivos de condutores f,
e fy respectivamente o caracter x1 definido médulo mmc(fy, fy) é um caracter

primitivo.

Exemplo 2.3.3 Consideremos o caracter ¢ definido mddulo 4, dado por (1) =1
e Y(3) = —1 e dai fy, = 4, entdo ¢ € um caracter primitivo. Como o caracter do
FExemplo 2.3.2 € um caracter primitivo, sendo o caracter xi definido modulo 8 dado

por;

- xY(7) = x(MY(7) = (=1).(=1) =1 e como f,p =8, seque que xy definido modulo

8 é um caracter primitivo.

Proposicao 2.3.1 {/5/, pag. 75} Sejam x e 1 caracteres de Dirichlet primitivos

com condutores f, e fy, respectivamente. Se mdc(f,, fy) =1, entao fyy = fy-fu-

As vezes é conveniente classificar os caracteres de Dirichlet em dois grupos; se
x(—1) = 1, dizemos que o caracter x é um caracter par, caso y(—1) = —1, o

caracter y é um caracter impar.

Exemplo 2.3.4 O caracter x do Ezemplo 2.3.2 € um caracter impar pois 7T =
—1(mod8) e x(7) = —1, jd, o caracter x3 do Exemplo 2.5.1 é um caracter par

pois 9 = —1(mod 10) e x3(9) =1

Sabendo que o grupo (Z/nZ)* é um grupo abeliano, tomando o caso particular
em que n = p”, é interessante saber em qual circunstancias (Z/p"Z)* é ciclico. Este
fato vai nos auxiliar no determinacao dos caracteres definidos moédulo p", isto sera

determinada na proposicao abaixo.
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O préximo teorema ird auxiliar na classificagdo do grupo (Z/p"Z)*, p-primo, ou

seja, saber sob quais condigoes ele sera ou nao ciclico.

Proposicao 2.3.2 {/8/, pag. 165}

(a) Se p é um nimero primo impar e r um inteiro positivo, temos que (Z/p"7Z)* ~

Z/(p—1p'Z.

(b) (Z)2"Z7)* ~ (Z)2Z) x (Z/2"*Z) para cada inteiro v > 2.

Esta proposicao nos chama a atencao a alguns fatos que serao de grande utilidade
na obtengao de subcorpos de Q((,r) e Q(¢or), a parte (a) diz que (Z/p"Z)*, p-primo
fmpar é um grupo ciclico, sendo assim, para cada divisor m da ordem de (Z/p"Z)*
existe um tnico subgrupo de (Z/p"Z)* com ordem m. Logo, pela correspondéncia
de Galois, existe um tnico subcorpo K de Q({,) cujo o grau é m. Ja, a parte (b)
diz que (Z/2"Z)* é um grupo abeliano nao ciclico, assim, para este caso nao ¢ valido
o resultado acima, ou seja, para cada divisor m da ordem de (Z/2"Z)* podem existir
mais que um subcorpo de Q({s) de ordem m.

Seja m = p{'---p uma decomposigao em fatores primos, consideremos o iso-

morfismo de grupo
0: (Z/mZ)" — H Z/pS )"

Dado por f(z(modm)) = (x(mOdp1 ), -, x(modpsr)). Considerando

—

X € HZ/p“Z , dado por x(z1,---,%,) = x((x1,---,1)---(1,---,2,)) =

X(wl,--- ,1)---X(1,--- L Ty). Seja x; € (Z/pe’Z) dado por x;(z;) =
x(1,--- @y ---,1). Desta forma, X(fh <, @) = x1(#1) - xr (7). Considerando

ainda o homomorfismo de grupos 8 : H Z]piZ)" — (Zm)*, onde = x1 - X»

=1
com x; € (Z/p{7Z)* tem-se, a(x) = xof. Assim, (xof)(z) = x(0(x)) = x(z1,- - ,7,) =
X1(Z1) - xr(Z). Desta forma, todo caracter ¢ de (Z/mZ)* pode ser escrito da
forma ¢ = x1---x, = H Xi, onde y; é um caracter definido médulo p;*.
i=1

Sendo assim, para conhecermos um caracter de (Z/mZ)*, basta conhecer os ca-

racteres de (Z/pj*Z)*. Vamos por enquanto nos deter com respeito a este assunto,
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mas voltaremos a retoma-lo na secao seguinte, objetivando conhecer mais detalhada-
mente os caracteres do grupo (Z/p"Z)*.

No proximo teorema vamos determinar uma relacao que existe entre os grupos
Gal(Q(¢,/Q)) e (Z/nZ)*. Isto vai nos possibilitar trabalhar com os elementos de
Gal(Q(¢,/Q)) ao invés dos elementos de (Z/nZ)*.

Teorema 2.3.2 {/0], pag. 11} O grupo Gal(Q((,)/Q) éisomorfo ao grupo (Z/nZ)*,

através da aplicacao 0(c;) = i(modn), onde 0;(¢,) = para 0 < i < n e

mdc(i,n) =1

Este teorema nos garante que existe uma correspondéncia bijetiva de Gal(Q((,)/Q)
em (Z/nZ)*, sendo assim, os caracteres definidos médulo n, sdo também chamados
de caracteres de Galois.

Considerando um caracter x do grupo Gal(Q(¢,)/Q) o nicleo de y, denotado
por Kerx é um subgrupo do grupo Gal(Q((,)/Q), assim o subcorpo K de Q((,)
fixo por Ker x é denominado o corpo associado ao caracter Y.

Sendo X um grupo finito de caracteres de Dirichlet e n o minimo multiplo
comum dos condutores dos caracteres de X, temos que X é um subgrupo do grupo
dos caracteres de Gal(Q(¢,)/Q). Seja H a interseccao dos ntcleos dos caracteres de
X, temos que H é um subgrupo do grupo Gal(Q((,)/Q) e o corpo K, fixo por H,
¢ também denominado o corpo associado ao grupo X.

Agora, se considerarmos K um subcorpo de Q((,) e H o subgrupo de
Gal(Q(¢,)/Q) que fixa K, denotamos por Xk o conjunto dos caracteres de

Gal(Q(¢,)/Q) que restritos a H sao os caracteres triviais.

—

Xk = {x € Gal(Q(¢.)/Q) : x(h) =1 Vhe H}

O conjunto Xk, é denominado o grupo de caracteres de Dirichlet associados a

K. E além disso, temos que Xx ~ Gal(K/Q), ou seja, | Xi| = |Gal(K/Q)] .

Exemplo 2.3.5 Seja K = Q((s), temos que (Z/8Z)* ~ Gal(Q((s) /Q), assim Gal
(Q(&)/Q) = {01,03,05,07} e g = L2 +i%2, assim (¢ = % e dai ¢ = i. Como
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o grupo Gal(Q((s)/Q) € nao ciclico e tem ordem 4, seque que os monomorfismos
03, 05,07 tem ordem 2. Assim o0s subgrupos do grupo de Galois de K sao; (o1 = id),
(03), (05), (07) € Gal(K/Q). Isso implica que cada um dos subcorpos préprios de
K tem grau 2. O corpo Q(i) € um subcorpo de K e o grupo associado a Q(i) €
(0s), pois o5(i) = 05(¢2) = 0 = (2. O corpo Q(\/2) € corpo de ordem 2 e como
V2 = G+ (g, como o7 fira V2, assim o corpo Q(\/2) € o corpo associado ao
grupo {o7). Como i,/2 € K, o corpo Q(v/=2) ¢ o subcorpo de K associado ao
grupo (o3), pois o3 fiza /—2 = (s + (3. Portanto, os subcorpos de K = Q((g), sdo
K,Q(+v2),Q(i),Q(v/=2) e Q. Assim, temos que K = Q(\/2,1)

Para finalizar esta se¢ao, como haviamos proposto anteriormente, vamos enunciar
a célebre formula do Condutor-Discriminante. Esta formula concede uma alterna-
tiva muito valiosa no processo do calculo do discriminante de um corpo de niimeros
abeliano K, pois através dela conseguimos calcular o discriminante de K, sem pre-
cisar ter conhecimento de uma base integral, usando apenas o grupo dos caracteres

associados a K e seu condutores.

Teorema 2.3.3 (Férmula do Condutor-Discriminante) {[4], pag.24} Sejam K um
corpo de numeros, tal que K C Q((,), o 0 nimero de monomorfismos complexos
de K nao conjugados entre si, e X o grupo dos caracteres de Dirichlet associados a
K. Entao o discriminante de K é dado por
AK) = (-1 I] K
xeX

Onde f, € o condutor do caracter x.

Podemos observar que esta férmula é de mais aplicagao do que a Definigao 1.2.4,
uma vez que ela calcula o discriminante de um corpo de nimeros sem tomar con-
hecimento de uma base integral do corpo e também nao implica a necessidade de
calcular o determinante de uma matriz. No entanto, ela sé é aplicavel para corpos
de nuimeros que estejam contidos em alguma extensao ciclotomica. Logo, através

desta, obtemos uma ferramenta para o calculo do discriminante de corpos abeliano,
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pois o teorema de Kronecker-Weber garante que todo corpo abeliano estd contido

em uma extensao ciclotomico.

Exemplo 2.3.6 Seja K = Q((,), p:primo, os condutores dos caracteres associados
a K sao 1 oup. Como o grupo destes caracteres possui p—1 elementos, temos p— 2
caracteres de condutor p e um caracter trivial, logo aplicando a formula do teorema

acima temos |A(K)| = pP=2.

2.4 Caracteres de Dirichlet médulo p”

Nesta secao temos por objetivo calcular os condutores dos caracteres definidos
modulo p”; onde p é seja um numero primo. Isto serd feito gragas a possibilidade
que temos em determinar explicitamente quem sao tais caracteres. No entanto, para
conseguir tal resultado, sera necessario considerar separadamente o caso p =2 e o
caso p impar.

Consideremos primeiramente o caso p-impar, porém antes de nos direcionarmos
efetivamente ao cédlculo destes caracteres, vamos expor alguns resultados que serao

importantes, aritmeticamente, na computacao dos mesmos.

Lema 2.4.1 {/7], pag. 320} Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro positivo
e g um inteiro tal que g = g(modp") é um gerador do grupo (Z/p"Z)*. Entdo
para todo j tal que 0 < j < r, tem-se g* = 1(modp’) se, e somente se, k =

0(mod(p —1).p7).

Sejam y : (Z/p"Z)* — C* um caracter de Dirichlet e g = g (modp") um
gerador do grupo (Z/p"Z)*, entao todos os (p — 1).p" ! caracteres deste grupo sao
determinados por g, e x(g) é uma raiz (p — 1).p" " *-ésima da unidade. Sendo assim,
dado um caracter de Dirichlet definido moédulo p”, existe um inteiro i, onde 0 < i <
(p—1)p—t —1, tal que x(g) = Q(ip_l)pT.,l. Assim, podemos concluir que todos os

caracteres definidos médulo p” sao da forma;

Xl(g) = C(Z'p—l)pT*U i=0,---, (p - 1)pr71 -1
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Lema 2.4.2 {[7], pag. 321} Se i é um inteiro tal que 0 <i < (p—1)p"~! —1, entdo

p’ = mdc(i,p"), se, e somente se o condutor f,, de x; é "I

Exemplo 2.4.1 Seja n = 5%, entdo o grupo de caracteres definidos modulo 25
possui 20 elementos. Dai, o condutor f,, de x;, € 52 para i = 1,2,3,4,6,7,8,
9,11,12,13,14,16,17,18,19, pois para cada um destes casos temos mdc(i,5?) =
1 = 5% dai f,, = 5*° = 5% Para i = 5,10,15, temos que f,, = b, pois
mdc(i,5%) =5 =5, dai f,, =5* "' =5 e fy,=1

Analogamente ao caso anterior, agora vamos considerar dois importantes resul-
tados os quais auxiliarao na computacao dos condutores dos caracteres definidos

modulo 27.

Lema 2.4.3 {/}/, pag. 32} Seja t um ndmero inteiro, t > 3. Entdo, tem-se:
527" = 1(mod 27 1) e 52" # 1(mod 2Y), ou seja, a ordem de 5 (mod2') ¢ 212

Lema 2.4.4 {[4], pag. 32} Set > 2 entdo (—1)*5° = 1 (mod2') se, e somente se,
b= 0(mod2'=2) e a € par.

O grupo (Z/2"Z)* é um tanto diferente do grupo (Z/p"Z)*, p primo impar.
Embora ambos sejam abelianos, porém (Z/p"Z)* é ciclico, enquanto (Z/2"Z)* nao

é. E, além disso temos que
(2)277) = {(-1)*5": ae€{1,2} ebe {1,2,---,277%}}

Dai, um caracter de Dirichlet definido médulo 2" fica completamente determi-
nado pelas imagens de —1 e 5. Como a ordem de 5 (mod2!) é 2072 e a ordem de
—1(mod?2) é 2, dado x € (Zm)* temos que x(—1) = (—=1)! para i € {1,2} e
x(5) =, ., 1 €{1,2,---,2?} assim cada caracter de (Zm)* seréa denotado
por Xi,-

Teorema 2.4.1 {/5], pag. 86} Se xi; € um caracter de (Z/2"7Z)*, entao o condutor

frar de Xig, para l =272, ¢ dado por

1 se =2,
in,l -
4 se 1=1.
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Demonstragao: Consideremos 7 € (Z/2'Z)*, entdao & = (—1)%5°, se i = 2 e

=272 temos xiu(2) = xia((=1)5") = (xia(=1))"(xi2(5))" = (=1)**.¢3 5 = 1,
logo Xii, | = 2772 ¢é o caracter trivial. Se [ = 2% e ¢ = 1, temos x;,(T) =
- I, sez=>5" o
xia((—1)25%) = (=1)*.¢3 ., = (—1)* = ~,logo xi,; nao é trivial.
—1, sex = —15"

Se x = 1(mod4), temos T = 5° pois 5* = 1(mod4) e —5° = —1(mod 4), dai para

todo z, satisfazendo x = 1(mod 4), temos x;;(Z) = 1, logo f,, = 4. O

Teorema 2.4.2 {/5/, pag. 86} Se xi; € um caracter de (Z/2"7Z)*, entao o condutor
frw de Xig, para l #2772 € dado por
27‘
hor = et

Demonstragao: Para [ # 2”2 temos que x;;(5) = ¢}, # 1, como 5 = 1(mod 4)
segue que f,,, > 4. Temos entao que f,,, = 2", para u > 2. Dado ¥ = mﬁb €
(Z)277)*, x = 1(mod2*) implica em (—1)*5° = 1(mod2") se, e somente se, b =
0(mod 2*7?) e a = 2, conforme o Lema 2.4.4. Sendo assim, se x = 1(mod 2*) devemos
ter; xiu(Z) = xii(5* ") = 5;2,“2_2 = 1, entao .22 = 0(mod2"?) e portanto,
| = 0(mod 2" ~*). Agora devemos ter x;;(52" ") # 1 pois se x;,(5* ) = 1, dado = =
1(mod2*~") pelo Lema 2.4.4 temos que Z = 52" e daif x5,(Z) = (xi (5% )" = 1
o que contradiz o fato de 2* ser condutor de y,;;. Més, i, (52 °) # 1 & (&1 #
1 < 1 # 0(mod223) & | # 0(mod2" 1), Como | = 0(mod2"™") e | #
0(mod 2"=*T1), temos que mdc(l,2"7) = 2"7% e daf 2" = W;,ZT)’ dai fy,, = #;,ZT)
O

Exemplo 2.4.2 Seja n = 2°, entdo o grupo de caracteres definidos mdédulo n tem
. 5 5 5 5
16 elementos. Assim, temos fy,, = m = 2T =2° fyou = m = 3—2 =23

e frus =4, poisi=1el=2?

Nos ultimos paragrafos nos exercitamos basicamente em expressar os caracteres
de Dirichlet definidos médulos p”, p:primo. Isto foi feito com o intuito de expressar
uma férmula para o discriminante dos subcorpos de Q((,-), que sera feito no préximo

capitulo.



Capitulo 3

O Discriminante Minimo

O objetivo deste capitulo consiste em abordar o principal assunto proposto para
este trabalho, que é calcular o discriminante minimo dos corpos abelianos de grau
primo. No entanto, para atingirmos tal proposito se faz necesséario passarmos previ-
amente por alguns resultados, os quais possibilitarao atingir com éxito os propésitos
estabelecidos.

Dentre estes podemos destacar o Teorema 3.3.1, que estabelece uma férmula
para o discriminante um corpo abeliano qualquer. Este resultado é conseguido, em
especial, via a Formula do Condutor-Discriminante auxiliado de perto pelo Teorema
de Kroncker-Weber. Como consequéncia do Teorema 3.3.1, serao ainda expostos
varios outros resultados, entre os quais se destaca o Corolario 3.3.5, que caracteriza
uma férmula para o discriminante dos corpos abelianos de grau primo.

Porém, em uma tltima secao serd abordado o assunto do discriminante minimo,
o qual foi acima citado. No entanto, primeiramente sera feito um estudo para saber a
quantidade de subcorpos de grau primo existem em uma extensao ciclotomica Q((,)-
E, enfim, estudaremos o problema do discriminante minimo, e paralelamente a isso
desejaremos saber qual a extensao ciclotomica minima onde esta contido o corpo

com tal discriminante. Para este capitulo foram utilizados as referéncia [4] a [10].
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3.1 Discriminante dos subcorpos de Q((,)

Sendo p um nimero primo fmpar e r um inteiro positivo, temos que [Q({yr) :
Q] = (p—1).pm'. Agora, se K é um subcorpo de Q((,) segue [K : Q] = up’,
onde u divide p—1e 0 < 57 < r —1. Da Proposicao 2.3.2 temos que o grupo
G = Gal(Q(¢r)/Q) é ciclico, logo todo subgrupo de G é ainda ciclico.

Considerando H o subgrupo de G que fixa K. Entao, x é um caracter associado
a K se, e somente se, H C Kery. Assim o grupo Xk dos caracteres associados a K
¢ o conjunto;

(x € (Z/pZ) : x(h)=1, Vhe H

Assim, de acordo a Férmula do Condutor-Discriminante, segue que o discrimi-
nante de K é, a menos de sinal, o produto dos condutores dos elementos de Xx.

Através do proximo teorema conseguimos um resultado importante que nos con-
cede uma férmula para o discriminante de subcorpos K de Q((,~). Tal resultado foi
conseguido determinando explicitamente os caracteres associados a K e em seguida

determinando os condutores de tais caracteres.

Teorema 3.1.1 {/7], pag.322} Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro po-
sitivo e K um subcorpo de Q((yr), [K : Q] = up’, onde u dividep—1e0 < j <r-—1,
entao;

St

IA(K)| ZPU[(jJr?)pj— el

Decorrente do teorema acima podemos extrair alguns importantes resultados,
entre os quais podemos destacar a obtencao de uma formula para o discriminante

dos corpos Q((,r) e Q((,), isto serd feito nos coroldrios abaixo.

Corolario 3.1.1 {/}/, pag.31} Sejam p um nimero primo impar e v um inteiro

positivo, o discriminante de Q((yr) €;
A(@(Cp’")) = j:p(pfl)[(r+1)pr—1ippi:11]il

Demonstragao: Como [Q({,r) : Q] = (p—1).p" !, neste caso temos que u = p—1

e j =r — 1, dai usando a férmula do Teorema 3.1.1, obtemos o resultado. O
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Consequentemente ainda podemos expor varios outros resultados decorrentes

deste ultimo teorema, entre os quais podemos destacar o discriminante dos subcorpos

de Q(Cp)

Corolario 3.1.2 {[/{/, pag.31} Sejam p um nimero primo impar e K C Q((,),
entao;

A(E)| = plF

Demonstragao: Como [Q(Cp) : Q)] =p—1, entao [K : Q] = up®, onde u divide
p— 1. Daf |A(K)| = pHl0+20° =251 ot et IRl O

Considerando o corpo Q((,r + CPZI), que é o subcorpo real maximal de Q({,),
podemos determinar o seu discriminante utilizando também o Teorema 3.1.1, como

pode ser visto no exemplo abaixo.

Exemplo 3.1.1 Consideremos o corpo ciclotomico Q((pr), p-primo impar e v um

inteiro positivo, calculemos o discriminante de K = Q(yr + ;). Como [K : Q] =

T

(p=Dp
2

centiou="2Y ¢ j=r—1 das

2

IA(K)| = (P e 1:p@[(r+1)pr Lozl

3.2 Discriminante dos subcorpos de Q((r)

O objetivo nesta secao é estabelecer uma férmula para o discriminante de um
subcorpo K de Q((2r). Analogamente ao caso anterior, isto serd feito obtendo
explicitamente os caracteres associados a K, bem como os seus condutores.

O corpo Q((ar), r inteiro positivo, é um corpo de nimeros Abeliano nao ciclico
de ordem 2"7!. Para o cdlculo do discriminante dos subcorpos K de Q((y-) vamos
trabalhar com os caracteres de (Z/2"7Z)* associados a K. Seja H um subgrupo de
G = Gal(Q(¢r)/Q) que fixa K, o grupo de caracteres associados a K é o conjunto

Xk formado pelos elementos de G cujo o nucleo contém H.
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Assim, dado K um subcorpo de Q((yr) de grau 2™~1, entdo o subgrupo H de G,

que fixa K tem ordem 2"~ e tem as seguintes formas;
H _ <52m72> H _ <_52m72> H _ <_—1’ 72m72>

Diferentemente do caso p”, p-primo impar, o discriminante de K C Q((ar), depen-
derd diretamente da caracteristica de seu grupo de fixacao H, ou seja, vai depender

do fato de H ser ou nao ser ciclico.

Teorema 3.2.1 {/4/, pag.35} Sejam K um subcorpo de Q(ar), com [K : Q] = 2"~
e H o subgrupo de G = Gal(Q((2r)/Q) que fiza K. Temos;

(1) Se H = (52m_2), entao K = Q((m) e |[A(K)| = 9(m—1).2m~1

(2) se H=(=5"") ou H = (=1,5""7), entdo |A(K)| = 27"~

E interessante notar que como consequéncia do teorema acima se K = Q((am),
entao |A(K)| = 20m1D2"7" ge nao, |A(K)| = 22" =1, Assim, o que este teorema
deixa explicito é que o discriminante de um subcorpo K de Q({sr) depende do fato
de K ser ou nao ciclotomico.

Considerando o corpo K = Q((or + '), temos que [Q((or) : K] = 2, entdo
[K : Q] =22, pondo m =r — 1 e pelo fato de K # Q((y), pois K é totalmente
real, segue que |A(K)| = 2m2" 1,

O que foi feito nas duas primeiras secoes deste capitulo consisti em estabelecer
uma férmula para o discriminante de subcorpos de Q((,r), p-primo. Porém, na

proxima secao sera exposta uma féormula mais abrangente, que determina o discri-

minante de um corpo de niimeros contidos em uma extensao ciclotomica qualquer.

3.3 Corpos de niimeros Abelianos

No capitulo inicial deste trabalho, além da definicao formal de discriminante,
estabelecemos uma outra ferramenta (Proposi¢ao 1.4.3), decorrente da norma, que

nos auxilia no célculo do discriminante de um corpo de nimeros K, cujo o anel de
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inteiros algébricos é Z[]. No entanto, em sua aplica¢ao, tanto uma quanto a outra
encontra limitagoes no contexto geral para o calculo do discriminante de um deter-
minado corpo de nimeros. O que vamos fazer nesta secao é efetivamente calcular
o discriminante dos corpos abelianos em geral, usando a Férmula do Condutor-
Discriminante.

Seja K um corpo Abeliano, segue que K C Q((,,), se m for minimal, diremos
que m é o condutor de K. Considerando o subgrupo H de Gal(Q((y)/Q) que
fixa K, pelo fato de Gal(Q((y)/Q) ser isomorfo a (Z/mZ)*, podemos considerar
H como um subgrupo de (Z/mZ)*, assim Xy, o grupo dos caracteres associados a
K, é o conjunto de caracteres de (Z/mZ)*, cujo o nicleo contém H, temos ainda
que Xg ~ Gal(K/Q) e dai [K : Q] = |Xk|. Para entao estabelecermos a férmula
do discriminante de um corpo de nimeros Abeliano, vamos determinar os possiveis
condutores dos caracteres de Xg, em seguida estabelecer quantos caracteres exis-
tem para cada um dos possiveis condutores e assim, usar a Férmula do Condutor-
Discriminante para conseguirmos o resultado esperado. Porém, antes de tudo, va-
mos necessitar de alguns conceitos que auxiliarao na aritmética da computacao da

formula do discriminante.

Lema 3.3.1 {/4/, pag. 40} Se K e L sao subcorpos de Q((,,), entio K C L se, e

somente se X C X,.

Demonstracao: Consideremos Hj e Hg os subgrupos de Gal(Q(()/Q) que
fixam L e K respectivamente, se K C L C Q((,), do Teorema Fundamental da
Teoria de Galois segue que H; C Hp isso implica que Xxg C X, e o reciproco

também fica garantido. |
Lema 3.3.2 {/4/, pag. 40} Sejam K, L subcorpos de Q((,,), entdo XxkNXp = Xknr

Os Lemas seguintes sao ferramentas de fundamental importancia para obter
a féormula do discriminante de corpos de nimeros Abelianos, uma vez que estes

auxiliam simplificar a estrutura dos conjuntos de caracteres associados aos subcorpos

de @(Cn)
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Lema 3.3.3 {/4/, pag. 40} Sejam K um subcorpo de Q((,), s e d divisores de m,

temos que Xkno(c,) N Xknawe) = Xkno), onde t = mdc(s,d).

Demonstracao:  Xgnoc,) N Xknac,) = XKnQ(C)NQ(C)=X ko, 118 vez que Q(()

NQ(¢a) = Q(C)- =

Lema 3.3.4 {/}/, pag. 41} Sejam Ay,---, A, conjuntos e B, = Z |A;, N
=1, 1;<tj41
- NMA |, r=1,--+n, entdo

[ArN- A =) (=) By,
k=1
Consideremos agora um corpo de nimeros K de condutor m, segue do Lema

3.3.1, que Xx C Xq,), por este fato, temos que os condutores dos caracteres de
X sao divisores de m. Assim, vamos determinar a quantidade de caracteres de
Xk cujo o condutor é d, para cada d divisor de m. O conjunto Xgng(c,) ¢ formado
por todos os caracteres associados a K cujo o condutor é um divisor de d. Sendo
assim, segue que o conjunto de caracteres de X cujo o condutor é d, esta contido
em Xkno(e,), € temos ainda que | Xgng,)| = K NQ(¢) : Q]

Desta maneira o nimero de caracteres de Xk, cujo o condutor é d é dado por
[K NQ(¢4) : Q] — n(d), onde n(d) é o numero de caracteres de X cujo o condutor
¢ um divisor préprio de d.

Portanto, se xy é um caracter associado a K, cujo o condutor é [, onde [ ¢ um

divisor préprio de d, segue que; x € UX KNQ(Cayp) onde p é um numero primo, dai
pld
n(d) = |UX KnQ(¢yy,)|- Sendo assim o nidmero de caracteres associado a K cujo o

pld
condutor é d, d divisor de m, é dado por;

[KNQ(¢) : Q — | Xkna

pld

Assim, pela Formula do Condutor-Discriminante, segue que o discriminante de

um corpo abeliano K de condutor m, é;

xreca-| | Xxro,,,)|

AK)| =]]4 ol (3.1)

dlm
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Porém, se decompormos m em fatores irredutiveis, podemos ainda tornar a

formula acima um tanto mais elegante, para isso consideremos o;

Lema 3.3.5 {[4], pag. 42} Se d = p".p3*---pl, entio; || JXxnow,,)

pld
s

Z ’XKOQ(Cd/pi)’ B Z |XK0Q(Cd/pi1~m2)| Tt (_1)r+1|XKmQ(<d/p1wpr)|
=1

11,02=1 11<i2
Considerando um corpo Abeliano K C Q((,,), através do lema imediatamente

anterior a Férmula (3.1) pode ainda ser melhorada, como pode ser visto no teorema

abaixo.

Teorema 3.3.1 {/4}/, pag. 42} Sejam m = pi*.p5*---p* e K um corpo de nimeros
abeliano de condutor m, entao;

)

[A(K)] =

(673

> (K N QGngpr) : Q)

k
r=1
117
i=1

O Teorema 3.3.1 expressa uma férmula para o discriminante de um corpo Abeliano
qualquer. E, através desta conseguimos obter os resultados das sec¢oes 3.1 e 3.2 como
uma consequéncia imediata deste teorema os quais serao expostos nos corolarios

abaixo.

Corolario 3.3.1 {/4], pag. 45} Seja K um subcorpo de Q((,r) de grau up’, onde p
€ primo impar e u dividep—1 e 0 <5 <r —1, entao;

i opitlog

IA(K) :pu[(j+2)P] 111

Demonstragao: Como [K : Q] = up’, entdao m = p/™ é o menor inteiro tal que

K C Q(Cpi+1). Assim;

mE:Q pitl up’
AU = — _ )

S IKNQUws): QD (KN Q) : Q)
p’l‘zl pr=0
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Como [K NQ(Guypw) : Ql=wp’™, j = 1 e [KNQ(Guye) : Q] =1, daf

AKK) = _ _ o
pup7*1+up7*2+--~+up+u+1 pu(pjfl+p7*2+~-~+p+1)+1 w(?l —11 V41
p PT
. ; J_ . ; J_ . ; J_ ; ;
_ pu(J+1)pJ—U(Fp_f)—1 — pu[(3+1)pﬂ—(‘;_f -1 _ pu[(JH)p]—(ﬁ,_f)—pﬂ+1ﬂ]—1 —
. i pItl 1 _
ZPU[(JH)ID] (=11 0O

Corolario 3.3.2 {/4], pag. 46} Seja K um subcorpo de Q((on) de grau 2™ 1. Se
K = Q(Con), |A(K)| = 200277 caso contrdrio, |A(K)| = 2m2" -1

Demonstragao: Suponhamos que K = Q((a), temos que, [K N Q((i) : Q] =
[Q(Gr) N Q(¢) :+ Q = [Q(¢:) = Q] = 271, 7 > 1 e [QCp) : Q = 1, daf

) n.2n—1 n.on—1
|A(K)| - m 2 l—— 2 = 22m72+22m*3+._‘+2+1+1 =
Z[K N @(Cm/%) : Q] Z[K N Q(CZT) : Q]
or=1 =
n.2n_1 n42n_1 e et
- 2[22"7171]4,1 - 222,”,1 = 2( 1)2

Se k # Q((an), entdo K € Q(an+1) € [Q(Con+1) + K] = 2, logo [Q(Cai) : K N
Q(&)] =2 parai € 2,--- ,n e portanto, [KNQ(¢x) : Q] = [Q(¢y) : Q/2] =271 i >

2 e [KNQG : Q = [KNQC : Q = 1L  Asin,
(n+1).[K:Q] (n+1).2™ (n+1).2" 1L
‘A(K)’ - n+1 : = m—1 2 = 22m72+22m73+...+2+1+1+1 -
S IEKNQGreijer) i QL D [KNQ(¢r) : Q)
gr=1 9r=0
R S S Eas -

Pelo fato de um corpo ciclotémico Q((,) ser também um corpo de nimeros
Abeliano, podemos determinar o discriminante de Q((,) usando a férmula descrita

pelo Teorema 3.3.1, como pode ser visto no;

Corolario 3.3.3 {/4/, pag. 46} Se K = Q((n), entdo

Demonstracao: K N Q(Cm/pg) = Q(Cm/p{> e dai, [K N Q(Cm/pff) Q] = ¢(m/pg),
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como [K : Q] = p(m), segue que;

mlE:Q) ()]

AR = —— e
y IKNQG,) Q36
[Tn" [[»™

me(m)

k
H p%’(m/m)w(m/p?)+-~~+<p(m/p?i)

=1
m@(m)

ag a;—2

Tk
i—1
(P py 2 py T p ) +o(pltps 2 py
b;
i=1

X ---p:k)

PP )Py Py p

mem) me(m)

Q
<.
|
=
.
~—

)Pt - TPl k) el i ) Y o(pl

k k
sz' - sz' =
i=1 i=1

e

me(m)

H [+ (pi—1)+(pi—1)-pi+(pi—1).p2 4+ (pi=1).p5 o (@I -y gt L pp k)

(2

=1
mtp(m) mnp(m)
A O R e Rl k o o1 41 ap
[1+(pi—1).( i1 Nep(py teop ] Piy1 P ) [1""?1‘ —1].0(p; S NP MRS 3y )
Pi 1 [T»: :
? i
i=1 i=1
mem) me(m)
k g aq Q1 Qi g o k ( . 1) Piai ( (e3] Qj1 gy O‘k) o
pri ey Py i1 ) H Pim ) - —1y PP Pima Pip1 Py
i i
=1 i=1
mem) me(m)
k @.w(p%.,.péi—1.p9i+1...pak) k w(p‘lll~~p?ﬁ]l‘pf‘i.p?ﬁﬂ‘.‘p‘;k)
‘(pi—l) 1 i—1 i+1 k i—1)
pz p’b
=1 i=1
m‘p(m) m@(m)

k T Tk
(?.(,1)) p(m)
Hpi ' | |p("‘1)
=1

plm
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Como temos o objetivo de estudar o problema do discriminante minimo sobre
corpos Abelianos de grau primo, precisamos entao estabelecer uma férmula para o

discriminante desta classe de corpos. E, isto sera feito nos corolarios abaixo.

Corolario 3.3.4 {/}/, pag. 49} Seja K um corpo de nimeros de condutor m. Se
K N Q(Gnyp) = Q, para todo p primo divisor de m, entdo

AK)| = mie
Demonstragao: Como KNQ((n/) = Q, para todo p primo, divisor de m, temos

que [KNQ(Gnypr) : Ql=1e Z[KQQ(Cm/M : Q] = «y, entao

r=1

[K:Q] [K:Q] [K:Q]
AK)| = - =G = o = m

Q5 m

== —
k Z[K N @(Cm/l’f) . @] Hp?i

O
Corolario 3.3.5 {[{/, pag. 50} Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau
primo p, e condutor m, entio |A(K)| = mP~!.

Demonstragao: Sendo K N Q((n/p) um subcorpo préprio de K entao [/ N
Q(lmyp) = Q] divide [K : @], isso implica que K N Q(Cnyp) = Q, logo |A(K)| =

m[K:Q}—l — mp—l O

Para os nossos propdésitos, o Corolario 3.3.5 se constitui como um dos princi-
pais resultados desta secao. Uma vez que estaremos estudando a classe de corpos
Abelianos de grau p:primo e este apresenta a féormula do discriminante para estes

COTPOS.

3.4 Discriminante minimo de corpos Abelianos de

grau p

Na Secao 1.6, foi feito uma breve revisao a respeito de alguns problemas dos

reticulados algébricos, sendo apresentado o problema da maximizacao da densidade
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de centro [Férmula 1.1], sendo visto que uma das maneiras que se tem para se
fazer tal maximizacao é fazendo a minimizacao do discriminante, em valor absoluto,
do corpo em questao. No entanto, esse, pode ser classificado como um dos prin-
cipais problemas onde se aplica o conceito do discriminante minimo de um corpo
de ntimeros. Embora estejamos tratando de um problema ainda nao resolvido to-
talmente, o objetivo nesta secao é estudar esse problema somente sobre os corpos
Abelianos de grau p:primo.

Iniciaremos este estudo obtendo um resultado especificos aos corpos quadraticos,

onde apresentaremos o corpo quadratico que possui o menor discriminante.

Teorema 3.4.1 O discriminante minimo dos corpos de numeros de grau 2 €, em

mddulo, igual a 8 e Q(/—3) € o corpo quadrdtico de menor discriminante.

Demonstragao: Consideremos K = Q(v/—=3), pelo Teorema 1.5.2 segue que
|A(K)| = 3. Supondo K = Q(+/d), também pelo mesmo teorema se d # 1(mod 4),
entdo |A(K)| = 4|d| > 3. Se d = 1(mod4), temos que |A(K)| = |d|, e neste caso,
|A(K)| < 3 se, e somente se d = +1. Mas, Q(v/1) ndo é quadrético e pelo fato de
—1 # 1 (mod4) o teorema estd demonstrado.

|

Agora, o0 nosso préximo objetivo consiste em calcular o discriminante minimo dos
corpos Abelianos de grau p, com p impar, porém, antes disto, vamos estabelecer um
resultado interessante que determina a quantidade de corpos de nimeros abelianos
de grau p contidos em uma determinada extensao ciclotomica.

Consideremos um corpo de nimeros abeliano K de grau p:primo. Entao segue
que Gal(K/Q) um grupo abeliano de ordem p. Pelo Teorema de Kronecker-Weber
segue que K C Q((,), para algum n, isso implica que p | ¢(n). A reciproca deste

resultado é também verdadeira, isto é, se p | ¢(n), entao Q(¢,) contém um corpo de

grau p.

Lema 3.4.1 Seja n um inteiro positivo e L = Q((,), entdo L contém um corpo de

grau p se, e somente se p divide o(n).
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Demonstracao: Se[K : Q] =pe K C Q((,), entao p | p(n), pela multiplicidade
dos graus.

Por outro lado, consideremos n = H p, entdo p(n) = H(pz — Dpit, se
p | p(n), entdo p | (p; — 1) ou p = p;, Z:ém a; > 2. Sep | (pZZ:l— 1) temos que o
corpo Q((p,) contém um subcorpo K de grau p, como Q((,,) € Q(¢,), segue que
K C Q(¢n). Se p=p; com a; > 2, temos que o corpo Q({,2) contém um subcorpo
L de grau p, como Q((2) € Q(¢,), segue que L C Q((,). Logo se p | ¢(n), entao
Q(¢,) contém um subcorpo de grau p.

a

Antes de nos direcionarmos efetivamente para o problema do discriminante minimo
de corpos abelianos de grau p, vamos estabelecer um resultado que nos informa a
respeito da quantidade de subcorpos de grau p que existem em uma extensao ci-
clotomica Q((,). Um problema interessante seria de encontrar o subcorpo que possui
o menor discriminante. Porém, nao sera este aqui o nosso intuito, mas estamos in-
teressados somente em determinar a extensao ciclotomica minima que contém este
corpo.

Com o préoximo teorema pretendemos contar a quantidade de corpos de grau p,

contidos em uma extensao ciclotomica Q(¢,).

(93

Teorema 3.4.2 Sejam n = pi* ---pp* a fatoragdo de n em fatores primos e

r:#{pi :p|90(piai)7 t=1,--- vk}
Entao existem ’% corpos K de grau p em Q((,)
Demonstragao: Conforme o Teorema Fundamental da Teoria de Galois existe
uma correspondéncia biunivoca entre os subcorpos de Q((,) e os subgrupos H de
G = Gal(Q(¢,)/Q) e [K : Q] = (G : H). Como Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/nZ)* assim,
o0 objetivo serd encontrar a quantidade de subgrupos de (Z/nZ)* de indice p, o que
equivale a determinar a quantidade de subgrupos de (Z/nZ)* de indice p.

Consideremos G, um grupo de ordem p, temos entao que G = {e, x, x?,--- 2P~}

como a ordem do elemento divide a ordem do grupo segue que a ordem dos elementos
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x,2%,--- 2P~ é p. Entao cada subgrupo de G de ordem p é formado pelo elemento
neutro e mais p — 1 elementos de ordem p. Assim, necessitamos saber quantos
elementos de G possuem ordem p.

Seja o conjunto {1,x9, 23, - ,x;,} de elementos de G tais que 2P = 1 . Entao

os subgrupos de G de ordem p sao;

{].,.7)2,%%,"' ,7512)_1}
{1,$3,ZE§,"' 7x§_1}
{]-a L, xq2n7 e 7'%%:1}

Isto quer dizer que existem #(p — 1) + 1 elementos tais que 2P = 1, onde ¢ é o

nimero de subgrupos cuja a ordem é p. Segue entdao que m = t(p — 1) + 1, ou seja,

Agora basta determinar o valor de m. Sendo G abeliano segue que G = (Z/p{* Z)* %
-+ -X(Z/pY7Z)*, entao, determinar m, é determinar o nimeros de solugoes da equagao
y* =1,y € G, ou seja (y1, -+ ,ys)? = (1,---,1), onde ¢ = 1,7 =1,---,s, €
yi € (Z/p"Z)* entao a equagdo acima ¢é equivalente ao sistema:

yr=1

=1

Cor?ﬁo (Z)pZ)* é ciclico, se p 1 @(pf), segue que a equagdo y’ = 1 possui
somente a solugao trivial. Agora, se p | ¢(p;*) temos que a solugdo da equagao
(y1, - ,ys)? = (1,---,1) é uma s-upla, onde cada coordenada pode ter 1 ou p
solugoes, e estas possibilidades equivalem a quantidade de p.s, tais que p | ¢(p;"),

entao m = p", onde

_p'—1
LOgO t = F O

Sabendo a quantidade de subcorpos de grau primo p contidos em uma deter-

minada extensao ciclotomica, o objetivo agora ¢é estabelecer qual serd o menor dis-
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o . p"—1 — Ak
criminante entre todos estes -1 COrpos. Sendo n = pi*---p.*, onde p | ©(n),

consideremos o seguinte diagrama;

0.
e \
Q(¢p2) Q(¢q) e Q(¢q,)

Onde ¢; = 1(modp) i = 1,--- ,r, temos que os corpos de grau p contidos em
Q(¢,), s@o em numero ’%, sendo s = #{p; : p | w(p;)}. Por outro lado, como

p|e(q)ep|p®?®), pelo Lema 3.4.1 temos que os corpos Q((p2), Q(¢p), -+, Q(¢y,)

sao subcorpos de Q(¢,) que contém algum corpo de grau p. Além disto estas sao
extensoes ciclotomicas de menor grau que contém algum corpo de grau p, ou seja,
p%,q1,- - ,qr sao condutores respectivamente dos corpos Ky, K1, -- , K,.

Conforme o Corolario 3.3.5, segue que se m é o condutor de K, onde [K : Q] = p,
entao |A(K)| = mP~!, logo o corpo de ntimeros Abeliano de grau p com o menor
discriminante, em valor absoluto, é aquele com o menor condutor. Visto que Q(¢2)
tem um corpo K de grau p, cujo o condutor é p? e portanto |A(K)| = (p?)P~!
e se ¢ = 1(modp), entdo existe um corpo K, C Q(¢,), cujo o condutor é ¢, e
portanto |A(K,)] = ¢"~'. Finalmente, se K é um corpo de niimeros Abeliano de
grau p cujo o condutor é n, entao p | p(n), ou seja, p? divide n ou existe ¢ primo,
q = 1(mod p), tal que q | n; assim o corpo abeliano de grau p com discriminante (em
valor absoluto) minimo ocorre quando o seu condutor é p? ou é um menor primo g,

tal que ¢ = 1(modp). Com isso temos provado o;
Teorema 3.4.3 {///, pag.50} O discriminante minimo, em valor absoluto, dos cor-
pos abelianos de grau primo p €, p*®=Y ou ¢?~', onde ¢ € o menor primo tal que
g =1(modp).

Com o resultado acima, além de estabelecer o discriminante minimo de um corpo

Abeliano de grau primo, fica estabelecido também qual a extensao ciclotomica de
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menor grau que contém tal corpo. De acordo ao diagrama acima temos que tal
extensao é Q((,2) ou Q(¢,), onde ¢ é o menor primo tal que ¢ = 1 (modp).
Embora diante da importancia de se obter o menor discriminante de corpos
de ntimeros em uma determinada dimensao, como foi referido na Secao 1.6, ainda
nao se tem resultados gerais referentes a este assunto. Aqui neste trabalho foi
apresentado um caso especifico dentre os corpos abelianos, a saber os corpos de
grau primo, porém muita coisa ainda tem para ser feita. No entanto, estamos
tratando de um assunto motivante e que ainda demandara muito esfor¢o e empenho
para resolvé-lo, pois até mesmo para casos especiais, como por exemplo, para os
corpos de nimeros Abelianos, pouca coisa ainda tem sido feito. Desta forma, com
este trabalho, deixamos ao leitor um convite para participar entusiasticamente na
tentativa de resolver este desafio. Pois, um mistério sé é desvendado quando alguém

propoe estuda-lo.
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Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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