
unesp
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas
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Dissertação apresentada para obtenção do t́ıtulo
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Campus de São José do Rio Preto.
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de um pêndulo eletromecânico com excitação ver-

tical utilizando a teoria de perturbações. O objetivo é fazer um estudo anaĺıtico para

verificar os efeitos de ressonância no estado estacionário do sistema, efeitos esses provo-

cados por alguns valores de freqüência do sistema dinâmico.

As equações do sistema dinâmico estudado apresentam caracteŕısticas que impedem a

obtenção de soluções anaĺıticas devido à presença de termos não lineares, e ainda exibem

interações ressonantes entre bloco, motor e pêndulo. A análise feita considerou o sistema

com ressonância entre o bloco e o motor, mas foi descartada a interação ressonante com

o pêndulo.

Como a excitação no suporte é vertical, em primeira aproximação a equação do pêndulo

é a equação de Mathieu. Devido à presença de um termo não linear nesta equação, foi feito

também um estudo com a teoria de perturbações para obter uma solução anaĺıtica apro-

ximada, tomando como exemplo a equação de Mathieu analisada no estudo desenvolvido

por Nayfeh.

As equações para o estado estacionário do sistema foram obtidas através da aplicação

de um método de perturbação. O estudo dessas equações foi baseado no trabalho de-

senvolvido por Kononenko, e os resultados obtidos são análogos, pois o sistema dinâmico

deste estudo e o sistema dinâmico considerado por Kononenko guardam certa semelhança.

Palavras-chave: Sistemas Dinâmicos não-ideais, Teoria de Perturbação,

Equação de Mathieu.



Abstract

In this work a study of an electromechanical pendulum with a vertical excitation

is done using the Perturbation theory. The main objective is to make an approximate

analytic study to verify the effects of resonance at the stationary state of the system,

effects that are caused by some values of frequencies of the dynamic system.

The equations of the system show characteristics that don’t permit the analytic solu-

tions because of presence of nonlinear terms and there are resonant interactions between

the block, the eccentric mass and the pendulum. In this analysis the resonance between

the block and the eccentric mass was considered, but the resonance with the pendulum

was ignored.

As the excitation of the support is vertical, the first approximation of the equation of

the pendulum is a Mathieu equation. Due to the presence of one nonlinear term in this

equation, a study with the perturbation theory was performed to get a solution at first

approximation, following the study made by Nayfeh.

The equations for the stationary state were taken through the application of one

perturbation method. The study of these equations was based on the work developed by

Kononenko and the results obtained are similar, because the dynamic system of this work

and the system considered by Kononenko keep certain similarities.

Keywords: nonlinear dynamical systems, average method, Mathieu equa-

tion.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Até o final do século XIX os modelos matemáticos de sistemas dinâmicos vibratórios

não levavam em consideração as influências do comportamento do sistema sobre as fontes

de vibração. Sistemas dinâmicos modelados dessa maneira são conhecidos como sistemas

ideais, mas no ińıcio do século XX, durante os experimentos laboratoriais, Sommerfeld

observou um fenômeno até então desconhecido.

Trata-se de um aumento repentino na amplitude da vibração do sistema dinâmico, e

durante a primeira metade daquele século vários pesquisadores se empenharam em obter

uma descrição qualitativa precisa desse fenômeno. Desde então ele é conhecido como

efeito Sommerfeld ou fenômeno de salto.

A causa desse comportamento é exatamente a troca de influência entre o sistema

dinâmico e a fonte de excitação. Modelos matemáticos que levam em consideração essas

interações mútuas são conhecidos como modelos não ideais.

Um estudo bastante detalhado de um modelo não ideal foi dado por Kononenko [1],

usando um sistema dinâmico simples conhecido como vibrador centŕıfugo.

Surgiu assim, nas pesquisas teóricas e práticas em ciências de engenharia, o grande

desafio de estudar problemas não ideais cada vez mais complexos. Atualmente temos

inúmeros artigos abordando os mais diversos modelos, e os trabalhos de revisão elaborados

por Balthazar e colaboradores [2, 3, 4] nos dão um panorama das pesquisas sobre esse

assunto.

Este trabalho analisa um pêndulo eletromecânico não ideal, cujo suporte está sujeito

a uma excitação vertical. O estudo é feito usando um método de perturbação, e portanto

1
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é essencialmente anaĺıtico.

Um trabalho envolvendo simulações numéricas desse sistema foi desenvolvido por

Ferreira [5], onde foi inclúıda também uma oscilação horizontal de caracteŕıstica ideal.

Um pêndulo eletromecânico não ideal similar é aquele cujo suporte sofre uma vibração

horizontal. Esse sistema dinâmico foi analisado numericamente por Dias [6] e analitica-

mente por Santos [7].

Para realizar o estudo proposto neste trabalho, no caṕıtulo 2 é apresentada uma breve

introdução dos métodos de perturbação utilizados. No caṕıtulo 3 é mostrada a dedução

das equações diferenciais de movimento, e mediante hipóteses simplificativas o sistema

dinâmico é transformado em um sistema fracamente não linear. Essa transformação é

necessária, pois métodos de perturbação só se aplicam a problemas dessa natureza.

Ainda no caṕıtulo 3 é apresentada a solução do problema não perturbado, onde a

principal discussão é a solução da equação de Mathieu. O caṕıtulo 4 é dedicado à aplicação

do método da média, onde é analisada a estabilidade das equações variacionais. No

caṕıtulo 5 apresentam-se as conclusões e indicativos para trabalhos futuros. Em seguida

é apresentado um apêndice com o programa em Matlabr utilizado no calculo do critério

R-H e logo após listamos a bibliografia utilizada.



Caṕıtulo 2

Teoria de Perturbação

Neste caṕıtulo apresentamos numa breve introdução dos métodos de perturbação mais

usuais, que são o método de múltiplas escalas e o método da média [8, 9, 10]. A aplicação

desses métodos é sempre precedida da expansão direta da solução do sistema dinâmico.

2.1 Sobre os sistemas dinâmicos fracamente não li-

neares e a utilização de métodos perturbativos.

Segundo Nayfeh [8], muitos problemas f́ısicos enfrentados pelos engenheiros, f́ısicos e

matemáticos exibem certas caracteŕısticas essenciais que impedem a obtenção de soluções

anaĺıticas dos sistemas estudados. Algumas dessas caracteŕısticas são não-linearidades e

coeficientes variáveis. Dessa forma, a análise das equações que modelam um dado pro-

blema não é trivial, sendo muito dif́ıcil a obtenção de suas soluções anaĺıticas. Então, para

obter informações sobre a solução dessas equações somos forçados a usar aproximações,

soluções numéricas e, em alguns casos uma combinação de ambas.

Alguns métodos de perturbação são utilizados para simplificar as equações estudadas

e assim obter algumas informações sobre a solução do sistema. De acordo com esses

métodos, as soluções das equações são representadas pelos primeiros termos de uma série

assintótica, usualmente não mais que dois termos. As séries podem ser expandidas em

termos dos parâmetros do sistema (grandes ou pequenos) que aparecem naturalmente

nas equações, ou são introduzidos por conveniência. Uma outra alternativa é expandir as

3



2.2. Expansão Direta 4

séries em termos das coordenadas do sistema.

Tomemos como exemplo [9], sistemas que são representados pela equação

ü + f(u) = 0, (2.1)

onde, em geral, a função f é não-linear.

Por conveniência, costuma-se fazer uma troca de variáveis para que o ponto de equiĺıbrio

se localize na origem do novo sistema de coordenadas. Desse modo, tomamos x = u−u0,

onde u0 é um ponto de equiĺıbrio do sistema, obtendo assim

ẍ + f(x + u0) = 0. (2.2)

Assumindo que a função f pode ser expandida em série temos

ẍ +
n∑

i=1

αix
i = 0, (2.3)

com

αi =
1

i!
f (i)(u0), (2.4)

onde f (i) denota a i-ézima derivada da função f . Da maneira que tomamos u0, assumimos

que f(u0) = 0 e f ′(u0) > 0.

O sistema governado pela equação obtida em (2.3), quando eliminamos todos os termos

não-lineares, é chamado de sistema linear correspondente. Basicamente, obtemos a res-

posta de um sistema não-linear utilizando pequenas perturbações na resposta do sistema

linear correspondente. Nas próximas seções abordaremos alguns métodos perturbativos,

ou seja, algumas maneiras de estudarmos sistemas não-lineares utilizando pequenas per-

turbações nas soluções dos sistemas lineares correspondentes.

2.2 Expansão Direta

A prinćıpio, assumimos que a solução da equação (2.3) pode ser representada em série

da seguinte forma

x(t; ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . . (2.5)
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onde xi não depende do pequeno parâmetro.

Substituindo essa solução na equação (2.3) e ordenando todos os termos em potências

de ε, obtem-se equações em relação a cada potência de ε. Segundo Nayfeh, como todos

os xi são independentes de ε, então, cada uma das equações obtidas devem se anular

simultaneamente. Assim, podemos analisar cada equação separadamente, encontrando a

solução sucessiva de cada uma delas.

Os termos não-lineares são eliminados quando consideramos apenas os termos de or-

dem ε0. Então, a função x0(t) deve ser linear de modo que a equação para os termos em

ε0 seja conhecida ou de fácil solução. Assim, obtemos a equação linear correspondente

à equação não-linear do sistema. As equações obtidas quando consideramos termos de

ordem superior, devem ser resolvidas sucessivamente, como foi dito anteriormente.

Em geral, soluções de equações do tipo (2.3) são periódicas, mas nas soluções das

equações obtidas na expansão direta, podemos encontrar alguns termos em que o tempo

aparece expĺıcito. Isto torna as soluções não-periódicas, pois dessa forma a solução cresce

indefinidamente com o decorrer do tempo. Esses termos são denominados termos seculares

mistos e, devem ser eliminados com a finalidade de se obter uma solução periódica.

Assim, durante a expansão direta de um sistema qualquer, podemos verificar quais

termos podem gerar termos seculares nas soluções das equações diferenciais que o descre-

vem.

Agora, suponha que na expansão direta, a equação obtida considerando os termos de

ordem ε0 seja

ẍ0 + ω2x0 = 0. (2.6)

A solução da equação (2.6) é dada por

x0 = a0 cos(ωt + β0), (2.7)

onde a0 e β0 são constantes.

A solução encontrada para a equação (2.6) é periódica com amplitude a0 e uma

frequência de oscilação ω. É comum encontrar soluções periódicas para sistemas do tipo

(2.1) e, nesse caso, encontramos nas soluções parâmetros que descrevem a amplitude e a

frequência das oscilações. A frequência das oscilações é definida como sendo um valor real

e positivo.
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Nas soluções encontradas para cada equação em relação as potências de ε, pode ocorrer

que alguns valores de ω façam as soluções crescerem indefinidamente. Isso ocorre quando

a frequência ou uma função da frequência aparecem no divisor de algum termo de alguma

das soluções encontradas. Nesse caso, dizemos que para um dado valor de frequência,

temos o aparecimento do pequeno divisor. São esses pequenos divisores que fazem com

que as soluções encontradas cresçam indefinidamente.

Quando analisamos o sistema perto dos valores de frequência que geram pequenos

divisores, dizemos que estamos analisando o sistema com ressonância.

Portanto, a expansão direta das equações que descrevem um dado sistema aponta os

valores de frequência em que podemos analisar o sistema com ou sem ressonância.

2.3 Método de Múltiplas Escalas

Esse método consiste em tomar a expansão que descreve a resposta do sistema como

sendo uma função de múltiplas variáveis independentes, ou múltiplas escalas, ao contrário

de tomarmos apenas uma única variável.

Novamente tomaremos como exemplo o sistema (2.1), representado pela equação (2.3).

De ińıcio, introduzimos as novas variáveis independentes da seguinte forma

Ti = εit para i = 0, 1, 2, . . . (2.8)

Então, as derivadas com respeito a t tornam-se expansões em termos das derivadas

parciais em relação a Ti, ou seja

d
dt

= ∂
∂T0

+ ε ∂
∂T1

+ . . . = D0 + εD1 + . . .

d2

dt2
= ∂2

∂T 2
0

+ 2ε ∂2

∂T0∂T1
+ ε2

(
2 ∂2

∂T0∂T2
+ ∂2

∂T 2
1

)
+ . . . = D2

0 + 2εD0D1 + ε2(D2
1 + 2D0D2) + . . .

(2.9)

onde denotamos Di = ∂/∂Ti para i = 0, 1, 2, . . ..

Assumimos que a solução da equação (2.3) pode ser representada por uma expansão

da seguinte forma
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x(t; ε) = x0(T0, T1, T2, . . .) + εx1(T0, T1, T2, . . .) + ε2x2(T0, T1, T2, . . .) + . . . (2.10)

O número de escalas de tempo necessárias para a expansão depende da ordem de

potências de ε que se deseja trabalhar, ou seja, se desejamos descartar os termos de

ordem O(ε2), então apenas as escalas T0 e T1 são necessárias.

Substitúımos a equação (2.10) em (2.3), e novamente ordenamos cada termo em relação

as potências de ε. Cada equação deve ser resolvida sucessivamente, sendo que a solução

obtida para a primeira equação (considerando os termos até ordem ε0) deve ser considerado

nas equações seguintes (para ordens superiores).

Suponha que a equação para termos de ordem ε0 do sistema (2.1), seja dado por

D2
0x0 + ω2x0 = 0. (2.11)

A solução para equação (2.11) é a mesma solução dada pela equação (2.7). Podemos

escrevê-la na forma complexa, com a finalidade de simplificar os cálculos, da seguinte

maneira

x0 = AeiωT0 + Āe−iωT0 , (2.12)

onde A = 1
2
a0e

iβ0 e Ā é o seu conjugado.

Na equação (2.11) só aparecem derivadas em relação a T0, pois estamos considerando

apenas os termos de ordem ε0. Tomando a equação referente aos termos de primeira

ordem, encontramos termos cujas derivadas dependem de T1, e assim sucessivamente

para termos de ordem superior.

Para a equação (2.12), supomos que o parâmetro A é uma função das escalas de ordem

superiores. Assim, tomamos A(T1, T2, . . .) dependente das outras escalas de tempo, de

acordo com a ordem em que estamos analisando o sistema, ou seja, se considerarmos

apenas os termos até ordem ε, então A dependerá apenas de T1. Essa consideração deverá

ser levada em conta, já que para a equação referente aos termos de primeira ordem podem

aparecer termos cujas derivadas dependem de T1, incluindo a primeira solução encontrada

x0 para os termos de ordem ε0.

Utilizamos os resultados obtidos na expansão direta na eliminação dos termos que

podem gerar termos seculares mistos, e na análise do sistema com e sem ressonância.
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Caso a análise do sistema seja com ressonância, devemos introduzir um parâmetro de

sintonia para demonstrar a proximidade da frequência do sistema dos valores que podem

gerar pequenos divisores nas soluções.

Na eliminação dos termos que podem gerar termos seculares, encontramos a expressão

para o parâmetro A em relação as outras escalas de tempo.

Dessa forma, no exemplo em que tomamos, consideramos que a equação para os termos

de ordem ε0 apresenta uma solução periódica, com uma certa amplitude, fase e frequência.

Quando consideramos os termos de primeira ordem, a solução encontrada pode diferenciar

ou não, apenas nas expressões da amplitude e fase da primeira solução encontrada. Esse

argumento pode ser estendido se considerarmos termos de ordem superior.

Portanto, quando utilizamos o método de múltiplas escalas para sistemas tais como

no exemplo tomado (2.1), consideramos que as soluções desses sistemas (para o problema

não perturbado) são periódicas, cada uma com uma certa amplitude, fase e frequência.

Quando tomamos os sistemas perturbados (considerando as escalas de primeira ordem ou

ordens superiores), as soluções se mantém, porém as amplitudes e fases desses sistemas

podem ou não ficarem alteradas, pois elas são expressas por termos de escalas até a ordem

de ε que consideramos a priori, para cada um dos sistemas analisados.

2.4 Método da Média

O método da média pode ser aplicado diretamente nas equações diferenciais de movi-

mento, mas também pode ser aplicado nas equações variacionais obtidas com o método

da variação dos parâmetros.

O método da variação dos parâmetros considera que, quando ε 6= 0, a solução de

uma equação diferencial e a sua derivada mantêm a forma da solução para ε = 0, porém

as constantes de integração na solução da equação não-perturbada tornam-se funções

que variam lentamente no tempo. Essa dependência no tempo é dada pela solução das

equações variacionais.

Tomemos o mesmo exemplo considerado nos métodos anteriores, o sistema (2.1). Nas

equações (2.3) que descrevem esse sistema, devemos saber qual é a grandeza de cada termo,

como foi dito anteriormente. Suponha que para o problema não-perturbado, tenhamos
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uma equação análoga a equação (2.6), da seguinte forma

ẍ + ω2x = 0. (2.13)

A solução da equação (2.13) é dada por

x = a cos(ωt + β), (2.14)

onde a e β são constantes.

Temos então uma solução periódica com amplitude a e uma fase β, cuja derivada é

dada por

ẋ = −aω sin(ωt + β). (2.15)

Para a análise do problema perturbado, supomos que os parâmetros a(t) e β(t) são

funções que variam suavemente no tempo. Com essa condição a derivada da equação

(2.14) fica

ẋ = ȧ cos(ωt + β)− a(ω + β̇) sin(ωt + β). (2.16)

Comparando os resultados obtidos em (2.15) e (2.16) obtemos

ȧ cos(ωt + β)− aβ̇ sin(ωt + β) = 0. (2.17)

Derivando a equação (2.15) sob as novas condições, temos

ẍ = −ȧω sin(ωt + β)− aω(ω + β̇) cos(ωt + β). (2.18)

Para analisar o problema perturbado, ou seja, considerando os termos de primeira

ordem (ou ordens superiores) da equação (2.3), substitúımos na mesma os resultados

obtidos em (2.14), (2.15) e (2.18).O resultado da substituição junto com a equação (2.17)

constituem as equações variacionais em a e β.

Em geral a solução das equações variacionais é tão dif́ıcil quanto à solução da equação

original, mas a aplicação do método da média pode eliminar muitos termos, e conse-

quentemente simplificar bastante as equações.

Suponha que as equações diferenciais para os parâmetros a e β são dadas por
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ȧ = εg(a, β, t)

β̇ = εh(a, β, t),

(2.19)

onde as funções g e h dependem implicitamente de t através de a e β, e explicitamente

através dos argumentos de seno e cosseno. O parâmetro ε aparece naturalmente multipli-

cando os termos do lado direito dessas equações.

Desde que ε seja pequeno, a amplitude a e a fase β variam muito lentamente, e então

podem ser consideradas constantes no intervalo de tempo [0, 2π] (peŕıodo das funções

circulares). Podemos calcular a média de ȧ e β̇ sobre um peŕıodo das funções circulares

da seguinte forma

< ȧ >= 1
2π

∫ 2π

0
ȧdt = ε

∫ 2π

0
g(a, β, t)dt,

< β̇ >= 1
2π

∫ 2π

0
β̇dt = ε

∫ 2π

0
h(a, β, t)dt.

(2.20)

Nesse processo de média, os termos periódicos contidos nas funções g e h se anulam,

e portanto as equações variacionais médias tornam-se mais simples.

Uma outra forma de se obter a média das equações (2.19) é separarmos os termos das

funções g e h em dois grupos: os termos que variam lentamente no tempo, e os termos de

variação rápida. Segundo Nayfeh [10], quando aplicamos o método da média, os termos

de variação rápida são eliminados.

Quando o sistema dinâmico possui mais que uma frequência de oscilação, como é o

caso do sistema estudado neste trabalho, podem ocorrer fenômenos de ressonância entre as

frequências. Nesse caso as frequências ressonantes tornam-se muito pequenas, e portanto

os termos que possuem essas frequências ressonantes variam lentamente no tempo.

Assim, na aplicação do método da média esses termos também são preservados, e o

estudo analisa cada ressonância separadamente.



Caṕıtulo 3

O Sistema Dinâmico

3.1 As equações de movimento

O sistema dinâmico considerado é constitúıdo por um bloco que oscila verticalmente,

ao qual é acoplado um agente excitador representado por um motor DC com fonte de

energia limitada [5]. Um pêndulo é acoplado ao bloco, como mostra a figura (3.1).

Seja m1 a massa do bloco, cuja oscilação vertical é provocada pela massa m2 que gira

a uma distância R do eixo do motor. O bloco está suspenso por uma mola de constante

k1 e por um amortecedor de constante c1. O pêndulo tem um comprimento L, massa m3

e a articulação é amortecida com uma constante de amortecimento c3.

Denotando por q1, q2 e q3 respectivamente o deslocamento vertical do bloco e os

deslocamentos angulares de m2 e do pêndulo, os movimentos dos componentes do sistema

dinâmico são descritos a seguir.

Sejam

(X1, Y1) = (X̄1, Ȳ1 + q1)

as coordenadas do bloco, onde X̄1 e Ȳ1 são as coordenadas da posição inicial. Analoga-

mente, as coordenadas da massa m2 e do pêndulo são dadas respectivamente por

(X2, Y2) = (X̄2 + R cos q2, Ȳ2 + q1 + R sin q2),

(X3, Y3) = (X̄3 + L sin q3, Ȳ3 + q1 + L(1− cos q3)).

11
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Figura 3.1: Sistema dinâmico do pêndulo vertical

A velocidade do bloco fica então

(Ẋ1, Ẏ1) = (0, q̇1),

e as velocidades de m2 e do pêndulo são dadas por

(Ẋ2, Ẏ2) = (−Rq̇2 sin q2, q̇1 + Rq̇2 cos q2),

(Ẋ3, Ẏ2) = (Lq̇3 cos q3, q̇1 + Lq̇3 sin q3).

A energia cinética do sistema considerado é

T =
1

2

[
m1

(
Ẋ2

1 + Ẏ 2
1

)
+ m2

(
Ẋ2

2 + Ẏ 2
2

)
+ m3

(
Ẋ2

3 + Ẏ 2
3

)
+ J2q̇

2
2

]
,

onde J2 é o momento de inércia do rotor. Portanto, substituindo as velocidades obtemos

T =
1

2

[
m1q̇

2
1 + m2

(
R2q̇2

2 + q̇2
1 + 2Rq̇1q̇2 cos q2

)
+ m3

(
L2q̇2

3 + q̇2
1 + 2Lq̇1q̇3 sin q3

)
+ J2q̇

2
2

]
.

A energia de deformação da mola é dada por

U =
1

2
k1q

2
1,
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e o trabalho da força peso é

Wc = −g {m1q1 + m2 (q1 + R sin q2) + m3 [q1 + L (1− cos q3)]} .

Assim, a energia potencial total fica

V = U −Wc =
1

2
k1q

2
1 + g {m1q1 + m2 (q1 + R sin q2) + m3 [q1 + L (1− cos q3)]} .

Usando as equações de Euler-Lagrange [11]

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

= Ni i = 1, 2, 3

onde L = T − V é a Lagrangiana e Ni são as forças generalizadas, obtemos as equações

de movimento

mq̈1+c1q̇1+k1q1 = −mg−m2R
(
q̈2 cos q2 − q̇2

2 sin q2

)
−m3L

(
q̈3 sin q3 + q̇3

2 cos q3

)
, (3.1)

(
m2R

2 + J2

)
q̈2 = M(q̇2)−m2Rq̈1 cos q2 −m2gR cos q2, (3.2)

m3L
2q̈3 + c3q̇3 = −m3Lq̈1 sin q3 −m3gL sin q3. (3.3)

Nessas equações foram consideradas as forças generalizadas N1 = −c1q̇1, N2 = M(q̇2)

que representa o torque ĺıquido do motor, N3 = −c3q̇3 e m é a soma das massas, isto é,

m = m1 + m2 + m3.

A seguir introduzimos as variáveis adimensionais x1 = q1/L, x2 = q2, x3 = q3 e

τ = ω̄1t, onde ω̄2
1 = k1/m. Desta forma as velocidades e as acelerações do sistema ficam

q̇1 = Lω̄1x
′
1 ; q̈1 = Lω̄2

1x
′′
1 ; q̇i = ω̄1x

′
i ; q̈i = ω̄2

1x
′′
i para i = 2, 3.

Aqui utilizamos a notação x′i = dxi/dτ e x′′i = d2xi/dτ 2 para i = 1, 2, 3. Substituindo

as novas variáveis adimensionais nas equações de movimento (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos

x′′1+
c1√
k1m

x′1+x1 = −m2R

Lm

(
x′′2 cos x2 − x′22 sin x2

)
−m3

m

(
x′′3 sin x3 + x′23 cos x3

)
−ω2, (3.4)
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x′′2 =
m

k1β2

M(ω̄1x
′
2)−

m2RL cos x2

β2

(
x′′1 + ω2

)
, (3.5)

x′′3 +
c3

m3L2ω̄1

x′3 +
(
x′′1 + ω2

)
sin x3 = 0, (3.6)

onde β2 = (m2R
2 + J2), ω̄2

3 = g/L e ω = ω̄3/ω̄1.

A análise dessas equações será feita com a teoria de perturbações, e então devemos

estabelecer o problema não perturbado cuja solução é conhecida.

Supomos que o pêndulo efetua oscilações de pequena amplitude, e desta forma, usamos

as aproximações sin x3 ≈ x3 e cos x3 ≈ 1. Consideramos também que o torque ĺıquido do

motor e os parâmetros m2, m3, c1 e c3 são pequenos [1]. Então introduzimos o pequeno

parâmetro ε junto a esses parâmetros, e as equações de movimento (3.4), (3.5) e (3.6)

ficam

x′′1 + ε
c1√
k1m

x′1 + x1 = −ε
m2R

Lm

(
x′′2 cos x2 − x′22 sin x2

)
− ε

m3

m

(
x′′3x3 + x′23

)
− ω2, (3.7)

x′′2 = ε

[
m

k1β2

M(ω̄1x
′
2)−

m2RL cos x2

β2

(
x′′1 + ω2

)]
, (3.8)

x′′3 + ε
c3

m3L2ω̄1

x′3 +
(
x′′1 + ω2

)
x3 = 0. (3.9)

A seguir encontramos a solução das equações de movimento considerando apenas os

termos de ordem ε0, ou seja, fazendo ε = 0. Desta forma as equações (3.7), (3.8) e (3.9)

ficam respectivamente

x′′1 + x1 = −ω2, (3.10)

x′′2 = 0, (3.11)

x′′3 +
(
x′′1 + ω2

)
x3 = 0. (3.12)

Observe que no problema não perturbado a equação do motor fica desacoplada das

demais equações. A solução da equação (3.11) é dada por
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x2 = Ωτ, (3.13)

onde consideramos a condição inicial x2(0) = 0. Dessa forma, o motor tem uma rotação

constante x′2 = Ω.

A solução da equação (3.10) é dada por [12]

x1(τ) = a1 cos(τ + β1)− ω2, (3.14)

onde a1 e β1 são constantes de integração. Nesse caso a frequência de oscilação do bloco

é constante e igual a 1.

A seguir substitúımos a solução (3.14) na equação (3.12) e obtemos

x′′3 +
(
ω2 − a1 cos(τ + β1)

)
x3 = 0. (3.15)

Na f́ısica matemática, uma equação desse tipo é chamada de equação de Mathieu. A

solução anaĺıtica dessa equação não é trivial, e então a seguir abordaremos uma forma de

encontrar uma solução para essa equação.

3.2 A Equação de Mathieu

3.2.1 Expansão Direta

A equação (3.15) é conhecida como equação de Mathieu [13].Uma equação análoga foi

apresentada por Mathieu em 1968 como resultado das oscilações de membranas eĺıpticas

[14, 15].

Consideramos a amplitude de oscilação do bloco pequena e, desta forma, introduzimos

o pequeno parâmetro ε junto ao parâmetro a1, ficando com a equação

x′′3 +
(
ω2 − εa1 cos (τ + β1)

)
x3 = 0. (3.16)
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Consideramos a solução da equação (3.16) em série de potências de ε da seguinte forma

[10]

x3 = x30 + εx31 + ε2x32 + . . .

e tomamos apenas os termos dessa série até a primeira ordem. Substitúımos na equação

(3.16) e obtemos

x′′30 + εx′′31 +
(
ω2 − εa1 cos (τ + β1)

)
· (x30 + εx31) = 0. (3.17)

Ordenamos os termos em potências de ε, e então para ε = 0 temos

x′′30 + ω2x30 = 0, (3.18)

e os termos de primeira ordem são

x′′31 + ω2x31 = a1x30 cos (τ + β1) . (3.19)

A solução da equação (3.18) é dada por

x30 = a30 cos (ωτ + β30) ,

onde a30 e β30 são constantes. Nesse caso, a equação descreve um movimento harmônico

com uma frequência de oscilação ω, e a equação (3.19) fica

x′′31 + ω2x31 = a1a30 cos (ωτ + β30) cos (τ + β1) . (3.20)

Utilizando a identidade trigonométrica obtemos

x′′31 + ω2x31 =
a31

2
cos [(ω + 1)τ + β31] +

a31

2
cos [(ω − 1)τ + β32] , (3.21)

onde a31 = a1a30, β31 = β30 + β1 e β32 = β30 − β1.

Utilizamos as soluções particulares da equação (3.21), com a finalidade de encontrar

valor da frequência que geram pequenos divisores. Temos então

x
(1)
31p = −a31 cos[(ω+1)τ+β31]

2(1+2ω)

x
(2)
31p = −a31 cos[(ω−1)τ+β32]

2(1−2ω)

(3.22)
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e a solução x3(τ) em primeira aproximação fica

x3(τ) = a30 cos(ωτ+β30)−ε

{
a31

2(1 + 2ω)
cos[(ω + 1)τ + β31] +

a31

2(1− 2ω)
cos[(ω − 1)τ + β32]

}
+. . .

(3.23)

Dessa forma, o pequeno divisor aparece na solução para valor de ω ≈ 1/2, e como

ω = ω̄3/ω̄1, a ressonância ocorre quando as frequências do pêndulo e do bloco valem

respectivamente 1 e 2.

3.2.2 A solução de Landau e Lifchitz

Nesta seção apresentamos a solução encontrada por Landau e Lifchitz [13], con-

siderando o valor de frequência ω ≈ 1/2, ou seja, perto da ressonância. A equação

estudada por Landau e Lifchitz é análoga à equação obtida para o movimento do pêndulo

em (3.15). Tomamos a equação (3.16) da seguinte forma

x′′3 + ω2
(
1− εa1

ω2
cos (τ + β1)

)
x3 = 0. (3.24)

Para obter uma solução aproximada da equação (3.24) vamos supor que ela é da forma

x3(τ) = a31(τ) cos
1

2
(τ + β1) + a32(τ) sin

1

2
(τ + β1) , (3.25)

onde a31(τ) e a32(τ) são funções que variam lentamente no tempo. A solução que buscamos

não é exata. Na realidade a função x3(τ) contém termos cujos argumentos diferem de

1
2
(τ + β1) por um múltiplo inteiro. Esses termos são pequenos, de tal modo que podemos

desprezá-los numa primeira aproximação.

A segunda derivada de (3.25) é dada por

x′′3 = a′′31 cos 1
2
(τ + β1)− a′31 sin 1

2
(τ + β1)− 1

4
a31 cos 1

2
(τ + β1) +

+a′′32 sin 1
2
(τ + β1) + a′32 cos 1

2
(τ + β1)− 1

4
a32 sin 1

2
(τ + β1) .

(3.26)

O segundo termo da equação (3.24) é dado por

ω2
(
1− εa1

ω2
cos (τ + β1)

)
·
(

a31 cos
1

2
(τ + β1) + a32 sin

1

2
(τ + β1)

)
. (3.27)
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Desenvolvendo os produtos e utilizando as identidades trigonométricas o termo acima

fica

ω2a31 cos 1
2
(τ + β1) + ω2a32 sin 1

2
(τ + β1)− 1

2
εa1a31 cos 3

2
(τ + β1) +

−1
2
εa1a31 cos 1

2
(τ + β1)− 1

2
εa1a32 sin 3

2
(τ + β1) + 1

2
εa1a32 sin 1

2
(τ + β1) .

(3.28)

Consideramos que os termos de primeira e segunda derivada de a31 e a32 são da ordem

de ε e ε2 respectivamente. Substituindo (3.26) e (3.28) na equação (3.24), e considerando

apenas os termos de primeira ordem em ε, e desconsiderando ainda, os termos de argu-

mento 3
2
(τ + β1), obtemos

−εa′31 sin 1
2
(τ + β1)− 1

4
a31 cos 1

2
(τ + β1) + εa′32 cos 1

2
(τ + β1)− 1

4
a32 sin 1

2
(τ + β1) +

+ω2a31 cos 1
2
(τ + β1) + ω2a32 sin 1

2
(τ + β1)− 1

2
εa1a31 cos 1

2
(τ + β1)

+1
2
εa1a32 sin 1

2
(τ + β1) = 0.

(3.29)

Definimos o parâmetro de sintonia 2ω = 1 + εσ e introduzimos na equação (3.29),

obtendo a equação

[
a′32 +

1

2
σa31 −

1

2
a1a31

]
cos

1

2
(τ + β1)−

[
a′31 −

1

2
σa32 −

1

2
a1a32

]
sin

1

2
(τ + β1) = 0.

(3.30)

Essa igualdade será válida com a condição dos coeficientes de cada um dos fatores

seno e cosseno se anularem simultaneamente. Então

a′31 − 1
2
a32(a1 + σ) = 0,

a′32 − 1
2
a31(a1 − σ) = 0,

(3.31)

que é equivalente ao sistema

 1 0

0 1

 a′31

a′32

 =

 0 1
2
(a1 + σ)

1
2
(a1 − σ) 0

 a31

a32

 .

Para encontrar a solução do sistema vamos calcular os autovalores e os autovetores da

matriz associada. Os autovalores são dados por
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λ1,2 = ±1

2

√
a2

1 − σ2, (3.32)

e são reais somente para −a1 ≤ σ ≤ a1. Nesse caso os autovalores são reais e com sinais

opostos, que indica instabilidade no sentido de Lyapunov [16].

Os autovetores associados aos autovalores são respectivamente

 1

−ϕ

 e

 1

ϕ

 ,

onde

ϕ =

√
a1 − σ

a1 + σ
.

A solução geral do sistema (3.31) é dada por

a31 = B1e
λt + B2e

−λt,

a32 = −B1ϕeλt + B2ϕe−λt,
(3.33)

onde B1 e B2 são constantes.

Portanto temos que a solução da equação (3.24) é dada por

x3 = B1e
1
2
τ
√

a2
1−σ2 [

cos 1
2
(τ + β1)− ϕ sin 1

2
(τ + β1)

]
+

+B2e
− 1

2
τ
√

a2
1−σ2 [

cos 1
2
(τ + β1) + ϕ sin 1

2
(τ + β1)

]
.

(3.34)

Como a solução encontrada por Landau e Lifchitz é válida apenas para os valores

de ω próximos de 1/2, utilizaremos a seguir outros métodos para encontrar uma solução

aproximada para a equação do pêndulo.

3.2.3 Solução da Equação de Mathieu utilizando o Método de

Múltiplas Escalas

Para encontrar uma solução da equação

x′′3 +
(
ω2 − εa1 cos (τ + β1)

)
x3 = 0, (3.35)
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utilizaremos agora o método de múltiplas escalas. Esse método é mais eficiente, pois

não precisamos conhecer a forma da solução a priori, e não ficamos limitados pela não

linearidade da equação abordada [10].

Para aplicar o método de múltiplas escalas, buscamos uma expansão uniforme na

forma

x3(τ ; ε) = x3(T0, T1, T2, . . . , Tn; ε) = x30 + εx31 + . . .

onde Tn = εnτ . Para encontrar a solução da equação (3.35) consideramos apenas a

primeira ordem da expansão.

Utilizando a notação ∂/∂Ti = Di, temos que d/dτ = D0+εD1 e d2/dτ 2 = D2
0+2εD0D1.

Então a equação (3.35) é reescrita como sendo

(
D2

0 + ε2D0D1

)
(x30 + εx31) +

[
ω2 − εa1 cos(T0 + β1)

]
(x30 + εx31) = 0. (3.36)

Separamos os termos em potências de ε até a primeira ordem, e encontramos as

equações

D2
0x30 + ω2x30 = 0, (3.37)

D2
0x31 + ω2x31 = −2D0D1x30 + a1x30 cos(T0 + β1). (3.38)

A solução da equação (3.37) é dada por x30 = a30 cos(ωT0 + β30), onde a30 e β30 são

constantes em relação a T0, porém dependem de T1. Utilizamos a solução da equação

(3.37) na forma complexa dada por x30 = A(T1)e
iωT0 + Ā(T1)e

−iωT0 , onde A = 1
2
a30e

iβ30 ,

e Ā o seu conjugado.

Analogamente tomamos a notação complexa para a1 cos(T0 + β1), dada por A1e
iT0 +

Ā1e
−iT0 , onde A1 = 1

2
a1e

iβ1 , e Ā1 o seu conjugado.

Desta forma a equação (3.38) fica

D2
0x31 + ω2x31 = −2iω

dA

dT1

eiωT0 + ĀA1e
−i(ω−1)T0 + ĀĀ1e

−i(ω+1)T0 + cc. (3.39)

Como a solução da equação (3.39) envolve a frequência ω, temos que considerar os

casos de ω perto e longe de 1/2, ou seja, os casos com e sem ressonância. Primeiro
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encontramos a solução da equação (3.39) para ω ≈ 1/2, ou seja, consideramos a equação

com ressonância.

Nesse caso definimos o parâmetro de sintonia σ, tal que

2ω = 1 + εσ ou 1 = 2ω − εσ.

Nessas condições, obtemos

(ω − 1)T0 = (ω − 2ω + εσ)T0 = −ωT0 + σT1,

(ω + 1)T0 = (ω + 2ω − εσ)T0 = 3ωT0 − σT1.

Inserimos o parâmetro de sintonia na equação (3.39), e obtemos

D2
0x31 + ω2x31 = −2iω

dA

dT1

eiωT0 + ĀA1e
iωT0e−iσT1 + ĀĀ1e

−3iωT0eiσT1 + cc. (3.40)

Para eliminar os termos que geram termos seculares mistos, fazemos

2iω
dA

dT1

− ĀA1e
−iσT1 = 0. (3.41)

Como A = 1
2
a30e

iβ30 e ĀA1 = 1
4
a30a1e

−i(β30−β1), substitúımos esses resultados em (3.41)

obtendo

iω

(
∂a30

∂T1

+ ia30
∂β30

∂T1

)
− 1

4
a1a30e

−iθ = 0,

onde θ = 2β30 − β1 + σT1.

Desta maneira a equação (3.41) fica

iω

(
∂a30

∂T1

+ ia30
∂β30

∂T1

)
− 1

4
a1a30 cos θ + i

1

4
a1a30 sin θ = 0. (3.42)

Separando a parte real e imaginária da equação (3.42), temos

ω ∂a30

∂T1
= −1

4
a1a30 sin θ,

ωa30
∂β30

∂T1
= −1

4
a1a30 cos θ.

(3.43)

Como θ = 2β30 − β1 + σT1, então β30 = 1
2
(θ + β1 − σT1). Desse modo temos que

∂β30

∂T1
= 1

2
( ∂θ

∂T1
− σ), e substituindo esse último resultado na segunda equação em (3.43)

obtemos
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ωa30
1

2

(
∂θ

∂T1

− σ

)
= −1

4
a1a30 cos θ,

ou ainda

ω
∂θ

∂T1

= ωσ − 1

2
a1 cos θ. (3.44)

Das equações (3.43) e (3.44) obtemos

∂a30

∂T1

a30

= −1

4

(
a1 sin θ ∂θ

∂T1

ωσ − 1
2
a1 cos θ

)
,

e assim temos

∂a30

∂T1

a30

= −1

4

(
a1

∂(cosθ)
∂T1

1
2
a1 cos θ − ωσ

)
. (3.45)

Integrando a equação (3.45) resulta

ln a30 = −1

2
ln

[
1

2
a1 cos θ − ωσ

]
+ ln θ0,

onde θ0 é uma constante de integração. Portanto

a30 = θ0

[
1

2
a1 cos θ − ωσ

]− 1
2

, (3.46)

e a equação (3.46) mostra a relação entre os valores de a30 e θ. A solução da equação

(3.35) será instável se o valor de a30 tender ao infinito. Como a função cosseno varia entre

1 e -1, vamos analisar a equação (3.46) nos extremos. Como tomamos o valor ω ≈ 1/2, o

movimento pode ficar instável para

−a1 ≤ σ ≤ a1.

Esse resultado está de acordo com a relação de instabilidade obtida através do auto-

valor encontrado no método utilizado por Landau e Lifchitz.

Para resolvermos a equação (3.41) que é de parâmetros variáveis, introduzimos a

transformação A = Be−iσT1/2, e obtemos a equação de parâmetros constantes

2iω
∂B

∂T1

+ Bωσ − B̄A1 = 0, (3.47)

onde B̄ é o conjugado de B.



3.2. A Equação de Mathieu 23

Expressamos B = Br + iBi, e desta forma a equação (3.47) fica

2iω

(
∂Br

∂T1

+ i
∂Bi

∂T1

)
+ ωσ(Br + iBi)−BrA1 + iBiA1 = 0. (3.48)

Separamos a parte real e imaginária da equação (3.48) e obtemos

2ω ∂Br

∂T1
+ (ωσ + A1)Bi = 0,

2ω ∂Bi

∂T1
− (ωσ − A1)Br = 0.

(3.49)

Como o sistema (3.48) possui coeficientes constantes, a solução é da forma Br = bre
γ1T1

e Bi = bie
γ1T1 . Substitúımos essas soluções nas equações (3.49) e obtemos o sistema

2ωγ1br + (ωσ + A1)bi = 0

2ωγ1bi − (ωσ − A1)br = 0.

O sistema na forma matricial é dado por

 2ωγ1 ωσ + A1

−(ωσ − A1) 2ωγ1

 ·
 br

bi

 =

 0

0

 ,

e para encontrar uma solução não-trivial do sistema, a matriz dos coeficientes deve ter

determinante igual a zero [17]. Desta forma temos que γ2
1 = 1

4
(A2

1ω
−2 − σ2), e como

tomamos ω ≈ 1
2
, então γ1 ≈ ±1

2

√
4A2

1 − σ2. Nessas condições podemos relacionar bi e br

na equação a seguir

bi = ±br

√
2A1 − σ

2A1 + σ
onde σ 6= 2A1. (3.50)

Como tomamos x3 = x30 + εx31 + . . . = AeiωT0 + Āe−iωT0 + . . ., substitúımos a trans-

formação inserida anteriormente e, temos x3 = (Br+iBi)e
i(ωT0− 1

2
σT1)+(Br−iBi)e

−i(ωT0− 1
2
σT1)

+ . . .

Observe que o expoente ωT0 − 1
2
σT1 é igual a τ

2
, pois 2ω = 1 + εσ, e assim temos que

x3 = (Br + iBi)e
1
2
iτ + (Br − iBi)e

− 1
2
iτ + . . . ou x3 = 2bre

γ1T1 cos τ
2
− 2bie

γ1T1 sin τ
2

+ . . .

Finalmente escrevemos a solução aproximada para a equação (3.35), quando ω ≈ 1
2
,

como sendo

x3 = 2bre
1
2
ετ
√

4A2
1−σ2

[
cos τ

2
−
√

2A1−σ
2A1+σ

sin τ
2

]
+ 2bre

− 1
2
ετ
√

4A2
1−σ2

[
cos τ

2
+
√

2A1−σ
2A1+σ

sin τ
2

]
.

(3.51)
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Observe que essa solução obtida com o método de múltiplas escalas é análoga à solução

(3.34).

Consideramos agora o caso sem ressonância, ou seja, para valores de ω longe de 1
2
.

Para eliminar os termos que dão origem a termos seculares na solução da equação (3.40)

temos que ∂A/∂T1 = 0. Desta forma tomamos A = A0 constante, e a solução aproximada

para a equação (3.35) é dada por

x3 = A0e
iωτ + Ā0e

−iωτ . (3.52)

Podemos reescrever a solução encontrada na equação (3.52) na forma trigonométrica

obtendo assim

x3 = a3 cos(ωτ + β3), (3.53)

onde a3, β3 são constantes. Portanto, a solução encontrada em uma primeira aproximação,

sem ressonância, é análoga à solução de ordem zero (ε = 0). Nessas condições, a frequência

de oscilação do pêndulo é ω, para valores de ω longe de 1/2.

3.2.4 Solução da Equação de Mathieu utilizando o método da

média

Inicialmente aplicamos o método da variação dos parâmetros à equação (3.35), e pos-

teriormente usamos o método da média para verificamos os resultados obtidos com o

método de múltiplas escalas.

Considerando ε = 0 na equação (3.35) temos

x′′3 + ω2x3 = 0, (3.54)

cuja solução é dada por

x3 = a30 cos(ωτ + β30), (3.55)

onde a30 e β30 são constantes de integração.
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No caso ε 6= 0 consideramos que a solução da equação (3.35) e a derivada possuem

a mesma forma da solução e derivada do caso ε = 0, mas que os parâmetros a30 e β30

são funções que variam suavemente no tempo. Então derivando (3.55) com a30 e β30

constantes resulta

x′3 = −ωa30 sin(ωτ + β30), (3.56)

e com a30 e β30 dependentes do tempo a derivada fica

x′3 = a′30 cos(ωτ + β30)− a30(ω + β′30) sin(ωτ + β30). (3.57)

Comparando os resultados (3.56) e (3.57), temos

a′30 cos(ωτ + β30)− a30β
′
30 sin(ωτ + β30) = 0. (3.58)

Diferenciamos a equação (3.56) com a30 e β30 variando no tempo e obtemos

x′′3 = −ω2a30 cos(ωτ + β30)− ωa′30 sin(ωτ + β30)− ωa30β
′
30 cos(ωτ + β30). (3.59)

Substitúındo na equação (3.35) os resultados obtidos em (3.55) e (3.59) temos

ωa′30 sin(ωτ + β30) + ωa30β
′
30 cos(ωτ + β30) = −εa1a30 cos(τ + β1) cos(ωτ + β30). (3.60)

Das equações (3.58) e (3.60) obtemos o sistema

ωa′30 = −εa1a30 cos(τ + β1) cos(ωτ + β30) sin(ωτ + β30)

ωa30β
′
30 = −εa1a30 cos(τ + β1) cos2(ωτ + β30),

(3.61)

e utilizando as identidades trigonométricas chegamos às equações

ωa′30 = −1
4
εa1a30

{
sin[2(ω + 1

2
)τ + 2β30 + β1] + sin[2(ω − 1

2
)τ + 2β30 − β1]

}
ωa30β

′
30 = −1

4
εa1a30 { 2 cos(τ + β1) + cos[2(ω + 1

2
)τ + 2β30 + β1]

+ cos[2(ω − 1
2
)τ + 2β30 − β1] } .

(3.62)
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Novamente analisamos as duas possibilidades para as equações (3.62), considerando

o sistema com e sem ressonância. Quando ω está longe de 1/2, todos os termos do

lado direito das equações (3.62) têm variação rápida no tempo, e portanto se anulam no

processo da média. Dessa forma ficamos com

a′30 = 0 e β′30 = 0,

e consequentemente a30 = a3 = constante e β30 = β3 = constante. Assim, temos a solução

x3 = a3 cos(ωτ + β3), (3.63)

que é igual à solução encontrada no método de múltiplas escalas para o sistema sem

ressonância.

Considerando agora o caso com ressonância, temos que quando ω ≈ 1/2, os termos

que contêm o argumento (2ω − 1)τ + 2β30 − β1 variam lentamente com o tempo, e desta

forma, esses termos não são eliminados pelo método da média, e o sistema (3.62) fica

ωa′30 = −1
4
εa1a30 sin[2(ω − 1

2
)τ + 2β30 − β1]

ωa30β
′
30 = −1

4
εa1a30 cos[2(ω − 1

2
)τ + 2β30 − β1].

(3.64)

Nesse caso definimos o parâmetro de sintonia σ, tal que 2ω = 1 + εσ, e as equações

(3.64) tornam-se

ωa′30 = −1
4
εa1a30 sin[2β30 − β1 + σετ ]

ωa30β
′
30 = −1

4
εa1a30 cos[2β30 − β1 + σετ ].

(3.65)

Novamente, definimos θ = 2β30 − β1 + σετ , e dessa forma, as equações (3.65) ficam

ωa′30 = −1
4
εa1a30 sin θ

ωθ′ = εωτ − 1
2
εa1 cos θ.

(3.66)

O sistema de equações (3.66) é igual ao sistema (3.43) obtido com o método de

múltiplas escalas, para o caso com ressonância. Desse modo, a análise dessas equações

são as mesmas que foram feitas anteriormente.



Caṕıtulo 4

Análise do sistema dinâmico com o

método da média

Neste caṕıtulo o sistema de pêndulo eletromecânico é analisado com o método da

média, supondo que o bloco e o pêndulo não estão em ressonância (ω 6= 1/2). Inicialmente

determinamos as soluções anaĺıticas aproximadas através da expansão direta, e a seguir

o método da média é aplicado.

4.1 Expansão direta

Consideramos as soluções das equações (3.7), (3.8), (3.9), que constituem as equações

de movimento do sistema estudado, em séries de potências de ε da seguinte forma

x1 = x10 + εx11 + ε2x12 + . . .

x2 = x20 + εx21 + ε2x22 . . .

x3 = x30 + εx31 + ε2x32 . . .

Substitúımos essas soluções no sistema, e considerando os termos até primeira ordem

obtemos

27



4.1. Expansão direta 28

x′′10 + εx′′11 + ε c1√
k1m

(x′10 + εx′11) + x10 + εx11 = −εm2R
Lm

[ (x′′20 + εx′′21) cos(x20 + εx21)

−(x′20 + εx′21)
2 sin(x20 + εx21) ]− εm3

m
[(x′′30 + εx′′31)(x30 + εx31) + (x′30 + εx′31)

2]− ω2,

x′′20 + εx′′21 = ε
[

m
k1β2

(a− bω̄1(x
′
20 + εx′21))− m2RL

β2
(x′′10 + εx′′11 + ω2) cos(x20 + εx21)

]
,

x′′30 + εx′′31 + ε c3
m3L2ω̄1

(x′30 + εx′31) + (x′′10 + εx′′11 + ω2) (x30 + εx31) = 0,

(4.1)

onde foi considerado o torque ĺıquido do motor como sendo linear, ou seja, M(ω̄1(x
′
20 +

εx21)) = a − ω̄1b(x
′
20 + εx′21), com a e b constantes reais. As funções seno e cosseno são

tomadas em séries de potências de ε

sin(x20 + εx21) = sin x20 + εx21 cos x20 + O(ε2),

cos(x20 + εx21) = cos x20 − εx21 sin x20 + O(ε2),

e considerando apenas os termos de ordem ε0, temos o sistema de equações

x′′10 + x10 = −ω2,

x′′20 = 0,

x′′30 + (x′′10 + ω2)x30 = 0.

(4.2)

Como estamos assumindo que não há ressonância entre o bloco e o pêndulo, tomamos

para solução da terceira equação do sistema (4.2) a solução (3.63) obtida no caṕıtulo

anterior. Assim, as soluções e suas derivadas até segunda ordem são dadas por

x10 = a10 cos(τ + β10)− ω2, x′10 = −a10 sin(τ + β10), x′′10 = −a10 cos(τ + β10),

x20 = Ω20τ, x′20 = Ω20, x′′20 = 0,

x30 = a30 cos(ωτ + β30), x′30 = −a30ω sin(ωτ + β30), x′′30 = −a30ω
2 cos(ωτ + β30),

(4.3)

onde a10, β10, Ω20, a30 e β30 são constantes de integração.
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Portanto, considerando os termos de ordem ε0, o movimento do bloco e do motor têm,

respectivamente, frequências ω1 = 1 e Ω20. Separando os termos de ordem seguinte nas

equações (4.1), obtemos as equações para x11, x21 e x31, como sendo respectivamente

x′′11 +x11 = − c1√
k1m

x′10−
m2R

Lm
x′′20 cos x2 +

m2R

Lm
(x′20)

2 sin x20−
m3

m
(x′′30x30 +(x′30)

2), (4.4)

x′′21 =
m

k1β2

(a− bω̄1x
′
20)−

m2RL

β2

(
x′′10 + ω2

)
cos x20, (4.5)

x′′31 + (x′′10 + ω2)x31 = −x′′11x30 −
c3

m3L2ω̄1

x′30. (4.6)

Substituindo os resultados obtidos em (4.3) nessas equações resulta

x′′11 + x11 =
c1√
k1m

a10 sin(τ + β10) +
m2R

Lm
Ω2

20 sin(Ω20τ) +
m3

m
ω2a2

30 cos 2(ωτ + β30), (4.7)

x′′21 = m
k1β2

(a− bω̄1Ω20)− m2RL
β2

ω2 cos(Ω20τ) + m2RL
2β2

a10 [ cos ((1 + Ω20)τ + β10)

+ cos ((1− Ω20)τ + β10) ] ,

(4.8)

x′′31 + ω2x31 = −x′′11a30 cos(ωτ + β30) +
c3

m3L2ω̄1

ωa30 sin(ωτ + β30). (4.9)

Valendo-se do mesmo argumento usado para considerar a solução x30 em (4.3), na

equação (4.6) desprezamos o termo não linear x′′10x31, pois consideramos os valores da

frequência ω longe de 1/2. Conforme Nayfeh [10] as soluções homogêneas das equações

(4.7) a (4.9) estão embutidas nas soluções x10, x20 e x30 dadas em (4.3), então buscamos

as soluções particulares dessas equações. Temos então

x11p = − c1
2
√

k1m
a10τ cos(τ + β10) +

m2RΩ2
20

Lm(1−Ω2
20)

sin(Ω20τ) +
m3a2

30ω2

4m(ω2− 1
4)

cos 2(ωτ + β30),

(4.10)
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x21p = m
2k1β2

τ 2(a− bω̄1Ω20) + m2RLω2

β2Ω2
20

cos(Ω20τ)− m2RLa10

2β2(1+Ω20)2
cos ((1 + Ω20)τ + β10)

− m2RLa10

2β2(1−Ω20)2
cos ((1− Ω20)τ + β10) .

(4.11)

Substituindo a solução particular encontrada para a equação do bloco, a equação do

pêndulo fica

x′′31 + ω2x31 = c3
m3L2ω̄1

ωa30 sin(ωτ + β30)

+ c1
2
√

k1m
a10a30 [sin ((ω + 1)τ + β30 + β10)− sin ((ω − 1)τ + β30 − β10)]

+ c1
4
√

k1m
a10a30τ [sin ((ω + 1)τ + β30 + β10)− sin ((ω − 1)τ + β30 − β10)]

− m2R
2Lm(1−Ω2

20)
Ω4

20a30 [sin ((ω + Ω20)τ + β30)− sin ((ω − Ω20)τ + β30)]

− m3

2m(ω2− 1
4)

ω2a3
30 [cos 3(ωτ + β30) + cos(ωτ + β30)] ,

(4.12)

e a solução particular dessa equação é dada por

x31p = − c3
2m3L2ω̄1

a30τ cos(ωτ + β30)− c1
4
√

k1m(ω+ 1
2)

a10a30 sin ((ω + 1)τ + β30 + β10)

− c1
4
√

k1m(ω− 1
2)

a10a30 sin ((ω − 1)τ + β30 − β10) + m2R

4Lm(1−Ω2
20)(ω+

Ω20
2 )

Ω3
20a30

· sin ((ω + Ω20)τ + β30) + m2R

4Lm(1−Ω2
20)(ω−Ω20

2 )
Ω3

20a30 sin ((ω − Ω20)τ + β30)

+ m3

16m(ω2− 1
4)

ω2a3
30 cos 3(ωτ + β30)− m3

4m(ω2− 1
4)

ω3a3
30τ sin(ωτ + β30)

− c1
8
√

k1m(ω+ 1
2)

a10a30 [ τ sin ((ω + 1)τ + β30 + β10) + (ω+1)

(ω+ 1
2)

cos ((ω + 1)τ + β30 + β10) ]

− c1
8
√

k1m(ω− 1
2)

a10a30 [ τ sin ((ω − 1)τ + β30 + β10)− (ω−1)

(ω− 1
2)

cos ((ω − 1)τ + β30 + β10) ] .

(4.13)
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Analisando as soluções particulares encontradas para o movimento do bloco, do motor

e do pêndulo, encontramos os termos seculares mistos do sistema, e também os valores de

frequências do pêndulo e do motor que geram pequenos divisores.

Como os valores de frequência são por definição positivos [10], os pequenos divisores

aparecem quando a frequência do motor Ω20 está próxima de 0 ou 1, e quando a frequência

do pêndulo ω está próxima de 1/2 ou Ω20/2. Quando os valores das frequências acima

citadas se aproximam desses valores, dizemos que o sistema dinâmico está em ressonância.

4.2 Equações variacionais

A presença de termos seculares mistos limita a validade das soluções anaĺıticas apro-

ximadas obtidas para τ da ordem de 1/ε, e as ressonâncias comprometem a estabilidade

dessas soluções. O método da média elimina os termos seculares mistos, e ainda permite

analisar o sistema dinâmico próximo a uma determinada ressonância.

O método da média é aplicado às equações variacionais obtidas com o método da

variação dos parâmetros, e portanto inicialmente nos ocupamos com a obtenção das

equações variacionais. Fazendo ε = 0 nas equações (3.7) a (3.9) temos

x′′1 + x1 = −ω2,

x′′2 = 0,

x′′3 + (x′′1 + ω2) x3 = 0.

(4.14)

Nesse caso a equação do motor fica desacoplada das demais equações, o movimento do

bloco tem uma frequência ω1 = 1 e o motor possui uma rotação constante de frequência

x′2 = Ω. O movimento do pêndulo é considerado harmônico com frequência ω, já que

estamos tratando o caso sem ressonância. Desse modo a solução do sistema e as respectivas

derivadas são dadas por
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x1(τ) = a1 cos(ω1τ + β1)− ω2, x′1 = −a1 sin(ω1τ + β2),

x2(τ) = Ωτ, x′2 = Ωτ,

x3(τ) = a3 cos(ωτ + β3), x′3 = −a3ω sin(ωτ + β3).

(4.15)

Quando ε 6= 0 consideramos que as amplitudes e as fases das oscilações do sistema

dinâmico são pequenas variações do tempo τ . Assumimos também que a frequência de

oscilação do bloco ω1 é governada pela frequência do motor, agora dependente de τ . Em

vista disso, agora as derivadas de x1 e x3 ficam

x′1 = a′1 cos(x2 + β1)− a1(Ω + β′1) sin(x2 + β1),

x′3 = a′3 cos(ωτ + β3)− a3(ω + β′3) sin(ωτ + β3),

(4.16)

e comparando com os resultados dados em (4.15) obtemos

a′1 cos(x2 + β1)− a1β
′
1 sin(x2 + β1) = (Ω− 1)a1 sin(x2 + β1),

a′3 cos(ωτ + β3)− a3β
′
3 sin(ωτ + β3) = 0.

(4.17)

A partir das derivadas de primeira ordem dadas em (4.15) obtemos as derivadas de

segunda ordem

x′′1 = −a′1 sin(x2 + β1)− a1(Ω + β′1) cos(x2 + β1),

x′′2 = Ω′,

x′′3 = −a′3ω sin(ωτ + β3)− a3ω(ω + β′3) cos(ωτ + β3).

(4.18)

Substituindo esses resultados nas equações de movimento (3.7) a (3.9) encontramos

a′1 sin(x2 + β1) + a1β
′
1 cos(x2 + β1) + a1Ω cos(x2 + β1)− a1 cos(x2 + β1)

−εm2R
Lm

Ω′ cos x2 + εm3

m
ωa3a

′
3 sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3) + εm3

m
ωa2

3β
′
3 cos2(ωτ + β3) = −εF1,

(4.19)
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onde

F1 =

[
c1√
k1m

a1 sin(x2 + β1) +
m3

m
ω2a2

3 cos 2(ωτ + β3) +
m2R

Lm
Ω2 sin x2

]
, (4.20)

Ω′ = εF2 + ε
m2RL cos x2

β2

[a′1 sin(x2 + β1) + a1Ω cos(x2 + β1) + a1β
′
1 cos(x2 + β1)] , (4.21)

onde

F2 = −m2RLω2 cos x2

β2

+
m

k1β2

(a− bω̄1Ω), (4.22)

com a e b constantes reais do torque linear M(ω̄1Ω) = a− bω̄1Ω, e

ωa′3 sin(ωτ + β3) + ωa3β
′
3 cos(ωτ + β3) + a3a

′
1 sin(x2 + β1) cos(ωτ + β3)

+a1a3Ω cos(x2 + β1) cos(ωτ + β3) + a1a3β
′
1 cos(x2 + β1) cos(ωτ + β3) = −εF3,

(4.23)

onde

F3 =
c3

m3L2ω̄1

ωa3 sin(ωτ + β3). (4.24)

Resolvendo as equações de amplitudes e fases do sistema juntamente com as equações

(4.17), obtemos

a′1 + εm3

m
ωa3a

′
3 sin(x2 + β1)

cos(ωτ+β3)
sin(ωτ+β3)

= −εF1 sin(x2 + β1) + O(ε2), (4.25)

a1β
′
1 + εm3

m
ωa2

3β
′
3 cos(x2 + β1) = a1(1− Ω)− εF1 cos(x2 + β1) + O(ε2), (4.26)

ωa′3 + a3a
′
1

sin(ωτ+β3) cos(ωτ+β3)
sin(x2+β1)

= −εF3 sin(ωτ + β3)

−a1a3 cos(x2 + β1) sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3),
(4.27)
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ωa3β
′
3 + a1a3β

′
1

cos2(ωτ+β3)
cos(x2+β1)

= −εF3 cos(ωτ + β3)

−a1a3Ω
cos2(ωτ+β3)
cos(x2+β1)

+ a1a3
sin2(x2+β1) cos2(ωτ+β3)

cos(x2+β1)
.

(4.28)

Resolvendo novamente essas equações obtemos

Ga′1 = −εF1 sin(x2 + β1) + εm3

m
a1a

2
3 sin(x2 + β1) cos(x2 + β1) cos2(ωτ + β3) + O(ε2),

(4.29)

Ga1β
′
1 = a1(1− Ω) + εm3

m
a1a

2
3Ω cos2(ωτ + β3)

−εm3

m
a1a

2
3 sin2(x2 + β1) cos2(ωτ + β3)− εF1 cos(x2 + β1) + O(ε2),

(4.30)

Gωa′3 = −a1a3 cos(x2 + β1) sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3) + εF1a3 sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3)

−εF3 sin(ωτ + β3) + O(ε2),

(4.31)

Gωa3β
′
3 = −a1a3 cos(x2 + β1) cos2(ωτ + β3) + εF1a3 cos2(ωτ + β3)

−εF3 cos(ωτ + β3) + O(ε2),
(4.32)

onde

G = 1− ε
m3

m
a2

3 cos2(ωτ + β3). (4.33)

Definimos

H(ε) =
1

G
=

1

1− εG1

, (4.34)

onde G1 = m3

m
a2

3 cos2(ωτ + β3). Tomando H(ε) = H(0) + εH ′(0) + O(ε2), ficamos com

H(ε) = 1 + εG1 + O(ε2). (4.35)
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Introduzimos o resultado obtido na equação (4.35) nas equações de amplitude e fase

do sistema, e obtemos as equações

a′1 = ε
{

m3

m
a1a

2
3 sin(x2 + β1) cos(x2 + β1) cos2(ωτ + β3)− εF1 sin(x2 + β1)

}
+ O(ε2),

(4.36)

a1β
′
1 = a1(1− Ω) + ε { m3

m
a1a

2
3 cos2(ωτ + β3)

−F1 cos(x2 + β1)− m3

m
a1a

2
3 sin2(x2 + β1) cos2(ωτ + β3) }+ O(ε2),

(4.37)

ωa′3 = −a1a3 cos(x2 + β1) sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3)

−ε { m3

m
a1a

3
3 cos(x2 + β1) sin(ωτ + β3) cos3(ωτ + β3)− F1a3 sin(ωτ + β3) cos(ωτ + β3)

+F3 sin(ωτ + β3) }+ O(ε2),

(4.38)

ωa3β
′
3 = −a1a3 cos(x2 + β1) cos2(ωτ + β3)− ε { m3

m
a1a

3
3 cos(x2 + β1) cos4(ωτ + β3)

+F1a3 cos2(ωτ + β3) + F3 cos(ωτ + β3) }+ O(ε2).

(4.39)

Uma vez que supomos que a frequência do motor Ω governa a frequência do bloco

(ω1 = 1), introduzimos o parâmetro de sintonia σ2 através de Ω = 1 + εσ2 para expressar

a proximidade entre essas frequências. Por outro lado, foi visto que Ω ≈ 1 gera pequeno

divisor. Portanto, estudamos o sistema considerando a ressonância entre o bloco e motor,

no entanto sem ressonância entre o bloco e o pêndulo. Desta forma a equação (4.37) fica

a1β
′
1 = ε { − a1σ2 + m3

m
a1a

2
3 cos2(ωτ + β3)− F1 cos(x2 + β1)

−m3

m
a1a

2
3 sin2(x2 + β1) cos2(ωτ + β3) }+ O(ε2).

(4.40)

Utilizando os resultados obtidos nas equações (4.36) e (4.40) na equação (4.21), obte-

mos

Ω′ = ε

{
F2 +

m2RL

β2

a1Ω cos(x2 + β1) cos x2

}
. (4.41)
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Utilizando algumas identidades trigonométricas, e lembrando que x2 = Ωτ , obtemos

finalmente as equações variacionais

Equações variacionais do bloco

a′1 = ε { 1
2

c1√
k1m

a1 [cos 2(Ωτ + β1)− 1] + m3

2m
ω2a2

3 [ sin
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
− sin

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
] + m2R

2Lm
Ω2 [cos(2Ωτ + β1)− cos β1] + m3

4m
a1a

2
3

· [ sin 2(Ωτ + β1) + 1
2
sin 2 ((ω + Ω)τ + β3 + β1)− 1

2
sin 2 ((ω − Ω)τ + β3 − β1) ] }

+O(ε2),

(4.42)

a1β
′
1 = ε { − a1σ2 + m3

4m
a1a

2
3 − c1

2
√

k1m
a1 sin 2(Ωτ + β1)− m3

2m
ω2a2

3

·
[
cos
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
+ cos

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)]
+m2R

2Lm
Ω2[sin β1 − sin(2Ωτ + β1)]− m3

4m
a1a

2
3 [ cos 2(ωτ + β3)− cos 2(Ωτ + β1)

−1
2
cos 2 ((ω + Ω)τ + β3 + β1)− 1

2
cos 2 ((ω − Ω)τ + β3 − β1) ] }+ O(ε2).

(4.43)

Equação variacional do motor

Ω′ = ε
{

1
ω̄2

1β2
(a− bω̄1Ω)− m2RL

β2
ω2 cos(Ωτ) + m2RL

2β2
a1Ω (cos(2Ωτ + β1) + cos β1)

}
(4.44)

Equações variacionais do pêndulo

ωa′3 = −1
4
a1a3

[
sin
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
+ sin

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)]
+ε { c1

4
√

k1m
a1a3[cos

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
− cos

(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
]
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+m3

4m
ω2a3

3 sin 4(ωτ + β3) + m2R
4Lm

a3Ω
2[cos

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3

)
− cos

(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3

)
]

− c3
2m3L2ω̄1

ωa3[1− cos 2(ωτ + β3)]− m3

m
a1a

3
3 { 1

8
sin
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
+1

8
sin
(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
+ 1

16
sin
(
4
(
ω + 1

4
Ω
)
τ + 4β3 + β1

)
+ 1

16
sin
(
4
(
ω − 1

4
Ω
)
τ + 4β3 − β1

)
}+ O(ε2),

(4.45)

ωa3β
′
3 = −a1a3 [ 1

2
cos(Ωτ + β1) + 1

4
cos
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
+1

4
cos
(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
] + ε { − m3

m
a1a

3
3 [ 3

8
cos(Ωτ + β1)

+1
4
cos
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
+ 1

4
cos
(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
+ 1

16
cos
(
4
(
ω + 1

4
Ω
)
τ + 4β3 + β1

)
+ 1

16
cos
(
4
(
ω − 1

4
Ω
)
τ + 4β3 − β1

)
]

+ c1
2
√

k1m
a1a3 sin(Ωτ + β1) + c1

4
√

k1m
a1a3 [ sin

(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3 + β1

)
− sin

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3 − β1

)
] + m2R

2Lm
a3Ω

2 sin(Ωτ)

+m2R
4Lm

a3Ω
2
[
sin
(
2
(
ω + 1

2
Ω
)
τ + 2β3

)
− sin

(
2
(
ω − 1

2
Ω
)
τ + 2β3

)]
m3

2m
ω2a3

3 cos 2(ωτ + β3) + m3

4m
ω2a3

3 [1 + cos 4(ωτ + β3)]

− c3
2m3L2ω̄1

ωa3 sin 2(ωτ + β3) }+ O(ε2).

(4.46)

4.3 Método da Média

Para aplicar o método da média às equações (4.42) a (4.46), classificamos os termos em

dois grupos: os termos de variação rápida e os termos de variação lenta. Segundo Nayfeh
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[10], a média das equações é igual aos termos de variação lenta, em primeira aproximação.

Os termos que envolvem as funções seno e cosseno cujos argumentos dependem do

tempo τ , são de variação lenta se os coeficentes de τ são pequenos, da ordem de ε. Caso

contrário, se os coeficientes não são pequenos, esses termos são de variação rápida e, como

foi dito anteriormente, esses termos são eliminados no processo da média em uma primeira

aproximação.

Analisando as equações (4.42) a (4.46), observamos que os termos de variação lenta

ocorrem quando Ω ≈ 0, e para valores de ω próximos de 0, Ω
4
, Ω

2
e Ω. Como tomamos

Ω próximo de 1, os valores de ω que geram termos de variação lenta estão próximos de

0, 1
4
, 1

2
e 1.

Como estamos estudando o sistema sem ressonância entre o bloco e o pêndulo, tomamos

a frequência do pêndulo longe dos valores mencionados, e então, podemos descartar todos

os termos envolvendo seno e cosseno, cujos argumentos dependem do tempo τ . Tomando

apenas os termos de variação lenta, as médias das equações são dadas por

Equação do motor

< Ω′ >= ε

[
m

k1β2

(a− bω̄1Ω) +
m2RL

2β2

a1Ω cos β1

]
(4.47)

Equações do bloco

< a′1 >= −ε

[
c1

2
√

k1m
a1 +

m2R

2Lm
Ω2 cos β1

]
(4.48)

< β′1 >= ε

[
−σ2 +

m2R

2a1Lm
Ω2 sin β1 +

m3

4m
a2

3

]
(4.49)

Equações do pêndulo

< a′3 >= −ε

[
c3

2m3L2ω̄1

a3

]
(4.50)

< β′3 >= ε
[m3

4m
ωa2

3

]
(4.51)

Essas equações médias são não lineares, então fica fora de cogitação encontrar soluções

anaĺıticas das mesmas.
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As figuras (4.1) a (4.5) mostram respectivamente as variações em relação ao tempo τ de

a1, β1, Ω, a3 e β3 obtidas por integração numérica. Os valores dos parâmetros e constantes

utilizados na integração numérica estão apresentados na tabela (4.1) e as condições iniciais

utilizadas foram a1(0) = 0.864, β1(0) = 0.5, Ω(0) = 0.95, a3(0) = 0.1 e β3(0) = 0.599.

Figura 4.1: Variação de a1 em relação ao tempo τ

Figura 4.2: Variação de β1 em relação ao tempo τ
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Figura 4.3: Variação de Ω em relação ao tempo τ

Figura 4.4: Variação de a3 em relação ao tempo τ
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Figura 4.5: Variação de β3 em relação ao tempo τ

Nessas figuras podemos notar que a amplitude a1 do bloco e a frequência Ω do motor

oscilam na fase transitória, e depois atingem a estabilidade. Os demais elementos não

oscilam na fase transitória, mas também se estabilizam. Esses valores constantes atingidos

pelas soluções das equações são chamados de estados estacionários segundo Kononenko

[1].

Para fazer um estudo detalhado do sistema eletro pêndulo considerado neste trabalho,

usamos o fato de que os parâmetros Ω, a1, β1, a3 e β3 são constantes no estado estacionário

e, então, podemos tornar nulas as derivadas das amplitudes, fases e a frequência do motor.

Nessas condições, temos as equações algébricas

m

k1

(a− bω̄1Ω) +
m2RL

2
a1Ω cos β1 = 0, (4.52)

c1

2
√

k1m
a1 +

m2R

2Lm
Ω2 cos β1 = 0, (4.53)

−σ2 +
m2R

2a1Lm
Ω2 sin β1 +

m3

4m
a2

3 = 0, (4.54)

c3

2m3L2ω̄1

a3 = 0, (4.55)

m3

4m
ωa2

3 = 0. (4.56)
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Parâmetro Nome Valor

c1 coeficiente de amortecimento do bloco 0.106

c3 coeficiente de amortecimento do pêndulo 0.109

k1 coeficiente linear da mola 0.306

m1 massa do bloco 5.008

m2 massa excêntrica 0.998

m3 massa do pêndulo 1.005

R distância da massa m2 ao eixo do motor 1.005

g constante gravitacional 9.81

L comprimento do pêndulo 1.025

a coeficiente do torque 0.025

b coeficiente do torque 0.001

J2 momento de inércia do rotor 0.045

σ2 parâmetro de sintonia 0.001

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros para estados estacionários sem ressonância

Das equações (4.55) e (4.56) resulta que a3 = 0, conforme mostra a figura (4.4).

Resolvendo as demais equações obtemos as seguintes equações para a amplitude e fase do

bloco

a1 = m2RΩ2

2Lm

√
σ2
2+

c21
4k1m

= m2RΩ2

2Lm

√
(Ω−1)2+

c21
4k1m

,

tan β1 = −2
√

k1m
c1

σ2,

(4.57)

e a equação para a frequência das oscilações forçadas

m

k1

(a− bω̄1Ω)− c1L
2

2ω̄1Ω
a2

1 = 0. (4.58)

Segundo Kononenko [1], o sistema pode sofrer oscilações forçadas somente para um

valor de frequência Ω que satisfaça a equação (4.58). Esta frequência depende ainda, da

amplitude de oscilação do bloco a1, como pode ser visto nessa equação.

A equação para a amplitude a1 é dada em função da frequência de oscilação do motor

Ω e do parâmetro de sintonia σ2, bem como os parâmetros do problema c1, k1, L,m, m2
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e R. Essa equação é conhecida como equação resposta de frequência, e ela é importante

pois permite analisar o comportamento do sistema dinâmico em função dos valores dos

parâmetros envolvidos. Como se trata de uma equação impĺıcita, o estudo dessa equação

não é trivial. Assim, nas próximas seções, utilizaremos o critério R-H para fazer a análise

dos estados estacionários do sistema, tomando a frequência Ω do motor como parâmetro

de controle.

4.4 Análise dos movimentos estacionários utilizando

o critério R-H

Para desenvolver a análise pretendida da dinâmica do pêndulo eletromecânico com

excitação vertical, consideramos o estudo utilizado por Kononenko [1]. O sistema de

equações obtido através do método da média é dado por

Ω′ = ε
[

m
k1β2

(a− bω̄1Ω) + m2RL
2β2

a1Ω cos β1

]
,

a′1 = −ε
[

c1
2
√

k1m
a1 + m2R

2Lm
Ω2 cos β1

]
,

β′1 = ε
[
−σ2 + m2R

2a1Lm
Ω2 sin β1 + m3

4m
a2

3

]
,

a′3 = −ε
[

c3
2m3L2ω̄1

a3

]
,

β′3 = ε
[

m3

4m
ωa2

3

]
.

(4.59)

Escrevemos as equações do sistema (4.59) como sendo

Ω′ = Φ1(a1, β1, Ω, a3, β3), a′1 = Φ2(a1, β1, Ω, a3, β3), β′1 = Φ3(a1, β1, Ω, a3, β3),

a′3 = Φ4(a1, β1, Ω, a3, β3), β′3 = Φ5(a1, β1, Ω, a3, β3),
(4.60)

e representamos o estado estacionário (pontos de equiĺıbrio) por Ωc, a1c, β1c, a3c e β3c.

Introduzimos então as perturbações Ω1, ā1, β̄1, ā3 e β̄3 de ordens de ε através de
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Ω = Ωc + εΩ1, a1 = a1c + εā1, β1 = β1c + εβ̄1,

a3 = a3c + εā3, β3 = β3c + εβ̄3.
(4.61)

Substitúımos (4.61) em (4.59), expandimos a expressão obtida em séries de potencias

de ε e obtemos as equações diferenciais limitadas em primeira ordem

Ω′
1 = b11Ω1 + b12ā1 + b13β̄1 + b14ā3 + b15β̄3,

ā′1 = b21Ω1 + b22ā1 + b23β̄1 + b24ā3 + b25β̄3,

β̄′1 = b31Ω1 + b32ā1 + b33β̄1 + b34ā3 + b35β̄3,

ā′3 = b41Ω1 + b42ā1 + b43β̄1 + b44ā3 + b45β̄3,

β̄′3 = b51Ω1 + b52ā1 + b53β̄1 + b54ā3 + b55β̄3.

(4.62)

Os coeficiente bij são dados por

bi1 = ∂Φi

∂Ω
, bi2 = ∂Φi

∂a1
, bi3 = ∂Φi

∂β1
, bi4 = ∂Φi

∂a3
, bi5 = ∂Φi

∂β3
, (4.63)

onde i = 1, . . . , 5 e as derivadas parciais devem ser calculadas nos pontos Ω = Ωc, a1 =

a1c, β1 = β1c, a3 = a3c e β3 = β3c, ou seja, nos pontos de equiĺıbrio do sistema.

Temos então

b11 = − ε
β2ω̄1

[
b +

c1L2a2
1c

2Ω2
c

]
, b12 = −ε c1L2

2β2ω̄1Ωc
a1c, b13 = −εmL2σ2

β2Ωc
a2

1c, b14 = 0,

b15 = 0, b21 = ε c1
Ωc
√

k1m
a1c, b22 = −ε c1

2
√

k1m
, b23 = εσ2a1,

b24 = 0, b25 = 0, b31 = Ωc−2
Ωc

, b32 = −ε σ2

a1c
,

b33 = −ε c1
2
√

k1m
, b34 = εm3

2m
a3c, b35 = 0, b41 = 0,

b42 = 0, b43 = 0, b44 = −ε c3
2m3L2ω̄1

, b45 = 0,

b51 = 0, b52 = 0, b53 = 0, b54 = εm3

2m
ωa3c,

b55 = 0.

(4.64)
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Desse modo, tomamos a matriz Jacobiana B = (bij), onde i, j = 1, . . . , 5, como sendo

a matriz dos coeficientes do sistema de equações diferenciais (4.62). Assim, o polinômio

caracteŕıstico da matriz B é dado por

det



b11 − λ b12 b13 0 0

b21 b22 − λ b23 0 0

b31 b32 b33 − λ b34 0

0 0 0 b44 − λ 0

0 0 0 b54 −λ



= 0 (4.65)

ou

λ ·
(

ε
c3

2m3L2ω̄1

+ λ

)
·
[
λ3 + B1λ

2 + B2λ + B3

]
= 0, (4.66)

onde os coeficientes B1, B2 e B3 podem ser expressos em termos de bij, da seguinte forma

B1 = −(b11 + b22 + b33),

B2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 − b32b23 − b12b21 − b13b31,

B3 = b11b23b32 + b12b21b33 + b13b22b31 − b11b22b33 − b12b23b31 − b13b21b32.

(4.67)

Para determinar a estabilidade dos pontos tomados para o estado estacionário do

sistema, temos que encontrar as ráızes da equação (4.66), ou seja, as ráızes do polinômio

caracteŕıstico. Duas ráızes podem ser determinadas diretamente, que são λ = 0 e λ =

−ε c3
2m3L2ω̄1

. O autovalor nulo é devido a ultima equação de (4.59), e como a3 tende a zero,

o valor de β′3 tende a zero. Portanto a solução β3 dessa equação é sempre limitada.

Segundo Monteiro [16], quando um dos autovalores tem parte real nula, o ponto de

equiĺıbrio é chamado de ponto não hiperbólico e, nesse caso, não se pode garantir a

equivalência topológica entre o sistema linear associado e o sistema não linear.
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Na vizinhança de um ponto de equiĺıbrio não hiperbólico existe uma variedade central,

a qual pode ser determinada pelos três teoremas de Carr. Neste trabalho limitaremos ao

estudo das variedades hiperbólicas, pois β3 é sempre limitada.

Para garantir a estabilidade dos pontos estacionários do sistema, todos os autovalores

associados devem ter parte real negativa. O segundo autovalor determinado é negativo,

então analisaremos os três restantes que são as ráızes do polinômio

p3(λ) = λ3 + B1λ
2 + B2λ + B3 = 0. (4.68)

Segundo Monteiro [16], a matriz de Hurwitz é constrúıda colocando-se na primeira

linha os coeficientes Bi com ı́ndice ı́mpar, com i crescente. Na segunda linha escrevem-se

os coeficientes Bi com i par em ordem crescente (B0 = 1). A terceira linha é obtida

deslocando-se a primeira linha uma coluna para a direita. Assim, obtemos a matriz


B1 B3 0

1 B2 0

0 B1 B3

 (4.69)

O critério de Hurwitz estabelece que Re(λi) < 0 para i = 1, 2, 3 se todos os coeficientes

Bi são positivos, e se são positivos os determinantes ∆i(i = 1, 2, 3) dados por

∆1 = |B1|, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣ B1 B3

1 B2

∣∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B1 B3 0

1 B2 0

0 B1 B3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (4.70)

Portanto o critério de Hurwitz é satisfeito se B1, B2 e B3 são positivos, e se B1B2−B3

é positivo. O determinante ∆3 não precisa ser verificado, já que as condições estabelecidas

acima implicam ∆3 positivo.

O critério de Routh parte da suposição de que Bi > 0 e para que as ráızes do polinômio

(4.68) tenham parte real negativa devemos analisar uma tabela, constrúıda da seguinte

forma:

- Na primeira linha, escrevem-se os coeficientes Bi com ı́ndice par, i crescente. Na

segunda linha, os coeficientes Bi com ı́ndice ı́mpar e i crescente.

- Cada elemento das linhas 3 e 4 foram obtidos da seguinte maneira: Calculamos o

determinante da matriz 2× 2 cuja primeira coluna é formada pelos dois elementos
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da primeira coluna da tabela que estão nas linhas imediatamente acima e a segunda

coluna é formada pelos dois elementos da coluna seguinte. Dividimos esse determi-

nante pelo elemento da primeira coluna na linha imediatamente acima, tomado com

sinal contrário.

- No caso estudado, a tabela contém 4 linhas, sendo que há apenas um elemento nas

linhas 3 e 4.

Portanto a tabela de Routh é dada por

1 B2

B1 B3

C1

D1

(4.71)

onde

C1 = − 1
B1

∣∣∣∣∣∣ 1 B2

B1 B3

∣∣∣∣∣∣ , D1 = − 1
C1

∣∣∣∣∣∣ B1 B3

C1 0

∣∣∣∣∣∣ . (4.72)

Note que D1 = B3. O critério de Routh estabelece que Re(λi) < 0 para i = 1, 2, 3

se todos os elementos da primeira coluna dessa tabela são positivos. Se há troca de sinal

na primeira coluna, então o número de trocas de sinais corresponde ao número de ráızes

com parte real positiva.

Os coeficientes B1, B2 e B3 são dados a seguir

B1 = ε
[

1
β2ω̄1

(
b +

c1L2a2
1

2Ω2

)
+ c1√

k1m

]
,

B2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 − b32b23 − b12b21 − b13b31,

onde

b11b33 =
[
−ε 1

β2ω̄1

(
b +

c1L2a2
1

2Ω2

)]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b11b22 =
[
−ε 1

β2ω̄1

(
b +

c1L2a2
1

2Ω2

)]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b22b33 =
[
−ε c1

2
√

k1m

]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b32b23 =
[
−εΩ−1

a1

]
× [ε(Ω− 1)a1] ,
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b12b21 =
[
ε c1a1

Ω
√

k1m

]
×
[
−ε c1L2a1

2β2ω̄1Ω

]
,

b13b31 =
[
−ε

mL2a2
1(Ω−1)

β2Ω

]
×
[

Ω−2
Ω

]
,

B3 = b11b23b32 + b12b21b33 + b13b22b31 − b11b22b33 − b12b23b31 − b13b21b32,

onde

b11b23b32 =
[
−ε 1

β2ω̄1

(
b +

c1L2a2
1

2Ω2

)]
×
[
−εΩ−1

a1

]
× [ε(Ω− 1)a1] ,

b12b21b33 =
[
ε c1a1

Ω
√

k1m

]
×
[
−ε c1L2a1

2β2ω̄1Ω

]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b13b22b31 =
[
−ε

mL2a2
1(Ω−1)

β2Ω

]
×
[

Ω−2
Ω

]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b11b22b33 =
[
−ε 1

β2ω̄1

(
b +

c1L2a2
1

2Ω2

)]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
×
[
−ε c1

2
√

k1m

]
,

b12b23b31 =
[
−ε c1L2a1

2β2ω̄1Ω

]
× [ε(Ω− 1)a1]×

[
Ω−2
Ω

]
,

b13b21b32 =
[
−ε

mL2a2
1(Ω−1)

β2Ω

]
×
[
ε c1a1

Ω
√

k1m

]
×
[
−εΩ−1

a1

]
.

(4.73)

Com base nos coeficientes Bi obtidos, verificamos que B1 é sempre maior do que zero,

sendo suficientes as condições apresentadas por Hurwitz para a análise do critério R-H.

Elaboramos um programa em Matlabr [7, 18], que a cada valor do parâmetro de controle

aplica o critério R-H.

Na próxima seção apresentamos a análise do sistema utilizando o critério R-H tomando

a frequência de oscilação do motor como parâmetro de controle do sistema.

4.5 Parâmetro de Controle: Frequência de oscilação

do motor Ω

Tomando Ω como parâmetro de controle da equação (4.57), calculamos a amplitude

a1 do bloco em função de Ω. A figura (4.6) mostra uma curva caracteŕıstica da amplitude

a1 versus a frequência de oscilação do motor Ω, análoga à curva obtida por Kononenko
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[1]. A curva foi obtida utilizando o referido programa em Matlabr, tomando os valores

dos parâmetros da tabela (4.1), com o valor de b = 0.065 e o intervalo de [0.9, 1.5] para

Ω .Verificamos que na passagem pela ressonância (para valores de Ω próximos de 1), a

amplitude a1 cresce bruscamente.

Figura 4.6: Curva da amplitude a1 versus a frequência Ω

Para a equação (4.58), tomamos

P (Ω) = m
k1

(a− bω̄1Ω) e S(Ω) = c1L2

2ω̄1Ω
a2

1, (4.74)

e as curvas determinadas por essas funções estão mostradas na figura (4.7). A interseção

entre as duas curvas mostra as soluções da equação (4.58), que são os valores para os

quais o sistema pode sofrer oscilações forçadas. Esses valores são Ω = 0.943 e Ω = 1.082.

As ráızes da equação (4.58) também podem ser vistas na figura (4.8), que mostra a

curva de P (Ω)− S(Ω) versus a frequência de oscilação do motor Ω.

A figura (4.9) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1, 2, 3 e 4, onde B4 =

B1B2 − B3. Esses coeficientes foram calculados com o programa e, como a análise do

critério RH é feita apenas com os sinais dos Bi, plotamos os valores positivos acima de 0,

e os valores negativos abaixo de zero. Como o critério R-H é satisfeito somente se todos

os Bi são positivos, então podemos garantir a estabilidade do sistema (a parte real dos

três autovalores do polinômio p3(λ) negativos), na interseção dos gráficos dos sinais dos

Bi, segundo Hurwitz.
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Figura 4.7: Curvas de P (Ω) e S(Ω) versus a frequência Ω.

Figura 4.8: Curva P (Ω) - S(Ω) versus a frequência Ω.

Verificamos então que para Ω variando nos intervalos (0.9, 1.002) e (1.355, 1.5), as

condições do critério R-H são satisfeitas, e portanto temos estabilidade. Para Ω variando

no intervalo de (1.002, 1.355) o critério R-H não é satisfeito e, portanto, temos instabili-

dade no sistema. A figura (4.10) mostra a região de instabilidade do sistema (dada pelos

pontos azuis), em relação a amplitude do sistema versus a frequência de oscilação do

motor Ω.

Verificamos que o ponto Ω = 0.943 que é uma das soluções encontradas para a equação

(4.58), está dentro do intervalo de estabilidade do sistema e, segundo Kononenko [1], esse



4.5. Parâmetro de Controle: Frequência de oscilação do motor Ω 51

Figura 4.9: Valores dos sinais dos coeficientes do critério R-H versus a frequência Ω.

Figura 4.10: Região de instabilidade do sistema para o parâmetro de controle Ω

é um ponto em que o sistema sofre oscilações forçadas. Já a outra solução Ω = 1.082 da

equação (4.58), está no intervalo de instabilidade do sistema. Nesse caso o sistema não

sofre oscilações forçadas e dizemos que o ponto Ω = 1.082 é não realizável. Isto ocorre

devido à amplitude (nesse caso a amplitude do bloco), assumir apenas valores para o

estado estável do sistema. Esses valores tendem a saltar o intervalo de instabilidade do

sistema e, nesse caso não assumem valores para Ω = 1.082.
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4.6 Parâmetro de Controle: Coeficiente de amorte-

cimento do bloco c1

Tomamos c1 como parâmetro de controle da equação (4.57) e calculamos a amplitude

a1 do bloco em função de c1. Tomamos alguns valores fixos para a frequência de oscilação

do motor Ω para verificar a estabilidade do pêndulo eletromecânico. Os valores tomados

estão dentro das regiões de estabilidade e instabilidade do sistema dinâmico segundo a

figura (4.10).

Nosso objetivo nesta seção é verificar se o comportamento do sistema é alterado quando

variamos o coeficiente de amortecimento do bloco c1. Fizemos o estudo do critério R-H

com o referido programa em Matlabr tomando os valores dos parâmetros da tabela (4.1)

(com exceção de c1).

4.6.1 Valor fixo da frequência de oscilação do motor Ω = 0.995

A figura (4.11) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1, 2, 3 e 4, onde B4 =

B1 ·B2−B3. A análise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 1.5) o comportamento

do sistema dinâmico é sempre estável para as condições apresentadas nesta seção.

Figura 4.11: Critério R-H para Ω = 0.995.
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4.6.2 Valor fixo da frequência de oscilação do motor Ω = 1.1

A figura (4.12) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1, 2, 3 e 4, onde B4 =

B1 · B2 − B3. A análise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 0.582) o sistema é

instável e no intervalo (0.582, 1.5) o sistema é estável.

Figura 4.12: Critério R-H para Ω = 1.1.

A figura (4.15) mostra a região de instabilidade do sistema dinâmico dados pelos

pontos azuis.

Figura 4.13: Região de instabilidade para Ω = 1.1
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4.6.3 Valor fixo da frequência de oscilação do motor Ω = 1.4

A figura (4.14) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1, 2, 3 e 4, onde B4 =

B1 · B2 − B3. A análise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 0.071) o sistema é

instável e no intervalo (0.071, 1.5) o sistema é estável.

Figura 4.14: Critério R-H para Ω = 1.4.

A figura (4.15) mostra a região de instabilidade do sistema dinâmico dados pelos

pontos azuis.

Figura 4.15: Região de instabilidade para Ω = 1.4
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Como nesta seção tomamos a variação da amplitude a1 em função do coeficiente de

amortecimento c1, fixando valores para os demais parâmetros da equação (4.57) (em

particular Ω próximo de 1), já era esperado que os valores da amplitude a1 cresceriam

bruscamente para valores de c1 próximos de zero.

Nosso objetivo foi analisar o comportamento do sistema do pêndulo eletromecânico

variando outro parâmetro da equação resposta de frequência. Os valores tomados para a

frequência de oscilação do motor Ω = 0.955 e Ω = 1.4 estão dentro da região de estabi-

lidade, e Ω = 1.1 está dentro da região de instabilidade conforme a figura (4.10). Porém

verificamos que o comportamento do sistema dinâmico pode alterar quando variamos o

coeficiente de amortecimento do bloco c1, já que a figura (4.10) foi obtida para o valor

fixo de c1 = 0.105. Isto mostra a grande dependência entre o comportamento do sistema

do pêndulo eletromecânico em relação a seus parâmetros.



Caṕıtulo 5

Conclusões e Sugestões para

trabalhos futuros

5.1 Conclusão

O objetivo deste trabalho foi investigar o comportamento do pêndulo eletromecânico

com excitação vertical. Inicialmente, tentamos aplicar a Teoria de Perturbação no sistema

de equações que descrevem o sistema para encontrarmos soluções anaĺıticas. Devido

à complexidade das equações que modelam o sistema, não foi posśıvel encontrar tais

soluções, mesmo em primeira aproximação. O sistema apresentou várias ressonâncias

internas, mas as análises feitas neste trabalho consideraram apenas a interação ressonante

entre o bloco e o motor. Apresentamos a seguir os principais resultados obtidos e as

perspectivas de trabalhos futuros.

Obtivemos as equações que descrevem o sistema do pêndulo eletromecânico através

das equações de Euler-Lagrange e devido a não linearidade das equações, fizemos algumas

simplificações no sistema para aplicar o método da média. Mesmo assim, o sistema

simplificado não admitiu uma solução anaĺıtica para a equação do pêndulo, por se tratar

da equação de Mathieu. Para encontrar uma solução para a equação de Mathieu aplicamos

a ela alguns métodos perturbativos considerando o valor da frequência do pêndulo perto

e longe da ressonância. Para a análise do sistema tomamos a solução da equação de

56
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Mathieu longe da ressonância.

Na expansão direta verificamos que o sistema tinha várias ressonâncias entre bloco,

motor e pêndulo. Para a aplicação do método da média tomamos o sistema com res-

sonância apenas entre bloco e motor. Dessa forma encontramos as equações variacionais

do sistema e aplicamos a elas o método da média.

Fizemos a simulação numérica das equações médias e verificamos que as soluções esta-

bilizaram com o passar do tempo. Desse modo tomamos as equações algébricas associadas

para fazer a análise do comportamento do pêndulo eletromecânico através do critério R-H.

Porém as equações obtidas não permitiram um estudo anaĺıtico devido a sua não lineari-

dade e ao grande número de parâmetros envolvidos. Assim, calculamos numericamente

as condições do critério R-H e a análise do comportamento do sistema foi feita através

dos gráficos obtidos.

As curvas obtidas através da solução da equação resposta de frequência utilizando

como parâmetro de controle a frequência de oscilação do motor Ω mostraram que o sis-

tema tem um comportamento peculiar, já que as curvas obtidas são parecidas com as

apresentadas na literatura pesquisada. Com as condições apresentadas neste trabalho e

analisando as figuras obtidas, verificamos que o sistema do pêndulo eletromecânico com

excitação vertical apresenta um comportamento instável para valores de frequência do

motor Ω próximos de 1, conforme hav́ıamos previsto anteriormente.

Quando calculamos a amplitude do bloco a1 em função da frequência de oscilação do

motor Ω fixando os demais parâmetros do sistema, vimos que o sistema sofre oscilações

forçadas apenas para o valor de Ω = 0.943 e que o outro valor de Ω em que o sistema

pode sofrer oscilações forçadas não é realizável, pois tal valor se encontra na região de

instabilidade segundo o critério R-H. Porém também vimos que o comportamento do

sistema pode ser alterado quando tomamos valores diferentes para os outros parâmetros

do sistema dinâmico. Isto ficou evidente quando tomamos o coeficiente de amortecimento

do bloco c1 como parâmetro de controle do sistema.

Na análise dos autovalores do polinômio caracteŕıstico associado ao sistema, encon-

tramos um autovalor com parte real nula que classifica o ponto de equiĺıbrio como sendo

não hiperbólico. Neste caso não garantimos a equivalência topológica entre o sistema

linear associado e o sistema não linear. Então restringimos nosso estudo apenas as varie-

dades hiperbólicas.
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5.2 Trabalhos futuros

Outras análises e considerações podem ser feitas para estudos futuros do sistema

pêndulo eletromecânico com excitação vertical, como considerar outras ressonâncias inter-

nas no sistema. A álgebra para outras considerações de ressonâncias modifica as equações

variacionais do sistema, sendo necessária a realização de novos cálculos para a obtenção

das equações médias. Consequentemente a análise do comportamento do sistema segundo

o critério R-H também fica modificada. Além disso, o estudo das variedades centrais pode

determinar todo o comportamento do sistema e assim a análise não fica restrita apenas

às variedades hiperbólicas.

Considerando a literatura pesquisada neste trabalho, podemos aprofundar a análise

verificando a ocorrência de bifurcações no sistema, assim como o efeito Sommerfeld.

A utilização da solução encontrada para a equação de Mathieu com ressonância também

modifica toda a análise do sistema e ainda podemos considerar outra abordagem para a

obtenção desta solução ou outra forma de simplificar o sistema.



Apêndice A

Programas em Matlab r

% arquivo M criteriorh.m

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%PARA CALCULAR A CURVA DE FREQUENCIA RESPOSTA DO SISTEMA

DO PENDULO ELETROMECANICO COM EXCITAÇAO VERTICAL E AS

CONDIÇOES DO CRITERIO RH

%Para calcular a curva obtida por Elias, L.J. no estudo do

pendulo eletromecanico com excitaçao vertical -

Dissertaçao de Mestrado

%O sistema e analisado com ressonancia entre bloco e motor,

e sem ressonancia entre bloco e pendulo. Uma analise de um

sistema analogo foi feito por kononenko, obtendo-se assim,

curvas de caracteristicas parecidas.

%Aqui vou calcular como a frequêcia do motor varia com a

variaç~ao da amplitude de oscilaç~oes do motor.

%Os coeficientes definidos abaixo s~ao os mesmos utilizados

em linguagem fortran para simular o sistema dinâmico pendulo

nao ideial na condiç~ao longe da ressonância.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Parametros utilizados

g=9.81;m1=5.008;m2=0.998;m3=1.095;l=1.125;r=1.105;c1=0.106;

c3=0.109;k1=0.306;a=0.025;b=0.065;j=0.045;

%Parametro de controle, intervalo, tamanho do passo,
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quantidade de iteraçoes

Omega(1)=0.9;Omegaf=1.5;h=0.0005;1=abs(Omega(1));

x2=abs(Omegaf);n=floor((x2-x1)/h);

%Coeficientes associados ao sistema

m=m1+m2+m3;

beta2=(m2*r^2) + j;

omega1=sqrt(k1/m);

%EQUAÇAO DA AMPLITUDE

a1(1)=(m2*r*Omega(1)^2)/(2*l*m*sqrt((Omega(1)-1)

^2+(c1^2)/(4*k1*m)));

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%CRITERIO RH SEGUNDO HURWITS

%1 CONDIÇAO DO CRITERIO RH

B1(1)=(1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(1))^2)/

(2*(Omega(1))^2))+(c1/(sqrt(k1*m))));

if B1(1)>0;

G1(1)=1;

elseif B1(1)<0;

G1(1)=-1;

else

G1(1)=0;

end

%COEFICIENTES DA 2 CONDICAO DO CRITERIO RH

D1(1)=(-(1/(omega1*beta2))*(b+((c1*l^2*(a1(1)^2))/

(2*Omega(1)^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

D2(1)=-(1/(omega1*beta2))*(b+((c1*l^2*(a1(1)^2))/

(2*Omega(1)^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

D3(1) =(-c1/(sqrt(k1*m)))*(-c1/(sqrt(k1*m)));

D4(1) = (-(Omega(1)-1)/a1(1))*((Omega(1)-1)*a1(1));

D5(1)=((c1*a1(1))/(Omega(1)*sqrt(k1*m)))*(-(c1*l^2

*a1(1))/(2*beta2*omega1*Omega(1)));

D6(1)=(-(m*l^2*(a1(1))^2*(Omega(1)-1))/(beta2*Omega(1)))
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*((Omega(1)-2)/Omega(1));

% SEGUNDA CONDIÇAO DO CRITERIO RH

B2(1) = D1(1) + D2(1) + D3(1) - D4(1) - D5(1) - D6(1);

if B2(1)>0;

G2(1)=2;

elseif B2(1)<0;

G2(1)=-2;

else

G2(1)=0;

end

% COEFICIENTES DA TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH

F1(1)=((-1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(1))^2)/

(2*(Omega(1))^2))))*(-(Omega(1)-1)/a1(1))*

((Omega(1)-1)*a1(1));

F2(1)=((c1*a1(1))/(Omega(1)*sqrt(k1*m)))*

(-(c1*l^2*a1(1))/(2*beta2*omega1*Omega(1)))

*(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F3(1)=(-(m*l^2*(a1(1))^2*(Omega(1)-1))/

(beta2*Omega(1)))*((Omega(1)-2)/Omega(1))*

(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F4(1)=((-1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(1))

^2)/(2*(Omega(1))^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)))*

(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F5(1) = (-(c1*l^2*a1(1))/(2*beta2*omega1*Omega(1)))

*((Omega(1)-1)*a1(1))*

((Omega(1)-2)/Omega(1));

F6(1) = (-(m*l^2*(a1(1))^2*(Omega(1)-1))/

(beta2*Omega(1)))*((c1*a1(1))/(Omega(1)*sqrt(k1*m)))

*(-(Omega(1)-1)/a1(1));

% TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH

B3(1) = F1(1) + F2(1) + F3(1) - F4(1) - F5(1) - F6(1);

if B3(1)>0;
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G3(1)=3;

elseif B3(1)<0;

G3(1)=-3;

else

G3(1)=0;

end

% QUARTA CONDICAO DO CRITERIO RH

B4(1) = B1(1)*B2(1) - B3(1);

if B4(1)>0;

G4(1)=4;

elseif B4(1)<0;

G4(1)=-4;

else

G4(1)=0;

end

%Equaçao torque do motor

L(1)=(m/(k1))*(a-b*omega1*Omega(1));

%Equacao de oscilaçao forçada

S(1)=((c1*l^2)/(2*omega1*Omega(1)))*(a1(1))^2;

%Equacao frequencia de oscilacoes forcadas

H(1)=L(1)-S(1);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Calculando os demais pontos da frequencia de oscilaçao

do bloco a1 e da frequencia de oscilaçao do motor, e

avaliando em cada caso o criterio RH para tais pontos

for i=1:n

Omega(i+1)=Omega(i)+h;

a1(i+1)=(m2*r*Omega(i+1)^2)/(2*l*m*sqrt((Omega(i+1)

-1)^2+(c1^2)/(4*k1*m)));

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

B1(i+1) = (1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(i+1))^2)

/(2*(Omega(i+1))^2))+ (c1/(sqrt(k1*m))));
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if B1(i+1)>0;

G1(i+1)=1;

elseif B1(i+1)<0;

G1(i+1)=-1;

else

G1(i+1)=0;

end

%COEFICIENTES DA 2 CONDICAO DO CRITERIO RH

D1(i+1)=(-(1/(omega1*beta2))*(b+((c1*l^2*(a1(i+1)^2))

/(2*Omega(i+1)^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

D2(i+1)=(-(1/(omega1*beta2))*(b+((c1*l^2*(a1(i+1)^2))

/(2*Omega(i+1)^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

D3(i+1) = (-c1/(sqrt(k1*m)))*(-c1/(sqrt(k1*m)));

D4(i+1) = (-(Omega(i+1)-1)/a1(i+1))*((Omega(i+1)-1)

*a1(i+1));

D5(i+1) = ((c1*a1(i+1))/(Omega(i+1)*sqrt(k1*m)))*

(-(c1*l^2*a1(i+1))/(2*beta2*omega1*Omega(i+1)));

D6(i+1) = (-(m*l^2*(a1(i+1))^2*(Omega(i+1)-1))/

(beta2*Omega(i+1)))*((Omega(i+1)-2)/Omega(i+1));

% SEGUNDA CONDIÇAO DO CRITERIO RH

B2(i+1) = D1(i+1) + D2(i+1) + D3(i+1) - D4(i+1)

- D5(i+1) - D6(i+1);

if B2(i+1)>0;

G2(i+1)=2;

elseif B2(i+1)<0;

G2(i+1)=-2;

else

G2(i+1)=0;

end

% COEFICIENTES DA TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH

F1(i+1) = ((-1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(i+1))

^2)/(2*(Omega(i+1))^2))))*(-(Omega(i+1)-1)/a1(i+1))*



64

((Omega(i+1)-1)*a1(i+1));

F2(i+1) = ((c1*a1(i+1))/(Omega(i+1)*sqrt(k1*m)))*

(-(c1*l^2*a1(i+1))/(2*beta2*omega1*Omega(i+1)))*

(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F3(i+1) = (-(m*l^2*(a1(i+1))^2*(Omega(i+1)-1))/

(beta2*Omega(i+1)))*((Omega(i+1)-2)/Omega(i+1))*

(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F4(i+1) = ((-1/(beta2*omega1))*(b+((c1*l^2*(a1(i+1))^2)

/(2*(Omega(i+1))^2))))*(-c1/(2*sqrt(k1*m)))*

(-c1/(2*sqrt(k1*m)));

F5(i+1) = (-(c1*l^2*a1(i+1))/(2*beta2*omega1

*Omega(i+1)))*((Omega(i+1)-1)*a1(i+1))*

((Omega(i+1)-2)/Omega(i+1));

F6(i+1) = (-(m*l^2*(a1(i+1))^2*(Omega(i+1)-1))/

(beta2*Omega(i+1)))*((c1*a1(i+1))/(Omega(i+1)*

sqrt(k1*m)))*(-(Omega(i+1)-1)/a1(i+1));

% TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH

B3(i+1)=F1(i+1) + F2(i+1) + F3(i+1) -

F4(i+1) - F5(i+1) - F6(i+1);

if B3(i+1)>0;

G3(i+1)=3;

elseif B3(i+1)<0;

G3(i+1)=-3;

else

G3(i+1)=0;

end

% QUARTA CONDICAO DO CRITERIO RH

B4(i+1) = B1(i+1)*B2(i+1) - B3(i+1);

if B4(i+1)>0;

G4(i+1)=4;

elseif B4(i+1)<0;

G4(i+1)=-4;
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else

G4(i+1)=0;

end

%Equaçao torque do motor

L(i+1)=(m/(k1))*(a-b*omega1*Omega(i+1));

%Equacao de oscilaçao forçada

S(i+1)=((c1*l^2)/(2*omega1*Omega(i+1)))*(a1(i+1))^2;

%Equacao frequencia de oscilacoes forcadas

H(i+1)=L(i+1)-S(i+1);

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

Para plotar o grafico da amplitude do bloco a1 versus

a frequencia de oscilaçao do motor

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

plot(Omega, a1, ’r.’)

% Para plotar o grafico dos coeficientes do criterio RH

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%plot(Omega, G1,’r.’, Omega,G2,’b.’,Omega,G3,’g.’,Omega

, G4,’k.’)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Para plotar o grafico das curvas das funçoes L e S

versus a frequencia de oscilaçao do motor Omega

%plot(Omega, S, ’r’, Omega, L,’r’)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Para plotar o grafico da funçao S versus a frequencia

de oscilaçao do motor Omega

%plot(Omega, S, ’r.’)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Para plotar o grafico da funçao L-S versus a frequencia

de oscilaçao do motor Omega

%plot(Omega,H,’r’)
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- Unesp, São José do Rio Preto, 2009.

[8] NAYFEH, A.H., Perturbation Methods, New York: John Wiley & Sons, 1993

66



[9] NAYFEH, A.H., Nonlinear Oscillations, New York: John Wiley & Sons, 1995

[10] NAYFEH, A.H., Introduction to Perturbation Techniques, New York : John Wiley

& Sons, 1981.
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