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�...é impossível expliar honestamente as belezas ontidas nas leis danatureza, de uma forma que as pessoas possam senti-las, sem que elastenham uma boa ompreensão da matemátia.� (Rihard Feynman)



Resumo
Ao longo da última déada o método adjunto tem sido onsolidado omo umadas mais versáteis e bem suedidas ferramentas de otimização aerodinâmia eprojeto inverso na Dinâmia dos Fluidos Computaional. Ele se tornou uma áreade pesquisa por si só, riando uma grande variedade de apliações e uma literaturaprolí�a. Entretanto, alguns aspetos relevantes do método permaneem aindarelativamente pouo explorados na literatura, omo é o aso das ondições deontorno adjuntas e, mais espei�amente, om respeito a fronteiras permeáveis.Esta dissertação disute detalhadamente uma nova forma de tratar o problemade ontorno, que tem omo objetivo assegurar que as equações adjuntas sejambem�postas.O prinipal objetivo da otimização aerodinâmia onsiste na tentativa de mi-nimizar (ou maximizar) uma determinada medida de mérito. As apliações deprojeto inverso são desenvolvidas para esoamentos Euler 2�D ao redor de aero-fólios, representados om a parametrização CST (Class�Shape funtion Transfor-mation) proposta por Kulfan e Bussoletti (2006), em regime de v�o trans�nioe om domínio disretizado por malhas não�estruturadas de triângulos atravésde um ilo de projeto, que utiliza o método steepest desent omo algoritmo debusa da direção que minimiza (ou maximiza) a função de mérito.As equações adjuntas são derivadas na sua formulação ontínua e suas on-dições de ontorno são determinadas por equações difereniais araterístias ad-juntas e relações de ompatibilidade ompatíveis om as variações realizáveis dafísia do esoamento. As variáveis adjuntas são, então, vistas omo forças de vín-ulo generalizadas, que asseguram a realizabilidade de variações do esoamento.Palavras have: método adjunto, otimização, aerodinâmia, dinâmia dos �ui-dos omputaional, ondições de ontorno.



Abstrat
Over the last deade the adjoint method has been onsolidated as one ofthe most versatile and suessful tools of aerodynami optimization and inversedesign in Computational Fluid Dynamis. It has beome a researh area of itsown, spawning a large variety of appliations and a proli� literature. Yet, somerelevant aspets of the method remain relatively less explored in the literature.Suh is the ase with the adjoint boundary onditions and, more spei�ally, withregard to permeable boundaries. This dissertation disusses at length a novelapproah to the boundary problem, whih aims at ensuring the well�posednessof the adjoint equations.The main goal of aerodynami optimization onsists in attempting to mini-mize (or maximize) a ertain mesure of merit. The inverse design appliations aredeveloped for 2�D Euler �ows around airfoils, represented with the CST (Class�Shape funtion Transformation) parameterization proposed by Kulfan and Bus-soletti (2006), in the transoni �ight regime and domain disretized by triangleunstrutured meshes in a design loop whih makes use of the steepest desentmethod as searh diretion that minimizes (or maximizes) the mesure of merit.Adjoint equations are derived in the ontinuous formulation and their bound-ary onditions are determined by adjoint harateristi di�erential equations andompatibility relations. The latter are derived so as to be ompatible with therealizable variations of physial quantities. The adjoint variables are seen asgeneralized onstraint fores, whih ensure the realizability of �ow variations.Key words: adjoint method, optimization, aerodynamis, omputational �uiddynamis, boundary onditions.
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ℓ0 Comprimento araterístio,
m Número de onda,
M Matriz de transformação das variáveis onservadas para primitivas,
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1
1 Introdução

De modo a ompreender melhor os fen�menos físios da natureza, o homem,ao longo de sua existênia, sempre prourou desenvolver modelos matemátiospara desrevê�los em diversos níveis de aproximação. O movimento de �uidos,em partiular, é ompletamente desrito pelas leis de onservação de três propri-edades básias: massa, quantidade de movimento e energia (HIRSCH, 1988a).Estas leis de onservação são representadas matematiamente por um sistemade equações difereniais à derivadas pariais (PDE1's) não�lineares para os quaisnão são onheidas soluções analítias gerais, mas, apenas, de uma pequena ole-ção de problemas om interesse prátio limitado. Assim, o únio modo de analisaro esoamento sobre on�gurações omplexas, om on�ança, sempre foi a expe-rimentação em laboratórios. Entretanto, ela tem um usto muito elevado e, nemsempre é possível realizá�la pela di�uldade de reprodução das ondições reaisomo, por exemplo, em esoamentos supers�nios à grandes altitudes (MALISKA,2004).Assim, om o advento do omputador, houve um grande esforço no sentidode desenvolver métodos numérios para resolver este tipo de problema, o queresultou na riação de uma nova área da Meânia dos Fluidos onheida porDinâmia dos Fluidos Computaional (CFD2). Iniialmente, devido a grandeslimitações de proessamento das máquinas e, também, dos métodos numériosonheidos, era possível resolver apenas equações que modelavam fen�menos físi-os de forma bastante simpli�ada. Contudo, é importante destaar que, apesarde sua simpliidade, métodos omo o dos painéis foram muito úteis na indústriaaeronáutia.As inontáveis possibilidades de apliações que a CFD propiiava levou àintensas investigações realizadas pela aademia e que resultaram em métodos nu-mérios mais robustos e on�áveis. Este fato aliado ao vertiginoso resimento dosreursos omputaionais, tanto no que diz respeito à veloidade de proessamento1sigla em inglês para Partial Di�erential Equation.2sigla em inglês para Computational Fluid Dynamis.



0 Introdução 2quanto na apaidade de armazenamento, permitiram resolver numeriamente asequações que governam o esoamento em sua forma mais ompleta, om níveisde preisão razoáveis e em períodos de tempo plausíveis, tornando a CFD umaferramenta ainda mais importante na indústria aeronáutia, já que possibilitavaa análise de on�gurações alternativas a ustos signi�ativamente mais baixos doque ensaios em túneis de vento, desempenhando, assim, função omplementar aestes (GILES, 1997; JAMESON, 1997; MACCORMACK, 1993; SANTOS, 1993).Apesar de reduzir os ustos no projeto de aeronaves, a CFD era utilizadaapenas omo ferramenta de análise e a estratégia geralmente adotada no projetodestas ontinuava a ser a tentativa e erro, em que se propõe uma geometria eanalisam�se os resultados das simulações, de maneira a obter o efeito desejado.Todavia, essa abordagem depende em larga margem da experiênia aumuladado projetista e suas hanes de suesso diminuem sensivelmente à medida que seimpõem ondições mais elaboradas ao projeto.Isto oorre porque não há omo garantir que um método de tentativa e erroexplore adequadamente o espaço de soluções viáveis. Santos (1995) apresenta umaaraterização geral dos métodos de projeto inverso e otimização, que podem terum impato muito positivo nessa situação. Combinados om reursos de CFD,eles permitem uma exploração mais e�iente do espaço de soluções de projeto.A utilização de ténias numérias para otimização de per�s aerodinâmios emesoamentos trans�nios foi iniiada por Hiks, Murman e Vanderplaats (1974)e posteriormente extendida para o projeto de asas por Hiks e Henne (1978).Desde então, diversos métodos de otimização aerodinâmia foram desenvolvidos,dentre eles o método Modi�ed Garabedian�MFadden (MGM) baseado no mo-delo potenial linearizado do esoamento (SANTOS, 1993; VOLPE, 2004; VOLPE,2005; VOLPE et al., 2007) e o método adjunto (JAMESON, 1988; REUTHER, 1996;SANTOS, 1995; JAMESON; NADARAJAH, 2000; JAMESON; SRIRAM; MARTINELLI,2003; JAMESON; KIM, 2003a), tema desta dissertação.Os métodos de projeto inverso omparam a distribuição de uma quantidadefísia de interesse a uma distribuição desejada, espei�ada previamente pelousuário omo o oe�iente de pressão, por exemplo. Com base nessa omparação,esses métodos estimam alterações da geometria que produziriam o efeito desejado.Desta forma é possível, dentre outras oisas, evitar gradientes de pressão adversosque induziriam à separação prematura da amada limite em esoamentos ao redorde aerofólios.Em geral, não há qualquer garantia de que a distribuição desejada seja fatí-



0 Introdução 3vel, ou que implique em melhores oe�ientes aerodinâmios, uma vez realizada.Além disso, não se pode garantir que a on�guração obtida represente uma solu-ção ótima para as ondições presritas. Assim, a experiênia aumulada mantémsua relevânia, apenas num nível diferente. Não mais se proura espei�ar umageometria que permita alançar efeitos desejáveis, mas uma distribuição objetivoque orresponda a tais efeitos.Os métodos de otimização, por outro lado, proporionam uma abordagemmais abrangente do projeto aerodinâmio. Essenialmente, esses métodos busamextremos de funções de mérito previamente de�nidas, que representam pontos demáximo ou mínimo loais no espaço de projeto. De qualquer modo, a existêniade um extremo, ainda que loal, deve orresponder a uma on�guração ótimaom respeito à partiular medida de mérito adotada.Como já dito, em problemas inversos existe a possibilidade de que a distribui-ção de pressão desejada não seja realizável3. Esta di�uldade pode ser ontornadatratando o problema omo um aso partiular de um problema de otimização, omuma função de mérito que mede o erro na solução do problema inverso. Destaforma, o proesso deve levar até a solução realizável mais próxima do desejado, nosentido dos mínimos quadrados. Assim, onverte�se um problema possivelmentemal�posto em um problema bem�posto (JAMESON, 2003). Por exemplo, se pd éa pressão de superfíie desejada, pode�se tomar a função de mérito I omo sendoa integral:
I =

1

2

∫

Bw

(p− pd)
2 ds (1.1)É laro que as funções de mérito permitem de�nições bastante variadas. Alémda medida do erro om respeito a uma distribuição de pressões desejada, aindapodem representar integrais de sustentação, arrasto, ou até mesmo a razão dasustentação pelo arrasto. A título de ilustração, a equação (1.2) abaixo mostrauma medida de mérito, representada por uma integral de arrasto, utilizada porReuther (1996).

I = Cd =
1

1
2
γp∞M2

∞c

∮

Bw

p
∂y

∂ξ
dξ (1.2)onde γ é a razão de alores espeí�os, p∞ e M∞ são, respetivamente, a pressãoe o número de Mah do esoamento não�perturbado, c é a orda do aerofólio Bwe ξ é a oordenada generalizada tangente à superfíie do mesmo (apêndie B).Há ainda a questão da realizabilidade. Em prinípio, ela implia que se im-ponham restrições ao problema que a garantam. Em apliações de aerodinâmia,3entenda�se por realizável uma distribuição de pressão que satisfaça as equações que gover-nam a físia do esoamento.



1.1 Cenário Atual e Esopo do Trabalho 4as ondições de realizabilidade são as equações que governam o esoamento. Emúltima análise, a imposição destas omo restrições ao problema de otimizaçãodepende da forma omo o problema é equaionado.A teoria de ontrole de sistemas governados por equações difereniais (LIONS,1971) proporiona os fundamentos oneituais e o formalismo neessários a essaatividade. O método iniialmente proposto por Pironneau (1983) para proble-mas elíptios e, mais tarde extendido para esoamentos trans�nios por Jameson(1988) �ou onheido omo método adjunto e faz uso desses reursos om duplavantagem: de um lado, ao impor as equações da meânia dos �uidos omo res-trições ao problema variaional, projetam-se as variações da medida de mérito noespaço das soluções realizáveis; de outro, essas restrições permitem uma simpli-�ação exepional no álulo do gradiente de sensibilidade, om a onseqüenteredução do seu usto omputaional.1.1 Cenário Atual e Esopo do TrabalhoO Núleo de Dinâmia e Fluidos (NDF�EPUSP) iniiou investigação nessaárea om a partiipação no Projeto FAPESP4 2000/13768�4 (VOLPE, 2004; VOLPE,2005). Trabalhando juntamente om pesquisadores da EMBRAER5 e da ESSS6,desenvolveu�se uma rotina de projeto inverso aerodinâmio baseada no métodoMGM (VOLPE et al., 2007), que se aplia ao regime de esoamento trans�nio etem omo �nalidade obter uma geometria que aproxime a distribuição de pressõesdesejada, espei�ada a priori.Esta dissertação, juntamente om os trabalhos de Ceze (2008) e Chieregatti(2008), têm omo objetivo ampliar essa investigação e onsolidar no NDF umalinha de pesquisa na área de otimização e projeto inverso aerodinâmio ao realizarum estudo teório aprofundado do método adjunto.A e�iênia deste método, naturalmente, instigou o interesse da indústriaa utilizá�lo na fase de onepção de aeronaves (JAMESON, 1997), onde, ainda,predominam métodos de projeto inverso assoiados a modelos espeí�os do es-oamento omo o potenial ompressível linearizado (NAIK et al., 1995; OLIVEIRA;TRAPP; MACEDO, 2003; SADRI; LEBLOND; PIPERNI, 2002). Entretanto, traba-lhos propostos nas áreas de interferênia aerodinâmia e integração propulsiva(FUJITA, 2002; MAKINO; IWAMIYA; LEI, 2003; RODRIGUEZ, 2003; KIM; KOC; NA-4Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de São Paulo5Empresa Brasileira de Aeronáutia6Engineering Simulation and Sienti� Software, Ltda.� SC, Brasil



1.1 Cenário Atual e Esopo do Trabalho 5KAHASHI, 2005) revelam uma tendênia pela adoção do método adjunto (VOLPE,2005). Todavia, no Brasil, devido a esassez de reursos, ainda não se atingiumassa rítia su�iente nas pesquisas nesta área para que sua implementação nosetor aeroespaial brasileiro seja viável.A�m de viabilizá�la em um futuro próximo, propõe�se iniiar um estudo dométodo através de uma apliação restrita e relativamente simples: a otimizaçãode aerofólios imersos em esoamentos modelados pelas equações de Euler bidi-mensionais que, apesar de representarem uma simpli�ação da físia que governao movimento dos �uidos, retêm a não�linearidade do termo onvetivo, que temfundamental importânia no problema de ontorno, inlusive quando se mode-lam esoamentos visosos. Para tanto, o domínio será disretizado em malhasnão�estruturadas de triângulos, om as propriedades do esoamento atribuídasao entróide dos elementos, e as equações difereniais serão resolvidas numeria-mente om a utilização do método dos volumes �nitos em um esquema entradoom adição de dissipação arti�ial.Vale aresentar que o emprego de uma formulação bidimensional do métodoadjunto em apliações tridimensionais, via seções de ontrole, é uma alternativaà omplexidade de uma formulação inteiramente tridimensional. Embora estaúltima seja, ertamente, mais �el à físia do esoamento, a primeira pode serempregada om suesso em apliações de interferênia aerodinâmia, onformereportam Kim, Ko e Nakahashi (2005). En�m, além de ser bastante apropriadapara uma exploração introdutória do tema, ela permite apliações prátias deinteresse imediato na indústria.O esopo deste trabalho, em partiular, é estender o proedimento de obten-ção de ondições de ontorno adjuntas proposto por Volpe e Santos (2009) emesoamentos unidimensionais para problemas multidimensionais. É importantenotar que, aqui, não há nenhuma pretensão em esgotar as possibilidades de estudodo método adjunto, mas, apenas, ontribuir om o tratamento de suas ondiçõesde ontorno, que são pouo exploradas na literatura. Para isso, propõem�se �ons-truir� o problema adjunto à imagem e semelhança das equações de Euler 2�D,om ambos os problemas de ontorno baseados em relações difereniais arate-rístias e variáveis de Riemann, garantindo a ompatibilidade entre os problemasprimal e dual.



1.2 Diferenças Finitas Versus Adjunto 61.2 Diferenças Finitas Versus AdjuntoComo já dito anteriormente, medidas de mérito (I) relevantes às apliaçõesaerodinâmias podem representar integrais de arrasto ou de uma medida de erroom respeito a uma distribuição de pressões desejada omo mostram as equações(1.1) e (1.2). Portanto, geralmente, estas envolvem funionais ou funções quedependem das variáveis do esoamento Q e da geometria de suas fronteiras F(JAMESON; KIM, 2003b; REUTHER, 1996). Assim,
I = I (Q,F) (1.3)Em geral F pode ser representada omo função das oordenadas X , espe-i�ada por um onjunto de parâmetros B : F = F(X ,B). Estes parâmetrospodem ser, por exemplo, oe�ientes de um onjunto de funções de forma. Varia-ções da geometria δF podem ser produzidas por alterações nos parâmetros δB e,naturalmente, elas impliam em variações no ampo do esoamento δQ. Assim,pode�se esrever:

δI =
∂IT

∂Q
δQ +

∂IT

∂F δF (1.4)Em prinípio, a sensibilidade da medida de mérito a variações da geometriaé medida pelo gradiente:
∂I

∂B =
∂IT

∂Q

∂Q

∂B +
∂IT

∂F
∂F
∂B (1.5)Note que os termos ∂IT /∂Q e ∂IT /∂F são failmente obtidos, dado que seonhee a expressão da função de mérito que se deseja otimizar. Além do mais,para F(X ,B) onheida, as derivadas ∂F/∂B podem ser estimadas sem maioresdi�uldades. Entretanto, o termo ∂Q/∂B tem avaliação mais ompliada. Umavez que, em geral, não se onhee expliitamente a dependênia das variáveisdo esoamento om respeito aos parâmetros que ontrolam a geometria. Alémdo mais, não é possível garantir a realizabilidade das variações no ampo doesoamento δQ, que não foi imposta à equação (1.5).A forma mais direta de se ataar o problema seria avaliar a equação (1.5) pordiferenças �nitas. Em linhas gerais, o proedimento envolveria obter a soluçãoonvergida para a geometria original F(X ,B), que seria a solução base. Emseguida, ada um dos parâmetros de F seria perturbado individualmente, Bi+δBi,enquanto os demais manteriam seus valores originais. Para ada uma dessasperturbações, seria obtida a solução onvergida orrespondente. Os valores da



1.2 Diferenças Finitas Versus Adjunto 7medida de mérito seriam alulados para as soluções perturbadas e a solução base.De posse desses resultados, seria possível estimar numeriamente o gradiente desensibilidade om relação a ada um dos parâmetros que de�nem a geometriaatravés da seguinte expressão:
∂I

∂Bi
∼= I(Bi + δBi) − I(Bi)

δBi
(1.6)Então, o vetor gradiente ∂I/∂B, que tem sua preisão limitada pela magni-tude da variação de ada um dos parâmetros δBi, pode ser utilizado para de-terminar a direção de otimização. Para tanto, é possível utilizar, por exemplo,o método steepest desent que aplia um passo �xo λ no sentido negativo dogradiente, obtendo os novos parâmetros otimizados Bi da seguinte maneira:

Bn+1
i = Bni − λ

∂I

∂Bi
(1.7)Este proedimento assegura a realizabilidade das variações δQ à medida quebusa uma solução onvergida do esoamento para ada uma das perturbações.Entretanto, ele o faz a usta de grande aumento do esforço omputaional. Jus-tamente porque requer uma solução onvergida para ada perturbação δBi. Emresumo, se F temN parâmetros, então são neessárias N+1 soluções independen-tes das equações do movimento, levando�se em onta a solução base (JAMESON;NADARAJAH, 2000), para onseguir obter o gradiente de sensibilidade da medidade mérito om relação aos parâmetros que desrevem a geometria da superfíieaerodinâmia que se quer otimizar. É evidente que o usto omputaional destaabordagem �a proibitivo à medida que aumenta o número de parâmetros queontrolam F(X ,B).À prinípio, uma forma de ontornar esta di�uldade seria restringir, a priori,as variações das grandezas físias δQ ao espaço das soluções realizáveis, então,talvez, fosse possível eliminar a neessidade dos aros álulos de ∂Q/∂Bi paraestimar o gradiente de sensibilidade. O método adjunto explora esta possibi-lidade por meio de oneitos de teoria de ontrole para alançar este objetivo.Basiamente, ele impõe as equações que governam o esoamento omo restriçõesao problema variaional e, om isso, impede soluções não realizáveis. Para tanto,onsidera�se que a solução dessas equações depende das variáveis do esoamentoe da forma de suas fronteiras, em termos gerais:

R (Q,F) = 0 (1.8)Assim,R (Q,F) representa o modelo matemátio do esoamento e pode ser as



1.2 Diferenças Finitas Versus Adjunto 8equações de Euler ou Navier�Stokes, por exemplo. Naturalmente, sua variaçãopode ser obtida de modo análogo à variação da medida de mérito dada pelaequação (1.4), desta forma:
δR =

∂R
∂Q

δQ +
∂R
∂F δF = 0 (1.9)Introduzindo as equações do movimento omo restrições à função de méritoatravés de um multipliador de Lagrange, Ψ, tem�se:

δI =
∂IT

∂Q
δQ +

∂IT

∂F δF − ΨT

(
∂R
∂Q

δQ +
∂R
∂F δF

) (1.10)Observe que a introdução destas equações não altera a variação δI, umavez que δR = 0, omo mostra a equação (1.9). Entretanto, impõe�se que asvariações δQ sejam realizáveis. A equação (1.10) ainda pode ser rearranjada demodo onveniente ao agrupar termos da seguinte maneira:
δI =

(
∂IT

∂Q
− ΨT ∂R

∂Q

)

δQ +

(
∂IT

∂F −ΨT ∂R
∂F

)

δF (1.11)Note que a primeira parela envolve variações do ampo do esoamento δQ,enquanto a segunda, apenas variações da geometria δF . Assim, ao �esolher� Ψde forma a satisfazer a equação adjunta:
[
∂R
∂Q

]T

Ψ =
∂I

∂Q
(1.12)A variação da medida de mérito δI pode ser alulada simplesmente pelaexpressão:

δI =

(
∂IT

∂F − ΨT ∂R
∂F

)

δF = GδF (1.13)Portanto, a resolução da equação adjunta (1.12) permite uma simpli�açãona forma �nal de δI, apresentada pela equação (1.13), que é uma onseqüêniadireta da imposição da realizabilidade de δQ através da equação (1.9). Notetambém, que a preisão do gradiente obtido pelo método adjunto não dependemais da magnitude de qualquer variação dos parâmetros δBi omo oorria noaso de diferenças �nitas. Ao lado disso, a independênia da variação δI omrelação a δQ permite que se alule o gradiente de sensibilidade om respeito aqualquer número de parâmetros Bi, sem a neessidade de simulações adiionaisdo esoamento. Essa é a essênia do método adjunto proposto por Jameson(JAMESON, 1988; JAMESON, 1994) para esoamentos trans�nios.Note que ambos os termos ∂R/∂Q (que de�ne os oe�ientes das variáveis



1.2 Diferenças Finitas Versus Adjunto 9adjuntas) e ∂I/∂Q (termo não�homogêneo) da equação (1.12) são independentesdo vetor de variáveis adjuntas Ψ, o que faz da equação adjunta linear. É interes-sante notar que ela seja linear apesar de ser derivada à partir das equações quegovernam esoamentos que são, geralmente, não�lineares (omo no aso das equa-ções de Euler ou Navier�Stokes) e que formulações dos problemas primal e dualsão representações equivalentes do mesmo problema linear7, omo mostram Gilese Piere (1997b). Além disso, sua estrutura onentra no lado esquerdo os ter-mos que dependem apenas das equações que governam o esoamento, enquanto otermo não�homogêneo, no lado direito, é o únio que envolve a partiular medidade mérito adotada.Se, por um lado, a linearidade traz benefíios laros para as apliações; poroutro, a estrutura da equação adjunta tem profundas onseqüênias na formu-lação do método. A separação entre os termos que dependem das equações dameânia dos �uidos e os que envolvem a medida de mérito implia na existêniade um operador adjunto assoiado apenas ao modelo da físia do esoamento.Então, em prinípio, ao se obter o operador assoiado ao modelo em questão,pode�se otimizar uma ampla gama de medidas de mérito, pois isto envolveriamodi�ar apenas o termo não�homogêneo, que por sinal, está presente somentena ondição de ontorno de parede e que, onseqüentemente, onsiste em inte-grais apenas na superfíie aerodinâmia que se deseja otimizar omo mostram asequações (1.1) e (1.2). Outra onseqüênia imediata desta separação é que, emgrande medida, o algoritmo para resolver a equação (1.12) depende do partiu-lar operador adjunto onsiderado, e não do termo forçante. Isso permite enorme�exibilidade na de�nição das medidas de mérito.Vale aresentar que as equações adjuntas são obtidas a partir de uma solu-ção estaionária do esoamento. Assim, as variáveis de estado Q são onstantesdurante o proesso de solução do problema dual e, portanto, o termo [∂R
∂Q

]T nadamais é que uma matriz quadrada 4 × 4 onstante para ada elemento da malhaomputaional durante o proesso de solução do problema adjunto no aso bidi-mensional, por exemplo. Conseqüentemente, basta �invertê�la� para resolver osistema de equações (1.12) e obter a solução adjunta.Embora restritas a problemas mais simples, as soluções analítias baseadas nafunção de Green ilustram perfeitamente as propriedades apontadas aima. Comeste enfoque, Giles e Piere onduziram extensa investigação das propriedadesmatemátias das equações adjuntas e as funções de Green a elas assoiadas (GI-7Observe que a equação (1.9) representa uma linearização do problema primal (1.8) e que oproblema adjunto (dual) advém dessa linearização.



1.3 Cilo de Projeto 10LES; PIERCE, 1997a; GILES; PIERCE, 1998a; GILES; PIERCE, 2000b). Obtiveramsoluções analítias para problemas seleionados (GILES; PIERCE, 2000a) e identi�-aram outras apliações importantes do método adjunto. Exemplos da variedadede tais apliações são a estimativa de funionais de arrasto e sustentação (GI-LES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b), além da análise numéria em CFD(GILES; PIERCE, 1997a; GILES; PIERCE, 1998b).1.3 Cilo de ProjetoDe modo a realizar o proesso de otimização de aerofólios, é neessário im-plementar um ilo de projeto, apresentado na �gura 1.1, que assoia os ódigosde geração de malha, otimização e de resolução das equações que governam oesoamento e das equações adjuntas.

Figura 1.1: Cilo de projetoUma geometria iniial é forneida omo entrada ao ilo de projeto. Então,é feita uma aproximação da superfíie aerodinâmia, a partir da parametrizaçãoadotada, através do método de mínimos quadrados. A partir da geometria já pa-rametrizada, gera�se uma malha omputaional através do programa omerialGambit, que, por sinal, é a únia ferramenta do ilo de projeto que não foi de-senvolvida durante a elaboração deste trabalho. A malha gerada é então enviadaao ódigo que resolve as equações que governam o esoamento. Com a solução



1.3 Cilo de Projeto 11onvergida é feita uma análise da adequação do aerofólio à medida de mérito uti-lizada, aso o objetivo da otimização não seja atingido (dentro de uma margem detolerânia), resolvem�se as equações adjuntas. Com a solução adjunta, é possívelobter o gradiente de sensibilidade da medida de mérito em relação aos parâmetrosque desrevem a geometria e, a partir dele, obtém�se os parâmetros que de�nema nova geometria utilizando o método steepest desent já desrito anteriormente,que onsiste em apliar um passo �xo na direção negativa do gradiente, fehandoassim o ilo de projeto. Vale menionar que este método de otimização tem e�i-ênia baixa e que existem algoritmos mais e�ientes, entretanto, todos requerema informação do gradiente.



12
2 Modelo Matemátio doEsoamento

Como já foi dito anteriormente, o movimento dos �uidos é ompletamentedesrito pelas leis de onservação de massa, quantidade de movimento e energia.O modelo matemátio que desreve estas leis de onservação om o maior nívelde aproximação da físia do esoamento é representado pelo sistema de PDE's(2.1) apresentado abaixo em sua forma integral.massa ∂

∂t

∫

V

ρ dV +

∮
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ρ~v · ~dS = 0 (2.1a)quant. mov. ∂
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∮
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p d ~S =

∮
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~fe dS (2.1b)energia ∂
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∫
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∮
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ρH~v · ~dS =

∮

S

~fe · ~v dS +

∮

S

~q · ~dS (2.1)Onde ρ é a massa espeí�a de um �uido om veloidade ~v, sob pressão p,sujeito à forças externas ~fe, �uxo de alor ~q, om entalpia total H e energiaespeí�a e em um domínio de volume V e área de superfíie S.Entretanto, no aso tridimensional, por exemplo, este sistema possui 15 inóg-nitas (massa espeí�a ρ, 3 omponentes do vetor veloidade ~v, pressão estátia
p, 6 omponentes do tensor de tensões visosas τ , energia e e 3 omponentes de�uxo de alor) e apenas 5 equações (onservação de massa, 3 omponentes daonservação de quantidade de movimento e onservação de energia). Portanto,este sistema de equações é �aberto�, uma vez que existem mais inógnitas doque equações. Assim, é neessário omplementá�las om um onjunto de rela-ções onstitutivas que permitam �fehá�lo�. Este sistema de equações ompleto,inluindo as relações onsitutivas, é freqüentemente refereniado na engenhariaaeronáutia omo �equações de Navier�Stokes�, embora este termo tenha sidoempregado, originalmente, apenas à equação de onservação da quantidade demovimento, em homenagem à Claude�Louis Navier e George Gabriel Stokes, pri-meiros a deduzi�la.As equações de Euler, representadas pelo sistema de equações (2.2) também



1 Modelo Matemátio do Esoamento 13em sua forma integral, são uma simpli�ação das equações de Navier�Stokes erepresentam um nível de aproximação da físia do esoamento em que as for-ças visosas e efeitos de transferênia de alor são desprezados. Formalmente,as equações de Euler são obtidas tomando�se o �limite matemátio� das equa-ções de Navier�Stokes quando o número de Reynolds tende a in�nito (AZEVEDO,2006), ou seja, quando as forças visosas são desprezíveis se omparadas às for-ças ineriais. Apesar de representarem um esoamento idealizado, elas são muitoimportantes na engenharia aeronáutia, já que grande parte dos esoamentos deinteresse na área são de alta veloidade e, om as forças visosas onentradasnuma região limitada do domínio onheida omo amada limite. Além disso,são apazes de apturar efeitos de ompressibilidade não�lineares omo as ondasde hoque.
∂
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∫

V
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ρ~v · ~dS = 0 (2.2a)
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∫
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∫
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e dV +
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ρH~v · ~dS = 0 (2.2)Observe que as equações de Euler tridimensionais também formam um sis-tema de equações �aberto�. Entretanto, apenas uma relação onstitutiva é ne-essária para �fehá�lo�, uma vez que existem 6 inógnitas (massa espeí�a ρ, 3omponentes do vetor veloidade ~v, pressão estátia p, e energia e) e as mesmas5 equações.As equações de Euler podem, no entanto, ser representadas de outras ma-neiras. A literatura, freqüentemente as apresenta em sua forma onservativa (oudivergente) apresentada no sistema (2.3), que pode ser obtida ao apliar o teoremade Gauss às integrais de superfíie do sistema de equações (2.2), transformando�as em integrais no volume.
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∇ · (ρH~v) dV = 0 (2.3)onde o operador divergente ∇, que nomeia esta forma de representação das equa-ções, é dado pela seguinte expressão:
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(2.4)



1 Modelo Matemátio do Esoamento 14em que ı̂, ̂ e k̂ são os versores nas direções oordenadas x, y e z, respetivamente.Observe, no entanto, que a utilização do teorema de Gauss requer que nãohaja desontinuidades no volume de ontrole V (PRAGER, 1961). Assim, o sis-tema de equações (2.3), a rigor, não é apliável em ondas de hoque. Nestasregiões, vale apenas a solução fraa, que é obtida somente a partir das equações(2.2) ao onsiderar a onda de hoque isolada em um volume de ontrole e, en-tão, estabeleer a ontinuidade dos �uxos de massa, quantidade de movimento eenergia na superfíie desse volume. Este proedimento equivale à imposição dasrelações de Rankine�Hugoniot (LEVEQUE, 2002).Uma vez que as equações (2.3) são esritas para um volume arbitrário V,elas devem ser válidas loalmente para qualquer ponto do domínio. Isto leva aforma diferenial das leis de onservação (HIRSCH, 2007), apresentada abaixo pelaequação (2.5) para esoamentos bidimensionais.
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= 0 (2.5)onde o vetor de estados Q e os vetores de �uxo E e F são dados por:
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(2.6)
De modo a obter a relação onstitutiva para ompletar o sistema de equaçõesé omum, neste tipo de apliação, utilizar a hipótese de gás termiamente perfeito:

p = ρRT = (γ − 1)ρei (2.7)onde T é a temperatura do �uido, γ é a razão de alores espeí�os, R é aonstante do gás e a energia interna espeí�a ei é dada por:
ei = CvT (2.8)Como última hipótese, admite�se que o gás seja aloriamente perfeito, ouseja, a relação de alores espeí�os é onstante:

γ ≡ Cp
Cv

= constante (2.9)Por �m, a energia espeí�a total, de�nida pela soma da energia interna om
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e ≡ ρ

[

ei +
1

2

(
u2 + v2

)
] (2.10)Assoiando as equações (2.7) e (2.10), obtém�se a equação de estado (2.11)abaixo que será utilizada para �fehar� o sistema:

p =

[

e− 1

2

(
ρu2 + ρv2

)
]

(γ − 1) (2.11)Observa�se que as equações de Euler são onstituídas por um sistema de equa-ções hiperbólias no domínio espaço�tempo. Portanto, todos os autovalores dasmatrizes jaobianas assoiadas aos seus vetores de �uxo são reais (HIRSCH, 1988a).Além disso, a propagação de informação oorre por meio das araterístias. Es-tas propriedades são desritas detalhadamente na seção 2.1 e, posteriormente,exploradas sob o aspeto de ondições de ontorno na seção 2.42.1 Formulação Caraterístia das Equações de Eu-lerConsidere as equações de Euler bidimensionais em sua forma diferenial on-servativa dada pela expressão (2.5). Note que os vetores de �uxo E e F podemser esritos em função das variáveis onservadas do vetor de estado Q. Então,pela regra da adeia:
∂E

∂x
=
∂E

∂Q

∂Q

∂x
, ∂F

∂y
=
∂F

∂Q

∂Q

∂y
(2.12)Assim, ao substituir as derivadas dos vetores de �uxo, apresentadas aimapelas expressões (2.12), na equação (2.5), obtém�se a forma quase�linear dasequações de Euler:

∂Q

∂t
+
∂E

∂Q
︸︷︷︸

A

∂Q

∂x
+
∂F

∂Q
︸︷︷︸

B

∂Q

∂y
= 0 (2.13)onde as matrizes Jaobianas A e B são dadas por:

A =










0 1 0 0
(γ−1)(u2+v2)

2
− u2 (3 − γ) u (1 − γ) v (γ − 1)

−uv v u 0

(γ − 1)u (u2 + v2) − γu e
ρ

γ e
ρ
− (γ−1)(3u2+v2)

2
(1 − γ) uv γu
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B =










0 0 1 0

−uv v u 0
(γ−1)(u2+v2)

2
− v2 (1 − γ)u (3 − γ) v (γ − 1)

(γ − 1) v (u2 + v2) − γu e
ρ

(1 − γ) uv γ e
ρ
− (γ−1)(u2+3v2)

2
γv








Aqui, vale ressaltar que E e F são homogêneos1 de ordem 1 em relação a Q.Desta forma, é possível a�rmar que:

∂E

∂Q
= A ⇒ E = AQ e ∂F

∂Q
= B ⇒ F = BQ (2.14)Observa�se que A e B são bastante ompliadas. No entanto, as mesmasequações podem ser esritas em função de um vetor de variáveis primitivas V(que podem ser medidas diretamente), om matrizes Jaobianas mais simples,omo mostra a equação abaixo (HIRSCH, 1988a):

∂V

∂t
+ Ã

∂V

∂x
+ B̃

∂V

∂y
= 0 (2.15)onde:

V =







ρ

u

v

p







, Ã =










u ρ 0 0

0 u 0 1/ρ

0 0 u 0

0 γp 0 u










, B̃ =










v 0 0 0

0 v 0 0

0 0 v 1/ρ

0 0 γp v










(2.16)
A relação entre as matrizes Jaobianas das variáveis onservadas e primitivasé dada pela seguinte transformação de similaridade:

Ã = M−1AM

B̃ = M−1BMonde M, matriz Jaobiana da transformação das variáveis onservadas para asvariáveis primitivas, e a sua inversa M−1 são de�nidas omo:
M =

∂Q

∂V
=










1 0 0 0

u ρ 0 0

v 0 ρ 0
1
2
(u2 + v2) ρu ρv 1

γ−1








1Lomax, Pulliam e Zingg (2001) apresentam a propriedade homogênea das equações de Eulerde uma forma mais detalhada.
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M−1 =

∂V

∂Q
=










1 0 0 0

−u
ρ

1
ρ

0 0

−v
ρ

0 1
ρ

0
1
2
(γ − 1) (u2 + v2) − (γ − 1)u − (γ − 1) v γ − 1








Naturalmente, existem outras formas de representar as equações de Euler.Pode�se esrevê�las através de qualquer ombinação linear destas equações ou,em outras palavras, multipliando�as por qualquer matriz inversível de mesmadimensão das matrizes Jaobianas. Observe que este proedimento altera asequações, mas não as variáveis dependentes, que ainda são onservadas (LANEY,1998).Uma vez que as equações de Euler são hiperbólias, sempre é possível de-�nir uma matriz An assoiada à um vetor ~k que possui autovalores reais e umonjunto ompleto de autovetores para qualquer direção deste vetor. Em outraspalavras, o aráter hiperbólio das equações de Euler implia que a matriz Anseja diagonalizável.

An = ~k · ~A = kx · A + ky · B (2.17)onde kx e ky são, respetivamente, as omponentes x e y do vetor ~k no sistemaartesiano bidimensional. Assim, a matriz An pode ser esrita da seguinte forma:
An =











0 kx

kx

[
(γ−1)(u2+v2)

2
− u2

]

− kyuv vky − (γ − 3)ukx

ky

[
(γ−1)(u2+v2)

2
− v2

]

− kxuv vkx − (γ − 1)uky

(ukx + vky)
[

(γ − 1)(u2 + v2) − γ e
ρ

]

γ e
ρ
kx − (γ − 1)

[

uvky + (3u2+v2)kx

2

]

ky 0

uky − (γ − 1)vkx (γ − 1)kx

ukx − (γ − 3)vky (γ − 1)ky

γ e
ρ
ky − (γ − 1)

[

uvkx + (u2+3v2)ky

2

]

γ(ukx + vky)








Observa�se que, apesar de An não ser simétria, ela tem um onjunto om-pleto de autovetores, isto é, possui 4 autovalores reais e 4 autovetores linearmenteindependentes.A ondição de hiperboliidade das equações de Euler é expressa pela existên-ia de soluções na forma de onda (HIRSCH, 1988b). Portanto, sua solução podeser interpretada omo uma série de ondas que se propagam no espaço arregandoinformação do esoamento. À ada autovalor σ(~k) da matriz An pode�se assoiaruma superfíie araterístia, normal ao vetor ~k, que india a direção de propaga-



2.1 Formulação Caraterístia das Equações de Euler 18ção de uma frente de onda, representando um aspeto de esoamentos invísidoshamado propagação de perturbações. O estado físio de um dado ponto podeser interpretado omo resultado das quantidades transportadas ao longo das a-raterístias. Isto implia que o sistema de equações pode ser reformulado omorelações difereniais esritas ao longo da frente de onda ou superfíies araterísti-as apenas, onheidas na literatura omo formulação araterístia das equaçõesde Euler. Os autovalores de An representam a veloidade de propagação da onda(HIRSCH, 1988b).Utilizando a transformação apresentada anteriormente para tornar o sistemade equações função das variáveis primitivas, tem�se:
Ãn = M−1AnM (2.18)É possível, então, diagonalizar este sistema de equações ao utilizar a seguinterelação:

Λ = L−1ÃnL

= L−1M−1AnML (2.19)onde Λ é uma matriz diagonal e L é tal que:
L−1 =










1 0 0 −1/c2

0 ky −kx 0

0 kx ky 1/ρc

0 −kx −ky 1/ρc










, L =










1 0 ρ/2c ρ/2c

0 ky kx/2 −kx/2
0 −kx ky/2 −ky/2
0 0 ρc/2 ρc/2










(2.20)Assim, de�nindo as matrizes:
P = ML e P−1 = L−1M−1 (2.21)Que podem ser esritas de modo ompleto através das expressões:

P =










1 0 ρ/2c ρ/2c

u ρky
ρ(ckx+u)

2c
ρ(u−ckx)

2c

v −ρkx ρ(cky+v)
2c

ρ(v−cky)
2c

(u2+v2)
2

ρ(uky − vkx)
ρ
2

(
c

γ−1
+ ~v · ~n+ u2+v2

2c

)
ρ
2

(
c

γ−1
− ~v · ~n+ u2+v2

2c

)








(2.22)

P−1 =










1 − (γ−1)(u2+v2)
2c2

(γ−1)u
c2

(γ−1)v
c2

1−γ
c2

vkx−uky

ρ
ky

ρ
−kx

ρ
0

(γ−1)(u2+v2)−2c(ukx+vky)

2ρc
ckx−(γ−1)u

ρc

cky−(γ−1)v

ρc
γ−1
ρc

(γ−1)(u2+v2)+2c(ukx+vky)
2ρc

−ckx−(γ−1)u
ρc

−cky−(γ−1)v
ρc

γ−1
ρc










(2.23)



2.1 Formulação Caraterístia das Equações de Euler 19Então, a matriz An pode ser diagonalizada diretamente da seguinte maneira:
Λ = P−1AnP (2.24)Resultando na matriz diagonal Λ, que pode ser esrita expliitamente omo:

Λ =










kxu+ kyv 0 0 0

0 kxu+ kyv 0 0

0 0 kxu+ kyv + c 0

0 0 0 kxu+ kyv − c










(2.25)
Os dois primeiros autovalores são iguais à omponente normal do vetor ve-loidade, vn. Os dois autovalores restantes estão assoiados à ondas aústiase são iguais à vn ± c. Então o sinal destes autovalores será determinado pelaomponente normal da veloidade na superfíie de ontorno.Assim, de maneira a obter as equações de Euler deorrentes da diagonalizaçãoda matriz Jaobiana numa direção ~k, pode�se pré�multipliar a equação (2.15)por L−1:

L−1∂V

∂t
+ L−1Ã

∂V

∂x
+ L−1B̃

∂V

∂y
= 0 (2.26)Mas, omo LL−1 = I, pode�se introduzi�lo ao sistema de equações semalterá�lo:

L−1∂V

∂t
+ L−1ÃLL−1∂V

∂x
+ L−1B̃LL−1∂V

∂y
= 0 (2.27)As relações (2.27) remetem à introdução de um novo onjunto de variáveisaraterístias W (HIRSCH, 1988b), também onheidas omo variáveis de Rie-mann, de�nidas pela relação de variações δ:

δW = L−1δV =







δw1

δw2

δw3

δw4







=







δρ− 1
c2
δp

kyδu− kxδv
1
ρc
δp− (kxδu+ kyδv)

1
ρc
δp+ (kxδu+ kyδv)







(2.28)Apesar de L também ser uma matriz Jaobiana, esta não apresenta a propri-edade homogênea, desrita no iníio desta seção, então:
L ≡ ∂V

∂W
mas V 6= LW (2.29)Assim, as variáveis araterístias só são de�nidas através das variações apre-sentadas pela equação (2.28). Ao utilizá�las para esrever o sistema de equações
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∂W

∂t
+ L−1ÃL

∂W

∂x
+ L−1B̃L

∂W

∂y
= 0 (2.30)Que também pode ser apresentado om os termos expandidos, em função dasvariáveis primitivas, da seguinte forma:







∂ρ
∂t

− 1
c2
∂p
∂t

= −
(
∂ρ
∂x

− 1
c2
∂p
∂x

)
u−

(
∂ρ
∂y

− 1
c2
∂p
∂y

)

v = R1

ky
∂u
∂t

− kx
∂v
∂t

= 1
ρ

(

kx
∂p
∂y

− ky
∂p
∂x

)

−
(
ky

∂u
∂x

− kx
∂v
∂x

)
u+

−
(

ky
∂u
∂y

− kx
∂v
∂y

)

v = R2

∂p
∂t

+ ρc
(
kx

∂u
∂t

+ ky
∂v
∂t

)
= − (u+ kxc)

∂p
∂x

− (v + kyc)
∂p
∂y

+

−ρc
[
(kxu+ c) ∂u

∂x
+ kyu

∂v
∂x

]
+

−ρc
[

(kyv + c) ∂v
∂y

+ kxv
∂u
∂y

]

= R3

∂p
∂t

− ρc
(
kx

∂u
∂t

+ ky
∂v
∂t

)
= − (u− kxc)

∂p
∂x

− (v − kyc)
∂p
∂y

+

+ρc
[
(kxu− c) ∂u

∂x
+ kyu

∂v
∂x

]
+

+ρc
[

(kyv − c) ∂v
∂y

+ kxv
∂u
∂y

]

= R4(2.31)A formulação araterístia das equações de Euler é ompletamente equiva-lente à equação (2.5) apresentada anteriormente. A únia diferença entre elas éo fato da formulação araterístia ter ada uma das equações relaionada a umautovalor (assoiado a uma direção de propagação ~k). Assim, esta formulação éobtida de tal modo que as araterístias sejam desaopladas. Em outras pala-vras, ada equação do sistema (2.31) orresponde, agora, à uma araterístia.2.2 Adimensionalização das Equações de EulerAo adimensionalizar as variáveis das PDE's que governam o esoamento, va-lores de referênia são agrupados na forma de parâmetros adimensionais, vistosomo oe�ientes nestas equações. Se os valores de referênia forem apropriados,é possível esalar as variáveis adimensionais (dependentes e independentes) tipi-amente om O(1). Desta forma, os termos das equações permitem a omparaçãode suas magnitudes e, onseqüentemente, identi�ar a importânia de ada umdeles em diferentes regimes, dando uma idéia dos meanismos físios que agemde forma dominante. Em partiular, termos desprezíveis podem ser identi�ados,levando à simpli�ações em muitas irunstânias.A de�nição destes parâmetros adimensionais, que passam a araterizar oesoamento, ainda torna possível utilizar a hamada análise de similaridade, que



2.2 Adimensionalização das Equações de Euler 21permite a extrapolação do desempenho de equipamentos de engenharia para ou-tras ondições de operação. Assim, é possível utilizar um modelo em esalareduzida para estudar o omportamento de um �uido ao redor de um objetode grandes dimensões, desde que tenham os mesmos parâmetros adimensionaisrelevantes (FLETCHER, 1990b; FORTUNA, 2000). Eventualmente, a adimensio-nalização ainda pode levar à redução do número de parâmetros neessários paradesrever o esoamento, failitando assim a análise dos resultados.Vale lembrar que equações adimensionalizadas de fen�menos distintos se tor-nam similares e permitem analogias omo, por exemplo, a de Reynolds�Colburnque relaiona de troa de alor e quantidade de movimento. As respetivas gran-dezas dimensionais são obtidas ao se multipliar os valores adimensionais pelosparâmetros dimensionais de referênia. A título de ilustração, podem�se itar osnúmeros de Reynolds, Mah e Prandtl dentre os adimensionais mais relevantesna aerodinâmia. Contudo, no estudo de esoamentos invísidos ompressíveis,representados matematiamente pelas equações de Euler, apenas o número deMah mantém sua relevânia. Para os propósitos desta dissertação, propõe�se ade�nição dos seguintes adimensionais:� Tempo adimensional
t∗ = t

c∞
ℓ0

⇒ ∂( )

∂t
=
∂t∗

∂t

∂( )

∂t∗
=
c∞
ℓ0

∂( )

∂t∗
(2.32)onde c∞ é a veloidade do som do esoamento não perturbado e ℓ0 é umomprimento de referênia.� Comprimento adimensional

ℓ∗ =
ℓ

ℓ0
⇒ ∂( )

∂ℓ
=
∂ℓ∗

∂ℓ

∂( )

∂ℓ∗
=

1

ℓ0

∂( )

∂ℓ∗
(2.33)� Massa espeí�a adimensional

ρ∗ =
ρ

ρ∞
(2.34)onde ρ∞ é a massa espeí�a do �uido do esoamento não perturbado.� Veloidade adimensional

u∗ =
u

c∞
, v∗ =

v

c∞
(2.35)onde u e v orrespondem, respetivamente, às omponentes x e y do vetorveloidade em oordenadas artesianas.



2.2 Adimensionalização das Equações de Euler 22� Pressão adimensional
p∗ =

p

ρ∞c2∞
(2.36)� Temperatura adimensional

T ∗ =
T

T∞
(2.37)� Energia adimensional

e∗ =
e

ρ∞c2∞
(2.38)É possível utilizá�los para reesrever o vetor de estados Q, obtendo:

Q =







ρ

ρu

ρv

e







=







ρ∗ρ∞

ρ∗ρ∞u
∗c∞

ρ∗ρ∞v
∗c∞

e∗ρ∞c
2
∞







⇒ ∂Q

∂t∗
=
ρ∞c∞
ℓ0

∂

∂t∗







ρ∗

(ρ∗u∗) c∞

(ρ∗v∗) c∞

e∗c2∞







(2.39)
O mesmo pode ser feito ao vetor de �uxos da direção x, que resulta em:

E =







ρu

ρu2 + p

ρuv

(e+ p)u







=







ρ∗ρ∞u
∗c∞

ρ∗ρ∞u
∗2c2∞ + p∗ρ∞c

2
∞

ρ∗ρ∞u
∗c∞v

∗c∞

(e∗ρ∞c
2
∞ + p∗ρ∞c

2
∞)u∗c∞







⇒ ∂E

∂x∗
=
ρ∞c∞
ℓ0

∂

∂x∗







ρ∗u∗
(
ρ∗u∗2 + p∗

)
c∞

(ρ∗u∗v∗) c∞

[(e∗ + p∗) u∗] c2∞







(2.40)
Finalmente, o vetor de �uxos da direção y pode ser reesrito omo:

F =







ρv

ρuv

ρv2 + p

(e+ p)v







=







ρ∗ρ∞v
∗c∞

ρ∗ρ∞u
∗c∞v

∗c∞

ρ∗ρ∞v
∗2c2∞ + p∗ρ∞c

2
∞

(e∗ρ∞c
2
∞ + p∗ρ∞c

2
∞) v∗c∞







⇒ ∂F

∂y∗
=
ρ∞c∞
ℓ0

∂

∂y∗







ρ∗v∗

(ρ∗u∗v∗) c∞
(
ρ∗v∗2 + p∗

)
c∞

[(e∗ + p∗) v∗] c2∞







(2.41)
Assim, as equações de Euler adimensionalizadas são dadas pela seguinte ex-
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∂Q∗

∂t∗
+
∂E∗

∂x∗
+
∂F∗

∂y∗
= 0 (2.42)onde:

Q∗ =







ρ∗

ρ∗u∗

ρ∗v∗

e∗







, E∗ =







ρ∗u∗

ρ∗u∗2 + p∗

ρ∗u∗v∗

(e∗ + p∗)u∗







, F =







ρ∗v∗

ρ∗u∗v∗

ρ∗v∗2 + p∗

(e∗ + p∗)v∗







(2.43)
Com o objetivo de simpli�ar a notação, todos os asterisos das variáveisadimensionais serão suprimidos, porém deve�se lembrar que daqui em diantetrabalhar�se�á apenas om as variáveis adimensionalizadas.É importante notar que a adimensionalização apresentada nesta seção é on-veniente para esoamentos externos ompressíveis. Veja que, no aso de simularesoamentos inompressíveis om número de Mah muito baixo, por exemplo, aequação de onservação de quantidade de movimento teria O(0), uma vez que aveloidade do som (c∞) seria muito maior do que a veloidade do esoamento, en-quanto a equação de onservação de massa permaneeria tendo O(1), resultandoem erros numérios ao resolver as equações de interesse. Desta forma, para simu-lar outros tipos de esoamento, seria interessante utilizar uma adimensionalizaçãodiferente, esolhendo um estado de referênia mais apropriado para ada situação.De qualquer forma, o proedimento de adimensionalização seria ompletamenteanálogo ao utilizado nesta seção (AZEVEDO, 2006).2.3 Método NumérioAo longo dos anos, diversos métodos numérios tem sido desenvolvidos pararesolver equações difereniais à derivadas pariais. Estes métodos podem seragrupados, basiamente, em quatro grupos: métodos de elementos �nitos, espe-trais, de volumes �nitos e de diferenças �nitas. Na aerodinâmia, em partiular,duas destas lasses de métodos se destaam por serem muito exploradas. Osmétodos que fazem aproximações numérias das equações do movimento em suaforma integral omo a equação (2.2) para enontrar sua solução são onheidos naliteratura por métodos de volumes �nitos, enquanto os que fazem aproximaçõesdas equações em sua forma diferenial omo a equação (2.5) são onheidos pormétodos de diferenças �nitas (LOMAX; PULLIAM; ZINGG, 2001).Os últimos aproximam as derivadas espaiais das equações que governam o



2.3 Método Numério 24esoamento por operadores obtidos à partir do trunamento de séries de Taylor.Assim, esses métodos são dependentes do sistema de oordenadas adotado e,portanto, para utilizá�los em malhas diferentes da artesiana é neessário realizaruma transformação de oordenadas em que a malha do espaço transformado éartesiana.Por outro lado, os métodos de volumes �nitos integram as equações em volu-mes de ontrole resultantes da disretização espaial. Assim, estes métodos nãodependem do sistema de oordenadas adotado, mas da forma dos volumes deontrole. Os balanços integrais das propriedades são obtidos a partir dos �uxosalulados através das faes dos volumes de ontrole. Estes métodos se tornarampopulares em CFD basiamente por duas vantagens. Primeiro, eles asseguramque a disretização é onservativa, i.e., massa, quantidade de movimento e energiasão onservadas em um senso disreto. Embora esta propriedade possa ser ob-tida utilizando uma formulação de diferenças �nitas ao implementar as equaçõesem forma onservativa, ela é obtida naturalmente à partir de uma formulação devolumes �nitos. Segundo, métodos de volumes �nitos não requerem uma trans-formação de oordenadas para que sejam apliadas à malhas irregulares. Comoresultado, elas podem ser apliadas em malhas não�estruturadas onsistindo depoliedros arbitrários em três dimensões ou em polígonos arbitrários em duas di-mensões. Este aumento de �exibilidade pode ser usado om grande vantagem nageração de malhas em torno de geometrias arbitrárias (LOMAX; PULLIAM; ZINGG,2001). Por estes motivos, esse método será adotado para a resolução das equaçõesde Euler neste trabalho.2.3.1 De�nição dos Volumes de ControleComo já foi visto, a representação matemátia de esoamentos reai em sis-temas de equações difereniais à derivadas pariais. A resolução numéria destasequações pelo método dos volumes �nitos requer a disretização espaial do do-mínio de interesse. Basiamente, existem duas lasses de malhas utilizadas pararealizar esta disretização: estruturadas e não�estruturadas. O que difereniauma da outra é a maneira omo a informação dos seus elementos é assoiada.Nas estruturadas, a onetividade de ada volume é diretamente onheida naordenação da malha. Tome omo exemplo uma malha artesiana bidimensional,em que o elemento (i, j) tem omo �vizinhos� os elementos (i + 1, j), (i − 1, j),
(i, j+1), (i, j−1). Em malhas não�estruturadas, no entanto, não existe uma �re-gra� que relaione os índies dos volumes à sua posição no espaço. Desta forma, o



2.3 Método Numério 25elemento 4983 pode dividir arestas om os elementos 2, 784 e 5832, por exemplo.Conseqüentemente, a informação de onetividade deve ser armazenada à parte.Certamente, as malhas não�estruturadas apresentam maior usto omputaional,mas tem grandes vantagens no tratamento de geometrias omplexas. Assim, oma grande evolução dos reursos omputaionais nas últimas déadas, a utilizaçãodeste tipo de malhas tem se tornado ada vez mais freqüente, já que se adaptammelhor à geometrias omplexas, tornando o ódigo mais geral.Existem, no entanto, duas maneiras de lidar om as malhas omputaionais,sejam elas estruturadas ou não. Pode�se utilizar um esquema entrado nas élulas(ell entered), no qual as propriedades são atribuídas ao entróide do elemento eavaliadas omo a média da propriedade do mesmo, de maneira que os volumes se-jam de�nidos explíitamente pela própria malha, ou ainda um esquema entradonos vérties (ell vertex ), onde as propriedades são atribuídas ao vérties dos vo-lumes, que são gerados em torno dos vérties da malha. A �gura 2.1 apresentaesquemas de ambos os tipos de disretização no aso de malhas não�estruturadasde triângulos. Observe que os volumes no esquema entrado nos vérties exigem aonstrução de uma malha (representada pelas linhas traejadas) em ima de umajá existente (representada pelas linhas ontínuas) e, se de um lado, a malha resul-tante possui menos elementos do que a original, o que resulta em menos equaçõesa serem resolvidas, e não há neessidade de se utilizar volumes �fantasmas� paraimplementar ondições de ontorno, de outro, o número de faes a ser avaliadoé muito maior. Mais do que isso, o número de faes por elemento pode variar, oque traz algumas di�uldades na implementação do ódigo omputaional.
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(b) Cell vertexFigura 2.1: Comparação dos esquemas de disretizaçãoEste trabalho não tem a pretensão de desenvolver um ódigo omputaionalextremamente e�iente, portanto a utilização de um esquema de implementa-ção mais simples, omo o entrado nas élulas, é mais apropriada. Além dissoSwanson e Radespiel (1991) mostraram que, utilizando as equações de Navier�



2.3 Método Numério 26Stokes omo modelo físio do esoamento para esoamentos trans�nios ao redorde aerofólios, ambos os esquemas apresentam soluções numérias semelhantes.2.3.2 Disretização das Equações de EulerConsidere as equações de Euler bidimensionais esritas em forma diferenialonservativa para oordenadas artesianas apresentadas na equação (2.5). De�-nindo o vetor de �uxo �vetorial� ~P omo (AZEVEDO, 2006):
~P ≡ E ı̂+ F ̂ (2.44)Pode�se substituir a expressão (2.44) nas equações de Euler para reesrevê�lautilizando o operador divergente (∇) omo:
∂Q

∂t
+ ∇ · ~P = 0 (2.45)Considere, agora, que se integre esta equação em um volume de ontroleeuleriano (�xo no tempo) V.

∫

V

∂Q

∂t
dV +

∫

V

(∇ · ~P)dV = 0 (2.46)Assim, as equações podem ser reesritas da seguinte maneira:
∂

∂t

∫

V

Q dV +

∫

V

(∇ · ~P)dV = 0 (2.47)Como já foi dito anteriormente, esta forma de representação das equações deEuler não pode ser apliada à uma desontinuidade. Portanto, utiliza�se o teo-rema de Gauss. Assim, é possível obter as equações que governam o esoamentodo modo apresentado pelo sistema (2.2):
∂

∂t

∫

V

Q dV +

∫

S

( ~P · ~n)dS = 0 (2.48)onde ~n é a normal unitária apontada para fora do volume de ontrole.Observe que, neste aso, utilizando o teorema do gradiente, esta última equa-ção poderia ser esrita simplesmente omo:
∂

∂t

∫

V

Q dV +

∫

S

(E dy − F dx) = 0 (2.49)Considerando que as equações serão disretizadas em um ontexto de volu-mes �nitos entrado nas élulas, de�nem�se as propriedades de um volume de



2.3 Método Numério 27ontrole omo sendo a média das propriedades naquele volume. Assim, o vetorde variáveis onservadas disreto do i-ésimo elemento pode ser esrito omo umamédia volumétria (AZEVEDO, 2006):
Qi =

1

Vi

∫

Vi

Q dx dy (2.50)Desta forma, as equações podem ser reesritas para o volume Vi da élula iomo:
∂

∂t
(ViQi) +

∫

Si

(E dy − F dx) = 0 (2.51)O proesso de disretização espaial da integral de superfíie na equação aimareai em um operador onvetivo usualmente refereniado omo C(Qi). Para umamalha não�estruturada de triângulos, este operador pode ser esrito da seguintemaneira (AZEVEDO, 2006):
C(Qi) =

3∑

k=1

[E (Qik) ∆yik − F (Qik)∆xik] ∼=
∫

Si

(E dy − F dx) (2.52)onde,
Qik =

1

2
(Qi + Qk) (2.53)É importante observar que o método de Jameson, implementado neste traba-lho, avalia propriedades na fae formada entre os elementos i e k através de umesquema entrado omo mostra a equação (2.53).2.3.3 Avaliação de Derivadas EspaiaisA avaliação de derivadas espaiais emmalhas artesianas por diferenças �nitasé intuitiva. Entretanto, a utilização ummétodo de volumes �nitos em um domíniodisretizado por malhas não�estruturadas exige álulos um pouo mais elabora-dos. Para determiná�las é interessante utilizar novamente o oneito de omo sãode�nidas as propriedades disretas em um volume de ontrole (AZEVEDO, 2006).De maneira análoga, podem�se de�nir derivadas médias nas direções artesianas

x e y de uma propriedade qualquer β, por exemplo, no interior de um volume Viomo sendo as integrais:
(
∂β

∂x

)

i

=
1

Vi

∫

Vi

(
∂β

∂x

) dV
(
∂β

∂y

)

i

=
1

Vi

∫

Vi

(
∂β

∂y

) dV



2.3 Método Numério 28Utilizando o teorema de Gauss, é possível eliminar as derivadas ontidas nasintegrais do volume, transformando�a em integrais de superfíie. Assim:
(
∂β

∂x

)

i

=
1

Vi

∫

Si

β dy
(
∂β

∂y

)

i

= − 1

Vi

∫

Si

β dxSeguindo a mesma idéia da disretização das equações de Euler, estas deriva-das podem ser aproximadas numeriamente através das seguintes expressões:
(
∂β

∂x

)

i

∼= 1

Vi
∑

k

1

2
(βi + βk) ∆yik

(
∂β

∂y

)

i

∼= − 1

Vi
∑

k

1

2
(βi + βk)∆xik2.3.4 Dissipação Arti�ialSegundo Hirsh (1988b), equações hiperbólias admitem solução na formade onda (wave�like solutions). Assim, pode�se fazer uma análise de Fourier emtermos de variáveis primitivas, omo veloidade ou pressão, para determinar oomportamento da solução das equações de Euler.Para resolver numeriamente o sistema de equações difereniais, num ertodomínio, é neessário disretizá�lo espaialmente. Por este motivo, não é possívelresolver numeriamente todos os modos que representam uma desontinuidadeque, por exemplo, neessita um número in�nito de modos para ser desrita doponto de vista de uma análise de Fourier, omo mostra a �gura 2.2. Isto oorreporque a apaidade de apturar o espetro de freqüênias é limitada pela esalade omprimento do tamanho dos volumes da malha. Assim, nestes asos exis-tem modos aima de um número de orte Ncorte assoiada a malha que não sãoaptados pela solução numéria.

u(x)

x(a) Choque
m|a  |

m(b) Espetro de ondaFigura 2.2: Análise de Fourier de um hoque unidimensional



2.3 Método Numério 29Para entender melhor a neessidade da dissipação arti�ial em esoamentosinvísidos, Flether (1990b) propõe a análise de uma desontinuidade presente nasolução das equações de Euler unidimensionais apresentada pela �gura 2.2(a). Asérie de Fourier em u(x) que representa esta solução é dada por:
u(x) =

∑

m

ame
(imx) (2.54)onde m é o número de onda e am é a amplitude da m-ésima omponente.Devido aos termos onvetivos não�lineares, quando a solução u é interpre-tada omo uma série de Fourier, o termo onvetivo u∂u

∂x
é visto introduzindo oproduto (FLETCHER, 1990b):

u
∂u

∂x
→ i

∑

m

ame
imx
∑

l

lale
ilx (2.55)que implia no apareimento de números de onda m− l e m+ l. Este fen�meno,onheido omo asateamento de freqüênia, faz om que a solução disreta dasolução transiente gere ondas de alta (m+ l) e baixa freqüênia (m− l). As bai-xas freqüênias não ausam qualquer problema. Entretanto, a onstante geraçãode números de onda maiores a ada passo de tempo pode levá�los a ultrapas-sar o número de onda de orte. Estes números de onda são então adiionados,espuriamente, aos números de onda �resolvíveis�. Em álulos numérios não sepode ignorá�los e deve�se levá�los em onta no algorítimo onstruído, já que areonstrução da solução india que um erro de aliasing está sendo introduzido,degradando assim a preisão e estabilidade dos álulos (FLETCHER, 1990b).Em problemas reais, a produção de altas freqüênias é eventualmente limitadapela visosidade. Entretanto, quando se resolve as equações de Euler, não existemmeanismos físios para dissipá�las. Então todo método numério que visa resol-ver estas equações deve onter alguma forma de dissipação inerente para limitara produção de modos de alta freqüênia. Isto pode ser feito em uma in�nidadede modos (PULLIAM, 1985).Uma vez que a adição de dissipação numéria é equivalente a introduzir in-tenionalmente um omportamento não�físio é neessário ontrolá�la uidadosa-mente para que o erro introduzido não seja exessivo (LOMAX; PULLIAM; ZINGG,2001). Para resolver este problema é neessário dissipar apenas os modos �nãoresolvíveis� maiores do que Ncorte (ou uma região próxima à este número). Istopode ser feito através da inlusão de dissipação pelo método numério, onheidana literatura omo dissipação arti�ial ou dissipação numéria. Ela é indispensá-vel para se garantir a estabilidade numéria de problemas não�lineares dominados



2.3 Método Numério 30por onveção (AZEVEDO, 2006). A natureza, quantidade e forma desta dissipa-ção determinarão a preisão e realizabilidade da solução. O efeito da adição dedissipação arti�ial no espetro de onda da solução pode ser visto esquematia-mente na �gura 2.3.
m|a  |

~

m

Ncorte

Dissipaçao
ArtificialFigura 2.3: Efeito da adição de dissipação arti�ial no espetro de ondaÉ laro que mesmo em esoamentos de altos números de Reynolds, longe dehoques, também é neessária a inlusão de termos de dissipação arti�ial. Porém,neste aso o nível de dissipação arti�ial neessário para ontrolar aliasing é muitomenor do que em hoques, já que as amplitudes do espetro de solução são muitomenores. Portanto, em regiões essenialmente invísidas, a dissipação numériadeve ser su�ientemente pequena de modo que o balanço entre os outros termosdas equações governantes não seja alterado, i.e., que a solução não seja afetada.Ao disretizar as equações de Euler, obtém�se uma equação modi�ada quenão orresponde mais ao problema original. Ao se esrever esta equação modi�-ada através de uma série de Taylor, veri�a�se que esta orresponde ao problemaoriginal aresido de in�nitos termos de ordem menor. Desta forma insere�se àsolução um erro de aproximação numéria. Em métodos upwind alguns destestermos provoam alteração na amplitude da solução, dissipando�a. A disreti-zação das equações de Euler por métodos de diferenças entradas, no entanto,produz uma PDE modi�ada que não possui termos que alteram a amplitude,mas apenas a fase da solução (LOMAX; PULLIAM; ZINGG, 2001; AZEVEDO, 2006).Assim, em problemas não�lineares onde se utilizam diferenças entradas, os ter-mos de dissipação arti�ial devem ser introduzidos explíitamente para ontrolaras instabilidades não�lineares desritas anteriormente. Por outro lado, a sua exis-tênia intrínsea em métodos upwind �justi�a� observações enontradas algumasvezes na literatura de que �métodos upwind não preisam de dissipação arti�ial�(AZEVEDO, 2006).Operador dissipação arti�ial utilizado nesta dissertação, baseado no trabalho



2.3 Método Numério 31de Azevedo e Dourado (1991), é dado pela seguinte expressão:
D (Qi) = d(2) (Qi) + d(4) (Qi) (2.56)O operador Laplaiano não�dividido, d(2) (Qi), que fornee estabilidade nu-méria na presença de ondas de hoque é dado por:

d(2) (Qi) =
∑

k

[
1

2
(Ai + Ak) ǫ

(2)
ik (Qk − Qi)

] (2.57)onde,
ǫ
(2)
ik = k(2) max(νi, νk) e νi =

∑

k

|pk − pi|
∑

k

(pk + pi)
(2.58)Enquanto o operador bi�harm�nio, d(4) (Qi), que fornee estabilidade deampo nas regiões �suaves� do esoamento é esrito omo:

d(4) (Qi) =
∑

k

[
1

2
(Ai + Ak) ǫ

(4)
ik

(
∇2Qk −∇2Qi

)
] (2.59)onde,

ǫ
(4)
ik = max

[

0,
(

k(4) − ǫ
(2)
ik

)] e ∇2Qi ≡
∑

k

(Qk −Qi) (2.60)O termo 1
2
(Ai + Ak) é um fator de esalonamento dos termos de dissipaçãoarti�ial. Neste modelo de dissipação arti�ial proposto, faz�se este termo propor-ional à magnitude do maior autovalor (veloidade araterístia) das equaçõesde Euler na direção normal à fae.

Ai =
∑

k

[∣
∣
∣~vik · ~Sik

∣
∣
∣ + aik

∣
∣
∣~Sik

∣
∣
∣

] (2.61)onde ~vik é a veloidade do �uido na fae que une os elementos i e k dada por:
~vik = uik îx + vik îy (2.62)As onstantes utilizadas são as mesmas propostas por Jameson, Shimidt eTurkel (1981), k(2) = 1/4 e k(4) = 3/256.Note que o termo νi atua omo uma �have� para a dissipação arti�ial, jáque fornee uma medida do gradiente de pressão. Ele é, portanto, responsável pormanter o operador Laplaiano não�dividido �ligado� em regiões onde há deson-tinuidades, enquanto o operador bi�harm�nio permanee �desligado�. Por outro



2.3 Método Numério 32lado, em regiões �suaves� do esoamento, onde o gradiente de pressão é baixo, ele�liga� o operador bi�harm�nio para garantir estabilidade e �desliga� o operadorLaplaiano não�dividido para não degradar a solução.Observe ainda que a inlusão de termos de dissipação numéria ria a possibi-lidade de geração de entropia nas equações de Euler. Isto permite identi�ar umadas propriedades mais importantes das soluções numérias em CFD, os hama-dos efeitos �visíveis� da dissipação numéria (HIRSCH, 2007). Assim, ao utilizaras equações de Euler omo modelo da físia do esoamento, é possível identi�arregiões onde a dissipação tem in�uênia na solução numéria. Este fato pode serum guia na direção de re�namento de malha, de modo a trazer este efeito em umnível aeitável.As equações ompletamente disretizadas no espaço, já om os termos dedissipação arti�ial inluídos, assumindo uma malha estaionária, podem ser,então, esritas omo: dQidt = − 1

Vi
[C(Qi) −D(Qi)] (2.63)Observe que isto representa, portanto, um onjunto de equações difereniaisordinárias (ODE2's) no tempo que pode ser integrado por qualquer método demarha no tempo.2.3.5 Esquema de Marha no TempoA resolução numéria das equações que governam o esoamento em domíniosdisretizados por malhas estruturadas reai em matrizes esparsas, mas de bandaestreita, o que failita a sua �inversão� para resolver o sistema de equações. Entre-tanto, em malhas não�estruturadas, estas matrizes ontinuam esparsas, mas nãode banda estreita. Portanto, sua �inversão� �a mais ustosa, o que di�ulta aimplementação de métodos implíitos. Assim, mesmo na literatura, enontra�seuma preferênia por métodos explíitos de marha no tempo. Por este motivo ométodo Runge�Kutta de 5 passos e 2a ordem de preisão sugerido por Jamesone Mavriplis (1986) foi esolhido para disretizar a derivada temporal do sistema(2.63). Note que o om a utilização de um método de marha no tempo Runge�Kuta de 5 passos seria possível obter até 5a ordem de preisão. Entretanto, aesolha dos oe�ientes αi apresentada troa a preisão por um aumento da regiãode estabilidade (AZEVEDO, 2006).Por questões de eonomia de proessamento o operador dissipação só é al-2sigla em inglês para Ordinary Di�erential Equation



2.3 Método Numério 33ulado até o segundo estágio. Esta disretização resulta no seguinte métodonumério de marha no tempo:
Q

(0)
i = Q

(n)
i

Q
(1)
i = Q

(0)
i − α1

∆ti
Vi

[

C
(

Q
(0)
i

)

−D
(

Q
(0)
i
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Q
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i = Q

(0)
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∆ti
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i

)

−D
(

Q
(1)
i

)]

Q
(3)
i = Q

(0)
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Q
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(0)
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∆ti
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C
(

Q
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i
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−D
(
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i

)]

Q
(5)
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(0)
i − α5

∆ti
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C
(

Q
(4)
i

)

−D
(

Q
(1)
i
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Q
(n+1)
i = Q

(5)
ionde os oe�ientes utilizados são α1 = 1

4
, α2 = 1

6
, α3 = 3

8
, α4 = 1

2
, α5 = 1.Como, neste aso, só se tem interesse na solução em estado estaionário,pode�se utilizar volumes om passo de tempo variável om a ondição de CFL3(COURANT; FRIEDRICHS; LEWY, 1967), de�nida na equação (2.64) e que nadamais é do que a veloidade om que a informação se propaga no tempo adi-mensionalizada. Observe, no entanto, que ao utilizar esta ondição, as soluçõesintermediárias (transiente) não fazem mais sentido �siamente.

CFL =
c · ∆t
∆l

(2.64)Esta ondição de estabilidade fundamental na maioria dos esquemas explí-itos de marha no tempo para equações de onda e onveção expressa que adistânia �oberta� durante o intervalo de tempo ∆t, por perturbações om ve-loidade c, deveriam ser menores do que a menor distânia entre dois pontos damalha. Em outras palavras, a ondição de estabilidade expressa que a razão demalha ∆t/∆x tem que ser esolhida de tal forma que o domínio de dependên-ia da equação diferenial esteja ontido no domínio numério de dependêniadas equações disretizadas, ou seja, o esquema numério de�nindo a aproximação
un+1
i no ponto i da malha deve ser apaz de inluir toda informação físia quein�uenia o omportamento do sistema neste ponto. Se isto não oorrer, então avariação nas ondições físias em regiões dentro do domínio de dependênia físio,mas fora do domínio de dependênia numério não seriam vistas pelo esquemanumério e, portanto, a diferença entre a solução exata e a solução numériapoderia se tornar grande (HIRSCH, 2007).3número de Courant�Friedrihs�Lewy



2.4 Condições de Contorno 34Fortuna (2000) mostra que ao tornar o domínio de dependênia numériomaior do que o domínio de dependênia físio, a diminuição de CFL implia noaumento da dissipação numéria, aumentando assim a estabilidade do método.Portanto, o passo de tempo utilizado em um volume i é dado por:
∆ti =

∆li · CFL
vchar

(2.65)onde vchar = (|~v| + c)i orresponde ao maior autovalor das matrizes jaobianas,ou seja a maior veloidade de propagação de perturbações, e ∆li orresponde àdimensão da menor aresta do volume i.2.4 Condições de ContornoUma equação diferenial (seja ela ordinária ou à derivadas pariais) admitein�nitas soluções. No entanto, na maioria das apliações, não se tem interesseem enontrar a solução geral desta equação (ou sistema de equações), mas umasolução partiular de�nida pelas ondições iniiais e de ontorno. Assim, umasolução partiular deve satisfazer a PDE em todo o domínio e as suas respetivasondições de ontorno em todos os pontos da fronteira (HADAMARD, 1952).Portanto, a grande questão na resolução de PDE's reside no problema deontorno, que onsiste em determinar uma solução do sistema de equações demodo a satisfazer uma PDE �inde�nida� sob ondições de ontorno �de�nidas�.De aordo om Hadamard (1952), o problema estará �orretamente ajustado� seas ondições auxiliares (iniiais e de ontorno) forem tais que determinem uma esomente uma solução da PDE, o que vai ao enontro da própria de�nição de pro-blema matematiamente bem�posto que, segundo o próprio Jaques Hadamard,deve satisfazer as seguintes ondições (FLETCHER, 1990a):1. a solução existe;2. a solução é únia;3. a solução depende ontinuamente das ondições iniiais e de ontorno.No aso das equações de Euler, a grande di�uldade para se garantir que oproblema é bem�posto reside na questão da uniidade da sua solução. SegundoFlether (1990a), a ausa usual de não�uniidade se deve às ondições auxiliaresnão estarem ondizentes om a PDE que se quer resolver. As ondições de on-torno apropriadas numa parede sólida são bem onheidas, mas existe alguma



2.4 Condições de Contorno 35�exibilidade ao fazer a esolha erta das ondições de ontorno de far�eld. Emgeral, uma subespei�ação das ondições de ontorno leva a não�uniidade euma sobrespei�ação à soluções não�físias (FLETCHER, 1990a).A questão de problema bem�posto, no entanto, ainda é �aberta� e não se temgarantias de que as equações de Euler bidimensionais sejam bem�postas paraquaisquer ondições iniiais e de ontorno. Jameson (1991) apresenta, inlusive,alguns aerofólios que apresentaram múltiplas soluções numérias em seu ódigo.Entretanto, estes asos foram veri�ados apenas à uma faixa estreita de númerosde Mah e ângulos de ataque. É importante salientar que em todos estes asositados por Jameson havia a presença de ondas de hoque e que o modelo Euler,apesar de apturar hoques, não garante que a segunda lei da termodinâmia sejasatisfeita.Assim, não há nenhuma garantia que as equações de Euler sejam sempre bem�postas. No entanto, ao utilizar uma formulação araterístias para implementaras ondições de ontorno deste problema onsegue�se, ao menos, evitar que oproblema esteja sub ou sobrespei�ado, tornando o problema tão bem�postoquanto a literatura india (HIRSCH, 1988a; HIRSCH, 1988b).Observe que sempre é possível deompor a propagação de uma araterístiaem uma omponente paralela à fronteira do domínio e outra normal à ela. Aprimeira desreve a informação que permanee na superfíe de fronteira, enquantoa última, por sua vez, representa a informação que efetivamente �entra� ou �sai�do domínio (HIRSCH, 1988b).Caraterístias que �entram� no domínio arregam informação da fronteirapara o interior do domínio. Por outro lado, em araterístias que �saem� dodomínio a informação interna alança a fronteira. Entretanto, apenas variáveistransportadas da fronteira em direção ao interior podem ser livremente impostasnas fronteiras omo ondições de ontorno físias (HIRSCH, 1988a). As variáveisrestantes dependerão das propriedades do esoamento omputado no domínio esão, portanto, parte da solução. Contudo, do ponto de vista numério, de modoa alular as propriedades numa élula de ontorno é neessário saber todas aspropriedades do volume �fantasma� adjaente a ela, além das ondições físiaspermitidas. Esta informação adiional, hamada por Hirsh (1988a) de ondi-ção de ontorno numéria4, deve ser onsistente om as propriedades físias doesoamento, bem omo ompatível om as equações disretizadas e tem que ser4É importante salientar que, apesar do nome utilizado na literatura, esta ondição de on-torno não tem origem numéria, mas físia, já que é obtida à partir das equações que governamo esoamento.



2.4 Condições de Contorno 36adiionados à fronteira físia de modo a de�nir ompletamente o problema nu-mério.Um importante efeito do proedimento das ondições de ontorno numériasapliado às fronteiras permeáveis é assegurar que perturbações geradas no do-mínio omputaional, por exemplo, o transiente em um esoamento em estadoestaionário, deixem o domínio sem que sejam re�etidas nas fronteiras, uma vezque estas fronteiras não são entidades físias, apenas abstrações matemátias.Isto implia que a propagação destas perturbações seja ompatível om as pro-priedades de propagação araterístias das equações de Euler (HIRSCH, 1988b).Quando isto não oorre, a preisão dos álulos pode ser fortemente afetadapela re�exão oorrida na fronteira. É portanto reomendado apliar, as equaçõesaraterístias omo proedimentos de ontorno (HIRSCH, 1988b). Um pouo dere�exão pode até existir e ter efeitos em taxa de onvergênia, reduzindo�se aolongo da onvergênia em si.Uma vez que as ondições de ontorno de uma fronteira estão assoiadas àsaraterístias normais à ela, pode�se tomar, por mera onveniênia, o vetor ~kdo sistema (2.31) omo sendo normal à superfíie de fronteira e apontando paradentro do domínio, por exemplo, omo india a �gura 2.4. Desta forma, podem�se utilizar as equações (2.31) para determinar as quantidades transportadas dodomínio do esoamento para a fronteira e assim �ompletar� a informação pro-veniente de araterístias vindas do esoamento não�perturbado nos volumes�fantasmas�.
n

n

n

Figura 2.4: Vetores normais nas fronteiras do domínioEm prinípio, as ondições físias a serem impostas seriam a entropia ouas variáveis de Riemann. Entretanto, isto não é neessariamente muito prátio,



2.4 Condições de Contorno 37uma vez que estas variáveis não são geralmente onheidas. Ao invés disso, on-dições que são �xadas em situações prátias em experimentos são veloidadese pressões e, portanto, a informação araterístia pode ter de ser de�nida deuma maneira iterativa ou aproximada, partiularmente em fronteiras subs�nias(HIRSCH, 1988b).Pode�se veri�ar a partir de um ponto de vista teório, bem omo por meiode experimentos numérios que a esolha das ondições de ontorno numériaspode ter um efeito dominante na preisão, estabilidade e taxa de onvergênia demuitos esquemas (HIRSCH, 1988b).2.4.1 Os Volumes �Fantasmas�A esolha de uma formulação de volumes �nitos om esquema entrado nasélulas no método numério para a resolução das equações que governam o esoa-mento naturalmente introduz uma di�uldade na implementação das ondições deontorno. Observe que os volumes de fronteira não possuem �vizinhos� adjaen-tes à todas as suas arestas. Este fato remete à utilização de volumes �fantasmas�(ghost ells) para a implementação das ondições de ontorno. Estes são volu-mes �tíios que não pertenem ao domínio de interesse, mas são ontíguos aosvolumes de fronteira e onstruídos à imagem e semelhança destes. Além disso, osvalores das propriedades nos volumes �fantasmas� não são neessariamente físios(realizáveis), apenas servem o propósito de impor as ondições de ontorno dafronteira.
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Volumes "fantasmas"Figura 2.5: Exemplo de onstrução de volumes �fantasmas�A �gura 2.5 mostra a onstrução dos volumes �fantasmas� em uma regiãoqualquer da fronteira de um determinado domínio. Os valores das variáveis de



2.4 Condições de Contorno 38estado atribuídos a estes volumes de�nem a ondição de ontorno apliada àaresta ontida na fronteira do domínio de interesse.2.4.2 ParedeA ondição de ontorno de parede sólida tem uma partiularidade em relaçãoas demais, uma vez que a veloidade do esoamento normal à fronteira é nula,desde que não haja �uxo de massa ou outro �uxo onvetivo penetrando na paredesólida. De maneira a analisar a informação transportada pelas araterístiasneste tipo de fronteira, onsidere a equação (2.25), reapresentada abaixo:
Λ =










kxu+ kyv 0 0 0

0 kxu+ kyv 0 0

0 0 kxu+ kyv + c 0

0 0 0 kxu+ kyv − c








Note que duas das quatro araterístias dos esoamentos governados pelasequações de Euler bidimensionais estão relaionadas à autovalores nulos, ou seja,não transmitem qualquer informação através da fronteira. A �gura 2.6 apresentaa propagação de araterístias neste tipo de fronteira.
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ParedeFigura 2.6: Propagação de araterístias em uma parede sólidaObserve que um autovalor é positivo e, portanto, apenas uma ondição físiapode ser imposta, neste aso é de�nida pela ondição de esorregamento, ou seja,a omponente de veloidade normal à superfíie deve ser nula (vn = 0). Com autilização do esquema de Jameson, em que as propriedades nas faes dos elemen-tos são determindas através da média aritmétia dos elementos que a eram, aondição de ontorno vn = 0 implia que a omponente normal da veloidade novolume �fantasma� tenha a mesma intensidade da omponente de veloidade dovolume interno, porém om sentido oposto. Enquanto a omponente tangenialé a mesma.Para entender melhor este fato, onsidere o sistema de oordenadas gene-



2.4 Condições de Contorno 39ralizado apresentado no apêndie A. Admitindo que a veloidade do volume defronteira interno seja dado pela expressão:
~v = uı̂+ v̂ (2.66)Pode�se, então, esrever as derivadas espaiais no sistema de oordenadasartesiano de uma propriedade φ em função das derivadas no sistema generalizadoda seguinte maneira:
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∂ηAssim, a veloidade do esoamento no volume interno pode ser expressa nosistema generalizado omo:
~v = (ηxu+ ηyv)

︸ ︷︷ ︸

vn

n̂ + (ξxu+ ξyv)
︸ ︷︷ ︸

vt

t̂ (2.67)onde n̂ e t̂ são, respetivamente, os versores �normal� e �tangenial� à superfíieno sistema de oordenadas.Assim, as omponentes da veloidade no volume �fantasma�, indiadas pelosobresrito ghost, são esritas no sistema de oordenadas generalizado da seguintemaneira:
vghostn = −vn , vghostt = vt (2.68)E o vetor veloidade neste volume é então esrito omo:

~vghost = vghostn ~n+ vghostt
~t (2.69)Reesrevendo�o, agora, no sistema de oordenadas artesiano, obtém�se:

~vghost = (ηxv
ghost
n + ξxv

ghost
t )̂ı+ (ηyv

ghost
n + ξyv

ghost
t )̂ (2.70)Lembrando que na superfíie sólida, ηx = kx e ηy = ky e que se a transforma-ção de oordenadas não estiver sujeita a um estiramento anisotrópio, então:

ξx = ηy

ξy = −ηx



2.4 Condições de Contorno 40Determina�se failmente a veloidade do volume �fantasma� nesta ondição.Já o autovalor negativo india que deve haver uma ondição de ontornonuméria e para determiná�la é neessário resolver à araterístia relaionadaao autovalor (~v · ~n− c), ou seja, a quarta equação do sistema (2.31) reesritaabaixo:
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] (2.71)Observe, no entanto, que para ada elemento da fronteira, kx e ky são ons-tantes. Então, pode�se esrever:
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(2.72)onde vn é a veloidade normal à fronteira. Naturalmente, esta derivada orres-ponde à aeleração entrípeta de uma partíula se movendo em uma direção tan-gente à parede e pode, portanto, ser relaionada à veloidade tangenial atravésda expressão:
∂vn
∂t

= ac = ± v2
t

Rw

(2.73)em que vt é a veloidade tangenial à fronteira e Rw é o raio de urvatura loal.Observe que ac orresponde à aeleração entrípeta do �uido numa parede deraio de urvatura Rw. Assim, o sinal utilizado está relaionado om o formato daparede: aso seja �nava, de modo que a veloidade seja tangenial à parede, ovetor aeleração deve apontar para dentro do domínio (mesmo sentido da normaladotada) e, portanto o sinal é positivo. Por outro lado, se a parede for onvexa,o vetor aeleração aponta para fora do domínio (sentido oposto à normal), destaforma o sinal é negativo.Assim, ao substituir as equações (2.72) e (2.73) em (2.71) obtém�se a seguinterelação araterístia:
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= 0 (2.74)Uma vez que nesta ondição de ontorno a veloidade normal à fronteira deveser nula, onvém utilizar a transformação de oordenadas apresentada no apên-



2.4 Condições de Contorno 41die A, de maneira que o vetor veloidade seja esrito em função das veloidadesnormal e tangenial à superfíie da parede. Assim, a equação araterístia podeser esrita omo:
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 = 0 (2.75)Feitas as devidas simpli�ações e introduzindo o operador divergente, a equa-ção se resume, apenas, à seguinte expressão:
1

ρc

∂p

∂t
−
(

± v2
t

Rw

)

+
vt
ρc

∂p

∂ξ
− 1

ρ

∂p

∂η
+ c∇ · ~v = 0 (2.76)Considere, agora, a equação da ontinuidade em sua forma diferenial on-servativa dada pela equação abaixo:
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= 0 (2.78)Multipliando a equação (2.78) por c/ρ e utilizando a relação isentrópia:

δp = c2δρ (2.79)Obtém�se:
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= 0 (2.80)Esrevendo, agora, derivadas espaiais em função das oordenadas generali-zadas ξ e η já apresentadas, hega�se à seguinte expressão:
1

ρc

∂p

∂t
+ c

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)

+
1

ρc

[

u

(

ky
∂p

∂ξ
+ kx

∂p

∂η

)

+ v

(

−kx
∂p

∂ξ
+ ky

∂p

∂η

)]

= 0(2.81)Por �m, separando às omponentes normal e tangenial da veloidade (para



2.4 Condições de Contorno 42poder utilizar a ondição de veloidade normal nula na parede), obtém�se a equa-ção da ontinuidade na forma:
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 = 0 (2.82)Finalmente, a equação da ontinuidade pode ser esrita nesta ondição daseguinte maneira:
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= 0 (2.83)Então, subtraindo a equação (2.83) da equação (2.76), obtém�se:
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(2.84)Assim, só é neessário determinar a pressão na parede para determinar om-pletamente o estado do volume �fantasma� neste tipo de ondição de ontorno.Entretanto, se Rw ≫ 1 então:

∂p

∂η
= 0 (2.85)Uma disretização �na do ontorno de parede, na forma de segmentos de retastorna essa aproximação razoável. Assim, é omum realizar a hipótese de que ogradiente de pressão na parede é desprezível. Desta forma, a pressão estátiade um volume �fantasma� é obtida por uma extrapolação de ordem zero destapropriedade om relação ao seu respetivo volume interno. Assim:

pghost = pinterno (2.86)2.4.3 Far�eldA utilização da formulação araterístia das equações de Euler ertamentenão é a forma mais usual para determinar as ondições de ontorno de far�eld emapliações de esoamentos externos ao redor de aerofólios, já que nestes asos afronteira está, omo o próprio nome sugere, muito distante da parede e, portanto,pode�se simpli�ar estas ondições de ontorno, uma vez que as perturbaçõesprovenientes da superfíie sólida devem hegar muito fraas na fronteira. Geral-mente, neste aso são implementadas ondições de ontorno baseadas na idéiade invariantes de Riemann, que nada mais são que ondições de ontorno deesoamento potenial ompleto.Entretanto, omo já foi destaado, ao implementar ondições de ontorno



2.4 Condições de Contorno 43desta forma e, portanto, levar em onta toda a físia do modelo matemátio doesoamento, espera�se que o ódigo seja mais geral e que possa ser utilizado,inlusive, para resolver esoamentos internos em trabalhos futuros.O far�eld é dividido em duas partes: entrada e saída. Uma vez que o ve-tor normal utilizado nas equações araterístias (2.31) aponta para dentro dodomínio, ada uma destas partes pode ser identi�ada de aordo om o sinal doproduto:
~V · ~n

{

> 0 → entrada
< 0 → saída (2.87)O número de ondições de ontrono físias é uma função da situação do eso-amento na fronteira. A tabela 2.1 india o número ondições de ontorno físiase numérias nas fronteiras de entrada e saída de esoamentos bidimensionais, emque o número total de variáveis dependentes é 4.Tabela 2.1: Condições de ontorno físias e numérias para esoamentos 2-DSubs�nio Supers�nioFísias Numérias Físias NumériasEntrada 3 1 4 0Saída 1 3 0 42.4.3.1 EntradaViu-se que as onsiderações feitas anteriormente tem in�uênia direta no nú-mero de ondições de ontorno a serem impostas para problemas bidimensionaisde esoamentos invísidos. Assim, em um ponto qualquer da fronteira, o númerode ondições de ontorno a ser imposto depende da maneira omo a informaçãoé transportada ao longo de araterístias que interagem om a fronteira.A �gura 2.7 mostra a propagação de araterístias em fronteiras de entradatanto subs�nias quanto supers�nias. Observa�se que as araterístias (~v · ~n),que tem multipliidade 2, e (~v ·~n+c) são sempre positivas. Portanto, elas sempretransportam informação da fronteira para o domínio do esoamento. Isto requerque os valores das quantidades transportadas sejam impostos neste ponto paraada araterístia que entra no domínio através de três ondições de ontornofísias. A quarta araterístia, no entanto, (~v ·~n−c) é negativa para esoamentossubs�nios e positiva em esoamentos supers�nios. Assim, no primeiro aso,deve�se deixar este grau de liberdade livre, utilizando para isto uma ondição deontorno numéria, enquanto no último, deve�se �xar mais uma propriedade do
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´(b) Caso supers�nioFigura 2.7: Propagação de araterístias em fronteiras de entradaSubs�nia Nesta ondição, três araterístias entram no domínio enquantouma sai. Portanto, para determinar o estado dos volumes �fantasmas� nestaregião, basta �xar 3 propriedades do esoamento não�perturbado e resolver aaraterístia assoiada a ~v − c, ou seja, a última equação do sistema (2.31)reesrita abaixo:
∂p

∂t
− ρc

(

kx
∂u

∂t
+ ky

∂v

∂t

)

= − (u− kxc)
∂p

∂x
− (v − kyc)

∂p

∂y
+

+ρc

[

(kxu− c)
∂u

∂x
+ kyu

∂v

∂x

]

+ ρc

[

(kyv − c)
∂v

∂y
+ kxv

∂u

∂y

]

= R4 (2.88)A questão que vem à tona é sobre quais propriedades se deve �xar. Hirsh(2007) mostra que todas as propriedades de estagnação são onstantes ao longode linhas de orrente, mas que os valores podem ser diferentes de uma para outra.Entretanto, se o esoamento que entra no domínio é uniforme, então existe apenasum valor onstante no ampo do esoamento.Assim, duas variáveis termodinâmias são geralmente determinadas pelas on-dições de estagnação a montante. Usualmente, pressão e temperatura de estag-nação podem ser impostas. Observe, no entanto, que entropia e entalpia deestagnação poderiam ser �xadas de modo equivalente. A tereira variável físiaé de�nida pelas omponentes da veloidade (no aso partiular de aerofólios, oângulo de inidênia).Assumindo que:
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δU = 0 (2.89)onde δ é tal que, apliada à uma variável genéria z, resulta em:
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2.4 Condições de Contorno 45Pode�se reesrever a equação (2.88) onforme segue:
δp− ρc (kxδu+ kyδv) = ∆tR4 (2.91)Mas, se o ângulo de ataque (α) é �xo, então as variações das omponentes dovetor veloidade provenientes de perturbações vindas da superfíie do aerofóliodevem permaneer proporionais:

δu

δv
=
u

v
⇒ δv =

vδu

u
(2.92)Substituindo as equações (2.89) e (2.92) na equação araterístia (2.91),obtém-se:

∂p

∂U
δU − ρcδu

(

kx + ky
v

u

)

= ∆tR4 (2.93)Mas, se U =
√
u2 + v2, então:
δU =

1

2U
(2uδu+ 2vδv) ⇒ δU =

uδu

U
+
vδv

U
(2.94)Substituindo (2.92) em (2.94), tem-se:

δU =
uδu

U
+
v

U

vδu

u
⇒ UδU = δu

(

u+ v
v

u

)

⇒ δU =
δu

U

(

u+ v
v

u

) (2.95)E, substituindo (2.95) em (2.93) é possível esrever δu da seguinte forma:
δu =

∆tR4
{[

∂p
∂U

(
u
U

+ v2

uU

)]
− ρc

(
kx + ky

v
u

)} (2.96)Lembrando, ainda, que:
p = po

[

1 +
(γ − 1)

2
M2

]−γ/(γ−1) (2.97)Então, pode�se esrever:
∂p

∂U
= − poγ

(γ − 1)

[

1 +
(γ − 1)

2
M2

] −γ

γ−1
−1

2
(γ − 1)

2
M
∂M

∂U
(2.98)Mas, M = U

c
⇒ ∂M

∂U
= 1

c
, que pode ser apliado à equação aima, resultandona seguinte expressão:

∂p

∂U
= −poγM

c

[

1 +
(γ − 1)

2
M2

] 1−2γ
γ−1 (2.99)Substituindo (2.99) em (2.96), pode-se obter δu e, onseqüentemente, δv atra-



2.4 Condições de Contorno 46vés da expressão (2.92). Assim, as omponentes da veloidade são dadas por:
un+1
ghost = unghost + δu

vn+1
ghost = vnghost + δvLembrando que as propriedades de estagnação �xadas podem ser determina-das através das expressões:

po = p

[

1 − γ − 1

γ + 1

(u2 + v2)

a2
∗

]−γ/γ−1

To = T

[

1 − γ − 1

γ + 1

(u2 + v2)

a2
∗

]−1 (2.100)onde a veloidade do som rítia5 (a∗) é dada por:
a2
∗ =

2γT

γ + 1
(2.101)Então, as propriedades restantes para ompletar o estado dos volumes �fan-tasmas� são funções apenas da veloidade:

p = p(u) ⇒ pn+1
ghost = p

(
un+1
ghost

)

T = T (u) ⇒ T n+1
ghost = T

(
un+1
ghost

) (2.102)Supers�nia Na ondição de entrada supers�nia, as 4 araterístias en-tram no domínio e, portanto, toda a informação é transportada da ondição deesoamento não�perturbado. Assim, todas as ondições de ontorno são físias e,onseqüentemente, todas as propriedades são �xadas:
un+1
ghost = unghost = · · · = u0

ghost

vn+1
ghost = vnghost = · · · = v0

ghost

pn+1
ghost = pnghost = · · · = p0

ghost

ρn+1
ghost = ρnghost = · · · = ρ0

ghost2.4.3.2 SaídaConsiderações similares à entrada podem ser feitas para a saída. Três a-raterístias ~v · ~n (multipliidade 2) e (~v · ~n − c) são sempre negativas e semprealançam a fronteira de dentro do domínio e portanto determinam 3 das 4 variá-veis araterístias do plano de saída a partir do omportamento do esoamento5veloidade do som quando o número de Mah é igual a 1.



2.4 Condições de Contorno 47interior. A 4a ondição depende do número de Mah. Para saídas supers�niasnenhuma ondição de ontorno deve ser imposta, enquanto que para saídas subs�-nias, uma ondição de ontorno deve ser �xa. A �gura 2.8 mostra a propagaçãode araterístias em fronteiras de saída.
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´(b) Caso supers�nioFigura 2.8: Propagação de araterístias em fronteiras de saídaSubs�nia Neste aso, três araterístias saem do domínio e apenas umaentra (~v · ~n + c). Portanto, três ondições de ontorno devem ser aluladas,enquanto a quarta ondição, assoiada ao autovalor positivo (~v · ~n+ c), propagainformação da fronteira para a região do esoamento e está, onseqüentemente,assoiada om uma ondição de ontorno físia, deve ser �xada. A ondição físiamais apropriada, partiularmente para esoamentos internos e orrespondente amaioria das situações experimentais, onsiste em �xar a pressão estátia de saída.Isto também pode ser apliado em problemas de esoamento externo (HIRSCH,1988b).Ao se �xar a pressão estátia (δp = 0) e exluir a araterístia assoiada aoautovalor (~v · ~n+ c), que entra no domínio, o sistema (2.31) se resume à seguinteforma: 





δρ = ∆tR1

kyδu− kxδv = ∆tR2

−ρc (kxδu+ kyδv) = ∆tR4

(2.103)A primeira equação do sistema (2.103) fornee diretamente a variação damassa espeí�a no volume fantasma, para enontrar as demais propriedades,basta resolver o sistema abaixo, formado pelas araterístias restantes.
{

kyδu− kxδv = ∆tR2

−ρc (kxδu+ kyδv) = ∆tR4

(2.104)



2.4 Condições de Contorno 48Caso ky 6= 0, da primeira equação, tem�se:
δu =

∆tR2 + kxδv

ky
(2.105)E, substituindo a equação (2.105) na segunda equação do sistema (2.104),obtém�se:

δv = −
(

kxR2 +
kyR4

ρc

)

∆t (2.106)Mas, se ky = 0 e, onsequentemente, kx = −1, deve-se fazer:
δv = ∆tR2 e δu =

∆tR4

ρc
(2.107)Assim,

ρn+1
ghost = ρnghost + δρ

un+1
ghost = unghost + δu

vn+1
ghost = vnghost + δvSupers�nia Nesta ondição de saída, todos os autovalores são negativose nenhuma ondição físia deve ser espei�ada. Todas as variáveis de ontornosão de�nidas pelo esoamento interior, via equações araterístias (2.31). Assim,basta resolver este sistema de equações e determinar as variáveis primitivas quede�nem o estado do volume �fantasma�. Isto, no entanto, pode ser feito de diversasmaneiras, aqui, apresenta�se apenas uma sugestão de omo resolvê�lo:Iniialmente, ao somar as duas últimas equações do sistema (2.31), obtém-seuma expressão direta para atualização da pressão estátia dada por:

∂p

∂t
=
R3 +R4

2
⇒ δp =

(
R3 +R4

2

)

∆t (2.108)Da primeira equação do sistema (2.31), tem-se:
δρ = ∆tR1 +

δp

c2
(2.109)As duas últimas informações que restam para de�nir o estado do volume�fantasma� podem ser obtidos do sistema formado por estas duas equações:

{

ky
∂u
∂t

− kx
∂v
∂t

= R2

∂p
∂t

− ρc
(
kx

∂u
∂t

+ ky
∂v
∂t

)
= R4

(2.110)



2.5 Validação 49Caso ky 6= 0, da primeira equação, tem�se:
δu =

∆tR2 + kxδv

ky
(2.111)Substituindo as equações (2.108) e (2.111) na segunda equação do sistema(2.110), obtém�se:

δv =
ky
ρc

(δp− ∆tR4) − kx∆tR2Mas, se ky = 0 e, portanto kx = −1, deve-se fazer:
δv = ∆tR2 e δu =

∆tR4 − δp

ρc
(2.112)Assim,

ρn+1
ghost = ρnghost + δρ

un+1
ghost = unghost + δu

vn+1
ghost = vnghost + δv

pn+1
ghost = pnghost + δp2.5 ValidaçãoA validação do ódigo omputaional implementado para a resolução de es-oamentos foi realizada por omparação ao programa omerial já onsagrado nomerado, o CFD++. Seis asos de validação om araterístias bem partiu-lares foram simulados de maneira a testar sua faixa de apliação e robustez. Atabela 2.2 mostra os per�s e ondições de esoamento não�perturbado de adaum destes. Tabela 2.2: Casos de validação do solver do esoamentoCaso Aerofólio M∞ α (o) p∞ (Pa) T∞ (K)1 NACA 0012 0.3 0.0 101325.0 288.152 RAE 2822 0.3 0.0 101325.0 288.153 Selig 1223 0.1 8.0 101325.0 288.154 NACA 0012 0.8 0.0 101325.0 288.155 RAE 2822 0.8 0.0 101325.0 288.156 RAE 2822 0.75 1.0 101325.0 288.15Os asos 1 à 3 apresentados pelas �guras 2.9, 2.10 e 2.11 representam esoa-mentos subs�nios sobre os per�s NACA 0012, RAE 2822 e Selig 1223, respeti-vamente. Estas �guras mostram a robustez do método ao simular esoamentos de



2.5 Validação 50baixa veloidade, inlusive, um aso inompressível, omo o esoamento à númerode Mah 0.1 (Caso 3).
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Figura 2.9: Caso 1 � Per�l NACA 0012 (M∞ = 0.3, α = 0.0o)
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Figura 2.10: Caso 2 � Per�l RAE 2822 (M∞ = 0.3, α = 0.0o)Como já dito na seção 2.2, a adimensionalização utilizada não é adequada àesoamentos externos inompressíveis. Apesar dos bons resultados obtidos om-



2.5 Validação 51parados ao CFD++, o re�exo desta araterístia do método numério empregadore�etiu na taxa de onvergênia dos resultados. Veri�a�se que os asos de nú-mero de Mah baixos (M∞ < 0.3) neessitam de mais tempo de simulação paraonvergir do que àqueles em regime de esoamento trans�nios, que são as apli-ações de maior interesse neste trabalho e na indústria aeronáutia, uma vez quea maioria das aeronaves omeriais tem veloidade de ruzeiro nestas ondiçõesde esoamento.
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Figura 2.11: Caso 3 � Per�l Selig 1223 (M∞ = 0.1, α = 8.0o)Os asos 4�6 representam simulações em regime de esoamento trans�nioao redor dos per�s NACA 0012 e RAE2822. Nestes asos é possível veri�ar aqualidade dos resultados obtidos ao tratar as ondas de hoque. Observa�se que adissipação arti�ial adiionada está adequada às apliações de interesse, uma vezque as ondas de hoque enontradas em todas estas simulações são bem de�nidasem pouos pontos. É importante lembrar que programas omeriais freqüente-mente fazem uso de dissipação numéria exessiva para tornar seus ódigos maisrobustos, apazes de onvergir para uma gama maior de problemas. Entretantoeste exesso de dissipação pode levar a degradação da solução obtida (AZEVEDO,2006).Observa�se, ainda, uma osilação da distribuição de pressão no extradorsodos asos 2, 5 e 6, que orrespondem à esoamentos sobre o per�l RAE2822.Entretanto esta osilação oorreu em ambos os ódigos (o desenvolvido neste
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Figura 2.12: Caso 4 � Per�l NACA 0012 (M∞ = 0.8, α = 0.0o)
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Figura 2.13: Caso 5 � Per�l RAE 2822 (M∞ = 0.8, α = 0.0o)trabalho e o CFD++), o que pode indiar que o problema está relaionado oma geometria ou a malha utilizada.A título de ilustração, a �gura 2.15 mostra os ampos de Mah, pressão,
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Figura 2.14: Caso 6 � Per�l RAE 2822 (M∞ = 0.75, α = 1.0o)temperatura e de um termo proporional à variação de entropia do aso 6 paradar ao leitor uma idéia da solução no domínio omputaional.

(a) Número de Mah (b) Pressão estátia (em Pa)

() Temperatura (em K) (d) p/ργFigura 2.15: Campo de solução do Caso 6 (M∞ = 0.75, α = 1.0o)



2.5 Validação 54A �gura 2.15(d) india regiões onde há geração de entropia através de umtermo p/ργ , que é proporional à ela. Uma vez que a pressão de estagnação p0não permanee onstante ao atravessar a onda de hoque, as relações invísidas dehoque impliam em uma variação desontínua de entropia através dele (HIRSCH,2007). Assim, a onda de hoque, naturalmente, provoaria geração de entropia.Entretanto, observa�se que na região imediatamente adjaente a superfíie doaerofólio, também, existe uma amada de elementos onde também há geraçãode entropia. Este fato pode ser justi�ado pela dissipação arti�ial adiionadapelo método numério para a resolução das equações de Euler em regiões onde ogradiente de pressão é elevado, o que possibilita a geração numéria de entropia.A �gura 2.16 ainda mostra a malha utilizada neste mesmo aso. O proe-dimento de geração de malha, realizado pelo software omerial Gambit om atriangulação de Delaunay, é o mesmo desrito por Ceze (2008) e foi realizado paradisretizar o domínio de todos os asos presentes neste trabalho.

(a) Geral (b) DetalheFigura 2.16: Malha utilizadaAssim, o ódigo implementado é onsiderado validado para os objetivos pro-postos, mostrando que os resultados obtidos om o tratamento das ondições deontorno utilizado (embora não seja estritamente neessário para as apliaçõesaqui apresentadas) onvergem para os mesmos obtidos om o CFD++ e om oódigo desenvolvido por Ceze (2008), que simulou os mesmos asos de validaçãoom ondições de ontorno de invariantes de Riemann, desritos na literaturapara implementação das ondições de far�eld.



55
3 Teoria de ControleApliada às Equações deEuler

A implementação numéria do método adjunto requer a utilização de umaforma disretizada da equação adjunta. Existem, basiamente, duas formas pos-síveis para sua obtenção. Primeiro, ela pode ser derivada à partir da formadisretizada das equações que governam o esoamento e, portanto, seria obtidadiretamente em uma forma disretizada. Esta forma, onheida na literaturaomo formulação disreta do método, �a, no entanto, ondiionada à formaomo as equações da meânia dos �uidos foram disretizadas, tanto no que dizrespeito à omplexidade, quanto à preisão dos resultados. Este proedimentoainda pode levar a expressões bastante omplexas, espeialmente quando se usamaproximações de ordem superior para as equações da meânia dos �uidos.Alternativamente, a equação adjunta pode ser derivada a partir da formaoriginal das equações que governam o esoamento para, só então, ser disretizada.Esta é a formulação ontínua do método. A equação adjunta pode ser entãoresolvida de modo independente dos métodos utilizados para obter a solução dasequações do esoamento. Deve�se ressaltar que a forma disretizada da equaçãoadjunta obtida na formulação ontínua não oinide om aquela da formulaçãodisreta. Pode�se atribuir esta diferença ao fato de que, nesta última, a restriçãoque se está impondo orresponde a uma partiular disretização das equações dameânia dos �uidos, ao invés das equações originais.Em prinípio, se a disretização das equações da meânia dos �uidos é on-sistente, de modo que seus resultados aproximam a solução exata à medida quea malha omputaional é re�nada, então os resultados da formulação disreta dométodo adjunto também devem se aproximar àqueles da formulação ontínua omo re�namento da malha, uma vez que eles impõe preisamente essa aproximaçãoonsistente do esoamento.Jameson e Nadarajah (2000) omparam ambas as formulações do método ad-



3.1 As Equações Adjuntas 56junto e onluem que, no proedimento utilizado por eles, os gradientes adjuntosdisretos são mais ondizentes om os gradientes obtidos por diferenças �nitasdo que os gradientes ontínuos, mas as diferenças são geralmente pequenas. En-tretanto, a onvergênia da função de mérito não é afetada signi�ativamentequando se utiliza o gradiente disreto ao invés do ontínuo. Conseqüentemente,não se enontra um benefíio partiular em utilizar o método adjunto disreto,que requer maior usto omputaional.A �nalidade deste trabalho é realizar um estudo teório aprofundado do mé-todo adjunto, om base na apliação de esoamento Euler 2�D em torno de ae-rofólios. Prinipalmente no que diz respeito ao desenvolvimento de ondições deontorno apropriadas, de maneira a garantir que o problema adjunto seja sempretão bem�posto quanto o problema original (as equações que governam o eso-amento). Para isso, pretende�se adotar a formulação ontínua do método, quese assoia diretamente às equações da meânia dos �uidos. Sua independêniaom respeito ao método numério adotado para a simulação do esoamento trazvantagens importantes: permite uma abordagem oneitual mais genéria dasequações adjuntas e das suas ondições de ontorno. Uma rotina assim ons-truída pode, em prinípio, ser assoiada a diferentes ódigos de simulação doesoamento, ontanto que as propriedades �xadas sejam as mesmas propostas noódigo que resolve as equações que governam o esoamento.3.1 As Equações AdjuntasO prinipal objetivo de métodos de otimização onsiste em minimizar a funçãoque representa uma determinada medida de mérito. Considere, para a derivaçãodas equações adjuntas, uma medida de mérito geral dada por:
I =

∫

Bw

g (V) ds (3.1)onde g (V) representa uma função esalar genéria em função do vetor de va-riáveis primitivas V, de�nido pela primeira relação de (2.16) e ds é o elementode omprimento de aro in�nitesimal sobre o aerofólio. A integral é feita sobretoda a superfíie do aerofólio (Bw) om o objetivo de enontrar a geometria queminimiza o funional I.Com o auxílio da notação indiial e a utilização de um sistema de oordenadasgeneralizado apresentado no apêndie A, pode�se determinar sua derivada omrelação ao vetor de variáveis de estado (Q), apliando a regra da adeia, da



3.1 As Equações Adjuntas 57seguinte maneira:
∂I

∂Q
=

∫

Bw

∂g

∂Vα

∂Vα
∂Qβ

ds =

∫

Bw

∂g

∂Qβ

ds =

∫

Bw

∂g

∂Q

dsdξ dξ (3.2)Neste aso, de maneira a melhorar o entendimento dos índies da notação,adota�se a seguinte onvenção: letras gregas representam o espaço de fase, ouseja, estão relaionados om o número de equações do sistema; letras romanasrepresentam oordenadas do espaço transformado (ξ, η) e letras om apóstrofe(') representam oordenadas do espaço artesiano (x, y). Assim, os vetores devariáveis primitivas (V) e variáveis onservadas (Q), por exemplo, podem serrepresentados omo:
V = Vα =







V1

V2

V3

V4







=







ρ

u

v

p







, Q = Qβ =







Q1

Q2

Q3

Q4







=







ρ

ρu

ρv

e







(3.3)
E a primeira variação da medida de mérito é dada por:

δI =

∫

Bw

∂g

∂Q
δQ

dsdξ dξ +

∫

Bw

gδ

(dsdξ) dξ (3.4)Note que, om a utilização da álgebra tensorial generalizada, os sistemas deoordenadas podem assumir diversas on�gurações. Entretanto, as proprieda-des do esoamento devem ser independentes do sistema de oordenadas adotado.Certamente a utilização de malhas não�estruturadas remete a um sistema deoordenadas artesiano. Contudo, a derivação das equações adjuntas e, prin-ipalmente, a redução do seu gradiente de sensibilidade tem sua omplexidadebastante reduzida ao utilizar um espaço transformado apropriado. Desta formapropõe�se desenvolver as equações do método no sistema generalizado propostono apêndie A. Para isso, onsidere as equações de Euler esritas em oordenadasgeneralizadas, apresentadas abaixo em uma situação de estado estaionário:
∂E

∂ξ
+
∂F

∂η
= 0 (3.5)Como também apresentado no apêndie A os vetores de �uxo generalizadospodem ser esritos em função dos vetores de �uxo artesianos através das seguintes



3.1 As Equações Adjuntas 58expressões:
E = E

(

J
∂ξ

∂x

)

+ F

(

J
∂ξ

∂y

)

F = E

(

J
∂η

∂x

)

+ F

(

J
∂η

∂y

) (3.6)Assim, suas respetivas variações podem ser esritas omo:
δE = δE

(

J
∂ξ

∂x

)

+ E δ

(

J
∂ξ

∂x

)

+ δF

(

J
∂ξ

∂y

)

+ F δ

(

J
∂ξ

∂y

)

δF = δE

(

J
∂η

∂x

)

+ E δ

(

J
∂η

∂x

)

+ δF

(

J
∂η

∂y

)

+ F δ

(

J
∂η

∂y

) (3.7)Mas, omo as variações dos vetores de �uxo artesianos podem ser esritosomo mostram as equações abaixo:
δE =

∂E

∂Q
δQ e δF =

∂F

∂Q
δQ (3.8)Então, ao substituir as expressões (3.8) em (3.7) e agrupar termos de modoonveniente, podem�se reesrever as variações dos vetores de �uxo generalizadosda seguinte maneira:

δE =

[
∂E

∂Q

(

J
∂ξ

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂ξ

∂y

)]

︸ ︷︷ ︸

C1

δQ + E δ

(

J
∂ξ

∂x

)

F δ

(

J
∂ξ

∂y

)

δF =

[
∂E

∂Q

(

J
∂η

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂η

∂y

)]

︸ ︷︷ ︸

C2

δQ + E δ

(

J
∂η

∂x

)

F δ

(

J
∂η

∂y

) (3.9)Ou ainda, de forma geral:
δFk

α = Ck
αβδQβ + δ

(

J
∂ξk

∂xj′

)

F j′

α (3.10)onde:
F1
α = E , F2

α = F , F1

α = E , F2

α = F , C1
αβ = C1 , C2

αβ = C2Como já visto na seção 1.2, a prinipal idéia do método Adjunto é impor asequações de Euler omo restrições ao proesso de otimização via a utilização demultipliadores de Lagrange. Assim, em notação indiial, o funional restritivo édado por:
IC ≡

∫

D

ψα
∂F k

α

∂ξk
dV = 0 (3.11)



3.1 As Equações Adjuntas 59onde, o vetor de variáveis adjuntas Ψ de�nido omo:
Ψ = ψα = {ψ1 ψ2 ψ3 ψ4}T (3.12)A variação da restrição IC indiada pela equação (3.11) pode ser esrita daseguinte forma:

δIC =

∫

D

ψα
∂
(

δFk

α

)

∂ξk
dV =

∫

D

1

J






Jψα

∂
(

δFk

α

)

∂ξk






dV (3.13)Mas, pela regra da adeia:

∂

∂ξk

(

JψαδF
k

α

)

= Jψα
∂
(

δFk

α

)

∂ξk
+ δFk

α

∂ (Jψα)

∂ξk
(3.14)Então, substituindo (3.14) em (3.13), obtém-se:

δIC =

∫

D

1

J

{
∂

∂ξk

(

JψαδF
k

α

)

− δFk

α

∂ (Jψα)

∂ξk

} dV
=

∫

D

1

J

∂

∂ξk

(

JψαδF
k

α

) dV −
∫

D

δFk

α

J

∂ (Jψα)

∂ξk
dV

=

∫

D

∇ ·
(
ψαδFα

) dV
︸ ︷︷ ︸

1o termo −
∫

D

δFα∇ · ψα dV
︸ ︷︷ ︸

2o termo (3.15)Observa�se que o primeiro termo da equação (3.15) aparee, agora, na formade um operador divergente. É possível, então, apliar o Teorema de Gauss à estetermo, transformando a integral no domínio em uma integral apenas nas suasfronteiras. Assim, a variação δIC pode ser reesrita da seguinte forma:
δIC =

∫

∂D

ψαδF
k

αnk dS −
∫

D

δFk

α

1

J

∂ (Jψα)

∂ξk
dV (3.16)onde nk o versor normal à fronteira ∂D apontando para fora domínio D.A imposição das equações de Euler omo restrição ao problema de otimizaçãoleva a de�nição da função objetivo aumentada IA = I + IC . E sua variação édada pela expressão abaixo:

δIA = δI + δIC (3.17)Note que isto não muda a função de mérito à qual se quer otimizar, já que,onsiderando que a solução do esoamento está onvergida, o funional restritivoque está sendo aresentado vale zero omo mostra a equação (3.5), que representaas equações de Euler (um dos fatores de IC).



3.1 As Equações Adjuntas 60Substituindo as variações (3.4) e (3.16) em (3.17), obtém�se:
δIA =

∫

Bw

∂g

∂Q
δQ

dSdξ dξ +

∫

Bw

gδ

(dSdξ ) dξ − ∫
D

δFk

α

1

J

∂ (Jψα)

∂ξk
dξ +

−
∫

Bw

ψαδF
2

α dξ +

∫

B∞

ψαδF
2

α dξ +

−
∫ 1

0

ψαδF
1

α dη∣∣∣∣
ξ=0

+

∫ 1

0

ψαδF
1

α dη∣∣∣∣
ξ=1

︸ ︷︷ ︸

=0
“

δF
1
α|ξ=0=δF

1
α|ξ=1

”

(3.18)onde Bw representa a fronteira de parede e B∞ a fronteira de far�eld do domínioomputaional D.A anulação dos dois últimos termos é deorrente da ondição de ontornoperiódia na linha de orte da malha do sistema de oordenadas generalizado.Observa�se, ainda, que na ondição de ontorno de parede, onde a omponenteontravariante do vetor veloidade V do esoamento é nula, o vetor de �uxosnormal à parede e sua respetiva variação �am reduzidos à:
F2

α |(Bw)= J−1







0

pηx

pηy

0







⇒ δF2

α |(Bw)= J







0
∂η
∂x
δp

∂η
∂y
δp

0







+ p







0

δ
(
J ∂η
∂x

)

δ
(

J ∂η
∂y

)

0







(3.19)
E substituindo as equações (3.10) e (3.19) em (3.18), hega�se à seguinteforma de δIA:
δIA =

∫

Bw

∂g

∂Qβ
δQβ

dsdξdξ +

∫

Bw

gδ

(dsdξ) dξ +

−
∫

D

Ck
αβ

1

J

∂ (Jψα)

∂ξk
δQβdV −

∫

D

δ

(

J
∂ξk

∂xj′

) F j′

α

J

∂ (Jψα)

∂ξk
dV +

−
∫

Bw

[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]
∂p

∂Qβ

δQβdV +

−
∫

Bw

[

ψ2δ

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3δ

(

J
∂η

∂y

)]

pdξ +

∫

B∞

ψαC
(2)
αβ δQβdξ +

+

∫

B∞

ψαδ

(

J
∂η

∂xj′

)

F j′

α dξ (3.20)Rearranjando os termos de modo apropriado, é possível separar os termosdependentes de variações do esoamento (δQβ), que de�nem as equações adjuntase suas respetivas ondições de ontorno, dos restantes, que forneem o gradientede sensibilidade em relação aos parâmetros que de�nem a geometria do aerofólio



3.1 As Equações Adjuntas 61omo já apresentado na seção 1.2. Desta forma, obtém�se:
δIA =

∫

Bw

{
∂g

∂Qβ

dsdξ −
[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]
∂p

∂Qβ

}

︸ ︷︷ ︸parede δQβdξ +

+

∫

B∞

ψαC
(2)
αβ δQβ

︸ ︷︷ ︸far�eld dξ − ∫
D

Ck
αβ

∂ (Jψα)

∂ξk
︸ ︷︷ ︸equação adjunta δQβdξdη +

+

∫

Bw

{

gδ

(dsdξ)−
[

ψ2δ

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3δ

(

J
∂η

∂y

)]

p

} dξ
︸ ︷︷ ︸

1o termo do gradiente +

+

∫

B∞

ψαδ

(

J
∂η

∂xj′

)

F j′

α dξ
︸ ︷︷ ︸

2o termo do gradiente −
∫

D

δ

(

J
∂ξk

∂xj′

)

F j′

α

(Jψα)

∂ξk
dξdη

︸ ︷︷ ︸

3o termo do gradiente (3.21)
Além de serem onsistentes om a PDE adjunta, as ondições de ontornode far�eld devem eleminar o segundo termo do lado direito da equação (3.21),eliminando a dependênia da variação do vetor de estado (δQβ) da variação δIA.3.1.1 Redução do GradienteJameson e Kim (2003a) propuseram uma redução da expressão do gradientepara otimização de aerofólios. Para a sua derivação, onsidere a equação (3.21).Repare que, se a fronteira de far�eld estiver su�ientemente distante da superfíiesólida, a variação δ (J ∂η

∂xj′

) do segundo termo do gradiente, é pratiamente nulanesta fronteira, uma vez que as mudanças mais signi�ativas da malha oorremnas proximidades do aerofólio. Além disso, dsdξ = 1 e, portanto, δ (dsdξ) = 0.Assim, a expressão do gradiente pode ser reduzida à:
δIA =

∫

Bw

{
∂g

∂Qβ

dsdξ −
[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]
∂p

∂Qβ

}

δQβdξ +

+

∫

B∞

ψαC
(2)
αβ δQβdξ − ∫

D

Ck
αβ

∂ (Jψα)

∂ξk
δQβdξdη +

−
∫

Bw

{[

ψ2δ

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3δ

(

J
∂η

∂y

)]

p

} dξ +

−
∫

D

δ

(

J
∂ξk

∂xj′

)

F j′

α

(Jψα)

∂ξk
dξdη (3.22)De�nindo a matriz de transformação entre os sistemas de oordenadas arte-siano e generalizado omo:

Sij′ = J
∂ξi

∂xj′
(3.23)



3.1 As Equações Adjuntas 62É possível obter a seguinte identidade1:
δSij′

∂F j′

α

∂ξi
= − ∂

∂ξr

(

Srj′
∂F j′

α

∂ξi
δξi
) (3.24)Mas,

Sij′ =
1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs∂x
p′

∂ξr
∂xq

′

∂ξs
(3.25)

δSij′ =
1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs

[

∂
(
δxp

′
)

∂ξr
∂xq

′

∂ξs
+
∂xp

′

∂ξr
∂
(
δxq

′
)

∂ξs

] (3.26)
∂
(
δSij′

)

∂ξi
=

1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs ∂

∂ξi

[

∂
(
δxp

′
)

∂ξr
∂xq

′

∂ξs
+
∂xp

′

∂ξr
∂
(
δxq

′
)

∂ξs

]

= 0 (3.27)E pela regra da adeia:
∂

∂ξi

(

δSij′F j′

α

)

=
�

�
�

��>
0

∂
(
δSij′

)

∂ξi
F j′

α + δSij′
∂F j′

α

∂ξi
(3.28)Note que o termo anulado se refere a variações de geometria, o que não oorredurante uma solução adjunta. Então:

∂

∂ξi

(

δSij′F j′

α

)

= − ∂

∂ξr

(

Srj′
∂F j′

α

∂Qβ

∂Qβ

∂ξk
δξk
) (3.29)

= − ∂

∂ξr

(

Srj′A
j′

αβ

∂Qβ

∂ξk
δξk
) (3.30)

= − ∂

∂ξr
(
Cr
αβδQ

∗
β

) (3.31)O último termo da equação (3.22) pode ser reesrito na forma:
∫

D

δSij′F j′

α

∂ (Jψα)

∂ξi
dξdη =

∫

D

δSij′F j′

α

1

J

∂ (Jψα)

∂ξi
dA =

=

∫

D

1

J

∂

∂ξi

[

J
(

ψαδS
i
j′F j′

α

)] dA−
∫

D

J

J
ψα

∂

∂ξi

(

δSij′F j′

α

) dA =

=

∫

∂D≡B∞+Bw

ψαδS
i
j′F j′

α nidξ +

∫

D

ψα
∂

∂ξi
(
Ci
αβδQ

∗
β

) dA =

=

∫

∂D

ψαδS
i
j′F j′

α nidξ +

∫

D

J

J
ψα

∂

∂ξi
(
Ci
αβδQ

∗
β

) dA =

=

∫

∂D

ψαδS
i
j′F j′

α nidξ +

∫

D

1

J

∂

∂ξi
(
JψαC

i
αβδQ

∗
β

) dA−
∫

D

Ci
αβδQ

∗
β

1

J

∂ (Jψα)

∂ξi
dA =

=

∫

∂D

ψα

(

δSij′F j′

α + Ci
αβδQ

∗
β

)

nidξ − ∫
D

Ci
αβδQ

∗
β

1

J

∂ (Jψα)

∂ξi
dA (3.32)1a demonstração enontra-se no apêndie B



3.1 As Equações Adjuntas 63Ou, ainda, separando as integrais nas fronteiras:
∫

D

δSij′F j′

α

∂ (Jψα)

∂ξi
dξdη =

∫

B∞

ψα

(

δSij′F j′

α + Ci
αβδQ

∗
β

)

nidξ +

−
∫

D

Ci
αβ

1

J

∂ (Jψα)

∂ξi
δQ∗

βdA +

+

∫

Bw

ψα

(

δS2
j′F j′

α + C2
αβδQ

∗
β

) dξ (3.33)onde, dA = Jdξdη ; 1

J

∂ (Jψα)

∂ξi
=

∇ (Jψα)

J
(3.34)Assim, rearranjando os termos da equação de forma apropriada, tem�se:

δIA =

∫

Bw

{
∂g

∂Qβ

−
[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]
∂p

∂Qβ

}

︸ ︷︷ ︸parede δQβdξ +

+

∫

B∞

ψαC
(2)
αβ

(
δQβ − δQ∗

β

)

︸ ︷︷ ︸far�eld dξ − ∫
D

Ci
αβ

∂

∂ξi
(Jψα)

︸ ︷︷ ︸eq. adjunta (
δQβ − δQ∗

β

) dξdη +

+

∫

Bw

ψα

(

δS2
j′F j′

α + C
(2)
αβ δQ

∗
β

) dξ
︸ ︷︷ ︸

1o termo do gradiente +

−
∫

Bw

[

ψ2δ

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3δ

(

J
∂η

∂y

)]

pdξ
︸ ︷︷ ︸

2o termo do gradiente (3.35)
Considerando a transformação de oordenadas loalmente em ada volume damalha, pode�se enará�la omo uma simples rotação do sistema de oordenadas.Assim, J = 1 e então, as equações adjuntas em oordenadas artesianas podemser esritas na forma:

AT ∂Ψ

∂x
+ BT ∂Ψ

∂y
= 0 (3.36)Sujeitas a ondição de ontorno de parede sólida dada por:

[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]
∂p

∂Qβ

=
∂g

∂Qβ

(3.37)E pela ondição de ontorno de far�eld expressa por:
ψαC

(2)
αβ

(
δQβ − δQ∗

β

)
= 0 , C

(2)
αβ = AT

n = kxA
T + kyB

T (3.38)Note que, om essa redução é possível determinar o gradiente de sensibili-dade apenas om integrais no ontorno do aerofólio, diminuindo sensivelmente o



3.2 Método Numério 64usto omputaional desta etapa do ilo de projeto. Observe, no entanto, quea implementação da otimização de turbo máquinas (ou qualquer outra superfí-ie aerodinâmia que esteja sujeita à esoamentos internos, onde as fronteiras deentrada e saída estão próximas a geometria que se quer otimizar), por exemplo,requer a utilização da forma ompleta do gradiente dada pela equação (3.21).3.2 Método NumérioDevido à semelhança das equações adjuntas às equações que governam oesoamento, é natural utilizar os mesmos métodos para sua resolução. Observeque, para resolver as equações adjuntas em estado estaionário, é onvenienteinluir um termo tempo dependente omo feito nas equações de Euler. Assim,obtém�se a seguinte equação:
∂Ψ

∂t
−AT ∂Ψ

∂x
− BT ∂Ψ

∂y
= 0 (3.39)Veja que o sinal negativo dos termos onvetivos não altera o resultado es-taionário das equações adjuntas. No entanto, a idéia de utilizá�lo durante asolução �transiente� está relaionada om a direção de propagação da informação(araterístias), que permitirá o tratamento das ondições de ontorno propostono apítulo 4.Entretanto, três modi�ações foram feitas ao esquema numério de modo aadaptá�lo para tratar as equações adjuntas. Primeiro, uma vez que as equaçõesadjuntas apareem em forma quase�linear não�onservativa, os termos onveti-vos devem ser alulados de uma maneira diferente. As derivadas ∂ψ

∂xi
são alula-das da mesma forma que as derivadas espaiais das propriedades do esoamento(seção 2.3.3) e em seguida este vetor é multipliado pelas respetivas matrizesjaobianas. Segundo, a direção da integração do tempo até o estado estaionárioé reversa em relação à integração da solução do esoamento, já que as direçõesde propagação de ondas são reversas. Tereiro, omo os termos de dissipação ar-ti�ial são alulados pelas mesmas subrotinas que a solução do esoamento, elessão adiionados ao invés de subtraídos ao termo onvetivo (JAMESON; SRIRAM;MARTINELLI, 2003), que é alulado pela expressão:

C(Ψi) = AT
i

[

1

Vi
∑

k

Ψik∆yik

]

+ BT
i

[

− 1

Vi
∑

k

Ψik∆xik

] (3.40)onde,
Ψik =

1

2
(Ψi + Ψk) (3.41)



3.2 Método Numério 65Vale lembrar que a solução é realizada em uma malha não�estruturada detriângulos, omo mostra a �gura 2.1(a).3.2.1 Dissipação Arti�ialNote que as equações adjuntas, ao ontrário das equações de Euler, são linea-res, o que implia no não apareimento de instabilidades devido ao asateamentode freqüênias. Entretanto, ao disretizá�las de maneira entrada omo mostraa equação (3.41), existe a possibilidade do apareimento osilações na soluçãodo tipo odd�even deoupling omo mostra Hirsh (1988a). Desta forma, om autilização de um esquema entrado, faz�se neessária a implementação de dissi-pação arti�ial, para amenizar possíveis instabilidades. Reuther (1996) propõea utilização do mesmo operador de dissipação arti�ial apliado às equações deEuler para resolver as equações adjuntas. Assim:
D (Ψi) = d(2) (Ψi) + d(4) (Ψi) (3.42)O operador Laplaiano não�dividido, d(2) (Ψi), é esrito na forma:

d(2) (Ψi) =
∑

k

[
1

2
(Ai + Ak) ǫ

(2)
ik (Ψk − Ψi)

] (3.43)onde,
ǫ
(2)
ik = k(2) max(νi, νk) e νi =

∑

k

|pk − pi|
∑

k

(pk + pi)
(3.44)Enquanto o operador bi�harm�nio, d(4) (Ψi), é dado por:

d(4) (Ψi) =
∑

k

[
1

2
(Ai + Ak) ǫ

(4)
ik

(
∇2Ψk −∇2Ψi

)
] (3.45)onde,

ǫ
(4)
ik = max

[

0,
(

k(4) − ǫ
(2)
ik

)] e ∇2Ψi ≡
∑

k

(Ψk − Ψi) (3.46)O termo 1
2
(Ai + Ak) é um fator de esalonamento dos termos de dissipaçãoarti�ial. Neste modelo de dissipação arti�ial proposto, faz�se este termo propor-ional à magnitude do maior autovalor (veloidade araterístia) das equaçõesde Euler na direção normal à fae.

Ai =
∑

k

[∣
∣
∣~vik · ~Sik

∣
∣
∣ + aik

∣
∣
∣~Sik

∣
∣
∣

] (3.47)



3.2 Método Numério 66onde ~vik é a veloidade do �uido na fae que une os elementos i e k dada por:
~vik = uik îx + vik îy (3.48)As onstantes utilizadas são k(2) = 1/4 e k(4) = 3/256.3.2.2 Esquema de Marha no TempoO esquema de marha no tempo adotado é o mesmo utilizado para a resoluçãodo esoamento, om a únia diferença no sinal dos termos onvetivo e difusivo,uma vez que o sentido de propagação de informação, entenda�se araterístias,é o ontrário.Ao se disretizar as equações adjuntas espaialmente, obtém�se a ODE abaixo:dΨidt =

1

Vi
[C (Ψi) +D (Ψi)]

︸ ︷︷ ︸Resíduo (3.49)O Runge-Kutta de 5 passos e 2a ordem de preisão é dado por:
Ψ

(0)
i = Ψ

(n)
i

Ψ
(1)
i = Ψ

(0)
i + α1

∆ti
Vi

[

C
(

Ψ
(0)
i

)

+D
(

Ψ
(0)
i

)]

Ψ
(2)
i = Ψ

(0)
i + α2

∆ti
Vi

[

C
(

Ψ
(1)
i

)

+D
(

Ψ
(1)
i

)]

Ψ
(3)
i = Ψ

(0)
i + α3

∆ti
Vi

[

C
(

Ψ
(2)
i

)

+D
(

Ψ
(1)
i

)]

Ψ
(4)
i = Ψ

(0)
i + α4

∆ti
Vi

[

C
(

Ψ
(3)
i

)

+D
(

Ψ
(1)
i

)]

Ψ
(5)
i = Ψ

(0)
i + α5

∆ti
Vi

[

C
(

Ψ
(4)
i

)

+D
(

Ψ
(1)
i

)]

Ψ
(n+1)
i = Ψ

(5)
iOnde os oe�ientes utilizados são α1 = 1

4
, α2 = 1

6
, α3 = 3

8
, α4 = 1

2
, α5 = 1.



67
4 Condições de Contorno doProblema Adjunto

Como foi visto no apítulo 2, a formulação araterístia das equações deEuler basea�se na idéia de propagação de informações do esoamento na dire-ção normal à uma determinada fronteira. Este trabalho propõe a onstrução deum problema de ontorno adjunto ompletamente análogo ao que foi feito omas equações que governam o esoamento. O problema dual é formulado de talmaneira que as suas araterístias que se propagam no sentido ontrário das doproblema primal. Assim, o número de araterístias que �saem� do domínio noproblema primal é o mesmo número de araterístias que �entram� no domíniono problema dual, e vie�versa.4.1 ParedeNo apítulo anterior, viu�se que as equações adjuntas devem ser resolvidasno domínio e satisfazer suas ondições de ontorno nas fronteiras. Na parede aondição que deve ser satisfeita é a seguinte:
[

ψ2

(

J
∂η

∂x

)

+ ψ3

(

J
∂η

∂y

)]

=
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p
(4.1)Note que, no esquema numério utilizado, onde o valor das variáveis adjuntasna fae é aproximado por um método de diferenças entradas, a ondição deontorno de parede pode ser disretizada na forma:

J

[

∂η

∂x

(

ψghost2 + ψint2

2

)

+
∂η

∂y

(

ψghost3 + ψint3

2

)]

=
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p
(4.2)Entretanto, existem muitas formas de de�nir as variáveis adjuntas nos volu-mes �fantasmas� de modo a respeitar a ondição de ontorno de parede sólida nafronteira, uma vez que há apenas uma equação e duas inógnitas. Este trabalhonão tem omo prinipal objetivo o estudo da ondição de parede, mas da on-



4.1 Parede 68dição de far�eld, que é pouo explorada na literatura. Desta forma, faz�se usode uma das 3 ondições de ontorno de parede propostas por Reuther (1996) eapresentada abaixo:
ψghost1 = ψint1

ψghost2 = ψint2 − 2ΦJ
∂η

∂x

[
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p

dsdξ + J
∂η

∂x
ψint2 + J

∂η

∂y
ψint3

]

ψghost3 = ψint3 − 2ΦJ
∂η

∂y

[
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p

dsdξ + J
∂η

∂x
ψint2 + J

∂η

∂y
ψint3

]

ψghost4 = ψint4 (4.3)onde,
Φ =

1

J2

[(
∂η

∂x

)2

+

(
∂η

∂y

)2
] (4.4)Note que estas equações podem ser esritas, utilizando a transformação deoordenadas loal, no sistema artesiano da seguinte forma:

ψghost1 = ψint1

ψghost2 = ψint2 − 2kx

[
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p
+ kxψ

int
2 + kyψ

int
3

]

ψghost3 = ψint3 − 2ky

[
∂g

∂Qβ

∂Qβ

∂p
+ kxψ

int
2 + kyψ

int
3

]

ψghost4 = ψint4 (4.5)Note que a extrapolação de ψ1 e ψ4 na parede equivale a fazer:
∂ψ1

∂η
= 0 , ∂ψ4

∂η
= 0 (4.6)Adotando uma medida de mérito de projeto inverso omo apresentado pelaequação (1.1), obtém�se:

ψghost1 = ψint1

ψghost2 = ψint2 − 2kx
[
(p− pd) + kxψ

int
2 + kyψ

int
3

]

ψghost3 = ψint3 − 2ky
[
(p− pd) + kxψ

int
2 + kyψ

int
3

]

ψghost4 = ψint4 (4.7)



4.2 Far�eld 694.2 Far�eldAs ondições de ontorno de far�eld são baseadas na formulação araterístiadas equações adjuntas, obtidas de forma ompletamente análoga à formulaçãoaraterístias das equações que governam o esoamento. Assim, onsidere aequação adjunta:
∂Ψ

∂t
−AT ∂Ψ

∂x
− BT ∂Ψ

∂y
= 0 (4.8)Apesar de linear a equação adjunta retém a hiperboliidade das equações deEuler, já que suas matrizes jaobianas AT e BT são as mesmas, apenas transpos-tas. Assim, é possível de�nir uma matriz AT

n , tal que:
AT
n = −kxAT − kyB

T (4.9)Que pode, então, ser diagonalizada da seguinte maneira:
ΛT = PTAT

n

(
PT
)−1 (4.10)Obtendo a matriz jaobiana da direção normal à fronteira:

Λ =










−(kxu+ kyv) 0 0 0

0 −(kxu+ kyv) 0 0

0 0 −(kxu+ kyv + c) 0

0 0 0 −(kxu+ kyv − c)








(4.11)O motivo dos sinais negativos das equações adjuntas �a laro quando seobtém a matriz diagonalizada Λ. Observa�se que os autovalores são os mesmosdas matrizes jaobianas do esoamento, porém om sinal ontrário. Desta forma,pode�se utilizar a informação do esoamento para omplementar as ondiçõesde ontorno do método adjunto, garantindo que o problema seja tão bem�postoquanto o problema primal.Multipliando a equação (4.8) por PT , obtém-se:

PT ∂Ψ

∂t
−PTAT ∂Ψ

∂x
− PTBT ∂Ψ

∂y
= 0 (4.12)Mas, omo (PT

)−1
PT = I, então:

PT ∂Ψ

∂t
− PTAT

(
PT
)−1

PT ∂Ψ

∂x
− PTBT

(
PT
)−1

PT ∂Ψ

∂y
= 0 (4.13)



4.2 Far�eld 70Expandindo a equação aima, obtém�se:






∂ψ1

∂t
+ u∂ψ2

∂t
+ v ∂ψ3

∂t
+

+
(u2+v2)

2
∂ψ4

∂t

=
u∂ψ1

∂x
+ u2 ∂ψ2

∂x
+ uv ∂ψ3

∂x
+

u(u2+v2)
2

∂ψ4

∂x
+

+ v ∂ψ1

∂y
+ uv ∂ψ2

∂y
+ v2 ∂ψ3

∂y
+

v(u2+v2)
2

∂ψ4

∂y

ρky
∂ψ2

∂t
− ρkx

∂ψ3

∂t
+

+ρ (kyu− kxv)
∂ψ4

∂t

=

ρky
∂ψ1

∂x
+ 2ρkyu

∂ψ2

∂x
− ρ (kxu− kyv)

∂ψ3

∂x
+

−
[

ρkxuv −
ρky(3u2+v2)

2
− ρc2ky

γ−1

]

∂ψ4

∂x
+

− ρkx
∂ψ1

∂y
− ρ (kxu− kyv)

∂ψ2

∂y
− 2ρkxv

∂ψ3

∂y
+

+

[

ρkyuv −
ρkx(u2+3v2)

2
− ρc2kx

γ−1

]

∂ψ4

∂y

ρ∂ψ1

∂t
+ ρ (u+ kxc)

∂ψ2

∂t
+

+ρ (v + kyc)
∂ψ3

∂t
+

[
ρc2

γ−1
+ ρc (kxu+ kyv)+

+ρ
2
(u2 + v2)

]
∂ψ4

∂t

=

ρ (u+ kxc)
∂ψ1

∂x
+
[
ρc2k2

y + ρ (u+ kxc)
2] ∂ψ2

∂x
+

− [ρc2kxky − ρ (u+ kxc) (v + kyc)]
∂ψ3

∂x
+

−
[
ρc2ky (kxv − kyu) − ρ

2
(u+ kxc) (u2 + v2)+

− ρc (u+ kxc) (kxu+ kyv) − ρc2(u+kxc)
γ−1

]
∂ψ4

∂x
+

+ ρ (v + kyc)
∂ψ1

∂y
− [ρc2kxky+

− ρ (u+ kxc) (v + kyc)]
∂ψ2

∂y
+ [ρc2k2

x+

+ ρ (v + kyc)
2] ∂ψ3

∂y
− [ρc2kx (kyu− kxv)+

− ρc2(v+kyc)
γ−1

− ρc (v + kyc) (kxu+ kyv)+

− ρ
2
(v + kyc) (u2 + v2)

]
∂ψ4

∂y

ρ∂ψ1

∂t
+ ρ (u− kxc)

∂ψ2

∂t
+

+ρ (v − kyc)
∂ψ3

∂t
+

[
ρc2

γ−1
− ρc (kxu+ kyv)+

+ρ
2
(u2 + v2)

]
∂ψ4

∂t

=

ρ (u− kxc)
∂ψ1

∂x
+
[
ρc2k2

y + ρ (u− kxc)
2] ∂ψ2

∂x
+

− [ρc2kxky − ρ (u− kxc) (v − kyc)]
∂ψ3

∂x
+

+
[
ρc2ky (kxv − kyu) + ρ

2
(u− kxc) (u2 + v2)+

− ρc (u− kxc) (kxu+ kyv) + ρc2(u−kxc)
γ−1

]
∂ψ4

∂x
+

+ ρ (v − kyc)
∂ψ1

∂y
− [ρc2kxky+

+ ρ (u− kxc) (v − kyc)]
∂ψ2

∂y
+ [ρc2k2

x+

− ρ (v − kyc)
2] ∂ψ3

∂y
− [ρc2kx (kyu− kxv) +

− ρc2(v−kyc)
γ−1

+ ρc (v − kyc) (kxu+ kyv)+

− ρ
2
(v − kyc) (u2 + v2)

]
∂ψ4

∂y (4.14)Que nada mais é do que a formulação araterístia das equações adjuntaspara o problema Euler bidimensional. Com ela, assim omo na ondição deontorno de far�eld do esoamento, é possível determinar o vetor de variáveisadjuntas ompleto nos volumes �fantasmas� à partir da informação que propaga



4.2 Far�eld 71do domínio em direção à fronteira.Assim omo nas equações araterístias do esoamento, observa-se que as 2primeiras equações estão relaionadas om a veloidade normal a fronteira −~v ·~n,enquanto a 3a e 4a equações estão relaionadas à ondas aústias através dasaraterístias −(~v · ~n+ c) e −(~v · ~n− c), respetivamente.A�m de simpli�ar a notação, este sistema pode ser esrito ao de�nir os o-e�ientes das variáveis adjuntas separadamente omo onstantes formadas porpropriedades do esoamento. Aqui, vale lembrar que a solução adjunta é obtida àpartir de uma solução estaionária do esoamento e, portanto, todas as proprie-dades físias são onstantes espaialmente no proesso de resolução do problemadual. Desta forma, obtém�se as seguintes expressões:






C11t
∂ψ1

∂t
+ C12t

∂ψ2

∂t
+

+C13t
∂ψ3

∂t
+ C14t

∂ψ4

∂t
= C11x

∂ψ1

∂x
+ C12x

∂ψ2

∂x
+ C13x

∂ψ3

∂x
+ C14x

∂ψ4

∂x
+

+ C11y
∂ψ1

∂y
+ C12y

∂ψ2

∂y
+ C13y

∂ψ3

∂y
+ C14y

∂ψ4

∂y

= R1

C21t
∂ψ1

∂t
+ C22t

∂ψ2

∂t
+

+C23t
∂ψ3

∂t
+ C24t

∂ψ4

∂t
= C21x

∂ψ1

∂x
+ C22x

∂ψ2

∂x
+ C23x

∂ψ3

∂x
+ C24x

∂ψ4

∂x
+

+ C21y
∂ψ1

∂y
+ C22y

∂ψ2

∂y
+ C23y

∂ψ3

∂y
+ C24y

∂ψ4

∂y

= R2

C31t
∂ψ1

∂t
+ C32t

∂ψ2

∂t
+

+C33t
∂ψ3

∂t
+ C34t

∂ψ4

∂t
= C31x

∂ψ1

∂x
+ C32x

∂ψ2

∂x
+ C33x

∂ψ3

∂x
+ C34x

∂ψ4

∂x
+

+ C31y
∂ψ1

∂y
+ C32y

∂ψ2

∂y
+ C33y

∂ψ3

∂y
+ C34y

∂ψ4

∂y

= R3

C41t
∂ψ1

∂t
+ C42t

∂ψ2

∂t
+

+C43t
∂ψ3

∂
+ C44t

∂ψ4

∂t
= C41x

∂ψ1

∂x
+ C42x

∂ψ2

∂x
+ C43x

∂ψ3

∂x
+ C44x

∂ψ4

∂x
+

+ C41y
∂ψ1

∂y
+ C42y

∂ψ2

∂y
+ C43y

∂ψ3

∂y
+ C44y

∂ψ4

∂y

= R4 (4.15)De maneira a failitar a implementação deste sistema de equações, tabelasque mostram os valores de ada uma das onstantes aima são enontradas natabela C.1 (apêndie C).



4.2 Far�eld 724.2.1 EntradaAs ondições �xas e aluladas nos volumes �fantasmas� das equações adjun-tas são ompletamente análogas às do esoamento e, portanto, estão relaionadasàs araterístias que �entram� ou �saem� dele. A �gura 4.1 apresenta esque-matiamente a propagação de araterístias adjuntas em fronteiras de entrada.Observe que, devido à forma omo o problema dual foi formulado, elas são �espe-lhadas� em relação às araterístias do problema primal. Este fato será exploradona �xação de propriedades adjuntas vindas do esoamento não�perturbado.
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´(b) Caso supers�nioFigura 4.1: Propagação de araterístias adjuntas em fronteiras de entradaSubs�nia Neste aso, deve-se resolver 3 araterístias (−~v · ~n, −~v · ~n e
− (~v · ~n+ c)) apresentadas no sistema de equações (4.16) abaixo:







C11t
∂ψ1

∂t
+ C12t

∂ψ2

∂t
+ C13t

∂ψ3

∂t
+ C14t

∂ψ4

∂t
= R1

C21t
∂ψ1

∂t
+ C22t

∂ψ2

∂t
+ C23t

∂ψ3

∂t
+ C24t

∂ψ4

∂t
= R2

C31t
∂ψ1

∂t
+ C32t

∂ψ2

∂t
+ C33t

∂ψ3

∂t
+ C34t

∂ψ4

∂t
= R3

(4.16)Note, no entanto, que existem 4 inógnitas e apenas 3 equações. Portanto,deve�se utilizar alguma informação de orrente não�perturbada para determinaro estado ompleto da fronteira. Entretanto, não existe uma propriedade onhe-ida à ser �xada a priori, já que as variáveis adjuntas não tem sentido físio.Esta informação deve vir da ondição de ontorno de far�eld pela equação (3.38)reesrita abaixo:
ψαC

(2)
αβ

(
δQβ − δQ∗

β

)
= 0 (4.17)Observe, no entanto, que o termo:

δQ∗
β =

∂Qβ

∂ξk
δξk (4.18)está relaionado om a variação da métria e, uma vez que as mudanças da malha



4.2 Far�eld 73são muito pequenas no far�eld, este termo pode ser desprezado. Assim, a equaçãoque representa a ondição de ontorno de far�eld reai na mesma expressão dogradiente ompleto reesrita abaixo:
ψαC

(2)
αβ δQβ = 0 (4.19)Este termo involve o produto esalar entre as variáveis e variações de �uxonormais à fronteira no domínio do esoamento. Na realidade, stritu sensu, asvariações de �uxo normais à fronteira no domínio do esoamento são dados pelaequação (3.10). Entretanto, o segundo termo desta expressão também está rela-ionado om variações da métria e, omo já dito diversas vezes neste trabalho,estas variações são desprezíveis ao longe, uma vez que a região mais in�ueniadano proesso de otimização é a região próxima ao aerofólio.Assim, a anulação deste termo, implia que ψ deve ser ortogonal à todasas variações de �uxo realizáveis C(2)

αβ δQβ . Desta forma, as variáveis ψ podemser entendidas omo forças de vínulo generalizadas que impõem onservação demassa, quantidade de movimento e energia em todas as variações de �uxo em todafronteira (VOLPE; SANTOS, 2009). Pode�se, ainda, relaioná�las ao prinípio dosdesloamentos virtuais, onde as variáveis adjuntas são forças que não exeremtrabalho sobre os desloamentos virtuais, representados aqui pelas variações de�uxo realizáveis, mantendo assim o sistema em equilíbrio ou, em outras palavras,realizável (GANTMACHER, 1975). Esta é uma possível interpretação do signi�adodas variáveis adjuntas e suas ondições de ontorno.Dado o aminho que o problema variaional é onstruído, a mesma interpre-tação das variáveis adjuntas poderia, na realidade, ser empregada no domínio doesoamento. É importante reordar que δQ deve ser realizável, mas é, de outromodo, arbitrário. Então o únio meio de tornar esta integral nula é tomar ψomo solução das equações adjuntas. Dentro desta estrutura, a lógia por traz dométodo é semelhante a minimizar o trabalho virtual das forças generalizadas devínulo ψ, assim assegurando que a trajetória do sistema no espaço de estado éinteiramente realizável (VOLPE; SANTOS, 2009). Embora estas idéias não tenhamqualquer relação na álgebra, elas podem guiar a derivação que segue (relações deompatibilidade).Na ondição de entrada subs�nia, foram �xadas 3 propriedades para a re-solução do esoamento: pressão de estagnação, temperatura de estagnação e oângulo de ataque. Para poder utilizar estas informações, no entanto, é neessárioreesrevê�las omo variações das variáveis onservadas Qβ. A temperatura de



4.2 Far�eld 74estagnação é dada pela seguinte expressão:
T0 = T

(

1 +
(γ − 1) (u2 + v2)

2c2

) (4.20)Mas, lembrando que c =
√
γRT e T = p

Rρ
, então:

T0 =

p

(

1 +
(γ−1)(u2+v2)

2γp

)

Rρ
(4.21)Que pode ser esrita em função das variáveis de estado Qβ:

T0 = −Q2
2 +Q3

2 − γ
(
2pQ1 +Q2

2 +Q3
2
)

2γRQ1
2 (4.22)Já a pressão de estagnação é dada por:

p0 = p

(

1 +
(γ − 1) (u2 + v2)

2c2

) γ

γ−1 (4.23)Mas, omo:
T =

p

RQ1
e p0 = p

(
T0

T

) γ

γ−1 (4.24)Então, a pressão de estagnação pode ser esrita em função das variáveis deestado Qβ da seguinte maneira:
p0 = −

(γ − 1) (Q2
2 +Q2

3 − 2Q1Q4)
(

1 − Q2
2+Q

2
3

γ(Q2
2+Q2

3−2Q1Q4)

) γ

(γ−1)

2Q1
(4.25)Uma vez que é possível esrever a variação da temperatura de estagnaçãoomo:

δT0 =
∂T0

∂Q1

δQ1 +
∂T0

∂Q2

δQ2 +
∂T0

∂Q3

δQ3 +
∂T0

∂Q4

δQ4 (4.26)Então, tem�se:
δT0 =

(γ − 1) [δQ4g − (γ − 1)(δQ2u+ δQ3v)]

γRρ
+

− (γ − 1) δQ1 [etγ − (γ − 1)(u2 + v2)]

γRρ
(4.27)Da mesma forma, para a pressão de estagnação:

δp0 =
∂p0

∂Q1
δQ1 +

∂p0

∂Q2
δQ2 +

∂p0

∂Q3
δQ3 +

∂p0

∂Q4
δQ4 (4.28)
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δp0 =

[2δQ2u+ 2δQ3v − δQ1(u
2 + v2)] [(γ − 1)2(u2 + v2) − 2et(γ − 2)γ]

2 [2etγ − (γ − 1)(u2 + v2)]
+

+

2δQ4 [2et(γ
2 − γ) − (1 + γ2 − γ)(u2 + v2)]

(
γ−1−

2et
u2+v2−2et

γ

) γ

γ−1

2 [2etγ − (γ − 1)(u2 + v2)]
(4.29)A última propriedade �xada (ângulo de ataque) pode ser esrita failmenteem função das variáveis onservadas da seguinte maneira:

tanα =
Q3

Q2

(4.30)E, omo sua variação é dada por:
δ (tanα) =

∂ (tanα)

∂Q2
δQ2 +

∂ (tanα)

∂Q3
δQ3 (4.31)Obtém�se:

δ (tanα) =
δQ3u− δQ2v

ρu2
(4.32)Fazendo δ (tanα) = 0, que equivale a �xar o ângulo de ataque matematia-mente, obtém-se:

δQ3 =
v

u
δQ2 (4.33)Substituindo (4.33) em (4.27), fazendo δT0 = 0 (temperatura de estagnação�xa) e resolvendo a equação para δQ4, tem-se:

δQ4 =
δQ2(γ − 1)(u2 + v2) + δQ1u [etγ − (γ − 1)(u2 + v2)]

γu
(4.34)Agora substituindo (4.33) e (4.34) em (4.29), fazendo δp0 = 0 (pressão deestagnação �xa) e resolvendo a equação para δQ2, tem-se:

δQ2 =
1

2
δQ1u

[

2 − γ + γ2 − 2et(γ − 1)γ

(u2 + v2)

] (4.35)Substituindo (4.35) em (4.34), hega-se a:
δQ4 =

1

2
δQ1

[
−2et(γ − 2)γ + (γ − 1)2(u2 + v2)

] (4.36)Finalmente substituindo (4.35) em (4.33), tem-se:
δQ3 =

1

2
δQ1v

[

2 − γ + γ2 − 2et(γ − 1)γ

(u2 + v2)

] (4.37)



4.2 Far�eld 76Assim, a imposição das propriedades: pressão de estagnação, temperatura deestagnação e ângulo de ataque na ondição de entrada subs�nia para a resoluçãodas equações de Euler implia na seguinte variação do vetor de variáveis de estado:
δQβ = δQ =







δQ1

u
2

[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
(u2+v2)

]

δQ1

v
2

[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
(u2+v2)

]

δQ1

1
2
[−2et(γ − 2)γ + (γ − 1)2(u2 + v2)] δQ1







(4.38)
Ao utilizar esta variação na equação (4.19), impõe�se à realizabilidade. Ou,em outras palavras, que a variação δQβ satisfaz as equações que governam oesoamento. Assim, obtém�se a seguinte equação:
δQ1

{

ψ1

[

2 − γ + γ2 − 2γet (γ − 1)

u2 + v2

]
(kxu+ kyv)

2
+

+ ψ2

[
(2 − γ + γ2) kxu

2 + 2 (1 − γ + γ2) kyuv − (γ − 1) γkxv
2

2
+

− 2γet (γ − 1) [2kyuv + kx (u2 − v2)]

2 (u2 + v2)

]

+

+ ψ3

[−γ (γ − 1) kyu
4 + 2 (1 − γ + γ2) kxu

3v + 2kyu
2v2

2 (u2 + v2)
+

+
2 (1 − γ + γ2) kxuv

3 + (2 − γ + γ2) kyv
4

2 (u2 + v2)
+

+
2γet (γ − 1) [ky (u2 − v2) − 2kxuv]

2 (u2 + v2)

]

+

− ψ4

[
(kxu+ kyv) [(γ − 1) (u2 + v2) − 2γet] [(2 − γ + γ2) (u2 + v2)]

4 (u2 + v2)
+

+
(kxu+ kyv) [(γ − 1) (u2 + v2) − 2γet] [−2γet (γ − 1)]

4 (u2 + v2)

]}

= 0 (4.39)Para que esta equação seja verdadeira independentemente da variação de δQ1,é neessário que o termo entre haves {· · · } seja sempre nulo. Portanto, deve�seresolver a equação {· · · } = 0 para uma das variáveis adjuntas, obtendo o seuvalor em função das outras, de tal modo que a ondição de ortogonalidade des-rita anteriormente seja satisfeita. Aqui vale ressaltar que a esolha da variáveladjunta não in�uenia diretamente o ampo de solução. Assim, é interessanteesolher àquela que resulta na expressão mais simples, failitando a implementa-ção numéria. Esrevendo, por exemplo, ψ1 em função das outras, obtém�se aseguinte relação de ompatibilidade:
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ψ1 = −







(2 + γ2 − γ) kxu
2 + 2 (1 + γ2 − γ) kyuv − (γ − 1)γkxv

2

(kxu+ kyv)
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

] +

− 2et(γ − 1)γ [2kyuv + kx(u
2 − v2)]

(kxu+ kyv) (u2 + v2)
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

]






ψ2 +

−







(γ − 1)γkyu
4 + 2 [1 + (γ − 1)γ] (kxu

3v + kxuv
3) + 2kyu

2v2

(kxu+ kyv) (u2 + v2)
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

] +

+
[2 + (γ − 1)γ] kyv

4 + 2et(γ − 1)γ [−2kxuv + ky(u
2 − v2)]

(kxu+ kyv) (u2 + v2)
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

]






ψ3 +

+







[(γ − 1) (u2 + v2) − 2etγ] (2 + γ2 − γ)

2
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

] +

− [(γ − 1) (u2 + v2) − 2etγ] [2et (γ − 1) γ]

2 (u2 + v2)
[

2 − γ + γ2 − 2et(γ−1)γ
u2+v2

]






ψ4 (4.40)Que pode ser esrita de forma simpli�ada na forma:

ψ1 = C1ψ2 + C2ψ3 + C3ψ4 (4.41)Note, no entanto, que o fato da solução do esoamento ser a mesma durantetoda a solução das equações adjuntas implia que os termos Ci sejam onstantesno tempo, mas não no espaço. Assim, tem�se:
∂

∂t
(Ciψi) = Ci

∂ψi
∂t

mas ∂

∂xj
(Ciψi) 6= Ci

∂ψi
∂xj

(4.42)Portanto, ao derivar a equação (4.41) em relação ao tempo, obtém�se umarelação do tipo:
∂ψ1

∂t
− C1

∂ψ2

∂t
− C2

∂ψ3

∂t
− C3

∂ψ4

∂t
= 0 (4.43)Desta forma, om a equação (4.43) é possível, �nalmente, ompletar o sistemalinear (4.16), resultando em:







C11t
∂ψ1

∂t
+ C12t

∂ψ2

∂t
+ C13t

∂ψ3

∂t
+ C14t

∂ψ4

∂t
= R1

C21t
∂ψ1

∂t
+ C22t

∂ψ2

∂t
+ C23t

∂ψ3

∂t
+ C24t

∂ψ4

∂t
= R2

C31t
∂ψ1

∂t
+ C32t

∂ψ2

∂t
+ C33t

∂ψ3

∂t
+ C34t

∂ψ4

∂t
= R3

∂ψ1

∂t
− C1

∂ψ2

∂t
− C2

∂ψ3

∂t
− C3

∂ψ4

∂t
= 0

(4.44)



4.2 Far�eld 78Que pode ser esrito na forma matriial da seguinte maneira:









C11t C12t C13t C14t

C21t C22t C23t C24t

C31t C32t C33t C34t

1 −C1 −C2 −C3
















∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂t

∂ψ3

∂t

∂ψ4

∂t







=







R1

R2

R3

0







(4.45)
O sistema pode ser resolvido numeriamente om deomposição LU, porexemplo. Então, as variações das variáveis adjuntas no volume fantasma sãodadas por:

δψi =
∂ψi
∂t

∆t (4.46)Por �m, a atualização das variáveis adjuntas em um determinado volume�fantasma� é dada por:
ψn+1
i = ψni + δψi (4.47)Supers�nia Neste aso, deve-se resolver as 4 araterístias, já que todas elassaem do domínio. Assim, basta resolver diretamente o sistema de equações (4.15)para obter as variações δψi e assim determinar o valor das variáveis adjuntas nosvolumes �fantasmas� através da expressão:

ψn+1
ghost = ψnghost + δψ (4.48)A tabela 4.1 apresenta um resumo das ondições de ontorno adjuntas nasfronteiras de entrada que orrespondem a ada regime de esoamento.Tabela 4.1: Resumo das ondições de ontorno adjuntas de entradaRegime Variação δQ Condição adjunta Ψsubs�nio δQ2(δQ1), δQ3(δQ1), δQ4(δQ1) ψ1(ψ2, ψ3, ψ4)eqs. (4.35)�(4.37) eq. (4.40)supers�nio δQi = 0 ψi livres

4.2.2 SaídaA �gura 4.2 apresenta esquematiamente a propagação de araterístias ad-juntas em fronteiras de saída.
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´(b) Caso supers�nioFigura 4.2: Propagação de araterístias adjuntas em fronteiras de saídaSubs�nia Neste aso, 3 araterístias entram no domínio e apenas uma sai.Isto signi�a que se deve alular a arterístia que sai do domínio ( ~vn + c).
C31t

∂ψ1

∂t
+ C32t

∂ψ2

∂t
+ C33t

∂ψ3

∂t
+ C34t

∂ψ4

∂t
= R3 (4.49)Novamente, oorre um problema para se resolver as equações araterístias.Neste aso há apenas 1 equação e 4 inógnitas. Para determinar relações deompatibilidade análogas à ondição de entrada subs�nia, deve�se lembrar quea ondição de saída subs�nia do esoamento �xa a pressão estátia, que é esritaomo:

p = (γ − 1) ρ

(

et +
(−u2 − v2)

2

) (4.50)Ou ainda, em função das variáveis onservadas:
p = (γ − 1)

(

Q4 −
Q2

2

2Q1

− Q3
2

2Q1

) (4.51)Assim, sua variação pode ser esrita omo:
δp =

∂p

∂Q1
δQ1 +

∂p

∂Q2
δQ2 +

∂p

∂Q3
δQ3 +

∂p

∂Q4
δQ4 (4.52)Calulando as derivadas ∂p/∂Qβ à partir da expressão (4.51) e substituindoas na equação (4.52), obtém�se a variação δp em função, apenas, das variáveisonservadas Qβ:

δp = (γ − 1)

[(
Q2

2

2Q2
1

+
Q2

3

2Q2
1

)

δQ1 −
Q2

Q1
δQ2 −

Q3

Q1
δQ3 + δQ4

] (4.53)Impondo δp = 0, que nada mais é do que a ondição de ontorno físia imposta



4.2 Far�eld 80na saída subs�nia do problema primal, obtém�se a seguinte relação:
δQ4 = uδQ2 + vδQ3 −

(u2 + v2)

2
δQ1 (4.54)Assim, a variação do vetor de estados que orresponde a imposição de δp = 0é dada por:

δQ =







δQ1

δQ2

δQ3

uδQ2 + vδQ3 − (u2+v2)
2

δQ1







(4.55)Naturalmente, existem três graus de liberdade livres e, de ada um deles,obter�se�á uma relação de ompatibilidade.Utilizando, então esta variação na equação (4.19), é possível obter uma relaçãoque satisfaz a ondição de ortogonalidade já desrita. Assim:
δQ1 {(kxu+ kyv) (−uψ2 − vψ3)+

+
(kxu+ kyv)

2
ψ4

[
(γ − 2)

(
u2 + v2

)
− 2γet

]
}

+

+ δQ2 {kx (ψ1 + uψ2 + vψ3) + ψ2 (kxu+ kyv)+

+ ψ4

[

kxγet + u (kxu+ kyv) +
(γ − 1) kx (u2 + v2)

2

]}

+

+ δQ3 {ky (ψ1 + uψ2 + vψ3) + ψ3 (kxu+ kyv) +

+ ψ4

[

kyγet + v (kxu+ kyv) −
(γ − 1) ky (u2 + v2)

2

]}

= 0 (4.56)Portanto, a únia forma de satisfazer a equação (4.19) garantindo uma per-turbação arbitrária δQ é fazendo ada um dos termos entre haves ({· · · }) iguaisa zero. O que resulta nas seguintes relações de ompatibilidade:
ψ1 =

1

2

[
2etγ − (γ − 1)

(
u2 + v2

)]
ψ4 = C1ψ4 (4.57)

ψ2 =

{−2etγkx + (γ − 2)kxu
2 − 2kyuv + γkxv

2

2 (kxu+ kyv)

}

ψ4 = C2ψ4 (4.58)
ψ3 =

{−2etγky + (γ − 2)kyv
2 − 2kxuv + γkyu

2

2 (kxu+ kyv)

}

ψ4 = C3ψ4 (4.59)Substituindo as relações de ompatibilidade (4.57)�(4.59) em (4.49), tem-se:
∂ψ4

∂t
=

R3

C31tC1 + C32tC2 + C33tC3 + C34t
(4.60)As demais derivadas temporais podem ser obtidas pela derivação no tempo



4.2 Far�eld 81das equações (4.57)�(4.59), que resultam em:
∂ψ1

∂t
= C1

∂ψ4

∂t
∂ψ2

∂t
= C2

∂ψ4

∂t
∂ψ3

∂t
= C3

∂ψ4

∂tEntão, as variações δψi são obtidas através da relação:
δψi =

∂ψi
∂t

∆t (4.61)Finalmente, a atualização das variáveis nos volumes �fantasmas� são dadaspor:
ψn+1
i = ψni + δψi (4.62)Supers�nia Neste aso, todas as 4 araterístias entram no domínio e,portanto, não se resolve nenhuma araterístia. Assim:

ψn+1
i = ψni = · · · = ψ0

i = 0 (4.63)Note que, a ondição homogênea é su�iente para anular o termo de ondiçãode ontorno de far�eld, quaisquer que sejam as variações δQβ.A tabela 4.2 apresenta um resumo das ondições de ontorno adjuntas nasfronteiras de saída que orrespondem a ada regime de esoamento.Tabela 4.2: Resumo das ondições de ontorno adjuntas de saídaRegime Variação δQ Condição adjunta Ψsubs�nio δQ4(δQ1, δQ2, δQ3) ψ1(ψ4), ψ2(ψ4), ψ3(ψ4)eq. (4.54) eqs. (4.57)�(4.59)supers�nio δQi livres ψi = 0
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5 Parametrização daGeometria

De maneira geral, aerofólios tem araterístias geométrias bastante om-plexas omo inlinação do bordo de ataque e segunda derivada do bordo de fugain�nitas (KULFAN; BUSSOLETTI, 2006). Conseqüentemente, para desrevê�lo nu-meriamente são neessários, tipiamente, muitos parâmetros de ontrole. Nestetrabalho, adotou�se a parametrização proposta por Kulfan e Bussoletti (2006)para superfíies aerodinâmias devido às suas promissoras vantagens no proessode otimização de aerofólios através de uma representação simples e robusta omapenas pouos parâmetros esalares que apturam um grande espaço de projetopara otimização e análise de projetos aerodinâmios. Neste apítulo será feitauma breve desrição desta parametrização, uma vez que o seu estudo não é ofoo deste trabalho. Para maiores detalhes, o leitor pode reportar�se ao artigooriginal ou ao trabalho de Ceze (2008).5.1 Desrição Matemátia da Geometria do Aero-fólioA parametrização CST1 proposta por Kulfan e Bussoletti (2006) leva emonsideração araterístias fundamentais para um aerofólio imerso em um eso-amento subs�nio omo a urvatura do bordo de ataque e a forma do bordo defuga. Sua formulação geral é dada pela seguinte expressão:
y

c
(x/c) = C (x/c) · S (x/c) +

x

c
· ∆yTE

c
(5.1)onde, ∆yTE é a espessura do bordo de fuga, o termo S (x/c) representa a funçãode forma e C (x/c) a função de lasse, de�nida de forma geral omo:

C (x/c) =
(x

c

)N1

·
(

1 − x

c

)N2 (5.2)1sigla em inglês para Class�Shape funtion Transformation



5.2 Propriedades da Parametrização CST 83Kulfan e Bussoletti (2006) mostram, ainda, que os valores dos exponentes N1eN2 de�nem lasses gerais básias de formas geométrias de�nidas pela expressão(5.1). Para um aerofólio, por exemplo, os valores adotados são N1 = 1/2 e
N2 = 1. O primeiro garante um bordo de ataque arredondado, enquanto osegundo é responsável pelo bordo de fuga formar um ângulo agudo. A grandeidéia desta parametrização é que ada ombinação dos valores destes expoentesorrespondem à um tipo de forma aerodinâmia, independentemente da funçãode forma adotada.Além disso, o valor da função de forma nos extremos x

c
= 0 e x

c
= 1 estãodiretamente relaionados om o raio de urvatura do bordo de ataque (RLE),ângulo de fehamento (β) e espessura do bordo de fuga (∆yTE) pelas relações:

S(0) =

√

2
RLE

c
e S(1) = tan β +

∆yTE
c

(5.3)Em prinípio, a função de forma �S� pode ser arbitrária. Pode�se esolher,por exemplo, uma simples função unitária S(x/c) = 1. Ceze (2008) ompara autilização de pontos de ontrole de uma urva spline om polin�mios de Bernsteinpropostos por Kulfan e Bussoletti (2006) para parametrizá�la. A de�nição de umpolin�mio de Bernstein de ordem n, BPn, é:
BPn =

n∑

r=0

Kr,nz
r (1 − z)n−r om Kr,n ≡

(

n

r

)

≡ n!

r! (n− r)!
(5.4)onde a variável z é limitada a valores entre 0 e 1.A função de forma é de�nida à partir destes polin�mios através da introduçãode parâmetros de projeto aki

pela expressão:
S (x/c) =

n∑

i=0

[

aki
·Ki,n ·

(x

c

)i

·
(

1 − x

c

)n−i
] (5.5)Ceze (2008) desreve araterístias obtidas, om a utilização dos polin�-mios de Bernstein, omo ontinuidade de segunda ordem e poua sensibilidadeà perturbações brusas das variáveis de projeto omo desejáveis em apliaçõesaerodinâmias, justi�ando a esolha feita por Kulfan e Bussoletti (2006).5.2 Propriedades da Parametrização CSTCeze (2008) faz um estudo deste tipo de parametrização e onlui que quantomaior o número de parâmetros que representam a geometria, pior é o ondiio-



5.2 Propriedades da Parametrização CST 84namento da matriz dos oe�ientes do sistema de equações que relaiona pontosde ontrole da geometria om os parâmetros. Isto signi�a que podem haverombinações diferentes de parâmetros que resultam em geometrias muito parei-das, que são omputaionalmente iguais dentro de uma erta tolerânia. Assim,esta �não�uniidade� da parametrização CST pode di�ultar a onvergênia doalgorítimo de busa do mínimo da função de mérito.Para representar uma determinada geometria om a parametrização CST,minimiza�se o erro da geometria desejada e a obtida pela parametrização pelométodo dos mínimos quadrados. Uma vez que a prinipal apliação do métodoadjunto visada neste trabalho é a otimização de aerofólios sujeitos a esoamen-tos trans�nios, é natural esolher uma geometria usada nestas ondições paraanalisar o erro da representação om relação ao número de parâmetros utilizado.Assim, a �gura 5.1 ompara duas representações do per�l RAE 2822. Note queparametrizá�la om grau 1 não é su�iente para uma boa representação da ge-ometria, entretanto, om uma parametrização de grau 7 já é possível apturarbem suas araterístias (CHIEREGATTI, 2008).
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(b) Grau 7Figura 5.1: Comparação da parametrização om diferentes graus deaproximaçãoA �gura 5.2 apresenta um grá�o do erro da representação em relação ageometria exata em função do número de parâmetros utilizados. Este grá�osemilogarítimio tem omo objetivo ilustrar a melhora do desempenho da para-metrização om o aumento do número de parâmetros.Observe que, neste aso, à partir da utilização de 5 parâmetros, para repre-sentar o intra ou extradorso de um aerofólio, já não existem ganhos signi�ativosem qualidade da representação. Aliando este fato às observações feitas por Ceze(2008) om relação à �não�uniidade� da parametrização, pode�se hegar à umonsenso de que a representação de aerofólios apropriados para o regime de v�o



5.2 Propriedades da Parametrização CST 85trans�nio, omo o RAE 2822, durante o proesso de otimização deve utilizar algoentre 5 e 10 parâmetros. Por este motivo, nos testes de otimização apresentadosno apítulo 6, as geometrias são representadas om 7 parâmetros.
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Figura 5.2: Erro da parametrização om relação ao número de parâmetros
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6 Resultados e Disussões

Os resultados apresentados neste apítulo são divididos em asos de validaçãoe apliação. Como já destaado na seção 1.2, um mesmo algorítimo de soluçãodas equações adjuntas pode ser onstruído de modo a permitir a implementaçãode várias medidas de mérito. Assim, ao menos em tese, é possível validar essealgorítimo om base numa medida de mérito espeí�a, para só então desenvolveras demais.Uma vez que as variáveis adjuntas não possuem um signi�ado físio, não exis-tem maneiras de validar o ódigo omputaional implementado para determiná�las apenas à partir de seu ampo de solução. Contudo, isto pode ser realizadoatravés de asos de validação que utilizam medidas de mérito apropriadas, omoas de projeto inverso. Em essênia, elas impliam na adoção de distribuições depressão objetivo que orrespondem a geometrias onheidas previamente, sob asmesmas ondições do esoamento da solução base. Com isso é possível veri�ar sea rotina é apaz de reuperar a geometria que, de fato, orresponde à distribuiçãoobjetivo presrita. Naturalmente, para que os testes sejam efetivos é preiso queas distribuições objetivo representem resultados experimentais ou, pelo menos,resultados numérios validados experimentalmente.Já os asos de apliação são problemas de otimização aerodinâmia om inte-resse mais prátio na indústria e orrespondem a asos em que se proura obteralguma melhora no desempenho de uma geometria iniial, omo a maximizaçãoda sustentação. No entanto, uma melhora no desempenho também pode ser ob-tida por meio de medidas de mérito de projeto inverso ao editar uma distribuiçãode pressão objetivo que apresente araterístias desejadas. É importante notarque nestes asos não se onhee a geometria que orresponde à distribuição depressão desejada a priori e nem ao menos se tal distribuição é fatível.Todos os asos apresentados neste apítulo envolvem medidas de mérito deprojeto inverso. Além disso, foram simulados om as seguintes ondições deesoamento não�perturbado: p∞ = 108987.7728Pa e T∞ = 255.556K, om razãode alores espeí�os γ = 1.4 e onstante do gás R = 287 J/Kg ·K.



6.1 Casos de Validação 87O proesso de otimização é realizado no ilo de projeto apresentado na se-ção 1.3. Em todos os asos apresentados neste trabalho foram omputados 50ilos. Este elevado número se justi�a pela esolha do algorítimo de busa domínimo esolhido, o steepest desent, que onsiste variar ada um dos parâmetros
Bi que determinam a geometria através de um passo �xo λ à partir da equa-ção (1.7), utilizando, para isso, o gradiente de sensibilidade alulado a partir dassoluções adjunta e do esoamento. Como já dito, este método é pouo e�iente.Entretanto, a possibilidade de obter soluções que osilem em torno da distribui-ção objetivo, prinipalmente em asos onde existe onda de hoque, fez om quese adotasse um passo λ pequeno.Vale lembrar que são utilizados 7 parâmetros para representar tanto o intraquanto o extradorso do aerofólio em uma malha om 150 elementos em ada umdeles. Para ilustrar a e�iênia do método adjunto no proesso de otimizaçãode aerofólios em asos omo estes basta lembrar que, para se obter o gradientede sensibilidade por diferenças �nitas seriam neessárias uma solução base maisuma solução para a variação de ada um dos parâmetros, ou seja, 15 soluçõesdo esoamento. Por outro lado, om o método adjunto, bastam duas soluções deusto omputaional similar: uma do esoamento e outra das equações adjuntas.A seção 6.1 ainda apresenta disussões sobre algumas partiularidades obser-vadas na solução adjunta na superfíie do aerofólio. Por �m, a seção 6.3 exibealguns omentários sobre aspetos importantes a respeito do sentido de propaga-ção de perturbações nos problemas primal e dual.6.1 Casos de ValidaçãoDois asos de validação, desritos na tabela 6.1, são apresentados nesta seção.Naturalmente, ambos têm distribuições de pressão objetivo que orrespondem ageometrias onheidas.Tabela 6.1: Casos de validação do ilo de projeto inversoCaso Geometria original Geometria objetivo Mah Ângulo de ataque1 RAE 2822 NACA 0012 0.75 0.02 NACA 0012 RAE 2822 0.75 1.0Caso de Validação 1A �gura 6.1 apresenta um aso em que parte�se de uma geometria NACA



6.1 Casos de Validação 880012, om distribuição de pressão desejada orrespondente ao per�l RAE 2822sujeito a um esoamento à Mah 0.75 e 0.0o de ângulo de inidênia. Nota�se que, após 50 ilos, a geometria não oinide exatamente om o RAE 2822,entretanto o método é baseado nas diferenças entre as distribuições de pressão,que são bastante ondizentes, omo mostra a �gura 6.1(a).
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(b) Evolução da geometriaFigura 6.1: Caso de validação 1 � RAE 2822 para NACA 0012De maneira a avaliar quantitativamente a melhora da distribuição de pressãoda geometria obtida em relação a geometria iniial é interessante apresentar aevolução da medida de mérito, alulada pela equação (1.1), reapresentada abaixopor onveniênia. A medida de mérito da geometria iniial é de I0 = 0.0151 e,após os 50 ilos, obteve�se uma geometria que satisfaz muito bem a distribuiçãoobjetivo om I50 = 9.9948 × 10−4. Vale lembrar que tanto as pressões p e pd sãoos adimensionais utilizados na método numério apresentados na seção 2.2.
I =

1

2

∫

Bw

(p− pd)
2 ds (6.1)



6.1 Casos de Validação 89Este aso apresenta uma araterístia muito importante, que é a reuperaçãoda simetria. Uma vez que extra e intradorso são parametrizados separadamente,um aso em que parte�se de uma geometria assimétria para uma geometriaobjetivo simétria pode indiar falhas isoladas na implementação do ódigo.A �gura 6.2 apresenta o ampo de solução das variáveis adjuntas do primeiroilo de projeto do aso de validação 1. Assim, elas orrespondem à soluçãoadjunta do per�l RAE 2822 sob as ondições de esoamento já itadas. Observeque o ampo adjunto é não�nulo apenas numa região muito próxima da superfíiesólida. Este fato justi�a as ondições de ontorno homogêneas reomendadas naliteratura para fronteiras de far�eld.

(a) ψ1 (b) ψ2

() ψ3 (d) ψ4Figura 6.2: Campo de solução adjunta do aso de validação 1De maneira a melhorar a apresentação da solução adjunta, a �gura 6.3 mos-tra as distribuições de pressão das geometrias iniial e objetivo juntamente oma solução adjunta na superfíie do aerofólio. Note que apesar da ondição perió-dia apliada à linha de orte, aparentemente, existe uma desontinuidade dasvariáveis adjuntas no bordo de fuga do aerofólio.Observa�se que existem araterístias interessantes a serem analisadas noextradorso do aerofólio. Ao ontrário do intradorso onde, aparentemente nadade espeial oorre (om exeção do bordo de fuga), perebem�se variações no
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(a) Distribuição de Cp do aso simulado

(b) Solução adjunta (extradorso)

() Solução adjunta (intradorso)Figura 6.3: Solução adjunta do aso de validação 1valor das variáveis adjuntas logo após a linha s�nia (onde a urva de Cp ruzaom C∗
p), no hoque e nos pontos de estagnação do bordo de ataque e de fugado aerofólio. Vale ressaltar que, na linha s�nia um dos autovalores do problemaadjunto é nulo, enquanto nos pontos de estagnação dois autovalores são nulos,impliando em uma singularidade do problema.É importante destaar que as variáveis adjuntas não tem nenhum signi�adofísio. Assim, é difíil analisar seus resultados. Contudo, um importante tópioa ser analisado diz respeito à dissipação arti�ial adiionada ao método. Como



6.1 Casos de Validação 91o prinipal objetivo deste estudo é o tratamento das ondições de ontorno, sim-plesmente adotou�se os termos dissipativos propostos na literatura. Aredita�se,no entanto, que a análise das regiões onde a dissipação numéria age no ontornoda superfíie sólida possa revelar importantes propriedades das variáveis adjun-tas, inlusive sobre o seu omportamento nas ondas de hoque, tópio já disutidopor Volpe e Santos (2009) em esoamentos quase�unidimensionais.O estudo destas araterístias da solução adjunta e sua origem foge do esopodeste trabalho, mas são, ertamente, assuntos interessantes a serem estudados emfuturas atividades de pesquisa.Caso de Validação 2A �gura 6.4, por sua vez, onsiste em um teste onde a geometria iniial é oRAE 2822 e a distribuição de pressão desejada orresponde a um esoamento àMah 0.75 e 1.0o de ângulo de inidênia em um per�l NACA 0012.
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(b) Evolução da geometriaFigura 6.4: Caso de validação 2 � NACA 0012 para RAE 2822



6.2 Casos de Apliação 92Nota�se que o resultado obtido é bastante onsistente om a distribuiçãodesejada, aertando o posiionamento e intensidade do hoque da geometria �nal.Observa�se que, assim omo no aso de validação 1, a geometria �nal não oinideexatamente om a desejada (RAE 2822). Entretanto, a distribuição de pressãoé muito próxima da desejada. A medida de mérito da geometria iniial é de
I0 = 0.0219 e, após os 50 ilos, obteve�se uma geometria om I50 = 0.0027.Apesar de não ser um aso prátio, já que a intensidade da onda de hoquena geometria �nal é maior do que na iniial, este aso mostra, a apaidade dométodo lidar om ondas de hoque quando formulado om base nas equações deEuler, que apesar de representarem um modelo simpli�ado do esoamento, sãoapazes de modelar estes fen�menos não�lineares.6.2 Casos de ApliaçãoAssim omo nos asos de validação, dois asos de apliação são apresentadosnesta seção. A tabela 6.2 desreve a geometria iniial e as ondições do esoa-mento não�perturbado para ambos os asos.Tabela 6.2: Casos de apliação do ilo de projeto inversoCaso Geometria original Mah Ângulo de ataque1 RAE 2822 0.75 0.02 RAE 2822 0.75 1.0Caso de Apliação 1A �gura 6.5 apresenta o resultado de um aso de apliação do método adjunto.O esoamento inide sobre o aerofólio à Mah 0.75 e 0.0o de ângulo de inidênia.A distribuição desejada foi editada manualmente, tendo omo objetivo aumentar asustentação do aerofólio e eliminar a onda de hoque presente sob estas ondições.Observe que, o proesso de otimização não onseguiu eliminar a onda de ho-que. Entretanto, não há omo garantir que a distribuição de pressão objetivoseja realizável. Note, no entanto, que a geometria obtida no 50o ilo onseguiuapturar bem o pio de sução e a distribuição de pressão no intradorso, minimi-zando a medida de mérito e aumentando a sustentação do aerofólio sob as mesmasondições de v�o. A medida de mérito da geometria iniial é de I0 = 0.0079 e,após os 50 ilos, obteve�se uma geometria om distribuição de pressão que or-
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(b) Evolução da geometriaFigura 6.5: Caso de apliação 1responde à I50 = 0.0022. Nota�se que a variação da medida de mérito é bemmenor neste aso. Entretanto, vale lembrar que a edição da distribuição objetivoorresponde a pequenas variações. Além disso, o fato de propor uma distribuiçãoobjetivo que não neessariamente é realizável implia na impossibilidade de obteruma geometria �nal om medida de mérito nula.Caso de Apliação 2Já a �gura 6.6 apresenta outro aso de apliação em que o per�l iniial é omesmo do aso anterior, porém sujeito a um esoamento inidindo sobre o aerofó-lio om 1.0o. A distribuição desejada também foi editada visando a eliminação daonda de hoque. E, assim omo o aso anterior, apesar de não onseguir eliminara onda de hoque, minimizou�se a diferença entre a distribuição de pressão iniiale a desejada.Neste aso, a medida de mérito da geometria iniial é de I0 = 0.0072 e,
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(b) Evolução da geometriaFigura 6.6: Caso de apliação 2após os 50 ilos, obteve�se uma geometria tal que I50 = 0.0016. Note, ainda,que a distribuição de pressões da geometria �nal ainda diminuiu o oe�iente demomento em relação a geometria iniial, o que ainda pode ontribuir para umaredução do arrasto de trimagem.6.3 Sentido de Propagação das PerturbaçõesNeste ponto, vale ilustrar o aráter hiperbólio das equações de Euler e ad-juntas, que implia na existênia de soluções na forma de onda. Ao analisar otransiente de uma solução do problema primal ou dual1, é possível identi�ar asperturbações, que são propagadas na veloidade das araterístias e, assim, vizu-alizar o efeito da inlusão dos termos tempo�dependentes em ambos os problemasgarantindo que eles sejam omplementares.1Neste aso é neessário utilizar um passo de tempo �xo ao realizar a marha no tempo.



6.3 Sentido de Propagação das Perturbações 95Uma vez que a solução iniial das equações de Euler é um ampo uniforme omas ondições de esoamento não�perturbado, os resíduos da solução representamas perturbações que oorrem no domínio omputaional ao pereber a presençade uma superfíie sólida (no aso, o aerofólio).A �gura 6.7 mostra os resíduos das equações de onservação de massa, quanti-dade de movimento e energia de uma solução intermediária não�onvergida. Noteque a propagação de perturbações oorre em todas as direções, pratiamente emforma de irunferênia, que aumenta de diâmetro e tem seu entro desloadopara a direita a ada instante de tempo.

(a) Massa (b) Quantidade de movimento em x

() Quantidade de movimento em y (d) EnergiaFigura 6.7: Propagação de perturbações do esoamentoJá o ódigo que resolve as equações adjuntas tem a solução homogênea omoiniial. A propagação de perturbações oorre devido à integral da medida demérito não�nula, que nos asos simulados é, apenas, um termo da ondição deontorno de parede. Assim, as perturbações da solução adjunta oorrem de ma-neira similar às das equações de Euler, partido da superfíie sólida em direção aofar�eld. A �gura 6.8 mostra os resíduos das equações que resolvem ada uma das 4variáveis adjuntas durante uma solução intermediária, também, não�onvergida.A omparação entre as �guras 6.7 e 6.8 mostra, laramente, o efeito da in-lusão dos termos tempo�dependentes nas equações de Euler e adjuntas. Natu-



6.3 Sentido de Propagação das Perturbações 96ralmente, omo já dito no apítulo 3, postular estes termos de maneira diferentenão altera a solução em estado estaionário de nenhum deles2, mas possibilitaque suas araterístias sejam omplementares, já que o sentido propagação dasperturbações dos dois problemas oorre de maneira espelhada.

(a) ψ1 (b) ψ2

() ψ3 (d) ψ4Figura 6.8: Propagação de perturbações da solução adjuntaIsto torna possível todo o desenvolvimento de ondições de ontorno propostoneste trabalho, pois permite que os graus de liberdade livres do problema de on-torno primal forneçam a informação neessária para �ompletar� o problema dual,uma vez que possibilita que sejam ��xadas� relações entre as variáveis adjuntas(à prinípio uma tarefa impossível, já que as variáveis adjuntas não representamnenhuma propriedade físia) à partir da equação que representa a ondição deontorno de far�eld.
2Vale lembrar que a proposta deste trabalho é a otimização de aerofólios em esoamentosnas ondições de estado estaionário.
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7 Conlusões e TrabalhosFuturos

Nesta dissertação desenvolveu�se uma rotina de otimização aerodinâmia ba-seada no método adjunto para esoamentos modelados pelas equações de Eulerbidimensionais em malhas não�estruturadas de triângulos. Entretanto, o maiormérito do trabalho está na metodologia de obtenção das ondições de ontorno,em que se estendeu o proedimento proposto por Volpe e Santos (2009) paraesoamentos em boais quase�unidimensionais para um aso multidimensional.7.1 ConlusõesA utilização da formulação Euler e não Navier�Stokes, omo modelo físio doesoamento, deve�se, basiamente, a dois motivos: primeiro, esta formulação ésimples o bastante para os objetivos traçados e limitações de tempo e reursos;segundo, ela retém a não�linearidade dada pelo termo onvetivo, que é absolu-tamente determinante para o problema de ontorno.O ódigo de solução das equações que governam o esoamento foi desenvol-vido om ondições de ontorno baseadas em equações difereniais araterístias,típiamente utilizadas para resolver esoamentos internos. Os resultados obtidosomputaionalmente são ondizentes om os obtidos em softwares já onsagradosomo o CFD++, mostrando que, apesar de pouo utilizadas para esoamen-tos externos, devido ao seu alto usto omputaional, as ondições de ontornoimplementadas onvergem para as reomendadas pela literatura (invariantes deRiemann).Já o problema adjunto é formulado à imagem e semelhança das equações deEuler 2�D e suas ondições de ontorno são obtidas à partir de equações diferen-iais araterístias e relações de ompatibilidade ao invés de impor as ondiçõeshomogêneas itadas pela literatura. Desta forma, evita�se a sobrespei�ação doproblema (freqüente ausa de não�uniidade da solução e, onseqüentemente, de



7.2 Trabalhos Futuros 98um problema matematiamente mal�posto), garantindo que ele seja tão bem�posto quanto o problema original.Considera�se que o proedimento de formulação do problema de ontornoproposto está validado, uma vez que resultados de asos similares aos apresenta-dos por Ceze (2008), que utilizou o proedimento reomendado pela literatura,onvergiram para as mesmas soluções. Além disso, este proedimento garantetrês objetivos prinipais:� Compatibilidade entre os problemas primal e dual ;� Problema dual bem�posto;� Eliminação do termo orrespondente na variação do funional aumentado.Com relação aos resultados dos asos de validação e apliação apresentadosno apítulo 6, é interessante observar a apaidade que o método adjunto tem detratar ondas de hoque quando formulado à partir das equações de Euler. Muitosdos métodos onsagrados em uso na indústria são também, ertamente, apazes deposiionar hoques, entretanto, om maior di�uldade, já que a físia apturadapor estes métodos não neessariamente ontempla esse tipo de fen�meno não�linear.Por �m, dentre as grandes vantagens do método adjunto om relação à outrosmétodos de otimização e projeto inverso em uso na indústria, destaam�se asua enorme �exibilidade na de�nição de diferentes medidas de mérito, seu baixousto omputaional e a liberdade de esolha do modelo físio do esoamento, doesoamento potenial linearizado à Navier�Stokes.7.2 Trabalhos FuturosOs resultados obtidos neste trabalho trazem expetativas promissoras omrelação às ondições de ontorno propostas. Uma vez utilizadas em esoamentosexternos, pode�se pensar em otimizar superfíies aerodinâmias em esoamentosinternos. A�nal, às ondições de ontorno apresentadas devem ser apropriadaspara estes asos em que as perturbações hegam às fronteiras om maior intensi-dade.Em prinípio, a rotina de otimização desenvolvida pode, ainda, servir de basepara a ontinuação das pesquisas om o método adjunto. Pode�se utilizar estetrabalho omo ponto de partida para onsolidar uma linha de pesquisas na área, e



7.2 Trabalhos Futuros 99desenvolver futuros projetos de iniiação ientí�a, mestrado e doutorado. Segue,abaixo, alguns possíveis tópios de trabalhos futuros:� Projeto multi�ponto;� Utilização de outros métodos de otimização além do steepest desent ;� Implementação de outras medidas de mérito;� Implementação da formulação bidimensional em apliações tridimensionais,via seções de ontrole;� Implementação das ondições de ontorno desenvolvidas para otimização desuperfíies em esoamentos internos;� Extensão desta rotina para uma formulação Euler tridimensional;� Extensão desta rotina para uma formulação Navier�Stokes bidimensional;� Em testes 3�D, pode�se analisar apliações de interferênia aerodinâmia.En�m, as diversas possibilidades de ontinuação deste trabalho abrem umapossibilidade de onsolidar, de vez, uma linha de pesquisa nesta área no NDF quepossa render frutos para indústria e a aademia.
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Apêndie A -- As Equações de Eulerem Coordenadas Generalizadas

Considere as equações de Euler bidimensionais em sua forma diferenial on-servativa esritas em oordenadas artesianas:
∂Q

∂t
+
∂E

∂x
+
∂F

∂y
= 0 (A.1)onde o vetor de variáveis onservadas Q e os vetores de �uxo E e F são represen-tados por:

Q =










ρ

ρu

ρv

e










, E =










ρu

ρu2 + p

ρuv

(e+ p)u










, F =










ρv

ρuv

ρv2 + p

(e+ p)v










(A.2)
Assumindo uma transformação de oordenadas que transforma o espaço ar-tesiano no espaço transformado ao redor de um aerofólio indiada na �gura A.1e dada por:

τ = t

ξ = ξ (x, y, t)

η = η (x, y, t)

η

ξ

����������������������
����������������������
����������������������
����������������������

n

n

n n

Parede Solida
x

y 0 1

1

Figura A.1: Transformação de oordenadas



Apêndie A -- As Equações de Euler em Coordenadas Generalizadas 105Então, utilizando a regra da adeia, pode-se esrever:
∂Q

∂t
=

∂Q

∂τ �
�
���
1

∂τ

∂t
+
∂Q

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂Q

∂η

∂η

∂t
=
∂Q

∂τ
+ ξt

∂Q

∂ξ
+ ηt

∂Q

∂η
(A.3)

∂E

∂x
=

∂E

∂τ �
�
���
0

∂τ

∂x
+
∂E

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂E

∂η

∂η

∂x
= ξx

∂E

∂ξ
+ ηx

∂E

∂η
(A.4)

∂F

∂y
=

∂F

∂τ �
�
���
0

∂τ

∂y
+
∂F

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂F

∂η

∂η

∂y
= ξy

∂F

∂ξ
+ ηy

∂F

∂η
(A.5)Substituindo (A.3), (A.4) e (A.5) em (A.1), obtém-se:

∂Q

∂τ
+ ξt

∂Q

∂ξ
+ ηt

∂Q

∂η
+ ξx

∂E

∂ξ
+ ηx

∂E

∂η
+ ξy

∂F

∂ξ
+ ηy

∂F

∂η
= 0 (A.6)Multipliando (A.6) pelo Jaobiano da transformação J , tem-se:

J
∂Q

∂τ
︸ ︷︷ ︸

I

+ Jξt
∂Q

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

II

+ Jηt
∂Q

∂η
︸ ︷︷ ︸

III

+ Jξx
∂E

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

IV

+ Jηx
∂E

∂η
︸ ︷︷ ︸

V

+

Jξy
∂F

∂ξ
︸ ︷︷ ︸

V I

+ Jηy
∂F

∂η
︸ ︷︷ ︸

V II

= 0 (A.7)onde,
J =

∣
∣
∣
∣

∂ (t, x, y)

∂ (τ, ξ, η)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= xξyη − xηyξ (A.8)Mas, pela regra da adeia:
I → ∂

∂τ
(JQ) = Q

∂

∂τ
(J) + J

∂Q

∂τ
(A.9)

II → ∂

∂ξ
(JξtQ) = Q

∂

∂ξ
(Jξt) + Jξt

∂Q

∂ξ
(A.10)

III → ∂

∂η
(JηtQ) = Q

∂

∂η
(Jηt) + Jηt

∂Q

∂η
(A.11)

IV → ∂

∂ξ
(JξxE) = E

∂

∂ξ
(Jξx) + Jξx

∂E

∂ξ
(A.12)

V → ∂

∂η
(JηxE) = E

∂

∂η
(Jηx) + Jηx

∂E

∂η
(A.13)

V I → ∂

∂ξ
(JξyF) = F

∂

∂ξ
(Jξy) + Jξy

∂F

∂ξ
(A.14)

V II → ∂

∂η
(JηyF) = F

∂

∂η
(Jηy) + Jηy

∂F

∂η
(A.15)



Apêndie A -- As Equações de Euler em Coordenadas Generalizadas 106Substituindo (A.9)�(A.15) em (A.7), hega-se a seguinte expressão:
∂

∂τ
(JQ) − Q

∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(JξtQ) −Q

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(JηtQ) +

−Q
∂

∂η
(Jηt) +

∂

∂ξ
(JξxE) − E

∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(JηxE) +

−E
∂

∂η
(Jηx) +

∂

∂ξ
(JξyF) − F

∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(JηyF) +

−F
∂

∂η
(Jηy) = 0 (A.16)Rearranjando os termos de forma onveniente, obtém-se:

∂

∂τ
(JQ) +

∂

∂ξ
[J (ξtQ + ξxE + ξyF)] +

∂

∂η
[J (ηtQ + ηxE + ηyF)] +

−
{

Q

[
∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(Jηt)

]

+

+E

[
∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(Jηx)

]

+

+ F

[
∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(Jηy)

]}

= 0 (A.17)As derivadas dos termos em oordenadas artesianas podem ser expressasem função das derivadas dos termos em oordenadas generalizadas da seguintemaneira:






∂
∂t

∂
∂x

∂
∂y







︸ ︷︷ ︸

[Dc]

=









�
��7

1
∂τ
∂t

∂ξ
∂t

∂η
∂t

�
��7

0
∂τ
∂x

∂ξ
∂x

∂η
∂x

�
��7

0
∂τ
∂y

∂ξ
∂y

∂η
∂y









︸ ︷︷ ︸

[A]







∂
∂τ

∂
∂ξ

∂
∂η







︸ ︷︷ ︸

Dg

⇒ {Dc} =







1 ξt ηt

0 ξx ηx

0 ξy ηy






{Dg} (A.18)

ou, de forma inversa:






∂
∂τ

∂
∂ξ

∂
∂η







=









�
��7

1
∂t
∂τ

∂x
∂τ

∂y
∂τ

�
��7

0
∂t
∂ξ

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

�
��7

0
∂t
∂η

∂x
∂η

∂y
∂η









︸ ︷︷ ︸

[B]







∂
∂t

∂
∂x

∂
∂y







⇒ {Dg} =







1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη






{Dc} (A.19)

Substituindo (A.19) em (A.18), obtém-se a relação:
{Dc} = [A] [B] {Dc} ⇒ [A] [B] = [I] (A.20)onde [I] é a matriz identidade.
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[A] = [B]−1 (A.21)Calulando-se, agora, [X] = [B]−1, tem-se:
[X] [B] = [I] (A.22)ou, ainda:







X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33













1 xτ yτ

0 xξ yξ

0 xη yη







=







1 0 0

0 1 0

0 0 1







(A.23)Resolvendo o sistema, hega-se à seguinte matriz [X]

[X] =







1 J−1 (xηyτ − xτyη) J−1 (xτyξ − xξyτ )

0 J−1yη −J−1yξ

0 −J−1xη J−1xξ







(A.24)Comparando as matrizes [X] e [A], hega-se as seguintes relações:
ξt = −xτξx − yτξy

ξx = J−1yη

ξy = −J−1xη

ηt = −xτηx − yτηy

ηx = −J−1yξ

ηy = J−1xξ (A.25)Substituindo as relações obtidas no termo entre haves ({· · · }) da equação(A.17), obtém-se o seguinte resultado:
Q

[
∂

∂τ
(J) +

∂

∂ξ
(Jξt) +

∂

∂η
(Jηt)

]

+

+E

[
∂

∂ξ
(Jξx) +

∂

∂η
(Jηx)

]

+

+F

[
∂

∂ξ
(Jξy) +

∂

∂η
(Jηy)

]

= 0 (A.26)Portanto, a equação (A.17) �a simpli�ada:
∂

∂τ
(JQ) +

∂

∂ξ
[J (ξtQ + ξxE + ξyF)] +

∂

∂η
[J (ηtQ + ηxE + ηyF)] = 0 (A.27)
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∂Q

∂τ
+
∂E

∂ξ
+
∂F

∂η
= 0 (A.28)onde o novo vetor de estados transformado Q pode ser representado da se-guinte forma:

Q = JQ ⇒ Q = J







ρ

ρu

ρv

e







(A.29)
E os vetores de �uxo transformados E e F:

E = J (ξtQ + ξxE + ξyF) = J







ξtρ+ ξx (ρu) + ξy (ρv)

ξt (ρu) + ξx (ρu2 + p) + ξy (ρuv)

ξt (ρv) + ξx (ρuv) + ξy (ρv2 + p)

ξte+ ξx [(e+ p) u] + ξy [(e+ p) v]







(A.30)
F = J (ηtQ + ηxE + ηyF) = J







ηtρ+ ηx (ρu) + ηy (ρv)

ηt (ρu) + ηx (ρu2 + p) + ηy (ρuv)

ηt (ρv) + ηx (ρuv) + ηy (ρv2 + p)

ηte+ ηx [(e+ p)u] + ηy [(e+ p) v]







(A.31)De�nindo as omponentes ontravariantes de veloidade omo:
U = �

�7
0

ξt + ξxu+ ξyv

V = ���
0

ηt + ηxu+ ηyvPode-se esrever os vetores E e F da seguinte maneira:
E = J







ρU

ρuU + pξx

ρvU + pξy

(e+ p)U







, F = J







ρV

ρuV + pηx

ρvV + pηy

(e+ p)V







(A.32)ou, de outro modo:
Q ≡ JQ

E ≡ E

(

J
∂ξ

∂x

)

+ F

(

J
∂ξ

∂y

)

F ≡ E

(

J
∂η

∂x

)

+ F

(

J
∂η

∂y

)



Apêndie A -- As Equações de Euler em Coordenadas Generalizadas 109Assim, pode�se de�nir as matrizes Jaobianas C1 e C2 do sistema transfor-mado de forma análoga às matrizes A e B do sistema artesiano:
C1 =

∂E

∂Q
=
∂E

∂Q

(

J
∂ξ

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂ξ

∂y

)

C2 =
∂F

∂Q
=
∂E

∂Q

(

J
∂η

∂x

)

+
∂F

∂Q

(

J
∂η

∂y

) (A.33)
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Nesta seção, será apresentada a demonstração da expressão (VOLPE, 1993):
δSij′

∂F j′

α

∂ξi
= − ∂

∂ξr

(

Srj′
∂F j′

α

∂ξi
δξi
) (B.1)Para isso, onsidere a seguinte equação:

∂Sij′

∂ξi
=

∂

∂ξi
(
Jβij′

)
= 0 (B.2)Então, pela regra da adeia:

Sij′
∂F j′

∂ξi
=

∂
(
Sij′F j′

)

∂ξi
=

1

2

∂

∂ξi

[

ǫj′p′q′ǫ
irs

(
∂xp

∂ξr
∂xq

′

∂ξs

)

F j′
]

=
1

2

{

ǫj′p′q′ǫ
irs

[

����������:0
∂

∂ξi

(
∂xp

′

∂ξr
∂xq

′

∂ξs

)

F j′ +

(
∂xp

′

∂ξr
∂xq

′

∂ξs

)
∂F j′

∂ξi

]}

=
1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs

(
∂xp

′

∂ξr
∂xq

′

∂ξs

)
∂F j′

∂ξi
(B.3)Assim, na variação:

δSij′
∂F j′

∂ξi
=

1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs

[

∂
(
δxp

′
)

∂ξr
∂xq

′

∂ξs
+
∂xp

′

∂ξr
∂
(
δxq

′
)

∂ξs

]

∂F j′

∂ξi
=

=
1

2
ǫj′p′q′ǫ

irs

{
∂

∂ξr

[

δ
(

xp
′

) ∂xq
′

∂ξs
∂F j′

∂ξi

]

+

+
∂

∂ξs

[

δ
(

xq
′

) ∂xp
′

∂ξr
∂F j′

∂ξi

]} (B.4)Obtém�se:
δSij′

∂F j′

∂ξi
= ǫj′p′q′ǫ

irs

{
∂

∂ξr

[

δ
(

xp
′

) ∂xq
′

∂ξs
∂F j′

∂ξi

]} (B.5)
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δxp

′

=
∂xp

′

∂ξk
δξk (B.6)Portanto:

δSij′
∂F j′

∂ξi
= ǫj′p′q′ǫ

irs ∂

∂ξr

(
∂xp

′

∂ξk
∂xq

′

∂ξs
∂F j′

∂ξi
δξk
)

=

=
∂

∂ξr

[

ǫj′p′q′ǫ
irs

(

βp
′

k β
q′

s

∂F j′

∂ξi
δξk
)] (B.7)Lembrando que é possível esrever:

βp
′

k β
q′

s =
1

2

(

βp
′

k β
q′

s − βp
′

s β
q′

k

)

+
1

2

(

βp
′

k β
q′

s + βp
′

s β
q′

k

) (B.8)E, ainda:
2ǫj

′m′n′

ǫrtlS
r
j′ = ǫj

′m′n′

ǫj′p′q′ǫrtlǫ
rsiβp

′

s β
q′

i =

=
(

δm
′

p′ δ
n′

q′ − δm
′

q′ δ
n′

p′

) (
δst δ

i
l − δitδ

s
l

)
βr

′

s β
q′

i =

=
(

δm
′

p′ δ
n′

q′ δ
s
t δ
i
l − δm

′

p′ δ
n′

q′ δ
i
tδ
s
l − δm

′

q′ δ
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 (B.12)Observe que o termo anelado na última equação orresponde simplesmenteàs equações de Euler em estado estaionário e, portanto, são nulas. Assim, �nal-mente, obtém�se:
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Apêndie C -- Definição dosCoefiientes na FormulaçãoCaraterístia das EquaçõesAdjuntas

A tabela C.1 a seguir mostra os valores atribuídos aos oe�ientes Cijk dosistema (4.15), que representa a formulação araterístia adjunta baseada nasequações de Euler bidimensionais. Os índies dos oe�ientes são determinadosda seguinte maneira: o primeiro india a equação do sistema araterístio; osegundo, refere�se à variável adjunta a que está relaionado; e o último, ao tipode derivada parial. Assim, C23x, por exemplo, é o oe�iente do termo ∂ψ3

∂x
dasegunda equação do sistema (4.15).Vale ressaltar que, no aso, todos os oe�ientes são onstantes no tempo du-rante a solução adjunta para ada elemento da malha, uma vez que são formadospor expressões matemátias que envolvem apenas propriedades do esoamento(lembrando que a solução adjunta é determinada a partir de uma solução esta-ionária do esoemanto). Entretanto, eles variam de elemento para elemento.A de�nição destes oe�ientes tem omo �nalidade failitar a vizualização dosistema araterístio (que possuí termos bastante ompliados) omo um todo,mostrando que apesar de sua aparênia �assustadora�, ele nada mais é do que umsistema linear, que pode ter sua implementação numéria failitada ao de�nir ostermos Cijk propostos na tabela C.1.
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Tabela C.1: Coe�ientes da formulação araterístia das equações adjuntasCoe�iente Valor Coe�iente Valor Coe�iente Valor
C11t 1 C11x u C11y v
C12t u C12x u2 C12y uv
C13t v C13x uv C13y v2

C14t
(u2+v2)

2
C14x

u(u2+v2)
2

C14y
v(u2+v2)

2

C21t 0 C21x ρky C21y −ρkx
C22t ρky C22x 2ρkyu C22y −ρ (kxu− kyv)
C23t −ρkx C23x −ρ (kxu− kyv) C23y −2ρkxv

C24t ρ (kyu− kxv) C24x −
[

ρkxuv −
ρky(3u2+v2)

2
− ρc2ky

γ−1

]

C24y

[

ρkyuv −
ρkx(u2+3v2)

2
− ρc2kx

γ−1

]

C31t ρ C31x ρ (u+ kxc) C31y ρ (v + kyc)

C32t ρ (u+ kxc) C32x

[
ρc2k2

y + ρ (u+ kxc)
2] C32y − [ρc2kxky − ρ (u+ kxc) (v + kyc)]

C33t ρ (v + kyc) C33x − [ρc2kxky − ρ (u+ kxc) (v + kyc)] C33y

[
ρc2k2

x + ρ (v + kyc)
2]

C34t

[
ρc2

γ−1
+ ρc (kxu+ kyv)+ C34x − [ρc2ky (kxv − kyu)+ C34y −

[

ρc2kx (kyu− kxv) − ρc2(v+kyc)
γ−1

+

+ρ
2
(u2 + v2)

]
−ρ

2
(u+ kxc) (u2 + v2)+ −ρc (v + kyc) (kxu+ kyv)+

−ρc (u+ kxc) (kxu+ kyv) − ρc2(u+kxc)
γ−1

]

− ρ
2
(v + kyc) (u2 + v2)

]

C41t ρ C41x ρ (u− kxc) C41y ρ (v − kyc)

C42t ρ (u− kxc) C42x

[
ρc2k2

y + ρ (u− kxc)
2] C42y − [ρc2kxky + ρ (u− kxc) (v − kyc)]

C43t ρ (v − kyc) C43x − [ρc2kxky − ρ (u− kxc) (v − kyc)] C43y

[
ρc2k2

x − ρ (v − kyc)
2]

C44t

[
ρc2

γ−1
− ρc (kxu+ kyv)+ C44x [ρc2ky (kxv − kyu)+ C44y −

[

ρc2kx (kyu− kxv) − ρc2(v−kyc)
γ−1

+

+ρ
2
(u2 + v2)

]
+ρ

2
(u− kxc) (u2 + v2)+ +ρc (v − kyc) (kxu+ kyv)+

− ρc (u− kxc) (kxu+ kyv) + ρc2(u−kxc)
γ−1

]

− ρ
2
(v − kyc) (u2 + v2)

]
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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