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RESUMO

Ao longo da tltima década o método adjunto tem sido consolidado como uma
das mais versateis e bem sucedidas ferramentas de otimizacao aerodinamica e
projeto inverso na Dinamica dos Fluidos Computacional. Ele se tornou uma area
de pesquisa por si 86, criando uma grande variedade de aplicagoes e uma literatura
prolifica. Entretanto, alguns aspectos relevantes do método permanecem ainda
relativamente pouco explorados na literatura, como é o caso das condicoes de
contorno adjuntas e, mais especificamente, com respeito a fronteiras permeaveis.
Esta dissertacao discute detalhadamente uma nova forma de tratar o problema
de contorno, que tem como objetivo assegurar que as equacoes adjuntas sejam
bem postas.

O principal objetivo da otimizacao aerodinamica consiste na tentativa de mi-
nimizar (ou maximizar) uma determinada medida de mérito. As aplicagoes de
projeto inverso sao desenvolvidas para escoamentos Euler 2 D ao redor de aero-
folios, representados com a parametrizagao CST (Class—Shape function Transfor-
mation) proposta por Kulfan e Bussoletti (2006), em regime de voo transonico
e com dominio discretizado por malhas nao—estruturadas de triangulos através
de um ciclo de projeto, que utiliza o método steepest descent como algoritmo de
busca da dire¢ao que minimiza (ou maximiza) a fun¢ao de mérito.

As equacgoes adjuntas sao derivadas na sua formulagao continua e suas con-
dicoes de contorno sao determinadas por equacoes diferenciais caracteristicas ad-
juntas e relacoes de compatibilidade compativeis com as variacoes realizaveis da
fisica do escoamento. As variaveis adjuntas sao, entao, vistas como forcas de vin-
culo generalizadas, que asseguram a realizabilidade de variagoes do escoamento.

Palavras chave: método adjunto, otimizacao, aerodinamica, dinamica dos flui-
dos computacional, condi¢oes de contorno.



ABSTRACT

Over the last decade the adjoint method has been consolidated as one of
the most versatile and successful tools of aerodynamic optimization and inverse
design in Computational Fluid Dynamics. It has become a research area of its
own, spawning a large variety of applications and a prolific literature. Yet, some
relevant aspects of the method remain relatively less explored in the literature.
Such is the case with the adjoint boundary conditions and, more specifically, with
regard to permeable boundaries. This dissertation discusses at length a novel
approach to the boundary problem, which aims at ensuring the well-posedness
of the adjoint equations.

The main goal of aerodynamic optimization consists in attempting to mini-
mize (or maximize) a certain mesure of merit. The inverse design applications are
developed for 2 D Euler flows around airfoils, represented with the CST (Class
Shape function Transformation) parameterization proposed by Kulfan and Bus-
soletti (2006), in the transonic flight regime and domain discretized by triangle
unstructured meshes in a design loop which makes use of the steepest descent
method as search direction that minimizes (or maximizes) the mesure of merit.

Adjoint equations are derived in the continuous formulation and their bound-
ary conditions are determined by adjoint characteristic differential equations and
compatibility relations. The latter are derived so as to be compatible with the
realizable variations of physical quantities. The adjoint variables are seen as
generalized constraint forces, which ensure the realizability of flow variations.

Key words: adjoint method, optimization, aerodynamics, computational fluid
dynamics, boundary conditions.
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1 INTRODUCAO

De modo a compreender melhor os fenémenos fisicos da natureza, o homem,
ao longo de sua existéncia, sempre procurou desenvolver modelos matematicos
para descrevé—los em diversos niveis de aproximacao. O movimento de fluidos,
em particular, é completamente descrito pelas leis de conservacao de trés propri-

edades bésicas: massa, quantidade de movimento e energia (HIRSCH, 1988a).

Estas leis de conservacao sao representadas matematicamente por um sistema
de equagoes diferenciais a derivadas parciais (PDE'’s) nao lineares para os quais
nao sao conhecidas solugoes analiticas gerais, mas, apenas, de uma pequena cole-
¢ao de problemas com interesse pratico limitado. Assim, o inico modo de analisar
0 escoamento sobre configuragoes complexas, com confianca, sempre foi a expe-
rimentacao em laboratorios. Entretanto, ela tem um custo muito elevado e, nem
sempre é possivel realiza la pela dificuldade de reproducao das condicoes reais
como, por exemplo, em escoamentos supersonicos a grandes altitudes (MALISKA,

2004).

Assim, com o advento do computador, houve um grande esfor¢o no sentido
de desenvolver métodos numéricos para resolver este tipo de problema, o que
resultou na criacao de uma nova area da Mecanica dos Fluidos conhecida por
Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD?). Inicialmente, devido a grandes
limitagoes de processamento das maquinas e, também, dos métodos numéricos
conhecidos, era possivel resolver apenas equacoes que modelavam fendémenos fisi-
cos de forma bastante simplificada. Contudo, ¢ importante destacar que, apesar
de sua simplicidade, métodos como o dos painéis foram muito tteis na industria

aeronautica.

As incontaveis possibilidades de aplicacoes que a CFD propiciava levou a
intensas investigacoes realizadas pela academia e que resultaram em métodos nu-
méricos mais robustos e confiaveis. Este fato aliado ao vertiginoso crescimento dos

recursos computacionais, tanto no que diz respeito a velocidade de processamento

lsigla em inglés para Partial Differential Equation.
Zsigla em inglés para Computational Fluid Dynamics.
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quanto na capacidade de armazenamento, permitiram resolver numericamente as
equacoes que governam o escoamento em sua forma mais completa, com niveis
de precisao razoaveis e em periodos de tempo plausiveis, tornando a CFD uma
ferramenta ainda mais importante na indudstria aeronautica, ja que possibilitava
a analise de configuracoes alternativas a custos significativamente mais baixos do
que ensaios em tineis de vento, desempenhando, assim, funcao complementar a

estes (GILES, 1997; JAMESON, 1997; MACCORMACK, 1993; SANTOS, 1993).

Apesar de reduzir os custos no projeto de aeronaves, a CFD era utilizada
apenas como ferramenta de analise e a estratégia geralmente adotada no projeto
destas continuava a ser a tentativa e erro, em que se propoe uma geometria e
analisam—se os resultados das simulacoes, de maneira a obter o efeito desejado.
Todavia, essa abordagem depende em larga margem da experiéncia acumulada
do projetista e suas chances de sucesso diminuem sensivelmente a medida que se

impoem condicoes mais elaboradas ao projeto.

Isto ocorre porque nao ha como garantir que um método de tentativa e erro
explore adequadamente o espago de solugoes viaveis. Santos (1995) apresenta uma
caracterizacao geral dos métodos de projeto inverso e otimizacao, que podem ter
um impacto muito positivo nessa situacao. Combinados com recursos de CFD,

eles permitem uma exploracao mais eficiente do espaco de solucoes de projeto.

A utilizacao de técnicas numeéricas para otimizacao de perfis aerodinamicos em
escoamentos transonicos foi iniciada por Hicks, Murman e Vanderplaats (1974)
e posteriormente extendida para o projeto de asas por Hicks e Henne (1978).
Desde entao, diversos métodos de otimizacao aerodinamica foram desenvolvidos,
dentre eles o método Modified Garabedian-McFadden (MGM) baseado no mo-
delo potencial linearizado do escoamento (SANTOS, 1993; VOLPE, 2004; VOLPE,
2005; VOLPE et al., 2007) e o método adjunto (JAMESON, 1988; REUTHER, 1996;
SANTOS, 1995; JAMESON; NADARAJAH, 2000; JAMESON; SRIRAM; MARTINELLI,
2003; JAMESON; KIM, 2003a), tema desta dissertagao.

Os métodos de projeto inverso comparam a distribuicao de uma quantidade
fisica de interesse a uma distribuicao desejada, especificada previamente pelo
usuario como o coeficiente de pressao, por exemplo. Com base nessa comparacao,
esses métodos estimam alteracoes da geometria que produziriam o efeito desejado.
Desta forma é possivel, dentre outras coisas, evitar gradientes de pressao adversos
que induziriam a separacao prematura da camada limite em escoamentos ao redor

de aerofélios.

Em geral, nao ha qualquer garantia de que a distribuicao desejada seja facti-
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vel, ou que implique em melhores coeficientes aerodinamicos, uma vez realizada.
Além disso, nao se pode garantir que a configuracao obtida represente uma solu-
¢ao Otima para as condigoes prescritas. Assim, a experiéncia acumulada mantém
sua relevancia, apenas num nivel diferente. Nao mais se procura especificar uma
geometria que permita alcangar efeitos desejaveis, mas uma distribuicao objetivo

que corresponda a tais efeitos.

Os métodos de otimizacao, por outro lado, proporcionam uma abordagem
mais abrangente do projeto aerodinamico. Essencialmente, esses métodos buscam
extremos de funcoes de mérito previamente definidas, que representam pontos de
maximo ou minimo locais no espaco de projeto. De qualquer modo, a existéncia
de um extremo, ainda que local, deve corresponder a uma configuracao 6tima

com respeito a particular medida de mérito adotada.

Como ja dito, em problemas inversos existe a possibilidade de que a distribui-
cao de pressao desejada nao seja realizavel®. Esta dificuldade pode ser contornada
tratando o problema como um caso particular de um problema de otimizacao, com
uma funcao de mérito que mede o erro na solucao do problema inverso. Desta
forma, o processo deve levar até a solugao realizavel mais proxima do desejado, no
sentido dos minimos quadrados. Assim, converte—se um problema possivelmente
mal posto em um problema bem posto (JAMESON, 2003). Por exemplo, se py é
a pressao de superficie desejada, pode se tomar a funcao de mérito I como sendo

a integral:

1= ;/ (0 — pa)? ds (1.1)

E claro que as funcoes de mérito permitem definicoes bastante variadas. Além
da medida do erro com respeito a uma distribuicao de pressoes desejada, ainda
podem representar integrais de sustentacao, arrasto, ou até mesmo a razao da
sustentagao pelo arrasto. A titulo de ilustracdo, a equagao (1.2) abaixo mostra
uma medida de mérito, representada por uma integral de arrasto, utilizada por
Reuther (1996).

1 dy
I =Chj=+——— —d 1.2
= Tz -

onde v é a razao de calores especificos, ps € My, sao, respectivamente, a pressao
e o numero de Mach do escoamento nao perturbado, ¢ é a corda do aerofolio B,

e £ é a coordenada generalizada tangente a superficie do mesmo (apéndice B).

Ha ainda a questao da realizabilidade. Em principio, ela implica que se im-

ponham restricoes ao problema que a garantam. Em aplicacoes de aerodinamica,

3entenda se por realizdvel uma distribuicdo de pressio que satisfaca as equacdes que gover-
nam a fisica do escoamento.
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as condicoes de realizabilidade sao as equagoes que governam o escoamento. Em
ultima analise, a imposicao destas como restricoes ao problema de otimizagao

depende da forma como o problema é equacionado.

A teoria de controle de sistemas governados por equagoes diferenciais (LIONS,
1971) proporciona os fundamentos conceituais e o formalismo necesséarios a essa
atividade. O método inicialmente proposto por Pironneau (1983) para proble-
mas elipticos e, mais tarde extendido para escoamentos transonicos por Jameson
(1988) ficou conhecido como método adjunto e faz uso desses recursos com dupla
vantagem: de um lado, ao impor as equacoes da mecanica dos fluidos como res-
tricoes ao problema variacional, projetam-se as variacoes da medida de mérito no
espaco das solucgoes realizaveis; de outro, essas restricoes permitem uma simpli-
ficacao excepcional no calculo do gradiente de sensibilidade, com a conseqiiente

reducao do seu custo computacional.

1.1 Cenario Atual e Escopo do Trabalho

O Nicleo de Dinamica e Fluidos (NDF EPUSP) iniciou investiga¢ao nessa
4rea com a participagao no Projeto FAPESP? 2000/13768 4 (VOLPE, 2004; VOLPE,
2005). Trabalhando juntamente com pesquisadores da EMBRAER® e da ESSSS,
desenvolveu—se uma rotina de projeto inverso aerodinamico baseada no método
MGM (VOLPE et al., 2007), que se aplica ao regime de escoamento transonico e
tem como finalidade obter uma geometria que aproxime a distribuigao de pressoes

desejada, especificada a priori.

Esta dissertagao, juntamente com os trabalhos de Ceze (2008) e Chieregatti
(2008), tém como objetivo ampliar essa investigacdo e consolidar no NDF uma
linha de pesquisa na area de otimizacao e projeto inverso aerodinamico ao realizar

um estudo teoérico aprofundado do método adjunto.

A eficiéncia deste método, naturalmente, instigou o interesse da industria
a utilizd lo na fase de concepgao de aeronaves (JAMESON, 1997), onde, ainda,
predominam métodos de projeto inverso associados a modelos especificos do es-
coamento como o potencial compressivel linearizado (NAIK et al., 1995; OLIVEIRA;
TRAPP; MACEDO, 2003; SADRI; LEBLOND; PIPERNI, 2002). Entretanto, traba-
lhos propostos nas areas de interferéncia aerodinamica e integracao propulsiva

(FUJITA, 2002; MAKINO; IWAMIYA; LEI, 2003; RODRIGUEZ, 2003; KIM; KOC; NA-

4Fundacdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Sdo Paulo
5Empresa Brasileira de Aeronautica
5Engineering Simulation and Scientific Software, Ltda.— SC, Brasil
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KAHASHI, 2005) revelam uma tendéncia pela adogao do método adjunto (VOLPE,
2005). Todavia, no Brasil, devido a escassez de recursos, ainda nao se atingiu
massa critica suficiente nas pesquisas nesta drea para que sua implementacao no

setor aeroespacial brasileiro seja viavel.

Afim de viabilizd—la em um futuro proximo, propoe—se iniciar um estudo do
método através de uma aplicagao restrita e relativamente simples: a otimizacao
de aerofolios imersos em escoamentos modelados pelas equacoes de Euler bidi-
mensionais que, apesar de representarem uma simplificacao da fisica que governa
o movimento dos fluidos, retém a nao—linearidade do termo convectivo, que tem
fundamental importancia no problema de contorno, inclusive quando se mode-
lam escoamentos viscosos. Para tanto, o dominio sera discretizado em malhas
nao—estruturadas de triangulos, com as propriedades do escoamento atribuidas
ao centroide dos elementos, e as equacgoes diferenciais serao resolvidas numerica-
mente com a utilizacao do método dos volumes finitos em um esquema centrado

com adicao de dissipagao artificial.

Vale acrescentar que o emprego de uma formulac¢ao bidimensional do método
adjunto em aplicacoes tridimensionais, via se¢oes de controle, ¢ uma alternativa
a complexidade de uma formulagao inteiramente tridimensional. Embora esta
ultima seja, certamente, mais fiel a fisica do escoamento, a primeira pode ser
empregada com sucesso em aplicagoes de interferéncia aerodinamica, conforme
reportam Kim, Koc e Nakahashi (2005). Enfim, além de ser bastante apropriada
para uma exploracao introdutéria do tema, ela permite aplicagoes praticas de

interesse imediato na industria.

O escopo deste trabalho, em particular, é estender o procedimento de obten-
¢ao de condigbes de contorno adjuntas proposto por Volpe e Santos (2009) em
escoamentos unidimensionais para problemas multidimensionais. E importante
notar que, aqui, nao ha nenhuma pretensao em esgotar as possibilidades de estudo
do método adjunto, mas, apenas, contribuir com o tratamento de suas condigoes
de contorno, que sao pouco exploradas na literatura. Para isso, propoem se “cons-
truir” o problema adjunto a imagem e semelhanca das equacoes de Euler 2 D,
com ambos os problemas de contorno baseados em relacoes diferenciais caracte-
risticas e variaveis de Riemann, garantindo a compatibilidade entre os problemas

primal e dual.
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1.2 Diferencas Finitas Versus Adjunto

Como ja dito anteriormente, medidas de mérito (I) relevantes as aplica¢oes
aerodinamicas podem representar integrais de arrasto ou de uma medida de erro
com respeito a uma distribuicao de pressoes desejada como mostram as equacoes
(1.1) e (1.2). Portanto, geralmente, estas envolvem funcionais ou func¢oes que
dependem das varidveis do escoamento QQ e da geometria de suas fronteiras F

(JAMESON; KIM, 2003b; REUTHER, 1996). Assim,

=1(Q,F) (1.3)

Em geral F pode ser representada como fungao das coordenadas X, espe-
cificada por um conjunto de parametros B : F = F(X,B). Estes parametros
podem ser, por exemplo, coeficientes de um conjunto de fun¢oes de forma. Varia-
¢oes da geometria 6 F podem ser produzidas por alteracoes nos parametros 65 e,
naturalmente, elas implicam em variacoes no campo do escoamento 0Q. Assim,
pode—se escrever:

8] T oIt

o = 590+ 57°F (1.4)

Em principio, a sensibilidade da medida de mérito a variacoes da geometria

é¢ medida pelo gradiente:
o1 _oroq  ortor 5

oB 0Q oB O0F 0B
Note que os termos I /0Q e OIT /OF sio facilmente obtidos, dado que se
conhece a expressao da funcao de mérito que se deseja otimizar. Além do mais,
para F (X, B) conhecida, as derivadas 0F /OB podem ser estimadas sem maiores
dificuldades. Entretanto, o termo 0Q/0B tem avaliagdo mais complicada. Uma
vez que, em geral, nao se conhece explicitamente a dependéncia das variaveis
do escoamento com respeito aos parametros que controlam a geometria. Além
do mais, nao é possivel garantir a realizabilidade das variacoes no campo do

escoamento 6Q, que nao foi imposta a equacao (1.5).

A forma mais direta de se atacar o problema seria avaliar a equagao (1.5) por
diferencas finitas. Em linhas gerais, o procedimento envolveria obter a solucao
convergida para a geometria original F(X,B), que seria a solugdo base. Em
seguida, cada um dos parametros de F seria perturbado individualmente, B;+45;,
enquanto os demais manteriam seus valores originais. Para cada uma dessas

perturbagoes, seria obtida a solugao convergida correspondente. Os valores da
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medida de mérito seriam calculados para as solucoes perturbadas e a solucao base.
De posse desses resultados, seria possivel estimar numericamente o gradiente de
sensibilidade com relagao a cada um dos parametros que definem a geometria
através da seguinte expressao:

o1 _, 1(B;+6B;) — I(B;)
oB;, oB;

(1.6)

Entao, o vetor gradiente 91 /0B, que tem sua precisao limitada pela magni-
tude da variacao de cada um dos parametros 0B;, pode ser utilizado para de-
terminar a direcao de otimizacao. Para tanto, é possivel utilizar, por exemplo,
o método steepest descent que aplica um passo fixo A no sentido negativo do

gradiente, obtendo os novos parametros otimizados B; da seguinte maneira:

ol

Bt =B — )\8—82- (1.7)

Este procedimento assegura a realizabilidade das variagoes 0Q a medida que
busca uma solucao convergida do escoamento para cada uma das perturbacoes.
Entretanto, ele o faz a custa de grande aumento do esfor¢o computacional. Jus-
tamente porque requer uma solugao convergida para cada perturbacao 6B;. Em
resumo, se F tem NN parametros, entao sao necessarias N+ 1 solugoes independen-
tes das equagdes do movimento, levando—se em conta a solu¢ao base (JAMESON;
NADARAJAH, 2000), para conseguir obter o gradiente de sensibilidade da medida
de mérito com relacao aos parametros que descrevem a geometria da superficie
aerodinamica que se quer otimizar. E evidente que o custo computacional desta

abordagem fica proibitivo a medida que aumenta o niimero de parametros que

controlam F (X, B).

A principio, uma forma de contornar esta dificuldade seria restringir, a priori,
as variagoes das grandezas fisicas 6Q ao espaco das solucoes realizaveis, entao,
talvez, fosse possivel eliminar a necessidade dos caros célculos de 9Q/0B; para
estimar o gradiente de sensibilidade. O método adjunto explora esta possibi-
lidade por meio de conceitos de teoria de controle para alcancar este objetivo.
Basicamente, ele impoe as equagoes que governam o escoamento como restricoes
ao problema variacional e, com isso, impede solugoes nao realizaveis. Para tanto,
considera—se que a solucao dessas equacoes depende das variaveis do escoamento

e da forma de suas fronteiras, em termos gerais:

R(Q,F) =0 (1.8)

Assim, R (Q, F) representa o modelo matematico do escoamento e pode ser as
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equacoes de Euler ou Navier Stokes, por exemplo. Naturalmente, sua variagao
pode ser obtida de modo analogo a variacao da medida de mérito dada pela

equacao (1.4), desta forma:

OR IR
— = 1.
IR = 5g0Q + 570F =0 (1.9)

Introduzindo as equacoes do movimento como restricoes a funcao de mérito

através de um multiplicador de Lagrange, ¥, tem-—se:

T T
or = 1 5Q+8I 5F — xI/T(

IR IR
=29 ) (1.10)

30°Q+ 5707

Observe que a introducao destas equacgoes nao altera a variacdo 0, uma
vez que 0R = 0, como mostra a equagao (1.9). Entretanto, impde—se que as
variagoes 0Q sejam realizaveis. A equagao (1.10) ainda pode ser rearranjada de
modo conveniente ao agrupar termos da seguinte maneira:

~(oIT  _LOR oI" LR
- (2w (2w i

Note que a primeira parcela envolve variagoes do campo do escoamento 6Q,
enquanto a segunda, apenas variacoes da geometria 0F. Assim, ao “escolher” W

de forma a satisfazer a equacao adjunta:

OR ol
{%} v-5 (1.12)

A variagao da medida de mérito 0 pode ser calculada simplesmente pela
expressao:
orr OR

51:(——x1/T

o (9]-"> §F = G6F (1.13)

Portanto, a resolugao da equagao adjunta (1.12) permite uma simplificagao
na forma final de 7, apresentada pela equagao (1.13), que é uma conseqiiéncia
direta da imposi¢ao da realizabilidade de 0Q através da equagao (1.9). Note
também, que a precisao do gradiente obtido pelo método adjunto nao depende
mais da magnitude de qualquer variacao dos parametros 0B; como ocorria no
caso de diferencas finitas. Ao lado disso, a independéncia da variacao 61 com
relacao a 0Q permite que se calcule o gradiente de sensibilidade com respeito a
qualquer niimero de parametros B;, sem a necessidade de simulagoes adicionais
do escoamento. Essa é a esséncia do método adjunto proposto por Jameson

(JAMESON, 1988; JAMESON, 1994) para escoamentos transonicos.

Note que ambos os termos OR/IJQ (que define os coeficientes das variaveis
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adjuntas) e 91/0Q (termo nao homogéneo) da equagao (1.12) sao independentes
do vetor de variaveis adjuntas ¥, o que faz da equacio adjunta linear. E interes-
sante notar que ela seja linear apesar de ser derivada a partir das equagoes que
governam escoamentos que sao, geralmente, nao lineares (como no caso das equa-
¢oes de Euler ou Navier Stokes) e que formulac¢oes dos problemas primal e dual

. como mostram Giles

sao representacoes equivalentes do mesmo problema linear
e Pierce (1997b). Além disso, sua estrutura concentra no lado esquerdo os ter-
mos que dependem apenas das equagoes que governam o escoamento, enquanto o
termo nao homogéneo, no lado direito, é o inico que envolve a particular medida

de mérito adotada.

Se, por um lado, a linearidade traz beneficios claros para as aplicagoes; por
outro, a estrutura da equacao adjunta tem profundas conseqiiéncias na formu-
lacdo do método. A separacao entre os termos que dependem das equacoes da
mecanica dos fluidos e os que envolvem a medida de mérito implica na existéncia
de um operador adjunto associado apenas ao modelo da fisica do escoamento.
Entao, em principio, ao se obter o operador associado ao modelo em questao,
pode se otimizar uma ampla gama de medidas de mérito, pois isto envolveria
modificar apenas o termo nao homogéneo, que por sinal, estd presente somente
na condicao de contorno de parede e que, conseqiientemente, consiste em inte-
grais apenas na superficie aerodinadmica que se deseja otimizar como mostram as
equagoes (1.1) e (1.2). Outra conseqiiéncia imediata desta separacao é que, em
grande medida, o algoritmo para resolver a equacao (1.12) depende do particu-
lar operador adjunto considerado, e nao do termo forcante. Isso permite enorme

flexibilidade na definicao das medidas de mérito.

Vale acrescentar que as equacoes adjuntas sao obtidas a partir de uma solu-
¢ao estacionaria do escoamento. Assim, as variaveis de estado Q sao constantes
durante o processo de solucao do problema dual e, portanto, o termo [g—g] ! nada
mais é que uma matriz quadrada 4 x 4 constante para cada elemento da malha
computacional durante o processo de solucao do problema adjunto no caso bidi-
mensional, por exemplo. Conseqiientemente, basta “inverté—la” para resolver o

sistema de equacoes (1.12) e obter a solugao adjunta.

Embora restritas a problemas mais simples, as solucoes analiticas baseadas na
funcao de Green ilustram perfeitamente as propriedades apontadas acima. Com
este enfoque, Giles e Pierce conduziram extensa investigacao das propriedades

matematicas das equagdes adjuntas e as fungoes de Green a elas associadas (GI-

"Observe que a equacao (1.9) representa uma linearizagiao do problema primal (1.8) e que o
problema adjunto (dual) advém dessa linearizagao.
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LES; PIERCE, 1997a; GILES; PIERCE, 1998a; GILES; PIERCE, 2000b). Obtiveram
solugoes analiticas para problemas selecionados (GILES; PIERCE, 2000a) e identifi-
caram outras aplicagoes importantes do método adjunto. Exemplos da variedade
de tais aplicagOes sao a estimativa de funcionais de arrasto e sustentagao (GI-
LES; PIERCE, 1999a; GILES; PIERCE, 1999b), além da anéalise numérica em CFD
(GILES; PIERCE, 1997a; GILES; PIERCE, 1998b).

1.3 Ciclo de Projeto

De modo a realizar o processo de otimizacao de aerofélios, é necessario im-
plementar um ciclo de projeto, apresentado na figura 1.1, que associa os c6digos
de geragao de malha, otimizagao e de resolucao das equagoes que governam o

escoamento e das equacoes adjuntas.

Geometria
Irnicial

!

Parametrizagao
da Geometria

Gerador de Gerador de Malhas Solver do Medida de
Geometria (Gambit) Escoamento Mérito

r

Célculo do Solver Nao

Gradiente Adjunto Otirma?

Configuracéo
Final

F

Distribuic&o
Objetivo

Figura 1.1: Ciclo de projeto

Uma geometria inicial é fornecida como entrada ao ciclo de projeto. Entao,
é feita uma aproximacgao da superficie aerodinamica, a partir da parametrizacao
adotada, através do método de minimos quadrados. A partir da geometria ja pa-
rametrizada, gera se uma malha computacional através do programa comercial
Gambit, que, por sinal, é a tnica ferramenta do ciclo de projeto que nao foi de-
senvolvida durante a elaboracao deste trabalho. A malha gerada é entao enviada

ao codigo que resolve as equagoes que governam o escoamento. Com a solucao
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convergida é feita uma anéalise da adequagao do aerof6lio a medida de mérito uti-
lizada, caso o objetivo da otimizacao nao seja atingido (dentro de uma margem de
tolerancia), resolvem—se as equagoes adjuntas. Com a solugao adjunta, é possivel
obter o gradiente de sensibilidade da medida de mérito em relacao aos parametros
que descrevem a geometria e, a partir dele, obtém se os parametros que definem
a nova geometria utilizando o método steepest descent ja descrito anteriormente,
que consiste em aplicar um passo fixo na direcao negativa do gradiente, fechando
assim o ciclo de projeto. Vale mencionar que este método de otimizacgao tem efici-
éncia baixa e que existem algoritmos mais eficientes, entretanto, todos requerem

a informacao do gradiente.
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2  MODELO MATEMATICO DO
ESCOAMENTO

Como ja foi dito anteriormente, o movimento dos fluidos é completamente
descrito pelas leis de conservacao de massa, quantidade de movimento e energia.
O modelo matematico que descreve estas leis de conservagao com o maior nivel
de aproximacao da fisica do escoamento é representado pelo sistema de PDE’s

(2.1) apresentado abaixo em sua forma integral.

massa at/pdv+7{pv dS =0 (2.1a)

quant. mov. 815 / pvdV + %( dS)V+7{pd8 %fe ds (2.1b)

energia /edV—l—%pHV dS:%fe-\_f’deLj{cf-d (2.1c)
ot S S

Onde p é a massa especifica de um fluido com velocidade v, sob pressao p,
sujeito a forcas externas f., fluxo de calor ¢, com entalpia total H e energia

especifica e em um dominio de volume V e area de superficie S.

Entretanto, no caso tridimensional, por exemplo, este sistema possui 15 incog-
nitas (massa especifica p, 3 componentes do vetor velocidade V, pressao estatica
p, 6 componentes do tensor de tensoes viscosas 7, energia e e 3 componentes de
fluxo de calor) e apenas 5 equagoes (conservacao de massa, 3 componentes da
conservacao de quantidade de movimento e conservagdo de energia). Portanto,
este sistema de equagoes ¢ “aberto”, uma vez que existem mais incognitas do
que equacoes. Assim, é necessario complementa las com um conjunto de rela-
¢oes constitutivas que permitam “fechd—lo”. Este sistema de equagoes completo,
incluindo as relacoes consitutivas, é freqiientemente referenciado na engenharia
aeronautica como “equacoes de Navier Stokes”, embora este termo tenha sido
empregado, originalmente, apenas a equacao de conservagao da quantidade de
movimento, em homenagem & Claude—Louis Navier e George Gabriel Stokes, pri-

meiros a deduzi-la.

As equagoes de Euler, representadas pelo sistema de equagoes (2.2) também
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em sua forma integral, sao uma simplificacao das equagoes de Navier Stokes e
representam um nivel de aproximacao da fisica do escoamento em que as for-
cas viscosas e efeitos de transferéncia de calor sao desprezados. Formalmente,
as equacoes de Euler sao obtidas tomando se o “limite mateméatico” das equa-
¢oes de Navier Stokes quando o niimero de Reynolds tende a infinito (AZEVEDO,
2006), ou seja, quando as forgas viscosas sao despreziveis se comparadas as for-
¢as inerciais. Apesar de representarem um escoamento idealizado, elas sao muito
importantes na engenharia aeronautica, ja que grande parte dos escoamentos de
interesse na area sao de alta velocidade e, com as forcas viscosas concentradas
numa regiao limitada do dominio conhecida como camada limite. Além disso,

sao capazes de capturar efeitos de compressibilidade nao—lineares como as ondas

de choque.
at/pdeLj{pv d5 =0 (2.2a)
/pvdv+f( -dS)V + fpd§:o (2.2b)
ot -
at/edv+prv~df9=o (2.2¢)

Observe que as equacoes de Euler tridimensionais também formam um sis-
tema de equacoes “aberto”. Entretanto, apenas uma relacao constitutiva é ne-

s « z ’ : : 2 : :
cessaria para “fecha 10”, uma vez que existem 6 incognitas (massa especifica p, 3
componentes do vetor velocidade V, pressao estatica p, e energia e) e as mesmas

D equagoes.

As equacoes de Euler podem, no entanto, ser representadas de outras ma-
neiras. A literatura, freqiientemente as apresenta em sua forma conservativa (ou
divergente) apresentada no sistema (2.3), que pode ser obtida ao aplicar o teorema
de Gauss as integrais de superficie do sistema de equacoes (2.2), transformando

as em integrais no volume.

Q/pdeL/V-(p\_f’)dV:O (2.3a)

gt/pvdeL/V (p\7\7')dV+/V~pdV:0 (2.3b)
%

8t/€dv+/ “(pHV)dVY =0 (2.3¢)

onde o operador divergente V, que nomeia esta forma de representagao das equa-

coes, ¢ dado pela seguinte expressao:

V=i + ) + ke (2.4)
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em que 2, j e ksao os versores nas direcoes coordenadas x, y e z, respectivamente.

Observe, no entanto, que a utilizacao do teorema de Gauss requer que nao
haja descontinuidades no volume de controle V (PRAGER, 1961). Assim, o sis-
tema de equagbes (2.3), a rigor, ndo é aplicavel em ondas de choque. Nestas
regioes, vale apenas a solucao fraca, que é obtida somente a partir das equacoes
(2.2) ao considerar a onda de choque isolada em um volume de controle e, en-
tao, estabelecer a continuidade dos fluxos de massa, quantidade de movimento e
energia na superficie desse volume. Este procedimento equivale & imposicao das

relagoes de Rankine-Hugoniot (LEVEQUE, 2002).

Uma vez que as equagoes (2.3) sdo escritas para um volume arbitrario V,
elas devem ser validas localmente para qualquer ponto do dominio. Isto leva a
forma diferencial das leis de conservac¢ao (HIRSCH, 2007), apresentada abaixo pela
equagao (2.5) para escoamentos bidimensionais.

0Q OE  OF

a5t "oz Ty =0 (2.5)

onde o vetor de estados Q e os vetores de fluxo E e F sao dados por:

4 ) ( A ( A
p pu pv
U u? + UV
Q={ ™%V  B={ TP L Rl (2.6)
pU puv pv+p
L ¢ \(e+p)u} \(e+p)v}

De modo a obter a relagao constitutiva para completar o sistema de equacoes

é comum, neste tipo de aplicagao, utilizar a hipotese de gas termicamente perfeito:

p=pRT = (y = 1)pe; (2.7)

onde T é a temperatura do fluido, v é a razao de calores especificos, R é a

constante do gas e a energia interna especifica e; é dada por:

Como tltima hipotese, admite se que o gas seja caloricamente perfeito, ou
seja, a relacao de calores especificos é constante:

G
Cy

¥ = constante (2.9)

Por fim, a energia especifica total, definida pela soma da energia interna com
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a energia cinética, é dada pela seguinte expressao:

— Ly 2
: 2.10
e_p[e—l—Q(u —i—v)] ( )
Associando as equagoes (2.7) e (2.10), obtém se a equagao de estado (2.11)

abaixo que serd utilizada para “fechar” o sistema:

p= [e— % (pu2+pv2)} (y—1) (2.11)

Observa—se que as equacoes de Euler sao constituidas por um sistema de equa-
¢oes hiperbolicas no dominio espago-tempo. Portanto, todos os autovalores das
matrizes jacobianas associadas aos seus vetores de fluxo sao reais (HIRSCH, 1988a).
Além disso, a propagacao de informacao ocorre por meio das caracteristicas. Es-
tas propriedades sao descritas detalhadamente na secao 2.1 e, posteriormente,

exploradas sob o aspecto de condi¢oes de contorno na secao 2.4

2.1 Formulacao Caracteristica das Equacoes de Eu-
ler

Considere as equacoes de Euler bidimensionais em sua forma diferencial con-
servativa dada pela expressao (2.5). Note que os vetores de fluxo E e F podem
ser escritos em funcao das variaveis conservadas do vetor de estado Q. Entao,
pela regra da cadeia:

OE_0BOQ  OF _0FOQ o)
or  0Q Ox ’ oy  0Q Oy '
Assim, ao substituir as derivadas dos vetores de fluxo, apresentadas acima

pelas expressoes (2.12), na equacao (2.5), obtém se a forma quase linear das

equacoes de Fuler:

oQ_ omoq Q|
ot 0Q or  0Q Jdy
—— —~—

A B

(2.13)

onde as matrizes Jacobianas A e B sao dadas por:

0 1 0 0
(y=1)(u?4v?
Al | e G-vu  (A-mv (-1
—uv v U 0
e e (v=1)(3u24+v?
| (v = Dou(u? +0?) —qut 7;—% 1-yw yu |
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[ 0 0 1 ]
B —uv v U 0
I I o R RN PR BN D T
| (v Do +v?) —quf (I—y)uww 76— 7(7_1)(22%”2) Yo oo

Aqui, vale ressaltar que E e F sao homogéneos' de ordem 1 em relacio a Q.

Desta forma, é possivel afirmar que:

OE OF
—=A=E=A e —=B=F=8B 2.14
s Q 5 Qe
Observa se que A e B sao bastante complicadas. No entanto, as mesmas
equacoes podem ser escritas em funcao de um vetor de varidveis primitivas V

(que podem ser medidas diretamente), com matrizes Jacobianas mais simples,

como mostra a equacao abaixo (HIRSCH, 1988a):

ov. -0V -0V
- — = 2.1
5 +A8:C+B8y 0 (2.15)

onde:
( (W p 0 0 (b0 0 0 |
- 0 0 1 - 0 0 0
V= A= N /Pl g |0 (2.16)
v 0 0 w O 0 v 1/p
L P 0 vp 0 wu 00 vp w

A relacao entre as matrizes Jacobianas das variaveis conservadas e primitivas

é dada pela seguinte transformacao de similaridade:
A = M'AM
B = M 'BM

onde M, matriz Jacobiana da transformacao das varidveis conservadas para as

variaveis primitivas, e a sua inversa M~! sdo definidas como:

[ o 0 0 |
0 0 0
oV v 0 p 0

I % (u? +0v?) pu pv ﬁ |

Lomax, Pulliam e Zingg (2001) apresentam a propriedade homogénea das equacoes de Euler
de uma forma mais detalhada.
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[ 1 0 0 0 |
u 1
M- Vo o , 0 0
0Q _v 0 1 0
P P
s -D @+ —(v-Du —(y=1v 7—1 |

Naturalmente, existem outras formas de representar as equacoes de Euler.
Pode se escrevé las através de qualquer combinacao linear destas equacoes ou,
em outras palavras, multiplicando—as por qualquer matriz inversivel de mesma
dimensao das matrizes Jacobianas. Observe que este procedimento altera as
equagoes, mas nao as variaveis dependentes, que ainda sao conservadas (LANEY,
1998).

Uma vez que as equacoes de Euler sao hiperbolicas, sempre é possivel de-
finir uma matriz A, associada a um vetor k que possui autovalores reais e um
conjunto completo de autovetores para qualquer direcao deste vetor. Em outras
palavras, o carater hiperbolico das equacoes de Euler implica que a matriz A,
seja diagonalizavel.

A, =k-A=k,-A+k, B (2.17)

onde k, e k:y sao, respectivamente, as componentes x e y do vetor k no sistema

cartesiano bidimensional. Assim, a matriz A,, pode ser escrita da seguinte forma:

0 ky

k. (7—1)(§2+v2) —u?| — kyuv vk, — (v — 3)uk,

ky L;M —v?| — kyuv vk, — (v — 1)uk,

(ubs + vky) [(7 = 1) +0%) =] 3%k — (7= 1) vk, + Gk

k, 0
uky — (v — 1)k, (v = Dk,
uky — (v — 3)vky (v — Dk,

Voky — (v—1) [uvk‘x + %} v(uky, + vky)

Observa se que, apesar de A,, nao ser simétrica, ela tem um conjunto com-
pleto de autovetores, isto é, possui 4 autovalores reais e 4 autovetores linearmente

independentes.

A condicao de hiperbolicidade das equacoes de Euler é expressa pela existén-
cia de solugoes na forma de onda (HIRSCH, 1988b). Portanto, sua solugao pode
ser interpretada como uma série de ondas que se propagam no espac¢o carregando
informacao do escoamento. A cada autovalor U(E) da matriz A,, pode se associar

uma superficie caracteristica, normal ao vetor k, que indica a dire¢ao de propaga-
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cao de uma frente de onda, representando um aspecto de escoamentos inviscidos
chamado propagacao de perturbacgoes. O estado fisico de um dado ponto pode
ser interpretado como resultado das quantidades transportadas ao longo das ca-
racteristicas. Isto implica que o sistema de equacoes pode ser reformulado como
relacoes diferenciais escritas ao longo da frente de onda ou superficies caracteristi-
cas apenas, conhecidas na literatura como formulacao caracteristica das equacoes
de Euler. Os autovalores de A, representam a velocidade de propagacao da onda

(HTRSCH, 1988b).

Utilizando a transformacao apresentada anteriormente para tornar o sistema

de equacoes funcao das variaveis primitivas, tem se:

A, =M'AM (2.18)

E possivel, entao, diagonalizar este sistema de equacoes ao utilizar a seguinte

relagao:

A = L7'A,L
= L'M'A,ML (2.19)

onde A é uma matriz diagonal e L é tal que:

1 0 -1/ 1 p/2¢  p/2c
0 k, —k; 0 0 k, ki/2 —k,/2
L' = Y , L= Y / / (2.20)
0 ks ky 1/pc 0 —k, k,/2 —k,/2
| 0~k —ky 1/pc | 00 pc/2  pef2 |
Assim, definindo as matrizes:
P=ML e P'!'=L"'M"! (2.21)
Que podem ser escritas de modo completo através das expressoes:
1 0 p/2c p/2c |
cky+u u—cky
b u pk, ol o ) Jalt = )
v — ok, p(cgy;rv) p(v;Ccky)
u?+v? c G .7 u2 o> c G .7 u? o>
_( '5 ) pluk, — vk,) §<7_1+V~n+ = ) g(y_l—v-nvL = )_
(2.22)
1 — =D@?4v?) (y=Du (y=1v 1—y
2c2 c? c? c?
vke —uky ky —ky
Pl = R ’ - ’ (2.23)
(y=1)(u2+v?)—2c(uks +vky) ckz—(y—1)u cky—(y—1)v y—1 ’
2pc pc pc pc
(y=1D)(u2+v?)+2c(uks+vky) —ckz—(y—1)u  —cky—(y—1)v ~y—1
L 2pc pc pc pc
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Entao, a matriz A,, pode ser diagonalizada diretamente da seguinte maneira:

A=P'A,P

(2.24)

Resultando na matriz diagonal A, que pode ser escrita explicitamente como:

kyu + kyv 0 0 0
A 0 kau + kyv 0 0
0 0 kyu + kyv +c 0

0 0 0 kgu + kv —c

(2.25)

Os dois primeiros autovalores sao iguais a componente normal do vetor ve-

locidade, v,.

e sao iguais a v, £ c.

componente normal da velocidade na superficie de contorno.

Os dois autovalores restantes estao associados a ondas acusticas

Entao o sinal destes autovalores serd determinado pela

Assim, de maneira a obter as equacoes de Euler decorrentes da diagonalizacao

da matriz Jacobiana numa direcdo k, pode se pré multiplicar a equacio (2.15)

por L1
L—lg—\t[ +LPA— + L‘%%—Z =0 (2.26)
Mas, como LL™! = I, pode-se introduzi-lo ao sistema de equacoes sem
altera—lo:
L*%—Y + L—lALL—lE + L‘1BLL‘188—Z =0 (2.27)

As relagbes (2.27) remetem a introdu¢ao de um novo conjunto de variaveis

caracteristicas W (HIRSCH, 1988b), também conhecidas como variaveis de Rie-

mann, definidas pela relacao de variagoes 9:

SW =LV =

\

\

0p — z0p
kyou — kyov
i(?p — (kyou + kyov)

éép + (kyou + kyov) )

(2.28)

Apesar de L também ser uma matriz Jacobiana, esta nao apresenta a propri-
edade homogénea, descrita no inicio desta secao, entao:

oV

L=5w

mas V #LW (2.29)
Assim, as variaveis caracteristicas s6 sao definidas através das variacoes apre-

sentadas pela equagao (2.28). Ao utiliza las para escrever o sistema de equagoes
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caracteristicas, obtém se:

OW - OW - OW
oW g _ 2.
o tL AL S+ LUBL S =0 (2.30)

Que também pode ser apresentado com os termos expandidos, em funcao das

variaveis primitivas, da seguinte forma:

' Goak o= -G-aRe-(B-3%)e = A
ko =kl = L (k3 - k) - (k32— ko3 ut
— (k32— k)0 - R
% +pc (k% + k%) = — (u+ kye) % — (v + kye) g—§+
—pc [(kou+c) 2% + kul] +
—pc [(k;yv +o) §o+ l{:xvg—Z] = R,
% — pc (kx% + ky%) = —(u— ko) % — (v — kyc) g—z+
+pc [(kou —¢) 2 + kyul?] +
\ +pc [(kyv —) 5e+ k:xvg—;] = R,
(2.31)

A formulacao caracteristica das equacoes de Euler é completamente equiva-
lente & equacdo (2.5) apresentada anteriormente. A tnica diferenca entre elas é
o fato da formulagao caracteristica ter cada uma das equacoes relacionada a um
autovalor (associado a uma dire¢ao de propagagao /;) Assim, esta formulacgao é
obtida de tal modo que as caracteristicas sejam desacopladas. Em outras pala-

vras, cada equagao do sistema (2.31) corresponde, agora, & uma caracteristica.

2.2 Adimensionalizacao das Equacoes de Euler

Ao adimensionalizar as variaveis das PDE’s que governam o escoamento, va-
lores de referéncia sao agrupados na forma de parametros adimensionais, vistos
como coeficientes nestas equacoes. Se os valores de referéncia forem apropriados,
é possivel escalar as variaveis adimensionais (dependentes e independentes) tipi-
camente com O(1). Desta forma, os termos das equagdes permitem a comparagao
de suas magnitudes e, conseqiientemente, identificar a importancia de cada um
deles em diferentes regimes, dando uma idéia dos mecanismos fisicos que agem
de forma dominante. Em particular, termos despreziveis podem ser identificados,

levando a simplificagoes em muitas circunstancias.

A definicao destes parametros adimensionais, que passam a caracterizar o

escoamento, ainda torna possivel utilizar a chamada analise de similaridade, que
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permite a extrapolacao do desempenho de equipamentos de engenharia para ou-
tras condicoes de operacao. Assim, é possivel utilizar um modelo em escala
reduzida para estudar o comportamento de um fluido ao redor de um objeto
de grandes dimensoes, desde que tenham os mesmos parametros adimensionais
relevantes (FLETCHER, 1990b; FORTUNA, 2000). Eventualmente, a adimensio-
nalizacao ainda pode levar a reducao do nimero de parametros necessarios para

descrever o escoamento, facilitando assim a andlise dos resultados.

Vale lembrar que equagoes adimensionalizadas de fenomenos distintos se tor-
nam similares e permitem analogias como, por exemplo, a de Reynolds—Colburn
que relaciona de troca de calor e quantidade de movimento. As respectivas gran-
dezas dimensionais sao obtidas ao se multiplicar os valores adimensionais pelos
parametros dimensionais de referéncia. A titulo de ilustracao, podem—se citar os
niumeros de Reynolds, Mach e Prandtl dentre os adimensionais mais relevantes
na aerodinamica. Contudo, no estudo de escoamentos inviscidos compressiveis,
representados matematicamente pelas equacoes de Euler, apenas o nimero de
Mach mantém sua relevancia. Para os propositos desta dissertacao, propoe—se a

definicao dos seguintes adimensionais:

e Tempo adimensional

0() _0r0() _cxdl)

* COO
=12 = L

‘o ot ot or 4 Ot

(2.32)

onde ¢4, € a velocidade do som do escoamento nao perturbado e /5 é um

comprimento de referéncia.

e Comprimento adimensional

(.00 _ora) _1a0)

= — = — = 2.33
Ly ol ol o Uy o* ( )
e Massa especifica adimensional
* P
p=— 2.34
. (2:34)

onde p., ¢ a massa especifica do fluido do escoamento nao perturbado.

e Velocidade adimensional
uwr=—, v'=— (2.35)
Coo Coo
onde u e v correspondem, respectivamente, as componentes x e y do vetor

velocidade em coordenadas cartesianas.
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e Pressao adimensional

e Temperatura adimensional

e Energia adimensional

E possivel utilizd los para reescrever o vetor de estados Q, obtendo:

(

p
puU
pv

e

\

)

J

p

\

P Poo
P’ Poctt”Coo
P’ Poc¥™ Coo

* 2
€ PooCiqhio

. p
= 2.36
3 (2.36)
T
T = — 2.37
- (2.37)
e
* = 2.38
) (2.38)
( N )
P
ot by Ot* (p™0*) Coo
e*c?

O mesmo pode ser feito ao vetor de fluxos da direcao x, que resulta em:

p

)

(

U
pu*+p |
puv a
(e+pu
OE  poCoo O
or* by Ox*

* * *] .2
| (e + )], |

P’ Poctt”Coo
P Poctt® 2 + P PocCy

* * *
PF Poott* Coo¥V™ Cop

(€% PooCle + D" PooCle) U oo |

p*u* )
(p*u*Q ‘l‘p*) Coo

(***

PrU V) oo

)

(2.40)

Finalmente, o vetor de fluxos da dire¢ao y pode ser reescrito como:

/

OF  pooCoe O
oy*

| e+P)

A

pU
pUY

pv* 4 p

lo

oy*

/

| [(e"+p)v]cl |

* *
P Poo¥V” Cog
* * *
P Poot Coo¥V™ Coo

P PacV* 32 + D" ool

(€ PocCae + P PooChe) Ve |

p*U*
(p*u*v*) Coo

(p*,U*Z ‘l‘p*) Coo

\

(2.41)

Assim, as equacgoes de Euler adimensionalizadas sao dadas pela seguinte ex-
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pressao:
0Q* OE* OF*
=0 2.42
o o | oy (242)
onde:
( 3 ( ) ( )
%, % %, %2 * %,k ok
N U N U +p U
Q={" B =7 S \(2.43)
| \(e+p)u} \(e+p)v

Com o objetivo de simplificar a notacao, todos os asteriscos das variaveis
adimensionais serao suprimidos, porém deve—se lembrar que daqui em diante

trabalhar—se—4 apenas com as variaveis adimensionalizadas.

E importante notar que a adimensionalizacao apresentada nesta secao é con-
veniente para escoamentos externos compressiveis. Veja que, no caso de simular
escoamentos incompressiveis com numero de Mach muito baixo, por exemplo, a
equacao de conservacao de quantidade de movimento teria O(0), uma vez que a
velocidade do som (co) seria muito maior do que a velocidade do escoamento, en-
quanto a equagao de conservagao de massa permaneceria tendo O(1), resultando
em erros numeéricos ao resolver as equacoes de interesse. Desta forma, para simu-
lar outros tipos de escoamento, seria interessante utilizar uma adimensionalizacao
diferente, escolhendo um estado de referéncia mais apropriado para cada situacao.
De qualquer forma, o procedimento de adimensionalizacao seria completamente

analogo ao utilizado nesta segao (AZEVEDO, 2006).

2.3 Método Numeérico

Ao longo dos anos, diversos métodos numéricos tem sido desenvolvidos para
resolver equacoes diferenciais a derivadas parciais. Estes métodos podem ser
agrupados, basicamente, em quatro grupos: métodos de elementos finitos, espec-
trais, de volumes finitos e de diferencas finitas. Na aerodinamica, em particular,
duas destas classes de métodos se destacam por serem muito exploradas. Os
métodos que fazem aproximacoes numéricas das equagoes do movimento em sua
forma integral como a equacao (2.2) para encontrar sua solugao sao conhecidos na
literatura por métodos de volumes finitos, enquanto os que fazem aproximacoes
das equagoes em sua forma diferencial como a equagao (2.5) sao conhecidos por

métodos de diferencas finitas (LOMAX; PULLIAM; ZINGG, 2001).

Os ultimos aproximam as derivadas espaciais das equagoes que governam o
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escoamento por operadores obtidos a partir do truncamento de séries de Taylor.
Assim, esses métodos sao dependentes do sistema de coordenadas adotado e,
portanto, para utilizd—los em malhas diferentes da cartesiana é necessario realizar
uma transformacao de coordenadas em que a malha do espaco transformado é

cartesiana.

Por outro lado, os métodos de volumes finitos integram as equagoes em volu-
mes de controle resultantes da discretizacao espacial. Assim, estes métodos nao
dependem do sistema de coordenadas adotado, mas da forma dos volumes de
controle. Os balancos integrais das propriedades sao obtidos a partir dos fluxos
calculados através das faces dos volumes de controle. Estes métodos se tornaram
populares em CFD basicamente por duas vantagens. Primeiro, eles asseguram
que a discretizacao é conservativa, 7.e., massa, quantidade de movimento e energia
sao conservadas em um senso discreto. Embora esta propriedade possa ser ob-
tida utilizando uma formulacao de diferencas finitas ao implementar as equacoes
em forma conservativa, ela é obtida naturalmente a partir de uma formulacao de
volumes finitos. Segundo, métodos de volumes finitos nao requerem uma trans-
formacao de coordenadas para que sejam aplicadas a malhas irregulares. Como
resultado, elas podem ser aplicadas em malhas nao estruturadas consistindo de
poliedros arbitrarios em trés dimensoes ou em poligonos arbitrarios em duas di-
mensoes. Este aumento de flexibilidade pode ser usado com grande vantagem na
geragao de malhas em torno de geometrias arbitrarias (LOMAX; PULLIAM; ZINGG,
2001). Por estes motivos, esse método sera adotado para a resolucao das equagoes

de Euler neste trabalho.

2.3.1 Definicao dos Volumes de Controle

Como ja foi visto, a representacao matematica de escoamentos recai em sis-
temas de equacoes diferenciais a derivadas parciais. A resolucao numérica destas
equacoes pelo método dos volumes finitos requer a discretizagao espacial do do-
minio de interesse. Basicamente, existem duas classes de malhas utilizadas para
realizar esta discretizagao: estruturadas e nao-estruturadas. O que diferencia
uma da outra é a maneira como a informacao dos seus elementos é associada.
Nas estruturadas, a conectividade de cada volume é diretamente conhecida na
ordenacao da malha. Tome como exemplo uma malha cartesiana bidimensional,
em que o elemento (4,7) tem como “vizinhos” os elementos (i + 1,75), (i — 1, j),
(4,741), (i,7—1). Em malhas ndo—estruturadas, no entanto, nao existe uma “re-

ra” que relacione os indices dos volumes a sua posicao no espaco. Desta forma, o
)
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elemento 4983 pode dividir arestas com os elementos 2, 784 e 5832, por exemplo.
Conseqiientemente, a informacao de conectividade deve ser armazenada a parte.
Certamente, as malhas nao—estruturadas apresentam maior custo computacional,
mas tem grandes vantagens no tratamento de geometrias complexas. Assim, com
a grande evolugao dos recursos computacionais nas ultimas décadas, a utilizacao
deste tipo de malhas tem se tornado cada vez mais freqiiente, ja que se adaptam

melhor a geometrias complexas, tornando o c6digo mais geral.

Existem, no entanto, duas maneiras de lidar com as malhas computacionais,
sejam elas estruturadas ou nao. Pode—se utilizar um esquema centrado nas células
(cell centered), no qual as propriedades sao atribuidas ao centroide do elemento e
avaliadas como a média da propriedade do mesmo, de maneira que os volumes se-
jam definidos explicitamente pela propria malha, ou ainda um esquema centrado
nos veértices (cell vertez), onde as propriedades sao atribuidas ao vértices dos vo-
lumes, que sao gerados em torno dos vértices da malha. A figura 2.1 apresenta
esquemas de ambos os tipos de discretizagao no caso de malhas nao—estruturadas
de triangulos. Observe que os volumes no esquema centrado nos vértices exigem a
construgao de uma malha (representada pelas linhas tracejadas) em cima de uma
ja existente (representada pelas linhas continuas) e, se de um lado, a malha resul-
tante possui menos elementos do que a original, o que resulta em menos equacoes
a serem resolvidas, e nao ha necessidade de se utilizar volumes “fantasmas” para
implementar condi¢oes de contorno, de outro, o nimero de faces a ser avaliado
é muito maior. Mais do que isso, o niimero de faces por elemento pode variar, o

que traz algumas dificuldades na implementacao do cdédigo computacional.

k=3

k=5 =2

k=1
(a) Cell centered (b) Cell vertex

Figura 2.1: Comparagao dos esquemas de discretizacao

Este trabalho nao tem a pretensao de desenvolver um codigo computacional
extremamente eficiente, portanto a utilizacao de um esquema de implementa-
¢ao mais simples, como o centrado nas células, é mais apropriada. Além disso

Swanson e Radespiel (1991) mostraram que, utilizando as equagoes de Navier
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Stokes como modelo fisico do escoamento para escoamentos transonicos ao redor

de aerof6lios, ambos os esquemas apresentam solucoes numéricas semelhantes.

2.3.2 Discretizacao das Equacoes de Euler

Considere as equagoes de Euler bidimensionais escritas em forma diferencial
conservativa para coordenadas cartesianas apresentadas na equacao (2.5). Defi-

nindo o vetor de fluxo “vetorial” P como (AZEVEDO, 2006):

P=Ei+Fj (2.44)

Pode—se substituir a expressao (2.44) nas equagoes de Euler para reescrevé—la

utilizando o operador divergente (V) como:

0Q .
5 TV P=0 (2.45)

Considere, agora, que se integre esta equacao em um volume de controle

euleriano (fixo no tempo) V.

Q ——
5 dv + /v(v - P)dY =0 (2.46)

Assim, as equacoes podem ser reescritas da seguinte maneira:
0 .
— [ QdV+ [ (V-P)dV =0 (2.47)

Como ja foi dito anteriormente, esta forma de representacao das equacoes de
Euler nao pode ser aplicada & uma descontinuidade. Portanto, utiliza—se o teo-
rema de Gauss. Assim, é possivel obter as equagoes que governam o escoamento

do modo apresentado pelo sistema (2.2):

0 5. 0S —
E/dev+/S(P'")dS_O (2.48)

onde 77 é a normal unitaria apontada para fora do volume de controle.

Observe que, neste caso, utilizando o teorema do gradiente, esta tltima equa-

¢ao poderia ser escrita simplesmente como:
0
— [ QdV+ [ (Edy—Fdz)=0 (2.49)
ot Jy S

Considerando que as equacgoes serao discretizadas em um contexto de volu-

mes finitos centrado nas células, definem se as propriedades de um volume de
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controle como sendo a média das propriedades naquele volume. Assim, o vetor
de variaveis conservadas discreto do i-ésimo elemento pode ser escrito como uma

média volumétrica (AZEVEDO, 2006):

1
Q; = —/ Qdzdy (2.50)
Vi Jy,
Desta forma, as equacoes podem ser reescritas para o volume V; da célula i
como:
0
5 (ViQi) + / (Edy —Fdx) =0 (2.51)
S;

O processo de discretizacao espacial da integral de superficie na equagao acima
recai em um operador convectivo usualmente referenciado como C(Q;). Para uma
malha nao—estruturada de triangulos, este operador pode ser escrito da seguinte

maneira (AZEVEDO, 2006):

Q) = Z [E (Qir) Ayir, — F (Qur) Awyy] = /s (Edy — Fdx) (2.52)

k=1

onde,

Qi = % (Qi + Q) (2.53)

E importante observar que o método de Jameson, implementado neste traba-
lho, avalia propriedades na face formada entre os elementos ¢ e k através de um

esquema centrado como mostra a equagao (2.53).

2.3.3 Avaliacao de Derivadas Espaciais

A avaliacao de derivadas espaciais em malhas cartesianas por diferencas finitas
é intuitiva. Entretanto, a utilizacao um método de volumes finitos em um dominio
discretizado por malhas nao estruturadas exige calculos um pouco mais elabora-
dos. Para determind las é interessante utilizar novamente o conceito de como sao
definidas as propriedades discretas em um volume de controle (AZEVEDO, 2006).
De maneira analoga, podem—se definir derivadas médias nas dire¢oes cartesianas

x e y de uma propriedade qualquer (3, por exemplo, no interior de um volume V;

AN o83
(%)i - EA (a—x) v
o8\ _ 1 [ (08

como sendo as integrais:
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Utilizando o teorema de Gauss, é possivel eliminar as derivadas contidas nas

integrais do volume, transformando—a em integrais de superficie. Assim:

o8\ 1
o8\ 1
(a_y)i - vi/siﬁdx

Seguindo a mesma idéia da discretizacao das equagoes de Euler, estas deriva-

das podem ser aproximadas numericamente através das seguintes expressoes:
ap 1 1
— = - E — (0 + Ay;
<0:L')i Vi k 5 (@ 5k) Yik

ap 1 1
(8_?;)1 -y : §(ﬁz+5k)Aifzk

10

2.3.4 Dissipacgao Artificial

Segundo Hirsch (1988b), equagoes hiperbolicas admitem solugao na forma
de onda (wave-like solutions). Assim, pode—se fazer uma analise de Fourier em
termos de varidveis primitivas, como velocidade ou pressao, para determinar o

comportamento da solucao das equacoes de Euler.

Para resolver numericamente o sistema de equacgoes diferenciais, num certo
dominio, é necessario discretiza lo espacialmente. Por este motivo, nao é possivel
resolver numericamente todos os modos que representam uma descontinuidade
que, por exemplo, necessita um numero infinito de modos para ser descrita do
ponto de vista de uma analise de Fourier, como mostra a figura 2.2. Isto ocorre
porque a capacidade de capturar o espectro de freqiiéncias é limitada pela escala
de comprimento do tamanho dos volumes da malha. Assim, nestes casos exis-
tem modos acima de um nimero de corte Ny associada a malha que nao sao

captados pela solucao numérica.

u(x) 2|

(a) Choque (b) Espectro de onda

Figura 2.2: Anélise de Fourier de um choque unidimensional
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Para entender melhor a necessidade da dissipacao artificial em escoamentos
inviscidos, Fletcher (1990b) propde a andlise de uma descontinuidade presente na
solucao das equagoes de Euler unidimensionais apresentada pela figura 2.2(a). A

série de Fourier em u(x) que representa esta solucao é dada por:
u(zr) = Z () (2.54)
m

onde m é o nimero de onda e a,, é a amplitude da m-ésima componente.

Devido aos termos convectivos nao-lineares, quando a solucao u é interpre-

tada como uma série de Fourier, o termo convectivo u% é visto introduzindo o
produto (FLETCHER, 1990b):
8U . imx iz
Uz z;ame ; lase (2.55)

que implica no aparecimento de nimeros de onda m — [ e m + [. Este fenomeno,
conhecido como cascateamento de freqiiéncia, faz com que a solucao discreta da
solugdo transiente gere ondas de alta (m + 1) e baixa freqiiéncia (m — (). As bai-
xas freqiiéncias nao causam qualquer problema. Entretanto, a constante geracao
de ntimeros de onda maiores a cada passo de tempo pode leva los a ultrapas-
sar o numero de onda de corte. Estes ntimeros de onda sao entao adicionados,
espuriamente, aos numeros de onda “resolviveis”. Em calculos numéricos nao se
pode ignoréd los e deve se leva los em conta no algoritimo construido, ja que a
reconstrucao da solugao indica que um erro de aliasing esta sendo introduzido,

degradando assim a precisao e estabilidade dos calculos (FLETCHER, 1990b).

Em problemas reais, a producao de altas freqiiéncias é eventualmente limitada
pela viscosidade. Entretanto, quando se resolve as equacoes de Euler, nao existem
mecanismos fisicos para dissipa las. Entao todo método numérico que visa resol-
ver estas equacoes deve conter alguma forma de dissipacao inerente para limitar
a producao de modos de alta freqiiéncia. Isto pode ser feito em uma infinidade

de modos (PULLIAM, 1985).

Uma vez que a adicao de dissipacao numérica é equivalente a introduzir in-
tencionalmente um comportamento nao—fisico é necessario controla—la cuidadosa-
mente para que o erro introduzido nao seja excessivo (LOMAX; PULLIAM; ZINGG,
2001). Para resolver este problema é necessario dissipar apenas os modos “nao
resolviveis” maiores do que N (Ou uma regido proxima a este nimero). Isto
pode ser feito através da inclusao de dissipacao pelo método numeérico, conhecida
na literatura como dissipacao artificial ou dissipacao numérica. Ela é indispensa-

vel para se garantir a estabilidade numérica de problemas nao lineares dominados
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por convec¢ao (AZEVEDO, 2006). A natureza, quantidade e forma desta dissipa-
¢ao determinarao a precisao e realizabilidade da solugao. O efeito da adigao de
dissipacao artificial no espectro de onda da solucao pode ser visto esquematica-

mente na figura 2.3.

la |

corte

Dissipagao
Atrtificial —

m

Figura 2.3: Efeito da adicao de dissipacao artificial no espectro de onda

E claro que mesmo em escoamentos de altos niimeros de Reynolds, longe de
choques, também é necessaria a inclusao de termos de dissipacao artificial. Porém,
neste caso o nivel de dissipacao artificial necessario para controlar aliasing é muito
menor do que em choques, ja que as amplitudes do espectro de solugao sao muito
menores. Portanto, em regioes essencialmente inviscidas, a dissipagao numérica
deve ser suficientemente pequena de modo que o balanco entre os outros termos

das equagoes governantes nao seja alterado, i.e., que a solugao nao seja afetada.

Ao discretizar as equagoes de Euler, obtém se uma equacao modificada que
nao corresponde mais ao problema original. Ao se escrever esta equacao modifi-
cada através de uma série de Taylor, verifica—se que esta corresponde ao problema
original acrescido de infinitos termos de ordem menor. Desta forma insere se a
solugao um erro de aproximacao numérica. Em métodos upwind alguns destes
termos provocam alteracao na amplitude da solucao, dissipando—a. A discreti-
zacao das equacoes de Euler por métodos de diferencas centradas, no entanto,
produz uma PDE modificada que nao possui termos que alteram a amplitude,
mas apenas a fase da solu¢ao (LOMAX; PULLIAM; ZINGG, 2001; AZEVEDO, 2006).
Assim, em problemas nao-lineares onde se utilizam diferencas centradas, os ter-
mos de dissipacao artificial devem ser introduzidos explicitamente para controlar
as instabilidades nao lineares descritas anteriormente. Por outro lado, a sua exis-
téncia intrinseca em métodos upwind “justifica” observacoes encontradas algumas
vezes na literatura de que “métodos upwind nao precisam de dissipacao artificial”

(AZEVEDO, 2006).

Operador dissipacao artificial utilizado nesta dissertagao, baseado no trabalho
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de Azevedo e Dourado (1991), é dado pela seguinte expressao:
D(Qi) = d®(Qi) +d" (Q)) (2.56)

O operador Laplaciano nao dividido, d® (Q;), que fornece estabilidade nu-

meérica na presenca de ondas de choque é dado por:
1
d® (Q;) = Z [5 (A + A i) (Qu — Qz‘):| (2.57)
k

onde,

Z [P — pil
52('/? = k® max(v;, 1) e V= (2.58)

Z (pr + i)

k
Enquanto o operador bi-harménico, d (Q;), que fornece estabilidade de

campo nas regioes “suaves’ do escoamento é escrito como:

d9(Q) =) E (A + Ap) e (V2Qx — v?Qi)} (2.59)

onde,

el(-:) = max [O, (k(4) - eE?)] e VQ = Z (Qr — Q) (2.60)

k

O termo % (A; + Ax) € um fator de escalonamento dos termos de dissipagao
artificial. Neste modelo de dissipacao artificial proposto, faz se este termo propor-
cional & magnitude do maior autovalor (velocidade caracteristica) das equagoes

de Euler na direcao normal a face.
=X
k

onde V;;, é a velocidade do fluido na face que une os elementos i e k dada por:

Sik

] (2.61)

Vik - Sik

+ Qi

As constantes utilizadas sao as mesmas propostas por Jameson, Schimidt e

Turkel (1981), k) = 1/4 e k) = 3/256.

Note que o termo v; atua como uma “chave” para a dissipacao artificial, ja
que fornece uma medida do gradiente de pressao. Ele é, portanto, responsavel por
manter o operador Laplaciano nao dividido “ligado” em regioes onde ha descon-

tinuidades, enquanto o operador bi harmoénico permanece “desligado”. Por outro
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lado, em regioes “suaves” do escoamento, onde o gradiente de pressao é baixo, ele
“liga” o operador bi-harmoénico para garantir estabilidade e “desliga” o operador

Laplaciano nao—dividido para nao degradar a solucao.

Observe ainda que a inclusao de termos de dissipagao numérica cria a possibi-
lidade de geragao de entropia nas equacgoes de Euler. Isto permite identificar uma
das propriedades mais importantes das solu¢oes numéricas em CFD, os chama-
dos efeitos “visiveis” da dissipa¢ao numérica (HIRSCH, 2007). Assim, ao utilizar
as equacoes de Euler como modelo da fisica do escoamento, é possivel identificar
regioes onde a dissipacao tem influéncia na solu¢ao numérica. Este fato pode ser
um guia na dire¢ao de refinamento de malha, de modo a trazer este efeito em um

nivel aceitavel.

As equacoes completamente discretizadas no espago, ja com os termos de
dissipacao artificial incluidos, assumindo uma malha estacionaria, podem ser,

entao, escritas como: 1Q
i1
a ~ y Q) - DQ) (2.63)

Observe que isto representa, portanto, um conjunto de equacoes diferenciais
ordinarias (ODE?’s) no tempo que pode ser integrado por qualquer método de

marcha no tempo.

2.3.5 Esquema de Marcha no Tempo

A resolucao numeérica das equagoes que governam o escoamento em dominios
discretizados por malhas estruturadas recai em matrizes esparsas, mas de banda
estreita, o que facilita a sua “inversao” para resolver o sistema de equacoes. Entre-
tanto, em malhas nao estruturadas, estas matrizes continuam esparsas, mas nao
de banda estreita. Portanto, sua “inversao” fica mais custosa, o que dificulta a
implementacao de métodos implicitos. Assim, mesmo na literatura, encontra—se
uma preferéncia por métodos explicitos de marcha no tempo. Por este motivo o
método Runge Kutta de 5 passos e 22 ordem de precisao sugerido por Jameson
e Mavriplis (1986) foi escolhido para discretizar a derivada temporal do sistema
(2.63). Note que o com a utilizagdo de um método de marcha no tempo Runge-
Kuta de 5 passos seria possivel obter até 52 ordem de precisao. Entretanto, a
escolha dos coeficientes «; apresentada troca a precisao por um aumento da regiao

de estabilidade (AZEVEDO, 2006).

Por questoes de economia de processamento o operador dissipacao so é cal-

Zsigla em inglés para Ordinary Differential Equation
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culado até o segundo estagio. FKEsta discretizacao resulta no seguinte método

numérico de marcha no tempo:

Q" = Q"

Ati [
Q" = QY —a|
Ati [
QY = Q¥ -a;

SCORICY
(@) - ()]
Q¥ = Q- [0 (@) - D ()]
CORICD]
SCOREICY

Vi
Ati [
v L
Ati [
V,

Q,@) = QEO)—OM

Q¥ = QY —as

QY — QW

onde os coeficientes utilizados sao a; = 5, ag =

=

Como, neste caso, s6 se tem interesse na solucao em estado estacionario,
pode se utilizar volumes com passo de tempo variavel com a condicao de CFL3
(COURANT; FRIEDRICHS; LEWY, 1967), definida na equagao (2.64) e que nada
mais é do que a velocidade com que a informacao se propaga no tempo adi-
mensionalizada. Observe, no entanto, que ao utilizar esta condicao, as solucoes
intermediarias (transiente) nao fazem mais sentido fisicamente.

c- At

CFL = Al

(2.64)

Esta condicao de estabilidade fundamental na maioria dos esquemas expli-
citos de marcha no tempo para equacoes de onda e conveccao expressa que a
distancia “coberta” durante o intervalo de tempo At, por perturbacoes com ve-
locidade ¢, deveriam ser menores do que a menor distancia entre dois pontos da
malha. Em outras palavras, a condicao de estabilidade expressa que a razao de
malha At/Az tem que ser escolhida de tal forma que o dominio de dependén-
cia da equacao diferencial esteja contido no dominio numérico de dependéncia
das equacoes discretizadas, ou seja, o esquema numeérico definindo a aproximacao

n+l

u;

no ponto ¢ da malha deve ser capaz de incluir toda informacao fisica que
influencia o comportamento do sistema neste ponto. Se isto nao ocorrer, entao a
variacao nas condigoes fisicas em regioes dentro do dominio de dependéncia fisico,
mas fora do dominio de dependéncia numérico nao seriam vistas pelo esquema
numérico e, portanto, a diferenca entre a solucao exata e a solucao numérica

poderia se tornar grande (HIRSCH, 2007).

3ntimero de Courant—Friedrichs-Lewy
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Fortuna (2000) mostra que ao tornar o dominio de dependéncia numérico
maior do que o dominio de dependéncia fisico, a diminuicao de CFL implica no

aumento da dissipacao numérica, aumentando assim a estabilidade do método.

Portanto, o passo de tempo utilizado em um volume ¢ é dado por:

A, = Bl CFL (2.65)

Uchar

onde Veper = (V| + ¢), corresponde ao maior autovalor das matrizes jacobianas,
ou seja a maior velocidade de propagacao de perturbacoes, e Al; corresponde a

dimensao da menor aresta do volume <.

2.4 Condicoes de Contorno

Uma equagao diferencial (seja ela ordinaria ou a derivadas parciais) admite
infinitas soluc¢oes. No entanto, na maioria das aplicacoes, nao se tem interesse
em encontrar a solu¢do geral desta equagao (ou sistema de equagdes), mas uma
solucao particular definida pelas condigoes iniciais e de contorno. Assim, uma
solugao particular deve satisfazer a PDE em todo o dominio e as suas respectivas

condigbes de contorno em todos os pontos da fronteira (HADAMARD, 1952).

Portanto, a grande questao na resolucao de PDE’s reside no problema de
contorno, que consiste em determinar uma solucao do sistema de equacoes de
modo a satisfazer uma PDE “indefinida” sob condic¢oes de contorno “definidas”.
De acordo com Hadamard (1952), o problema estara “corretamente ajustado” se
as condigOes auxiliares (iniciais e de contorno) forem tais que determinem uma e
somente uma solucao da PDE, o que vai ao encontro da propria definicao de pro-
blema matematicamente bem—posto que, segundo o proprio Jacques Hadamard,

deve satisfazer as seguintes condi¢oes (FLETCHER, 1990a):

1. a solucao existe;
2. a solucao é unica;

3. a solucao depende continuamente das condicoes iniciais e de contorno.

No caso das equagoes de Euler, a grande dificuldade para se garantir que o
problema é bem—posto reside na questao da unicidade da sua solucao. Segundo
Fletcher (1990a), a causa usual de ndo—unicidade se deve as condi¢oes auxiliares
nao estarem condizentes com a PDE que se quer resolver. As condicoes de con-

torno apropriadas numa parede s6lida sao bem conhecidas, mas existe alguma
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flexibilidade ao fazer a escolha certa das condigoes de contorno de farfield. Em
geral, uma subespecificacao das condi¢oes de contorno leva a nao—unicidade e

uma sobrespecificagao a solugoes nao—fisicas (FLETCHER, 1990a).

A questao de problema bem—posto, no entanto, ainda é “aberta” e nao se tem
garantias de que as equacoes de Euler bidimensionais sejam bem-postas para
quaisquer condigoes iniciais e de contorno. Jameson (1991) apresenta, inclusive,
alguns aerofolios que apresentaram multiplas solu¢oes numéricas em seu codigo.
Entretanto, estes casos foram verificados apenas a uma faixa estreita de niimeros
de Mach e angulos de ataque. E importante salientar que em todos estes casos
citados por Jameson havia a presenca de ondas de choque e que o modelo Euler,
apesar de capturar choques, nao garante que a segunda lei da termodinamica seja

satisfeita.

Assim, nao ha nenhuma garantia que as equacoes de Euler sejam sempre bem—
postas. No entanto, ao utilizar uma formulacao caracteristicas para implementar
as condicoes de contorno deste problema consegue se, ao menos, evitar que o
problema esteja sub ou sobrespecificado, tornando o problema tao bem posto

quanto a literatura indica (HIRSCH, 1988a; HIRSCH, 1988b).

Observe que sempre é possivel decompor a propagacao de uma caracteristica
em uma componente paralela a fronteira do dominio e outra normal a ela. A
primeira descreve a informacao que permanece na superfice de fronteira, enquanto
a tultima, por sua vez, representa a informacao que efetivamente “entra” ou “sai”

do dominio (HIRSCH, 1988b).

Caracteristicas que “entram” no dominio carregam informacgao da fronteira
para o interior do dominio. Por outro lado, em caracteristicas que “saem” do
dominio a informagao interna alcanca a fronteira. Entretanto, apenas variaveis
transportadas da fronteira em direcao ao interior podem ser livremente impostas
nas fronteiras como condi¢oes de contorno fisicas (HIRSCH, 1988a). As variaveis
restantes dependerao das propriedades do escoamento computado no dominio e
sao, portanto, parte da solu¢ao. Contudo, do ponto de vista numérico, de modo
a calcular as propriedades numa célula de contorno é necessario saber todas as
propriedades do volume “fantasma” adjacente a ela, além das condicoes fisicas
permitidas. Esta informagao adicional, chamada por Hirsch (1988a) de condi-
cdo de contorno numérica*, deve ser consistente com as propriedades fisicas do

escoamento, bem como compativel com as equacoes discretizadas e tem que ser

4E importante salientar que, apesar do nome utilizado na literatura, esta condicdo de con-
torno nao tem origem numérica, mas fisica, jA que é obtida & partir das equagdes que governam
0 escoamento.
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adicionados a fronteira fisica de modo a definir completamente o problema nu-

meérico.

Um importante efeito do procedimento das condi¢oes de contorno numeéricas
aplicado as fronteiras permeéveis é assegurar que perturbacoes geradas no do-
minio computacional, por exemplo, o transiente em um escoamento em estado
estacionario, deixem o dominio sem que sejam refletidas nas fronteiras, uma vez
que estas fronteiras nao sao entidades fisicas, apenas abstracoes matematicas.
Isto implica que a propagacao destas perturbacoes seja compativel com as pro-

priedades de propagagao caracteristicas das equagdes de Euler (HIRSCH, 1988b).

Quando isto nao ocorre, a precisao dos calculos pode ser fortemente afetada
pela reflexdo ocorrida na fronteira. E portanto recomendado aplicar, as equacdes
caracteristicas como procedimentos de contorno (HIRSCH, 1988b). Um pouco de
reflexao pode até existir e ter efeitos em taxa de convergéncia, reduzindo—se ao

longo da convergéncia em si.

Uma vez que as condi¢oes de contorno de uma fronteira estao associadas as
caracteristicas normais a ela, pode-se tomar, por mera conveniéncia, o vetor k
do sistema (2.31) como sendo normal & superficie de fronteira e apontando para
dentro do dominio, por exemplo, como indica a figura 2.4. Desta forma, podem
se utilizar as equagoes (2.31) para determinar as quantidades transportadas do
dominio do escoamento para a fronteira e assim “completar” a informacgao pro-

veniente de caracteristicas vindas do escoamento nao perturbado nos volumes

“fantasmas”.

Figura 2.4: Vetores normais nas fronteiras do dominio

Em principio, as condicoes fisicas a serem impostas seriam a entropia ou

as variaveis de Riemann. Entretanto, isto nao é necessariamente muito pratico,
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uma vez que estas variaveis nao sao geralmente conhecidas. Ao invés disso, con-
di¢oes que sao fixadas em situagoes praticas em experimentos sao velocidades
e pressoes e, portanto, a informacao caracteristica pode ter de ser definida de
uma maneira iterativa ou aproximada, particularmente em fronteiras subsonicas

(HTRSCH, 1988Db).

Pode se verificar a partir de um ponto de vista teérico, bem como por meio
de experimentos numéricos que a escolha das condicoes de contorno numeéricas
pode ter um efeito dominante na precisao, estabilidade e taxa de convergéncia de

muitos esquemas (HIRSCH, 1988b).

2.4.1 Os Volumes “Fantasmas”

A escolha de uma formulacao de volumes finitos com esquema centrado nas
células no método numérico para a resolugao das equacoes que governam o escoa-
mento naturalmente introduz uma dificuldade na implementacao das condigoes de
contorno. Observe que os volumes de fronteira nao possuem “vizinhos” adjacen-
tes & todas as suas arestas. Este fato remete a utilizacao de volumes “fantasmas”
(ghost cells) para a implementagao das condigoes de contorno. Estes sao volu-
mes ficticios que nao pertencem ao dominio de interesse, mas sao contiguos aos
volumes de fronteira e construidos & imagem e semelhanca destes. Além disso, os
valores das propriedades nos volumes “fantasmas” nao sao necessariamente fisicos
(realizaveis), apenas servem o proposito de impor as condigoes de contorno da

fronteira.

Fronteire

Volumes "fantasmas"

Figura 2.5: Exemplo de construcao de volumes “fantasmas”

A figura 2.5 mostra a constru¢ao dos volumes “fantasmas” em uma regiao

qualquer da fronteira de um determinado dominio. Os valores das variaveis de
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estado atribuidos a estes volumes definem a condicao de contorno aplicada a

aresta contida na fronteira do dominio de interesse.

2.4.2 Parede

A condicao de contorno de parede solida tem uma particularidade em relagao
as demais, uma vez que a velocidade do escoamento normal & fronteira é nula,
desde que nao haja fluxo de massa ou outro fluxo convectivo penetrando na parede
solida. De maneira a analisar a informacao transportada pelas caracteristicas

neste tipo de fronteira, considere a equacao (2.25), reapresentada abaixo:

[ kout ko 0 0 0 ]
A 0 kau+ kv 0 0
0 0 kgu + kyv +c 0
0 0 0 kyu+ kyv — ¢

Note que duas das quatro caracteristicas dos escoamentos governados pelas
equacoes de Euler bidimensionais estao relacionadas a autovalores nulos, ou seja,
nao transmitem qualquer informacao através da fronteira. A figura 2.6 apresenta

a propagacao de caracteristicas neste tipo de fronteira.

n
-cn cn
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%\t Parede §§
\ &&x\\\\\\\\\\\\ NN

Figura 2.6: Propagacao de caracteristicas em uma parede solida

Observe que um autovalor é positivo e, portanto, apenas uma condicao fisica
pode ser imposta, neste caso é definida pela condicao de escorregamento, ou seja,
a componente de velocidade normal a superficie deve ser nula (v, = 0). Com a
utilizacao do esquema de Jameson, em que as propriedades nas faces dos elemen-
tos sao determindas através da média aritmética dos elementos que a cercam, a
condicao de contorno v, = 0 implica que a componente normal da velocidade no
volume “fantasma” tenha a mesma intensidade da componente de velocidade do
volume interno, porém com sentido oposto. Enquanto a componente tangencial

é a mesma.

Para entender melhor este fato, considere o sistema de coordenadas gene-
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ralizado apresentado no apéndice A. Admitindo que a velocidade do volume de

fronteira interno seja dado pela expressao:

vV=u

(2.66)

Pode se, entao, escrever as derivadas espaciais no sistema de coordenadas

cartesiano de uma propriedade ¢ em fun¢ao das derivadas no sistema generalizado

da seguinte maneira:

0
dp  0¢0 0¢ 0¢
or  or x+8§8:v+
0
0p 040 8¢8£+

dy OrPy Oty

9pon _ , 99 8¢
0000 _ 26 00

87]3_1/ :fya_g+77y

Assim, a velocidade do escoamento no volume interno pode ser expressa no

sistema generalizado como:

V—(77:cu+77y )

(gxu + &y ) (2.67)

Un

onde n e t sao, respectivamente, os versores “normal”

no sistema de coordenadas.

Assim, as componentes da velocidade no volume “fantasma”,

'Ut

e “tangencial” a superficie

indicadas pelo

sobrescrito ghost, sao escritas no sistema de coordenadas generalizado da seguinte

maneira:
host __ ghost __
vl = —v, : v =y (2.68)
E o vetor velocidade neste volume é entao escrito como:
yohost — qyghosti 4 g 0hosty (2.69)

Reescrevendo—o, agora, no sistema de coordenadas cartesiano, obtém-se:

\—;ghost

(nxvghost_l_é-x ghost)z+ (nyvgh08t+§y ghost)]

(2.70)

Lembrando que na superficie solida, n, = k, e n, = k, e que se a transforma-

¢ao de coordenadas nao estiver sujeita a um estiramento anisotropico, entao:

§o
Sy

Ty
— /’750
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Determina se facilmente a velocidade do volume “fantasma” nesta condicao.

J& o autovalor negativo indica que deve haver uma condi¢ao de contorno
numérica e para determind la é necessario resolver a caracteristica relacionada

ao autovalor (V-7 — c¢), ou seja, a quarta equagao do sistema (2.31) reescrita

abaixo:
1 0p ou ov\ 1 op op 1 op op
pc Ot (km ot " by 8t> B pc (uﬁx +U8y) i p (kmax * kg@y) -
ou ov
+ {(l{:zu —¢) e + l{:yu%} +
dv ou
—c) — — 2.71
+ [(/{:yv c) o +kwvay] (2.71)

Observe, no entanto, que para cada elemento da fronteira, k, e k, sao cons-

tantes. Entao, pode se escrever:

ou ov 0 v,

onde v, é a velocidade normal a fronteira. Naturalmente, esta derivada corres-
ponde & aceleracao centripeta de uma particula se movendo em uma direcao tan-
gente a parede e pode, portanto, ser relacionada a velocidade tangencial através
da expressao: ,
Qon _ g0 (2.73)
ot R,
em que v; ¢ a velocidade tangencial a fronteira e R, ¢ o raio de curvatura local.
Observe que a. corresponde a aceleracao centripeta do fluido numa parede de
raio de curvatura R,. Assim, o sinal utilizado esta relacionado com o formato da
parede: caso seja concava, de modo que a velocidade seja tangencial a parede, o
vetor aceleracao deve apontar para dentro do dominio (mesmo sentido da normal
adotada) e, portanto o sinal é positivo. Por outro lado, se a parede for convexa,

o vetor aceleragdo aponta para fora do dominio (sentido oposto a normal), desta

forma o sinal é negativo.

Assim, ao substituir as equagoes (2.72) e (2.73) em (2.71) obtém-se a seguinte

relacao caracteristica:

1 dp v? 1 op op 1 op op
—— — | = — u=— — | == ke + ky=—
pc Ot < R, + pe Yor +U0y p Ox + Yoy +
ou ov ov ou
— {(kxv —¢) 9 + kyu%} — {(k‘yv —¢) a + l{:xva—y} =0 (2.74)
Uma vez que nesta condi¢ao de contorno a velocidade normal & fronteira deve

ser nula, convém utilizar a transformacao de coordenadas apresentada no apén-
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dice A, de maneira que o vetor velocidade seja escrito em funcao das velocidades
normal e tangencial a superficie da parede. Assim, a equacao caracteristica pode
ser escrita como:

vt vp =0

1 0p Utz 1 |—/m———"——0p —"—0p
=1 v =0
1 |75 0p 0 —m"—— Ju
- 5 (k2 + k) an |~ ug- (kyu + kyv) —Co |+
v, =0
0 —m"—— Ov
— - —c— | = 2.
U@y (kpu + kyv) Cay 0 (2.75)

Feitas as devidas simplificagoes e introduzindo o operador divergente, a equa-

¢A0 se resume, apenas, a seguinte expressao:

1 0p v} ﬂ
el O (U I V= 2.76
pc Ot ( Rw>+p08§ p0n+cv v=0 (2.76)

Considere, agora, a equagao da continuidade em sua forma diferencial con-

servativa dada pela equacao abaixo:

dp 0 0 B
a5 + e (pu) + 3y (pv) =0 (2.77)

Aplicando a regra da cadeia, tem se:

ap ou  Ov dp dp
- 4y = 2.
: + ( . + y) +u v 0 (2.78)

Multiplicando a equagao (2.78) por ¢/p e utilizando a relagao isentropica:

§p = cp (2.79)
Obtém se:
1 0p Ju Ov 1 op Op
—r ) = (w0 = 2.
pc@t+C(8x+8y)+pc<uax+vﬁy) 0 (2.80)

Escrevendo, agora, derivadas espaciais em fun¢ao das coordenadas generali-

zadas £ e 1) jA apresentadas, chega—se a seguinte expressao:
1 0p ou  Ov 1 op op Op dp
—— — + — — ky— + k,— —ky—+k,— || =0
pcat”(aﬁay)*pc {“(yaﬁ o) U\ Mg Ty
(2.81)

Por fim, separando as componentes normal e tangencial da velocidade (para
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poder utilizar a condigao de velocidade normal nula na parede), obtém se a equa-

¢ao da continuidade na forma:

vt v, =0
1 dp Ju Ov 1 |m/—"—=—0p —"—=—0p| _
EE +c (a + a—y) + E (kyu k’:c'U) 8_5 + (kxu + k’y“) (9_77 =0 (2'82)

Finalmente, a equacao da continuidade pode ser escrita nesta condicao da
seguinte maneira:

— L4 VY4 —~— =0 (2.83)

Entéao, subtraindo a equagao (2.83) da equagao (2.76), obtém-se:

0 v2
9P _ P (2.84)
on R,
Assim, s6 é necessario determinar a pressao na parede para determinar com-
pletamente o estado do volume “fantasma” neste tipo de condicao de contorno.

Entretanto, se R, > 1 entao:
dp

— =0 (2.85)
an

Uma discretizagao fina do contorno de parede, na forma de segmentos de retas
torna essa aproximacao razoavel. Assim, é comum realizar a hipotese de que o
gradiente de pressao na parede é desprezivel. Desta forma, a pressao estéatica
de um volume “fantasma” é obtida por uma extrapolacao de ordem zero desta

propriedade com relacao ao seu respectivo volume interno. Assim:

pghost _ pinterno (286)

2.4.3 Farfield

A utilizacao da formulacao caracteristica das equacgoes de Euler certamente
nao é a forma mais usual para determinar as condi¢oes de contorno de farfield em
aplicacoes de escoamentos externos ao redor de aerofolios, j4 que nestes casos a
fronteira esta, como o préprio nome sugere, muito distante da parede e, portanto,
pode—se simplificar estas condi¢oes de contorno, uma vez que as perturbacoes
provenientes da superficie solida devem chegar muito fracas na fronteira. Geral-
mente, neste caso sao implementadas condi¢oes de contorno baseadas na idéia
de invariantes de Riemann, que nada mais sao que condicoes de contorno de

escoamento potencial completo.

Entretanto, como ja foi destacado, ao implementar condicoes de contorno
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desta forma e, portanto, levar em conta toda a fisica do modelo matematico do
escoamento, espera-se que o cO6digo seja mais geral e que possa ser utilizado,

inclusive, para resolver escoamentos internos em trabalhos futuros.

O farfield é dividido em duas partes: entrada e saida. Uma vez que o ve-
tor normal utilizado nas equagoes caracteristicas (2.31) aponta para dentro do
dominio, cada uma destas partes pode ser identificada de acordo com o sinal do

produto:
- _ ] >0 — entrada
V.n (2.87)
< 0 — saida
O ntimero de condigoes de controno fisicas é uma funcao da situacao do esco-
amento na fronteira. A tabela 2.1 indica o numero condic¢oes de contorno fisicas

e numéricas nas fronteiras de entrada e saida de escoamentos bidimensionais, em

que o nimero total de variaveis dependentes é 4.

Tabela 2.1: Condigoes de contorno fisicas e numéricas para escoamentos 2-D

Subsonico Supersodnico

Fisicas Numéricas Fisicas Numéricas

Entrada 3 1 4 0
Saida 1 3 0 4

2.4.3.1 Entrada

Viu-se que as consideragoes feitas anteriormente tem influéncia direta no ni-
mero de condi¢oes de contorno a serem impostas para problemas bidimensionais
de escoamentos inviscidos. Assim, em um ponto qualquer da fronteira, o niimero
de condicoes de contorno a ser imposto depende da maneira como a informacao

é transportada ao longo de caracteristicas que interagem com a fronteira.

A figura 2.7 mostra a propagacao de caracteristicas em fronteiras de entrada
tanto subsonicas quanto supersonicas. Observa se que as caracteristicas (V - 1),
que tem multiplicidade 2, e (V774 ¢) sdo sempre positivas. Portanto, elas sempre
transportam informacao da fronteira para o dominio do escoamento. Isto requer
que os valores das quantidades transportadas sejam impostos neste ponto para
cada caracteristica que entra no dominio através de trés condicoes de contorno
fisicas. A quarta caracteristica, no entanto, (V-ﬁ—c) é negativa para escoamentos
subsonicos e positiva em escoamentos supersonicos. Assim, no primeiro caso,
deve se deixar este grau de liberdade livre, utilizando para isto uma condigao de

contorno numérica, enquanto no ultimo, deve se fixar mais uma propriedade do
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escoamento nao perturbado.

Fronteira Fronteira

&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
S\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘x\

Dominio Dominio

(a) Caso subsonico (b) Caso supersonico

Figura 2.7: Propagacao de caracteristicas em fronteiras de entrada

Subsoénica Nesta condicao, trés caracteristicas entram no dominio enquanto

uma sai. Portanto, para determinar o estado dos volumes “fantasmas” nesta
regiao, basta fixar 3 propriedades do escoamento nao—perturbado e resolver a
caracteristica associada a ¥ — ¢, ou seja, a ultima equagao do sistema (2.31)
reescrita abaixo:

dp ou ovy o @ o @
5~ PC (l{;x 5 +k, 875) = — (u — kyc) o (v — kyc) 9 +

ou ov ov ou
+pc | (kyu —¢) == + kyu—| +pc [(kyv —¢) — + kzv—| =R 2.88
pe (b= 5+ kS| e o= b koSt | = Ry (289)
A questao que vem a tona é sobre quais propriedades se deve fixar. Hirsch
(2007) mostra que todas as propriedades de estagnacao sdo constantes ao longo
de linhas de corrente, mas que os valores podem ser diferentes de uma para outra.

Entretanto, se o escoamento que entra no dominio é uniforme, entao existe apenas

um valor constante no campo do escoamento.

Assim, duas variaveis termodinamicas sao geralmente determinadas pelas con-
digoes de estagnacao a montante. Usualmente, pressao e temperatura de estag-
nacao podem ser impostas. Observe, no entanto, que entropia e entalpia de
estagnacao poderiam ser fixadas de modo equivalente. A terceira variavel fisica
é definida pelas componentes da velocidade (no caso particular de aerofélios, o

angulo de incidéncia).

Assumindo que:

Ip Ip
op=——0U = dp— =—=0U =0 2.89
=90 P~ ou (2.89)
onde 0 é tal que, aplicada & uma variavel genérica z, resulta em:
0
0z = At(‘?—i = z’;,jglst — Zghost € U =Vu?+0? (2.90)
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Pode se reescrever a equagao (2.88) conforme segue:

dp — pe (kydu + kyov) = AtRy (2.91)

Mas, se o angulo de ataque («) é fixo, entao as variagoes das componentes do
vetor velocidade provenientes de perturbacoes vindas da superficie do aerofélio

devem permanecer proporcionais:

ou  u vou
v v ! u (2.92)
Substituindo as equagoes (2.89) e (2.92) na equagao caracteristica (2.91),
obtém-se:
Ip

v
SL8U — pedu (ko + kya> — AlR, (2.93)

Mas, se U = vu? + v2, entao:

1 udw vV
oU = oY (2udu + 2vév) = o0U = Nid + Nia (2.94)
Substituindo (2.92) em (2.94), tem-se:
udu v vou v ou v
6U = = + = = USU = u <u+va> = 0U =5 (u—i—vE) (2.95)

E, substituindo (2.95) em (2.93) é possivel escrever du da seguinte forma:

AtRy

ou = (2.96)
0, U v2 v
{[ (& +30)] = pe (ke + ko) }
Lembrando, ainda, que:
-1 —v/(v—=1)

P="Do {1 + %Mﬂ (2.97)

Entao, pode—se escrever:
Ip Doy (y=1) 7' (y=1). oM
— = 1+—= M 2 M— 2.98
o -T2 > U (2.98)

_ U _ oM _ 1 . X ~ .
Mas, M = = = % = <, que pode ser aplicado a equagao acima, resultando
na seguinte expressao:

1—2v

op  poyM (v—=1) o] "
o = - [1+ M (2.99)

Substituindo (2.99) em (2.96), pode-se obter du e, conseqiientemente, dv atra-
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vés da expressao (2.92). Assim, as componentes da velocidade sao dadas por:

n+1 . n

ughost - ughost + ou
n+1 o n

Ughost - Ughost + ov

Lembrando que as propriedades de estagnacao fixadas podem ser determina-

das através das expressoes:

—v/v-1
v—1w?+v%)]"
Po = p|:1_ ( 2 ):|
y+1  a
. 2 271
T, — T{1—7+i(u t”)} (2.100)
Y g

onde a velocidade do som critica® (a.) ¢ dada por:

24T
2= (2.101)
v+1
Entao, as propriedades restantes para completar o estado dos volumes “fan-

tasmas” sao fungoes apenas da velocidade:

p=plu) = piin, =p (Ul
T =T(u) = Tyt =T (uly,) (2.102)

Supersoénica Na condicao de entrada supersonica, as 4 caracteristicas en-
tram no dominio e, portanto, toda a informagcao é transportada da condicao de
escoamento nao perturbado. Assim, todas as condi¢oes de contorno sao fisicas e,

conseqiientemente, todas as propriedades sao fixadas:

n+1 0

ughost = ughost = T = ughost
U:)Lijist = U;Lhost == 'Ug(])host
pZ}—:_()lst = thost == p(g]host
pgf—:;lst = pghost == pghost

2.4.3.2 Saida

Consideracoes similares a entrada podem ser feitas para a saida. 'Trés ca-
racteristicas v - 77 (multiplicidade 2) e (V - 77 — ¢) s@o sempre negativas e sempre
alcancam a fronteira de dentro do dominio e portanto determinam 3 das 4 varié-

veis caracteristicas do plano de saida a partir do comportamento do escoamento

Svelocidade do som quando o niimero de Mach & igual a 1.
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interior. A 42 condicao depende do niimero de Mach. Para saidas supersonicas
nenhuma condicao de contorno deve ser imposta, enquanto que para saidas subso-
nicas, uma condi¢ao de contorno deve ser fixa. A figura 2.8 mostra a propagacao

de caracteristicas em fronteiras de saida.

Fronteira Fronteira

.. . 7.
vn+c—77 v-n +c—>%
) .

VA (multiplicidade 2——~7~ VA (multiplicidade 2)——~"
VA~ Vh -

%

Dormiinio 7 Dorriinio 7

(a) Caso subsonico (b) Caso supersonico

Figura 2.8: Propagacao de caracteristicas em fronteiras de saida

Subsonica  Neste caso, trés caracteristicas saem do dominio e apenas uma
entra (V-1 + ¢). Portanto, trés condigoes de contorno devem ser calculadas,
enquanto a quarta condic¢do, associada ao autovalor positivo (V - 7 + ¢), propaga
informacao da fronteira para a regiao do escoamento e esta, conseqiientemente,
associada com uma condicao de contorno fisica, deve ser fixada. A condicao fisica
mais apropriada, particularmente para escoamentos internos e correspondente a
maioria das situacoes experimentais, consiste em fixar a pressao estatica de saida.
Isto também pode ser aplicado em problemas de escoamento externo (HIRSCH,

1988h).

Ao se fixar a pressao estatica (dp = 0) e excluir a caracteristica associada ao
autovalor (V-7 4+ ¢), que entra no dominio, o sistema (2.31) se resume a seguinte

forma:

kyou — kydv = AtRy (2.103)
—pc (kyou+ kyov) = AtR,

A primeira equagao do sistema (2.103) fornece diretamente a variagao da
massa especifica no volume fantasma, para encontrar as demais propriedades,

basta resolver o sistema abaixo, formado pelas caracteristicas restantes.

{@M—@M — AR, (2104)

—pc (kyou+ kyov) = AtR,
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Caso k, # 0, da primeira equacgao, tem se:

. Ath + kxév

ou B

(2.105)

E, substituindo a equacdo (2.105) na segunda equagio do sistema (2.104),

obtém-—se:
k,R
Sv = — (kag + 4) At (2.106)
pe
Mas, se k, = 0 e, consequentemente, k, = —1, deve-se fazer:
AtR
v=AtR, e du=—" (2.107)
pc
Assim,

n+1 _ n

pghost - pghost + 5p
n+1 _ n

ughost - ughost + du
n+1 . n

Ughost - Ughost + ov

Supersonica  Nesta condicao de saida, todos os autovalores sao negativos
e nenhuma condicao fisica deve ser especificada. Todas as variaveis de contorno
sao definidas pelo escoamento interior, via equagoes caracteristicas (2.31). Assim,
basta resolver este sistema de equacoes e determinar as variaveis primitivas que
definem o estado do volume “fantasma”. Isto, no entanto, pode ser feito de diversas

maneiras, aqui, apresenta se apenas uma sugestao de como resolvé lo:

Inicialmente, ao somar as duas tltimas equagoes do sistema (2.31), obtém-se

uma expressao direta para atualizacao da pressao estatica dada por:

8p Rg + R4 Rg + R4
—=——=0p=(—7—) At 2.108
ot 5 P ( > (2.108)
Da primeira equacao do sistema (2.31), tem-se:
op
dp = AtR; + = (2.109)

As duas tltimas informacoes que restam para definir o estado do volume

“fantasma” podem ser obtidos do sistema formado por estas duas equacoes:

ou ov _
{ by Ka'or = f (2.110)
% — pc (kx%+ky%) = Ry
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Caso k, # 0, da primeira equacgao, tem se:

. Ath + kxév

2.111
. (2111)

ou

Substituindo as equacoes (2.108) e (2.111) na segunda equagdo do sistema

(2.110), obtém-se:

k
P
Mas, se k, = 0 e, portanto k, = —1, deve-se fazer:
AtRy — 9
Sv=AtR, e Odu= y (2.112)
P

Assim,

pgfj;lst = pghost +5p

n+1 . n

ughost - ughost + ou
n+1 . n

Ughost - Ughost + ov

p;bf—:_olst = thost + 5p

2.5 Validacao

A validacao do codigo computacional implementado para a resolucao de es-
coamentos foi realizada por comparacao ao programa comercial ja consagrado no
mercado, o CFD+-+. Seis casos de validagao com caracteristicas bem particu-
lares foram simulados de maneira a testar sua faixa de aplicacao e robustez. A
tabela 2.2 mostra os perfis e condi¢oes de escoamento nao—perturbado de cada

um destes.

Tabela 2.2: Casos de validacao do solver do escoamento
Caso  Aerofdlio My a(9) pw (Pa) Tw (K)

1 NACA 0012 0.3 0.0 101325.0 288.15
RAE 2822 0.3 0.0 101325.0 288.15
Selig 1223 0.1 8.0 101325.0 288.15

NACA 0012 0.8 0.0 101325.0 288.15
RAE 2822 0.8 0.0 101325.0 288.15
RAE 2822 0.75 1.0 101325.0 288.15

DY O = W N

Os casos 1 a 3 apresentados pelas figuras 2.9, 2.10 e 2.11 representam escoa-
mentos subsonicos sobre os perfis NACA 0012, RAE 2822 e Selig 1223, respecti-

vamente. Estas figuras mostram a robustez do método ao simular escoamentos de
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baixa velocidade, inclusive, um caso incompressivel, como o escoamento a nimero

de Mach 0.1 (Caso 3).

0.6 T

°© Obtido

0.4

0.2

-0.2
-0.4 i

_06 - -

1.2 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c

Figura 2.9: Caso 1 Perfil NACA 0012 (M, = 0.3, a = 0.0°)

0.6 T

T
CFD++
°©  Obtido

_1.2 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c
Figura 2.10: Caso 2 Perfil RAE 2822 (M, = 0.3, a = 0.0°)

Como ja dito na secao 2.2, a adimensionalizagao utilizada nao é adequada a

escoamentos externos incompressiveis. Apesar dos bons resultados obtidos com-
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parados ao CFD++, o reflexo desta caracteristica do método numérico empregado
refletiu na taxa de convergéncia dos resultados. Verifica—se que os casos de ni-
mero de Mach baixos (M < 0.3) necessitam de mais tempo de simulagdo para
convergir do que aqueles em regime de escoamento transonicos, que sao as apli-
cacoes de maior interesse neste trabalho e na industria aeronautica, uma vez que
a maioria das aeronaves comerciais tem velocidade de cruzeiro nestas condicoes

de escoamento.

3.5 ‘

T
Pty CFD++
§ Ry, °© Obtido | |

30
25f
2
N .
D& 1 T~

0.5

-0.5 : . , J

-15 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c
Figura 2.11: Caso 3 Perfil Selig 1223 (M, = 0.1, a = 8.0°)

Os casos 4-6 representam simulagdes em regime de escoamento transonico
ao redor dos perfis NACA 0012 e RAE2822. Nestes casos é possivel verificar a
qualidade dos resultados obtidos ao tratar as ondas de choque. Observa se que a
dissipacao artificial adicionada estd adequada as aplicacoes de interesse, uma vez
que as ondas de choque encontradas em todas estas simulagoes sao bem definidas
em poucos pontos. E importante lembrar que programas comerciais freqiiente-
mente fazem uso de dissipagao numeérica excessiva para tornar seus codigos mais
robustos, capazes de convergir para uma gama maior de problemas. Entretanto
este excesso de dissipacdo pode levar a degradacao da solugao obtida (AZEVEDO,
2006).

Observa—se, ainda, uma oscilagao da distribuicao de pressao no extradorso
dos casos 2, 5 e 6, que correspondem & escoamentos sobre o perfil RAE2822.

Entretanto esta oscila¢gdo ocorreu em ambos os codigos (o desenvolvido neste
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-15 i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c

Figura 2.12: Caso 4 — Perfil NACA 0012 (M, = 0.8, a = 0.09)

15

_1 - -
CFD++
o Obtido
G
-15 i i i i i i i \ \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c

Figura 2.13: Caso 5 — Perfil RAE 2822 (M, = 0.8, a = 0.0°)

trabalho e 0 CFD++), o que pode indicar que o problema esté relacionado com

a geometria ou a malha utilizada.

A titulo de ilustracao, a figura 2.15 mostra os campos de Mach, pressao,
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1.5 T T T T T T T T

CFD++
©o  Obtido
C*

15 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/c
Figura 2.14: Caso 6 — Perfil RAE 2822 (M, = 0.75, a = 1.0°)

temperatura e de um termo proporcional a variagao de entropia do caso 6 para

dar ao leitor uma idéia da solu¢ao no dominio computacional.

(a) Numero de Mach (b) Pressdo estatica (em Pa)

(c) Temperatura (em K) (d) p/p7

Figura 2.15: Campo de solugao do Caso 6 (M., = 0.75, a = 1.0°)
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A figura 2.15(d) indica regides onde ha geragdo de entropia através de um
termo p/p?, que é proporcional & ela. Uma vez que a pressao de estagnagao po
nao permanece constante ao atravessar a onda de choque, as relagoes inviscidas de
choque implicam em uma variagao descontinua de entropia através dele (HTRSCH,
2007). Assim, a onda de choque, naturalmente, provocaria geragao de entropia.
Entretanto, observa—se que na regiao imediatamente adjacente a superficie do
aerofdlio, também, existe uma camada de elementos onde também hé geracao
de entropia. Este fato pode ser justificado pela dissipacao artificial adicionada
pelo método numérico para a resolucao das equagoes de Euler em regioes onde o

gradiente de pressao é elevado, o que possibilita a geracao numérica de entropia.

A figura 2.16 ainda mostra a malha utilizada neste mesmo caso. O proce-
dimento de geracao de malha, realizado pelo software comercial Gambit com a
triangulagao de Delaunay, é o mesmo descrito por Ceze (2008) e foi realizado para

discretizar o dominio de todos os casos presentes neste trabalho.

\VaVi

VAN
VV
A\
A

VAVAVAVAN

N

VAVA
\/

25

R
4
K2

\VAVAN
NN/

i
r
AvAv4

<

T
>
avaYA
AVAVAN

VAV
)
RS

K0S
Ay

VAVAN
VAYAVAN
avavy

X
<N
Vi

<DOG

vy

iﬂggﬂv‘y‘
A

RS
AT

o
X5
KR
500

XX

%

AVAY Ly
OO VAV ATAYAVA%\YAVavy
AVAay, VAN o NAVAV, AYaV v,y AVATONAVAYY
R R OO

S

X%
2

X4
5
SR

4
YAVAV4)

A

NP

e
AYAVAVAVE

KRS
RS SRR

4
X
SRR
4
D
BRI

avavar,
VAVAYAY

%mﬂv

VAAYAVAVS

WA
RIS
SRR

5
&
%

AVAVAY,
5

vava
i

0%
7
0
2 gﬁgm
\/

i~
N
N
YAY)
AVAVAVA
AY
i
VavAAO

AR
VAV

QA

)

KK

X VAVAY
YAVAVA

va)
\
X AR

Wi
<]

N
g
V‘%

o

o

va)
YaVA
\V

N

e

Yavav,

A
NI

0%
vy,

NS
SNAVaVaVAVAVAS

T AYaYaVAVAN
YaVavavLS YNV, VAVAVI
uv‘w;%*veuv‘" VAVAY
OO SRRRRRIAK

VAN
N
AVQV
X
AR

NN
</
e

K\
\
vave

&)

2
VAV,

REOOORRKS
SRR
N AVATA g%,

P
v

]
<SRE)
O

X
s
5
0
vav,
JAVAYAVA
Y
KR!

pVi

VAV,
JAVAVAVAV

2

&
X5

A
vas
Ve,

\Vi
Kk
2

:A'
5

Vs
v A'VAAVAVA
‘ V¢v¢ S

AY
<K
e,

£
K

VAVAY

oy
O
7
VS,
AVAVA
Yars
XX
JAYAVA
N
%

(b) Detalhe

Figura 2.16: Malha utilizada

Assim, o c6digo implementado é considerado validado para os objetivos pro-
postos, mostrando que os resultados obtidos com o tratamento das condicoes de
contorno utilizado (embora ndo seja estritamente necessario para as aplicagoes
aqui apresentadas) convergem para os mesmos obtidos com o CFD++ e com o
codigo desenvolvido por Ceze (2008), que simulou os mesmos casos de validacao
com condig¢oes de contorno de invariantes de Riemann, descritos na literatura

para implementacao das condicoes de farfield.
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3 TEORIA DE CONTROLE
APLICADA AS EQUACOES DE
EULER

A implementacao numérica do método adjunto requer a utilizacdo de uma
forma discretizada da equacao adjunta. Existem, basicamente, duas formas pos-
siveis para sua obtencao. Primeiro, ela pode ser derivada a partir da forma
discretizada das equacoes que governam o escoamento e, portanto, seria obtida
diretamente em uma forma discretizada. Esta forma, conhecida na literatura
como formulacao discreta do método, fica, no entanto, condicionada a forma
como as equacoes da mecanica dos fluidos foram discretizadas, tanto no que diz
respeito a complexidade, quanto a precisao dos resultados. Este procedimento
ainda pode levar a expressoes bastante complexas, especialmente quando se usam

aproximacoes de ordem superior para as equacoes da mecanica dos fluidos.

Alternativamente, a equacao adjunta pode ser derivada a partir da forma
original das equagoes que governam o escoamento para, s6 entao, ser discretizada.
Esta é a formulacao continua do método. A equacdo adjunta pode ser entao
resolvida de modo independente dos métodos utilizados para obter a solucao das
equacoes do escoamento. Deve—se ressaltar que a forma discretizada da equacao
adjunta obtida na formulacao continua nao coincide com aquela da formulagao
discreta. Pode—se atribuir esta diferenca ao fato de que, nesta tltima, a restricao
que se esta impondo corresponde a uma particular discretizacao das equagoes da

mecanica dos fluidos, ao invés das equacoes originais.

Em principio, se a discretizacao das equacoes da mecanica dos fluidos é con-
sistente, de modo que seus resultados aproximam a solucao exata a medida que
a malha computacional é refinada, entao os resultados da formulacao discreta do
método adjunto também devem se aproximar aqueles da formulacao continua com
o refinamento da malha, uma vez que eles impoe precisamente essa aproximacao

consistente do escoamento.

Jameson e Nadarajah (2000) comparam ambas as formulag¢oes do método ad-
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junto e concluem que, no procedimento utilizado por eles, os gradientes adjuntos
discretos sao mais condizentes com os gradientes obtidos por diferencas finitas
do que os gradientes continuos, mas as diferencas sao geralmente pequenas. En-
tretanto, a convergéncia da fungao de mérito nao é afetada significativamente
quando se utiliza o gradiente discreto ao invés do continuo. Conseqiientemente,
nao se encontra um beneficio particular em utilizar o método adjunto discreto,

que requer maior custo computacional.

A finalidade deste trabalho é realizar um estudo teérico aprofundado do mé-
todo adjunto, com base na aplicacao de escoamento Euler 2-D em torno de ae-
rof6lios. Principalmente no que diz respeito ao desenvolvimento de condicoes de
contorno apropriadas, de maneira a garantir que o problema adjunto seja sempre
tao bem—posto quanto o problema original (as equagdes que governam o esco-
amento). Para isso, pretende se adotar a formula¢ao continua do método, que
se associa diretamente as equacoes da mecanica dos fluidos. Sua independéncia
com respeito ao método numérico adotado para a simulacao do escoamento traz
vantagens importantes: permite uma abordagem conceitual mais genérica das
equacoes adjuntas e das suas condicoes de contorno. Uma rotina assim cons-
truida pode, em principio, ser associada a diferentes codigos de simulagao do
escoamento, contanto que as propriedades fixadas sejam as mesmas propostas no

codigo que resolve as equagoes que governam o escoamento.

3.1 As Equacoes Adjuntas

O principal objetivo de métodos de otimizagao consiste em minimizar a fungao
que representa uma determinada medida de mérito. Considere, para a derivagao

das equacgoes adjuntas, uma medida de mérito geral dada por:
I— / (V) ds (3.1)

onde g (V) representa uma fungao escalar genérica em fungao do vetor de va-
riaveis primitivas V, definido pela primeira relagdo de (2.16) e ds é o elemento
de comprimento de arco infinitesimal sobre o aerofélio. A integral é feita sobre
toda a superficie do aerofolio (B,,) com o objetivo de encontrar a geometria que

minimiza o funcional I.

Com o auxilio da notagao indicial e a utilizagdao de um sistema de coordenadas
generalizado apresentado no apéndice A, pode—se determinar sua derivada com

relagdo ao vetor de variaveis de estado (Q), aplicando a regra da cadeia, da
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seguinte maneira:

ﬂ_ @avad_/ 8gd Ogds
90Q  Jp, 0Va 9Qp Qs B, 0Qd¢

d¢ (3.2)

Neste caso, de maneira a melhorar o entendimento dos indices da notacao,
adota—se a seguinte convencao: letras gregas representam o espaco de fase, ou
seja, estao relacionados com o nimero de equagoes do sistema; letras romanas
representam coordenadas do espago transformado (£, n) e letras com apostrofe
(’) representam coordenadas do espago cartesiano (z, y). Assim, os vetores de
variaveis primitivas (V) e variaveis conservadas (Q), por exemplo, podem ser

representados como:

¢ \ ¢ )\ ( ) ( \

Vi P Q1 P

V- U U
V=V,= 2\ _ S, Q=0Qy={ Q2 Y \ (3.3)

Vs v Qs pv

\V;l) \p) \Q4) \ € J

E a primeira variacao da medida de mérito é dada por:

51—/ (5Q— d§+/Bw (dg) d¢ (3.4)

Note que, com a utilizacao da algebra tensorial generalizada, os sistemas de
coordenadas podem assumir diversas configuracoes. Entretanto, as proprieda-
des do escoamento devem ser independentes do sistema de coordenadas adotado.
Certamente a utilizagdo de malhas nao—estruturadas remete a um sistema de
coordenadas cartesiano. Contudo, a derivacao das equacoes adjuntas e, prin-
cipalmente, a reducao do seu gradiente de sensibilidade tem sua complexidade
bastante reduzida ao utilizar um espaco transformado apropriado. Desta forma
propoe—se desenvolver as equacoes do método no sistema generalizado proposto
no apéndice A. Para isso, considere as equacoes de Euler escritas em coordenadas

generalizadas, apresentadas abaixo em uma situagao de estado estacionario:

OE OF

5 o =0 (3.5)

Como também apresentado no apéndice A os vetores de fluxo generalizados

podem ser escritos em funcao dos vetores de fluxo cartesianos através das seguintes
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expressoes:
= 0& o€
B - n(s%) or (%)
= _ In on
F o (s2) o (s2) ”
Assim, suas respectivas variacoes podem ser escritas como:

= 85 o€ o€ 0&

E = 5E< &r) +E5<J8x) + o0F (Jﬁy) +F5<J8y

= an an 877 on

oF = J0E (Jax)+E5<J8x)+5F< 8y)+F5<J8y (3.7)

Mas, como as variacoes dos vetores de fluxo cartesianos podem ser escritos

como mostram as equacoes abaixo:

OE OF
E=—=§ 0F =—¢ 3.8
Entao, ao substituir as expressoes (3.8) em (3.7) e agrupar termos de modo

conveniente, podem—se reescrever as variacoes dos vetores de fluxo generalizados

da seguinte maneira:

—  [OE [ o OF [ 0¢\] 23 %3
SE = 99 (J8—)+%(J8—y)_6Q+E5(J%)F5<Ja—y)

E:rl /
F - |9E (00 OF ()] on In
T = |5g (Ja )+6Q (Jay)_5Q+E5(Jax)F6(Jay) (3.9)
C»

Ou ainda, de forma geral:
—k ock .
0F, = 65Q5 +0 (J i ) Fi (3.10)
onde:

FL=E , F?=F , F,=E , F.=F , C!

IBZCl 5 02

af — CQ
Como ja visto na secao 1.2, a principal idéia do método Adjunto é impor as

equacoes de Euler como restri¢coes ao processo de otimizacao via a utilizacao de

multiplicadores de Lagrange. Assim, em notacao indicial, o funcional restritivo é

dado por:

fc_/lpa (%lj v =0 (3.11)
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onde, o vetor de variaveis adjuntas ¥ definido como:

:{1?1 o Y3 ¢4}T (3-12)

A variagao da restri¢ao I indicada pela equacao (3.11) pode ser escrita da

seguinte forma:

—k —k
51(;:/7)%% dV:/D§ J%% dv (3.13)

Mas, pela regra da cadeia:

2 (im0 ) Lt g

Entao, substituindo (3.14) em (3.13), obtém-se:

5y = / 1{ 0 (Jzﬁaéf ) —5?’;8(”“)} dv

ok agk
—k
B 10 OF, 0 (Jy)
- /Jagk <Jwa5]-“> dy /D g AV
= /v- (VadFq) dV—/éEV-wa dy (3.15)
1° termo 2° termo

Observa se que o primeiro termo da equacao (3.15) aparece, agora, na forma
de um operador divergente. E possivel, entao, aplicar o Teorema de Gauss a este
termo, transformando a integral no dominio em uma integral apenas nas suas

fronteiras. Assim, a variacao 6/- pode ser reescrita da seguinte forma:

— 10 (J,)
5Ty = WSf g dS — / o ogr

dy (3.16)

onde ny o versor normal a fronteira 0D apontando para fora dominio D.

A imposicao das equacgoes de Euler como restricao ao problema de otimizacao
leva a definicao da funcao objetivo aumentada I, = I + Io. E sua variacao é
dada pela expressao abaixo:

5T4 =61+ 61c (3.17)

Note que isto nao muda a funcao de mérito a qual se quer otimizar, ja que,
considerando que a solucao do escoamento esta convergida, o funcional restritivo
que esta sendo acrescentado vale zero como mostra a equagao (3.5), que representa

as equagoes de Euler (um dos fatores de I¢).
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Substituindo as variagoes (3.4) e (3.16) em (3.17), obtém se:

B g ds k10 (J,)
0ly = / 5Q—d§ Bw <£) d¢ — /5'7:aj JEr dé +

w

- waéfa dg + ,lvbocé‘?a d€ +

By B

1 1
/0 ol T dn‘ + /0 ol T dn‘ (3.18)
£=0

=)

=o(6?31\5;=6?i|§:1)

onde B, representa a fronteira de parede e B, a fronteira de farfield do dominio

computacional D.

A anulacao dos dois ultimos termos é decorrente da condicao de contorno
periodica na linha de corte da malha do sistema de coordenadas generalizado.
Observa—se, ainda, que na condi¢ao de contorno de parede, onde a componente
contravariante do vetor velocidade V' do escoamento é nula, o vetor de fluxos
normal & parede e sua respectiva variacao ficam reduzidos a:

r \ ( r

0 0 0

_ - _ ons 5 (Jén

Folon=J 0 5P p=ad =P Ly, L5) s (3.19)
(Buw) (Buw) 0

on 5 (g2

Dy a—y5p dy
0 0 0

\ / \ J \ J

E substituindo as equacoes (3.10) e (3.19) em (3.18), chega se a seguinte

forma de 014:

ds
0y = . 5@55Qﬁ_d€+/3w ( f) d¢ +
k 18(']1/41) agk fg;lﬁ(qua)
/Dcaﬁj ot 5Q5dV—/5(Jaxj,)7 gee AV

- [ 1 U8) ro (75) g
[ | () v (952) [ e+ [ wncioune +
w Ay Boo

; / wa( a”)fﬂdf (3.20)

Rearranjando os termos de modo apropriado, é possivel separar os termos

dependentes de variagoes do escoamento (6Q)3), que definem as equacoes adjuntas
e suas respectivas condigoes de contorno, dos restantes, que fornecem o gradiente

de sensibilidade em relacao aos parametros que definem a geometria do aerofélio
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como ja apresentado na secao 1.2. Desta forma, obtém se:

_ g ds _ on SO\ op.
sia= wiaQﬁdg [%(J&x)*w‘”’(ay)]acyﬁ}f@ﬁd“

-~

parede

9(J¢a)
o[ wcfaguac- [ et

Boo
farfield equacao adjunta
ds 87] 877
- L) OB e

1° termo do gradiente
k
+ / @ba( )ng / (85) a(gg:)dgdn (3.21)

2° termo do gradiente 3° termo do gradiente

0Qpd&dn +

Além de serem consistentes com a PDE adjunta, as condicoes de contorno
de farfield devem eleminar o segundo termo do lado direito da equacao (3.21),

eliminando a dependéncia da variacao do vetor de estado (dQ)g) da variagao 614.

3.1.1 Reducao do Gradiente

Jameson e Kim (2003a) propuseram uma reducao da expressao do gradiente
para otimizacao de aerofélios. Para a sua derivagao, considere a equagao (3.21).

Repare que, se a fronteira de farfield estiver suficientemente distante da superficie

ai’},) do segundo termo do gradiente, é praticamente nula

nesta fronteira, uma vez que as mudancas mais significativas da malha ocorrem

solida, a variacao 0 (

nas proximidades do aerof6lio. Além disso, Eii =1 e, portanto, 0 <g2> = 0.

Assim, a expressao do gradiente pode ser reduzida a:

_ g ds (590 gomy| op
o= /w{a@ﬁdﬁ {w( )“”3( )}3@5}5%‘“

0 (J,
/B $aC5Qpde — / et AUV s aedn +

af 85’“
- J Al (o) o (05 pace
3 o (Ja)
_ /D 5(] ag:j,)fgl s (3.22)

Definindo a matriz de transformacao entre os sistemas de coordenadas carte-

siano e generalizado como:

v=Jo (3.23)
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E possivel obter a seguinte identidade':

55", aa];/ a(?gr (s; a;; ) (3.24)

Mas,
S, = %quzq/e"saai;% (3.25)
55 = Leyype [a gs;p')%:?s’ +%:?’a((;5;q')] (3.26)

d (65%) 1 e 0 |0(02”) 027 0ar D (d27)
oc  — 29MIC g

wrs agr aé—s 8&-7‘ aé_s ] - 0 (3.27)

E pela regra da cadeia:
O .

O (o 0(68% OF,
(= 7' i~ o _
5 (55*] a) 5 + 05} e (3.28)

Note que o termo anulado se refere a variagoes de geometria, o que nao ocorre

durante uma solugao adjunta. Entao:

O (s g\ _ 0 (g 0F 0Qs
a—gi(ésj,fg) = o <SJ 50; o 5) (3.29)
0 (  9Qp
- 3 <S AL 220 5er 06 ) (3.30)
9 ;
= 5% (C150Q%) (3.31)

O tltimo termo da equagao (3.22) pode ser reescrito na forma:

20 (J1bg) 10 (Ja)
354 Fs ded 38, F? dA =
/D Fa e dedn= / Fag J ag

_ /D %8(22, (7 (vassi )] aa— [ Zu. 2 < 0 (3837 ) aa =
_ / Vab S FI mdé + / %F (C1,0Q5) dA =
O0D=Boo+Buw

(Ci56Q3) dA =

2

= | i Fmae + / waag

B — 10 . 10 (JYa)
= ap%asj,fa n;d¢ + / 7 o6 (J1aClpoQ5) dA — / 1 50Q5— 7 oF dA =
_ i Ty’ i * i 10 (‘],lvba)

_ /8 tn (5Sj,fa +oaﬁ5Qﬁ) ngdé — / Cond Qi3 s A (3.32)

'a demonstracio encontra-se no apéndice B
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Ou, ainda, separando as integrais nas fronteiras:

7 (J’l/]a) 7 7
/D 05, 7 =gl dedn = / Vo (98T + CL0Q3 ) mide +
FRLIEIN

+ / Ve (55}f;+o§ﬁ5Q;) de (3.33)
Bw

onde,
19 (Jvba) _ V(J¢a)

dA=Jdgdy 5 5500 = =

(3.34)

Assim, rearranjando os termos da equacao de forma apropriada, tem—se:

B ag_ 877 877 Op
= [ {aa [ Ua) < U5) | ags ome+

(.

parede

[ a8 (00 - 503) s~ [ Clyit (70) (6Q — 5Q5) ey +
h far;‘ireld —

eq. adjunta
+ / Vo (9527 + CE0Qp) de +

w

1¢ termo do gradiente

_ /w {wz ( 8n)+¢3 ( g;])]pdﬁ (3.35)

20 termo do gradiente

Considerando a transformacao de coordenadas localmente em cada volume da
malha, pode se encard la como uma simples rotacao do sistema de coordenadas.
Assim, J = 1 e entao, as equacoes adjuntas em coordenadas cartesianas podem
ser escritas na forma:
ow

oY +B'—— =0 (3.36)

AT
ox oy

Sujeitas a condicao de contorno de parede so6lida dada por:
el O\ 9 _ 9y
= — 3.37
o (3) + o (5] 5; =20, (337

E pela condicao de contorno de farfield expressa por:

Y0 (6Qs —6Q5) =0 ., O = AT = |, AT + k,BT (3.38)

«Q

Note que, com essa redugao é possivel determinar o gradiente de sensibili-

dade apenas com integrais no contorno do aerofélio, diminuindo sensivelmente o
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custo computacional desta etapa do ciclo de projeto. Observe, no entanto, que
a implementagdo da otimizagdo de turbo maquinas (ou qualquer outra superfi-
cie aerodinamica que esteja sujeita a escoamentos internos, onde as fronteiras de
entrada e saida estao proximas a geometria que se quer otimizar), por exemplo,

requer a utilizagao da forma completa do gradiente dada pela equagao (3.21).

3.2 Método Numérico

Devido a semelhanca das equacoes adjuntas as equacoes que governam o
escoamento, é natural utilizar os mesmos métodos para sua resolucao. Observe
que, para resolver as equacgoes adjuntas em estado estacionario, é conveniente
incluir um termo tempo dependente como feito nas equacoes de Euler. Assim,

obtém se a seguinte equacao:

ov ov ov
— AT _BT=— =0 3.39
ot ox oy ( )
Veja que o sinal negativo dos termos convectivos nao altera o resultado es-
tacionario das equacoes adjuntas. No entanto, a idéia de utiliza-lo durante a
solugao “transiente” esta relacionada com a direcao de propagacao da informacao

(caracteristicas), que permitira o tratamento das condigoes de contorno proposto

no capitulo 4.

Entretanto, trés modificagoes foram feitas ao esquema numérico de modo a
adapta—lo para tratar as equacgoes adjuntas. Primeiro, uma vez que as equacoes

adjuntas aparecem em forma quase linear nao conservativa, os termos convecti-

oY
ox;

das da mesma forma que as derivadas espaciais das propriedades do escoamento

sao calcula-

vos devem ser calculados de uma maneira diferente. As derivadas

(secdo 2.3.3) e em seguida este vetor é multiplicado pelas respectivas matrizes
jacobianas. Segundo, a direcao da integracao do tempo até o estado estacionario
é reversa em relacao a integracao da solugao do escoamento, ja que as direcoes
de propagacao de ondas sao reversas. Terceiro, como os termos de dissipacao ar-
tificial sao calculados pelas mesmas subrotinas que a solucao do escoamento, eles
sao adicionados ao invés de subtraidos ao termo convectivo (JAMESON; SRIRAM;
MARTINELLI, 2003), que é calculado pela expressao:

+ B/

C(¥;) = A7 [Vi Z U Ay, (3.40)
Yok

1
—= Y WA
Vi ~ k k

onde,

U, == (U, + Ty) (3.41)

1
2
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Vale lembrar que a solucao é realizada em uma malha nao estruturada de

triangulos, como mostra a figura 2.1(a).

3.2.1 Dissipacao Artificial

Note que as equacgoes adjuntas, ao contrario das equagoes de Euler, sao linea-
res, o que implica no nao aparecimento de instabilidades devido ao cascateamento
de freqiiéncias. Entretanto, ao discretizd las de maneira centrada como mostra
a equacao (3.41), existe a possibilidade do aparecimento oscilagdes na solugao
do tipo odd—even decoupling como mostra Hirsch (1988a). Desta forma, com a
utilizacao de um esquema centrado, faz—se necessaria a implementacao de dissi-
pacao artificial, para amenizar possiveis instabilidades. Reuther (1996) propoe
a utilizacao do mesmo operador de dissipacao artificial aplicado as equacoes de

Euler para resolver as equacoes adjuntas. Assim:

D (®;) = d® (¥;) +dV (¥, (3.42)

O operador Laplaciano ndo dividido, d® (¥;), é escrito na forma:
1
0 ) = ¥[34 A e (- ) (3.43)
k

onde,

Z|pk — pil
_k

ez(.,? = k® max (v, V) e V= ——————— (3.44)
Z (pr + i)
k
Enquanto o operador bi harmonico, d* (¥;), ¢ dado por:
1
AV (w) =Y {5 (A + Ap) € (V2 — v?wi)} (3.45)
k
onde,
) =max [0, (K0 — )] e V=D (W - Wy (3.46)
k

O termo % (A; + Ax) € um fator de escalonamento dos termos de dissipagao

artificial. Neste modelo de dissipacao artificial proposto, faz—se este termo propor-
cional & magnitude do maior autovalor (velocidade caracteristica) das equagoes

de Euler na direcao normal a face.

Ai:Z[vik'gik + ak gzk
k

] (3.47)
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onde Vv; é a velocidade do fluido na face que une os elementos 7 e k£ dada por:

As constantes utilizadas sao k®) = 1/4 e kY = 3/256.

3.2.2 Esquema de Marcha no Tempo

O esquema de marcha no tempo adotado é o mesmo utilizado para a resolucao
do escoamento, com a tnica diferenca no sinal dos termos convectivo e difusivo,
uma vez que o sentido de propagacao de informacao, entenda se caracteristicas,

é o contrario.

Ao se discretizar as equagoes adjuntas espacialmente, obtém—se a ODE abaixo:

dw, 1
TR ﬁ [C(¥;) + D (¥;)] (3.49)

J/

-~
Residuo

O Runge-Kutta de 5 passos e 22 ordem de precisao é dado por:

g0 — g
M 0, At (0) (0)
L ¢ () +p (e
v® = 9O 1q, Avt" (") +p (e
At
o® = 9O g, Vt c(?)+p (el
At
o = o fo(o) ()
At
o — w0, Vt ¢ (@) +p (el
N HCER A C)
Onde os coeficientes utilizados sao a; = i, g = %, g = %, ay = %, as =1
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4 CONDICOES DE CONTORNO DO
PROBLEMA ADJUNTO

Como foi visto no capitulo 2, a formulacao caracteristica das equacgoes de
Euler basea se na idéia de propagacao de informacoes do escoamento na dire-
¢ao normal a uma determinada fronteira. Este trabalho propoe a construcao de
um problema de contorno adjunto completamente andlogo ao que foi feito com
as equagoes que governam o escoamento. O problema dual é formulado de tal
maneira que as suas caracteristicas que se propagam no sentido contrario das do
problema primal. Assim, o ntimero de caracteristicas que “saem” do dominio no
problema primal é o mesmo nimero de caracteristicas que “entram” no dominio

no problema dual, e vice versa.

4.1 Parede

No capitulo anterior, viu se que as equacoes adjuntas devem ser resolvidas
no dominio e satisfazer suas condig¢oes de contorno nas fronteiras. Na parede a

condicao que deve ser satisfeita é a seguinte:
I on 99 9Qp
()~ (75) | = 30 4
Note que, no esquema numérico utilizado, onde o valor das variaveis adjuntas

na face é aproximado por um método de diferencas centradas, a condicao de

contorno de parede pode ser discretizada na forma:

ghost int ghost int
J @ >+ _|_@ 5+ U = ﬁ% (4.2)
Ox 2 dy 2 0Qp Op

Entretanto, existem muitas formas de definir as varidveis adjuntas nos volu-
mes “fantasmas” de modo a respeitar a condicao de contorno de parede solida na
fronteira, uma vez que ha apenas uma equagao e duas incognitas. Este trabalho

nao tem como principal objetivo o estudo da condicao de parede, mas da con-
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di¢ao de farfield, que é pouco explorada na literatura. Desta forma, faz se uso
de uma das 3 condigbes de contorno de parede propostas por Reuther (1996) e

apresentada abaixo:

wi]hOSt _ 7i'nt
08 i 87] 8g 8@ ds 87] . 87] .
ghost int _ 9 J—' Yy Ylgp Lo “Hint U int
2 2 e {aQﬁ op a& ot T7g,vs
08 i 87] 8g 8@ ds 87] . 87] .
ghost int B int int
= 2" | —= = —_1 _!
3 3 5 {aQﬁ op ae Tty Tg,vs
Zhost _ flnt (43)

onde,

@)

Note que estas equagoes podem ser escritas, utilizando a transformacao de

(4.4)

coordenadas local, no sistema cartesiano da seguinte forma:

ghost int
1 - 1
| dg 0Q | |
hos in B8 in in
g t 2t—2]€m|iaf%$+km2t—|—ky3t:|
; dg 0Q , .
hos in B in in
?g) t 3t—2ky{@7p+km2t+ky3t]
ot =yt (45)

Note que a extrapolacao de ¥, e ¥4 na parede equivale a fazer:

on Oy
g = 4.
o 0 : o 0 (4.6)

Adotando uma medida de mérito de projeto inverso como apresentado pela

equagao (1.1), obtém se:

i]hOSt — int

9ot = it — 2k, [(p — pa) + ko™ + k]

g = 8 = 2k, [(p = pa) + ka5 + k3]

ZhOSt — int (47)
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4.2 Farfield

As condigoes de contorno de farfield sao baseadas na formulacao caracteristica
das equagoes adjuntas, obtidas de forma completamente analoga a formulacao
caracteristicas das equacoes que governam o escoamento. Assim, considere a
equacao adjunta:

ov 70V ow

- E— T__
5 AT B 5 =" (4.8)

Apesar de linear a equacao adjunta retém a hiperbolicidade das equagoes de
Euler, ja que suas matrizes jacobianas AT e BT sdo as mesmas, apenas transpos-

tas. Assim, é possivel definir uma matriz AZ, tal que:

AT = —k, AT — k, BT (4.9)

Que pode, entao, ser diagonalizada da seguinte maneira:

AT =PTAT (PT)™ (4.10)

Obtendo a matriz jacobiana da direcao normal a fronteira:

[ (ko + ko) 0 0 0 |
A 0 —(kyu + kyv) 0 0
0 —(kyu+ kyv + ¢) 0
0 0 —(kyu+ kyv — ¢)

(4.11)

O motivo dos sinais negativos das equagoes adjuntas fica claro quando se
obtém a matriz diagonalizada A. Observa se que os autovalores sao os mesmos
das matrizes jacobianas do escoamento, porém com sinal contrario. Desta forma,
pode—se utilizar a informacao do escoamento para complementar as condicoes
de contorno do método adjunto, garantindo que o problema seja tao bem—posto

quanto o problema primal.

Multiplicando a equacio (4.8) por PT, obtém-se:
ov ov ov

PT— —PTAT—— —PITBT-—— =0 4.12
ot ox Jy ( )
Mas, como (PT)_1 PT = I, entdo:
ow 1 ow 1 ow
PT— —PTAT (PT)  PT—= —PIBT (PT) PT— =0 4.13
ot ( ) ox ( ) oy ( )
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Expandindo a equacgao acima, obtém se:

oy 02 o3
o U TUG Tt

(u2+%) oy
=%

pky% - pkmagwtg"i_
+p (kyu — kev) % ‘%’4

PPt + p (u+ kyc) 22+

+p (v + kyc) La
(kyu + kyv) +
(4o G

P2t 4 p (u — kyc) 22+
+p (0 = kye) B2+

[$—i — pc (kyu + kyv) +
+2 (u? + v?)] %

31111 _'_ u2 51#2 _'_ uvLs 51#3 + ( ) 51#4 +
aw awz 2aw3 ( ) 6w4
Ua—yl + U’Ua—y +v 8_y + 2 8_y

pk 8w1 + 2pk, u% — p(kyu — kyv) %jt

pky (3u +v ) pcky ]
2 IV |

pkruv — %—i—

pk %— (ky u—kv)%—kaxvaa—d;ﬂL

pka (u +30v2 ) . pczkx Oy
2 y—1 Jy

pkyuv —

p(ut ko) G2+ [pk] + p (ut kpo)’] G2+
[pc2kizky — p (u + kyc) (v + kye)] G2+
[chk;y (kv — kyu) — & (u 4+ kyc) (u? +v?) +
c? (u+kgzc 5]
pc (u+ kye) (kyu + kyv) — %] Ds |
p(v+k c) 9 [pcPk, ky,+
p (u+ kyc) (’U +k C)] sz + [,002]{;2
@+k@]@é[m%<@u—mw+
M pc (v + kye) (kyu + kyv) +

~—1

L(v+kye) (u? +v )]68—124

p(u— kue) 2 4 [p?k2 + p (u— k)] B2
[oc?koky — p (u — kze) (v — kyc)] 22+

[Pk (kov = kyu) + 5 (u = kye) (u? + 0%) +
pc (u — k) (kg u—l—kv)juw] %jL
P(U—k‘c)a — [pPkk,+

(o — kae) (v ky)) 22 + [k
p(v—kyc) } Ws [ pc*hy (kyu — kyv) +
podg) | pc (v — kyc) (kyu + kyv) +

v—1

L (v— kyc) (u* + v?)] 88—1/;4

(4.14)

Que nada mais é do que a formulagao caracteristica das equacgoes adjuntas

para o problema Euler bidimensional.

Com ela, assim como na condicao de

contorno de farfield do escoamento, é possivel determinar o vetor de variaveis

adjuntas completo nos volumes “fantasmas” a partir da informacao que propaga
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do dominio em direcao a fronteira.

Assim como nas equagoes caracteristicas do escoamento, observa-se que as 2
primeiras equacoes estao relacionadas com a velocidade normal a fronteira —v - 71,
enquanto a 3% e 42 equacoes estao relacionadas a ondas actisticas através das

caracteristicas —(V - 11+ ¢) e —(V - 1 — ¢), respectivamente.

Afim de simplificar a notacao, este sistema pode ser escrito ao definir os co-
eficientes das variaveis adjuntas separadamente como constantes formadas por
propriedades do escoamento. Aqui, vale lembrar que a solucao adjunta é obtida a
partir de uma solucao estacionaria do escoamento e, portanto, todas as proprie-
dades fisicas sao constantes espacialmente no processo de resolu¢ao do problema

dual. Desta forma, obtém se as seguintes expressoes:

p

Cllt% + Cl2t%
+C3 %8 = T C1 taw4 = Cll:cal + Clap 3¢2+C3x P+ xaali‘*
+ Oy G2 + Croy %2 + Cuay 52 + Chray 5t

)
Con gf + Caor 5 w2
a d d d
+Ca3 22 50 + Con M = Corx éil + Caas 8122 + Co3, 3:,: + Coty 8124
) ) d
+ Cory % + Cgy 52 + gy G2 + Cogy 5t

Capp %L o T Csar gt o2y
+C33tw + C34tw = Ca1p 22 ax + Cap, 22 D 2 + Cage aﬁ?’ + Cs4 a¢4+
+ C1y %t + Claoy G2 + Cay 52 + Cay Gt

Cane gf + Can % aw +

+C43t 2+ Cuar am = 04151:% +C 2:z:a_dgjg2 + C43:c =+ Oy :z:aadg}g4L
+ Oy G2 + Cagy B2 + Cuzy 52 + Cugy 5t
\ = Ry
(4.15)

De maneira a facilitar a implementacao deste sistema de equacoes, tabelas
que mostram os valores de cada uma das constantes acima sao encontradas na

tabela C.1 (apéndice C).
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4.2.1 Entrada

As condicoes fixas e calculadas nos volumes “fantasmas” das equacgoes adjun-
tas sao completamente analogas as do escoamento e, portanto, estao relacionadas
as caracteristicas que “entram” ou “saem” dele. A figura 4.1 apresenta esque-
maticamente a propagacao de caracteristicas adjuntas em fronteiras de entrada.
Observe que, devido a forma como o problema dual foi formulado, elas sao “espe-
lhadas” em relacao as caracteristicas do problema primal. Este fato sera explorado

na fixacao de propriedades adjuntas vindas do escoamento nao—perturbado.

Fronteira Fronteira

-~ —(V'1n +c)
~—— -v-n (multiplicidade 2
IS

~— —(V-h —¢)

~—— =1 +c)
~—— -v-n (multiplicidade 2
IS

— —(V-h —¢)

Dominio Dominio

(a) Caso subsonico (b) Caso supersonico

Figura 4.1: Propagacao de caracteristicas adjuntas em fronteiras de entrada

—

Subsonica  Neste caso, deve-se resolver 3 caracteristicas (—V - 71, —V - 7l e

— (V-7 + ¢)) apresentadas no sistema de equagoes (4.16) abaixo:

Cri %t + C1oy %2 + C13 %8 + Cry %t = Ry
Cont gf + Cy 1taw2 + Cy tawg + Cos tam = Ry (4.16)
Cs1e 31 + Uz tawz + Cs3 taws +C3 taw4 = Rj3

Note, no entanto, que existem 4 incégnitas e apenas 3 equagoes. Portanto,
deve se utilizar alguma informacao de corrente nao perturbada para determinar
o estado completo da fronteira. Entretanto, nao existe uma propriedade conhe-
cida a ser fixada a priori, jA que as varidveis adjuntas nao tem sentido fisico.
Esta informacao deve vir da condigao de contorno de farfield pela equagao (3.38)

reescrita abaixo:

$aC) (5Q5 — Q%) =0 (4.17)

Observe, no entanto, que o termo:

9Qs

26" sk (4.18)

o

esta relacionado com a variagao da métrica e, uma vez que as mudancas da malha
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sao muito pequenas no farfield, este termo pode ser desprezado. Assim, a equacao
que representa a condicao de contorno de farfield recai na mesma expressao do

gradiente completo reescrita abaixo:

$aC25Qs = 0 (4.19)

Este termo involve o produto escalar entre as varidveis e variacoes de fluxo
normais a fronteira no dominio do escoamento. Na realidade, strictu sensu, as
variagoes de fluxo normais a fronteira no dominio do escoamento sao dados pela
equagao (3.10). Entretanto, o segundo termo desta expressao também esta rela-
cionado com variacoes da métrica e, como ja dito diversas vezes neste trabalho,
estas variacoes sao despreziveis ao longe, uma vez que a regiao mais influenciada

no processo de otimizacao ¢ a regiao proxima ao aerofolio.

Assim, a anulacao deste termo, implica que 1 deve ser ortogonal a todas
as variacoes de fluxo realizaveis C'Sﬁ)éQﬁ. Desta forma, as variaveis ¢ podem
ser entendidas como forgas de vinculo generalizadas que impoem conservacgao de
massa, quantidade de movimento e energia em todas as variacoes de fluxo em toda
fronteira (VOLPE; SANTOS, 2009). Pode-se, ainda, relacionia—las ao principio dos
deslocamentos virtuais, onde as variaveis adjuntas sao forcas que nao exercem
trabalho sobre os deslocamentos virtuais, representados aqui pelas variacoes de
fluxo realizaveis, mantendo assim o sistema em equilibrio ou, em outras palavras,
realizavel (GANTMACHER, 1975). Esta é uma possivel interpretagao do significado

das variaveis adjuntas e suas condicoes de contorno.

Dado o caminho que o problema variacional é construido, a mesma interpre-
tacao das variaveis adjuntas poderia, na realidade, ser empregada no dominio do
escoamento. E importante recordar que Q) deve ser realizavel, mas é, de outro
modo, arbitrario. Entao o tnico meio de tornar esta integral nula é tomar 1
como solucao das equacoes adjuntas. Dentro desta estrutura, a logica por traz do
método é semelhante a minimizar o trabalho virtual das forcas generalizadas de
vinculo v, assim assegurando que a trajetoria do sistema no espaco de estado é
inteiramente realizavel (VOLPE; SANTOS, 2009). Embora estas idéias nao tenham
qualquer relagao na algebra, elas podem guiar a deriva¢ao que segue (relagoes de

compatibilidade).

Na condicao de entrada subsonica, foram fixadas 3 propriedades para a re-
solugao do escoamento: pressao de estagnacao, temperatura de estagnagao e o
angulo de ataque. Para poder utilizar estas informacoes, no entanto, é necessario

reescrevé-las como variacoes das varidveis conservadas Q3. A temperatura de
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estagnacgao é dada pela seguinte expressao:

(v — 1) (v +v?)
To=T|(1 4.20
=1 (14 0= (4.20)
Mas, lembrando que ¢ = /yRT e T' = £, entao:
(y-1) uZ+v?
p (1 B z(w >)
Ty = 4.21
o i (4.21)
Que pode ser escrita em funcao das variaveis de estado Qs:
Q2>+ Q3" — v (2pQ1 + Q2° + Q5°)
Ty =— 5 (4.22)
2vRG:
J& a pressao de estagnacao ¢ dada por:
(=1 (@ + )\
= 1 4.23
po=p ( + 502 (4.23)
Mas, como:
p To\ !
T — —p| =2 4.24
RQ, © =P ( T) (4.24)

Entao, a pressao de estagnacao pode ser escrita em funcao das variaveis de

estado Q3 da seguinte maneira:

7
2. 02 -0
(=D (@ + Q3 20:Q0) (1 - 5ar5t s )
— - (4.25)

Uma vez que é possivel escrever a variacao da temperatura de estagnacao

como:
0Ty Ty a7y Ty
0Ty = —0Q1 + —0Q2 + —0Q3 + —0 4.26
b= 5090+ 55,0+ 5500+ 550 (4.26)
Entao, tem—se:
5Ty — (v = 1)[6Qug — (v — 1)(0Qou + 6Q3v)] n
YRp
. M 2 2
YRp
Da mesma forma, para a pressao de estagnacao:
8])0 8]70 apO 8pO
1) —— 01+ —0Qr+ —0Q3 + — 4.28
Po = 80, (@ 90, Q2 905 Qs 50, 0Q4 ( )
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Entao:
o [20Quu 25Qu — 5Qu(ut 3] [l — 1P 02) ey~ 2)n)
" 22ey = (v = D(u? + v?)]
PR R A 7T
20Q4 [26,(7* =) — (1 +7° =) (W + )] (%)
" (4.29)

22e;7 — (v — 1)(u? + v?)]

A dltima propriedade fixada (dngulo de ataque) pode ser escrita facilmente

em funcao das variaveis conservadas da seguinte maneira:

Qs
tana = = 4.30
0 (4.30)
E, como sua variacao é dada por:
0 (tan «) 0 (tan o)
0(tana) = ———00Q)s + ———=0 4.31
Obtém se:
J (tana) = 5@3110# (4.32)

Fazendo ¢ (tan ) = 0, que equivale a fixar o angulo de ataque matematica-

mente, obtém-se:

5Qs = — 00, (4.33)

Substituindo (4.33) em (4.27), fazendo 7y = 0 (temperatura de estagnagao

fixa) e resolvendo a equagdo para 6Q)4, tem-se:

0Qa(y — 1)(u? + v?) + 0Qu ey — (v — 1) (u? + v?))]
’)/’LL

Agora substituindo (4.33) e (4.34) em (4.29), fazendo dpy = 0 (pressao de

estagnagao fixa) e resolvendo a equagao para 0@z, tem-se:

1 2ei(y — 1)y
0@y = =0 2 — il L L 4.35
QQ 9 Qlu Y + Y (U2 + 'U2) ( )
Substituindo (4.35) em (4.34), chega-se a:
1
0Qa = 50Q1 [=2e(y = 2)7 + (v = 1)* (¢ + 07)] (4.36)
Finalmente substituindo (4.35) em (4.33), tem-se:
1 2e,(y — 1)y
0Q3 = =0 2 - R . 4.37
Q3 9 le v+ (U2 + U2) ( )
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Assim, a imposicao das propriedades: pressao de estagnacao, temperatura de

estagnacao e angulo de ataque na condicao de entrada subsonica para a resolugao

das equacoes de Euler implica na seguinte variacao do vetor de variaveis de estado:

;

0Q1
t[2-+07 - 2t ] 0,
5 == 5 == v et(y—
Qp Q v [2 — 2 - 2(u(211)12))’7] 501

\

(4.38)

5 [=2ei(y = 2)7 + (v = 1)2(v? +v°)] 6Qs

\ J

Ao utilizar esta variagdo na equacao (4.19), impde—se a realizabilidade. Ou,
em outras palavras, que a variacao 0Q)s satisfaz as equagoes que governam o

escoamento. Assim, obtém se a seguinte equacao:

2ves (v — 1)} (kyu + kyv) N

0Q1 {1/11 [2—7+72—

u? + v? 2
n wz{(2—7+72)k‘xu2+2(1—72+72)kyuv—(7—1)7kx“2+
2ve, (v — 1) 2k, uv + ky (u? — v?)]
a 2 (u? 4 0v?) } -
—y (v = D) kut + 2 (1 — v +92) kudv + 2k, u?
| 2 47 *
2(1 =7 +72) kyuv® + (2 — v +~?) kot
+ 2 (u? +v?) *
2ve; (v — 1) [k, (u? — v?) — 2k, uv]
- 22 7 ) } -
_ {(kzu o) [(y = 1) (u® +0%) = 29e] [(2 = 7 +97) (* +0*)]
Ya 4 (u? 4 v2)
(kou + kyv) [(v — 1) (u® +v*) — 29e,] [-27e, (v — D]] _
n y T ] } =0 (4.39)

Para que esta equagao seja verdadeira independentemente da variagao de 6Q)1,
¢ necessario que o termo entre chaves {---} seja sempre nulo. Portanto, deve-se
resolver a equacao {---} = 0 para uma das variaveis adjuntas, obtendo o seu
valor em funcao das outras, de tal modo que a condicao de ortogonalidade des-
crita anteriormente seja satisfeita. Aqui vale ressaltar que a escolha da variavel
adjunta nao influencia diretamente o campo de solu¢ao. Assim, é interessante
escolher aquela que resulta na expressao mais simples, facilitando a implementa-
¢ao numérica. Escrevendo, por exemplo, 1 em funcao das outras, obtém se a

seguinte relacao de compatibilidade:
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¢ = — ( 72 ’}/) k:cu2 2 (1 + 72 — ’Y) k‘yUU (7 — 1)7]{3;5'1}2
1

u2+v2

2e;(y — 1)y [2k,uv + kp(u? — v?)] o+
- 2
(kpu + kyv) (u? 4 v?) [2 —y+92% - 726’5(7_1)7]

u24v2

(v = Dvkyu +2[1 4+ (v — 1)7] (ko + kyuv®) + 2k, u?0?
(ko + byo) (2 +02) [2 =y + 42 — 2]

u24v?2

24 (v — D] kyo* 4 2e(y — 1)y [—2k,uv + ky(u? — v?)]

+ . N V3 +
(kpu + kyv) (u? 4 v?) [2 — 742 - 762(211,2) }
L =D @) ~2en] (247" =)
2[2— v+ - 2|
— 1) (u?® +v?) — 2e7] [2¢ -1
=016+ ) 2ol ey - |, )
2 (u? +v?) [2 —v 0 - T ”]
Que pode ser escrita de forma simplificada na forma:
1 = C1¢hy + Cotpg + Csily (4.41)

Note, no entanto, que o fato da solucao do escoamento ser a mesma durante
toda a solucao das equagoes adjuntas implica que os termos C; sejam constantes

no tempo, mas nao no espago. Assim, tem se:

9 0,0 B o,

( 2¢2) - mas % (CZ¢2) 7A 018—1’;

Ot (4.42)

Portanto, ao derivar a equagao (4.41) em relagdo ao tempo, obtém—se uma

relacao do tipo:
oYy
ot

Oy
ot

s
ot

Oy

G ot

o s o N ) (4.43)

Desta forma, com a equagao (4.43) é possivel, finalmente, completar o sistema
linear (4.16), resultando em:

(

Cllt% + Cl2t% + 013t% + Cl4t% = R

C2lt% + sz% + C23tai + Cw% = R (4.44)

Cs1e % + Csy % + Csagt s+ Cay % = Rj '
S - 0% - 02% - G2 = 0
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Que pode ser escrito na forma matricial da seguinte maneira:

T (¢ ) (

Ciy Cigy Cis Chy o R,
C'2116 C22t C23t C’241‘/ % o R2 (4 45)
Caip Cay  Cszy Cay s Ry
o
_1 —01—02—03_\8—;) \O)

O sistema pode ser resolvido numericamente com decomposicao LU, por
exemplo. Entao, as variacoes das varidveis adjuntas no volume fantasma sao
dadas por:

_ O
0 = —,

At (4.46)

Por fim, a atualizacao das variaveis adjuntas em um determinado volume
“fantasma” é dada por:
Gt =P + 6y (4.47)

Supersonica Neste caso, deve-se resolver as 4 caracteristicas, ja que todas elas
saem do dominio. Assim, basta resolver diretamente o sistema de equagoes (4.15)
para obter as variacoes 01; e assim determinar o valor das varidveis adjuntas nos

volumes “fantasmas” através da expressao:
n+l _ /n
wghost - wghost + 5w (448)

A tabela 4.1 apresenta um resumo das condi¢oes de contorno adjuntas nas

fronteiras de entrada que correspondem a cada regime de escoamento.

Tabela 4.1: Resumo das condicoes de contorno adjuntas de entrada

Regime Variacao 6Q Condicao adjunta ¥
A 0Q2(6Q1), 6Q3(0Q1), 6Q4(0Q1) V1 (Y2, Y3, 1s)
subsonico eqs. (4.35)(4.37) eq. (4.40)
supersonico 0Q; =0 Y, livres

4.2.2 Saida

A figura 4.2 apresenta esquematicamente a propagacao de caracteristicas ad-

juntas em fronteiras de saida.
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Fronteira Fronteira

=(v-h +c)—
L n-————H
-v-n (multiplicidade 2]
_({/,*n _C)<—

_({/.”n +C)=—
L n-—————+
-v-n (multiplicidade 2
_(v,*n _C)<—

A

Dominio Dominio

(a) Caso subsonico (b) Caso supersonico

Figura 4.2: Propagacao de caracteristicas adjuntas em fronteiras de saida

Subsodnica Neste caso, 3 carateristicas entram no dominio e apenas uma sai.

Isto significa que se deve calcular a carcteristica que sai do dominio (v,, + c¢).

Iy
ot

s
ot

s
ot

Iy

Csie— - T

+ Csp——~ + Cs3p—~ + Csyy—— = R (4.49)

Novamente, ocorre um problema para se resolver as equacoes caracteristicas.
Neste caso h& apenas 1 equagao e 4 incognitas. Para determinar relagoes de
compatibilidade andlogas a condicao de entrada subsonica, deve-se lembrar que
a condicao de saida subsonica do escoamento fixa a pressao estatica, que é escrita

CcOomo:

p=O—-1p (et + @) (4.50)

Ou ainda, em func¢ao das variaveis conservadas:

Q,° Qf)
=(y—1 - - 4.51
p-t-v(a-2 -2 (451
Assim, sua variacao pode ser escrita como:
5 5Q 505 + 22 50, + 2 50, (4.52)
p8Q11Q20Q38Q4 |

Calculando as derivadas dp/0Qs a partir da expressao (4.51) e substituindo
as na equagao (4.52), obtém se a variagdo dp em fungao, apenas, das variaveis

conservadas ()g:

5p=(y—1) [(%ﬁ%‘;) 501 —

Q2
Q1

Qs

500 — 0

236Q3 4 6Q4 (4.53)

Impondo dp = 0, que nada mais é do que a condicao de contorno fisica imposta
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na saida subsonica do problema primal, obtém se a seguinte relagao:

(u? + v?)

5@4 = U5Q2 + U5Q3 - T(SQl (454)

Assim, a variacao do vetor de estados que corresponde a imposicao de op = 0

¢ dada por:
( 3
oG
)
5Q = @ (4.55)
0Qs3
| u6Qs +v0Q3 — C ;v )5Q1

Vs

Naturalmente, existem trés graus de liberdade livres e, de cada um deles,

obter—-se-4 uma relacao de compatibilidade.

Utilizando, entao esta variagao na equagao (4.19), é possivel obter uma relagao

que satisfaz a condicao de ortogonalidade ja descrita. Assim:

Q1 {(kzu + kyv) (—uhe — vihs) +

Wﬂq [(7 —2) (u2 + 112) — 2’)/615} } +

+ 0Q2 {ks (V1 + uthy + vib3) + o (kpu + kyv) +
[ (7—1)kx(u2+vz)”
5 +
+ 0Q3{ky (V1 + uthy + vih3) + V3 (kpu + kyv) +
i (7—1)ky(uz+vz)}}:0

+ Yy | kever + u (kpu + kyv) +

+ Yy | kyyer + v (kyu+ kyv) —

: (4.56)

Portanto, a tnica forma de satisfazer a equagao (4.19) garantindo uma per-
turbagao arbitraria §Q é fazendo cada um dos termos entre chaves ({---}) iguais

a zero. O que resulta nas seguintes relagoes de compatibilidade:

= % [26157 —(v-1) (U2 + 7)2)] Yy = Ciy (4.57)
[ —2evky 4 (v — 2)ku® — 2k uv + vk v? B
V2 = { >+ oyp) } Va=Cops (458)

y { —2e,vky, + (v — 2)k,0? — 2k, uv 4+ vk, u?
, =

2 (kyu + kyv) } Wy = Csthy  (4.59)

Substituindo as rela¢oes de compatibilidade (4.57)—(4.59) em (4.49), tem-se:

Oy _ Rs
ot C31.C1 + C39.Cy + C33,C3 + Cayy

(4.60)

As demais derivadas temporais podem ser obtidas pela derivacao no tempo
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das equagoes (4.57) (4.59), que resultam em:

b, O
% - Y
Moy, Oy
% - O
s, Oy
o - Yo

Entao, as variacoes dv; sao obtidas através da relacao:

_ OY
W=

At (4.61)

Finalmente, a atualizacao das varidveis nos volumes “fantasmas” sao dadas
por:

Uit =+ 0y (4.62)

Supersénica  Neste caso, todas as 4 caracteristicas entram no dominio e,

portanto, nao se resolve nenhuma caracteristica. Assim:
Yl =gyt =... =0 =0 (4.63)

Note que, a condicao homogénea é suficiente para anular o termo de condi¢ao

de contorno de farfield, quaisquer que sejam as variacoes Q) 3.

A tabela 4.2 apresenta um resumo das condi¢oes de contorno adjuntas nas

fronteiras de saida que correspondem a cada regime de escoamento.

Tabela 4.2: Resumo das condigoes de contorno adjuntas de saida

Regime Variacao 0Q Condigao adjunta W
. 0Q4(0Q1,0Q2,0Q3)  V1(va), Y2(ta), ¥3(ha)
subsonico eq. (4.54) eqs. (4.57)(4.59)

supersonico 0Q); livres v; =0
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5 PARAMETRIZACAO DA
(GEOMETRIA

De maneira geral, aerofélios tem caracteristicas geométricas bastante com-
plexas como inclinagao do bordo de ataque e segunda derivada do bordo de fuga
infinitas (KULFAN; BUSSOLETTI, 2006). Conseqiientemente, para descrevé—lo nu-
mericamente sao necessarios, tipicamente, muitos parametros de controle. Neste
trabalho, adotou se a parametrizacao proposta por Kulfan e Bussoletti (2006)
para superficies aerodinamicas devido as suas promissoras vantagens no processo
de otimizacao de aerofélios através de uma representacao simples e robusta com
apenas poucos parametros escalares que capturam um grande espaco de projeto
para otimizacao e andlise de projetos aerodinamicos. Neste capitulo sera feita
uma breve descricao desta parametrizacao, uma vez que o seu estudo nao é o
foco deste trabalho. Para maiores detalhes, o leitor pode reportar—se ao artigo

original ou ao trabalho de Ceze (2008).

5.1 Descricao Matematica da Geometria do Aero-
folio

A parametrizagaio CST! proposta por Kulfan e Bussoletti (2006) leva em
consideracao caracteristicas fundamentais para um aerof6lio imerso em um esco-
amento subsonico como a curvatura do bordo de ataque e a forma do bordo de

fuga. Sua formulagao geral é dada pela seguinte expressao:

C

%(:c/é) = C(z/3)- S (x)) + % Byre (5.1)

onde, Ayrg é a espessura do bordo de fuga, o termo S (x/¢) representa a funcao

de forma e C (z/¢) a funcao de classe, definida de forma geral como:

C (x/7) = (%)Nl (1~ i)m (5.2)

C

sigla, em inglés para Class-Shape function Transformation
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Kulfan e Bussoletti (2006) mostram, ainda, que os valores dos exponentes N1
e N2 definem classes gerais basicas de formas geométricas definidas pela expressao
(5.1). Para um aerofélio, por exemplo, os valores adotados sdo N1 = 1/2 e
N2 = 1. O primeiro garante um bordo de ataque arredondado, enquanto o
segundo é responséavel pelo bordo de fuga formar um angulo agudo. A grande
idéia desta parametrizacao é que cada combinacao dos valores destes expoentes
correspondem & um tipo de forma aerodinamica, independentemente da funcao

de forma adotada.

Além disso, o valor da fun¢ao de forma nos extremos £ = 0 e £ = 1 estao

allg]
ollg

diretamente relacionados com o raio de curvatura do bordo de ataque (Rpg),

angulo de fechamento () e espessura do bordo de fuga (Ayrg) pelas relagoes:

5(0):\/2% e S(l):tanﬁJrAyETE (5.3)

Em principio, a funcao de forma “S” pode ser arbitraria. Pode—se escolher,

por exemplo, uma simples func¢ao unitaria S(z/¢) = 1. Ceze (2008) compara a
utilizacao de pontos de controle de uma curva spline com polinémios de Bernstein
propostos por Kulfan e Bussoletti (2006) para parametriza—la. A defini¢do de um

polinomio de Bernstein de ordem n, BPn, é:

n |
BPn = ZKr,nZT (1 — Z)n—r com Kr,n = ( " ) = ni (54)

r=0
onde a variavel z é limitada a valores entre 0 e 1.

A funcao de forma é definida a partir destes polinémios através da introducgao

de parametros de projeto ai, pela expressao:

n

=3[ (-0-57] 69

1=0

Ceze (2008) descreve caracteristicas obtidas, com a utilizacao dos polind-
mios de Bernstein, como continuidade de segunda ordem e pouca sensibilidade
a perturbacgoes bruscas das variaveis de projeto como desejaveis em aplicacoes

aerodindmicas, justificando a escolha feita por Kulfan e Bussoletti (2006).

5.2 Propriedades da Parametrizacao CST

Ceze (2008) faz um estudo deste tipo de parametrizagao e conclui que quanto

maior o nimero de parametros que representam a geometria, pior é o condicio-
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namento da matriz dos coeficientes do sistema de equacoes que relaciona pontos
de controle da geometria com os parametros. Isto significa que podem haver
combinacgoes diferentes de parametros que resultam em geometrias muito pareci-
das, que sao computacionalmente iguais dentro de uma certa tolerancia. Assim,
esta “nao unicidade” da parametrizacao CST pode dificultar a convergéncia do

algoritimo de busca do minimo da funcao de mérito.

Para representar uma determinada geometria com a parametrizacao CST,
minimiza-se o erro da geometria desejada e a obtida pela parametrizacao pelo
método dos minimos quadrados. Uma vez que a principal aplicagao do método
adjunto visada neste trabalho é a otimizacao de aerof6lios sujeitos a escoamen-
tos transonicos, ¢ natural escolher uma geometria usada nestas condicoes para
analisar o erro da representacao com relagao ao nimero de parametros utilizado.
Assim, a figura 5.1 compara duas representagoes do perfil RAE 2822. Note que
parametrizd la com grau 1 nao é suficiente para uma boa representacao da ge-
ometria, entretanto, com uma parametrizacao de grau 7 ja é possivel capturar

bem suas caracteristicas (CHIEREGATTI, 2008).

Geometria Parametrizada Geometria Parametrizada
> Pontos Originais o Pontos Originais

-0.02 -0.02

-0.04 -0.04

~0.06 L TS 0°° | I I L L ~0.06

Figura 5.1: Comparacao da parametrizacao com diferentes graus de
aproximacao

A figura 5.2 apresenta um grafico do erro da representacdao em relacao a
geometria exata em funcao do nimero de parametros utilizados. Este grafico
semilogaritimico tem como objetivo ilustrar a melhora do desempenho da para-

metrizagao com o aumento do nimero de parametros.

Observe que, neste caso, a partir da utilizacao de 5 parametros, para repre-
sentar o intra ou extradorso de um aerofélio, ja nao existem ganhos significativos
em qualidade da representacao. Aliando este fato as observagoes feitas por Ceze
(2008) com relagao a “ndo—unicidade” da parametriza¢do, pode—se chegar & um

consenso de que a representacao de aerofolios apropriados para o regime de voo
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transonico, como o RAE 2822, durante o processo de otimizacao deve utilizar algo
entre 5 e 10 parametros. Por este motivo, nos testes de otimizacao apresentados

no capitulo 6, as geometrias sao representadas com 7 parametros.

T
—¥— Extradorso
—+— Intradorso

Erro

107+

i i I i I i I i

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Nimero de parametros

Figura 5.2: Erro da parametrizagao com relacao ao nimero de parametros
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados apresentados neste capitulo sao divididos em casos de validagao
e aplicagao. Como ja destacado na secao 1.2, um mesmo algoritimo de solucgao
das equacoes adjuntas pode ser construido de modo a permitir a implementacao
de varias medidas de mérito. Assim, ao menos em tese, é possivel validar esse
algoritimo com base numa medida de mérito especifica, para s6 entao desenvolver

as demais.

Uma vez que as variaveis adjuntas nao possuem um significado fisico, nao exis-
tem maneiras de validar o c6digo computacional implementado para determina—
las apenas a partir de seu campo de solucao. Contudo, isto pode ser realizado
através de casos de validacao que utilizam medidas de mérito apropriadas, como
as de projeto inverso. Em esséncia, elas implicam na adocao de distribuicoes de
pressao objetivo que correspondem a geometrias conhecidas previamente, sob as
mesmas condicoes do escoamento da solugao base. Com isso é possivel verificar se
a rotina é capaz de recuperar a geometria que, de fato, corresponde a distribuicao
objetivo prescrita. Naturalmente, para que os testes sejam efetivos é preciso que
as distribuicoes objetivo representem resultados experimentais ou, pelo menos,

resultados numeéricos validados experimentalmente.

Ja os casos de aplicacao sao problemas de otimizacao aerodinamica com inte-
resse mais pratico na industria e correspondem a casos em que se procura obter
alguma melhora no desempenho de uma geometria inicial, como a maximizagao
da sustentacao. No entanto, uma melhora no desempenho também pode ser ob-
tida por meio de medidas de mérito de projeto inverso ao editar uma distribuicao
de pressdo objetivo que apresente caracteristicas desejadas. E importante notar
que nestes casos nao se conhece a geometria que corresponde a distribuicao de

pressao desejada a priori e nem ao menos se tal distribuicao é factivel.

Todos os casos apresentados neste capitulo envolvem medidas de mérito de
projeto inverso. Além disso, foram simulados com as seguintes condicoes de
escoamento nao perturbado: p,, = 108987.7728 Pa e T,, = 255.556 K, com razao
de calores especificos v = 1.4 e constante do gas R =287 J/Kg - K.
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O processo de otimizacao é realizado no ciclo de projeto apresentado na se-
¢ao 1.3. Em todos os casos apresentados neste trabalho foram computados 50
ciclos. Este elevado ntimero se justifica pela escolha do algoritimo de busca do
minimo escolhido, o steepest descent, que consiste variar cada um dos parametros
B; que determinam a geometria através de um passo fixo A a partir da equa-
¢ao (1.7), utilizando, para isso, o gradiente de sensibilidade calculado a partir das
solucoes adjunta e do escoamento. Como ji dito, este método é pouco eficiente.
Entretanto, a possibilidade de obter solucoes que oscilem em torno da distribui-
¢ao objetivo, principalmente em casos onde existe onda de choque, fez com que

se adotasse um passo A pequeno.

Vale lembrar que sao utilizados 7 parametros para representar tanto o intra
quanto o extradorso do aerof6lio em uma malha com 150 elementos em cada um
deles. Para ilustrar a eficiéncia do método adjunto no processo de otimizacgao
de aerofolios em casos como estes basta lembrar que, para se obter o gradiente
de sensibilidade por diferencas finitas seriam necessarias uma solucao base mais
uma solu¢ao para a variagao de cada um dos parametros, ou seja, 15 solucoes
do escoamento. Por outro lado, com o método adjunto, bastam duas solugoes de

custo computacional similar: uma do escoamento e outra das equagoes adjuntas.

A secao 6.1 ainda apresenta discussoes sobre algumas particularidades obser-
vadas na solucao adjunta na superficie do aerof6lio. Por fim, a secao 6.3 exibe
alguns comentarios sobre aspectos importantes a respeito do sentido de propaga-

cao de perturbacoes nos problemas primal e dual.

6.1 Casos de Validacao

Dois casos de validacao, descritos na tabela 6.1, sao apresentados nesta secao.
Naturalmente, ambos tém distribuicoes de pressao objetivo que correspondem a

geometrias conhecidas.

Tabela 6.1: Casos de validacao do ciclo de projeto inverso

Caso Geometria original Geometria objetivo Mach Angulo de ataque

1 RAE 2822 NACA 0012 0.75 0.0
2 NACA 0012 RAE 2822 0.75 1.0

Caso de Validagao 1

A figura 6.1 apresenta um caso em que parte—se de uma geometria NACA
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0012, com distribuicao de pressao desejada correspondente ao perfil RAE 2822
sujeito a um escoamento a Mach 0.75 e 0.0° de angulo de incidéncia. Nota—
se que, apos 50 ciclos, a geometria nao coincide exatamente com o RAE 2822,
entretanto o método é baseado nas diferencas entre as distribuicoes de pressao,

que sao bastante condizentes, como mostra a figura 6.1(a).

15

T T
—— NACA 0012
—— RAE 2822
e %QO Ciclo

-15 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

z/c

(a) Evolucao de C,

0.08
0.06
0.04

0.02 Hfy

-0.02 %

-0.04

-0.06

-0.08 L L L L L L I I I

(b) Evolugdo da geometria

Figura 6.1: Caso de validacao 1 — RAE 2822 para NACA 0012

De maneira a avaliar quantitativamente a melhora da distribuicao de pressao
da geometria obtida em relagao a geometria inicial é interessante apresentar a
evolugao da medida de mérito, calculada pela equagao (1.1), reapresentada abaixo
por conveniéncia. A medida de mérito da geometria inicial é de Iy = 0.0151 e,
apo6s os 50 ciclos, obteve se uma geometria que satisfaz muito bem a distribuicao
objetivo com Iy = 9.9948 x 10~*. Vale lembrar que tanto as pressoes p e pg s30
os adimensionais utilizados na método numérico apresentados na secao 2.2.

1= %/ (0 — pa)?ds (6.1)
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Este caso apresenta uma caracteristica muito importante, que é a recuperacao
da simetria. Uma vez que extra e intradorso sao parametrizados separadamente,
um caso em que parte-se de uma geometria assimétrica para uma geometria

objetivo simétrica pode indicar falhas isoladas na implementagao do cédigo.

A figura 6.2 apresenta o campo de solucao das varidveis adjuntas do primeiro
ciclo de projeto do caso de validacao 1. Assim, elas correspondem a solucao
adjunta do perfil RAE 2822 sob as condi¢oes de escoamento ja citadas. Observe
que o campo adjunto é nao—nulo apenas numa regiao muito proxima da superficie
solida. Este fato justifica as condi¢oes de contorno homogéneas recomendadas na

literatura para fronteiras de farfield.

ORI (d) s

Figura 6.2: Campo de solucao adjunta do caso de validacao 1

De maneira a melhorar a apresentacao da solugao adjunta, a figura 6.3 mos-
tra as distribuicoes de pressao das geometrias inicial e objetivo juntamente com
a solucao adjunta na superficie do aerof6lio. Note que apesar da condicao perio-
dica aplicada a linha de corte, aparentemente, existe uma descontinuidade das

varidveis adjuntas no bordo de fuga do aerofélio.

Observa—se que existem caracteristicas interessantes a serem analisadas no
extradorso do aerofolio. Ao contrario do intradorso onde, aparentemente nada

de especial ocorre (com exce¢ao do bordo de fuga), percebem se variagoes no
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RAE 2822
NACA 0012
R C;
-15 i i i i i i T I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1
xr/c

(a) Distribuigdo de C), do caso simulado

. ; . é . .
_80 0.1 0.2 0.3 0.4 O./S_ 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xr/c

(b) Solugao adjunta (extradorso)
8 T T T T T T T T I

. . ; . ; ; . ; . ;
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xr/c

(c) Solugdo adjunta (intradorso)

Figura 6.3: Solucao adjunta do caso de validagao 1

valor das variaveis adjuntas logo apos a linha sonica (onde a curva de C, cruza
com C’;), no choque e nos pontos de estagnacao do bordo de ataque e de fuga
do aerofélio. Vale ressaltar que, na linha sonica um dos autovalores do problema
adjunto é nulo, enquanto nos pontos de estagnacao dois autovalores sao nulos,

implicando em uma singularidade do problema.

E importante destacar que as varidveis adjuntas nao tem nenhum significado
fisico. Assim, é dificil analisar seus resultados. Contudo, um importante topico

a ser analisado diz respeito a dissipacao artificial adicionada ao método. Como
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o principal objetivo deste estudo é o tratamento das condigoes de contorno, sim-
plesmente adotou—se os termos dissipativos propostos na literatura. Acredita—se,
no entanto, que a analise das regioes onde a dissipagao numérica age no contorno
da superficie solida possa revelar importantes propriedades das variaveis adjun-
tas, inclusive sobre o seu comportamento nas ondas de choque, topico ja discutido

por Volpe e Santos (2009) em escoamentos quase—unidimensionais.

O estudo destas caracteristicas da solucao adjunta e sua origem foge do escopo
deste trabalho, mas sao, certamente, assuntos interessantes a serem estudados em

futuras atividades de pesquisa.

Caso de Validacao 2
A figura 6.4, por sua vez, consiste em um teste onde a geometria inicial é o
RAE 2822 e a distribuigao de pressao desejada corresponde a um escoamento a

Mach 0.75 e 1.0° de angulo de incidéncia em um perfil NACA 0012.

15 T T
—— RAE 2822
—— NACA 0012
— quo Ciclo

o

05H

05 }if
_1
-15 Il Il Il L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z/c
(a) Evolugao de C,
0.08
0.06
0.04
0.02if
> 0

-0.04

-0.06

-0.08 L L L L L L I I I

(b) Evolugdo da geometria

Figura 6.4: Caso de validacao 2 — NACA 0012 para RAE 2822
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Nota se que o resultado obtido é bastante consistente com a distribuicao
desejada, acertando o posicionamento e intensidade do choque da geometria final.
Observa—se que, assim como no caso de validacao 1, a geometria final nao coincide
exatamente com a desejada (RAE 2822). Entretanto, a distribuicao de pressao
é muito proxima da desejada. A medida de mérito da geometria inicial é de

Iy = 0.0219 e, apos os 50 ciclos, obteve-se uma geometria com I5q = 0.0027.

Apesar de nao ser um caso pratico, ja que a intensidade da onda de choque
na geometria final é maior do que na inicial, este caso mostra, a capacidade do
método lidar com ondas de choque quando formulado com base nas equacoes de
Euler, que apesar de representarem um modelo simplificado do escoamento, sao

capazes de modelar estes fendmenos nao—lineares.

6.2 Casos de Aplicacao

Assim como nos casos de validacao, dois casos de aplicacao sao apresentados
nesta se¢cao. A tabela 6.2 descreve a geometria inicial e as condig¢oes do escoa-

mento nao perturbado para ambos os casos.

Tabela 6.2: Casos de aplicacao do ciclo de projeto inverso

Caso Geometria original Mach Angulo de ataque

1 RAE 2822 0.75 0.0
2 RAE 2822 0.75 1.0

Caso de Aplicagao 1
A figura 6.5 apresenta o resultado de um caso de aplicacao do método adjunto.
O escoamento incide sobre o aerofélio & Mach 0.75 e 0.0° de angulo de incidéncia.
A distribuicao desejada foi editada manualmente, tendo como objetivo aumentar a

sustentacao do aerofélio e eliminar a onda de choque presente sob estas condicoes.

Observe que, o processo de otimizacao nao conseguiu eliminar a onda de cho-
que. Entretanto, nao ha como garantir que a distribuicao de pressao objetivo
seja realizavel. Note, no entanto, que a geometria obtida no 50° ciclo conseguiu
capturar bem o pico de succao e a distribuicao de pressao no intradorso, minimi-
zando a medida de mérito e aumentando a sustentacao do aerofolio sob as mesmas
condigoes de voo. A medida de mérito da geometria inicial é de I, = 0.0079 e,

ap6s os 50 ciclos, obteve-se uma geometria com distribuicao de pressao que cor-
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Figura 6.5: Caso de aplicacao 1

responde a I5g = 0.0022. Nota se que a variacao da medida de mérito é bem
menor neste caso. Entretanto, vale lembrar que a edicao da distribuicao objetivo
corresponde a pequenas variacoes. Além disso, o fato de propor uma distribuicao
objetivo que nao necessariamente é realizavel implica na impossibilidade de obter

uma geometria final com medida de mérito nula.

Caso de Aplicacao 2
J& a figura 6.6 apresenta outro caso de aplicacao em que o perfil inicial é o
mesmo do caso anterior, porém sujeito a um escoamento incidindo sobre o aerofo-
lio com 1.0°. A distribuicao desejada também foi editada visando a eliminacio da
onda de choque. E, assim como o caso anterior, apesar de nao conseguir eliminar
a onda de choque, minimizou se a diferenca entre a distribuicao de pressao inicial

e a desejada.

Neste caso, a medida de mérito da geometria inicial é de Iy, = 0.0072 e,
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Figura 6.6: Caso de aplicacao 2

apo6s os H0 ciclos, obteve se uma geometria tal que I5y = 0.0016. Note, ainda,
que a distribuicao de pressoes da geometria final ainda diminuiu o coeficiente de
momento em relagao a geometria inicial, o que ainda pode contribuir para uma

reducao do arrasto de trimagem.

6.3 Sentido de Propagacao das Perturbacoes

Neste ponto, vale ilustrar o carater hiperbodlico das equacoes de Euler e ad-
juntas, que implica na existéncia de solugoes na forma de onda. Ao analisar o
transiente de uma solucao do problema primal ou dual', é possivel identificar as
perturbacoes, que sao propagadas na velocidade das caracteristicas e, assim, vizu-
alizar o efeito da inclusao dos termos tempo dependentes em ambos os problemas

garantindo que eles sejam complementares.

I'Neste caso é necessario utilizar um passo de tempo fixo ao realizar a marcha no tempo.
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Uma vez que a solucao inicial das equacoes de Euler é um campo uniforme com
as condicoes de escoamento nao—perturbado, os residuos da solucao representam
as perturbacoes que ocorrem no dominio computacional ao perceber a presenca

de uma superficie solida (no caso, o aerofélio).

A figura 6.7 mostra os residuos das equagoes de conservagao de massa, quanti-
dade de movimento e energia de uma solugao intermediaria nao convergida. Note
que a propagagao de perturbagoes ocorre em todas as diregoes, praticamente em
forma de circunferéncia, que aumenta de didmetro e tem seu centro deslocado

para a direita a cada instante de tempo.

(a) Massa (b) Quantidade de movimento em x

(¢) Quantidade de movimento em y (d) Energia

Figura 6.7: Propagacao de perturbacgoes do escoamento

J& o codigo que resolve as equagoes adjuntas tem a solugao homogénea como
inicial. A propagacao de perturbacoes ocorre devido a integral da medida de
mérito nao nula, que nos casos simulados é, apenas, um termo da condicao de
contorno de parede. Assim, as perturbacoes da solucao adjunta ocorrem de ma-
neira similar as das equacgoes de Euler, partido da superficie s6lida em direcao ao
farfield. A figura 6.8 mostra os residuos das equagoes que resolvem cada uma das 4

variaveis adjuntas durante uma solugao intermediaria, também, nao convergida.

A comparacao entre as figuras 6.7 e 6.8 mostra, claramente, o efeito da in-

clusao dos termos tempo dependentes nas equacoes de Euler e adjuntas. Natu-
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ralmente, como ja dito no capitulo 3, postular estes termos de maneira diferente
nao altera a soluciao em estado estacionario de nenhum deles?, mas possibilita
que suas caracteristicas sejam complementares, ji que o sentido propagacao das

perturbacoes dos dois problemas ocorre de maneira espelhada.

(c) ¢3 (d) s

Figura 6.8: Propagacao de perturbagoes da solugao adjunta

Isto torna possivel todo o desenvolvimento de condicoes de contorno proposto
neste trabalho, pois permite que os graus de liberdade livres do problema de con-
torno primal fornecam a informagao necessaria para “completar” o problema dual,

- o ” . S .
uma vez que possibilita que sejam “fixadas” relacoes entre as variaveis adjuntas
(& principio uma tarefa impossivel, jA que as variaveis adjuntas nao representam
nenhuma propriedade fisica) a partir da equacao que representa a condigao de

contorno de farfield.

2Vale lembrar que a proposta deste trabalho é a otimizacdo de aerofélios em escoamentos
nas condicoes de estado estacionario.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

Nesta dissertacao desenvolveu se uma rotina de otimizacao aerodinamica ba-
seada no método adjunto para escoamentos modelados pelas equacoes de Euler
bidimensionais em malhas nao—estruturadas de triangulos. Entretanto, o maior
mérito do trabalho esta na metodologia de obtencao das condicoes de contorno,
em que se estendeu o procedimento proposto por Volpe e Santos (2009) para

escoamentos em bocais quase unidimensionais para um caso multidimensional.

7.1 Conclusoes

A utilizacao da formulacao Euler e nao Navier Stokes, como modelo fisico do
escoamento, deve—se, basicamente, a dois motivos: primeiro, esta formulacao é
simples o bastante para os objetivos tracados e limitacoes de tempo e recursos;
segundo, ela retém a nao linearidade dada pelo termo convectivo, que é absolu-

tamente determinante para o problema de contorno.

O codigo de solucao das equacgoes que governam o escoamento foi desenvol-
vido com condicoes de contorno baseadas em equacoes diferenciais caracteristicas,
tipicamente utilizadas para resolver escoamentos internos. Os resultados obtidos
computacionalmente sao condizentes com os obtidos em softwares ja consagrados
como o CKFD-++, mostrando que, apesar de pouco utilizadas para escoamen-
tos externos, devido ao seu alto custo computacional, as condicoes de contorno
implementadas convergem para as recomendadas pela literatura (invariantes de

Riemann).

J& o problema adjunto é formulado & imagem e semelhanca das equacoes de
Euler 2-D e suas condi¢oes de contorno sao obtidas a partir de equacoes diferen-
ciais caracteristicas e relacoes de compatibilidade ao invés de impor as condicoes
homogeéneas citadas pela literatura. Desta forma, evita se a sobrespecificacao do

problema (freqiiente causa de ndo—unicidade da solugao e, conseqiientemente, de
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um problema matematicamente mal posto), garantindo que ele seja tao bem

posto quanto o problema original.

Considera se que o procedimento de formulacao do problema de contorno
proposto esta validado, uma vez que resultados de casos similares aos apresenta-
dos por Ceze (2008), que utilizou o procedimento recomendado pela literatura,
convergiram para as mesmas solucoes. Além disso, este procedimento garante

trés objetivos principais:

e Compatibilidade entre os problemas primal e dual;
e Problema dual bem posto;

e Eliminacao do termo correspondente na variacao do funcional aumentado.

Com relacao aos resultados dos casos de validagao e aplicacao apresentados
no capitulo 6, é interessante observar a capacidade que o método adjunto tem de
tratar ondas de choque quando formulado a partir das equacoes de Euler. Muitos
dos métodos consagrados em uso na indtstria sao também, certamente, capazes de
posicionar choques, entretanto, com maior dificuldade, ja que a fisica capturada
por estes métodos nao necessariamente contempla esse tipo de fen6meno nao

linear.

Por fim, dentre as grandes vantagens do método adjunto com relacao a outros
métodos de otimizacao e projeto inverso em uso na industria, destacam se a
sua enorme flexibilidade na definicdo de diferentes medidas de mérito, seu baixo
custo computacional e a liberdade de escolha do modelo fisico do escoamento, do

escoamento potencial linearizado a Navier Stokes.

7.2 'Trabalhos Futuros

Os resultados obtidos neste trabalho trazem expectativas promissoras com
relacao as condig¢oes de contorno propostas. Uma vez utilizadas em escoamentos
externos, pode se pensar em otimizar superficies aerodinamicas em escoamentos
internos. Afinal, as condic¢oes de contorno apresentadas devem ser apropriadas

para estes casos em que as perturbacoes chegam as fronteiras com maior intensi-

dade.

Em principio, a rotina de otimizacao desenvolvida pode, ainda, servir de base
para a continuacao das pesquisas com o método adjunto. Pode se utilizar este

trabalho como ponto de partida para consolidar uma linha de pesquisas na area, e
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desenvolver futuros projetos de iniciacao cientifica, mestrado e doutorado. Segue,

abaixo, alguns possiveis topicos de trabalhos futuros:

Projeto multi-ponto;
e Utilizacao de outros métodos de otimizacao além do steepest descent;
e Implementacao de outras medidas de mérito;

e Implementacao da formulagao bidimensional em aplicacoes tridimensionais,

via secoes de controle;

e Implementacao das condicoes de contorno desenvolvidas para otimizacao de

superficies em escoamentos internos;
e Extensao desta rotina para uma formulacao Euler tridimensional;

e Extensao desta rotina para uma formulacao Navier Stokes bidimensional;

Em testes 3-D, pode—se analisar aplicacoes de interferéncia aerodinamica.

Enfim, as diversas possibilidades de continuagao deste trabalho abrem uma
possibilidade de consolidar, de vez, uma linha de pesquisa nesta area no NDF que

possa render frutos para indistria e a academia.



100

REFERENCIAS

AZEVEDQO, J. L. F. Notas de aula. Métodos Numéricos para Escoamento
Compressivel 1. 2006.

AZEVEDO, J. L. F.; DOURADO, W. M. C. Euler solutions of two dimensional
flows using unstructured meshes. In: Anais do XI Congresso Brasileiro de
Engenharia Mecanica — XI COBEM. Sao Paulo: [s.n.|, 1991. p. 189-192.

CEZE, M. A. B. Projeto Inverso Aerodindmico Utilizando o Método Adjunto
Aplicado as Equagoes de Euler. Dissertacao (Mestrado) — Escola Politécnica da
USP, 2008.

CHIEREGATTI, B. G. Otimizagao aerodinamica de aerofolios utilizando o
método adjunto. Trabalho de Graduacao — EPUSP. 2008.

COURANT, R.; FRIEDRICHS, K. O.; LEWY, H. On the partial difference
equations of mathematical physics. IBM Journal, v. 11, p. 215234, 1967.

FLETCHER, C. A. J. Computational Techniques for Fluid Dynamics 1
Fundamental and General Techniques. 2nd. ed. |S.1.|: Springer—Verlag, 1990.

FLETCHER, C. A. J. Computational Techniques for Fluid Dynamics 2  Specific
Techniques for Different Flow Categories. 2nd. ed. |S.1.|: Springer—Verlag, 1990.

FORTUNA, A. de O. Técnicas Computacionais para Dindmica dos Fluidos:
Conceitos Bdsicos e Aplicagoes. Sao Paulo: Edusp, 2000.

FUJITA, T. Efficient wing design for complex aircraft configuration using cad,
unstructured cfd and inverse problems. In: ICAS. ICAS 2002 Congress. [S.1],
2002. p. 231.1 231.9.

GANTMACHER, F. Lectures in Analytical Mechanics. [S.1.]: MIR Publishers
Moscow, 1975.

GILES, M. B. Aerospace Design: a Complex Task. Oxford, July 1997.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Adjoint Equations in CFD: Duality, Boundary
Conditions and Solution Behavior. 1997. ATAA Paper 97-1850.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Adjoint equations in cfd: duality, boundary
conditions and solution behaviour. In: AIAA Paper 97-1850. |S.1.: s.n.|, 1997.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. On the properties of the adjoint euler equations.
In: BAINES, M. J. (Ed.). Numerical Methods for Fluid Dynamics VI. [S.].: s.n.],
1998.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Superconvergent lift estimates through adjoint
error analysis. 1998.



Referéncias 101

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Adjoint recovery of superconvergent functionals
from approximate solutions of partial differential equations. Oxford, August
1999.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Improved lift and drag estimates using adjoint
FEuler equations. 1999. ATAA.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. Analytic Adjoint Solutions for the Quasi 1D
Euler Equations. Oxford, March 2000.

GILES, M. B.; PIERCE, N. A. An introduction to the adjoint approach to
design. Flow, Turbulence and Combustion, v. 65, p. 393—415, 2000.

HADAMARD, J. Lectures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential
Equations. New York: Dover Publications, Inc., 1952.

HICKS, R. M.; HENNE, P. A. Wing design by numerical optimization. Journal
of Aircraft, v. 15, n. 7, p. 407 412, July 1978.

HICKS, R. M.; MURMAN, E. M.; VANDERPLAATS, G. N. An Assessment of
Airfoil Design by Numerical Optimization. Moffett Field, CA, July 1974. NASA
TM X-3092.

HIRSCH, C. Numerical Computation of Internal and External Flows. Vol. 1:
Fundamentals of Numerical Discretization. [S.1.]: John Wiley & Sons, 1988.

HIRSCH, C. Numerical Computation of Internal and External Flows. Vol. 2:
Computational Methods for Inviscid and Viscous Flows. [S.1.|: John Wiley &
Sons, 1988.

HIRSCH, C. Numerical Computation of Internal and Fxternal Flows. Vol. 1:
The Fundamentals of Computational Fluid Dynamics. 2nd. ed. |S.1.]: John Wiley
& Sons Ltd., 2007.

JAMESON, A. Aerodynamic design via control theory. In: 12th IMACS World
Congress on Scientific Computation. Paris: [s.n.], 1988. (MAE Report 1824).

JAMESON, A. Airfoils admitting non unique solutions of the euler equations.
In: AIAA 22nd Fluid Dynamics, Plasmadynamics and Lasers Conference.
Honolulu, HI: [s.n.], 1991.

JAMESON, A. Optimum Aerodynamic Design via Boundary Control. [S.1.],
April 1994.

JAMESON;, A. Re-engineering the design process through computation. In: 35th
Aerospace Sciences Meeting € Exhibit. Reno, NV: ATAA, 1997. ATAA-97-0641.

JAMESON, A. Aerodynamic Shape Optimization Using the Adjoint Method.
February 2003. Lectures at the Von Karman Institute, Brussels.

JAMESON, A.; KIM, S. Reduction of the adjoint gradient formula for
aerodynamic shape optimization problems. ATAA Journal, v. 41, n. 11, p.
2114-2129, November 2003.

JAMESON, A.; KIM, S. Reduction of the adjoint gradient formula in the
continuous limit. In: ATAA Computational Fluid Dynamics Conference. [S.1.:
s.n.], 2003. ATAA 2003 0040.



Referéncias 102

JAMESON, A.; MAVRIPLIS, D. Finite volume solution of the two dimensional
euler equations on a regular triangular mesh. AIAA Journal, v. 24, n. 4, p.
611-618, April 1986.

JAMESON, A.; NADARAJAH, S. K. A comparison of the continuous and
discrete adjoint approach to automatic aerodynamic optimization. In: ATAA
38th Aerospace Sciences Meeting and Ezhibit. Reno, NV: |s.n.|, 2000,

JAMESON, A.; SCHIMIDT, W.; TURKEL, E. Numerical solution of the euler
equations by finite volume methods using runge—kutta time—stepping schemes.

ATAA Journal, 1981.

JAMESON, A.; SRIRAM; MARTINELLI, L. A continuous adjoint method for
unstructured grids. In: ATAA. 16th CFD Conference. Orlando, FL, 2003.

KIM, H. J.; KOC, S.; NAKAHASHI, K. Aerodynamic design of wing—
body-nacelle-pylon configuration. In: AIAA Computational Fluid Dynamics
Conference. [S.1.: s.n.|, 2005.

KULFAN, B. M.; BUSSOLETTI, J. E. Fundamental parametric geometry
representations for aircraft component shapes. In: 11th AIAA/ISSMO
Multidisciplinary Analysis and Optimization Conference. Portsmouth, VA: [s.n.|,
2006.

LANEY, G. B. Computational Gasdynamics. New York, NY: Cambridge
University Press, 1998.

LEVEQUE, R. J. Finite—Volume Methods for Hyperbolic Problems. |S.1.|:
Cambridge University Press, 2002. (Cambridge Texts in Applied Mathematics).

LIONS, J. L. Optimal Control of Systems Governed by Partial Differential
FEquations. 1st. ed. Berlin: Spirnger—Verlag, 1971. (Die Grundelehren der
mathematischen Wissenschaften, 170).

LOMAX, H.; PULLIAM, T. H.; ZINGG, D. W. Fundamentals of Computational
Fluid Dynamics. |S.1.|: Springer-Verlag Berlin, 2001.

MACCORMACK, R. A perspective on a quarter century of cfd research. In:
11th AIAA Computational Fluid Dynamics Conference. Orlando, FL: |s.n.|,
1993. ATAA-93-3291.

MAKINO, Y.; IWAMIYA, T.; LEI, Z. Fuselage shape optimization of a
wing-body configuration with nacelles. Journal of Aircraft, v. 40, n. 2, p.
297 302, March April 2003.

MALISKA, C. R. Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional.
22 ed. Rio de Janeiro, RJ: LTC, 2004.

NAIK, D. A.; KRIST, S. E.; CAMPBELL, R. L.; VATSA, V. N.; BUNING, P. G;
GEA, L. M. Inverse design of nacelles using multi-block Navier-Stokes codes.
In: AMERICAN INSTITUTE OF AERONAUTICS AND ASTRONAUTICS.
ATAA 33st Aerospace Sciences Meeting and Exhibit. Reno, NV: ATAA, 1995.
ATAA 1995 1820.



Referéncias 103

OLIVEIRA, G. L.; TRAPP, L. G.; MACEDO, A. P. Engine airframe integration
methodologies for regional jet aircraft with underwing engines. In: AMERICAN
INSTITUTE OF AERONAUTICS AND ASTRONAUTICS. AIAA 41st
Aerospace Sciences Meeting and Ezxhibit. Reno, NV: ATAA, 2003. ATAA
2003-0934.

PIRONNEAU, O. Optimal Shape Design for Elliptic Systems. New York:
Springer Verlag, 1983. (Springer Series in Computational Physics).

PRAGER, W. Introduction to Mechanics of Continua. |S.1.|: Ginn and Company,
1961.

PULLIAM, T. H. Solution methods in computational fluid dynamics. Lecture
Notes for the Von Karman Institute for Fluid Dynamics. 1985.

REUTHER, J. J. Aerodynamic Shape Optimization Using Control Theory. Tese
(Doutorado) — University of California Davis, 1996.

RODRIGUEZ, D. Response surface based optimization with a cartesian

cfd method. In: AMERICAN INSTITUTE OF AERONAUTICS AND
ASTRONAUTICS. AIAA j1st Aerospace Sciences Meeting and Exhibit. Reno,
NV: ATAA, 2003. ATAA 2003-0465.

SADRI, R.; LEBLOND, D.; PIPERNI, P. Coupling of a wing inverse design
code to an euler/navier—stokes flow solver using mesh movement capabilities.
Advanced Aerodynamics, Bombardier Aerospace. 2002.

SANTOS, L. C. C. A Hybrid Inverse Optimization Method for Aerodynamic
Design of Lifting Surfaces. Tese (Doutorado) — Georgia Institute of Technology,
1993.

SANTOS, L. C. C. A Study on Aerodynamic Design Optimization Using An
Adjoint Method. Braunschweig, July 1995.

SWANSON, R. C.; RADESPIEL, R. Cell centered and cell vertex multigrid
schemes for the navier—stokes equations. AIAA Journal, v. 29, n. 5, p. 697-703,
May 1991.

VOLPE, E. V. Notas de aula. Algebra Tensorial Generalizada. 1993.
VOLPE, E. V. A11 - Inverse Aerodynamic Design Module. |S.1.|, 2004.
VOLPE, E. V. A3  Inverse Aerodynamic Design Applications. [S.1.], 2005.

VOLPE, E. V.; OLIVEIRA, G. L.; SANTOS, L. C. C.; HAYASHI, M. T.;
CEZE, M. A. B. Inverse aerodynamic design applications usign the mgm hybrid
formulation. In: Inverse Problems Design and Optimization Symposium. Miami,
FL: |s.n.|, 2007.

VOLPE, E. V.; SANTOS, L. C. C. Boundary and internal conditions for adjoint
fluid flow problems applications to quasi 1d euler equations. Journal of
Engineering Mathematics (paper accepted for publication). 2009.



104

APENDICE A - AS EQUACOES DE EULER
EM COORDENADAS GENERALIZADAS

Considere as equacgoes de Euler bidimensionais em sua forma diferencial con-

servativa escritas em coordenadas cartesianas:

0Q OE OF
ot Oxr Oy (A1)
onde o vetor de variaveis conservadas Q e os vetores de fluxo E e F sao represen-
tados por:
P puU pv
U u? + UV
Q=1|" T P p (4.2)
pv puv pv* + p
e (e+p)u (e +pv

Assumindo uma transformagao de coordenadas que transforma o espago car-

tesiano no espaco transformado ao redor de um aerofélio indicada na figura A.1

e dada por:
T =t
£ = &(z,y,1)
n = n(yl)
— = Tn

=

0 /////////K///////////ﬁ// ///////K/////////Kl
Parede Solida

3

Figura A.1: Transformacao de coordenadas
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Entao, utilizando a regra da cadeia, pode-se escrever:
1
0Q 0Q 0 0Qo¢  0Q 017 8Q 0Q 0Q
I I= — A.
ot oot oot oot o TS Ty, A9
0
OE OE 0 OE 0¢ OEOn 8E
- - = s T A4
or  Ordr ofox " onox 5%5 (A-4)
0
oF  JFO0 oF o5 OFoOn 8_F 8_F
9~ orpy ocoy T ogoy o A9
Substituindo (A.3), (A.4) e (A.5) em (A.1), obtém-se:
0Q 0Q 0Q OE OE OF OF
— A.
7 +£t 5"‘7]1& +£x 6_'_7790 gyag nya =0 ( 6)
Multiplicando (A.6) pelo Jacobiano da transformagao J, tem-se:
0 0 8E
SR IEGE G GG Iy
I i1 III Ia%e v
OF OF
J596_5+J77y% = 0 (A.7)
VI VII
onde,
Iz y,
d(t,z,y)
1= [en| = |0 v e | = ()
0 x, y,
Mas, pela regra da cadeia:
0 .0 0Q
0 0Q
Al
1T — (%“( J§Q) = Q@S (J&) + & —- ¢ (A.10)
0 0 0Q
— — A1l
1171 — o (JnQ) = an (Jnt>+Jnt8n ( )
0 0 OE
v — JE, JE) + JE, A12
5 VEB) = B (J&) + JE. 5 (A.12)
0 0 JE
Vo= a—n(JmE) —Ea—n (Jm)+J77x(,),—17 (A.13)
0 0 OF
_ = —_— —_— A.14
0 0 OF
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Substituindo (A.9) (A.15) em (A.7), chega-se a seguinte expressao:
0 9, 0 0

5-(70) = Qi () + 2 (J6Q) — Qi (J6) + 5 () +
~Qp () + g UEE) ~ B (J6) + 5 () +
B () + g JGF) ~ Foe (J6) + o (JnF) +
—F(% (Jn,) =0 (A.16)

Rearranjando os termos de forma conveniente, obtém-se:

5 UQ)+ 5T (6Q+ B+ &P+ 7 (Q + mB+ )] +
o+ e+ 5 )+

0 0
VB | g (6) + 5 ()] +

+F [(,fg (Je,) + 2 (Jny)” —0 (A7)

As derivadas dos termos em coordenadas cartesianas podem ser expressas

em funcao das derivadas dos termos em coordenadas generalizadas da seguinte

maneira:
1
or 9¢& On
% /5{0 ot Ot % 1 & Un
d _ d _
S gg‘o% o4 g =D = |0 & no [ {Dg} (AI8)
o) 0
By o o on | \ oy 0 & my
y Oy Oy N~——

[De] ~ ~~ - Dy

[A]

ou, de forma inversa

1
9 ;?Z‘ dz Oy 9
E T 0 or or a 1 Tr yT
0 — e} —
% = %03—2 g—g ? ={Dgt=|0 Te Y {Dc}  (A.19)
B gz’ oo Oy 9y 0z oy

A on on 4
[B]

Substituindo (A.19) em (A.18), obtém-se a relacao:
{Dc} = [A][BI{D.} = [A][B] = [{] (A.20)

onde [/] é a matriz identidade.
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Assim, pode se afirmar que:
4] = (B (A.21)
Calculando-se, agora, [X] = [B] ™", tem-se:
(X][B] =] (A.22)
ou, ainda:
X1 X X3 Tz yr 100
Xo1 Xop Xo3 0 z¢ ye | =10 10 (A.23)
X31 X32 X33 0 Ty Yy 0 01
Resolvendo o sistema, chega-se a seguinte matriz [X]
1 ']_1 (x"?yT - SCTZ/n) J_l (ITyE - xEyT)
[(XI=10 J Yy, —J Ly (A.24)
0 —J J e
Comparando as matrizes [X| e [A], chega-se as seguintes relagoes:
gt = _zrgx_yTgy
5:(: = J_lyn
& = —J 'z,
Nt = —Lrle — Yrlly
Ne = _J_lyf
n, = J 'z (A.25)

Substituindo as relagdes obtidas no termo entre chaves ({---

(A.17), obtém-se o seguinte resultado:

Q2 )+ U8+ 5w +
VB | 6)+ 5 ()| +
FE | (U6)+ 5 (m)| = 0

Portanto, a equagao (A.17) fica simplificada:

0

0
5 Q)+ 56 1 (6Q+ LB+ 6F)

on

+ 2 Q- mE +nyF)] =0

}) da equacao

(A.26)

(A.27)
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que ainda pode ser excrita como:
0Q OE JF
Q + = =0 (A.28)

or

o€ " an

onde o novo vetor de estados transformado Q pode ser representado da se-

guinte forma:

(

p
_ puU
pU

(&
\ /

E os vetores de fluxo transformados E e F:

E=J(GQ+&E+&F) = J

F=JnQ+nE+nF)=J

&p + & (pu) + &, (pv)
& (pu) + & (pu® + p) + &, (puv)
& (pv) + & (puv) + &, (pv* + p)

(

nep + e (pu) + 1y (pv)
ne (pu) + n5 (pu® + p) + 1y (puv)
ne (pv) + 0z (puv) + 1y (pv* + p)

Definindo as componentes contravariantes de velocidade como:

0
U =g+ &u+ &
0
V:%‘I'Uxu‘l‘nyv

Pode-se escrever os vetores E e F' da seguinte maneira:

/

=
I
<

pU
pulU + p&;

poU + p&,
(e+p U

ou, de outro modo:

= Ol

|

\

J

( )

pV
puV + pn,

|
I
<

pvV + pn,
(e+pV

| Get&lletplul+& (e +p)o] |

| e+ le+p)ul + (e +p)] |

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)
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Assim, pode se definir as matrizes Jacobianas C; e Cy do sistema transfor-
mado de forma andloga as matrizes A e B do sistema cartesiano:

B _om (e oF (0
= 3q” 9 (Jax)+acz (Jay)

R 0B (on) | oF (i
€ = 907 (Jax) g (‘]ay) (4.33)
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APENDICE B — UMA PROPRIEDADE DAS
EQUACOES DE EULER EM COORDENADAS
GENERALIZADAS

Nesta se¢ao, sera apresentada a demonstragao da expressao (VOLPE, 1993):

OF 0 (o OFL
35y ae = o (Sj, 5 55) (B.1)

Para isso, considere a seguinte equagao:

Sy 0
og g

(JBi) =0 (B.2)

Entao, pela regra da cadeia:

7 afj, a (S;/f]/) 1 8 irs 83310 83:11, 5
Sy e = i = 559z |Gira€ e e )
¢ o¢ 20¢ ogr 9¢

1 s | O ox? Oz Oj/ ox? dx?\ OF

e — Ej/p/qle —_— f _I_ ;
2 0&m 0E® o&r 0gs ) o€t
1 [ 0xP 9xT\ OF

— € s - B3
2€J p'q'€ ( oer 9 ) o (B.3)

Assim, na variacao:

L OF7 1 :
552-/ = —Ej/p/qlezm [

9 (027) 027 Q¥ O (627) | OFT
R

1 . 8 / 833'(1/ 8.7:]/
= €, e"F —_— P
= g {88 M”” ) e a&i%

9 [/ . 0a? OF
arR [5 (+") e g ” (B4)

7' gi 2

Obtém se:

. OF7 e [0 o\ 0z? OF7
Z»,—,: o o s - B
Vg~ e {6‘8” W“”” ) 56 a&z” ()
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Mas,
;o OxP
(5[13p = a—gkégk
Portanto:
5gi oFr" o irs O o ([ 0x" Oz 0]-7
i o i'v'd’ oEr 8€k oEs 8{’

0
DE"

Lembrando que é possivel escrever:
D' 2q’
/Gk /65

E, ainda:

4 1ol 4

27" €S

BBy = o By
2 (86 - 6y )

Entéo, substituindo (B.9) em

/
ﬁkﬁq =3 tp Enks

Mas,

1
r P— .
Sj’ = §€j’p’q’€

Portanto, a equacao (B.7) resulta em:

[Ej’p’q’ € (ﬁk

=2 (s - srst) +

,6]-"
s 852

)}

5 (0 sy

j'm/n’ rsigp’ A4 _
€ €pgert€ O B =

(o0 — ooy ) (577 -

0i67) By B =

+ ﬂln/ﬂgn’l

(B.8), obtém-se:

v (oo + o)

. / /
TSZ/@g) 6}:]

53, a;; = 8? {ejfpquei” Bet'” €nks (ﬁk Y+ ﬁk)}
_ 8(27“ :ej,p,qlet’p'q' irs 81 gaaj; ? 5§’f] =
- L [erents fk} _
— air :5;’, (6207, — 6467) t,aaj; 55}
= 8% (6,05 — 0;0,,) S¥. % ]

OF7
¢t

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(5;;?’53’5;5; S O 5;},’5;'5;’) g g7 =
. ﬂ?lﬂlm’l

(B.9)

(B.10)

(B.11)

)
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Entao:

0

- QF . /
0S% 074 0 SZ-,a 08" — S,

B OF:
J agi T 8£r 351'

o€

5¢' (B.12)

Observe que o termo cancelado na ultima equacao corresponde simplesmente
as equacoes de Euler em estado estacionario e, portanto, sao nulas. Assim, final-

mente, obtém—se:

!

Y- A Y
Z'/ a = — Q= T;/ a ! B].
55) g = 3 (55 ) (19
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APENDICE C — DEFINICAO DOS
COEFICIENTES NA FORMULACAO
CARACTERISTICA DAS EQUACOES
ADJUNTAS

A tabela C.1 a seguir mostra os valores atribuidos aos coeficientes Cjj;;, do
sistema (4.15), que representa a formulacao caracteristica adjunta baseada nas
equacoes de Euler bidimensionais. Os indices dos coeficientes sao determinados
da seguinte maneira: o primeiro indica a equacao do sistema caracteristico; o
segundo, refere—se a variavel adjunta a que esta relacionado; e o tltimo, ao tipo
de derivada parcial. Assim, Cys,, por exemplo, é o coeficiente do termo % da

segunda equacao do sistema (4.15).

Vale ressaltar que, no caso, todos os coeficientes sao constantes no tempo du-
rante a solucao adjunta para cada elemento da malha, uma vez que sao formados
por expressoes matematicas que envolvem apenas propriedades do escoamento
(lembrando que a solu¢do adjunta é determinada a partir de uma solugdo esta-
cionaria do escoemanto). Entretanto, eles variam de elemento para elemento.
A definicao destes coeficientes tem como finalidade facilitar a vizualizacao do
sistema caracteristico (que possui termos bastante complicados) como um todo,
mostrando que apesar de sua aparéncia “assustadora”, ele nada mais é do que um
sistema linear, que pode ter sua implementacao numérica facilitada ao definir os

termos Cj;; propostos na tabela C.1.



Tabela C.1: Coeficientes da formulacao caracteristica das equacgoes adjuntas

Coeficiente Valor Coeficiente Valor Coeficiente Valor
Ch 1 Ciig u Chiy v
Chat U Clag u? Cl2y uv
Cha v Chze uv Chay v?
’lL2 ’U2 u U2 ’U2 v ’lL2 ’U2
Chat ( er ) Cua % Clay : 2+ ;
Cone 0 Co1 Pky CQly —pky
02215 pky CQQ:E 2pkyu CQQy —p (kxu — /{Zy’l))
Cast —pk, Cose —p (k’xu - k’yU) C23y —2pkgv
ky (3u®+0v” 2k, kg (u2 4302 2k,
Cou p (kyu — kyv) Cosx — | pkguv — 2 ( 5 ) pv_kl” Caay {Pk‘yuv _ 5 ) _ pj_kl
Cae P Cs1e p (u+ kyc) Caiy p(v+kyc)
Cat p(u+ kyc) Cs2z [PC%@% +p(u+ ka)Q] Clazy - [chk:xk‘y —p(u+ kye) (272“’ kyo)
Csa p (v~ kye) C3s — [pPkeky — p (u + kpc) (v + kyo)] Cssy [pPk2 + p (v + k’yc)2 ]
2 c™ (v y C
Caa 7”: + pe (kyu + kyv) + Csaz — [pc?ky (kov — kyu) + Csay — [pc%l, (kyu — kyv) — %_‘_
+2 (u? +v?)] —L (u+ kye) (u? +0*) + —pc (v + kye) (kyu + kyv) +
—pe (u+ k) (ko + k) — %} — 20+ kye) (u? +12)]
Caie p Caig p(u— kyc) ) Ciy p(v— kyc>
Clio p (u— kyc) Cliox [pc2k‘5 + p(u — k) } Clay — [pPkiky + p (u — kyc) (112— kyc)]
Clize p (v —kyc) Clize — [pPkiky — p(u — k) (v — ky0)] Clsy [pc?k2 —p (v — kycz |
2 CT(V—KyC
C44t 'fil — pC (k‘xu + k’yU> + C44;E {pCQk’y (k’x’l} — k:yu) + C44y — [pCQk’x (k;yu — /{Z:E’U) — %‘i‘

+2 (u? +v?)]

+£ (u— kye) (u? +0*) +

— pe (= kye) (R + yo) + 2200 |

+pc (v — kyc) (kyu + kyv) +
— 2 (v —kye) (u* + UQ)}

FIT sppunlpy $2050nbs sDp 0213S11939DAD,) ODIDINULLO DU SJUIILY07) SOP 0D ([ — 1) 221pugdy
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