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ABSTRACT

Four femion interactions models have been studied to clarify their conceptual aspects and
possible applications in quantum field theory. In this work we present the structure of the
renormalization group in the Nambu-Jona-Lasinio model up to 1-loop order. The model is not
perturbatively renormalizable in the usual power counting sense, but it is treated as an effective
theory, valid in a scale of energy where p << A, being p the external moment of the loop
and A a massive parameter that characterizes the coupling of the non-renormalizable vertex.
We clarify the tensorial structure of the interaction vertices and calculate the functions of the
renormalization group. The analysis of the fixed points of the theory is also presented using
Zimmermann procedure for reducing the coupling constants. We find that the origin is an
infrared-stable fixed point at low energies and has also a nontrivial ultraviolet stable fixed point,
indicating that the theory could be perturbatively investigated if the momentum is low enough.



RESUMO

Modelos com interagoes quarticas fermionicas tem sido estudadas para clarificar aspectos
conceituais e possiveis aplicagoes em teoria quantica de campos. Neste trabalho apresentamos
a estrutura do grupo de renormalizacdo no modelo de Nambu-Jona-Lasinio até a ordem de
1-loop. O modelo é nao renormalizdvel perturbativamente, no sentido usual de contagem de
poténcia, mas é tratado como uma teoria efetiva, vdlida numa escala de energia onde p << A,
sendo p o momento externo do loop e A um parametro de escala de massa que caracteriza
o acoplamento do vértice nao renormalizdavel. Esclarecemos a estrutura tensorial dos vértices
de interagao e calculamos as func¢des do grupo de renormalizacao. A anélise dos pontos fixos
da teoria também é apresentada e discutida usando o formalismo de reducao das constantes
de acoplamento proposto por Zimmermann. Encontramos a baixas eneergias a origem como
ponto fixo infravermelho estavel e um ponto fixo nao trivial ultravioleta estavel, indicando a
consisténcia perturbativa se 0 momento é pequeno.
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Introducao

A Teoria Quantica de Campos (T'QC), como sabemos, é uma teoria que sofre problemas de
divergéncias. A origem matematica do problema é bem conhecida, divergéncias ocorrem nos
calculos perturbativos porque duas distribui¢cbes nao podem ser multiplicadas em um mesmo
ponto [1]. Explicitamente, as divergéncias em T'QC surgem quando se calcula as corregoes
radiativas de uma determinada funcao de Green. Elas estao presentes nos loops dos diagramas
de Feynman. Existem dois tipos de divergéncias: a ultravioleta (UV) e a infravermelha (IR).
A divergéncia UV surge quando a amplitude a ser calculada vai ao infinito quando o momento
do loop de integracdo tende ao infinito. Por outro lado, quando a amplitude é infinita para
o momento do loop indo a zero, dizemos que héa divergéncia IR. Em geral, as divergéncias IR
aparecem em teorias de campos de massa nula.

Do ponto de vista histérico, foi na Eletrodinamica Quéantica (EDQ) que as divergéncias
apareceram pela primeira vez, e também foi no contexto da ED(@ que surgiu a técnica da teoria
da renormalizacdo. Podemos citar dois problemas bem conhecidos: catastrofe do ultravioleta
(auto-energia do elétron) e a polarizagao do vdcuo (auto-energia do féton), detectados por Op-
penheimer [2] em 1930, ambos os problemas estao relacionados com a criagdo de particulas
virtuais a partir do vécuo, o qual, em T'QC possui um cardter dinamico [3].

Nos anos de 1930 e 40, diversas técnicas foram desenvolvidas para eliminar ou pelo menos
contornar os infinitos da T'QC'. Dentre elas podemos citar o método dos campos compensadores
e fisica da subtracao [4], todas com poucos fundamentos mateméticos, e que esbarravam em
trés pontos cruciais: classificagdo dos infinitos, manutencao da covariancia relativistica (ocor-
ria devido ao uso do cut-off) e falta de comprovagao experimental. A solu¢ao para contornar
esses problemas foi encontrada nas técnicas de renormalizacdo, cujo conceito moderno segundo
Schwinger e Weinberg [5, 6] consiste num processo de eliminar os infinitos absorvendo-os den-
tro de wma redefinicao dos parametros fisicos, que podem ser massa, intensidade do campo e
constante de acoplamento [3].

Mas foi entre 1947 e 1949 que Feynman e Schwinger [6, 7] deram os toques finais na EDQ,
que era ao mesmo tempo renormalizavel e covariante. Eles foram impulsionados pelo congresso
de Shelter Island de 1947 em New York em que Lamb e Retherford [8] apresentaram o resultado

de seu experimento para a medida do desdobramento hiperfino entre os dois primeiros estados



excitados do a&tomo de hidrogénio, que segundo a teoria de Dirac deveriam ser iguais. Entretando,
Lamb e Retherford mostraram que eles diferiam por 1000 MHz, e tal efeito ficou conhecido como
“deslocamento Lamb” (Lamb shift). Ainda em 1943, o fisico japonés Tomonaga [9] ja havia
desenvolvido uma teoria similar a de Feynamn e Schwinger para a EDQ que foi publicada em
inglés somente em 1946. No ano de 1949, Dyson [10] mostrou a equivaléncia entre os dois métodos
e conseguiu classificar os infinitos da teoria provando que eles podiam ser renormalizados [3].

Nos anos seguintes a FD(Q provocou grande entusiasmo entre os fisicos e os calculos foram
sendo executados com aproximagdo cada vez melhor (da ordem de 107!). Tentou-se também
a aplicagdo dos métodos de renormalizagdo & interagao fraca e a interagao forte. Atualmente as
interagoes eletromagnética, fraca e forte estao unificadas pelo modelo padrao, permanecendo de
fora a gravitagao.

A partir desse momento grande parcela da comunidade cientifica comegou a acreditar que a
renormalizabilidade deveria ser uma caracteristica fundamental a toda T'QC. Hoje, sabemos que
a renormalizabilidade ndo é uma caracteristica essencial e que é possivel descrever o mundo fisico
a partir de uma teoria nao renormalizavel! [11]. Bem antes da discussdo sobre a renormaliza-
bilidade, Fermi, nos anos de 1930, ji usava uma teoria nao-renormalizivel na aproximagao de
arvore, envolvendo uma interagao corrente X corrente, na tentativa de explicar o decaimento
beta? [1, 12, 13, 14, 15]. E no contexto de teorias nao renormalizdveis e suas aplicabilidades
que surge o conceito de Teorias de Campos Efetivas. Nesse ponto vale ressaltar que teorias
efetivas estao presentes em toda fisica, como podemos observar no caso da Fisica Cldssica que
pode ser pensada como uma teoria efetiva da Relatividade para pequenas velocidades (em outras
palavras para uma escala pequena de energia). Outro ponto importante é que teorias efetivas
sao validas no limite de baixas energias no qual sao tratadas como teorias renormalizaveis
[1, 11, 13, 14, 15, 16, 17].

Com relacao as interacgoes fortes, a sua dinamica é descrita pela cromodinamica quantica
(CDQ) [18] (para uma revisao geral veja [19]). Para processos de altas energias, como o es-
palhamento inelastico profundo de léptons-hadrons, a teoria de perturbacao tem sido aplicada
com notavel sucesso [20], pois nesse regime a CD(Q exibe a liberdade assintética (a constante
de acoplamento torna-se pequena numa escala de pequenas distancias ou altas energias). Por
outro lado, em processos de baixas energias comparada com a massa dos hédrons (ordem de

1 Gev), a CDQ apresenta aspectos nao perturbativos, tais como o confinamento de quarks e

'Um dos primeiros grandes defensores dessa idéia foi o fisico americano S. Weinberg, prémio Nobel de Fisica
em 1979 pela unificagdo do eletromagnetismo e da forca fraca (Teoria da Forga Eletrofraca).

20 decaimento beta ocorre quando um néutron decai num préton emitindo um elétron e um anti-neutrino
(n — p+ e+ 7). A lagrangeana que Fermi utilizava consistia basicamente de quatro férmions, £ =
%(@pf‘qwn)(dsef,qw;), sendo que em um espago-tempo 4-dimensional a constante de acoplamento G, por
critério de contagem de poténcia, tem dimenséo inversa de massa? indicando que a teoria é ndo renormaliz4vel.
As T'* sdo matrizes de Dirac.
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gluons e a quebra de simetria quiral, tornando o seu estudo analitico nesse regime muito dificil
[21]. Nesse sentido, isto é, no estudo de propriedades da C' D@ em baixas energias, em particular
na investigacao da transicao de fase da simetria quiral, é que modelos efetivos para a C' D@ tem
sido extensivamente estudados nas tultimas duas décadas. Entre eles, o mais freqiientemente
estudado é o modelo de Nambu-Jona-Lasinio [22]. Esse modelo foi originalmente introduzido
para descrever pions como estados ligados de um nucleon e um anti-nucleon, e foi criado em
analogia a teoria da supercondutividade. Eles apresentam interagoes quarticas fermionicas na
sua lagrangeana de interacao e sao estudados especialmente na sua conexao com a quebra da
simetria quiral e sua restauracdo a temperatura e densidade finitas. A termodindmica desses
modelos pode oferecer boas sugestoes no entendimento das propriedades térmicas da C' D@,
especialmente aquelas relacionadas com a simetria quiral [23]. O mesmo tem sido também in-
vestigado em outras condigoes, tais como, potencial quimico finito, acoplamento com um campo
de calibre externo, campos gravitacionais e efeitos de tamanho finito sobre a transicao de fase
[21, 24, 25, 26, 27, 28, 29].

Contudo, modelos com interagoes quarticas fermidnicas sao nao renormalizaveis perturbati-
vamente para D > 2, sendo D a dimensao do espaco-tempo. Entretanto, quando nao existem
restrigoes quanto ao nimero de campos fermionicos IV, o comportamento ultravioleta das fungoes
de Green desses modelos podem ser melhorados usando a técnica da expansao 1/N [30], no qual
se incorpora os efeitos de polarizacao de vacuo e reagrupa-se a série perturbativa em poténcias
de 1/N. Desta forma, modelos com interagoes tipo Gross-Neveu [31] e Thirring [32] tornam-se
renormalizdveis em D = 3. Num espaco-tempo 4-dimensional, entretanto, tal situacao nao se
realiza. Contudo, se tais modelos fossem tratados como teorias efetivas, valida numa escala
de energia pequena o bastante, eles podem tornar-se fisicamente relevantes [5], de modo que a
teoria, nesta escala de energia, pode ser tratada como uma teoria renormalizdvel.

Parte desta tese tem como objetivo a construgao de uma teoria efetiva de um modelo com
auto-interacao quartica fermionica em D = 4, até a ordem de 1-loop. Ela estd dividida em quatro
capitulos e trés apéndices. No primeiro capitulo serd feita uma revisao de alguns aspectos de
teorias efetivas, tomando como base as referéncias [11, 13, 14, 15, 16, 17].

No capitulo 2 apresentamos o modelo, suas simetrias, as estruturas indiciais e tensoriais para
o propagador e para as fungoes de vértices da teoria, bem como a estrutura dos contra-termos
que sao gerados nos célculos perturbativos.

No capitulo 3 nos detemos na apresentacao do método utilizado para o calculo dos diagramas
de Feynman para as fungoes de dois e quatro pontos.

No capitulo 4 fazemos um estudo dos pontos fixos e estabilidade do modelo completo e
do sistema reduzido. Neste capitulo serd feita uma breve revisao do método de reducao das

constantes de acoplamento proposto por Zimmermann. Devido a dificuldade em fazer a andlise
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da estabilidade do modelo geral, com quatro constantes de acoplamento, nos detemos no estudo
de um setor da teoria. A escolha do setor foi motivada por ser o tnico setor, considerando duas
interacoes, em que é possivel aplicar a reducao de constantes. Os demais fornecem resultados
fora das condigoes de validade da reducao.

Os trés apéndices estao dispostos na tese para uma melhor explicacao e apresentacgao de al-
guns pontos contidos nos quatro capitulos, sao eles: (i) o Apéndice A faz uma breve revisao sobre
a notacao e propriedades utilizadas para as matrizes de Dirac no espaco-tempo 4-dimensional
de Minkowski, bem como uma tabela com as integrais calculadas por regularizagao dimensional
usadas no cédlculo das fungoes de Green de dois e quatro pontos; (ii) no Apéndice B fazemos
uma discussao mais detalhada sobre as simetrias de paridade, conjugacao de carga, reversao
temporal e quiral do modelo e, por fim; (iii) no Apéndice C fazemos a listagem dos 8 diagramas
calculados para a funcao de Green de dois pontos e os 80 diagramas calculados para a funcao
de Green de quatro pontos, ambos até a ordem de 1-loop.

Por ultimo fazemos uma discussao das conclusées do trabalho e apresentamos as referéncias

utilizadas na realizagao do mesmo.
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Capitulo 1

Teorias Efetivas

1.1 O que é uma Teoria Efetiva

A idéia de teorias efetivas estd presente em vérias partes da fisica, um exemplo disso é a Fisica
Newtoniana (F'N) que pode ser pensada como uma teoria efetiva da Relatividade Einsteniana
(RE). Quando estamos interessados em descrever o movimento de um carro cuja velocidade
v é muito pequena quando comparada com a velocidade da luz ¢, v << ¢, o problema em
questao pode ser tratado usando a RE, mas como a escala de energia do experimento é muito
pequena (pensando que a energia cinética é proporcional a v) a FN cumpre muito bem o papel
de descrever tal movimento reproduzindo os mesmos resultados que a RE a baixas velocidades
(baixas energias) [1].

Em TQC a idéia é a mesma e modelos, como o de Nambu-Jona-Lasinio (NJL), que sao

1 e que a principio possuem baixo poder de predicdo adquirem um novo

nao renormalizaveis
significado quando tratados a baixas energias [33], e nessa regiao podem ser trabalhados como
uma teoria renormalizavel. No caso do modelo de NJL ele poderia ser pensado como uma teoria
efetiva da C D@ a baixas energias.

Em geral existem dois modos de trabalho na fisica, um que busca a unificacdo, uma “teoria
mae” que descreveria qualquer processo fisico. Atualmente uma candidata a “teoria mae” seria
a Teoria das Supercordas [1] a qual inclui, as particulas do modelo padrao, particulas de spin
dois e com massa zero que sao identificadas como gravitons (a suposta particula mediadora da
gravitagao). Com isso a Teoria das Supercordas possibilitaria a grande unificagao entre as quatro
interagoes fundamentais da natureza: eletromagnética, forte, fraca e gravitacional. Entretanto,
essa teoria ainda carece de um bom entendimento para descrigdo do mundo real [1]. Outro modo

de se pensar a fisica seria considerando que todas as teorias seriam teorias efetivas, validas numa

determinada escala de energia, sendo que uma vez que aumentassemos essa escala diminuiriamos

Vale ressaltar que na década de 40, devido ao grande sucesso da FDQ que era uma teoria renormalizdvel,
muitos fisicos acreditavam que a renormalizabilidade deveria ser uma caracteristica fundamental a toda TQC. As-
sim modelos nao renormalizaveis nao tinham a importancia que possuem hoje em dia para descrever experimentos
do mundo real.
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o poder de predicao da teoria. Deste modo, necessitariamos de uma nova teoria efetiva para

descrever os novos experimentos fisicos em questao [1, 11, 13, 14, 15, 16, 17].

1.2 Operadores Relevantes, Irrelevantes e Marginais

Uma forma de classificar um modelo quanto a sua renormalizabilidade é utilizando a classi-
ficacao da mecanica estatistica de operadores relevantes, irrelevantes e marginais. Considerando
uma acao efetiva S, num espaco-tempo D-dimensional, advinda de uma teoria fundamen-
tal a partir da separagdo do campo bédsico numa regiao de altas (¢4) e baixas energias (¢p),

¢ = ¢4+ ¢p, entdo [13, 17, 34]
/D¢BD¢A eSn(9B:dA) — /D¢B eiSA(qﬁB)’

com €A (¢B) — | Do 4€50(98:94) - Agsim, expandindo a acao efetiva em termos de operadores

locais, chegamos que
SA = /dDSCZgZ'Oi, (11)
i

em que a soma ¢é sobre todos os operadores que sao permitidos por consideragoes de simetria
[17]. De modo que estamos trabalhando numa regiao tal que a energia do sistema E ¢é muito
menor que o corte no ultravioleta A. Ou seja, essa acdo é valida no limite de baixas energias
E << A.

No sistema de unidades naturais temos que a dimensao do operador O; em unidade de massa é
[0;] = B4, sendo d a dimensdo candnica do operador, e a dimensdo da constante de acoplamento
g; é dada por [g;] = EP=4_ Redefinindo a constante de acoplamento como gi = AP=d); de modo
que \; desempenha o papel de constante de acoplamento adimensional, temos que de forma

esquematica a acao efetiva pode ser escrita dimensionalmente como

E d—D
SA = ZAD_d)\i/le‘ Ol ~ )\z (A) s (12)

)

notando que a mesma é adimensional e escrita em termos da série E/A. Assim podemos estimar
para processos em uma escala de energia E' a magnitude de cada termo contido na agao Sy
usando apenas argumentos dimensionais. Dependendo da dimensao candnica d do operador O;,
R . . ~ E =D, P
temos trés casos a serem analizados: quando (i) d < D temos que a razao (K) é um numero
grande na regiao em que E' << A, logo dizemos que o termo é relevante (ou super renormalizével)
bai s i) d D ~ E d—D / ’ o~
a baixas energias; se (ii) d > D temos que a razao (3 é um numero pequeno na regiao
em que E << A, logo dizemos que o termo é irrelevante (ou nao-renormalizdvel) a baixas
. ~ g\ D . . . ~
energias e (iii) d = D temos que a razao (K) ¢é adimensional, dizemos entao que esse termo

é importante em qualquer escala de energia, ou marginal (ou renormalizavel)[17, 34]. Na tabela

(1.1) organizamos essa andlise de forma mais resumida.
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d<D d>D d=D

Relevante Irrelevante Marginal

Super Renormalizdvel | Nao Renormalizdvel | Renormalizavel

Tabela 1.1: Resumo das anédlises de relevante, irrelevante e marginal.

Alguns exemplos em D = 4 de operadores relevantes sio ¢ (d = 2), ¥ (d = 3) e ¢* (d = 3);
para operadores irrelevantes temos (1)? (d = 6); e para operadores marginais ¢* (d = 4) e

g (d = 4)% [13, 14].

1.3 Exemplos de Teorias Efetivas em Teoria Quantica de Cam-
pos

A idéia fundamental de uma teoria efetiva é atentar que um dado experimento que a priori
poderia ser tratado utilizando uma “teoria geral”, pode ser também tratado via uma teoria que
seja apropriada para a escala de energia do experimento em questao. Nesse sentido Kaplan
sugere uma lagrangeana efetiva para explicar o porque o céu é azul (Espalhamento Rayleigh).
O problema em questdo consiste basicamente do espalhamento de fotons de baixas energias
(= E,) com atomos neutros em seus estados fundamentais. Aqui, baixa energia significa que
a energia do féton é pequena o suficiente para nao excitar o estado interno do atomo, ou seja
E, << AFE << aal << My, sendo AFE a energia de excitacdo do dtomo (da ordem am.), aal
o inverso do raio de Borh (da ordem ame), M4 a massa do d4tomo e « a constante de estrutura

fina. A priori, este problema poderia ser explicado usando a lagrageana da EDQ, “teoria mais

geral”,
1 - 1 7
L= _EF“”F;W + (i @ —m) — E(auAu)g + e p Atpy,, (1.3)

sendo 1 o parametro de fixagdo de calibre. Mas, como o problema ocorre numa escala de energia

baixa, podemos desenvolver uma lagrangeana efetiva para dar conta do mesmo. A referéncia

[14] sugere a seguinte lagrangeana®

L=C1¢TpFM F,y, + Oop pv® FovP FP 4 CypT p(v*0) FH Fyy, (1.4)

com [C1] = [Co] = M2 e [C3] = M~* (Uma vez que [¢] = M>/?). Os campos ¢ e ¢, represen-

tam o campo que cria d&tomos com velocidade v* e o campo que destréi dtomos com velocidade

*Em unidade de massa, a dimensdo canénica do campo fermi6nico e escalar sdo respectivamente, [¢)] = [¢] =
(D—1)/2e[¢p] = (D —2)/2. Para D = 4, temos que [¢)] = [¢)] =3/2 e [¢] = 1.
A lagrangeana deve ser invariante de Lorentz e invariante de calibre.
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vH, respectivamente. O efeito dominante da lagrangeana efetiva vem dos dois primeiros termos
que possuem dimensao candnica igual a sete, nao renormalizaveis. O terceiro termo é desprezado
uma vez que estd amortecido com uma poténcia de M*. A partir dessa consideracdo o autor

consegue chegar em uma segao de choque para o espalhamento em questao
o 4.6
o~ Elrf, (1.5)

sendo I, a energia do féton e 7 o raio médio do 4tomo. Como a sec¢ao de choque é proporcional
a energia do féton, temos que a luz mais energética serd a luz mais espalhada. Nesse caso seria
a luz violeta, seguida pela azul. Mas devido a sensibilidade dos bastonetes presentes em nossos
olhos vemos o céu azul, ao invés de violeta [35].

Ainda no contexto da EDQ), Lepage [11] sugere a construcao de uma lagrangeana efetiva que
dé conta de explicar os processos de baixas energias envolvidos na FD(@Q. A teoria definida pela
lagrangeana (1.3) é valida numa escala de energia Ag. A partir do uso de um cut-off A nossa
intencao é remover os estados de alta energia da teoria, redefinindo a lagrangeana para dar cabo
de tal remocao e levando em consideragao agora somente os estados de baixas energias. Para ver
como a lagrangeana deve ser redefinida, Lepage calcula alguns processos da FD(Q representados
na figura (1.1). Considerando a corre¢ao de 1-loop para o espalhamento da figura (1.1a), temos

que a parte que deve ser descartada, correspondente a regiao de altas energias, é dada por

A 4
T > ) = ¢ [ 5 W0 e A = P e ). (16)

sendo p e p’ 0s momentos externos para cada linha fermionica.
Assumindo que os parametros massivos sejam muito pequenos comparados ao corte A, en-
contramos que

T(k > A) = —€’c(A/Ao) a(p) A" (W' — p)yu u(p), (1.7)

com ¢(A/Ag) = —&log(A/Ag) e a = €? /47 a constante de estrutura fina do elétron. Para o caso
da figura (1.1b) o efeito dos estados de alta energia pode ser simulado por um termo andlogo ao
mostrado acima. Ja para o caso (1.1¢) temos que o efeito para altas energias é dado pelo termo
d(A/Ao) %@”“, que claramente pode ser desprezado uma vez que o mesmo é suprimido por
poténcias de (p/A)? ji que consideramos p << A. Deste modo, a partir da andlise de quais
diagramas sao mais relevantes, o autor sugere que a lagrangeana efetiva para descrever a FD(Q

no limite de baixas de energias seria
1 Hy (i 1 A )2 7 AM
L= _ZF FHV‘{‘T,ZJ(Z @—ml\)zﬁ—%(a u) +€A71)A @ZJ"}/H, (18)

sendo que mp = m[l + ¢(A/Ag)] e en = e[l + ¢(A/Ap)], com ¢(A/Ag) e é(A/Ap) constantes que
vém do calculos dos diagramas de Feynman na regiao de altas energias definidos no intervalo

de integracao de A a Ag, como mostrado anteriormente. Assim, construimos uma lagrangeana
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efetiva que descreve a £ D(Q numa escala de baixas energias, sendo que o efeito da remocao dos

estados de altas energias é compensado por essas constantes.

(a) (b) (c)

Figura 1.1: (a) Diagrama de corregao de vértice, (b) Diagrama de troca de um féton e (c)
Diagrama de troca de dois fétons.

Quando pensamos em teorias de quatro férmions, Fermi, como mencionado anteriormente,
j& usava uma teoria nao-renormalizavel (em D = 4) na aproximagao de arvore envolvendo uma
interacao corrente X corrente na tentativa de explicar o decaimento beta. Considerando que
a interacao é pontual e que a lagrangeana de interagao é dada pelo produto dos campos que
representam as particulas envolvidas no processo multiplicado por uma constante de acopla-
mento que possui dimensdo inversa de energia?, Fermi conseguiu obter a seguinte lagrangeana
fenomenoldgica dada por [12, 13, 14, 15]
Gr,- 4 -
L= ﬁ(d}pr %)(%FA%), (1'9>
sendo que os subescritos n, p, e e U representam os férmions presentes no decaimento beta (ver
figura (1.2)), que sao respectivamente: néutron, préton, elétron e o anti-neutrino. As matrizes
I' 4 representam as 16 combinagoes das matrizes de Dirac. A teoria teve grande sucesso fenome-
nolégico e foi compreendida eventualmente no entendimento da teoria de calibre de interagoes
eletrofracas, que fazem parte do modelo padrao da fisica de particulas.

n—p+e+v

Figura 1.2: Diagrama do Decaimento Beta.

Ainda utilizando teoria de quatro férmions, Pich [13] sugere uma lagrangeana do tipo

L= 00 P —m)y — (5 — 5 (0% () (110
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sendo que em unidade de massa temos [(¥1))?] = 6 e [(¢¥0%¢)(¥))] = 8 implicando que os
mesmos sao irrelevantes. Como estamos tratando com uma teoria nao-renormalizdavel sabemos
que por correcoes radiativas havera o surgimento de contra-termos diferentes daqueles presentes
na lagrangeana descrita acima. Como o pardmetro A presente na lagrangeana é a principio
arbitrario, vamos considerar que o mesmo seja muito maior que qualquer momento externo p
que flua nos vértices dos diagramas de Feynman do modelo, ou seja p << A. Pela condicao
anterior que corresponde ao limite de baixas energias, termos como (1)9?1) (1)) amortecidos por
poténcias A* poderdo ser desprezados. Assim, a primeira contribuicio diferente da trivial (dia-
grama de drvore) para as fungdes de vértices poderd ser dada somente pelo setor da lagrangeana
proporcional a interacdo (Y1)

Tomando como exemplo o diagrama de auto-energia para esta teoria mostrada na figura
(1.3) temos que a contribuicao divergente para a massa do férmion é dada por

ca [~ d%k 1

Como a integral diverge de forma quadrética e como nesse diagrama nao entra momento externo
no loop, essa amplitude claramente dard uma contribuigao a massa da férmion, dm ~ {5 A2 =~ m.

Efetivamente, como interagdes nao-renormalizaveis se caracterizam por possuirem uma cons-
tante de acoplamento com dimensdo negativa (em unidade de massa), em D = 4 a constante
de acoplamento tera forma g/A2, sendo g agora adimensional. Por outro lado, os contra-termos
induzidos pelo processo de renormalizacao vém acompanhados de poténcias da forma (W#),
sendo m a massa, p 0 momento externo, d(7y) o grau de divergéncia superficial e n a ordem de
perturbacao. A é um parametro de escala de massa que caracteriza o acoplamento de um vértice
nio-renormalizavel. Assim, se p << A ~ m o efeito de poténcias maiores em p/A? serd atenuado.
Desta forma, poderemos construir uma teoria efetiva, nao como expansao nos operadores como

visto na seccao 1.2, mas como uma expansao no inverso da poténcia de A. Isto serd melhor

discutido no proximo capitulo.

1-loop

Figura 1.3: Diagrama de auto-interagao.
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Capitulo 2

O Modelo e o Grupo de
Renormalizacao

2.1 Apresentacao do Modelo e Simetrias

A partir das identidades de Fierz sobre férmions no espaco de Dirac, cor e sabor, pode-se
mostrar que o modelo que descreve a mais geral auto-interacao quértica com simetria interna

SU(N.) ® SU(Ny) [24, 36] é dada pela lagrangeana do modelo de Nambu-Jona-Lassinio (NJL)
L=9(i §=m)p + GrYA")? + Go(¥y"A9)* + Ga (0 A"P)? + Ga(Py*y"X)*, (21)

sendo A%, a = 1,..., N2 — 1 os geradores do grupo SU(N) cor. Em um espaco tempo quadri-
dimensional as constantes de acoplamento G1, ..., G4 tem dimensdo M 2 em unidade de massa'
indicando pelo critério de contagem de poténcia que a teoria é nao-renormalizédvel [1, 12, 37,
38, 39]. Isto implica que o nimero de contra-termos necessarios para tornar as amplitudes de
Feynman finitas aumentam com a ordem de perturbagao.

O modelo é invariante por simetria de paridade, por conjugacao de carga e reversao temporal.

No entanto, o termo de massa m 1 e as interacdes (PA%))? e (Yy°A\%))? quebram a simetria

quiral. Para maiores detalhes ver o Apéndice B.

2.2 Estrutura Geral da Série Perturbativa

2.2.1 As Regras de Feynman

Agora iremos mostrar as regras basicas de Feynman da teoria: o propagador do campo
fermi6nico e as fungdes de vértices. O propagador do férmion representado na figura (2.1) é

dado por,

)
S = (ﬁ ! m)am SarasOercn, (2.2)

sendo « o indice de Lorentz e ¢ e a indices de simetria de cor e sabor, respectivamente. Os

No sistema de unidades naturais (¢=h =1), a dimensao da densidade de lagrangeana em unidade de massa
é [£ = D] sendo D é a dimensdo do espago-tempo. Por outro lado, como [¢)] = [¢p] = (D — 1)/2, implica que
[Gi]=2—- D, sendo i =1,2,3,4.
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oy, 0q,Cq a3, 0,,Cy

Ny

Figura 2.1: Estrutura indicial do propagador.

vértices para o modelo dado por (2.1) sao mostrados nas figuras (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5). Sendo
que introduzimos as linhas tracejadas, pontilhadas com ponto, pontilhada e tracejada com ponto,
para clarificar a estrutura tensorial dos vértices (Y A%))? (PyHA%)2, (2 A%)? e (PydyHA%p)2,
respectivamente. Adotamos também a seguinte notacao compacta para os vértices Gross-Neveu,

Thirring, Quiral e Axial,
a a
A® A = bayas0a1a3 ¢, 05 @ OazanOagas Nege, — troca (qg < au, az + aq,c2 < ¢4),

a a
FRT =5 0y0a1as M ey @ Vpasasazas Aege, — troca (ag < aq,az < ag,c2 < c4),

5 a a
[s @ T5 = Va,a00a102 A1 ¢ © VoasauOazas e, — troca(qg < ay,ag < ayg, ca < cq)

FA & I‘A == (757M)a1a25a1a2)\glcz ® (’757,&)(13(146(13(14Ag3c4 — troca (CEQ < Og,A2 < A4,CQ C4)7

sendo que os indices gregos («) representam os indices de Lorentz e os indices latinos (a,c)

representam os indices de simetria interna.

aq,0aq,Cq Ay, Ay, Co 41,41, C1 Ay, Ay, Cy
1 2 » I » b | »-
! |
! |
! |
: |
= | - ! = iGAQA
! |
! |
! |
) ! ) > 1 >
g 4 »- »-
a3,03,C3 Ay Ay, Cy a3,az,C3 a3, Az, C2

Figura 2.2: Diagrama de arvore para o vértice tipo Gross-Neveu.

2.2.2 A Contagem de Poténcia dos Diagramas e a Regularizagao

De acordo com o critério de contagem de poténcia, o comportamento ultravioleta de um
grafico de Feynman v é governado polo grau de divergéncia superficial [1, 12]. No nosso caso, o

grau de divergéncia superficial é dado por
3
d(v)=4- §N + 2V, (2.3)

sendo N o niimero de linhas externas do campo fermiénico e V' o ntimero de vértices do diagrama.
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aq,0aq,Cq ay, 0y, Cy ay,aq,C1 Ay, Ay, Cy
! 2 > > > >
= = iG,I'®T
» » »- »-
3 4 »- »-
- as, as, C3 Qy, Ay, Cy as, az, C3 ay, Ay, Cy

Figura 2.3: Diagrama de arvore para o vértice tipo Thirring.

ay,aq,C1 az,ay,Cy a, 0,61 gy Ay, Cy
1 2 > > > >
= = G35 ®Ts
»> »> - -
f 4 > >
az, s, C3 Ay Qg Cy asz, as, C3 2,0z, C2

Figura 2.4: Diagrama de arvore para o vértice tipo quiral.

Como estamos tratando com uma teoria nao renormalizdvel temos que a cada ordem de
perturbagao o grau de divergéncia superficial vai aumentando, em outras palavras, o comporta-
mento no ultravioleta da teoria vai piorando. Para remover essas divergéncias devemos adotar
algum esquema de renormalizacdo. Isso pode ser feito usando a linguagem de contra-termos,
que cancelam as divergéncias das fungoes de Green, de modo que sua estrutura esta relacionada
com o grau de divergéncia superficial. Realmente, de acordo com o teorema de Weinberg [5, 40],
um contra-termo C'(vy) de um grafico v serd um polinémio dos momentos externos, de grau igual
ao grau de divergéncia superficial d(y). Isso fica bem claro quando analisamos os gréficos de
1-loop e 2-loops para a funcao de dois pontos (ver figura (2.6)).

Para o grafico de 1-loop (ordem G;) temos que d(y) = 3 gerando contra-termos 2 propor-

3

cionais a m?, m? p, mp® e pp?. Enquanto que para o grafico de 2-loops (ordem G7) temos

d(vy) = 5 e os contra-termos gerados sdo do tipo m®, m* p, m3p?, m?p? p, mp* e pp*. Note
que a cada ordem de perturbacao que vamos considerando temos o surgimento de novos contra-
termos diferentes daqueles contidos na lagrangeana (2.1), o que implica que para tornarmos a
teoria finita em todas as ordens de perturbagao, devemos adicionar a mesma um nimero infinito
de contra-termos.

De forma analoga para os gréaficos de 1-loop e 2-loops da funcéo de quatro pontos?, ver figura

20s contra-termos devem ser invariante de Lorentz.
3Por comodidade adotamos uma representacio condensada em que p representa quaisquer dos momentos
externos.
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aq,aq,Cq A, Ay, Cy 3,041, C1 Ay, Ay, Cy
I )

P»- »-

= G, TA®T

» > >
»- »-
3 4

a3, ds, C3 Ay, Ay, Cy a3, as, C3 ap, Az, C

Figura 2.5: Diagrama de arvore para o vértice tipo axial.

2-loop

1-loop

Figura 2.6: Diagrama de 1-loop e 2-loops da fungao de dois pontos

(2.7), temos que em 1-loop (ordem G?) d(v) = 2 e os contra-termos gerados sio do tipo m?, m y
e p?; ja para 2-loops (ordem G?) temos d(y) = 4 e os contra-termos com a seguinte estrutura

m*, m? g, m?*p*, mp?® p e pt.

1-loop 2-loops

Figura 2.7: Diagrama de 1-loop e 2-loops da funcao de quatro pontos

Portanto, com relacao a fungao de dois pontos, os termos sem derivadas poderiam ser absorvi-
dos numa reparametrizacao da massa, os de uma derivada numa reparametrizacao do campo,
e os com duas ou mais derivadas sao novos contra-termos diferentes daqueles ja contidos em
(2.1). Semelhantemente, para a fungao de quatro pontos, os termos sem derivadas poderiam
ser absorvidos numa reparametrizacao da constante de acoplamento G;, e os de uma ou mais
derivadas sao novos contra-termos induzidos, que por sua vez requeririam a introducao de novos
tipos de interagdes da forma (YA T P)(YA?Tqrh), (PAT20%)) (AT y1b) e outros termos de
mais derivadas, sendo que I'“ pode ser qualquer uma das matrizes I, v, ¥° ou y5y*.

Ao utilizarmos a teoria de perturbacdo em teoria quéantica de campos, devemos adotar uma
prescricao para remover as divergéncias que advém dos diagramas de Feynman. Tal prescrigao
consiste em escolher um esquema de renormalizacao que regule as integrais e que subtraia os

infinitos (as parcelas divergentes) de maneira sistematica. Neste trabalho adotaremos a regulari-
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zacao dimensional [41]. Em muitas situagoes este é o método mais conveniente, além de que, de
acordo com Manohar [42], no contexto das teorias efetivas, este esquema é quase que obrigatério
para garantir que contra-termos de ordem mais elevadas possam ser desprezados, como veremos
mais adiante.

A idéia desse esquema se baseia no fato de que as divergéncias ultravioleta dos diagramas de
Feynman, que advém dos loops de integracao, sao eliminadas quando se vai para uma dimensao
D do espaco-tempo pequena o bastante para tornar tal amplitude convergente. As integrais
de Feynman sdo entao definidas como fungoes analiticas do espago-tempo D-dimensional, e os

infinitos aparecem como singularidades na forma 1/¢, sendo € = 4 — D, quando D tende a 4 [41].

2.3 O Grupo de Renormalizacao e a Teoria Efetiva

2.3.1 A Equacao do Grupo de Renormalizacao e a Validade da Teoria Efetiva

O Grupo de Renormalizagao (GR) teve origem na eletrodindmica quantica com o objetivo de
estudar o comportamento assintético das funcoes de Green da teoria. Juntamente com a equagao
de Callan-Symanzik, possibilitaram uma analise detalhada do comportamento assintético em
teoria de campos, acarretando na descoberta do fenémeno da liberdade assintética em teorias
de calibre nao abelianas [1]. Em poucas palavras podemos dizer que o GR consiste das trans-
formagoes que deixam invariante as amplitudes renormalizadas quando mudamos o ponto de
subtracao u, sendo que u representa a escala de momento em que as subtragoes dos infinitos da
teoria sao feitas [1, 12, 39].

Agora vamos obter a equagao do grupo de renormalizacdo (FGR) para o modelo de NJL
derivada a partir do esquema de subtracdo minimal (regularizacdo dimensional), chamada de
equacao de t” Hooft-Weinberg [40, 43]. Vamos por simplicidade ignorar inicialmente a nao renor-
malizabilidade da teoria e considerarmos uma tnica constante de acoplamento. Para isso redefi-
nimos a constante de acoplamento G — Gpuc. As fungdes de vértice férmidnicas nao renorma-
lizadas de N pontos F%N) (ps, Gy i, €), para gréficos 1PI, e a renormalizada I'™) (p;, G, m, 1)
estao relacionadas segundo [1, 12, 37, 38, 39]

LY (i, Gy, €) = 2, N2 (1, €) T (py, Gym, ) (2.4)

sendo que o subescrito n representa grandezas nao renormalizaveis, p; os N momentos externos

1/2 L . in
e Zz/ a constante de renormalizacdo para cada linha externa fermionica. Agora, notando que
(N)

a funcao de vértice nao renormalizada I';’ nao depende do ponto de subtragdo u, temos que
—N/2
ar™ z, N dr)
—0=|p—2— | +2Z2N2 [ pm—— ). 2.5

Expressando a derivada total em termos das derivadas parciais,

40, 0G0 omo
du  Ou  OuOG  Op om’
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obtemos a equagao diferencial de t” Hooft-Weinberg

0 0
(”au + md —+ ﬁ ) r™) =o, (2.6)

com a identificacao

om oG pOInZy,
que sao as fungoes do grupo de renormalizacao, que informam como os parametros G e m variam
com uma mudanca no ponto de renormalizacao p. Como nossa teoria é nao renormalizavel,

possui constante de acoplamento com dimensdo inversa de massa?,

é conveniente fazer uma
redefinicao da constante de acoplamento do tipo, G — %M, em que agora ¢ faz o papel de
constante de acoplamento adimensional. Com essa mudanca podemos notar que 'V ) satisfard

a seguinte equacao

0 0
AN +g-— | TN =0. 2.
(W25 955 T =0 2D
Somando as equagoes (2.6) e (2.7), chegamos em
0 0 0
2 B S (N) —
(A RN TRELE +5 M)r 0, (2.8)

sendo que # — g + [, notando que estamos apenas fixando a fungéo beta em ordem mais baixa
como sendo g. Observando também que agora § = §(g,m/A), 5= B(g,m/A) e v =~v(g,m/A).

De um modo rigoroso a equagao (2.8) s6 é vélida no caso de g = 0, para g # 0 a teoria
¢é dita nao renormalizavel e seu lado direito nao é mais verificado. Neste dltimo caso temos
que o lado direito de (2.8) é proporcional aos contra-termos que aparecem na sub-segao 2.2.2,
notando também que os mesmo sdo polindémios de p/A e m/A. Com o aparecimento desses
contra-termos que sao diferentes daqueles da lagrangeana (2.1) que nao poderao ser reabsorvidos
numa redefinicio da massa, campo ou constante de acoplamento - exceto pelos termos: m3/A2,
m? p/A% e m?/A* que serdo reabsorvidos numa redefinicio da massa, campo e constante de
acoplamento, respectivamente - teremos que a FGR nao serd mais valida. Para contornar essa
dificuldade, vamos tratar a teoria como sendo uma teoria efetiva valida numa escala de energia

A, tal que p << A. Assim temos

d d d
<A28A2 Hant mo +ﬂN7>F(N)z0, (2.9)

sendo que o simbolo &~ indica igualdade na regidao em que todos os contra-termos diferentes
daqueles contidos em (2.1) podem ser desprezados. A generalizagao para um modelo com vérias

constantes de acoplamento é feita pela substituicao de

Syl

71 89]

na equacao acima.
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2.3.2 As Funcoes do Grupo de Renormalizagao

De um modo geral temos que a funcao de dois e quatro pontos, com a inclusao das correcoes

radiativas, podem ser representadas, respectivamente, da seguinte forma

r®=i(p—m)+3% (2.10)

INCISLE

AQ/fA@A—i—z

€P®P+z €F5®F5+z T4T4+T, (2.11)

AQM Az“ Az“
sendo que ¥ e I’ vém do célculo dos diagramas de Feynman nao trivial, que neste trabalho
consideraremos até a ordem de 1-loop. No caso de ¥ temos que em 1-loop a mesma é obtida a

partir de

Y= zp(l — T I?),

sendo que g representa qualquer um dos quatro acoplamento, 7 representa o operador que re-
move o termo de pélo da amplitude? 1(2) [34, 44], 1 0 ponto de renormalizacao, e [ @) corresponde
a amplitude de Feynman com linhas externas amputadas, obtida por regularizacao dimensional,

que possue a seguinte estrutura
I® = finita® + polo(2)

com pélo(g) = Res(Q)/e. Utilizando a expansao pu¢ = 1+ elnp e a expressao de 12| encontramos
que

Y= zp {ﬁmta( ) + lnuRes(Z)} ,

em que Res® é o residuo da funcio de dois pontos, dado por
Res® = Am® + Bm? #+ Cmp? + D pp?

em 1-loop. Usando o fato de que estamos trabalhando numa regido tal que p << A = m,
podemos desprezar o teceiro e quarto termos do residuo. Assim a funcao de dois pontos pode

se expressa da seguinte forma
4
r® = g A—] [ﬁmta + Inp(A;m® + Bym ]é)} (2.12)

sendo A; e B; constantes numéricas obtidas diretamente dos diagramas de Feynman.

Agora para obtermos I' temos analogamente ao caso anterior que

2

- g 2e7(4
4Esquematicamente, considere uma amplitude da forma I™ =pslo™) +finita™), de
modo que a operagio (1 — T)p=e 1Y = 1 - T)e“ln” (pélo(N)—i—ﬁnita(N)):(l —
T)(pélo™ +finita™) 4-zInpRes ™ +0 (€)= ﬁmta(N)+xln,uRes , sendo Res™) representa o residuo dos

diagramas de N pontos, que sdo dados pelos coeficientes do termo 1/e.
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sendo I® a amplitude de Feynman em 1-loop para a funcao de quatro pontos com as linhas ex-

ternas amputadas e 92 representa as dez combinacoes entre as quatro constantes de acoplamento

(97, 93, 93, 91, 9192, 9193, 9194, G203, g2ga € gaga). Com I™) dada por
I = finita® + p(’)lo(4) ,
e polo®) = Res™® /€. O residuo nesse caso é dado por
Res" = Em? + Fm ¢+ Gp>.

Novamente utilizando a condicdo que p << A, o segundo e terceiro termos podem ser despreza-
dos. Assim, utilizando a expansdo p?¢ = 1 + 2elny e utilizando a expressio de [ 4 chegamos

que a funcao de quatro pontos pode ser escrita como segue

r4 = AQA+iLZ Ter+iL 6F5®F5+1A w4+

g1

Fu% finita®) + 2111,u(Em2)] . (2.13)

Sabendo que o coeficiente E na verdade é proporcional a A@ A, T @', Ts ® s e Ty @ T'4°,

temos que a funcao de quatro pontos é escrita da seguinte forma

r = A2“ A®A+zA M P®P+ZPM F5®F5+zpu Ta®T4+

- A4N2€ [finital" + 2m*Inp(D1 A® A+ Do T @ T+ D3l @ U5+ DyTa @ D)

— A4,u26 {ﬁn1ta2 +2m2Inpu(Ds A @ A + DgT @ T 4+ D7 T5 @ T's + Dg T4 ®I’A)}

- A ;ﬁe [finitay” + 2m*Inp(Dg A ® A+ Digl @ T + Dy T5 @ T + DioTa @ Ta)|

- jgé p2 [finital") + 2m?Inu(Dis A ® A+ DT ®T + D15 T @ Ts + DigTa @ Ta)|

— 911{32 p2 [finital") + 2m?Inu(Dir A® A+ DisT ®T + Dig T @ Ts + Dag Ta @ T )|

-~ gi%,ﬁﬁ [finital") + 2m2nu(Doy A @ A+ Doy T @ T + Dy3T's @ Ts + Dog Ty @ T 4)]

- %u% finital” + 2m2Inp(Dos A © A + DagT @ T + Dor Ts @ Ts + Dag Ty @ T 4)]

- %,ﬁﬁ finital") + 2m?Inpu(Dog A © A + D3oT @ T + D1 Ts @ Ts + Dy Ty @ T'4)]

- 9/2\%#25 finital” -+ 2m?Inji(Dag A © A + Dya T @ T + Dys T5 @ U5 + Dyg T @ T )]

— %u% ﬁnlta( ) +2m? Inp(D37 AQ A+ D3g T QT 4+ D3gl's @ T's + Dy T'a ® FA) .(2.14)

Uma vez determinadas as fungoes de dois e quatro pontos estamos aptos a calcular as funcoes

do GR, para tanto vamos admitir que possamos fazer as seguintes decomposicoes

o
5= 0ijui g5 9595 94 »
ijikl

®Como estamos tratando com férmions é esperado que por corregdes radiativas (e pelas identidades de Fierz)
um vértice tipo Gross-Neveu, por exemplo, possa gerar vértices do tipo Thirring, Quiral ou Axial. Isso serd
discutido melhor no préoximo capitulo.
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Y= ik 95 95 95 94
ikl

Blay = D Bia),,p 91 95 95 94
ijkl
sendo @ = 1,2,3,4 e a soma é restrita a i + j + k + [ < 2. Aplicando '@ e T4, (2.12) e
(2.14), na equagao (2.9), e colecionando os resultados ordem a ordem, e agrupando os termos
proporcionais a AR A, I'QI', I's ® I's e 'y @ I' 4 teremos:

2

m
§ = iz [(A1 + B1)g1 + (Aa + Ba)ga + (As + Bs)gs + (A4 + B4)ga] , (2.15)
m2
V= W[3191+BQQQ+B393+B494] ; (2.16)
2m? . 2 . 2 . 2 . 2 .
1= g1+ ﬁ[(Bl —iD1) g1 —iDs5 g5 —iDg g5 — iD13 g5 + (B2 —iD17) 9192 +

+ (Bs — D21) 193 + (Bs —iD25) G194 — ©Dag g2g3 — iD33 g2ga — D37 g3g4],  (2.17)

2m? . . . . .
B2 = g2+ F[_iDQ g% + (Ba —iDg) g5 — iD10 g3 — iD14 g5 + (B1 — iD1s) g192 +

— 1D23 g193 — i D26 g194 + (B3 — iD30) g2g3 + (B4 — iD34) 9294 — iD3g g3ga],  (2.18)

2m? . . . . .
B3 = g3+ W[—ZDa 91 —iD7 g5 + (B3 —iD11) g5 — iD15 g7 — iD19 9192 + (B1 +

— Da3) g193 — iD27 9194 + (B2 — i D31) 9293 — D35 g2ga + (Ba — iD3g) g3g4],  (2.19)

2

2m . . . . . .
Ba= g4 + ?[—1D4 g2 —iDg g5 — D12 g3 + (By — iD16) g5 — iDao g1g2 — iD24 G193 +

+ (B1 —iDag) g194 — iD32 g2g3 + (B2 — iD3g) goga + (B3 — iDyg) g394] (2.20)

que sao as funcoes delta, gama e betas da teoria. E os coeficientes A’s, B’s e D’s sao calculados

diretamente dos diagramas de Feynman, como veremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Funcoes de Green

3.1 De Dois Pontos

Nesta secao vamos nos deter em calcular os diagramas de dois pontos representadas pelas
figuras (C.1), (C.2), (C.3) e (C.4) que estdao mostradas no Apéndice C. Podemos notar que
existem dois diagramas a serem calculados para cada uma das figuras, o primeiro (a) em que
existe um trago associado ao loop de férmions que representaremos por I, e o segundo (b) sem
loop de férmions que representaremos por Igr. Assim, temos para os diagramas do caso (a) e

(b), respectivamente, as seguintes expressoes 1

d*k . i
7T)4(HJ)W2 Tr (Hj ) Tr(Ma) dayas (3.1)

; .~ 95 €
[g) = —iF 2L (Aa)eres Ny / (2

A2

; Y P d*k o
Ig[)/ = ZFCKJZM (AO/)\G/)CICQ/ (271’)4 (HJ }é — mHJ> 5(11(12- (32)
ajag

Sendo que g; representa as quatros constantes de acoplamento para j = 1,2,3,4 e II7 representa
I, ", 45 e ¥5y* para j = 1,2, 3,4 respectivamente, F, é o fator combinatorial que vale 4. A
primeira integral, I1,, é nula pela propriedade de trago Tr(\,) = 0, deste modo ficamos somente
com a integral gy, para ser resolvida.

Pela relacao [19, 20]

1

)‘g1c2)‘g3c4 =2 (50104 50203 - ﬁ50162 5CSC4> ’
c

temos que (AgAa)eyes = 20¢16, (N2 — 1)/Ne, logo a integral (3.2) fica

() _ o gje(Nfl)/d“k i
1) = 2F.u =5 G (3.3)

Agora teremos que resolver a integral J; dada por
dtk i
Ji= | —=II"—1II; 34
J / Qm)4 F—m 7’ (34)

!As amplitudes I tem a seguinte estrutura tensorial I = In,apajaseics, Mas para efeitos de calculo serdo
omitidas.
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para cada caso. Assim temos

J
! /( )4 }é m zm/ 27r4k2—m2’
d*k i dk 1
_/ 47 H—mH 4“”/( TAk2 —m2’
J _/ k: i . /d4k 1
57 ) @n )47 F_mn =™ (27r)4k:2—m2’

d*k i
p— 4
Jy /(2 )47’7 - 1’m/ 27T4k2—m2

Usando a tabela de regularizagao dimensional (ver Apéndice A) e considerando apenas a parcela

divergente, temos que

2m)1 k2 —m2 ~ (4r)2 €’

e substituindo esse valor nas integrais acima, encontramos que as parcelas divergentes das inte-

/ d*k 1 im?2 2

grais J's sao

3 9
Jl:_(ZﬂE
Am3 2
JQ:_(47:)2E
39
1= (i
am3 2
Ja = (4:):)22

Voltando para a integral (3.3), a contribuigao advinda da parcela divergente para cada termo

de interagao é dada por

ANZ - 1)1
[ g i 1
SL A2 N.(47)2 €
(2) . Zgg 16(]\72 — 1)
Isp = —m*Foyg A2 N, (4m)? €
3) igg4(NZ-1)1
Isp = —m’Fyy “A2 N.(47)? €
1 N —1)1
19 — p3p, L9 6( ) (3.5)

“A2 N,(4m)? €
Agora, lembrando que o residuo da funcao de dois pontos é dado por Ajm3 + Bij # percebe-

mos que os coeficientes B; sdo todos nulos uma vez que em (3.5) ndo temos nenhum termo

. 2 2 . ~ . . 3
proporcional a m* g . Os coeficientes A; sao proporcionais a m® e dados por

2 _

o 1621
N, (47)?
2 _

Ay — _64(NS - 1)
N.(4m)?

20u seja, ndo entra momento externo no loop de integracéo na ordem considerada.
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C16(NZ - 1)

As = N, (47)2
2 _

4, B4NE-1)
Nc(4m)?

sendo que explicitamos F, = 4.

3.2 De Quatro Pontos

3.2.1 Determinacao dos Termos de Pélo

Para a determinacao dos termos de polo que sdo importantes para o calculo dos coeficientes
D’s da fungao de Green de quatro pontos, vamos comegar observando a figura (3.1) que mostra
um diagrama geral de quatro pontos. A partir das identidades de Fierz [24, 36] podemos perceber

que a parcela divergente em 1-loop do mesmo tem uma estrutura tensorial do tipo
d*k ) ) ) ,
T /(27T)4<A ® B)C = pblo A® A+ pélo, I' @ I' 4+ pélog I's @ I's + pdlo, T4 @ Ts,  (3.6)

sendo A e B referentes aos propagadores e vértices (escalar, vetorial, quiral e axial) associados
as duas linhas fermiénicas de férmions e C representa os outros fatores. O simbolo ® significa

produto direto anti-simetrizado, isto é,

A® B = A asBasasOarasOazsas M o Meneys — AarasBasasOarasOazas Me; oy e

aza4”‘cico’'c3ey aza2’‘cicq”'c3ee?

e os demais foram vistos no capitulo anterior.

1,01, Cq

» . N
» P

az,ds, C3 Ay Ag,Cy

Figura 3.1: Estrutura tensorial geral para a fungao de quatro pontos

Para obtermos as expressoes de pélo; (i = 1,2,3,4) em (3.6) precisamos fazer os produtos
(A B)ARA, (A@B)TT, (A®B)I's®T5, (A B)T'4®T'4 e também outros dez produtos
envolvendo AQ A, I'QI', I's ® 's e 'y ® I'4. Esses produtos sdo facilmente encontrados com

ajuda da relacao de completeza para os geradores do grupo de cor

1

Aglcg)‘é&; =2 (56104 50203 - ﬁéclcz 50304)
C
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e as propriedades de traco das matrizes de Dirac em quatro dimensoes

Tr(y"y") = 4",

Assim os resultados sao

(A® B)A® A =8Ny (N2 —1) [Nf Tr(A)Tr(B) + NLTT(AB)

c

1
(A@B)T T = 8N} (N? - 1) {Nf Tr(An®) Tr(By,) + - Tr( A9 By,)

C

1
(A® B)T5s ®T's = 8Ny (N2 — 1) [Nf Tr(AY®) Tr(Brys) + ﬁTT(A'Y5B'Y5)

C

1
(A B)T4®T'4 =8Ny (N2 - 1) {Nf Tr(Ay°y") Tr(Bysy,) + NTT(AVV’W“B%W)}

A®A A@A:32Nf(N3—1)(4Nf+Ni)

N
A@AF@F:mgﬁf(Nf—n

[

N
A®A F5®F5:32Ff(N3—1)
C

N
ARATL®T, = 7128#(N3 ~1)

c

1
rel F®F2256Nf(N3—1)(2Nf—ﬁ)
C

N
r®rr5®r5:—1zsﬁf(z\73—1)
(&

N
rer I“A®I‘A:—256Ff(NC2—1)
(&

1
[5@T5 T5 @5 =32N; (N2 - 1) (4Nf+ﬁ)
C

N
50T T4 @I, = 128#‘(1\13—1)

C

1
Ty@TaT4@T4=256N; (N2—1)(2N; — ﬁ)'
C

Agora, multiplicando (3.6) em ambos os lados por AQ A, T @I, I's @ I's e 'y ® "4, obtemos:

Iy = 4(4Ny + ]\170)13(3101 + ]l\ipélog + ;Cpélog — ]1\]60p6104
I, = ]1\2p6101 + (64Ny — ]3\726)p6102 - NGCpo'log - ?\ipélo4
I3 = ]ilfcpélol - jlv(ipo'loz + (16N + ]ilfc)pélo;g + ]1V6Cpélo4
Iy = —]1\760p6101 - ]?:Zpélog + ]1\760p6103 + (64Ny — ?\Z)pél%,
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com,

L=TF, /(;l:)]‘“D {Nf Tr(A)Tr(B) + NLTT(AB)_ c

[

dPk 1 ]
I,=TF, /(27T)D {Nf Tr(A~y")Tr(By,) + ETT(A’Y“B%A)_ c

dPk 1
I;=TF, /W [Nf Tr(A~5) Tr(Brs) + v Tr(A~° Bs)

dPk 1 ]
14 =TF, /(27r)D [Nf Tr(Ay" ") Tr(Bys y) + 7 Tr(Ay° 4" Bys )| € (3.8)
C J

Resolvendo o sistema de equagoes (3.7) encontra-se que

) N [2(2 — NcNjp — 4N2N3) I + (14 2NoNp) I + 2(2 + NeNy) Is — (1 + 2N.Ny) 141
pélo; = — N
! 64(—1+ N.Ny)(1 + 3NNy + 2N2 + N?)
(3.9)
; —2[1+(1+2N6Nf)12+213+f4
lo, = N, 1
Poio2 l 128(—1 + N2N?) (3:10)

don — N —2(24 NeNg) I 4 (14 2NeNy) Ia 4 2(=2 + NeNg +4ANZNF) Iy — (1 + 2NNy) Iy
polog = = e 64(—1 — 2N.N; + NZ2N7 + 2N3N3)
(3.11)
i 201 + 1o — 213+ (1 + 2N:Ny) 14
lo, = N, 3.12
Poog = e 128(—1 + N2N?) ’ (3:12)

que sao os termos proporcionais a AQA, '@, I's®@'s e I'4 @ 4, respectivamente. Agora para
calcularmos os pdlo; (i = 1,2,3,4) temos que obter primeiramente as integrais I; (i = 1,2,3,4)
que veém diretamente do célculo dos diagramas de Feynman da correcao de vértice. Uma vez
determinado os pdlo;, estaremos aptos a calcular os coeficientes D’s da fungao de quatro pontos
que sao dados pela soma dos termos proporcionais a A @ A (pdlo;), I' @ I' (pdloy), I's @ I's

(pdlog) e I'y ® I'4 (pdlo,), para cada diagrama em uma dada ordem de perturbagao.

3.2.2 Calculo dos diagramas

Agora vamos nos concentrar em calcular os diagramas da fungdo de quatro pontos que
contabilizam um total de 80 diagramas. Para clarificar bem o método utilizado para o céalculo
dos diagramas, vamos determinar todos os 10 diagramas da ordem g3gs que correspondem a
figura (C.14) e em seguida mostrar como sao determinados os coeficientes D’s.

A partir da determinagao de A, B e C de acordo com a figura (3.1) estaremos aptos a calcular
cada uma das integrais (3.8) com F. = 16 sendo o fator combinatorial. Os pdlos como vimos
sao determinados por (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12).

Para o calculo dos diagramas usaremos as propriedades de traco das matrizes de Dirac do
Apéndice A, bem como as integrais resolvidas por regularizacdo dimensional

T/ d'k 1 N T/ d'k k2 im?
@mi (2 —m2)2 82 © Qm)t (2 —m2)?2 4z

32

|



notando que estamos tomando somente o termo de pélo. Consideraremos também os momentos

externos nulos para o calculo das integrais, nos valendo da condicao p << A.

Diagrama C.14 a

Para este diagrama temos que A, B e C sao dados por

i i
A=7°, BZVBW%—m%k—m%% e C=1.

Assim as integrais sao

2im?

N 72
&m
I = -F.——
2 CNC7T2
. 2im?(1 + 4N.Ny)
N2

L =F,

2

e os péblos

polo; =0
polo, = 0
m

pélOS = Fcﬁ

p6104 = 0.

Diagrama C.14b

Para este diagrama temos que A, B e C sao dados por

1 1
A= B=7 o C=1I
’75’)/,11/7 fy k_mfyfy k_m75 € 9
assim as integrais sao
4im?
L = - N2
T
8im?
Ih = —-F.—
2 CNC7T2
4im?
I -
3 CNC7'('2
8im?(—1 + 2N.Ny)
1y = F,
4 c NC7_[_2 9
e os péblos
polo; =0
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Diagrama C.14 ¢

Para este diagrama temos que os mesmos valores de péloy, p6los, pdlos e pdloy que o diagrama

C.l4a.
Diagrama C.14d

Para este diagrama temos que os mesmos valores de péloy, pélog, pélos e pdlog que o diagrama

C.140.
Diagrama C.14¢

Para este diagrama temos que A, B e C sao dados por

i

i
A=~ Y, B=qysyu5—— ¢ C=1.

K—m K -m
Assim as integrais sao
2im?(3 + 2N.Ny)
I = F,
1 C NC7T2
8im*N
I = F. zm2 ¥
0
2im?
I3 = F.——
3 CNC7T2
8im?
Iy =-F.—
4 CNC7T2 )

e os péblos

im*(1 4+ N.Ny)(5 + 4N:Ny)

Slo, = F,
POOL = Tegra (14 2N2 + 3NN + N)
c 2
, m
p0102 = FCW
3im?
polos = F, m

8m2(1+ 2N.Ny)
pélo, = 0.

Diagrama C.14 f

Para este diagrama temos que os mesmos valores de péloy, pdlog, pdlos e pdlog que o diagrama

C.l4e.
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Diagrama C.14 ¢

Para este diagrama temos que A, B e C' sdao dados por

1 1
A=4° M, B= C=1I.
Lt Vg €
Assim as integrais sdo
4im?(—1 4 N.Ny)
I = F,
1 C NC7T2
8im?(—1 + N.Ny)
I, = —F, Non?
I3 =0
I, =0,
e os pélos
| im?(1 4+ NeNyg)(—1+4N:Ny)
6lo; =
POOL = TR (14 2NZ + 3NNy + N?)
2
) m
p0102 = —FCW
3im?
log = —F,
Poss “872(1 + 2N.Ny)
pélo, = 0.

Diagrama C.14 h

Para este diagrama temos que os mesmos valores de péloy, pélog, pdlos e pdlog que o diagrama

C.l4g.
Diagrama C.141
Para este diagrama temos que A, B e C sao dados por
A=7" B=7"" e C=—Tr<75i 5 ) =0
9 % - m j2 k -m 9
logo as integrais sao todas nulas e conseqiientemente os polos.
Diagrama C.14 j
Para este diagrama temos que os mesmos valores de Py, P>, Py e P, que o diagrama C.14 .

Coeficientes D’'s
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Coeficiente Definicao Valor
4i(4—A48N;—9N2+837N3)
, . 2 f f f
Dy Soma dos polos; para cada diagrama na ordem g7 | — BN, D197 9N TN
. . 54i(Ny—1
Dy Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g2 %
f
. . 108iN(N;—1)(2+3Ny)
D Soma dos péloss para cada diagrama na ordem g7 ek
3 polos3 P & 91 | T(C1-6N;TONZ+5ANT)
. . 54i(Np)(Ns—1
Dy Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g2 —:r(2(+2_f1))
7

Tabela 3.1: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g3.

Agora para determinarmos os coeficientes D’s nessa ordem (D37, Dsg, D39 e Dyg) basta

fazermos:

16i(1 + 3NNy + 2NZN7)

D37 = Soma dos poélos; para cada diagrama na ordem gsgq =

D3g = Soma dos polos, para cada diagrama na ordem gsgs = 0

164
D39 = Soma dos polosg para cada diagrama na ordem gsgs = —
T
8i
Dyp = Soma dos pélos, para cada diagrama na ordem g3gs = —,
7r

sendo que foi tomado o fator combinatorial F,. = 16.

Os calculos dos outros coeficientes D’s sao feitos de maneira andloga a esses, e devido a

grande quantidade de diagramas mostraremos apenas um resumo que se encontra nas tabelas

w2(1+ 2N2 + 3NNy + N?)

(3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) em que foi tomado N, = 3.

Com esses resultados estamos aptos a encontrar as fungoes do grupo de renormalizacao
do modelo. Observe entretanto, que até a ordem considerada (1-loop) a dimensao anémala é

identicamente nula (pois os coeficientes B’s sdo nulos). No préximo capitulo analizaremos os

pontos fixos da teoria.
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Coeficiente Definigao Valor
. 16i(14+9N;+18N2)
. 2 f J
Ds Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem g (919N, 18N )
Dg Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g3 0
Dr Soma dos pélosz para cada diagrama na ordem g3 0
Dy Soma dos pélos, para cada diagrama na ordem g3 %
Tabela 3.2: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g3.
Coeficiente Definicao Valor
. 4i(1+9N;+18N2)
p 2| _ S f
Dg Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem g3 A9 TON; TV
Dig Soma dos poéloss para cada diagrama na ordem g§ 0
Dy Soma dos poéloss para cada diagrama na ordem g§ w
Dqo Soma dos pélos, para cada diagrama na ordem g3 0

Tabela 3.3: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g3.
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Coeficiente Definicao Valor
4i(—12—27N;+90N2+216N2)
s . 2 f f f
D3 Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem gj TGN, D19 19N TV
) . 2 (4+9N
D1y Soma dos péloss para cada diagrama na ordem gi —%
i
4i(—8+3N;+90N?2)
p . 2 _ f !
D15 Soma dos péloss para cada diagrama na ordem gj NI T)EN,+D)
) . 2i(—6—15Np+72N2+216N%)
D1g Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g7 | — — (fg N2—1f) £
F
Tabela 3.4: Resumo dos coeficientes D's da ordem g3.
Coeficiente Definicao Valor
. .  24i(143Ny)(3+12Ny)
Dqy Soma dos polos; para cada diagrama na ordem gigs IO 0N+ 1)
Dqg Soma dos polosy para cada diagrama na ordem gigo —%
D19 Soma dos poloss para cada diagrama na ordem gigs —ﬁ
Dy Soma dos polos, para cada diagrama na ordem gigs 0

Tabela 3.5: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g go.
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Coeficiente

Definicao

Valor

 4i(14+3N4)(146Ny)

Dy Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem gjgs TEI9 0N+ )
Doy Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g;gs 0
Dos Soma dos poloss para cada diagrama na ordem g¢igs —%
Doy Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem g¢igs %
Tabela 3.6: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g;g3.
Coeficiente Definicao Valor
Dos Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem g gy 48;23;%@5?;% )
Dog Soma dos polosy para cada diagrama na ordem g; gy 0
Doy Soma dos péloss para cada diagrama na ordem gj gy %
Dog Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem gi gy — ;62’

Tabela 3.7: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g1 g4.
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Coeficiente Definicao Valor
Doy Soma dos polos; para cada diagrama na ordem gags —ﬁ%%
D3 Soma dos pdlosy para cada diagrama na ordem gogs 0
D3y Soma dos pdloss para cada diagrama na ordem gogs —%
D39 Soma dos polosy para cada diagrama na ordem gogs 0

Tabela 3.8: Resumo dos coeficientes D's da ordem gog3
Coeficiente Definicao Valor
Dss Soma dos pélos; para cada diagrama na ordem g294 | —579on. N7 ?f;il; ]\?ﬁl)\@)
D3y Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem gogy %i
D35 Soma dos péloss para cada diagrama na ordem gogy ﬂg(%sé]\,f)
D3¢ Soma dos pélosy para cada diagrama na ordem gogy 16i

Tabela 3.9: Resumo dos coeficientes D’s da ordem gog4.
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Coeficiente Definicao Valor
, . 16i(1+9N;+18N7)
D37 Soma dos pdlos; para cada diagrama na ordem gsg, —7r2(19+9—]\,f+N?)
Dsg Soma dos pdlosy para cada diagrama na ordem gsgs 0
Dsg Soma dos pdloss para cada diagrama na ordem g3gs %
Dyo Soma dos polosy para cada diagrama na ordem gsgy %

Tabela 3.10: Resumo dos coeficientes D’s da ordem g3g4.
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Capitulo 4

Analise dos Pontos Fixos da Teoria

4.1 Pontos Fixos da Teoria Nao Reduzida

Antes de fazermos a anélise dos pontos fixos, vamos reescrever as funcoes beta do capitulo

3 de uma maneira um pouco mais simplificada:

Bi=g1+a19i+asgs+asg3 +asg; +asgiga +

+ a6 9193 + a7 9194 + as g2g3 + a9 gaga + a10 gaga (4.1)
Bo = go+b1g; +bags+b3g5+bagi +bsg192 +

+ b6 9193 + b7 9194 + bs 9293 + b9 g3g94 + b10 394 (4.2)
B3 = gs+c10i+c2gs +cags +cagi+cs 9192+

+ 6 9193 + €7 9194 + €8 9293 + €9 g3g4 + €10 G394 (4.3)
Bi=gi+digi+dogs+dsgs+dagi+dsgige+

+ d¢ 9193 + d7 9194 + dg g2g3 + dg g394 + d10 9394 - (4.4)

Sendo os coeficentes a’s, b's, ¢'s e d's dados por

2m? . 2m? 2m? 2m?
1= "33 (B1 —iD1); a2 = Az (—iDs); a3z = “AZ (—iDyg); a4 = A2 (=iD13);
2m? . 2m? ) 2m? ) 2m?
as = — 5 (B2 —iD17); ag = —5-(Bs —iDm); ar = —5-(Ba = iDas); as = —5-(=iDa);
2m? 2m? 2m? 2m?
ag = ﬁ(—ZD:as), ap = F(—2D37)7 by ﬁ(—ZDﬂ, by = F(Bz —iDs);
2m? 2m? 2m? ) 2m? )
by =~ (=iD10); ba = —5-(=iDu4); b5 = —5-(B1 — iD1s); be = — 5 (B2 — iD22);
2m?2 . 2m?2 . 2m? . 2m?2 .
by = —5-(=iD26); bs = —5-(Bs — iD30); by = —5-(Ba — iD34); bro = 5 (~iDss);
2m? 2m? 2m? 2m?
c1 = %(—iDs); co %(—ZD% cs X; (B3 —iD11); c4 = %(—iDm),
2m? 2m? ) 2m? 2m? )
e = F(_ZDIQ)a ¢ =~ (B1— iDa3); 7 F(—ZDW), 8 = 12 (B2 — iD31);
2m? 2m? 2m? 2m?
cg = ?(—%D:ss), c10 ?(34 —iD3g); dy A2 (—iDy); do ?(—1178),



2 2

2m . 2m . om? om? .
ds = AT (—iD12); dy = Az (Bs —iD1g); ds = e (—tD2o); ds = A2 (=iD2a);
2m? ) 2m? 2m? ) 2m? .
dr = F(Bl —iDgg); dg = F(_ZDSQ)Q dy = —5 (B2 — iD3g); dio = F(BS —iDy).

Nesta secao vamos determinar quais valores de g; (j = 1,2,3,4) que anulam as fungoes betas
da teoria. A andlise dos pontos fixos é importante porque é a partir dela que podemos determinar
se a nossa série perturbativa estd coerente e se nossa condicao p << A é consistente. O estudo
do modelo geral é muito complexo, e uma andlise da estabilidade dos pontos fixos torna-se muito
complicada devido a termos quatro funcoes betas com quatro constantes a serem analizadas de
forma simultanea. Para tanto, vamos nos concentrar em andlisar o setor proporcional a gs e
g4 da lagrangeana (2.1), que correspondem ao termo quiral e axial, respectivamente. A escolha
deste setor é também motivada pelo fato de ser a inica combinacao de constante de acoplamento
duas a duas que é possivel fazer a reducao de constante, uma vez que qualquer outra combinacao
estd fora das condicoes de aplicagao do método, como veremos adiante.

Para este setor temos que as fungdes beta sao dadas por (fizemos g1 = g2 = 0 de partida na

lagrangeana (2.1))

B3 = g3 + €395 + cagi + €10 9394 , (4.5)

Bi = g1+ ds g3 + di0 9394 , (4.6)

sendo que os coeficientes acima sao dados por

o = 22 (B, — iDyy) = L= 0N
q=2%&—ﬁ%y:_2itizﬁh+?fﬁ
1)(ON? - 1)
c10 = 27222 (Bs —iDso) = 122”7:22
ds = 27\122(—Z'D12) =0
ds =27 (Bs— iDu) = R ;;jﬁf szjj\@; 216N7)
dio = 27;22(33 —iDy) = 162::5

Resolvendo o sistema (4.5) e (4.6), encontramos quatro pares de pontos fixos detalhados
abaixo

Solugao 1:
93 =0
91 =0
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Solugao 2:

g1 =0
Solugao 3:
g§ — a—dg\/z
x _ o+dioVA
94 = 0
Solugao 4:
% _ at+dsVA
g3 = ]
{ x _ o—digVA
94 = 0
sendo
a=—2c4dig+ ciodys — di,

A= C%O —4deg ey + 4eqgdig — 2¢10dg + di,
o = cipdio — 2¢c3dy + dyg da,
0 = 2¢y d%ﬂ + 2c3 dZ — 2c10dyg dyg.

O comportamento de cada um dos pares ¢ mostrado nos graficos (4.1), (4.2) e (4.3), notando
que os pontos fixos dependem somente de Ny uma vez que tomamos N. = 3 e consideramos

A ~m.

2 4 [

o

(=]

[=]
m
=
(=]

Figura 4.1: Grafico da solugao 2

Como temos duas fungoes beta que dependem de duas constantes de acoplamento originais
da teoria, a estrutura dos pontos fixos torna-se muito complexa. Por outro lado, a natureza dos
pontos fixos pode ser analisada utilizando o formalismo de redugao proposto por Zimmermann,

detalhado na préxima secao.
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Figura 4.2: Gréfico da solucao 3
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Figura 4.3: Gréfico da solucao 4

4.2 Reducao das Constantes de Acoplamento

4.2.1 Apresentagao do Método

O estudo da redugao das constantes de acoplamento foi primeiramente proposto por Zim-
mermann [45] para teorias de massa nula e que por critério de contagem de poténcia sao renor-
malizdveis. A relacao entre as constantes de acoplamento se baseia em argumentos de simetria e
permite obter um vinculo sobre as solu¢oes da equagao do grupo de renormalizacao. O vinculo
entre as constantes de acoplamento proposto por Zimmermann é tal que a reducao deveria ser
analitica. Isto é, se temos duas constantes de acoplamento o e A, a teoria mais fundamental
contém apenas uma constante, digamos A\(«), que é analitica em «, uma vez que a expansao
perturbativa nao gera poténcias fraciondrias, irracionais, complexas ou inteiro negativas em . A
mesma idéia tem sido aplicada no caso de teorias efetivas com acoplamento nao renormalizaveis
e teorias massivas [46].

O método de redugao consiste em expressar n + 1 constantes de acoplamento, gg, g1,---,9n,
como funcao de uma tnica, digamos gg, de maneira que se obtem um modelo “reduzido” envolvendo

apenas o acoplamento gg, de tal modo que todas as constantes de acoplamento possam ser es-
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critas em uma série de poténcias de gg do tipo
i+1
95 =9i(90) = pogo+ Y pi gy (4.7)
i
com j =1,..,n, sendo que g;(go) é invariante pelas transformacées do grupo de renormalizacao
e satisfaz a condicao de acoplamento fraco que quando gg — 0 devemos ter que g; — 0.
Assim como a teoria original, a teoria reduzida é invariante sobre as transformacoes do grupo

de renormalizacao. Logo, as funcoes de Green satisfazem, para a teoria original

0 0
W+ Bin— = Nv | TN (p, . pnigy) =0 (4.8)
2~ =7 g;
e para teoria nao reduzida

0 0
2_~ — N . _
(“ o2 +ﬁoago —N7> I )(Pl,---,PN,gj(go)) =0. (4.9)

Resultando que as funcoes beta para o sistema original 3; e para o sistema reduzido 3 relacionam-
se de acordo com a seguinte equacao diferencial
B = gg;- Bo, (4.10)
que formam as condigdes necessarias e suficiente para redugao [45].
Como ilustracao deste método vamos considerar o modelo pseudo-escalar de Yukawa, que
consiste da interagdo de campos espinoriais com um campo escalar em (3 + 1)D. A densidade

de lagrangeana da teoria é dada por
Eint = 91/3751/}(?

O modelo é nao renormalizavel, pois em 1-loop havera a inducdo de um contra-termo propor-
. 1 4 1 d. A . 1 o, 7 . A . 1. . d
cional a ¢* para cancelar a divergéncia logaritimica. Assim, para renormalizar a teoria devemos

adicionar a lagrangeana o termo —%(;54, logo
75 Ay
Lint = g97°9¢ = 110" (4.11)

O modelo agora apresenta duas constantes de acoplamento e betas dadas por [45]

_ 5
~ 16m2 9

1

By(9)

(;)\2 +4Xg? — 14 ¢%). (4.12)

Vamos aplicar o método de reducao de constantes escolhendo como constante de acoplamento
efetiva g. Assim, temos que em ordem mais baixa A = pgg? e By = ‘3—;‘ Bg = po By. Utilizando
essas informagoes juntamente com as fungoes beta dadas acima, encontramos que pg satisfaz a
seguinte equacao
5 2
p0—§p0—24:0 (4.13)
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que fornece os seguintes resultados

1++/145

= 4.14
Po 3 (4.14)
Utilizaremos a solucdo em que py é positivo, que corresponde a py = %145 3145. Deste modo,
chegamos que
1 145
P St (4.15)

e conseqlientemente

14V 5,
T3 1er2d

B (4.16)

sendo a ultima a funcao beta para o sistema reduzido.

4.2.2 Estabilidade dos Pontos Fixos da Teoria Reduzida

Para o nosso sistema (4.5) e (4.6) escolheremos fazer a seguinte reduc¢ao (em ordem mais

baixa)
93 = pPog4,
e assim temos a relacao
dg3
B3 = = Ba = po Pa. 4.17
901 p (4.17)

Com isso, pg € obtido pela seguinte equagao
(cs — d10)pp + (c10 — da)po + ca = 0,

cuja solugao nos fornece dois pg reais e positivos

p(l) _ ~%0 +dy + VA o p(g) _ —¢10 +d4 — VA
’ 2(c3 — dao) ‘ 2(c3 —dio)

como podemos ver no grafico (4.4). Quando Ny é muito grande p(()l) tende a zero e ,082) tende

a 2; quando Ny tende a um valor muito pequeno préximo a 1 temos que p(()l) tende a 0,0046
e p((f) tende a 2,9507. Para fazer a reducao escolheremos p(()l). Em ambos os casos pél) e péz)
diminuem com o aumento de N;. Sendo assim, a partir da equacdo (4.17) a funcao beta do
sistema reduzido serd

Ba = g4+ (dy + dlopél))gz ; (4.18)

com pontos fixos dados por

gi =0, (4.19)

(4.20)



Uma anélise grafica da fungao beta do sistema reduzido e do ponto fixo nao trivial é mostrada

nas figuras (4.5), (4.6) e (4.7). Tomando a derivada de (4.18) temos
By =1+ 2(dy + diop}”)gs. (4.21)

Agora calculando a derivada tomada para cada um dos pontos fixos, temos que para a origem

(4.19)
dBs

=1 4.22
o (4.22)

9;=0

o que indica que a mesma é infravermelho estavel, logo a condigao p << A e série perturbativa

estao consistentes. Para o ponto nao trivial (4.20) obtemos

dfs
- =1 4.23
0, (4.23)

1

1
'14+d10P(() )

gi=—

implicando em um ponto fixo ultravioleta estavel.
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Figura 4.4: Gréfico dos pjs em funcao de Ny

Caso tivéssemos escolhido como beta efetiva O3 obteriamos os mesmos pontos fixos. Mas,
a derivada de (33 calculada nos pontos fixos seria diferente, seria uma funcao de Ny, porém a
natureza dos pontos fixos seria a mesma, a origem infravermelho estavel e o outro ponto fixo
diferente do trivial ultravioleta estavel.

Poderiamos ter escolhido também a seguinte redugao g; = péZ) g4 € conseqiientemente [G3 =

p(()2) 0B4. Para esta situacao teriamos resultados analagos aos obtidos anteriormente, pontos fixos
iguais independente da escolha de qual beta ser tomada como beta efetiva e com a mesma
natureza dos pontos fixos.

Outra possibilidade seria ao invés de escolher como constante de acoplamento efetiva gy,
escolhermos g3. Nessa situacao encontrariamos a seguinte relacao g4 = pogs € B4 = po O3,
sendo que pg satisfaz a equagado 04/% + (c10 — da)po + ¢3 — dip = 0, fornecendo assim uma

outra possibilidade de reducao, dois pg reais e positivos. Chamaremos estes de p(()3) e p(()4), que

comportam-se como: p(()g) tende a 217,732 para N; tendendo a 1 e a para Ny muito grande
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tende a oco; para p(()4) temos para pequenos valores e grandes valores de Ny, respectivamente,

0,3389 e 0,5. Em ambos os casos ,063) e pgl) aumentam com o aumento de Ny. Se escolhermos
gs = p(()3) gz e By = p(()g) (B3 obteremos independente da escolha de beta efetiva pontos fixos iguais
e com a mesma natureza, a origem infravermelho estavel e o diferente do trivial ultravioleta
estavel. Se a escolha fosse g4 = pé4) gs e PB4 = pé4) (B3, terfamos resultados andlagos, pontos
fixos iguais independente da escolha de qual beta ser tomada como beta efetiva e com a mesma
natureza.

De forma resumida temos que independente da escolha de qual constante de acoplamento ser
escolhida como constante efetiva, de qual pg usar e de qual  escolher como beta efetiva, sempre
teremos a natureza da origem como sendo infravermelho estavel e o outro ponto fixo ultravioleta
estdvel. Outra observacao é que o ponto fixo nado trivial em qualquer escolha de reducgao serd
sempre inversamente proporcional a Ny.

Na tabela (4.1) mostramos de forma resumida as andlises dos pontos fixos para os outros

setores do modelo de NJL e na tabela (4.2) alguns valores do ponto fixo do sistema reduzido

g4 para um valor fixo de Ny.

Figura 4.5: Gréfico da funcao beta do sistema reduzido 84 x Ny x g4.
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Setor Redugao Estabilidade
g1 Nao foi necessario | Origem IR Estavel e o outro ponto fixo UV Estavel
go Nao foi necesséario Origem IR Estavel
g3 Nao foi necessario | Origem IR Estavel e o outro ponto fixo UV Estavel
g4 Nao foi necessario | Origem IR Estavel e o outro ponto fixo UV Estavel

9192 po complexo Nao foi possivel

9193 po complexo Nao foi possivel

9194 po complexo Nao foi possivel

9293 po complexo Nao foi possivel

9294 po negativo Nao foi possivel

gsga | 2 po reais e positivos | Origem IR Estavel e o outro ponto fixo UV Estavel

Tabela 4.1: Resumo das andlises de estabilidade do modelo de NJL.

Ny 1 5 10 30 50 100 00

g5 10,0739 | 0,0192 | 0,0099 | 0,0033 | 0,0020 | 0,0010 | 0

Tabela 4.2: Alguns valores do ponto fixo do sistema reduzido g; para um valor fixo de Ny.
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Figura 4.7: Gréfico do ponto fixo reduzido nao trivial em funcao de Ny.
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Conclusao

Neste trabalho analisamos os pontos fixos para uma teoria que de partida era nao-renormalizavel,
mas quando tratada na escala tal que p << A pode ser tratrada como renormalizavel (nesse
caso dita como uma teoria efetiva). A partir dessa condigao, calculamos os diversos processos
de corregoes radiativas para as fungoes de dois e quatro pontos na ordem de 1-loop, sendo que
no caso da funcao de quatro pontos consideramos que o momento externo que passa pelo vértice
é nulo (utilizando a condi¢ao p << A). Em seguida fizemos um estudo das fungoes do grupo de
renormalizagao do modelo, em especial da funcao beta uma vez que nosso interesse era estudar a
natureza dos pontos fixos da teoria (foi considerado A ~ m e tomado N, = 3). Na construgao da
teoria efetiva utilizamos a regularizacao dimensional, pois de acordo [42] este é o método mais
conveniente para garantir que contra-termos de ordem mais elevadas possam ser desprezados.

O estudo dos pontos fixos do modelo completo, considerando os quatro setores proporcionais
as interagoes tipo Gross-Neveu (g1), Thirring (g2), Quiral (g3) e Axial (g4), mostrou-se muito
complexo e de dificil anélise de estabilidade dos mesmos. Pois, inicialmente tinhamos um sistema
de quatro equagoes com quatro varidveis acopladas a ser analisado. Tentamos resolver o sistema
(2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) utilizando um programa computacional sem sucesso. Em seguida,
pensamos que seria interessante estudar as varias combinacoes de dois setores da lagrangeana
original do modelo de NJL que estao detalhadas abaixo.

A anélise dos pontos fixos da teoria foi feita em duas etapas: (i) Sem redugao: calculando
os pontos fixos para o sistema das duas funcoes betas (4.5) e (4.6) que dependem de duas
constantes de acoplamento g3 e g4. Obtivemos quatro pares de solugoes, o trivial e mais 3 pares
de solugoes que sao positivas e diminuiam com o aumento de Ny. Para as demais combinacoes de
constantes tomadas duas a duas obtivemos para g; e go a solugao trivial e trés pares de solucao
complexas, no caso de g1 e g3 e g1 € g4 nao conseguimos obter nenhum resultado pois o programa
computacional utilizado nos calculos nao conseguiu resolver o sistema de equagoes para estes
setores. Para o setor g3 e g3 e para go e g4 encontramos resultados semelhantes ao setor g; e g4, a
solugao trivial e outros pares que podem ser positivos ou negativos e que diminuiam ou cresciam
com Ny. Uma vez calculado os pontos fixos, nao foi possivel fazer o estudo da estabilidade dos
mesmos e classifici-los devido a termos duas fungoes betas com duas constantes de acoplamento

a serem analisadas de forma simultanea. (ii) Para conseguimos fazer a andlise de estabilidade
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usamos o método de reducao de constantes de acoplamento de Zimmermann. O tnico setor que
foi possivel fazer a reducao foi o setor proporcional a g3 e g4, pois os demais nao se enquadravam
nas condigoes de reducao (ver tabela (4.1)) [45]. Para este setor escolhemos como constante
de acoplamente efetiva g4 e obtivemos dois pontos fixos. O primeiro ponto é a origem que
tem comportamento infravermelho estavel, indicando que a condigao utilizada para os nossos
calculos p << A e a série perturbativa estdo consistentes. O segundo ponto fixo encontrado tem
comportamento ultravioleta estavel.

O estudo individual para cada setor do modelo de N J L também foi feita, sendo que obtivemos
para todos os casos que a origem tem comportamento infravermelho estavel e o outro ponto fixo
comportamento ultravioleta estdvel. Uma observacao importante é que o termo proporcional a
go possui como ponto fixo somente a origem.

Alguns dos principais resultados mencionados acima foram apresentados em alguns eventos
de fisica [48]. Possivéis extensoes do trabalho seriam: estudar o modelo completo s6 que agora
inserindo operadores compostos do tipo 9% ou &qfﬂ@“w e verificar comportamento de sua
dimensao anoémala (neste trabalho foi encontrado que a dimensao anémala do campo bésico ¥
é nulo na ordem considerada). Outra possibilidade é usar o mesmo método aplicado no calculo
dos diagramas de Feynman para outras versoes de interagbes quarticas fermidnicas, como por
exemplo 0 modelo invariante quiral Li,; = g[(¥1)? — (1»7°1))?], com ou sem acoplamento minimo

com um campo de calibre.
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Apeéendice A

Notacao no Espaco de Minkowski

Neste apéndice resumimos nossa notagao e convengoes no espaco de Minkowski. Utilizamos
o sitema de unidades naturais onde ¢ = h = 1.

Utilizamos a seguinte métrica,

9" (A.1)

1

N — 0_

"I =100 -1
00

e o tensor anti-simétrico e*?? é 41 se tivermos permutacoes pares de 0,1,2,3; —1 se as per-

mutacoes forem fmpares e 0 se tivermos pelo menos dois indices repetidos, por exemplo €012,

Outras identidades importantes envolvendo e*¥?? sao
vpo plo’ _ ! oo’ o’ po vpo o' __ oo’ vpo _
VPTEP T — _o(gPP g7 — P gP' o) P 6977 € VP7e, 00 = —24

pv pvp

A.1 Representacao e Algumas Propriedades das Matrizes de
Dirac

Usaremos a representacao das matrizes de Dirac em (3 + 1) dimensoes dadas por [47]

P = (g _‘2) (A2)

i (_(l %> | (A.3)

sendo o (i = 1,2,3,4) as matrizes de Pauli escritas como

ol = (?é) , (A.4)
o? = (? _OZ> , (A.5)
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o8 = (é _01> . (A.6)

Elas obedecem as seguintes relagoes fundamentais,
A+ = =29" (A.7)

YA =t =M = =20 Py, (A.8)
com a segunda vélida para D = 3. Podemos encontrar uma terceira relagdo fundamental so-
mando as equagoes (A.7) e (A.8) e obter imediatamente que

Yy =g I —iePry,. (A.9)

Outras relagoes importantes entre as matrizes de Dirac sao

15 =7 ="'y = 4,6;“,,)07 VP = —inomens = °Y* ' =5 e (40 =1

A partir das definicbes das matrizes de Dirac e das relagoes fundamentais acima, podemos

escrever as seguintes propriedades de trago:

= 4(g"g"" — g g"" + g"79""),

= —4ie"P? = di€p0 ,

valendo resaltar que em D = 4 o trago com niimero impar de matrizes de Dirac é sempre 0,

exceto pelo Tr(y5yFyYyPy7).

A.2 Parametros de Feynman e a Regularizacao Dimensional

Para se combinar os propagadores no denominador de um diagrama de Feynman se introduz
integrais sobre parametros, denominados de parametros de Feynman. A seguir apresentamos a
integral paramétrica utilizada neste trabalho. No caso de apenas dois denominadores temos

1 B F(a + ﬁ) 1 xafl(l . .%')671
avb®  T'(a)T(B) /0 du [az + (1 — z)b]otB (A.18)
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Usamos a seguinte tabela de integrais em D dimensdes no espago de Minkowski [41]

/ dPk 1 B 2ol T(a — g) AZ-a (A.19)
@2m)P (k2= A)*  (4r)F  T(a) ’ '
/ dPk k2 B j20-1 Qr(afgfl) A%_H_a (A.20)
P =27 4ni2 T | |
que sao casos particulares da féormula geral
dPk (k) e i pa, Th—a—D)T(8 +a)
/ (2m)P (k2( _)A)b = (-)Pr—p AT IrETe : (A.21)
s (47() 2 F(?) F(b)
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Apeéndice B

Simetrias do modelo

A transformagao quiral para um spinor de Dirac é definida como [1, 37]

Y(x) — O p(a) e () — Pla)e*@, (B.1)

sendo «(z) um parametro que depende das coordenadas do espago-tempo. Expandindo a ex-
ponencial até primeira ordem em «(z) e aplicando essa transformagao para nossa lagrangeana

(2.1), temos que os bilineares tansformam-se da seguinte forma

P — i + 2ianhyp,
Py — Py,
Py — Py + 2iay,
DY — Py,

e conseqlientemente temos

(YY)* — ()? + dia(ypy°y) (P),
(pyp)? — (Py")?,
(Y7°9)? — (") + dia(Py°y) (i),
)° = (

(PP yHp)* — (Py°yFep)?,

implicando que os termos Thirring (Y A%y#eh)? e Axial (p\%y°y#4))? sdo invariantes quirais; e os

termos de massa —ma1), Gross-Neveu (YpA%))? e Quiral (¥ A%y%9)? quebram esta simetria.

0

Para a transformagao de paridade [1, 37] em que x# — 2/* = (2°, —2%), os espinores mudam

como
P(z)P~t = AY'(z) e Po(z)Pt — —/(2) A, (B.2)
sendo A = i7° que satisfaz as seguintes propriedades
A=-A"1=-A"
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Para os bilineares, temos que os mesmo se transformam como
W — P,
Pyt — {_7’[)153:’2} ,
Y = =y,
R { :%é?:f :

e assim temos

indicando que a lagrangeana de interag@o e o termo massa sdo invariantes por transformacao de
paridade.

Para a transformagao de conjugacao de carga [1, 37] os espinores mudam como

Cy(z)C = (x) C e C(x)C™" — —C(x), (B.3)
sendo C = iy24" que satisfaz as seguintes propriedades
C=-Cc'=-c"=-cCh.
Para os bilineares temos
B — v,
Py — =y
Py — 9y,
DY — Py

logo
(P)* — (Po)?
(" 9)* — (pr*9)?,
(" ¥)? — (W7°9)?,
(") — (Py°y*)?,

indicando que a lagrangeana de interagao e o termo de massa sao invariantes por transformacao

de conjugacao de carga.
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Para a transformacio de reversao temporal [1, 37] em que z# — 2* = (—2°, 2), os espinores

mudam como
TH(@) T~ = ByY/(2') e To@)T — —(a')B, (B4)

sendo B = iv'y? que satisfaz as seguintes propriedades

B=pB"'=pB"
Para os bilineares, temos que os mesmo se transformam como

T

Pyip — {_wngi :
Y — 977,

PPy — {igigyw :

e assim temos

indicando que a lagrangeana de interagao e o termo de massa sao invariantes por reversao
temporal

Um resumo das simetrias do modelo é detalhado na tabela (B.1).
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Simetria/Termo ma (PAP)2 | (AN | (PAYOP)2 | (P Ay yHap)?
Quiral Quebra Quebra Invariante Quebra Invariante
Paridade Invariante | Invariante | Invariante | Invariante Invariante
Conjugacao de carga | Invariante | Invariante | Invariante | Invariante Invariante
Reversao Temporal | Invariante | Invariante | Invariante | Invariante Invariante

Tabela B.1: Resumo das simetrias do Modelo de Nambu-Jona-Lasinio.
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Apéndice C

Diagramas de Feynman

v

(@) (b)

Figura C.1: Diagrama de dois pontos com vértice Gross-Neveu.
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A 4
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Figura C.2: Diagrama de dois pontos com vértice Thirring.
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(@) (b)

v
v

Figura C.3: Diagrama de dois pontos com vértice Quiral.
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(@) (b)

Figura C.4: Diagrama de dois pontos com vértice Axial.
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Figura C.5: Diagrama de quatro pontos com dois vértices Gross-Neveu.
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Figura C.6: Diagrama de quatro pontos com dois vértices Thirring.
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Figura C.7: Diagrama de quatro pontos com dois vértices Quiral.
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Figura C.8: Diagrama de quatro pontos com dois vértices Axial.
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Figura C.9: Diagrama de quatro pontos com vértices Gross-Neveu-Thirring.

65



.......

A 4

A 4
¥

A 4
A 4
A 4

A 4

k k k k
> > > > > > ——
N 7/ N N
~ - _ - > >
(a) (b) (c)
P RN k k
< N > > > > > >
> > > > N /
N ’
\ ’
N ’
N /
N A,
SN ’
\ ’
N ’
N /
\ ’
! ! k
(d) (e) 0y
k , k ,
> I > > > > I >
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
> ! > > > > ! >
-k -k
(g) (h)
> T > > : >
|
|
k k k k
. |
. |
N : N N I N
(0 0)

Figura C.10: Diagrama de quatro

pontos com vértices Gross-Neveu-Quiral.
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Figura C.11: Diagrama de quatro pontos com vértices Gross-Neveu-Axial.
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Figura C.12: Diagrama de quatro pontos com vértices Thirring-Quiral.
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Figura C.13: Diagrama de quatro pontos com vértices Thirring-Axial.
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