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RESUMORIZZI, L. G.. Simulações numérias de Monte Carlo apliadas no estudo das transiçõesde fase do modelo de Ising dipolar bidimensional. Dissertação (Mestrado) � Fauldade deFiloso�a, Ciênias e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo. Ribeirão Preto, 2009.O modelo de Ising dipolar bidimensional inlui, além da interação ferromagnétia entre osprimeiros vizinhos, interações de longo alane entre os momentos de dipolo magnétio dosspins. A presença da interação dipolar muda ompletamente o sistema, apresentando um riodiagrama de fase, ujas araterístias têm originado inúmeros estudos na literatura. Alémdisso, a possibilidade de expliar fen�menos observados em �lmes magnétios ultra�nos, osquais possuem diversas apliações em áreas tenológias, também motiva o estudo deste mo-delo. O estado fundamental ferromagnétio do modelo de Ising puro é alterado para uma sériede fases do tipo faixas, as quais onsistem em domínios ferromagnétios de largura h om mag-netizações opostas. A largura das faixas depende da razão δ das intensidades dos aoplamentosferromagnétio e dipolar. Através de simulações de Monte Carlo e ténias de repesagem emhistogramas múltiplos identi�amos as temperaturas rítias de tamanho �nito para as tran-sições de fase quando δ = 2, o que orresponde a h = 2. Calulamos o alor espeí�o e asuseptibilidade do parâmetro de ordem, no intervalo de temperaturas onde as transições sãoobservadas, para diferentes tamanhos de rede. As ténias de repesagem permitem-nos explo-rar e identi�ar máximos distintos nessas funções da temperatura e, desse modo, estimar astemperaturas rítias de tamanho �nito om grande preisão. Apresentamos evidênias numé-rias da existênia de uma fase nemátia de Ising para tamanhos grandes de rede. Em nossassimulações, observamos esta fase para tamanhos de rede a partir de L = 48. Para veri�aro quanto a interação dipolar de longo alane afeta as estimativas físias, nós alulamos otempo de autoorrelação integrado nas séries temporais da energia. Inferimos daí quão severoé o ritial slowing down (deaimento lento rítio) para esse sistema próximo às transiçõesde fase termodinâmias. Os resultados obtidos utilizando um algoritmo de atualização loalforam omparados om os resultados obtidos utilizando o algoritmo multian�nio.
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Capítulo 1IntroduçãoFilmes �nos ou materiais quase bidimensionais1 têm muitas apliações tenológias. Noaso de �lmes metálios sobre substratos metálios, enontramos usos em eletr�nia, arma-zenamento de dados e atálises de reações. Filmes moleulares são, por sua vez, bastanteutilizados em biotenologia e farmaologia. Com os avanços nas ténias de resimento de�lmes, tais omo a epitaxia de feixe at�mio (ou moleular) [1℄, e nos métodos de arateriza-ção desses �lmes, tais omo o efeito Kerr magneto-óptio de superfíie [2℄, inúmeros estudosexperimentais têm sido feitos nos últimos anos. Tais estudos não são motivados somente pelaimportânia tenológia desses sistemas, entender omo ertas propriedades magnétias ma-rosópias surgem nesses materiais é também um desa�o para o nosso onheimento sobre asinterações at�mias.Atualmente, um onheimento detalhado das interações mirosópias faz-se essenial parao desenvolvimento de materiais om araterístias espeí�as para determinada apliação te-nológia. São frequentes as preoupações sobre omo essas interações são afetadas por fatorestais omo omposição e preparação, e omo esses fatores determinam as propriedades dos mate-riais. Por exemplo, o uso de �lmes magnétios ultra�nos para armazenamento de dados requerque a magnetização do �lme seja esolhida e lida om graus elevados de preisão e resoluçãoespaial. Os parâmetros de operação de tais dispositivos geralmente são pré-determinados ourestritos, assim, a habilidade de projetar o material para otimizar sua performane, onheendosuas restrições, pode trazer um benefíio tenológio signi�ativo.Dentre os �lmes mais estudados estão: i) �lmes metálios ultra�nos (i.e., om pouas a-madas at�mias) em substratos metálios tais omo Fe sobre Cu(100) e Co sobre Au(111);e ii) �lmes de amadas de terras-raras, os quais oorrem nas estruturas perovskita do tipo(TR)Ba2Cu3O7−ν , onde TR representa uma terra-rara da série dos lantanídeos (i.e., Nd3+,1O termo quase é empregado aqui no sentido de que os sistemas em questão são onstituidos de apenasuma ou pouas amadas at�mias. 14
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Figura 1.1: Polarização da magnetização em função da temperatura absoluta para �lmes �nos de Fesobre Cu(100) om espessuras de 2,5 e 3,0 amadas at�mias (AL: �atomi layer�). Ténia utilizada:�spin-polarized seondary-eletron spetrosopy�. Figura adaptada de [3℄.Er3+, Y3+, Gd3+, et). Tanto estudos experimentais quanto teórios têm revelado propri-edades magnétias não usuais nesses sistemas. Como mostrado na Figura 1.1, para �lmessu�ientemente �nos de Fe sobre substratos de Cu, a polarização da magnetização alinha-senuma orientação perpendiular ao plano do �lme a partir de uma temperatura araterístia[3℄. Esta temperatura é denominada temperatura de transição de reorientação. Diminuindo-se a espessura do �lme de 3,0 para 2,5 monoamadas at�mias nota-se um valor maior paraessa temperatura. Outros estudos experimentais [4, 5℄ mostram que uma araterístia detal ordenamento fora do plano é a formação de padrões araterizados por domínios de gru-pos ferromagnétios de spins ordenados. Estudos reentes [6℄ mostram que esses padrões sãoontituidos por faixas alternadas ferromagnétias ou na forma de labirinto (vide Figura 1.2).Nesta �gura, as faixas esuras indiam um dado sentido dos spins, enquanto que as faixaslaras indiam spins no sentido ontrário. Para uma temperatura igual a 321K temos umafase paramagnétia (desordenada). Conforme diminuimos a temperatura, enontramos uma



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 16

Figura 1.2: Imagens obtidas utilizando a ténia SEMPA para um �lme de Fe sobre Cu(100) omespessura de aproximadamente duas amadas at�mias para diferentes temperaturas: Tm = 281K,
Tl = 294K, Tk = 296K, Tj = 300K, e Ti = 321K. A imagens são quadradas e têm largura de 44µm(exeto k e l, as quais possuem 22µm por 44µm). Figura retirada de [6℄.fase relativamente ordenada, araterizada por faixas e bolhas. Posteriormente passamos parauma fase do tipo labirinto até hegar, �nalmente, à fase do tipo faixas a 294K.Com o intuito de entender a formação de estados ordenados em sistemas magnétios quasebidimensionais, inluindo o padrão de labirintos e de faixas, reorrer a modelos de sistemasmagnétios simples pode ser uma boa estratégia. Estudos teórios sobre sistemas magnétiosgeralmente evitam inluir a interação dipolar, utilizando o argumento de que a ontribuiçãoda interação dipolar é pequena omparada om a ontribuição da interação de troa ferro-magnétia. Para sistemas quase bidimensionais, no entanto, a interação dipolar ontribui demaneira signi�ativa. De fato, uma desrição teória realístia desses sistemas deve inluira interação de troa, a interação dipolar e a anisotropia magnetoristalina da rede, pois oordenamento magnétio de longo alane em sistemas quase bidimensionais requer a quebrada simetria através da anisotropia magnétia [7℄. Em partiular, por ausa da anisotropiamagnétia e da espessura dos �lmes, muitos autores prouraram realizar esta disussão teó-ria por meio do modelo de Ising bidimensional dipolar. Este modelo inlui, além da interaçãode troa ferromagnétia usual do modelo de Ising puro [8, 9℄, interações entre os momentosde dipolo magnétio dos spins. A interação dipolar, ao ontrário da interação de troa, possuium aráter antiferromagnétio, o que leva à ompetição entre as interações. Essa ompetiçãoentre os dois tipos de interação atribui ao modelo algumas araterístias que também estãopresentes nos �lmes magnétios ultra�nos. Em partiular, apresenta a formação de padrõesaraterizados por domínios ferromagnétios. O modelo de Ising dipolar bidimensional, assimomo o modelo de Heisenberg bidimensional, enontra-se dentro de uma lasse muito maisgeral de modelos. São modelos que onsideram interações ompetitivas e que apresentamfases espaialmente não homogêneas (e.g., tipo faixas, bolhas, lamelas ou ainda tabuleiro de
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Figura 1.3: Con�gurações de spins do modelo de Ising dipolar bidimensional para diferentes tempe-raturas. Os resultados foram obtidos através de simulações de Monte Carlo. As on�gurações de (a)para (f) retratam o aumento da temperatura. Figura adaptada de [12℄.xadrez), assoiadas om quebras das simetrias translaionais e/ou rotaionais [10, 11℄.Como na maioria dos modelos, a presença de ertos termos, omo o termo de interaçãoentre os momentos de dipolo dos spins no modelo de Ising dipolar, pode trazer grandes di�ul-dades, tanto teórias quanto omputaionais. Contudo, prinipalmente graças ao avanço datenologia na área omputaional, as ferramentas da Meânia Estatístia vem mostrando-semuito poderosas nesses tipos de estudo. Simulações numérias são bastante utilizadas paradeterminar o omportamento de vários modelos simpli�ados, mas não menos interessantes,que apresentam transições de fase e não são exatamente solúveis. Por exemplo, na Figura 1.3,apresentamos on�gurações de spins para o modelo de Ising dipolar bidimensional retiradasde resultados obtidos por meio de simulações de Monte Carlo [12℄. Esses e outros resulta-dos mostram que as simulações de Monte Carlo, embora inerentemente limitadas a sistemasmuito menores que os sistemas experimentais, podem forneer informações úteis a respeito dosistema. Em partiular, informações sobre omo as estruturas de domínios são afetadas pelovalor de um dado parâmetro assim omo sua dependênia om a temperatura. Apresentamosnessa dissertação um estudo sobre o modelo de Ising dipolar bidimensional dando enfoquenas simulações numérias de Monte Carlo. Como objetivos prinipais onsideramos a identi-�ação das fases e também a determinação da natureza de ada uma das transições de fasetermodinâmias.



Capítulo 2Transições de faseTransições de fase e fen�menos rítios oorrem numa enorme variedade de sistemas e situ-ações de interesse físio. Como exemplos de sistemas físios temos: �uidos simples (água, CO2,et) ou om vários omponentes, magnetos, ligas metálias e ompostos i�nios, ferroelétrios,ristais líquidos, polímeros, super�uidos, superondutores, et. As transições de fase podemser de diversos tipos. Como exemplos, temos transições no equilíbrio, transições dinâmias,transições em sistemas desordenados (�vidros de spin� e vidros reais), transições geométrias,transições quântias, et [13℄.Apresentamos a seguir uma pequena introdução às transições de fase. Abordamos primei-ramente a lassi�ação termodinâmia básia que envolve a natureza das transições. Intro-duzimos o oneito de parâmetro de ordem e também alguns oneitos envolvidos na teoriafenomenológia de Landau. A partir da teoria de Landau fazemos onsiderações sobre sistemasde tamanho �nito, os quais são invariavelmente empregados em simulações numérias. Por�m, disutimos um método numério para determinação da ordem da transição.2.1 IntroduçãoEmbora existam transições de fase � omo a ondensação da água, o derretimento do gelo,et � om as quais estamos bastante familiarizados, alguns de seus aspetos físios básios aindanão são ompletamente entendidos. Do ponto de vista da Meânia Estatístia, uma onexãoé estabeleida entre as fases marosópias do sistema e suas propriedades mirosópias (taisomo as forças entre os átomos, et). No entanto, ainda que a interação efetiva entre os átomosseja onheida (por exemplo, do tipo van der Waals, semelhante ao potenial de Lennard-Jones), é difíil predizer teoriamente em quais ondições termodinâmias (temperatura T ,pressão P , et) as transições de fase irão oorrer. Métodos analítios para a previsão dediagramas de fase são úteis sobretudo para problemas �na rede�: por exemplo, transições de18



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 19fase ordem-desordem em ligas de Cu3Au (úbias de fae entrada). Quando na fase ordenada,os átomos de Au povoam prinipalmente uma das quatro subredes úbias simples, enquantona fase desordenada, os átomos de Au �am igualmente distribuídos por todas as quatrosubredes. Para problemas �fora da rede�, tais omo as transições sólido-líquido e líquido-gásdo Ar, temos que on�ar inteiramente em abordagens de simulações numérias.Quando nos referimos a transições de fase pensamos também na sua natureza, ou seja, nasua ordem. A lassi�ação termodinâmia básia onsidera um potenial termodinâmio (porexemplo, a energia livre Helmholtz F ) e suas derivadas na transição. Se a primeira derivada de
F exibe singularidades do tipo salto, a transição é hamada de primeira ordem, se a primeiraderivada for ontínua, mas a segunda derivada for singular, temos uma transição de segundaordem (ou ontínua), e esse é um ponto rítio no diagrama de fase.Pontos rítios são muito mais espeiais do que transições de primeira ordem. Por exem-plo, na transição gás-líquido de um sistema omposto de uma substânia pura, as energiaslivres de Gibbs Ggás(T, p) e Glíquido(T, P ) das duas fases devem ser iguais, o que signi�a quea temperatura no plano da pressão da transição gás-líquido revela-se omo uma linha de tran-sição Tondensação(P ) (vide Figura 2.1(a)). A ondição adiional de que a ompressibilidadediverge é satisfeita apenas em um únio ponto, o ponto rítio Tc = Tondensação(Pc), ondea linha de transição gás-líquido termina. Também podem oorrer fen�menos multirítios,os quais orrespondem à existênia de pontos multirítios. São pontos araterizados peloenontro de linhas rítias distintas e oorrem geralmente em diagramas de fase de sistemasmais omplexos (por exemplo, misturas de dois �uidos).

Figura 2.1: (a) Projeção da superfíie (P − V − T ) no plano (P − T ) para uma substânia pura; (b)projeção da superfíie (H − M − T ) no plano (H − T ) para uma magneto. Figura adaptada de [14℄.



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 202.2 Classi�ação básia e universalidadeIniiamos essa seção introduzindo o oneito de parâmetro ordem. Além de ser útil de�ni-lodentro do ontexto da lassi�ação das transições de fase, o parâmetro de ordem é fundamentalpara o entendimento da teoria de Landau, a qual é apresentada na próxima seção.Geralmente de�nimos o parâmetro de ordem omo uma variável termodinâmia intensiva,a qual permite distiguir as fases do sistema. Como exemplos de parâmetro de ordem temos adiferença de densidades ∆ρ = ρlíquido−ρgás, no aso de uma substânia pura, e a magnetizaçãopor spin m, no aso de um magneto. Usualmente o parâmetro de ordem é esolhido de talmaneira que seja igual a zero na fase desordenada e diferente de zero na outra fase, a faseordenada. Considerando o potenial termodinâmio F , que tem o �ampo� H onjugado aoparâmetro de ordem φ omo uma �variável natural� (além da temperatura T ), de�ni-se aderivada primeira de F em relação a H omo o parâmetro de ordem:
φ = −

(
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. (2.2.1)A outra derivada de F é a entropia S = (∂F/∂T )H . Podemos observar a mudança de φquando uma variável independente varia, por exemplo a temperatura T . Se φ anula-se após atransição de maneira ontínua, temos uma transição de segunda ordem (vide Figura 2.2(a));ou, se φ anula-se de maneira desontínua, temos uma transição de primeira ordem (vide Figura2.2(b)). Em uma transição de segunda ordem, a suseptibilidade χ do parâmetro de ordem eo alor espeí�o cH têm tipiamente singularidades tipo lei de potênia,
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, (2.2.3)assim omo o parâmetro de ordem,
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. (2.2.4)Os expoentes γ, α e β são onheidos omo expoentes rítios [14℄.Para transições de primeira ordem, geralmente uma desontinuidade ∆S oorre na entro-pia, orrespondendo ao alor latente ∆Q = Tc∆S. Neste aso, a segunda derivada de F é�nita em T , e também diverge nos limites de estabilidade termodinâmia em T0 e T1 das fasesdesordenada e ordenada respetivamente [15℄.
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Figura 2.2: Comportamento do parâmetro de ordem φ em função da temperatura T . Na Figura(a) apresentamos o omportamento para transição de fase ontínua enquanto na Figura (b) o om-portamento apresentado representa uma transição de fase de primeira ordem. Figura adaptada de[15℄.Sempre que temos uma transição ontínua, temos também um fen�meno rítio assoiado.Os fen�menos rítios surgem devido a uma divergênia no omprimento de orrelação
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∣
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, (2.2.5)o qual está assoiado às �utuações do parâmetro de ordem. Aqui introduzimos o expoente
ν, o qual também faz parte do onjunto de expoentes rítios [14℄. Perto do ponto rítio, oomprimento de orrelação é muito grande e somente as estruturas de on�gurações do sistemado tamanho dessa esala de omprimento são importantes, enquanto que o omportamentodo sistema em uma esala muito menor torna-se irrelevante1. Esse fato é responsável peloomportamento de esala das funções termodinâmias próximo a um ponto rítio e tambémonstitui a base para a abordagem via grupo de renormalização2. Esse omportamento deesala, a qual permite a renormalização, junto om a universalidade, são as prinipais ara-1Essa é onheida omo a hipótese de esala.2Aqui estamos interessados apenas em apresentar uma introdução básia sobre transições de fase. A abor-dagem do grupo de renormalização em si não faz parte do esopo dessa dissertação. Para mais informaçõesvide Ref. [16℄.



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 22terístias observadas nos fen�menos rítios. A universalidade é de�nida pelo onjunto deexpoentes rítios iguais assoiados à diversas transições ontínuas. Um dado onjunto deexpoentes india um omportamento universal mesmo para sistemas bastante diferentes. Porexemplo, o modelo do gás de van der Waals está na mesma lasse de universalidade que ateoria de ampo médio.Em uma transição de primeira ordem, no entanto, não há omprimento de orrelaçãodivergente, e em geral não se pode restringir a atenção para fen�menos que oorrem em umaesala araterístia. Assim, nenhuma universalidade omo nos fen�menos rítios é esperada.De qualquer maneira, a teoria do grupo de renormalização também tem ontribuído para umamelhor ompreensão das transições de primeira ordem. Transições de primeira ordem exibemum omportamento de esala de tamanho �nito semelhante ao omportamento de esala emtransições ontínuas. As transições de primeira ordem apareem no âmbito da teoria do grupode renormalização através da desontinuidade dos pontos �xos. Assim, a teoria do grupo derenormalização ajuda-nos a entendê-las, embora não haja omprimentos divergentes.A araterização da ordem das transições de fase termodinâmias pode ser feita através daanálise de esala de tamanho �nito (no inglês ��nite-size saling�). Neste ontexto, o máximodo alor espeí�o é desrito pela relação
Cv|max ∝ Nα/dν , (2.2.6)Para sistemas �na rede�, N orresponde ao volume do sistema (ou número de partíulas) e édado por Ld, onde L é a dimensão linear do sistema e d é a dimensão espaial. Temos tambémuma relação de esala de tamanho �nito para o máximo da suseptibilidade, a qual é dadapor
χmax ∝ Nγ/dν . (2.2.7)O aráter de uma transição de fase de primeira ordem está relaionado om expoente rítio

dν = 1 [17, 18℄. Da relação de hiperesala α = 2− dν, e assumindo uma transição de primeiraordem, obtém-se α/dν = 1 e γ/dν = 1.2.3 Teoria de Landau e sistemas de tamanho �nitoA teoria de Landau serve omo ponto de partida para uma disussão sobre efeitos detamanho �nito nas transições de fase. A idéia entral da teoria de Landau é bastante simplese onsiste em expandir a densidade de energia livre em função das potênias do parâmetro deordem φ:
f(T, φ) ≡ f0(T ) + A(T )φ2 + B(T )φ4 + . . . . (2.3.1)



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 23Os oe�ientes f0(T ), A(T ) e B(T ) dependem somente da temperatura T . Desde que asimetria relaionada om a mudança de sinal de φ é onsiderada, os termos de ordem ímparpodem ser exluídos.Para formular uma transição ontínua assumimos o valor de φ pequeno, de forma quepossamos assim desonsiderar termos de ordem igual ou superior a 6. Consideramos também
f0(T ) = c (onstante), B(T ) = d e A(T ) = a(T −Tc)/Tc, om a e d sendo onstantes positivase Tc representando a temperatura rítia. Com isso reesrevemos a expansão em (2.3.1) omo

f(T, φ) = c + a

(

T

Tc
− 1

)

φ2 + dφ4. (2.3.2)Essa função desreve o omportamento do sistemas para uma transição de fase de ontínua(vide Figura 2.3(a)). Fazendo (∂f/∂φ)T , obtemos os (dois) valores de mínimo para T < Tc.Para formular uma transição de fase de primeira ordem fazemos a < 0 e inluimos otermo vφ6. Considerando v uma onstante positiva, três mínimos em T0 < T < T1 surgemna função (vide Figura 2.3(b)). O parâmetro de ordem salta desontinuamente em Tc, indode φ = ±φ0 para zero. A temperatura rítia Tc é alançada quando os três mínimos têm amesma profundidade.Observamos que energias livre om dois ou mais poços omo a desenhada na Figura 2.3não são permitidas omo energias livre de um sistema marosópio. Uma expressão tal omo(2.3.1) faz sentido apenas omo um resultado grosseiro (�oarse-graining�) [15℄. A idéia de

Figura 2.3: Grá�os da diferença da função de densidade de energia livre f(T, φ)− f0(T ) em funçãodo parâmetro de ordem φ em diversas temperaturas. (a) Representação de transição de fase ontínua.(b) Representação de transição de fase de primeira ordem. Figura adaptada de [15℄.



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 24esrever uma densidade de energia livre grosseira foi devido a Langer (1974). Em sua teoria,ele divide o sistema em élulas de tamanho Ld estabeleendo o vínulo de que o parâmetrode ordem de ada élula esteja no intervalo −φ0 < φ < φ0. Agora, identi�ar f(φ) om adensidade de energia livre dos estados metaestável e instável não é totalmente satisfatório, pois
f(φ) mostra alguma dependênia no omprimento L. Quando temos L → ∞ o omportamentoesperado é o omportamento termodinâmio, ou seja, f(φ) torna-se uma função plana omoa energia livre termodinâmia, porém, quando L ≤ ξ, a função apresenta pios aentuados.Isso deve oorrer, desde que as �utuações de omprimento de onda longo, as quais exedem oomprimento L, são suprimidas. Se �zermos L → ∞ na região onde apenas uma fase aparee,então f(φ) tende a verdadeira densidade de energia F (φ). No entanto, se �zermos L → ∞na região de duas fases, a separação das fases é permitida em ada élula. Por ausa deuma densidade de energia de superfíie, as on�gurações que exibem mais de uma fase têma densidade de energia livre diminuída em omparação om a densidade de energia livre dason�gurações que apresentam uma fase.Baseado nesse omportamento da energia livre, desrevemos abaixo um método numériopara a identi�ação da natureza das transições em sistemas de tamanho �nito [19, 20℄. Pri-meiramente onsideramos t omo a distânia reduzida (�ampo de esala�) que move o sistemade uma fase para outra. Se t = 0 estamos no ponto rítio. Para t < 0, a transição de fase éde primeira ordem e, para t > 0, o sistema enontra-se na fase desordenada.No limite termodinâmio, a energia livre FL(X, t)/Ld é independente de X para X1 ≤ X ≤
X2 em uma transição de primeira ordem, mas para L �nito, a energia livre FL(X, T ) tem umaestrutura de mínimos duplos om a expansão

FL(X, t) = Ldf0(X, t) + Ld−1f1(X, t) + . . . , (2.3.3)onde X é um observável do sistema. Por exemplo, se a transição for dirigida por um ampo
H , então o parâmetro de ordem X é a magnetização M do sistema; ou, se a transição fordirigida pela temperatura T , então X é a energia E do sistema.Para uma transição de fase de primeira ordem a densidade de energia livre f0 é mínima eonstante para −X1 ≤ X ≤ X2. O termo f1, o qual fornee a energia livre da superfíie, temum máximo em Xm. Com essa onstrução, de maneira análoga à teoria de Landau, a energialivre FL(X, T ) terá dois mínimo em:

X = X1 − O(L−1)

X = X2 − O(L−1),



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 25e a altura do pio será
∆FL = FL(Xm) − FL(X1) ≃ B(t)Ld−1. (2.3.4)Esse omportamento é sempre válido para L ≫ ξ.Quando t ≃ 0 e L ≪ ξ, a energia livre FL(X, β) é dominada por sua parte singular e umafunção universal das variáveis de esala x e y:

x = XLλx ,

y = tLλt .Na transição (ponto rítio), de�nida por dois mínimos de igual profundidade, ∆FL éuma função resente de −y no regime de primeira ordem desde que o mínimo se torne maispronuniado.Resumindo:i. Se ∆FL é independente de L temos uma transição de fase ontínua.ii. Se ∆FL reser monotonamente om L assim omo uma estrutura que envolve a super-posição de duas gaussianas para L ≫ ξ, temos uma transição de fase ontínua.No regime L ≫ ξ o valor de ∆FL ∼ Ld−1 torna-se difíil de ser alulado.Como veremos na Capítulo 4, o número de vezes NL que um observável X, tal omo aenergia ou parâmetro de ordem, é amostrado em uma simulação de Monte Carlo onde sãorealizados N varreduras, é dado por
NL = NL(X, T,N ) ≃ NPL(X, T ), (2.3.5)onde PL(X, T ) é a probabilidade de amostrar esse observável de�nida pelo algoritmo. Aquantidade NL(X, T,N ) pode ser utilizada para onstruir um histograma em função de X.Como veremos, para o algoritmo de Metropolis, quanto maior for a quantidade de varreduras

N , mais a forma de NL(X, T,N ) vai pareer om a probabilidade an�nia de Gibbs.A distribuição de probabilidade an�nia de Gibbs nos diz que a probabilidade de obtermosum estado om o observável X a uma dada temperatura T é dada por [15℄
PL(X, T ) ∝ exp(−Ldf(X)/kBT ). (2.3.6)Fazendo a analogia de Ldf(X)/kBT om uma �energia livre� AL(X, T,N ), reesrevemos NLomo

NL(X, T,N ) ≡ e−AL(X,T,N ), (2.3.7)



CAPÍTULO 2. TRANSIÇÕES DE FASE 26que leva à seguinte relação:
AL(X, T,N ) = − ln[NL(X, T,N )]. (2.3.8)Para uma temperatura �xa, a quantidade AL(X, T,N ) difere da energia livre FL(X, T )apenas por uma quantidade aditiva que depende de T , L e N , mas não de X. Dessa forma,para T , L e N �xos (N ≫ 1), a forma de AL(X, T,N ) será idêntia a forma de FL(X, T ).Portanto, a medida de ∆A fornee um álulo direto da orrespondente ∆F , ou seja,

∆AL = AL(X) − AL(X ′) = FL(X) − FL(X ′) = ∆FL. (2.3.9)Dessa maneira estabeleemos um método numério para determinar a ordem da transição.



Capítulo 3O modelo de Ising dipolar bidimensionalApresentamos nesta seção detalhes sobre o modelo de Ising dipolar bidimensional. Alémde mostrar sua de�nição em termos de uma Hamiltoniana e evideniar uma pequena diferençaentre notações presentes na literatura, inluimos alguns resultados obtidos na literatura. Empartiular, apresentamos dois diagramas de fase: um obtido através de simulações de MonteCarlo e outro obtido através da teoria de ampo médio [21℄. As araterístias de ada umadas fases são apresentadas bem omo uma disussão sobre a natureza das transições termodi-nâmias que oorrem entre elas.3.1 Desrição do modeloAssim omo o modelo de Ising lássio, o modelo aqui onsiderado onsiste em um modelode spins interagentes loalizados em uma rede regular bidimensional. Além disso, os spinspodem orientar-se apenas em uma únia direção (eixo z), o que onfere à rede uma grandeanisotropia uniaxial. Além da interação de troa usual entre os primeiros vizinhos, inlui-senesse modelo interações entre os momentos de dipolo magnétio dos spins. Dessa maneira,para um sistema om N = L2 spins, esrevemos sua Hamiltoniana omo:
H = HIsing + Hdipolar, (3.1.1)onde
HIsing = −J

∑

〈i,j〉

SiSj (3.1.2)e
Hdipolar =

G
2

∑

i6=j

µiµj

R3
ij

. (3.1.3)Aqui Si representa o spin da i-ésima partíula, J é onstante de interação de troa entreos primeiros vizinhos, µi representa o momento de dipolo magnétio do i-ésimo spin, G é a27



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 28onstante de interação entre os momentos de dipolo magnétio de dois spins i e j que estãoà uma distânia Rij =
∣

∣

∣

~Ri − ~Rj

∣

∣

∣
, om ~Ri sendo o vetor posição da i-ésima partíula. Noprimeiro somatório a notação 〈i, j〉 diz que apenas as interações entre os primeiros vizinhosdevem ser onsideradas. Entretanto, no segundo somatório onsidera-se as interações entretodos os pares de spins, mas o fator 1/2 diz que a interação entre ada par (ij) deve serontabilizada apenas uma vez. Note que os aoplamentos J e G são independentes dos pares(ij).Resultados enontrados na literatura para as energias e temperaturas nesse modelo podemeventualmente apresentar disrepânias. Isso é por ausa de uma pequena diferença nas de�ni-ções da Hamiltoniana. Apresentamos a seguir os aspetos que expliitam essa diferença e queajudam a omparar e a eslareer os resultados por nós obtidos. Consideramos primeiramente,para todo i e j, as seguintes de�nições:

Si = σiSef ,

µi = σiµef ,e
Rij = arij ,onde Sef é o spin efetivo de ada partíula, µef é o momento de dipolo magnétio efetivo deada spin e a é o parâmetro de rede, o qual de�ne a distânia entre dois pontos da rede ondeestão loalizadas as partíulas. Os valores de Sef, µef e a dependem da omposição espeí�ade ada material. Como onsideramos um sistema om spins de Ising, as variáveis σi podemassumir somente os valores ±1 e a é de�nido igual a 1. Reesrevemos então a Hamiltonianado sistema da seguinte maneira:

H = −J S2ef∑
〈i,j〉

σiσj +
Gµ2ef
2a3

∑

i6=j

σiσj

r3
ij

, (3.1.4)a qual pode ser multipliada pela fator 2a3/Gµ2ef para forneer:
2Ha3

Gµ2ef = −2J a3

G

(

Sef
µef)2

∑

〈i,j〉

σiσj +
∑

i6=j

σiσj

r3
ij

. (3.1.5)Considerando a seguinte mudança de variáveis,
J = J a3

(

Sef
µef)2 e g =

G
2

,



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 29e tendo em vista que a Hamiltoniana não depende expliitamente do tempo, esrevemos aenergia de forma adimensional para uma dada on�guração {σ} do sistema da seguinte forma1:
Ê({σ}) = −J

g

∑

〈i,j〉

σiσj +
∑

i6=j

σiσj

r3
ij

. (3.1.6)Agora vamos de�nir
J

g
= 2δ, (3.1.7)e esrever o somatório da interação dipolar omo sendo duas vezes o somatório realizadosomente sobre pares (ij) distintos. Assim, obtemos uma relação entre as energias Ê = 2E,om a nova energia E sendo esrita omo

E({σ}) = −δ
∑

〈i,j〉

σiσj +
∑

i<j

σiσj

r3
ij

. (3.1.8)Desse modo araterizamos nosso sistema em termos de um únio parâmetro δ dado pela razãodos aoplamentos das interações de troa e dipolar.Considerando que a probabilidade an�nia de enontrarmos a on�guração {σ} seja amesma para qualquer uma das duas de�nições, devemos preservar a igualdade β̂Ê = βE.Utilizando que Ê = 2E, β̂ = 1/kBT̂ e β = 1/kBT , obtemos �nalmente a seguinte relação:
T̂ = 2T. (3.1.9)Observamos que T̂ e T têm dimensão [kB]−1, assim elas não são estritamente as temperaturasabsolutas observadas nos sistemas termodinâmios. Mas, por onvenção, hamamos T (ou

T̂ ) de temperatura em simulações omputaionais, nas quais são utilizadas unidades naturais,onde a onstante de Boltzmann kB é assumida igual a 1. Na literatura, os trabalhos geral-mente expõem seus resultados utilizando essa onvenção, por isso algumas diferenças podemser observadas. Como vimos, as diferenças oorrem dependendo da de�nição da soma do termode interação dipolar: se a soma é sobre todos os pares ou apenas sobre os pares distintos. Dequalquer forma, a relação (3.1.7) entre os aoplamentos e a relação (3.1.9) entre as tempera-turas devem ser sempre observadas. Nesta dissertação adotaremos a energia adimensional Ede�nida pela expressão (3.1.8), desrita pela razão δ entre os aoplamentos, e a temperatura
T . De�nimos2, omo proposto primeiramente em [12℄, o grau de orientação de uma dadaon�guração {σ} do sistema omo:

Ohv =

∣

∣

∣

∣

nh − nv

nh + nv

∣

∣

∣

∣

, (3.1.10)1A notação {σ} orresponde ao onjunto de todas as N variáveis σ do sistema, ou seja, orresponde aoonjunto {σ1, σ2, . . . , σN}.2Embora haja outra possibilidade omo de�nido em [22, 23℄.



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 30onde as quantidades nh e nv denotam, respetivamente, o número de ligações3 horizontais evertiais entre spins alinhados antiparalelamente. Como veremos, esse parâmetro de ordempermite uma melhor araterização das fases observadas à medida que a temperatura varia.3.2 Diagrama de faseA presença da interação dipolar altera ompletamente o omportamento do sistema emrelação ao omportamento do modelo de Ising bidimensional lássio. A situação na qualtemos a razão δ positiva orresponde a interações de troa ferromagnétias e interações di-polares antiferromagnétias. Interações ferromagnétias favoreem o alinhamento dos spinsem uma mesma direção, pois este alinhamento diminui a energia do sistema. Por outro lado,interações antiferromagnétias diminuem a energia do sistema quando os spins estão alinhadosantiparalelamente. Perebemos, dessa maneira, a existênia de ompetição entre os dois tiposde interação. A presença dessa ompetição atribui ao modelo araterístias não usuais, asquais, omo veremos, tornam seu diagrama de fase bastante rio.

Figura 3.1: Representação da estrutura de domínio do tipo faixas de spins om largura h = 4 parao estado fundamental. Figura retirada de [24℄.De um ponto de vista teório, uma interação repulsiva 1/rs para sistemas em d dimensões,om d < s ≤ d + 1, adiionada à interação entre primeiros vizinhos ferromagnétia usual, levaa ausênia de ferromagnetismo para todas as temperaturas [25, 26, 27℄. De fato, o estadofundamental ferromagnétio do modelo de Ising lássio é alterado para uma série de fases dotipo faixas, as quais onsistem em domínios ferromagnétios de largura h om magnetizaçõesopostas, omo mostrado na Figura 3.1. Cálulos analítios da energia do estado fundamental[28, 24℄, argumentos baseados no grupo de renormalização [29℄, abordagens via teoria de ampomédio [21℄, aproximações de modelos ontínuos [30℄ e simulações de Monte Carlo [31, 12℄,predizem a existênia da fase tipo faixas de spins a baixas temperaturas, sendo que a largura3Somente as ligações entre primeiros vizinhos devem ser onsideradas.
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h δ1 0,440313 - 1,2585392 1,258539 - 2,1724563 2,172456 - 2,8144954 2,814495 - 3,3042425 3,304242 - 3,6990246 3,699024 - 4,0293497 4,029349 - 4,3131728 4,313172 - 4,5619079 4,561907 - 4,78324210 4,783242 - 4,982600Tabela 3.1: Resultados de álulos analítios para as regiões de equilíbrio em δ para a largura

h das faixas. Dados retirados de [32℄.das faixas depende da razão δ. Cálulos analítios mostram que essas fases do tipo faixasoorrem em uma região do diagrama de fase onde a razão δ assume valores maiores que δ∗,om δ∗ = 0, 425, onforme Ref. [24℄ e δ∗ = 0, 440313, onforme Ref. [32℄. O segundo valortambém pode ser enontrado em [21℄, no qual de�ne-se a seguinte expressão assintótia paraa largura das faixas: h = h(δ) ≈ eδ/2. Portanto, para o estado fundamental (T = 0), onformeaumentamos o valor de δ a largura h das faixas aumenta, araterístia esta também presentenos resultados obtidos através de álulos analítios apresentados em [24℄. Cálulos analítiosmais reentes sobre essa araterístia foram apresentados em [32℄ e são mostrados na Tabela3.1.A espessura h é uma esala natural desses sistemas. Assim, as simulações devem ser feitaspara sistemas om tamanhos L > h. Experimentalmente observa-se que a largura das faixaspara um �lme de Fe sobre Cu(100) é da ordem de 1µm [6℄, o que orresponde a h = 4000onstantes de rede [21℄. Utilizando a relação h(δ) = eδ/2, obtemos δ = 2 ln(4000) ≈ 16, 6.Notamos que os trabalhos presentes na literatura utilizam valores de δ aproximadamente umaordem de grandeza menores do que o estimado para sistemas experimentais.Reproduzimos na Figura 3.2 o diagrama de fase no plano (T −δ) apresentado em [21℄. Estediagrama4 foi obtido por meio de simulações de Monte Carlo para redes de tamanho L ≈ 50.Os resultados obtidos a partir das simulações de Monte Carlo mostram um omportamentosemelhante àquele previsto por álulos analítios, ou seja, onforme δ aumenta, a largurada faixa h também aumenta. Note que os domínios do tipo faixas permaneem estáveismesmo a temperaturas não nulas. De uma maneira grosseira, pode-se dizer que, a partir4Outro diagrama de fase menos detalhado é apresentado em [32℄ para uma rede de tamanho L = 48 e podeservir para uma eventual omparação.



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 32de ertas temperaturas de transição, essa a presença dos domínios tipo faixas e uma fasemenos ordenada aparee. Notamos pela Figura 3.2 a existênia de quatro tipos de transiçõesà medida que aumentamos a temperatura:i) uma transição ontínua em T
(2)
c (δ) (írulos pretos) para δ . 0, 9. Observa-se que para

δ . δ∗ essa transição oorre a partir de uma fase semelhante a uma fase antiferromag-nétia (e não de uma fase do tipo faixas) para uma fase desordenada;ii) uma transição direta (sem fase intermediária) em T
(2)
c (δ) (triângulos vermelhos) para

δ & 0, 9 entre fases do tipo faixas e uma fase do tipo líquido tetragonal;iii) uma transição entre fases do tipo faixas e fases nemátias em T
(1)
c (δ) (�diamantes� verdes)para regiões estreitas de δ;iv) uma transição de fase entre as fases nemátia e tetragonal em T

(2)
c (δ) (triângulos verme-lhos) também para regiões estreitas de δ.A altas temperaturas, o sistema deixa a fase tetragonal e vai para uma fase paramagnétiatotalmente desordenada. No entanto, nenhuma transição bem de�nida entre as fases tetragonale paramagnétia é observada em simulações de Monte Carlo. Isso ontrasta om o resultado

Figura 3.2: Diagrama de fase obtido através de simulações numérias de Monte Carlo. Figuraadaptada de [21℄.



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 33do trabalho de Abanov e oautores [30℄ que, baseado num modelo ontínuo, prediz uma linhade transição bem de�nida entre essas duas fases. Nesse mesmo trabalho, Abanov e oautoresindiam a existênia de dois tipos de enários, desritos omo:i) uma transição de fase direta da fase do tipo faixas para a fase tetragonal;ii) duas transições de fase, om uma fase nemátia intermediária.A presença desses dois tipos de enários também foi omprovada através de resultados obtidospor meio de simulações de Monte Carlo [33, 32℄. Cannas e oautores [33℄ foram os primeiros arealizar um estudo que identi�asse, por meio de simulações numérias, a fase nemátia. Sobrea transição de fase faixas-nemátia em T
(1)
c o trabalho mostra, através de um estudo de esalade tamanho �nito, que os resultados onordam om o esperado para uma transição de fasede primeira ordem. Entretanto, ressalvas são feitas devido a dois fatos os quais são inomunspara uma transição de primeira ordem no limite termodinâmio: a energia torna-se ontínua euma saturação no máximo do alor espeí�o é observada. Isso sugere um meanismo do tipoKostelitz-Thoulosse [11, 34℄, o que onordaria om a predição feita por Abanov e oautores[30℄.Com respeito à transição de fase nemátia-tetragonal em T

(2)
c , Cannas e oautores [33℄argumentam que a mudança desontínua do paràmetro de ordem orientaional sugere umatransição de fase de primeira ordem. Seus resultados são inonlusivos e os justi�am por ausada presença de fortes efeitos de tamanho �nito. Argumentam ainda que o omportamentoobtido é mais omplexo que o esperado por Abanov e oautores [30℄, que previram umatransição de fase ontínua. Desde que toda a análise de Abanov e oautores [30℄ é baseadaem argumentos de ampo médio, o desaordo om os resultados de Monte Carlo pode serentendido a partir da natureza de indução por �utuações da transição. Por outro lado, aaproximação de Hartree da versão de Landau-Gizburg do modelo prediz uma transição de fasede primeira ordem induzida por �utuações para qualquer valor de δ [35℄.De fato, as simulações de Monte Carlo mostram um enário omplexo, onde a naturezada transição de fase ordem-desordem em T

(2)
c depende do valor de δ. Rastelli e oautores[36℄ mostraram que para δ = 0, a transição é ontínua e pertene à lasse de universalidadedo modelo de Ising de primeiros vizinhos. Eles também enontraram evidênias para umatransição ontínua em δ = 0, 85 (h = 1), mas om valor para o expoente rítio β = 0, 08 nãousual. No entanto, Cannas e oautores [33℄ mostraram que, para δ = 1, o sistema apresentauma transição de primeira ordem fraa. Esses resultados são onsistentes om a presença deuma linha de transição ontínua para pequenos valores de δ que liga-se através de uma linha



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 34ontínua a uma linha de transição de primeira ordem para valores maiores de δ em algumponto trirítio loalizado entre 0, 85 e 1, 00, omo mostrado no diagrama da Figura 3.2. Oexpoente rítio não usual em δ = 0, 85 pode ser devido ao efeito de ruzamento próximoao ponto trirítio. Existem evidênias de que a transição em T
(2)
c (δ) é de primeira ordempara δ = 2 [33, 35℄ e para δ = 1, 7 (h = 2) e 2, 5 (h = 3) (primeira ordem fraa) [36℄.Booth e oautores [12℄, assim omo Rastelli e oautores [36℄, om resultados obtidos do alorespeí�o e parâmetro de ordem para δ = 3 e δ = 4, 45 (L = 64), sugerem que a transiçãoem T

(2)
c (δ) torna-se ontínua novamente. Entretanto, esse é um assunto ainda não muito bemeslareido. Resultados numérios baseados em análises de séries temporais, para o mesmoparâmetro (δ = 4, 45) e tamanho de rede (L = 64), indiam que a transição é de primeiraordem [23℄.Rastelli e oautores [32℄ realizaram um estudo utilizando álulos analítios para o estadofundamental, o qual mostra que uma outra lasse de on�gurações do tipo tabuleiro 〈1, n〉aparee em uma região estreita do diagrama de fase onde 0 < δ < 0.4403. A Figura 3.3mostra omo são as on�gurações típias dessas fases. Nesse mesmo trabalho, Rastelli eoautores apresentam resultados de simulações de Monte Carlo para temperatura �nita quetambém on�rmam a existênia dessas fases do tipo tabuleiro. A Tabela 3.2 mostra as regiõesde estabilidade para ada uma das on�gurações.

(a) 〈1, 1〉 (b) 〈1, 2〉 () 〈1, 3〉Figura 3.3: Con�gurações de spins para a região δ < 0, 4403. Fases do tipo tabuleiro. Figuraadaptada de [32℄.
h δ

〈1, 1〉 0.000000 - 0.415203
〈1, 2〉 0.415203 - 0.439420
〈1, 3〉 0.439420 - 0.440279
〈1, 4〉 0.440279 - 0.440311Tabela 3.2: Regiões de estabilidade para as fases do tipo 〈1.n〉. Dados retirados de [32℄.



CAPÍTULO 3. O MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 35Ressaltamos aqui dois estudos que foram pouos explorados na literatura até o momento:i. O aso limite onde δ é muito grande, ou seja, quando a intensidade da interação detroa é muito maior que a intensidade da interação dipolar e espera-se reuperar o limitedo modelo de Ising lássio. MaIsaa e oautores [24℄ realizaram álulos analítios eRastelli e oautores [32℄ efetuaram simulações numérias de Monte Carlo.ii. O estudo onde o sistema é submetido a um ampo magnétio externo. Arllet e oautores[37℄ realizaram este estudo apenas para δ = 3 e 4, 45, e veri�aram que, para esses asos,o diagrama de fase no plano (H−T ) ondiz qualitativamente om o previsto por Abanove oautores [30℄.A abordagem de ampo médio desarta �utuações e pode introduzir mudanças qualitativasno omportamento rítio. Contudo, é importante omparar as simulações de Monte Carlo oma abordagem de ampo médio no sentido de estabeleer os limites de validade da aproximação.A abordagem de ampo médio leva a um número in�nito de equações aopladas que, exeto emsituações partiulares, não podem ser resolvidas exatamente. Para temperaturas subrítias,qualquer propriedade tem que ontar om soluções numérias das equações de ampo médioou, fora isso, um ansatz deve ser introduzido, para, ainda assim, obter soluções aproximadasdas equações de ampo médio [21℄.Na Figura 3.4 mostramos o digrama de fase obtido via abordagem de ampo médio numestudo feito por Pighín e Cannas [21℄. Embora a aparênia geral seja a mesma do diagramaapresentado na Figura 3.2, algumas diferenças devem ser notadas. A primeira diferença é afalta dos ordenamentos nemátio e tetragonal para a teoria de ampo médio. O problema éque essas duas fases também são desordenadas. Desde que �utuações são desprezadas na apro-ximação de ampo médio, a únia solução desordenada possível é a fase paramagnétia. Poroutro lado, a aproximação de ampo médio apresenta soluções de estados híbridos nas regiõesdo diagrama de fase onde as simulações de Monte Carlo predizem somente o ordenamentonemátio. Como disutido por Pighín e Cannas [21℄, os estados híbridos são instáveis naquelaregião, sugerindo que (na linguagem do grupo de renormalização) as �utuações têm grandeimportânia. De alguma forma, os estados híbridos poderiam ser os estados mais próximosdo estado nemátio possíveis de se obter quando as �utuações são desprezadas. Isso podeser onsistente om o fato das �utuações, quando inluídas, poderem modi�ar a naturezaontínua da predição da teoria de ampo médio para a transição ordem-desordem.Por �m, observamos que, ao ontrário da predição de ampo médio, as linhas de transiçãoentre as fases de faixas são ompletamente vertiais no diagrama feito a partir das simulações de
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Figura 3.4: Diagrama de fase obtido via teoria de ampo médio. Figura retirada de [21℄.Monte Carlo. Isto implia na não dependênia da largura das faixas em relação à temperatura,ao menos até valores de δ = 4. Para valores de δ maiores, Pighín e Cannas [21℄ sugerem queas �utuações possam provoar no sistema uma transição para um �regime de ampo médio�,onde a largura das faixas omeça a exibir uma dependênia om a temperatura. Notamos queum estudo que omprove isso também ainda não foi realizado.



Capítulo 4Métodos de Monte CarloNesta seção vamos disutir oneitos teórios envolvidos nos algoritmos de simulação deMonte Carlo utilizados nessa dissertação. Uma breve revisão sobre oneitos em MeâniaEstatístia de equilíbrio, em partiular, sobre oneitos da estatístia an�nia, é apresentada.Desrevemos aspetos básios da teoria das adeias de Markov, inluindo uma apresentaçãosobre o algoritmo de Metropolis e o tempo de autoorrelação integrado. Por �m, apresentamosa formulação do algoritmo multian�nio, inluindo detalhes sobre as relações reursivas.4.1 Coneitos em Meânia EstatístiaConsideramos aqui apenas sistemas em equilíbrio térmio desritos por meio do ensemblean�nio. Para este ensemble existem relações muito simples entre o omportamento maros-ópio dos sistemas e as suas propriedades mirosópias.Consideremos um sistema magnétio fehado om um número de partíulas N onstante1,submetido a um ampo externo H , e em equilíbrio om um banho térmio a uma temperatura
T . Para de�nirmos a distribuição de probabilidades de Gibbs, a qual de�ne a probabilidade dosistema estar em um miroestado espeí�o, denotado por k, utilizamos o peso de Boltzmann,que é dado por

wB(k, β) ≡ e−βHk , (4.1.1)onde Hk = H({σ}k) é a(o) Hamiltoniana(o) do sistema para uma dada on�guração2 {σ}k =

{σ1, σ2, . . . , σfN}k e β = 1/kBT .Considerando a probabilidade an�nia pB(k, β) de enontrar um miroestado om on�-1Como sistemas magnétios são geralmente desritos por sólidos, nós assumiremos que o volume do sistema
V é onstante e proporional ao número de partíulas N , dessa forma omitiremos também esses parâmetrosdas relações termodinâmias subsequentes.2Aqui f representa o número de graus de liberdade por partíula.37



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 38guração {σ}k proporional ao peso de Boltzmann e impondo a ondição de normalização
N
∑

k=1

pB(k, β) = 1, (4.1.2)obtemos
pB(k, β) =

wB(k, β)

Z(β)
. (4.1.3)

Z(β) é a função de partição an�nia, dada expliitamente por
Z(β) =

N
∑

k=1

e−βHk , (4.1.4)om a soma sobre k sendo feita sobre todos os N miroestados aessíveis ao sistema.Considerando a probabilidade an�nia dada pela expressão (4.1.3), a média térmia deuma grandeza observável 〈O〉(β) é esrita omo
〈O〉(β) =

N
∑

k=1

Ok pB(k, β), (4.1.5)onde Ok é uma grandeza observável (e.g. magnetização, energia interna, parâmetro de ordem,et) para uma dada on�guração {σ}k.Em geral, modelos lássios apresentam Hamiltonianas desritas por variáveis ontínuas,o que implia em um número in�nito de miroestados aessíveis e em substituir os somatóriossobre k nas expressões (4.1.2), (4.1.4) e (4.1.5) por integrais múltiplas realizadas sobre todos asvariáveis σi, para i = 1, . . . , N . No entanto, para ummodelo ontituído de spins de Ising, isto é,onde as variáveis σi (i = 1, . . . , N) podem assumir somente dois valores, ±1, temos exatamente
N = 2N miroestados aessíveis. No modelo de Ising puro os prinipais observáveis são aenergia e a magnetização. Nesse aso, tanto os valores que podem ser assumidos pela energiaquanto pela magnetizações são valores disretos e igualmente espaçados. Contudo, mesmopara um sistema onstituído de spins de Ising, os observáveis Ok podem assumir valores quenão são igualmente espaçados, além disso, esses valores dependem fortemente do número departíulas N , omo é o aso de sistemas om interação de longo alane (e.g., o modelo deIsing dipolar).Em simulações numérias, quando temos valores ontínuos (ou quase ontínuos) para osobserváveis, omo é o aso de modelos desritos por Hamiltonianas lássias, a questão é maissútil. Nesse aso, é onveniente disretizar o espaço de valores que podem ser assumidos pelosobserváveis, em espeial pela energia3. Para tanto, divimos o intervalo dos valores admitidos3Como veremos, algoritmo que utilizam histogramas omo o algoritmo multian�nio exigem essa disreti-zação.



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 39pela energia em M + 1 fatias de tamanho ǫ. Isso é feito para que uma energia Eη representetodas as energias enontradas no η-ésimo intervalo4. Assim, todas as energias E que estão nointervalo Eη ≤ E < Eη+1 serão onsideradas para o valor da degeneresênia Ω(Eη). De�nimosentão, para essa disretização, os valores de Eη da seguinte maneira:
Eη = E0 + ηǫ, (4.1.6)om η = 0, 1, 2, . . .M e E0 é a energia mínima que o sistema pode assumir. Na prátiadeterminamos ǫ omo o menor intervalo de energia de modo que o valor de Ω(Eη) não sejanulo, seja qual for o valor de η e, em geral, esolhemos M da ordem do número de partíulas

N do sistema.Note que, em geral, existe uma degeneresênia nos valores das quantidades observáveis, ouseja, existe um número Ω(El,Om) de on�gurações distintas assoiadas às diferentes energiasas quais forneem um mesmo observável Om. Considerando isso, reesrevemos o peso deBoltzmann omo
wB(Om, β) =

nm
∑

l=1

Ω(El,Om)e−βEl. (4.1.7)Este peso é utilizado para de�nir a probabilidade de enontrar um observável Om:
pB(Om, β) =

wB(Om, β)

Z(β)
, (4.1.8)onde nm é o número de energias assoiadas a um observável Om. A função de partição entãoé dada por

Z(β) =

MO
∑

m=0

nm
∑

l=1

Ω(El,Om)e−βEl, (4.1.9)onde a primeira soma é sobre todos os MO +1 valores admitidos para o observável O. Assim,a média térmia para o observável é dada por
〈O〉(β) =

MO
∑

m=0

OmpB(Om, β). (4.1.10)Vale notar que essa expressão fornee exatamente o mesmo resultado para a média do obser-vável O que a expressão (4.1.5).Quando o observável for a energia da on�guração, teremos Ω(El, Em) = δl,mΩ(Em), assimo somatório sobre l na equação (4.1.7) desaparee e o peso de Boltzmann �a esrito omo
wB(Em, β) = Ω(Em)e−βEm. (4.1.11)4Aqui η representa um índie inteiro.



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 40Este peso é utilizado para de�nir a probabilidade an�nia de enontrar o sistema em umaenergia Em omo
pB(Em, β) =

wB(Em, β)

Z(β)
, (4.1.12)sendo a função de partição an�nia dada por

Z(β) =
M
∑

m=0

wB(Em, β). (4.1.13)A soma sobre m india que todos os M + 1 valores possíveis para a energia Em devem seronsiderados5 e a degeneresênia Ω(Em) determina o número de on�gurações assoiadas àenergia Em.A média térmia para o observável Em fornee a energia média para um determinado valorde β e é dada pela expressão
〈E〉(β) =

M
∑

m=0

Em pB(Em, β). (4.1.14)Como a energia não se enontra sempre no seu valor de equilíbrio, onsideramos tambémas suas �utuações
σ2(E) = 〈(E − 〈E〉)2〉 = 〈E2〉 − 〈E〉2. (4.1.15)Um resultado bastante onheido [38℄, é a expressão para o alor espeí�o em função das�utuações na energia:

Cv(β) =
kBβ2

N

[

〈E2〉 − 〈E〉2
]

, (4.1.16)om 〈E〉 = 〈E〉(β).Em partiular, para o aso espeí�o do modelo de Ising dipolar bidimensional, de�nimosaqui também a suseptibilidade do parâmetro de ordem Ohv omo
χ(Ohv) ≡ N

[

〈O2
hv〉 − 〈Ohv〉2

]

. (4.1.17)Vale notar que as médias térmias das grandezas mirosópias, as quais forneem os valoresdas grandezas termodinâmias do sistema físio em equilíbrio térmio, podem ser obtidasatravés da função de partição. Por exemplo, as médias térmias das expressões (4.1.14) e(4.1.16) podem ser obtidas derivando a função de partição, ou seja,
〈E〉(β) = −

(

∂

∂β
lnZ(β)

)

H,N

(4.1.18)5Quanto melhor foi a disriminação entre as energias mais M tenderá à M.
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Cv(β) =

kBβ2

N

(

∂2

∂β2
lnZ(β)

)

H,N

. (4.1.19)Entretanto, são raros os asos em que temos resultados analítios exatos para a função de par-tição. Como alternativa, utilizamos os métodos de Monte Carlo para amostrar on�guraçõesdo sistema de maneira signi�ativa e om isso, obter estimadores adequados para as médiastérmias das grandezas físias observáveis.4.2 Cadeias de MarkovO método de Monte Carlo para amostrar a distribuição de probabilidades de Gibbs en-volve um elemento de hane. Números aleatórios (ou, mais estritamente, números pseudoaleatórios) são utilizados para seleionar as on�gurações do sistema. Para entender omo issofuniona, preisamos iniialmente abordar um pouo da teoria geral dos �proessos Markovi-anos� [39, 16℄.Um proesso de Markov é uma regra para gerar randomiamente uma nova on�guraçãopara um sistema a partir da on�guração presente. Um fato importante sobre essa regra éque ela deve depender somente do presente estado do sistema, e não deve requerer qualqueronheimento prévio. Nós podemos expressar essa regra na forma de um onjunto de pro-babilidades; para ada par possível de estados η e η′, existe uma probabilidade assoiada,
P (η → η′), de que o sistema está iniialmente no estado η, estará no estado η′ no próximopasso. Essas probabilidades satisfazem uma regra de soma a qual expressa o fato de que aada passo o sistema preisa ir para algum lugar:

∑

η′

P (η → η′) = 1. (4.2.1)Nós estamos interessados em produzir uma adeia de Markov � uma sequênia de estadosgerados por um proesso de Markov � na qual a frequênia de oorrênia de um estado η éproporional a probabilidade de Gibbs pη assoiada. Para isso, preisamos estabeleer duasondições sobre as probabilidades de transição P (η → η′).(i) A partir de uma on�guração, deve ser possível ir para qualquer outra on�guraçãoapliando uma regra de evolução por tantas vezes quanto neessárias. Isso é hamadofrequentemente de hipótese da aessibilidade.(ii) As probabilidades de transição devem satisfazer a mirorreversibilidade ou ondição debalanço detalhado:
pηP (η → η′) = pη′P (η′ → η). (4.2.2)



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 42Nós podemos enontrar onjuntos de probabilidades de transição as quais obedeem essasondições para qualquer distribuição de Gibbs pη: podemos esolher P (η → η′) ∝ eβ(Eη−Eη′),por exemplo. No entanto, a maioria desses onjuntos de probabilidades de transição nãosatisfaz essas ondições e, omo onsequênia, elas não são utéis para modelar estados desritospela distribuição de Gibbs.Supondo que nós esolhemos P tal que (i) e (ii) aima são satisfeitas. Podemos mostrardois resultados. Primeiro, nós provamos que se ada on�guração η aparee em um passo nda adeia de Markov om probabilidade W (η, n) igual a sua probabilidade de Gibbs,
W (η, n) = pη, (4.2.3)então ela também aparee om essa probabilidade no passo n + 1. Isso segue porque a distri-buição no passo n + 1 será

W (η, n + 1) =
∑

η′

pηP (η′ → η) (4.2.4)
= pη

∑

η′

P (η′ → η), (4.2.5)onde nós usamos a ondição de mirorreversibilidade. No entanto, a ondição de normalização(4.2.1) agora nos diz que
W (η, n + 1) = pη, (4.2.6)omo queríamos demonstrar.Segundo, nós mostramos que o desvio entre as probabilidades reais de oorrênia e adistribuição de Gibbs diminuem à medida que nós progredimos ao longo da adeia de Markov.Nós de�nimos a �diferença� Dn no passo n entre a distribuição de probabilidade real dosestados e a distribuição de Gibbs:

Dn ≡
∑

η

|W (η, n) − pη|. (4.2.7)Então,
Dn =

∑

η

|W (η, n) − pη| (4.2.8)
=

∑

η

∣

∣

∣

∣

∣

∑

η′

W (η′, n)P (η′ → η) − pη

∣

∣

∣

∣

∣

(4.2.9)
=

∑

η

∣

∣

∣

∣

∣

∑

η′

[W (η′, n)P (η′ → η) − pηP (η → η′)]

∣

∣

∣

∣

∣

(4.2.10)
=

∑

η

∣

∣

∣

∣

∣

∑

η′

[W (η′, n) − pη′ ] P (η′ → η)

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.2.11)



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 43onde nós utilizamos a regra da soma (4.2.1) para ir da segunda linha para a tereira e aondição de miroreversibilidade para ir da tereira linha para a quarta. Desde que P , sendouma probabilidade, deve ser positiva sempre, a desigualdade triangular apliada à (4.2.11)fornee
Dn+1 ≤

∑

ηη′

|W (η′, n) − pη′ |P (η′ → η) (4.2.12)
=

∑

η′

|W (η′, n) − pη′ | (4.2.13)
= Dn, (4.2.14)onde nós utilizamos novamente (4.2.1) para ir da primeira linha para a segunda. Em outraspalavras, o desvio Dn da distribuição de Gibbs derese de forma onstante ao longo de umaadeia de Markov.4.2.1 Algoritmo de MetropolisO algoritmo mais frequentemente utilizado em proessos Markovianos é aquele inventadopor Metropolis e oautores [40℄. A diferença na energia de um sistema devido a uma mudançana on�guração η para η′ é alulada. Se a diferença na energia é negativa, então a nova on�-guração é automatiamente aeita; se, no entanto, a diferença é positiva, a nova on�guraçãoé aeita om probabilidade e−β(Eη′−Eη). Em outras palavras,

P (η → η′) =

{

A−1 se Eη′ < Eη

A−1e−β(Eη′−Eη) se Eη′ > Eη.
(4.2.15)De maneira estruturada, para um sistema de spins o que temos que fazer é seguir os inopassos seguintes:1. Seleionamos um sítio i da rede no qual o spin σi é onsiderado para inverter o sentido(σi → −σi).2. Computamos a diferença de energia Eη′ − Eη assoiada om a inversão.3. Calulamos a probabilidade de transição p = AP para essa inversão de aordo om(4.2.15).4. Obtemos um número aleatório r distribuído uniformemente entre zero e um.5. Se r < p invertemos o spin, do ontrário não o fazemos.



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 44Nesse aso, a on�guração de spins obtida no �nal do passo 5 é ontada omo uma �novaon�guração�. Na realidade, a literatura utiliza uma onvenção que diz que uma �nova on�-guração� é onsiderada somente após L2 tentativas e isso de�ne um passo de Monte Carlo, ouno inglês, �sweep� (varredura). Nessa dissertação adotaremos o termo varredura.A esolha da variável no passo 1 pode ser feita de diversas maneiras. Por exemplo, no asode sistemas de spins, poderíamos esolher um spin de maneira aleatória. Nós, em ontrapar-tida, adotamos a esolha sequenial dos spins no passo 1.4.2.2 Tempo de autoorrelação integradoAtualizações loais de Monte Carlo omo o algoritmo de Metropolis não são e�ientes e osdados produzidos orrespondem aos suessivos estados de uma adeia de Markov. Esta adeiapode forneer on�gurações om observáveis altamente orrelaionados, introduzindo viés nasestimativas das grandezas físias e suas variânias se a amostragem não for su�ientementegrande. Além disso, sistemas om interações de longo alane vão muito lentamente para oequilíbrio, o que introduz um novo grau de omplexidade.A adeia é onstituída por uma sequênia de n on�gurações as quais forneem os obser-váveis Xi, om i = 1, . . . , n. De�nimos a função de autoorrelação normalizada omo [41℄:
ρ(t) ≡ C(t)

C(0)
, (4.2.16)onde

C(t) ≡ 1

nτ − |t|

nτ−|t|
∑

i=1

(Xi − X̄)(Xi+|t| − X̄), (4.2.17)om X̄ sendo a média do observável X feita utilizando nτ pontos da adeia.O tempo de autoorrelação integrado é de�nido omo
τint =

1

2

∞
∑

t=−∞

ρ(t) =
1

2
+

∞
∑

t=1

ρ(t). (4.2.18)A variânia da adeia do observável X é dada pela seguinte expressão [41℄:
σ2(X̄) =

1

nτ

nτ−1
∑

t=−(nτ−1)

(

1 − |t|
nτ

)

C(t)

≈ 1

nτ
(2τint)C(0) para nτ ≫ τint. (4.2.19)O fator 2τint/nτ representa o erro ometido na variânia devido a orrelação entre os observá-veis da adeia. O fato de não onsiderarmos essa orrelação implia na determinação de umavariânia menor do que a variânia real. Na seção 5.2.2 mostramos omo as estimativas davariânia, e portanto das barras de erro, são efetuadas através do método de Jakknife.



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 454.3 Algoritmo multian�nioDesde a déada de 70 é sabido que simulações de Monte Carlo om fatores de peso des-onheidos a priori eram possíveis e preisavam ser onsiderados [42℄. Com os trabalhos deBerg e Neuhaus [43, 44℄ essa tornou-se uma idéia mais amplamente aeita. Vale omentar quea motivação dos estudos de Berg e Neuhaus [43, 44℄ envolvia fundamentalmente o problemada barreira de energia livre (vide seção 2.3) nas transições de fase de primeira ordem. Apre-sentamos a seguir os aspetos envolvidos na formulação do algoritmo multian�nio. Comoprinipais referênias sobre o assunto temos as Refs. [42, 45℄.O algoritmomultian�nio é araterizado essenialmente pelo peso multian�nio wmu(E),que é de�nido por:
wmu(E) ≡ e−b(E)E+a(E), (4.3.1)onde b(E) e a(E) são denominados parâmetros multian�nios. O prinipal efeito da utilizaçãodesse peso nas simulações de Monte Carlo é que todas as on�gurações sejam amostradas oma mesma frequênia. Isso é pertinente prinipalmente para o aso onde queremos alular otermo de energia livre de superfíie em uma transição de primeira ordem [42℄. As on�guraçõessão amostradas om a mesma frequênia pois, omo iremos mostrar, o peso multian�nio

wmu(E) serve omo uma aproximação para o peso6:
w1/n(E) =

1

Ω(E)
, (4.3.2)onde Ω(E) é a degeneresênia dos estados om energia7 E.Na prátia, o algoritmo multian�nio é implementado de maneira análoga ao algoritmo deMetropolis apresentado na seção 4.2.1. As on�gurações, no entanto, devem ser amostradasde aordo om uma distribuição de�nida utilizando o peso multian�nio wmu(Eη). Isso é feitoonsiderando a probabilidade de transição omo:

Pmu(η → η′) =

{

A−1mu se Eη′ < Eη

A−1mu wmu(η′)/wmu(η) se Eη′ > Eη ,
(4.3.3)onde wmu(η) é o peso multian�nio de�nido de aordo om a expressão (4.3.1) para a energia

Eη. Note que aqui devemos assoiar índies inteiros a ada uma das energias, fazemos isso deaordo om o disutido na seção 4.1.6Outro algoritmo que também explora esse mesmo prinípio é o algoritmo de Wang-Landau, proposto naRef. [46℄.7Um algoritmo semelhante foi proposto por Lee [47℄, o qual de�ne o peso assoiando-o om a entropiamiroan�nia. Considera Ω(E) ≡ eS(E)/kB , o que leva a analogia S(E) ≈ b(E)E − a(E).



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 46Seguindo o algoritmo de�nido em (4.3.3), obtemos uma distribuição de on�gurações (i.e.,um histograma da série produzida) que orresponderá à probabilidade multian�nia, a qual,por sua vez, é dada por
pmu(E) = cmu Ω(E) wmu(E). (4.3.4)Podemos utilizar a aproximação

Ω(E) ≈ [wmu(E)]−1 (4.3.5)para reesrever a probabilidade pmu(E) omo
pmu(E) ≈ cmu, (4.3.6)a qual fornee um histograma aproximadamente plano.Podemos também obter a probabilidade an�nia de enontramos o sistema om umaenergia E a uma temperatura T = (kBβ)−1, de�nida omo

pB(E, β) = Ω(E) e−βE/Z(β), (4.3.7)utilizando os pesos multian�nios. Fazemos isso onsiderando a aproximação (4.3.5), ou seja,esrevemos a probabilidade an�nia omo
pB(E, β) ≈ [wmu(E)]−1 e−βE/Z(β). (4.3.8)O problema é que os pesos wmu(E) não são onheidos a priori. Assim, preisamos dividira implementação do algoritmo multian�nio em dois passos prinipais:(i) obtenção dos parâmetros multian�nios a(E) e b(E), os quais de�nem os pesos multi-an�nios wmu(E);(ii) produção de séries de dados utilizando os parâmetros multian�nios a(E) e b(E) deter-minados no passo (i).O passo (ii) é trivial já que é exeutado de maneira ompletamente análoga ao algoritmode Metropolis, omo de�nido em (4.3.3). Para o primeiro passo porém, vamos onsiderar aquio método das relações reursivas, o qual é amplamente disutido nas Refs. [42, 45℄ e onsisteem realizar diversas simulações para a determinação dos parâmetros multian�nios a(E) e

b(E).Primeiro onsideramos os pesos
w0(η) = w0(Eη) = 1 para todo η , (4.3.9)



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 47e as simulações seguem tentando obter melhores estimativas para wn(η), (n = 1, 2, 3, . . . ). Aondição iniial aima orresponde a uma situação de temperatura in�nita onde os a0(E) e
b0(E) são identiamente nulos8 seja qual for o valor de E.A n-ésima simulação é efetuada om o peso wn(η) e fornee um histograma Hnmu(Eη), oqual é utilizado para de�nir o peso wn+1(η).Consideramos agora a analogia

S(E) = b(E)E − a(E), (4.3.10)onde S(E) é a entropia miroan�nia, vamos estabeleer a seguir as relações reursivas entreos parâmetros multian�nios.Por analogia à relação termodinâmia 1/T = (∂S/∂E), de�nimos a equação
b(E) =

∂S(E)

∂E
, (4.3.11)a qual pode ser reesrita para energias disretas9 da seguinte maneira:

b(E) =
S(E − ǫ) − S(E)

ǫ
. (4.3.12)Utilizando a identidade (4.3.10), alulamos a diferença S(E) − S(E − ǫ):

S(E) − S(E − ǫ) = b(E)E − b(E − ǫ)(E − ǫ) − a(E) + a(E − ǫ). (4.3.13)Agora, inserindo ǫb(E − ǫ) = S(E) − S(E − ǫ) via equação aima, obtemos
a(E − ǫ) = a(E) + [b(E − ǫ) − b(E)]E. (4.3.14)Assim, de�nindo um valor arbitrário para a(EM ) (por exemplo a(EM) = 0), onseguimos atri-buir valores para a(E) para qualquer E através da expressão aima. Desta forma vemos que,se b(E) for dado para todos os valores de E, obtemos todos os valores de a(E). Notamos queos valores de an(E) dependem apenas dos valores de bn(E) na n-ésima simulação. Lembrandoque a ondição (4.3.9) de�ne os valores iniiais.Preisamos ainda de uma relação que atribua os valores para bn+1(E) a partir dos valoresde bn(E) na n-ésima simulação. Obtemos essas relação utilizando o histograma Hn

mu(E) obtidona n-ésima simulação.8É aonselhável omeçar a reorrênia (n = 0) para os pesos multian�nios na região desordenada, b0(E) =
0 e a0(E) = 0, pois assim o sistema move-se livremente nesta fase, embora a esolha b0(E) = β também sejapossível.9Aqui utilizamos também a disretização desrita pela expressão (4.1.6).



CAPÍTULO 4. MÉTODOS DE MONTE CARLO 48Para evitar algum valor nulo de Hn
mu(E), substituimos Hn

mu(E) por
Ĥn

mu(E) = max[h0, H
n
mu(E)] , (4.3.15)onde 0 < h0 < 1.De�nimos então

wn+1(k) = e−Sn+1(E) = c
wn(k)

Ĥnmu(Ek)
, (4.3.16)onde a onstante (irrelevante) c é introduzida para que Sn+1(E) possa ser um estimador daentropia miroan�nia:

Sn+1(E) = − ln c + Sn(E) + ln Ĥnmu(E). (4.3.17)Substituindo essa expressão na equação (4.3.12) obtemos a seguinte relação para os b(E):
bn+1(E) = bn(E) + [ln Ĥnmu(E + ǫ) − ln Ĥnmu(E)]/ǫ . (4.3.18)Na realidade utilizamos a relação desrita nas Refs. [42, 45℄, onde de�ne-se o peso norma-lizado

ĝn
0 (E) =

gn
0 (E)

gn(E) + gn
0 (E)

. (4.3.19)Os pesos gn(E) são determinados pela relação reursiva
gn+1(E) = gn(E) + gn

0 (E), (4.3.20)om g0(E) = 0. Os pesos gn
0 (E) são determinados a partir dos histogramas através da relação

gn
0 (E) =

Ĥnmu(E + ǫ)Ĥnmu(E)

Ĥnmu(E + ǫ) + Ĥnmu(E)
. (4.3.21)Com isso, a relação reursiva para b(E) é reesrita utilizando ĝn
0 (E) omo

bn+1(E) = bn(E) + ĝn
0 (E) × [ln Ĥnmu(E + ǫ) − ln Ĥnmu(E)]/ǫ . (4.3.22)



Capítulo 5Simulação do modelo de Ising dipolarbidimensionalNeste apítulo apresentamos o estudo realizado sobre o modelo de Ising dipolar bidimensi-onal utilizando simulações numérias de Monte Carlo. Além de disutir a implementação dasondições de ontorno periódias, apresentamos os aspetos importantes da análise de dadostais omo a ténia de repesagem em histogramas múltiplos e a estimativa de barras de erropelo método de Jakknife.Apresentamos também os resultados obtidos por meio dos algoritmos de Metropolis emultian�nio para diversos tamanhos de rede. A partir dos nossos resultados foi possívelidenti�ar as fases termodinâmias do modelo para δ = 2. Para tamanhos de rede menores(L = 16 e 32), mostramos que essas fases orrespondem às fases de líquido tetragonal e de faixasde spins om largura h = 2. Para tamanhos de redes maiores (L = 48, 56 e 72), enontramosevidênias numérias da existênia de uma fase intermediária, a fase nemátia de Ising, a qualfoi identi�ada reentemente por Cannas e oautores [33℄ por meio de simulações de MonteCarlo. Neste trabalho alulamos o alor espeí�o e a suseptibilidade do parâmetro de ordemno intervalo de temperaturas onde as transições de fase são observadas utilizando a ténia derepesagem em histogramas múltiplos. Com esta metodologia identi�amos os máximos dessasgrandezas e estimamos as temperaturas rítias de tamanho �nito om grande preisão.Com os valores dos máximos do alor espeí�o obtidos através da repesagem das sériestemporais produzidas por meio do algoritmo de Metropolis, realizamos uma análise de tamanho�nito e obtivemos os expoentes rítios α, γ e ν e disutimos a natureza das transições de fase.Por �m, alulamos o tempo de autoorrelação integrado para as séries da energia obtidaspor meio do algoritmo de Metropolis em diversas temperaturas. A partir dos resultadosobtidos para temperaturas próximas às temperaturas de transição de fase (para as transições
49



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 50que oorrem nos tamanhos de rede maiores), estimamos o expoente rítio dinâmio1 zint.Inferimos daí o quão severo é o deaimento lento rítio para esse sistema próximo às transiçõesde fase termodinâmias.Vale notar que o estudo realizado aqui sobre do modelo de Ising dipolar, o qual inlui:i. o uso da ténia de repesagem para determinação das grandezas físias,ii. o álulo do tempo de autoorrelação nas séries da energia para diferentes temperaturase o álulo do expoente rítio dinâmio,iii. estimativas para os expoentes rítios α, γ e ν para as transições de fase faixas-nemátiae nemátia-tetragonal,iv. a utilização de um algoritmo de minimização global (multian�nio),ainda não foi abordado na literatura2.Ressaltamos ainda que, para realizar as simulações e a análise dos dados obtidos, foi nees-sário desenvolver diversos ódigos omputaionais. Inlui-se aqui os ódigos da implementaçãopara:i. ondições de ontorno periódias onsiderando o termo dipolar, onde empregamos aténia do somatório de Ewald. Os aspetos analítios, a implementação e um estudonumério da onvergênia dessa ténia estão ontidos no Apêndie A;ii. produção das séries temporais para a energia e parâmetro de ordem Ohv por meio doalgoritmo de Metropolis;iii. geração de histogramas a partir das séries obtidas;vi. armazenamento de on�gurações dos spins.v. atualização dos parâmetros multian�nios a(E) e b(E);vi. produção das séries por meio do algoritmo multian�nio;vii. análise das séries obtidas pelo algoritmo de Metropolis, a qual inorpora a ténia derepesagem em histogramas múltiplos e as estimativas de erro utilizando o método deJakknife;1Vide Ref. [41℄ para um melhor detalhamento.2Exeto pelos resultados obtidos por meio do algoritmo multian�nio, todos os resultados obtidos por nós,juntamente om as disussões realizadas, já foram redigidos na forma de artigo ientí�o e submetidos parapubliação. O texto pode ser enontrado no site http://arxiv.org/abs/0903.4084.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 51viii. análise das séries obtidas pelo algoritmo multian�nio, a qual inorpora, além das esti-mativas de erro utilizando o método de Jakknife, a ténia de repesagem empregandoo método de soma logaritmia [45℄.5.1 Condições de ontorno periódiasCondições de ontorno periódias são amplamente utilizadas em simulações numérias.Tanto métodos de Monte Carlo quanto métodos de dinâmia moleular as utilizam. Sua im-plementação é fundamental para amenizar efeitos do tamanho �nito e eventualmente eliminarefeitos de borda [48, 49℄. Além disso, transições que são onheidas omo de primeira ordemfrequentemente exibem araterístias de transições de ordem superior quando modeladas emaixas pequenas por ausa da supressão das �utuações.Outro detalhe importante sobre a implementação das ondições de ontorno, em espeí�ono modelo de Ising dipolar, está relaionado om a formação das estrutura de domínios dotipo faixas para o estado fundamental. O omprimento L deve ser múltiplo de 2h para queo sistema possa minimizar a energia sem que os efeitos de borda ausados pelas ondições deontorno sejam signi�ativos.A Figura 5.1 mostra uma representação grá�a de omo as ondições de ontorno periódiassão de�nidas. O sistema, representado pela aixa entral O om lados iguais a L, tem suaimagem (aixas om linhas pontilhadas) repliada in�nitamente nas direções dos versores ê1e ê2 no plano xy, formando uma rede de Bravais regular bidimensional3. Utilizamos o vetor
~n = L(n1ê1+n2ê2) para indiar a posição de ada uma das imagens repliadas do sistema, om
n1 e n2 sendo números inteiros (positivos e negativos). Desse modo, quando ~n = 0, estamosnos referindo ao próprio sistema e, quando ~n 6= 0, estamos nos referindo às suas imagens.Como o modelo apresenta dois termos de interação, é onveniente implementar as ondiçõesde ontorno periódias em duas partes: uma para as interações entre os primeiros vizinhos eoutra para as interações dipolares.As ondições de ontorno periódias onsiderando apenas as interações entre os primeirosvizinhos está representada pelas linhas vermelhas pontilhadas. Note que os primeiros vizinhosda partíula i não estão situados apenas na aixa entral O, mas distam apenas de uma unidadede espaçamento de rede em relação a essa partíula. Portanto, para a interação de troa, nota-se que é su�iente repliar a última oluna (à direita) da aixa O ao lado da primeira oluna(à esquerda) e vie-versa; e, de modo análogo, repliar a última linha da aixa O aima da3A título de lareza apenas oito imagens (A-H) do sistema estão presentes na Figura 5.1, ontudo, temosin�nitas imagens repliadas.
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Figura 5.1: Representação das ondições de ontorno periódias para interações entre primeirosvizinhos (linhas vermelhas pontilhadas) e para interações dipolares (vetores oloridos).primeira linha e vie-versa.A exigênia de imagens repliadas in�nitamente no plano vem do aráter de longo alaneda interação dipolar. O momento de dipolo magnétio do spin da partíula i deve interagir omtodos os momentos de dipolo dos spins das outras partíulas e também das suas respetivasimagens, inluindo as interações om os momentos de dipolo dos spins das suas própriasimagens. Por exemplo, na Figura 5.1, o vetor azul representa o vetor ~Rij, ujo o módulo éutilizado para o álulo da interação entre os momentos de dipolo orrespondentes aos spinsdas partíulas i e j. A interação entre o momento de dipolo do spin da partíula i om omomento de dipolo da imagem da partíula j é obtida utilizando o módulo do vetor verde
~Rij′, que é dado pela soma ~n + ~Rij. Neste aso temos n1 = 1 e n2 = 0, isto é, ~n = Lê1, o queindia que a imagem orrespondente do sistema é representada pela aixa D.Portanto, inluir a interação dos momentos de dipolo dos spins das partíulas do sistemaom suas imagens equivale a somar ao vetor4 ~rij o vetor ~n, efetuando somas in�nitas sobre asomponentes do vetor ~n. Assim, podemos reesrever o termo de interação dipolar da energia4Lembramos que ~Rij = a~rij , onde a é o espaçamento de rede, e omo é usual, fazemos a = 1. Isso impliaque o volume do sistema é L2 = N , onde N é o número total de spins.
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Edipolar =

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

∞
∑

|~n|=0

′ σiσj

|~rij + ~n|3
, (5.1.1)onde o símbolo ′ india que o vetor ~n = 0 é exluído do somatório quando i = j, impedindoa auto-interação. O fator 1/2 aparee pois a energia de interação entre as partíulas i e j sódeve ser omputada uma vez.Uma forma e�iente para alular Edipolar é por meio do método do somatório de Ewald,apresentado em detalhes no Apêndie A. Utilizando este método, onvertemos o somatóriona rede5, o qual onverge lentamente, em dois outros somatórios, sendo um no espaço real e ooutro no espaço reíproo. Estes novos somatórios possuem uma melhor onvergênia, ou seja,utilizam um menor número de termos na soma para onvergirem. A apliação do método deEwald leva ainda à existênia de um tereiro termo, hamado auto-interação. Assim podemosreesrever a expressão (5.1.1) da seguinte maneira:

Edipolar = Ereal + Ereíproo + Eauto-interação, (5.1.2)onde
Ereal =

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

∞
∑

|~n|=0

′σiσj

[erf (α |~rij + ~n|)
|~rij + ~n|3

+
2α√

π

e−α2|~rij+~n|2

|~rij + ~n|2

] , (5.1.3a)
Ereíproo =

π
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N
∑
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N
∑

j=1

∞
∑

| ~G|=0

σiσj

[

2α√
π

e−
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4α2 − G erf( G

2α

)]

cos( ~G.~rij), (5.1.3b)
Eauto-interação = − 2α3

3
√

π

N
∑

i=1

σ2
i , (5.1.3)om ~G = 2π(k1ê1 + k2ê2)/L, e sendo k1 e k2 números inteiros (positivos e negativos). Nósde�nimos o parâmetro α de Ewald igual a 3, 5 em todas as simulações. A justi�ativa dessevalor vem do nosso estudo numério da onvergênia dos somatórios, o qual é apresentadona seção A.4 do Apêndie. Também apresentamos, na seção A.3, uma maneira de otimizaro álulo dos somatórios. Para isso, utilizamos matrizes para o armazenamento de parte dossomatórios das expressões (5.1.3a) e (5.1.3b).

5Espei�amente sobre as omponentes do vetor ~n.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 545.2 Metodologias para análise de dados5.2.1 Ténia de repesagemComo vimos, as simulações de Monte Carlo geram adeias om valores para o observável Xsegundo uma distribuição de probabilidades de�nida. Em Meânia Estatístia, estamos inte-ressados em utilizar essas adeias para obter estimadores X̄(β) e X̄2(β) para médias térmias
〈X〉(β) e 〈X2〉(β) desse observável, respetivamente.No algoritmo de Metropolis as adeias são geradas segundo o peso wk = e−β0Ek , onde β0 =

1/kBT0. Assim, em prinípio, poderíamos apenas estimar as médias térmias na �temperatura�
β0 e para temperaturas diferentes dessa, teríamos que realizar outras simulações. Para oalgoritmo multian�nio o aso paree ser pior, já que as adeias são geradas de aordo omum peso wk = wmu(Ek) e (ainda) não temos nenhuma relação que possamos assoiar oma temperatura an�nia. Nesses asos, a ténia de repesagem é extremamente útil, já quepermite utilizar os dados obtidos nessas adeias para forneer médias térmias para valoresontínuos da �temperatura� β [50, 51, 52℄.De uma maneira geral, realizamos a repesagem de uma adeia om n valores X1, . . . , Xnpara o observável X de aordo om a distribuição an�nia de Gibbs. Assim, um estimadoradequado para a média térmia da grandeza 〈X〉 para uma dada �temperatura� β é dado por

X̄(β) =
1

Z̄(β)

n
∑

k=1

Xk[wk]
−1e−βEk , (5.2.1)onde

Z̄(β) =

n
∑

k=1

[wk]
−1e−βEk (5.2.2)equivale a um estimador da função de partição an�nia, sendo wk o peso utilizado paraamostrar a série original. Note que para ada valor Xk do observável X forneido pela adeiatemos assoiado uma energia Ek.No algoritmo multian�nio temos que wk = e−b(Ek)Ek+a(Ek), assim a repesagem é feita daseguinte maneira:

X̄(β) =
1

Z̄(β)

n
∑

k=1

Xke
−βEk+b(Ek)Ek−a(Ek), (5.2.3)onde

Z̄(β) =
n
∑

k=1

e−βEk+b(Ek)Ek−a(Ek). (5.2.4)



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 55Vale dizer que os números que vão dentro da exponenial são muito grandes em geral, o queleva a sérios problemas numérios. Esses problemas podem ser amenizados pelo método desoma proposto na Ref. [45℄, o qual utiliza funções logaritmias.Como já menionado, para o algoritmo de Metropolis temos que wk = e−β0Ek . Podemosrepesar as séries obtidas por meio do algoritmo de Metropolis, utilizando o peso wk, em uma�temperatura� β da seguinte maneira:
X̄(β) =

1

Z̄(β)

n
∑

k=1

Xke
−(β0−β)Ek , (5.2.5)onde

Z̄(β) =

n
∑

k=1

e−(β0−β)Ek . (5.2.6)Para aumentar a estatístia para a repesagem �nal, é útil ombinar os dados obtidos emsimulações independentes realizadas em �temperaturas� βi
0 (i = 1, . . . , P ), om a ondição deque as P simulações foram realizadas para temperaturas muito próximas umas das outras.Isso leva à seguinte abordagem direta, a qual foi proposta na Ref. [50℄. A primeira observaçãoé que qualquer ombinação linear ponderada,

X̄(β) =

∑P
i=1 aiX̄i(β)

∑P
i=1 aiZ̄i(β)

, (5.2.7)om os fatores de peso ai = ai(β) > 0, é um estimador válido para 〈X〉(β).Aqui temos:
X̄i(β) =

n
∑

k=1

Xke
−(β−βi

0)Ek (5.2.8)e
Z̄i(β) =

n
∑

k=1

e−(β−βi
0
)Ek . (5.2.9)Para a estimativa �nal na equação (5.2.7) é onveniente impor a normalização

P
∑

i=1

wi = 1, (5.2.10)om wi = aiZ̄i. Isso onverte a equação (5.2.7) em
X̄(β) =

P
∑

i=1

wix̄i, (5.2.11)om x̄i = X̄i/Z̄i e wi = wi(β) sendo pesos normalizados. Estes pesos são esolhidos omosendo o inverso da variânia estatístia wi(β) ≈ 1/σ2[X̄i(β)] de ada série temporal repesada.A onstante geral total é determinada pela ondição de normalização (5.2.10).



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 565.2.2 O método de JakknifeComo disutido na seção 4.2.2, os dados obtidos para as séries temporais através do al-goritmo de Metropolis podem estar orrelaionados. Isso implia em uma variânia σ2(X̄)equivoada. Apresentamos aqui a estimativa orreta da variânia, a qual também é utilizadapara o agrupamento de várias estatístias na repesagem de adeias obtidas através do algo-ritmo de Metropolis, omo menionado na seção 5.2.1. Mostramos aqui o método6 detalhadopara obter as estimativas orretas das barras de erro das médias térmias das grandezas físiasjá inluindo a ténia de repesagem.Em primeiro lugar, dividimos o número total n de pontos da série temporal em NA amos-tras om nA pontos ada uma (do inglês: �binning�). Calulamos então NA médias pariaisutilizando n − nA pontos da série, exluindo sempre nA pontos de uma amostra, ou seja,alulamos
X̄j(β) =

∑

k/∈{j}

Xk[wk]
−1e−βEk , (5.2.12)

X̄2
j(β) =

∑

k/∈{j}

X2
k [wk]

−1e−βEk , (5.2.13)
Z̄j(β) =

∑

k/∈{j}

[wk]
−1e−βEk . (5.2.14)A notação k /∈ {j} signi�a que todos os pontos nA da j-ésima amostra serão exluídos do

j-ésimo estimador, om j = 1, . . . , NA.Utilizando os Z̄j(βi), normalizamos as medidas de X̄j(β) e X̄2
j(β) da seguinte maneira:

x̄j(β) =
X̄j(β)

Z̄j(β)
, (5.2.15)

x̄2
j(β) =

X̄2
j(β)

Z̄j(β)
. (5.2.16)Estes resultados permitem alular a suseptibilidade omo

χ̄j(β) = D
[

x̄2
j(β) − [x̄j(β)]2

]

, (5.2.17)onde D é igual a kBβ2/N para o alor espeí�o Cv (segundo a expressão (4.1.16)) e igual a
N para o parâmetro de ordem Ohv (segundo a expressão (4.1.17)).Por �m alulamos as médias �nais do observável físio e da suseptibilidade respetiva-mente omo:

x̄(β) =
1

NA

NA
∑

j=1

x̄j(β) (5.2.18)6Para um melhor detalhamento sobre o método de Jakknife vide Ref. [53℄.
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χ̄(β) =

1

NA

NA
∑

j=1

χ̄j(β). (5.2.19)Os respetivos desvios padrão são dados por:
σ2

x̄(β) =
(NA − 1)

NA

NA
∑

j=1

[x̄j(β) − x̄(β)]2 (5.2.20)e
σ2

χ̄(β) =
(NA − 1)

NA

NA
∑

j=1

[χ̄j(β) − χ̄(β)]2. (5.2.21)Por exemplo, os estimadores para 〈E〉(β) e 〈Ohv〉(β) são alulados através da expressão(5.2.18) e suas respetivas barras de erro são dadas pela raíz quadrada de σ2
x̄(β), onforme aequação (5.2.20). Já os estimadores para o alor espeí�o Cv(β) e a suseptibilidade χhv(β)do parâmetro de ordem, podem ser alulados utilizando a equação (5.2.19), om os seusrespetivos erros dados pela raíz quadrada do desvio padrão σ2

χ̄(β), onforme a expressão(5.2.21).5.3 ResultadosTodo o estudo apresentado aqui foi foado na região do diagrama de fase onde a razão entreas intensidades dos aoplamento δ é igual a 2. A esolha desse valor foi baseada prinipalmenteem dois fatores: i) a possível presença da fase nemátia de Ising, que, omo veremos, foion�rmada pelos nossos resultados, ii) ter a largura da faixas h = 2, visto que as simulaçõessão bastante demoradas e, por isso, tivemos que restringir os tamanhos das redes utilizadas.Dividimos os resultados em duas seções, uma para os resultados obtidos através do algoritmode Metropolis e outra para os obtidos através do algoritmo multian�nio. Para os doisalgoritmos foram geradas séries temporais para a energia interna total por spin E/N e para oparâmetro de ordem Ohv.5.3.1 Algoritmo de MetropolisUtilizando o algoritmo de Metropolis foram geradas séries temporais para redes de tamanho
L = 16, 32, 48, 56 e 72. Na Tabela 5.1, apresentamos a lista das temperaturas T0 utilizadasem ada produção para os tamanho de rede L. Todas as séries produzidas foram iniializadasom on�gurações aleatórias. A termalização onsistiu de 106 varreduras para tamanhos derede L ≤ 48 e 5 × 105 varreduras para L = 56 e 72. Para ada temperatura, as séries obtidas



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 58orrespondem a 3, 4×107 varreduras para L ≤ 56 e 2, 7×107 varreduras para o maior tamanhode rede L = 72.

Figura 5.2: Séries temporais para a energia por spin 〈E/N〉 geradas pelo algoritmo de Metropolispara L = 56 em diferentes temperaturas.
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Figura 5.3: Séries temporais para o parâmetro de ordem Ohv (sem módulo) geradas pelo algoritmode Metropolis para L = 56 em diferentes temperaturas.As Figuras 5.2 e 5.3 mostram, respetivamente, as séries temporais produzidas para aenergia por spin 〈E/N〉 e o parâmetro de ordem Ohv para as diversas temperaturas para
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L = 56. Para as temperaturas mais baixas (T . 0, 780), as séries transitam entre duas regiõesdurante sua evolução, o que é um indíio de que o sistema tunela de uma fase para outra. Esseomportamento também pode ser visto nos histogramas das Figuras 5.4() e 5.4(d). Para as

L T016 0,791; 0,830; 0,850; 0,87032 0,780; 0,791; 0,812; 0,825; 0,85048 0,770; 0,780; 0,791; 0,812; 0,87056 0,760; 0,770; 0,780; 0,790; 0,808; 0,86072 0,760; 0,770; 0,780; 0,790; 0,807; 0,830Tabela 5.1: Temperaturas T0 para produções das séries temporais a partir do algoritmo de Metropolise utilizadas para repesagem.

Figura 5.4: Histogramas das séries produzidas para a energia por spin E/N e parâmetro de ordem
Ohv para L = 56 em diferentes temperaturas. (a) e (b) orrespondem a transição de fase nemátia-tetragonal e () e (d) à transição de fase faixas-nemátia.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 61temperaturas mais baixas, observamos laramente a presença de dois pios nos histogramas.Conforme diminuimos a temperatura, observamos que esta estrutura se mantem, oorrendoapenas alteração nas alturas relativas. O mesmo oorre para o parâmetro de ordem, o queindia a presença de uma transição de fase. Para temperaturas mais altas, outra transiçãode fase é sugerida. Em partiular, para T = 0, 808 observamos a forma de pio duplo nohistograma da Figura 5.4(a). Nesse aso, a altura sendo aproximadamente igual para ambosos pios india que a temperatura rítia da transição está próxima de 0, 808.Para identi�ar as temperaturas rítias de tamanho �nito, analisamos o alor espeí�o
Cv de�nido em um intervalo (ontínuo) de temperaturas por repesagem das séries obtidas apartir das simulações nas temperaturas T0. Os resultados para os máximos do alor espeí�o
Cv|max e as orrespondentes temperaturas rítias T

(i)
c de tamanho �nito são apresentados naTabela 5.2. As temperaturas rítias de tamanho �nito T

(i)
c são de�nidas pelo máximo do alorespeí�o Cv(L). Todas as estimativas das barras de erro foram feitas utilizando a ténia deJakknife, sendo utilizadas nA = 40 amostras para L ≤ 56 e nA = 20 amostras para L = 72.A Figura 5.5 mostra as nossas estimativas �nais para as médias da energia por spin 〈E/N〉e do alor espeí�o Cv em função da temperatura T . A Figura 5.5(a) mostra Cv para L = 16,

32 e 48. As estimativas para as barras de erro foram inluídas apenas para L = 48, nográ�o de dentro da Fig.5.5(a) para ter uma lara apresentação do omportamento de Cv paradiferentes tamanhos de rede.Segundo os resultados mostrados na Figura 5.5 para L = 16, observamos uma transição defase araterizada por um pio no alor espeí�o em T
(1)
c = 0, 8323. Essa transição tambémé notada pelo omportamento do parâmetro de ordem Ohv. A partir da análise das on�gura-ções obtidas das séries em temperaturas próximas a temperatura de transição, identi�amosessa transição omo orrespondendo a transição entre as fases do tipo faixas de spins e a

L C
(1)
v |max T

(1)
c C

(2)
v |max T

(2)
c16 3,095(2) 0,8323(2)32 3,92(2) 0,7905(3)48 3,76(3) 0,7785(7) 4,21(1) 0,8132(2)56 3,72(4) 0,7727(6) 5,44(2) 0,8084(2)72 4,1(4) 0,767(2) 5,6(1) 0,800(1)Tabela 5.2: T

(i)
c : temperaturas rítias de tamanho �nito para as transições de fase observadas paratamanhos de rede L de�nidas pelo máximo do alor espeí�o C

(i)
v |max omo mostrado nas Fig. 5.5(a)e 5.5(b).
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Figura 5.5: Calor espeí�o Cv e energia média por spin 〈E/N〉 em função da temperatura T para
L = 16, 32, 48 nas �guras (a) e (b), e L = 56, 72 em () e (d). Dentro da Fig. (a): Cv om estimativasde barras de erro para L = 48.fase de líquido tetragonal. Conforme aumentamos o tamanho da rede o omportamento dasurvas muda drastiamente e uma outra transição aparee. Essa nova transição, a transiçãoentre as fases nemátia e tetragonal, apresenta aumento mais pronuniado no máximo do alorespeí�o em T

(2)
c em omparação om o novo máximo agora em T

(1)
c ≈ 0, 77. Esta nova tem-peratura T

(1)
c orresponde à transição faixas-nemátia. A Figura 5.6 ilustra as on�guraçõestípias em ada uma das fases para L = 56. Esta �gura mostra omo as simetrias direionale translaional são perdidas om o aumento da temperatura em direção à fase tetragonal. Ason�gurações típias nas temperaturas de transição são exibidas na Figura 5.7.Notamos que a posição dos pios do alor espeí�o muda onforme L aumenta. Estamudança oorre igualmente para ambos os pios na direção de temperaturas mais baixas.Esse é um efeito ausado pelo tamanho �nito da rede. Considerando que esperamos observaras duas transições de fase no limite termodinâmio e levando em onta os resultados numérios



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 63obtidos na Tabela 5.2 para as temperaturas rítias de tamanho �nito, supomos que a diferençaentre as temperaturas rítias atingirá um valor �xo.Apresentamos o máximo das suseptibilidades e respetivas temperaturas rítias de ta-manho �nito T
(i)
c na Tabela 5.3. Estas temperaturas são de�nidas pela oorrênia de máximos

(a) T = 0, 710 (b) T = 0, 790 () T = 0, 840Figura 5.6: Con�gurações típias de spins para L = 56 em temperaturas nas fases: (a) faixas,(b) nemátia e () tetragonal. A on�guração na fase do tipo faixas representa E/N = −1, 2028,
Ohv = 0, 9873; na fase nemátia, E/N = −1, 1172, Ohv = 0, 7903; e na fase líquido tetragonal
E/N = −1, 0201 e Ohv = 0, 1777.

(a) T = 0, 773 (b) T = 0, 808Figura 5.7: Con�gurações de spins nas temperaturas de transição para L = 56. A on�guraçãoapresentada em (a) tem E/N = −1, 1670, Ohv = 0, 9205; enquanto que em (b), E/N = −1, 0769 e
Ohv = 0, 5633.

L χ(Ohv)
(1)
max T

(1)
c χ(Ohv)

(2)
max T

(2)
c16 28,42(2) 0,8336(2)32 49,4(1) 0,8258(2)48 17,0(5) 0,781(2) 129,7(6) 0,8140(2)56 13,8(2) 0,773(1) 170(2) 0,8097(2)72 13,1(9) 0,768(2) 209(3) 0,809(2)Tabela 5.3: Máximos da suseptibilidade e as orrespondentes temperaturas rítias T

(i)
c identi�adasna Fig. 5.8.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 64na suseptibilidade χ(T ) omo mostrado na Fig. 5.8(a) e (). As Figuras 5.8(b) e (d) ilustramo omportamento do parâmetro de ordem Ohv omo função da temperatura para diferentestamanhos de rede. Elas mostram que a quebra da simetria direional aontee prinipalmentena segunda temperatura de transição termodinâmia em T
(2)
c = 0, 809. Os pios nas susep-tibilidades relaionados a esta segunda transição tornam-se maiores a medida que o tamanhoda rede aumenta. Por outro lado, observamos valores menores para os máximos assoiadosà primeira transição termodinâmia T

(1)
c à medida que o tamanho da rede aumenta. Estesmáximos oorrem em T

(1)
c ≈ 0, 77. Segundo as estimativas da Tabela 5.3, podemos observaruma tendênia deresente não usual dos pios. Essa tendênia pode ontinuar até alançarum valor limite ou ainda, pode ontinuar até resultar em que essa transição seja apenas umartefato da rede. Em qualquer aso, essa nova propriedade oloa um grau extra de di�uldadena identi�ação da natureza da transição. Essa situação apresenta um omportamento para-lelo quando analisamos os máximos do alor espeí�o na Tabela 5.2. A primeira transição
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Figura 5.8: Suseptibilidade e parâmetro de ordem para diversos tamanhos de rede em função datemperatura.
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c ≈ 0, 77) paree apresentar pios no alor espeí�o tendo a mesma altura, enquanto quea segunda transição (T (2)

c ≈ 0, 809) mostra pios ada vez maiores onforme o tamanho darede aumenta.Desde que a fenomenologia desse modelo revela-se somente para grandes tamanhos de rede,nossos dados ainda apresentam limitações para uma análise adequada de esala de tamanho�nito. Qualquer simulação intensiva de Monte Carlo om algoritmos de atualização loal so-frerá severas limitações. No entanto, nossos dados permitem apresentar algumas estimativas.Para este �m, onsideramos apenas os três últimos valores para o máximo de Cv na Tabela5.2 e para o máximo de χ(Ohv) na Tabela 5.3, orrespondendo a L = 48, 56 e 72. Uma vezque os pios no alor espeí�o e na suseptibilidade relaionados om a primeira transiçãopareem onvergir para um valor onstante, assumimos α ≈ 0 e γ ≈ 0. Neste aso, orreçõeslogarítmias devem ser levadas em onta para desrever os máximos. A análise de esala detamanho �nito para a segunda transição fornee α = 0, 87(1), γ = 0, 69(6) e ν = 0, 57(7).Esses resultados suportam o aráter de segunda ordem para a transição de fase nemátia-tetragonal. A natureza ontínua da transição nemátia-tetragonal estaria de aordo om osugerido teoriamente por Abanov e oautores [30℄, através de um modelo ontínuo, e porPighin e Cannas [21℄, a partir de uma abordagem de ampo médio. Porém, Cannas e oau-tores [33℄ apresentaram fortes indíios de que essa transição é de primeira ordem para δ = 2.Nesse mesmo trabalho, Cannas e oautores espeulam sobre a hipótese de uma transição dotipo Kosterlitz-Thouless (KT) omo uma alternativa à possibilidade do aráter de primeiraordem enontrado. Notamos que o nosso resultado para o alor espeí�o Cv não apresenta umomportamento divergente, ou mesmo efeitos de tamanho �nito apreiáveis, então a hipótesede uma transição do tipo KT também preisa ser onsiderada. No entanto, nossos resultadosapresentam grandes barras de erro para o alor espeí�o no aso L = 72, di�ultando on-lusões mais preisas. Essa falta de preisão no alor espeí�o, quando omparamos om osresultados para o segundo pio em T
(2)
c , está relaionada à forte autoorrelação na transiçãofaixas-nemátia, omo apresentam nossos resultados a seguir sobre o tempo de autoorrelaçãointegrado τint nas simulações de Metropolis.Nossos álulos de 2τint são mostrados na Figura 5.9 para redes de tamanhos L = 16, 32, 48e 56, onde introduzimos a notação k para desrever amostras de tamanho nτ , sendo nτ = 2k.Obtemos 2τint ≈ 800 medições (L = 16) para as temperaturas próximas a temperatura rítiade tamanho �nito e valores menores para temperaturas orrespondendo à fase tetragonal. Parao aso onde L = 32, a Figura 5.9(b) mostra um valor maior: 2τint = 6×104 (grá�o de dentroda Figura 5.9(b)) para T = 0, 780 na fase de faixas e 4×104 para T = 0, 791, que orresponde
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Figura 5.9: Tempo de autoorrelação integrado 2τint para tamanhos de rede L = 16 (a), L = 32 (b),
L = 48 () e L = 56 (d) em função do tamanho das séries temporais 2k.ao máximo do alor espeí�o.Na Figura 5.9() apresentamos nossos resultados para L = 48, ujos dados para o alorespeí�o apresentam duas temperaturas rítias. Para a temperatura quando o sistema seenontra na fase de faixas (T = 0, 770), obtemos um tempo de autoorrelação maior, quandoomparado à transição faixas-nemátia: 2τint(T = 0, 780)= 5 × 105, enquanto que na fasenemátia, obtemos 2τint(T = 0, 791)= 4 × 104. Aumentando a temperatura para a próximatransição, obtemos 2τint(T = 0, 812)= 2, 4 × 103. Para uma temperatura ainda mais alta,observamos uma forte diminuição da 2τint, atingindo valores tão pequenos quanto 45 para
2τint. A Figura 5.9(d) mostra um valor grande para este tempo de autoorrelação, superiora 2 × 106 para série de dados oletados na fase de faixas e na transição faixas-nemátia. Natransição de fase nemátia-tetragonal obtemos 2τint(T = 0, 808)= 5 × 103 e um menor valor
60 na temperatura T = 0, 860, a qual o sistema enontra-se na fase tetragonal.Podemos desrever o tempo de autoorrelação nas séries do observável energia obtidas



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 67nas temperaturas de transição omo uma simples lei de potênia 2τint,E = ALzint , onde zinté o expoente rítio dinâmio assoiado [41℄. Uma estimativa grosseira fornee zint ≈ 6, 2 e
zint ≈ 4, 6, respetivamente, para as transições faixas-nemátia e nemátia-tetragonal. Es-ses são valores elevados, uma vez que algoritmos loais de Monte Carlo geralmente têm oexpoente rítio dinâmio z ≈ 2 [54℄. Para os algoritmos de atualização não-loais omo oalgoritmo de Swendsen-Wang, este expoente é ainda menor, apresentando para o modelo deIsing bidimensional puro z = 0, 222(7) [54℄.A partir da análise do tempo de autoorrelação podemos on�rmar a existênia de estadosom longos períodos de estabilidade próximos e na transição faixas-nemátia. Reentemente,a existênia desses estados foi destaada em um estudo realizado por Cannas e oautores[55℄. Eles enontraram fortes meta-instabilidades assoiadas a transição faixas-nemátia. Apermanênia do sistema nesses estados leva a barras de erro grandes para as funções respostanessa transição quando omparada om a transição nemátia-tetragonal, para a qual os valoresde τint são ordens de magnitude menores.5.3.2 Algoritmo multian�nioPara todos os resultados apresentados nessa seção nós utilizamos a energia mínima porpartíula emin = −1, 22 e o número de energias onsiderado M = L2. Esta valor de emin foiesolhido om base no valor da energia das on�gurações para o estado fundamental do tipofaixas enontradas na séries obtidas através do algoritmo de Metropolis (vide Figura 5.2(b)).Nós de�nimos as energias Eη de aordo om a relação (4.1.6) desrita na seção 4.1, ou seja,

Eη = emin × L2 + ηǫ. (5.3.1)
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Figura 5.10: Série de Monte Carlo obtida por meio do algoritmo multian�nio para L = 16.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 68Para a determinação dos parâmetros multian�nios a(E) e b(E), para L = 16, efetuamos
300 atualizações a partir dos histogramas resultantes de simulações om 5 × 104 varredurasada uma, segundo a metodologia desrita na seção 4.3. Primeiro obtivemos os valores para osparâmetros multian�nios utilizando ǫ = 2, porém, os valores de a(E) e b(E) apresentarammuitas osilações. A ausa das osilações é a existênia de uma vaânia entre as energias
−305 e −309, omo mostra a Figura 5.3.2. Uma vaânia omo essa, maior que o valorde ǫ, implia que nenhuma on�guração nesse intervalo de energia será amostrada, assim ohistograma da energia orrespondente será igual ao valor mínimo h0 (vide expressão (4.3.15)da seção 4.3). Como os parâmetros multian�nios para uma dada energia são determinados
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Figura 5.11: Parâmetros multian�nios a(E) em função da energia por spin E/N para diferentestamanhos de rede L.
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CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 69utilizando histogramas das energias vizinhas, as osilações apareem. A�m de evitar essasosilações nos valores de a(E) e b(E) para as energias mais próximas do estado fundamental,esolhemos ǫ = 4. Como podemos notar pelas Figuras 5.11 e 5.12 (L = 16), respetivamente,os valores dos parâmetros a(E) e b(E) não osilam para este valor de ǫ. Utilizando essesparâmetros produzimos uma série om 6× 106 varreduras. Apresentamos na Figura 5.13(a) ohistograma da série produzida para a energia. Notamos que, exeto para energias próximas àenergia do estado fundamental, o histograma apresenta um valor aproximadamente onstante,o que mostra que on�gurações om energias distintas foram visitadas um mesmo número devezes. Isso india que a produção da série utilizando os pesos a(E) e b(E) é satisfatória deaordo om o esperado para o algoritmo multian�nio.A determinação dos parâmetros multian�nios para L = 32 foi feita realizando 400 atuali-zações a partir dos histogramas resultantes de simulações tendo 5× 104 varreduras ada uma.

-400 -300 -200 -100 0 100
E

0

0,002

0,004

0,006

hi
st

og
ra

m
a

(a) L = 16

-1500 -1000 -500 0
E

0,0000

0,0002

0,0004

0,0006

0,0008

0,0010

0,0012

0,0014

hi
st

og
ra

m
a

(b) L = 32

-3000 -2500 -2000 -1500 -1000 -500 0
E

0

0,0002

0,0004

0,0006

0,0008

hi
st

og
ra

m
a

() L = 48Figura 5.13: Histogramas para as séries produzidas utilizando o algoritmo multian�nio para dife-rentes tamanhos de rede.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 70Nesse aso, utilizamos ǫ = 2. Este valor de ǫ mostrou-se adequado pois diferença entre as ener-gias do estado fundamental e do primeiro estado exitado é menor que 2. Contudo, tambémobservamos um omportamento �ruidoso� para os valores dos parâmetros a(E) e b(E), omomostram as Figuras 5.11 e 5.12, respetivamente. Utilizando esses valores para os parâmetrosmultian�nio, produzimos séries temporais para a energia e parâmetro de ordem om 6× 107varreduras. Na Figura 5.13(b) mostramos o histograma para a série temporal produzida. Ohistograma apresenta um omportamento aproximadamente plano para a maioria das ener-gias, porém, observamos uma diminuição na amostragem das on�gurações om energias maisbaixas, próximas à energia do estado fundamental.Para L = 48, a determinação dos parâmetros multian�nios om foi feita realizando
460 atualizações a partir dos histogramas resultantes de simulações tendo 5 × 104 varredurasada uma. Nesse aso, também utilizamos ǫ = 2. Um teste foi realizado utilizando ǫ =

4 e perebemos que para ǫ = 2 a atualização �aminha� mais rapidamente em direção àsenergias mais baixas. Além disso, fazendo um grá�o dos valores de a(E) e b(E) em funçãoda energia por spin E/N para os dois asos, nenhuma diferença signi�ativa foi notada. AFigura 5.14 mostra os histogramas para as séries em diferentes estágios da atualização dosparâmetros multian�nios utilizando ǫ = 2. Os valores dos parâmetros a(E) e b(E) após as
460 atualizações são mostrados nas Figuras 5.11 e 5.12, respetivamente. Vale dizer que osvalores dos parâmetros para 400 atualizações não diferem em nada em relação aos valores dos
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Figura 5.14: Histogramas para as séries produzidas em diferentes estágios da atualização (20 − 140atualizações) dos parâmetros a(E) e b(E) para a rede de tamanho L = 48.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 71parâmetros utilizados para a produção da série temporal �nal (460 atualizações). Utilizandoesses parâmetros produzimos uma série temporal om 4× 107 varreduras. O histograma paraessa série é mostrado na Figura 5.13(). Novamente, notamos um omportamento plano nohistograma, assim omo o esperado para o histograma obtido a partir de uma série temporalproduzida pelo algoritmo multian�nio.Utilizando a ténia de repesagem em histogramas múltiplos nas séries produzidas para ostamanhos de rede L = 16, 32 e 48, obtivemos as grandezas físias em função da temperatura.Os grá�os dessas grandezas são apresentados na Figura 5.15Para L = 16, perebemos uma diferença entre as energias da fase do tipo faixas aluladasa partir das repesagem (em T = 0, 75) das séries obtidas por meio do algoritmo multian�nio
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CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 72(〈E/N〉 ≈ 1, 174) e por meio do algoritmo de Metropolis (〈E/N〉 ≈ 1, 190). É possível queisso tenha oorrido por ausa da esolha do valor de ǫ = 4. Para esse aso, a disretizaçãogrosseira das energias altera os valores de a(E) e b(E), os quais são utilizados para a repesagem.Consequentemente, os valores dos parâmetros a(E) e b(E) para as energias das on�guraçõesda fase do tipo faxas são levadas em onsideração omo sendo iguais aos valores dos parâmetros
a(E) e b(E) orrespondentes à energias mais altas, o que altera as estimativas para as energiasrepesadas para as temperaturas mais baixas. Isso também in�uenia as estimativas das outrasgrandezas observáveis, omo mostra a Figura 5.15.Apresentamos na Tabela 5.3.2 os resultados para a posição e altura dos pios da susepti-bilidade do parâmetro de ordem. Na Tabela 5.3.2 apresentamos os resultados para a posiçãoe altura dos pios do alor espeí�o para L = 16, 32 e 48. Comparando os dois algorít-mos, perebemos que os melhores resultados quantitativos são em relação aos máximos dasuseptibilidade e as temperaturas de transição obtidas por meio dessa grandeza.Comparando os resultados dos dois algoritmos para os diferentes tamanhos de rede obser-vamos que os resultados mais próximos são para L = 32. Apesar dos máximos para o alorespeí�o não estarem exatamente na mesma temperatura rítia nem possuirem exatamente amesma altura, as urvas obtidas para as grandezas físias são bastante pareidas. Para L = 48,

L C
(1)
v |max T

(1)
c C

(2)
v |max T

(2)
c16 2,77(1) 0,8291(5)32 4,23(3) 0,7923(5)48 4,17(5) 0,8130(5)Tabela 5.4: Temperaturas rítias de tamanho �nito para as transições de fase observadas paratamanhos de rede L de�nidas pelo máximo de alor espeí�o Cv|max obtidos através do algoritmomultian�nio, omo mostrado nas Figura 5.15(a).

L χ(Ohv)
(1)
max T

(1)
c χ(Ohv)

(2)
max T

(2)
c16 26,9(1) 0,832(1)32 49,6(2) 0,826(1)48 129(2) 0,814(1)Tabela 5.5: Temperaturas rítias de tamanho �nito para as transições de fase observadas paratamanhos de rede L de�nidas pelo máximo da suseptibilidade do parâmetro de ordem χ(Ohv)

(i)
maxobtidos através do algoritmo multian�nio, omo mostrado nas Figura 5.15().
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Figura 5.16: Probabilidade an�nia de Gibbs na temperatura rítia de tamanho �nito T
(2)
c =

0, 8131, para L = 48, alulada através da equação (4.3.8) a partir dos parâmetros multian�nios
a(E) e b(E).porém, uma grande diferença é notada. Os grá�os obtidos não apresentam a transição em
T

(1)
c orrespondendo à transição de fase faixas-nemátia. Perebemos, ontudo, que os valoresde a(E) e b(E) para energias bem próximas ao estado fundamental não foram atualizados emrelação aos valores iniiais a0(E) e b0(E). Isso oorreu pois na determinação dos parâmetrosas simulações não visitaram esses estados. Talvez uma determinação mais aurada dos parâ-metros resolvesse esse problema. Contudo, em espeí�o para L = 48, nenhuma diferença foiobservada para os parâmetros a(E) e b(E) quando omparamos os resultados om 460 atuali-zações de 5× 104 varreduras e os obtidos após 505 atualizações de 1× 105 varreduras. Talvezaumentando ainda mais o número de varreduras para ada atualização resolva o problema,ontudo, o tempo omputaional gasto nessas simulações é bastante alto (vide Apêndie B),portanto, essa é uma opção para um trabalho futuro.Por outro lado, poderíamos assoiar o parâmetro b(E) a uma espéie de �temperatura�.Essa relação pode ser veri�ada empiriamente, pois uma espéie de transição é identi�ada naurva b(E) da Figura 5.12 (L = 48) em b(E) ≈ 1, 23. O inverso desse valor é aproximadamente

0, 8130, que é justamente o valor da temperatura onde observamos um máximo no alorespeí�o. Porém, para o valor de b(E) = 1, 2845, onde a transição faixas-nemátia eraesperada7, não observamos nenhum omportamento desse tipo. Fato que ainda aree de7Esse valor de b(E) orresponde ao inverso da temperatura rítia T = 0, 7785 para o máximo do alorespeí�o om L = 48 obtido por meio do algoritmo de Metropolis.



CAPÍTULO 5. SIMULAÇ�O DO MODELO DE ISING DIPOLAR BIDIMENSIONAL 74expliação e somente a partir de trabalhos futuros poderá ser eslareido.Como exemplo do uso do algoritmo multian�nio, alulamos a probabilidade an�niade Gibbs na temperatura rítia de tamanho �nito T
(2)
c = 0, 8131 para L = 48. Fizemos issoutilizando a equação (4.3.8) partindo dos parâmetros multian�nios a(E) e b(E). Observamosa presença do duplo pio indiando a transição nemátia-tetragonal.



Capítulo 6ConlusõesNeste apítulo apresentamos as prinipais onlusões do estudo realizado sobre o modelode Ising dipolar bidimensional.Para baixas temperaturas, identi�amos a fase do tipo faixas de spins em on�guraçõesorrespondentes à energia do estado fundamental para o aso onde δ = 2. Analisando essason�gurações observamos faixas om largura h = 2 para todos os tamanhos de rede. Comomenionamos na seção 3.2, esse resultado onorda om os resultados de álulos analítios[32℄ e também om os resultados de simulações numérias de Monte Carlo [33, 35℄.Através do uso das ténias de repesagem em histogramas múltiplos obtivemos o ompor-tamento de gradezas físias tais omo o alor espeí�o, energia por spin, parâmetro de ordeme a suseptibilidade do parâmetro de ordem em função da temperatura. Cannas e oautores[33, 35℄ realizaram um estudo semelhante sobre esse modelo onsiderando δ = 2 e os mesmostamanhos de rede utilizados aqui. Dessa maneira, podemos omparar diretamente os nossospara essas grandezas os resultados obtidos por eles. Embora nossos resultados sejam bastantepareidos om os resultados mostrados por eles, quantitativamente, nossos resultados apre-sentam uma preisão melhor. Isso porque as ténias de repesagem permitem álulos dasgrandezas em um intervalo ontínuo de temperaturas. Outro detalhe é o tempo omputaio-nal total gasto nas simulações. Quando utilizamos o algoritmo de Metropolis e não utilizamosas ténias de repesagem, um número muito maior de séries temporais preisa ser onside-rado para um intervalo igual de temperaturas, o que implia em um gasto maior de tempoomputaional.Identi�amos as transições de fase observando o omportamento das grandezas físias emfunção da temperatura. Para a rede de tamanho L = 16, o sistema atravessa uma úniatransição de fase, saindo da fase de faixas a baixas temperatura e indo para a fase de líquidotetragonal. Também identi�amos a presença da fase de líquido tetragonal em todos os outrostamanhos de rede estudados. Comentamos ainda que nenhuma transição bem de�nida entre75



CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES 76a fase tetragonal e a fase paramagnétia para temperaturas mais altas foi enontrada nassimulações de Metropolis.Observamos que o omportamento das grandezas físias apresenta uma forte dependêniaom o tamanho da rede L. Um dos efeitos observados é o apareimento de uma outra transiçãode fase para as redes maiores (L ≥ 48). Trata-se da transição entre a fase do tipo faixas ea fase nemátia de Ising. Nossas evidênias numérias sobre essa transição têm um aráterespeial, pois on�rmam a previsão teória feita por Abanov e oautores [30℄ e onordamom os resultados obtidos reentemente por Cannas e oautores [33℄. Embora a loalizaçãodas transições de fase seja fortemente dependente do tamanho da rede, a diferença entre astemperaturas rítias T
(2)
c −T

(1)
c paree permaneer onstante. Esses fortes efeitos de tamanho�nito são relaionados om o aráter de longo alane da interação dipolar e frustram qualqueranálise simples de esala de tamanho �nito. Dessa maneira, é infrutífero realizar estudosnumérios em redes pequenas, não somente por ausa dos efeitos de tamanho �nito, mastambém porque a verdadeira fenomenologia não pode ser observada em tais tamanhos de rede.Assim, o menor tamanho de rede deve ser esolhido om uidado e isso deve ser onsideradoomo uma restrição importante antes de qualquer análise de tamanho �nito.Enontram-se na literatura resultados inonlusivos sobre a ordem das transições de fase,quer referente à transição faixas-tetragonal e, dependendo de δ, referente às transições faixas-nemátia e nemátia-tetragonal.Com relação à natureza da transição de fase faixas-nemátia, o trabalho de Cannas eoautores [33℄ apresenta indíios de uma transição de fase de primeira ordem. Entretanto,ressalvas devem ser feitas devido a fatos inomuns para uma transição de primeira ordem nolimite termodinâmio, omo exemplo, a saturação no máximo do alor espeí�o. Isso sugereum meanismo do tipo Kostelitz-Thoulosse, o que onordaria om a predição feita por Abanove oautores [30℄. Nossos resultados para a transição faixas-nemátia ainda não forneem umaindiação segura sobre a sua natureza, prinipalmente por ausa das severas limitações nasestatístias produzidas pelo algoritmo de Metropolis, mesmo ontando om séries om 107varreduras. Isto nos levou ao estudo do tempo de autoorrelação para as séries produzidaspor meio desse algoritmo. Com respeito à natureza da transição de fase nemátia-tetragonala situação paree pior. Cannas e oautores [33℄ argumentam que a transição também possuiaraterístias de uma transição de primeira ordem. Mas os seus resultados são inonlusivose atribuem este fato à presença de fortes efeitos de tamanho �nito. Nossas estimativas dosexpoentes rítios a partir da análise de tamanho �nito indiam uma transição ontínua paraa transição termodinâmia nemátia-tetragonal, embora nossa análise de tamanho �nito ainda



CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES 77neessite de aprimoramento. Estudos futuros são neessários para entender a omplexidadeda transição faixas-nemátia e para isso estamos implementando o algoritmo multian�nio.Nossos álulos para os tempos autoorrelação integrado mostram um deaimento lentorítio mais forte em ambas as transições de fase, quando omparado om o modelo de Isingbidimensional puro. A partir desta análise, observamos estados om longos tempos de vidapara temperaturas próximas ou na transição de fase faixas-nemátia. Por outro lado, a tran-sição nemátia-tetragonal apresenta valores ordens de grandeza menores para τint. Isso podeexpliar o porque nós temos resultados melhores, no sentido de apresentar menores inertezaspara as grandezas termodinâmias, para a segunda transição.Com respeito às simulações utilizando o algoritmo multian�nio, ressaltamos que o estudoteve um aráter exploratório e os resultados obtidos não podem ser onsiderados para on-lusões objetivas sobre a físia das transições de fase do modelo. Perebemos que um estudomais aprofundado sobre a utilização do algoritmo multian�nio preisa ser realizado.De qualquer maneira, notamos que a natureza da transições de fase no modelo de Isingdipolar bidimensional ainda é objeto de pesquisa na literatura. Como perspetivas futuraspretendemos estabeleer o uso do algoritmo multian�nio para exploração do sistema utili-zando redes maiores. Esperamos, assim, onseguir um melhor entendimento das transições defase presentes neste modelo.



Apêndie AO somatório de Ewald em redesbidimensionaisDividimos este apêndie em ino seções. Na primeira seção apresentamos os aspetos ana-lítios do método de Ewald1 e forneemos um resultado geral para o aso em duas dimensões;na segunda mostramos dois asos partiulares om importantes apliações físias: interaçõesoulombianas e interações dipolares; na tereira desrevemos um método omputaional paraarmazenar parte dos somatórios de Ewald em matrizes; na quarta apresentamos um estudosobre a onvergênia numéria do método para o aso dipolar. Por último, dediamos a quintaseção às demonstrações das relações utilizadas na primeira seção.A.1 Aspetos analítios do método de EwaldConsideremos um sistema om N partíulas que interagem entre si através de um potenialproporional ao inverso de uma potênia da distânia entre elas. Podemos de�nir, de maneirageneralizada, a Hamiltoniana desse sistema omo:
H(p) =

g

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

∞
∑

|~n|=0

′ qiqj

|~rij + ~n|p , (A.1.1)onde g de�ne a intensidade da interação entre duas partíulas i e j que possuem as propriedadesfísias intrínseas qi e qj (i.e., massa, arga elétria, spin), rij = |~ri − ~rj | é a distânia entre asduas partíulas e p um número real positivo.O somatório in�nito é inluído no potenial quando onsideramos ondições de ontornoperiódias, onde imagens do sistema são repliadas inde�nidamente em todas as direçõesformando uma rede (omo mostra a Figura 5.1). Efetuamos o somatório sobre as omponentes1O trabalho original em alemão do físio P. P. Ewald pode ser enontrado na Ref. [56℄. Duas ótimasreferênias sobre o método são [57, 58℄. 78



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 79do vetor ~n, o qual india a posição de ada imagem. A notação ′ india que ~n = 0 é exluídodo somatório quando i = j, impedindo a auto-interação.A nossa apresentação do método foi prinipalmente inspirada na Ref. [59℄. Entretanto,onsideramos igualmente importante a Ref. [60℄, no qual o método é apresentado de formamais geral. É neessário enfatizar que os álulos apresentados nesta seção são válidos paraqualquer dimensão espaial até a equação (A.1.13). A imposição do aráter bidimensional sóaparee após esta equação, om a utilização da relação �2 deduzida na seção A.5.Por uma questão de notação, vamos reesrever a equação (A.1.1) da maneira a seguir:
H(p) =

g

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

qiqjS
(p)
ij ,om

S
(p)
ij =

∞
∑

|~n|=0

′ 1

|~rij + ~n|p . (A.1.2)Podemos fazer a seguinte deomposição utilizando uma função fp(αr):
1

rp
=

1 − fp(αr)

rp
+

fp(αr)

rp
,para tanto, devemos impor os seguintes omportamentos para fp(αr):i. fp(αr) → 1 se r → ∞ ,ii. fp(αr) → 0 se r → 0 .O parâmetro α no argumento de fp é hamado de parâmetro de onvergênia de Ewald. Seuvalor re�ete a rapidez da onvergênia relativa entre as somas nos espaços real e reíproo.A introdução da função fp(αr) faz om que possamos reesrever a equação (A.1.2) omo asoma de dois termos,

S
(p)
ij = S

(p)
ij,direta + S̃

(p)
ij ,onde

S
(p)
ij,direta =

∞
∑

|~n|=0

′ 1 − fp(α |~rij + ~n|)
|~rij + ~n|p (A.1.3)e

S̃
(p)
ij =

∞
∑

|~n|=0

′ fp(α |~rij + ~n|)
|~rij + ~n|p . (A.1.4)A seguir, podemos somar e subtrair o termo quando ~n = 0 e i = j na equação (A.1.4),obtendo

S̃
(p)
ij = S

(p)
ij,reíproo − S

(p)
ij,auto-interação ,
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Figura A.1: Grá�os de fp(αr) para diferentes valores de α e p, om α = 5/L.onde
S

(p)
ij,reíproo =

∞
∑

|~n|=0

fp(α |~rij + ~n|)
|~rij + ~n|p (A.1.5)e

S
(p)
ij,auto-interação = lim

|~rij |→0

fp(α|~rij|)
|~rij|p

. (A.1.6)Segundo as Refs. [59, 60℄, uma esolha adequada para a função fp(αr) é:
fp(αr) =

γ
(

p
2
, α2r2

)

Γ
(

p
2

) , (A.1.7)onde Γ(p
2
) é a função gama e γ(p

2
, α2r2) é a função gama inompleta inferior.A Fig. A.1 mostra o omportamento de fp(αr) para diferentes valores de α e p, om

α = 5/L. Mostramos, em partiular, dois asos om importantes apliações físias: interaçõesoulombianas (p = 1) e interações dipolares (p = 3).Considerando a relação entre a função gama inompleta inferior om a função gama in-ompleta superior Γ(p
2
, α2r2), onforme a Ref. [61℄,

Γ(a) = γ(a, x) + Γ(a, x) , (A.1.8)podemos obter uma representação simples para 1 − fp(αr),
1 − fp(αr) =

Γ
(

p
2
, α2r2

)

Γ
(

p
2

) . (A.1.9)



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 81Soma no espaço realInserindo o resultado apresentado em (A.1.9) na equação (A.1.3), obtemos a parte dosomatório que onsiste numa soma no espaço real,
S

(p)
ij,real =

1

Γ
(

p
2

)

∞
∑

|~n|=0

′ Γ
(

p
2
, α2 |~rij + ~n|2

)

|~rij + ~n|p . (A.1.10)
Soma no espaço reíprooDe maneira análoga, podemos substituir a de�nição introduzida em (A.1.7) na equação(A.1.5) para obter

S
(p)
ij,reíproo =

1

Γ
(

p
2

)

∞
∑

|~n|=0

γ
(

p
2
, α2 |~rij + ~n|2

)

|~rij + ~n|p . (A.1.11)Fazendo uso da distribuição delta de Dira podemos reesrever a equação (A.1.11) daseguinte forma:
S

(p)
ij,reíproo =

1

Γ
(

p
2

)

∫ ∞
∑

|~n|=0

δ(~r − (~rij + ~n))
γ
(

p
2
, α2 |~r|2

)

|~r|p d~r . (A.1.12)Agora, onsiderando a relação abaixo, demonstrada em A.5.1,
∞
∑

|~n|=0

δ(~r − (~rij + ~n)) =
1

Vd

∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij) ,onde Vd = Ld, L é o omprimento do sistema, d é a dimensão espaial e o vetor ~G é um vetorno espaço reíproo, podemos reesrever a equação (A.1.12) omo segue,
S

(p)
ij,reíproo =

1

VdΓ
(

p
2

)

∞
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| ~G|=0

[

∫

γ
(

p
2
, α2 |~r|2

)

|~r|p ei ~G.~rd~r

]

e−i ~G.~rij . (A.1.13)Podemos utilizar a relação a seguir
∫

γ
(

α2 |~r|2
)

|~r|p ei ~G.~rd2~r = π
Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)para alular a integral dentro do parênteses em (A.1.13). Desta forma obtemos a expressãopara a parte reíproa do somatório de Ewald:
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π

L2Γ
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2p−2
Γ

(

−p

2
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)

e−i ~G.~rij . (A.1.14)



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 82Termo de auto-interaçãoPor último, substituindo a de�nição (A.1.7) na expressão (A.1.6) obtemos
S

(p)
ij,auto-interação =

1

Γ
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2
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rij→0

γ
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2
, α2r2

ij

)

rp
ij

. (A.1.15)Fazendo a mudança de variável x = α2r2
ij e observando que:i. lim

rij→0
γ
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2
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ij

)

= lim
x→0

γ
(p

2
, x
)

= 0 ,ii. lim
rij→0

rp
ij = lim

x→0

x
p
2

αp
= 0 ,podemos alular o limite na equação (A.1.15) através da regra de L'Hopital. Assim,
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. (A.1.16)Sendo (Ref. [61℄):
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p
. (A.1.18)Note que fazer rij → 0 (ou x → 0) equivale a fazer i = j. Substituindo o resultado aimana expressão (A.1.16) e inluindo a delta de Kroneker, obtemos a expressão da parte deauto-interação do somatório:
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(p)
ij,auto-interação = δij

2αp

p Γ
(

p
2

) . (A.1.19)
Resultado geralUtilizando as expressões (A.1.10), (A.1.14) e (A.1.19), obtemos uma expressão geral paraas somas omo segue:
S

(p)
ij =

1

Γ
(

p
2

)
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∑

|~n|=0

′Γ
(

p
2
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)
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∞
∑
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Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)

e−i ~G.~rij − δij
2αp

p



 .(A.1.20)
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∞
∑

| ~G|=0

F(G) e−i ~G.~r =
∞
∑

| ~G|=0

F(G) cos( ~G.~r) ,obtemos uma expressão geral para o somatório de Ewald para um sistema bidimensional:
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∞
∑
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, α2 |~rij + ~n|2
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|~rij + ~n|p +
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∞
∑
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(

−p

2
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G2

4α2
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cos( ~G.~rij) − δij
2αp

p



 .(A.1.21)A.2 Casos partiularesCálulos de energias da ristais i�nios e onsiderações sobre a estabilidade de diversostipos de rede são os exemplos mais velhos e mais onheidos que utilizam a ténia de somade Ewald. Outros asos onde os álulos dessas somas têm importânia são as investigaçõesde propriedades elétrias, óptias, ou elástias, de ristais. A seguir apresentamos dois asospartiulares que são bastante omuns na Físia: o aso das interações de Coulomb e o asodas interações do tipo dipolo (elétrio ou magnétio).A.2.1 Interação de CoulombA interação entre duas argas elétrias pontuais é determinada através do potenial deCoulomb. Como exemplo lássio onde interações de Coulomb são onsideradas temos oálulo da onstante de Madelung, a qual orresponde à energia eletrostátia de uma redei�nia ristalina. Para obter o álulo das interações de Coulomb em um dado sistema, temosque utilizar a expressão (A.1.21) onsiderando p = 1. Nesse aso, teremos
Γ
(

1
2
, α2 |~rij + ~n|2

)

Γ
(

1
2

) = erf(α |~rij + ~n|) (A.2.1)
Γ
(

1
2
, G2

4α2

)

Γ
(

1
2

) = erf( G

2α

) (A.2.2)e g = 1/4πε , assim qi e qj representarão as argas elétrias das partíulas. Assim, a energiaeletrostátia de interação, esrita utilizando a ténia de soma de Ewald, de uma rede ristalina
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E

(1)Coulomb =
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∞
∑

| ~G|6=0

qiqj

erf ( G
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− α√
π

N
∑

i=1

q2
i .Nesse aso, vale notar que, interações que diminuem lentamente om a distânia, omo é oaso da interação de Coulomb, podem dar origem a somas sobre a rede as quais exibem somenteuma onvergênia ondiional. Desde que nesse aso a soma das séries não é determinadauniamente, argumentos físios (omo a neutralidade da rede,∑i qi = 0) têm que ser invoadosno sentido de obter-se respostas que apresentem algum sentido físio.A.2.2 Interação dipolarO aso partiular p = 3 orresponde ao potenial devido às interações do tipo dipolo.Nessa dissertação onsideramos a interação entre momentos de dipolo dos spins num sistemamagnétio om spins de Ising, porém, as interações do tipo dipolo também são enontradas emsistemas om argas elétrias. Para determinar a energia de interação total entre os momentosde dipolo em um sistema om N partíulas preisamos substituir p = 3 na expressão (A.1.21).Dessa maneira, obtemos a seguinte expressão:
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∞
∑
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∑
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−g

α3

3Γ
(

3
2

)

N
∑

i=1

σ2
i .onde qi representará o momento de dipolo elétrio, no aso de um sistema omposto de argas,ou o momento de dipolo magnétio, no aso de um sistema magnétio.Utilizando a relação de reorrênia (vide Ref. [61℄) para função gama inompleta superior,

Γ(a + 1, x) = aΓ(a, x) + xae−x , (A.2.4)obtemos
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(
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. (A.2.5)
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Γ(a, x) =

1

a

[

Γ(a + 1, x) − xae−x
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. (A.2.6)Utilizando a relação aima obtemos
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Γ
(

3
2

)

[

Γ

(

1

2
,

G2

4α2

)

−
(

G

2α

)−1

e−
G2

4α2

]

. (A.2.7)Considerando os resultados partiulares,
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π erf(αr) ,reesrevemos as expressões (A.2.5) e (A.2.7), respetivamente, omo
Γ
(

3
2
, α2 |~rij + ~n|2

)

Γ
(

3
2

) = erf (α |~rij + ~n|) +
2α√

π
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 . (A.2.9)Finalmente, substituindo (A.2.8) e (A.2.9) em (A.2.3) obtemos:
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∞
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√

π

N
∑

i=1

σ2
i . (A.2.10)A.3 Método de armazenamentoO uso de matrizes para armazenar parte dos somatórios oriundos do método de Ewaldevita que muitas operações repetitivas sejam efetuadas no álulo da energia de interação,aumentando, assim, a e�iênia dos algoritmos que envolvem esse álulo.Enfatizamos nesta seção alguns oneitos prátios a�m de failitar tanto a ompreensãoquanto a implementação do método.É importante ressaltar que a disussão feita aqui limita-se ao aso onde todas as partíulasdo sistema estão posiionadas sobre uma rede regular bidimensional (quadrada de lado L) e opotenial de interação entre elas é do tipo dipolo, no entanto, é possível utilizar este método



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 86em outros asos. Poderíamos, por exemplo, onsiderar moléulas que onstituem um líquidointeragindo através de um potenial oulombiano. Neste aso, onde as posições espaiaisorrespondem a variáveis ontínuas, poderíamos utilizar os valores armazenados de poteniaissobre a rede para obter, por meio de interpolação, o valor de poteniais sobre moléulas quenão estão loalizadas nos sítios de uma rede (vide Ref. [62℄).Comeemos reesrevendo a parte real de E
(3)dipolar da seguinte maneira:

Ereal =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

∞
∑

|~n|=0

′ σiσjAij,~n. (A.3.1)Para o aso de interações dipolares temos expliitamente
Aij,~n =
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[erf (α |~rij + ~n|)
|~rij + ~n|3

+
2α√

π

e−α2|~rij+~n|2

|~rij + ~n|2

]

.Notamos que Aij,~n representa o potenial de interação entre uma partíula i e a imagem,determinada por ~n, da partíula j, e que o seu valor depende apenas do módulo do vetor
~rij + ~n.Representando os vetores posição ~ri e ~rj pelos pares de oordenadas artesianas (i1, i2)e (j1, j2), respetivamente, e o vetor ~n pelo par artesiano (n1L, n2L), podemos reesrever
|~rij + ~n| omo

|~rij + ~n| =
√

(i1 − j1 + n1L)2 + (i2 − j2 + n2L)2 ,onde {i1, i2, j1, j2 ∈ N | 1 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ L} para partíulas loalizadas sobre a rede e
{n1, n2 ∈ Z |−∞ < n1, n2 < ∞}. As oordenadas das partíulas assumem valores inteiros poisde�nimos o parâmetro de rede a, o qual determina a distânia mínima entre duas partíulasna rede, igual a um2.Fazendo a seguinte mudança de variáveis

l = i1 − j1 + n1L e m = i2 − j2 + n2L ,podemos reesrever |~rij + ~n| em termos de l e m omo:
rlm =

√
l2 + m2 ,onde l, m ∈ (−∞,∞) e rlm ∈ [0,∞).Dessa maneira, podemos �mapear� Aij,~n = A(i1,i2),(j1,j2),(n1,n2) em Alm, que é dado por:
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]

. (A.3.2)
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Figura A.2: Representação do modo onvenional de efetuar os somatórios in�nitos sobre as ompo-nentes do vetor ~n na expressão (A.3.1). Figura extraída de [48℄.A Figura A.2 mostra o modo onvenional de efetuarmos os somatórios in�nitos sobreas omponentes do vetor ~n na expressão (A.3.1). Primeiro somamos os termos para ~n = 0,depois para 0 < |~n| ≤ 1, depois para 1 < |~n| ≤ 2, e assim por diante. Na nossa notação,
rlm representa a distânia entre uma partíula i e uma partíula j (ou uma imagem de j),om isso, efetuar os somatórios de aordo om o modo onvenional signi�a somar primeiroos termos para rlm pequena, ou nula3. A prinípio, a distânia rlm pode ser in�nita, porém,omo

lim
rlm→∞

erf (αrlm)

r3
lm

= 0 e lim
rlm→∞

e−α2r2
lm

r2
lm

= 0 ,perebemos que Alm → 0 para rlm → ∞, então os somatórios em (A.3.1) onvergem.É evidente que, numeriamente, não é onveniente trabalhar om um número muito grandede termos nos somatórios, dessa forma, determinamos um limite superior para rlm. Por onve-niênia, fazemos isso de�nindo o parâmetro rmax, o qual determina arbitrariamente o módulomáximo das variáveis l e m, e, om isso, rlm ∈ [0, rmax

√
2].Podemos então riar uma matriz A, de tamanho 2rmax + 1 × 2rmax + 1, ujos elementossão dados por Alm, om l, m ∈ [−rmax, rmax]. Contudo, devido à simetria, o valor de Alm �ainalterado para qualquer ombinação de l e m, seja ela (l, m), (l,−m), (−l, m), (−l,−m),2Fixamos o parâmetro de rede igual a um pois altera-lo equivale a alterar o aoplamento g.3Lembramos que o elemento de auto-interação (i = j e ~n = 0) não deve ser onsiderado, assim, de formaarbitrária, fazemos A00 = 0.
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(m, l), (m,−l), (−m, l) ou (−m,−l). Dessa maneira rede�nimos o tamanho da matriz A para
rmax + 1 × rmax + 1, om os elementos dados por A|l|,|m|.Na prátia, ao invés de efetuar os somatórios

Ereal =
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∑
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L
∑

i2=1

L
∑

j1=1

L
∑

j2=1

∞
∑
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′

∞
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′

σ(i1,i2)σ(j1,j2)A(i1,i2),(j1,j2),(n1,n2) ,efetuamos
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∑
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∑
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∑
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∑
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σ(i1,i2)σ(j1,j2)A|l|,|m| , (A.3.3)onde
j1 = l + i1 − n1L e j2 = m + i2 − n2L ,respeitando a ondição 1 ≤ j1, j2 ≤ L. Respeitar essa ondição equivale a, por exemplo,onsiderar n1 ≥ 1 se l + i1 ≥ L, ou onsiderar n2 ≤ 1 se m + i2 ≤ L. Ou seja, equivale arespeitar as ondições de ontorno periódias.Vamos onsiderar agora a parte reíproa do Hamiltoniano. Podemos esrevê-la da seguintemaneira:

Ereíproo =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

σiσjBij .Comparando om a parte reíproa do Hamiltoniano dada pela expressão (A.2.10), pere-bemos que os somatórios in�nitos sobre as omponentes do vetor ~G foram inseridos em Bij.A vantagem é que, om isso, podemos de�nir uma matriz B ujos elementos são dados por
Bij , om 1 ≤ i, j ≤ N .Para o aso de interações dipolares temos os elementos Bij dados expliitamente por:
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(k1ê1 + k2ê2)(~ri − ~rj)

]

.De maneira análoga à parte real, podemos representar os vetores posição ~ri e ~rj através depares artesianos, assim teremos:
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.
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l = i1 − j1 e m = i2 − j2 ,obtemos

cos

[

2π

L
(k1l + k2m)

]

,onde −(L − 1) ≤ l, m ≤ L − 1.Dessa forma, os elementos Bij = B(i1,i2),(j1,j2) podem ser �mapeados� em elementos Blm.Rede�nimos então o tamanho da matriz B para 2L + 1 × 2L + 1, om elementos dados por:
Blm =

π

L2

∞
∑

k1=−∞

∞
∑

k2=−∞

[

2α√
π

e−
k2
1
+k2

2

π2α2 − 2π
√

k2
1 + k2

2

L
erf(√k2

1 + k2
2

πα

)]

cos

[

2π

L
(k1l + k2m)

](A.3.4)Note que, devido a paridade da função osseno e a simetria dos valores assumidos por k1 e
k2 nos somatórios, o valor de Blm �a inalterado para qualquer ombinação de l e m, ou seja,
Blm = B|l|,|m|. Com isso, rede�nimos novamente o tamanho da matriz B para L + 1 × L + 1.Considerando os limites
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2πk

L
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= 0 ,om k =
√

k2
1 + k2

2; e a propriedade da função osseno: | cos(x)| ≤ 1 ∀ x ∈ ℜ; perebemosque, termos para os quais k1 e k2 são muito grandes não ontribuem para o valor de Blm(independente dos valores de l e m). Assim, ao invés de onsiderarmos uma in�nidade determos nos somatórios na expressão (A.3.4), de�nimos o parâmetro kmax, o qual determina olimite superior para o módulo das variáveis k1 e k2. Na prátia, efetuamos:
Ereíproo =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

σiσjB|l|,|m| . (A.3.5)Notamos que o termo de auto-interação do Hamiltoniano não é alterado seja qual for aon�guração do sistema, assim, não preisamos de matrizes para armazenar o seu valor.Por �m, observamos a presença do parâmetro α tanto nos elementos Alm de�nidos pelaexpressão (A.3.2) quanto nos elementos Blm de�nidos pela expressão (A.3.4). Por um lado,quando atribuimos um valor grande ao parâmetro α, notamos que somente valores pequenosde rlm forneem valores onsideráveis aos elementos Alm. Com isso, perebemos que pouostermos preisam ser onsiderados nos somatórios da expressão (A.3.3) para que Ereal onvirja,ou seja, podemos fazer rmax pequeno. Por outro lado, fazendo α grande, perebemos que maistermos são neessários nos somatórios da expressão (A.3.4) para que Ereíproo onvirja, ouseja, preisamos de um kmax grande.



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 90A.4 Estudo numério da onvergênia dos somatóriosConforme disutido na seção anterior, existe uma relação entre o valor que atribuimosao parâmetro α, também hamado de parâmetro de onvergênia de Ewald, e os valores queatribuimos aos parâmetros rmax e kmax. Vimos que os parâmetros rmax e kmax, por sua vez,determinam o número de termos que devem ser onsiderados nas somas real e reíproa,respetivamente. O fato de onsideramos um número �nito termos nas somas implia emerros numérios. Tendo isso em vista, realizamos um estudo numério da onvergênia dosvalores de Ereal e Ereíproo om intuito de minimizar o erro numério ometido no álulo daenergia de interação dipolar.Para este estudo numério onsideramos um sistema om N = L2 spins e om a ondição,por exemplo, σi = 1 (i = 1, ..., N). Calulamos Ereal, de�nido pela expressão (A.3.3), e
Ereíproo, de�nido pela expressão (A.3.5), para diversos valores de α. Nosso intuito é o deestimar os valores dos parâmetros rmax e kmax para um erro absoluto, dado pela expressão(A.4.1), de 10−10. Os resultados são apresentados nas tabelas abaixo para diversos tamanhosde rede L.

ε(rmax, kmax) = εreal(rmax) + εreíproo(kmax) (A.4.1)onde
εreal(rmax) = |E∗real − Ereal(rmax)|,e

εreíproo(kmax) = |E∗reíproo − Ereíproo(kmax)|.Sendo E∗real de�nido om rmax muito grande e E∗reíproo de�nido om kmax muito grande.Utilizando os valores das Tabelas A.1, A.2, A.3, A.4 e A.5 alulamos os valores de
Edipolar/N para diversos valores de α e de N , onsiderando um sistema om on�guração
σi = 1 (i = 1, ..., N). Os resultados foram todos iguais a 4, 51681 0841, om a diferençaestando sempre na déima asa deimal.Para as simulações esolhemos o valor do parâmetro de onvergênia de Ewald α = 3.5.Essa esolha foi pautada no primeiro valor de α o qual forneia rmax = 1, já que o somátóriono espaço real é feito para toda varreduras, enquanto o espaço no espaço reíproo é feitoapenas no iníio de ada simulação (vide seção A.3 para mais detalhes).
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α rmax Ereal kmax Ereíproo Eauto-interação
1.0 5 345, 08721 78219 26 907, 50471 32071 −96, 28835 55922
1.5 3 114, 02769 75136 40 1367, 24907 80471 −324, 97320 01235
2.0 2 23, 76330 08661 55 1902, 84711 93083 −770, 30684 47372
2.5 2 2, 99935 82817 69 2657, 80977 32821 −1504, 50555 61274
3.0 2 0, 22521 65777 84 3755, 86395 98462 −2599, 78560 09881
3.5 1 0, 01005 62628 98 5284, 65676 51866 −4128, 36324 60135
4.0 1 0, 00026 79535 112 7318, 75806 53804 −6162, 45475 78976Tabela A.1: Valores de rmax, Ereal, kmax, Ereíproo, Eauto-interação para um sistema om N = 162spins em função do parâmetro α para σi = 1 (i = 1, ...,N).L=32

α rmax Ereal kmax Ereíproo Eauto-interação
1.0 5 1380, 34887 12877 55 3630, 01885 28291 −385, 15342 23686
1.5 3 456, 11079 00542 82 5468, 99631 21876 −1299, 89280 04940
2.0 2 95, 05320 34645 109 7611, 38847 72332 −3081, 22737 89488
2.5 2 11, 99743 31266 136 10631, 23909 31159 −6018, 02222 45094
3.0 2 0, 90086 63107 163 15023, 45583 93576 −10399, 14240 39522
3.5 1 0, 04022 50511 190 21138, 62706 07830 −16513, 45298 40538
4.0 1 0, 00107 18140 217 29275, 03226 16094 −24649, 81903 15905Tabela A.2: Valores de rmax, Ereal, kmax, Ereíproo, Eauto-interação para um sistema om N = 322spins em função do parâmetro α para σi = 1 (i = 1, ...,N).L=48
α rmax Ereal kmax Ereíproo Eauto-interação
1.0 5 3105, 78496 03959 110 8167, 54241 88166 −866, 59520 03294
1.5 3 1026, 24927 76226 157 12305, 24170 23946 −2924, 75880 11116
2.0 2 213, 86970 77951 200 17125, 62407 37505 −6932, 76160 26348
2.5 2 26, 99422 45349 244 23920, 28795 95186 −13540, 55000 51462
3.0 2 2, 02694 91990 287 33802, 77563 86665 −23398, 07040 88925
3.5 1 0, 09050 63649 330 47561, 91088 72513 −37155, 26921 41210
4.0 1 0, 00241 15815 373 65868, 82258 93010 −55462, 09282 10786Tabela A.3: Valores de rmax, Ereal, kmax, Ereíproo, Eauto-interação para um sistema om N = 482spins em função do parâmetro α para σi = 1 (i = 1, ...,N).
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α rmax Ereal kmax Ereíproo Eauto-interação
1.0 5 4227, 31841 83162 98 11116, 93273 68750 −1179, 53235 60038
1.5 3 1396, 83929 45425 148 16748, 80120 61496 −3980, 92170 15130
2.0 2 291, 10043 56100 199 23309, 87721 15135 −9436, 25884 80307
2.5 2 36, 74213 89503 249 32558, 16972 26822 −18430, 19306 25600
3.0 2 2, 75890 30764 300 46009, 33350 79989 −31847, 37361 21037
3.5 1 0, 12318 92189 350 64737, 04537 33203 −50572, 44976 36647
4.0 1 0, 00328 24303 400 89654, 78630 08440 −75490, 07078 42459Tabela A.4: Valores de rmax, Ereal, kmax, Ereíproo, Eauto-interação para um sistema om N = 562spins em função do parâmetro α para σi = 1 (i = 1, ...,N).L=72
α rmax Ereal kmax Ereíproo Eauto-interação
1.0 5 6988, 01616 08827 71 18376, 80152 63931 −1949, 83920 07411
1.5 3 2309, 06087 46530 136 27686, 79376 01842 −6580, 70730 25010
2.0 2 481, 20684 25395 201 38532, 65416 61106 −15598, 71360 59284
2.5 2 60, 73700 52036 265 53820, 64790 94247 −30466, 23751 15788
3.0 2 4, 56063 56977 330 76056, 24518 69313 −52645, 65842 00082
3.5 1 0, 20363 93210 395 1 07014, 29949 36860 −83599, 35573 17723
4.0 1 0, 00542 60583 460 1 48204, 85082 13100 −124789, 70884 74270Tabela A.5: Valores de rmax, Ereal, kmax, Ereíproo, Eauto-interação para um sistema om N = 722spins em função do parâmetro α para σi = 1 (i = 1, ...,N).A.5 Demonstrações das relações auxiliaresA.5.1 Demonstração da relação �1Nesta subseção apresentamos a demonstração da relação

∞
∑

|~n|=0

δ(~r − (~rij + ~n)) =
1

Vd

∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij). (A.5.1)Apresentamos aqui uma expressão um pouo mais geral que a utilizada na seção sobre osaspetos analítios do somatório de Ewald. De�nimos um sistema em uma espaço om di-mensão d enerrado por uma aixa om lados iguais a L1, L2, . . . , Ld, ou seja, om volume
Vd =

∏d
m=1 Lm.Nosso ponto de partida é a fórmula da soma de Poisson, que é dada por:

∞
∑

n=−∞

f(x − n) =
∞
∑

k=−∞

e2πikx

∫ ∞

−∞

f(ξ)e−2πikξdξ. (A.5.2)



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 93Substituindo a distribuição delta de Dira δ(x) no lugar de f(x) enontramos que
∫ ∞

−∞

δ(ξ)e−2πikξdξ =
[

e−2πikξ
]

ξ=0
= 1, (A.5.3)e om isso

∞
∑

n=−∞

δ(x − n) =

∞
∑

k=−∞

e2πikx. (A.5.4)Sendo
~G = 2π

d
∑

m=1

km

Lm
êm (A.5.5)um vetor no espaço reíproo4� podemos reesrever o somatório do lado direito da equação(A.5.1) da seguinte maneira:

∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij) =

d
∏

m=1

∞
∑

km=−∞

e2πikmêm.(~r−~rij)/Lm (A.5.6)Identi�ando êm.(~r−~rij)/Lm na expressão aima omo xm, a partir de (A.5.4), obtemos aigualdade:
∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij) =
d
∏

m=1

∞
∑

km=−∞

δ [êm.(~r − ~rij)/Lm − km] (A.5.7)Sendo ~n =
∑d

m=1 Lmnmêm (om nm inteiros positivos e negativos) temos km = êm.~n/Lm.Substituindo km na expressão aima obtemos:
d
∏

m=1

∞
∑

km=−∞

δ [êm.(~r − ~rij)/Lm − km] =

d
∏

m=1

∞
∑

nm=−∞

δ [êm.(~r − ~rij − ~n)/Lm] , (A.5.8)ou, na notação matriial:
∞
∑

|~n|=0

δ [A(~r − ~rij − ~n)] , (A.5.9)onde A =











L−1
1 0 . . . 0
0 L−1

2 0... ... . . . ...
0 0 . . . L−1

d

.











(A.5.10)Utilizando a propriedade da delta de Dira a seguir,
δ [A(~r − ~rij − ~n)] =

1

|detA| δ(~r − ~rij − ~n), (A.5.11)4Para uma expliação melhor sobre vetores no espaço reíproo vide apítulo 2 da Ref. [63℄.
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∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij) = Vd

∞
∑

|~n|=0

δ(~r − (~rij + ~n)). (A.5.12)Portanto, omo queríamos demonstrar
1

Vd

∞
∑

| ~G|=0

ei ~G.(~r−~rij) =

∞
∑

|~n|=0

δ(~r − (~rij + ~n)). (A.5.13)Como menionado, essa expressão é geral para d dimensões om Vd = L1, . . . , Ld. Para umsistema bidimensional om lados iguais a L, teremos V2 = L2 e esta expressão será idêntia aexpressão utilizada na seção A.1 para obter Sijreíproo.A.5.2 Demonstração da relação �2Nesta subseção apresentamos a demonstração da relação
∫

γ
(

α2 |~r|2
)

|~r|p ei ~G.~rd2~r = π
Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)

, (A.5.14)que é utilizada na seção para obter a parte reíproa do somatório de Ewald. Vale notar queesta é uma expressão espeí�a para duas dimensões (isto é, d = 2). Expressões para uma etrês dimensões podem ser enontradas na Ref. [60℄.Podemos expliitar os limites de integração do lado esquerdo da equação utilizando oor-denadas polares:
∫ ∞

0

∫ π

−π

γ
(

p
2
, α2r2

)

rp
eiGr cos(θ)rdrdθ = π

Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)

. (A.5.15)Utilizando a função de Bessel de ordem zero do primeiro tipo,
J0(Gr) =

1

2π

∫ π

−π

eiGr cos(θ)dθ, (A.5.16)obtemos então a expressão (transformada de Hankel) que preisamos demostrar:
2π

∫ ∞

0

γ
(

p
2
, α2r2

)

rp−1
J0(Gr)dr = π

Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)

. (A.5.17)Fazendo a mudança de variável u = Gr e, em seguida, de�nido IE omo o lado esquerdo e
ID omo o lado direito de (A.5.17):

IE(G) = 2πGp−2

∫ ∞

0

γ
(

p
2
, α2u2

G2

)

up−1
J0(u)du = Gp−2ĨE(G), (A.5.18)

ID(G) = π
Gp−2

2p−2
Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)

= Gp−2ĨD(G), (A.5.19)



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 95reduz nosso propósito a mostrar que ĨE(G) = ĨD(G). Podemos fazer isso mostrando que:
dĨE

dG
=

dĨD

dG
. (A.5.20)Ainda assim, ĨE(G) será igual a ĨD(G) a menos de uma onstante. Só demonstramos de fatoa igualdade se, ao impor valores no ontorno, a igualdade ainda for observada.Para o lado esquerdo teremos:

dĨE

dG
= 2π

∫ ∞

0

1

up−1

d

dG

[

γ

(

p

2
,
α2u2

G2

)]

J0(u)du. (A.5.21)Fazendo α2u2

G2 = x obtemos:
d

dG

[

γ

(

p

2
,
α2u2

G2

)]

= −2α2u2

G3

d

dx

[

γ
(p

2
, x
)] (A.5.22)Fazendo uso da relação (A.1.17) e retornando a variável original G, obtemos:

d

dG

[

γ

(

p

2
,
α2u2

G2

)]

= −2α2u2

G3

[

αp−2up−2

Gp−2
e−

α2u2

G2

]

= −2αpup

Gp+1
e−

α2u2

G2 . (A.5.23)Substituindo (A.5.23) em (A.5.21) obtemos:
dĨE

dG
= −4π

αp

Gp+1

∫ ∞

0

uJ0(u)e−
α2u2

G2 du (A.5.24)Na Ref. ([61℄) temos a fórmula (6.631) para a integral:
∫ ∞

0

xν+1e−ηx2

Jν(βx)dx =
βν

(2η)ν+1
e−

β2

4η , (A.5.25)om {η ∈ R | η > 0} e {ν ∈ R | ν > −1}. Fazendo ν = 0, η = α2

G2 , x = u e β = 1 teremos:
∫ ∞

0

uJ0(u)e−
α2u2

G2 du =
1

2

G2

α2
e−

G2

2α2 . (A.5.26)Assim, �nalmente obtemos:
dĨE

dG
= −4π

αp

Gp+1

1

2

G2

α2
e−

G2

2α2 = −2π
αp−2

Gp−1
e−

G2

2α2 (A.5.27)Fazendo então G2

4α2 = x, obtemos a derivada de ĨD em relação a G da seguinte maneira:
dĨD

dG
= π

1

2p−2

d

dG

[

Γ

(

−p

2
+ 1,

G2

4α2

)]

= π
1

2p−2

G

2α2

d

dx

[

Γ
(

−p

2
+ 1, x

)]

= −π
1

2p−1
x(− p

2
+1)−1ex G

α2
,
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dĨD

dG
= −π

1

2p−1

(

G2

22α2

)− p
2

e−
G2

4α2
G

α2

= −2π
αp−2

Gp−1
e−

G2

4α2 (A.5.28)Assim, omo queríamos demonstrar, (A.5.27) é igual a (A.5.28). Portanto ĨE e ĨD são iguaisa menos de uma onstante.A.5.3 Demonstração da relação �3Nesta subseção apresentamos a demonstração da relação
∞
∑

| ~G|=0

F(G) e−i ~G.~r =
∞
∑

| ~G|=0

F(G) cos( ~G.~r). (A.5.29)Seja
B(~r) =

∞
∑

| ~G|=0

F(G) e−i ~G.~r, (A.5.30)onde ~G = g1~e1 + g2~e2 om g1 e g2 números inteiros e ~r = r1~e1 + r2~e2 om r1 e r2 números reais.
F(G) é uma função que depende somente do módulo do vetor ~G, ou seja, de G =

√

g2
1 + g2

2.Por simpliidade, vamos manter a notação F(G).Expliitando os somatórios sobre g1 e g2 no somatório sobre o vetor ~G podemos reesrever
B(~r) omo

B(r1, r2) =
∞
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2). (A.5.31)Podemos então separar o somatório sobre g2 em dois intervalos: um para os valores negativosde g2 e outro para os seus valores positivos, não esqueendo de inluir o termo para quando
g2 é zero. Assim obtemos

B(r1, r2) =
∞
∑

g1=−∞

[

F(G) e−ig1r1 +
∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2) +
−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2)

]

.
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B(r1, r2) = F(0) (A.5.32a)

+
∞
∑

g1=1

F(G) e−ig1r1 +
−1
∑

g1=−∞

F(G) e−ig1r1 (A.5.32b)
+

∞
∑

g2=1

F(G) e−ig2r2 +
−1
∑

g2=−∞

F(G) e−ig2r2 (A.5.32)
+

∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) (A.5.32d)
+

∞
∑

g1=1

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2). (A.5.32e)Podemos reesrever o primeiro termo de (A.5.32b) da seguinte maneira
∞
∑

g1=1

F(G) e−ig1r1 =
∞
∑

g1=1

F(G) [cos(g1r1) − isen(g1r1)] .Enquanto que para o segundo termo temos
−1
∑

g1=−∞

F(G) e−ig1r1 =

∞
∑

g1=1

F(G) eig1r1 =

∞
∑

g1=1

F(G) [cos(g1r1) + isen(g1r1)] .Somando o primeiro e o segundo termo de (A.5.32b) teremos
∞
∑

g1=1

F(G) e−ig1r1 +

−1
∑

g1=−∞

F(G) e−ig1r1 =

=

∞
∑

g1=1

F(G) [cos(g1r1) − isen(g1r1)] +

∞
∑

g1=1

F(G) [cos(g1r1) + isen(g1r1)]

= 2

∞
∑

g1=1

F(G) cos(g1r1) =

∞
∑

g1=1

F(G) cos(g1r1) +

−1
∑

g1=−∞

F(G) cos(g1r1). (A.5.33)Note que os termos do somatório que possuem a função seno se anulam e, devido à paridadeda função osseno, os limites dos somatórios em (A.5.33) podem ser esritos omo os mesmoslimites dos somatórios em (A.5.32b).Para a soma dos somatórios em (A.5.32) o resultado é análogo,
∞
∑

g2=1

F(G) e−ig2r2 +

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−ig2r2 =

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g2r2)+

−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g2r2). (A.5.34)
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∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2) =

=
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) [cos(g1r1 + g2r2) − isen(g1r1 + g2r2)] ,e o segundo termo omo
−1
∑

g1=−∞

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) =

∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) ei(g1r1+g2r2)

=
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) [cos(g1r1 + g2r2) + isen(g1r1 + g2r2)] .Somando esses dois termos obtemos
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2) +

−1
∑

g1=−∞

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) =

= 2
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 + g2r2)

=
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 + g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g1r1 + g2r2). (A.5.35)Por último, temos que analisar (A.5.32e). Para o primeiro termo temos
∞
∑

g1=1

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) =
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1−g2r2)

=
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) [cos(g1r1 − g2r2) − isen(g1r1 − g2r2)] .E para o segundo temos
−1
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2) =

∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) ei(g1r1−g2r2)

=
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) [cos(g1r1 − g2r2) + isen(g1r1 − g2r2)] .Somando esses dois termos obtemos
∞
∑

g1=1

−1
∑

g2=−∞

F(G) e−i(g1r1+g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=1

F(G) e−i(g1r1+g2r2)

= 2
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 − g2r2) =

=
∞
∑

g1=1

−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g1r1 + g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 + g2r2). (A.5.36)



APÊNDICE A. O SOMATÓRIO DE EWALD EM REDES BIDIMENSIONAIS 99Como (A.5.32b)=(A.5.33), (A.5.32)=(A.5.34), (A.5.32d)=(A.5.35) e (A.5.32e)=(A.5.36),podemos reesrever B(r1, r2) de aordo om as novas expressões obtidas, ou seja,
B(r1, r2) = F(0)

+
∞
∑

g1=1

F(G) cos(g1r1) +
−1
∑

g1=−∞

F(G) cos(g1r1)

+
∞
∑

g2=1

F(G) cos(g2r2) +
−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g2r2)

+
∞
∑

g1=1

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 + g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g1r1 + g2r2)

+
∞
∑

g1=1

−1
∑

g2=−∞

F(G) cos(g1r1 + g2r2) +
−1
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=1

F(G) cos(g1r1 + g2r2).Desde que ada somatório possui os mesmos limites apresentados em (A.5.32a) e que a adaexponenial esteja assoiada, omo demonstrado, uma respetiva função osseno, ou seja, asduas funções possuem a mesma dependênia em g1 e g2, podemos �reonstruir� B(r1, r2) emtermos de um duplo somatório em g1 e g2 utilizando a função osseno:
B(r1, r2) =

∞
∑

g1=−∞

∞
∑

g2=−∞

F(G) cos(g1r1 + g2r2).Finalmente, retomando a notação vetorial obtemos
B(~r) =

∞
∑

| ~G|=0

F(G) cos( ~G.~r),ou seja,
∞
∑

| ~G|=0

F(G) e−i ~G.~r =
∞
∑

| ~G|=0

F(G) cos( ~G.~r). (A.5.37)



Apêndie BInformações téniasPara a realização desse trabalho utilizamos quatro máquinas AMD Opteron 64bit om osistema operaional Linux, distribuição Gentoo (release 2006.0). Duas máquinas eram ons-tituídas de dois proessadores 2,613 GHz Dual Core ada uma e as outras duas máguinas dedois proessadores 2,412 GHz Dual Core ada uma, totalizando dezesseis proessadores. To-dos os ódigos omputaionais foram desenvolvidos na linguagem de programação fortran90e o ompilador utilizado foi o Intel R© Fortran.A Tabela B mostra valores de tempo de CPU (em segundos) para ada um dos tamanhosde rede L. Esse tempo re�ete o tempo de duração para realizar um únio passo de MonteCarlo, ou seja, para realizar L2 tentativas de atualização dos spins. As médias foram feitassobre dezenas de séries om 106 passos de Monte Carlo para L = 16, 32, 48 e de 5×105 passosde Monte Carlo para L = 56 e 72.Esrevendo o tempo de CPU por meio de uma lei do tipo ln(t) = a + b ln(L) obtemos umaestimativa grosseira de a = −16, 6(5) e b = 3, 6(1), ou seja, temos
t ∼ L3,6.Vale ressaltar que os valores de tempo de CPU da Tabela B servem tanto para o algoritmo

L t (s)
16 1, 6321(3)× 10−3

32 1, 4895(2)× 10−2

48 7, 621(1) × 10−2

56 1, 3262(2)× 10−1

72 3, 873(5) × 10−1Tabela B.1: Tempo neessário, em segundos, para ada um dos tamanhos de rede L, pararealizar um únio passo de Monte Carlo, ou seja, para realizar L2 tentativas de atualizaçãodos spins. 100



APÊNDICE B. INFORMAÇÕES TÉCNICAS 101de Metropolis quanto para o algoritmo multian�nio.Outro detalhe importante é que, para a gerar números pseudo aleatórios nas simulaçõesnumérias, nós utilizamos a subrotina ranmar proposta em [64℄.
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