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Resumo

Nesta tese apresentaremos alguns resultados obtidos recentemente em fisica tedrica
fazendo uso da teoria quantica dos campos. Em especial, foram estudados aspectos de
mecanica estatistica na teoria de campos e a influéncia de processos estocasticos em cam-
pos cléssicos definidos em diversos tipos de variedades riemannianas a serem discutidos.

Em primeiro lugar, discutiremos a existéncia de um valor maximo para a entropia de
sistemas quanticos, limite conhecido na literatura como o limite de Bekenstein. Posteri-
ormente, vamos nos utilizar de alguns argumentos fisicos para mostrar como a existéncia
(ou ndo) de um limite para a capacidade de armazenamento de informagao em um sistema
quantico pode nos levar a querer entender a teoria de campos de um modo diferente do
usual. Vamos ver como a quantizacao estocastica pode ser uma maneira distinta de se
estudar tal problema assim como outros encontrados na teoria de campos. A idéia origi-
nal da quantizacao estocastica é que um sistema quantizado d-dimensional é equivalente
a um sistema cldssico (d + 1)-dimensional com flutuagoes aleatérias. Vamos utilizé-la
para se analisar a quantizacao de teorias com agoes complexa, como, por exemplo, teorias
topoldgicas, e a quantizagao de teorias com campos definidos em variedades com horizonte
de eventos ou com curvatura nao-nula. Um estudo do efeito Hawking utilizando todas
as ferramentas proporcionadas pela quantizagao estocastica viria a coroar essa linha de
pesquisa.
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Abstract

In this thesis, we shall present some results obtained recently in the area of theoretical
physics using the quantum field theory formalism. In particular, we will study aspects of
statistical mechanics in field theory and the influence of stochastic processes in classical
fields defined in many different types of riemannian manifolds to be discussed.

In the first place, we shall discuss the existence of an upper bound for the entropy in
quantum systems, which is known in the literature as the Bekenstein bound. Later, we
will use some physical arguments in order to show how the existence (or not) of a bound
on information storage capacity of a quantum system may help us to understand field
theory in a different point of view. We will see how the stochastic quantization could be a
distinguished technique to analyze such problem as well as others found in field theory. In
order to reach a better understanding of the properties and the advantages of stochastic
quantization, we shall implement the method to study the quantization of theories with
complex actions, such as topological theories, and the quantization of fields defined in
manifolds with an event horizon or with non-zero curvature. An analysis of the Hawking
effect using all the tools provided by the stochastic quantization would certainly crown
such line of research.
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“Die grenzen meiner sprache

bedeuten die grenzen meiner welt.”

(Os limites de minha linguagem
representam os limites de meu mundo.)

Ludwig Wittgenstein
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Capitulo 1

Introducao : triunfos, limitacoes e
desafios da teoria quantica dos
campos

1.1 A teoria quantica de campos revista

A teoria dos campos quantizados, desenvolvida por Dirac, Fermi, Fock, Heisenberg,
Jordan, Wigner e outros, é uma fusao da mecanica quantica com a teoria da relatividade
especial. Sao dois os pilares desta teoria: o principio de superposicao dos estados quanticos
com a interpretagao probabilistica dos valores esperados e o principio de localidade que
descarta a propagacgao de informacao entre pontos separados por uma distancia do tipo-
espaco. Campos, que sao distribuigoes que tomam valores num espago de operadores,
definidas num dominio denso com um espaco de Hilbert, comutam para distancias do
tipo-espago

(), 115 )lsomar = 1 0%(F — T, (L1)
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onde II(z") é o operador momento canonicamente conjugado ao operador de campo ®(x).

Ja na década de trinta do século passado observou-se um problema: os parametros
utilizados para se definir uma certa teoria se referiam a medidas idealizadas em distancias
arbitrariamente pequenas, o que provocava o aparecimento de divergéncias ultravioletas
em diversos calculos da teoria. Esta dificuldade foi superada apds a década de quarenta
do século passado, devido aos esforcos de Dyson, Feynman, Pauli, Schwinger, Tomonaga,
Wick e muitos outros. Para o calculo de amplitudes de transicao de processos foi de-
senvolvida uma teoria de perturbacoes em um regime de acoplamento fraco. Resultados
divergentes foram apontados através de um procedimento denominado de regularizacao e
tratados com um algoritmo conhecido como renormalizacao perturbativa. Uma coletanea
de artigos pioneiros pode ser encontrada em [1]. O livro de Collins [2] sintetiza todos os
métodos e técnicas envolvidas no programa de renormalizacao.

Vale lembrar também que existem métodos distintos de quantizagao que levam a re-
sultados analogos, cada um explicitando uma certa caracteristica marcante da teoria de
campos. O primeiro deles a ser desenvolvido foi o denominado formalismo canonico,
onde os campos sao entendidos como distribui¢oes com valores em espacos de operadores.
Desta forma, toda uma andlise espectral torna-se fundamental para o estudo de sistemas
quanticos. Outra técnica bastante popular é a de integrais de trajetoria, sobre a qual
faremos uma breve digressao a seguir.

Em 1933, Dirac argumentou que a formulacao lagrangiana da mecanica cldssica pode-
ria ser mais fundamental que a formulacao hamiltoniana. A principio, tal afirmacao nao
apresentava a mesma validade ao se levar em conta o mundo quantico. Ele especulou como

tal situagao poderia ser retificada, e chegou a conclusao que o propagador na mecanica
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quantica “corresponderia” a /" onde S é a acao classica calculada ao longo do caminho
classico.

Em 1948, Feynman generalizou a idéia de Dirac, argumentando que o propagador cor-
reto seria a “integral de trajetéria” da quantidade e**/". Em outras palavras, o propagador
pode ser escrito como uma soma sobre todos os possiveis caminhos (nao apenas o cldssico)
entre um ponto inicial e um ponto final. Cada caminho contribui com e*¥/* ao propagador.
Portanto, enquanto Dirac considerava apenas o caminho classico, Feynman mostrou que
todos os caminhos contribuem. Sendo assim, pode-se utilizar integrais de trajetoria, onde
nao se faz mencao a operadores em lugar algum, como uma alternativa para se quantizar
sistemas cldssicos que, obviamente, possuem formulacao lagrangiana. Apesar deste ponto
de vista ser radicalmente diferente do formalismo canonico apresentado anteriormente,
pode-se mostrar que resultados analogos sao obtidos utilizando-se ambos os métodos.

Neste momento, o leitor pode se indagar qual seria o porqué de se utilizar outra
técnica de quantizagao. Além da resposta 6bvia (facilitar o entendimento de situagoes
outrora bastante complicadas compreendidas via o formalismo candnico), sabemos que o
desenvolvimento de técnicas novas na ciéncia pode nos permitir a visualizacao de pecu-
liaridades do objeto de estudo antes escondidas e/ou despercebidas. Podemos entender as
técnicas de investigacao da fisica tedrica como microscopios utilizados para se pesquisar
microbios, bactérias, virus, células e outras entidades invisiveis a olho nu na biologia.
Conforme a aparelhagem vai sendo modernizada (na fisica tedrica, corresponderia a ferra-
mentas matematicas mais modernas), novos elementos em tais entidades sdo contemplados

e, por consegiiinte, um melhor entendimento sobre as mesmas ¢ alcangado. De qualquer

maneira, um microscopio moderno tem a mesma utilidade que um microscépio antigo, i.e.,
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visualizar objetos invisiveis a olho nu. Em nossa analogia com a fisica teérica, o formalis-
mo canonico e as integrais de trajetdria servem para o mesmo fim, i.e., a quantizacao de
sistemas, mas a tultima nos faz enxergar certos aspectos da teoria que seriam dificeis de se
visualizar usando-se o primeiro. Um destes aspectos é a profunda analogia entre a teoria
de campos e a mecanica estatistica, analogia melhor compreendida quando trabalhamos
em espagos euclidianos. Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre a quantizacao
por integrais de trajetoria, bem como possiveis aplicacoes no estudo de sistemas fisicos,
encomendamos a leitura das referéncias [3] [4] [5].

No comeco do anos oitenta do século passado, tal analogia entre teoria de campos e
mecanica estatistica foi mais ainda aprofundada, com o advindo da técnica da quantizacao
estocdstica. Em poucas palavras, este método compreende a integral de trajetoria como
o limite de equilibrio de um processo estocastico. Nesta introducao, nao vamos entrar
em maiores detalhes sobre este formalismo, visto que ele serd melhor desenvolvido nos
préximos capitulos.

Até o presente momento, a teoria quantica dos campos é a melhor técnica matema-
tica que temos para a descricao de processos quanticos. Apesar desta teoria ter tido um
desenvolvimento colossal a partir dos anos quarenta, o interesse nesta foi decrescendo
gradualmente e quase desapareceu nos anos sessenta. Em resumo, este desinteresse foi
motivado por duas razoes principais, a saber. A primeiro delas estava relacionada a
descrigao de sistemas fisicos onde o acoplamento entre diferentes campos que descrevem
diferentes particulas é forte, utilizando a ja mencionada teoria de perturbagoes. A segunda
estava ligada a nao-renormalizabilidade da interacao fraca, que fez com que as predigoes

da teoria quantica dos campos fossem questionadas na descrigao destes processos. Desta
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forma, esforcos foram orientados na dire¢ao do entendimento das propriedades estruturais
da teoria quantica dos campos, com a emergéncia de diferentes técnicas nao-perturbativas.
Apareceram também nesta época as teorias axiomatica e construtivista dos campos com os
trabalhos de Haag, Kallen e Wightman. Uma exposicao moderna destes tépicos pode ser
encontrada no livro de Glimm e Jaffe [6]. Além destes dois problemas relevantes, outros
também foram apontados por muitos autores que questionavam o limite de aplicabilidade
da teoria de campos, como, por exemplo, o famoso problema de Moscou da carga zero,
levantado por Landau e vérios colaboradores [7] [8] [9]. Para maiores detalhes, sugerimos
a consulta do artigo de Callaway [10].

Nao obstante, apés uma década de esquecimento, a formulacao das teorias de calibre
nao-abelianas [11] [12] [13] veio salvar a teoria quantica de campos de um naufragio in-
justo. O problema da renormalizabilidade da interacao fraca foi resolvido com os modelos
de unificacao das interagoes fundamentais, enquanto que sistemas com interacao forte pas-
saram a ser descritos pela cromodinamica quantica. Para o leitor interessado na literatura
das teorias de calibre, os livros de Leite Lopes [14], Pokorski [15], Faddeev e Slavnov [16],
Bailin e Love [17] e Frampton [18] constituem uma inestiméavel fonte de consulta e estudo.

Apesar destes inimeros sucessos, ainda temos situacoes em que a teoria de campos
apresenta problemas para descrever apropriadamente um sistema em andlise. Questoes
como o confinamento de quarks e glions, como emerge o grupo de simetria dos quarks,
a descricao termodinamica de buracos negros e outras ainda estao sem resposta dentro
do formalismo da teoria de campos. Mesmo assim, esta ainda ¢ tomada como paradigma
quando se trata sobre a quantizacao de sistemas fisicos. Alguns autores salientam duas

licoes que ela nos ensinou, ao longo do século XX: os principios de simetria e o grupo
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de renormalizagao. Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre alguns ensinos e
limitagoes da teoria quantica de campos, recomendamos o belo trabalho de David Gross
[19]. De qualquer modo, podemos enumerar diversas ligdes apreendidas pelo estudo da
teoria de campos durante o decorrer do século passado. Estas também nos mostram
como a teoria de campos é bastante poderosa no sentido de modelagem e descrigao de
situacgoes fisicas com argumentos simples e claros e, até agora, com bastante concordancia
com evidéncias experimentais. Se estes ensinos nos apontam outros caminhos a serem
tomados, bem como um possivel esgotamento da prépria teoria de campos, isto é assunto

para um futuro préximo.

1.2 Sobre o que versa esta tese

Esta tese nao se propoe a dar uma resposta final para algum dos problemas levan-
tados no final da secao anterior. Por outro lado, pretende-se aqui apontar possiveis
novos caminhos para um entendimento melhor da teoria de campos. Para tanto, deve-
mos ter como objeto de estudo situagoes onde seja possivel observar a necessidade de se
generalizar as idéias da teoria dos campos quantizados, ainda dentro do seu préprio con-
texto, ou até mesmo onde podemos enxergar sinais de esgotamento da teoria em descrever
fenomenos fisicos, devendo-se utilizar idéias radicalmente novas. Vamos, com isso, estudar
circunstancias onde o ponto de contato com uma exeqiiivel “fisica nova” (seja por genera-
lizacoes de idéias antigas, seja por substituicao de imagens que ja se encontram em estado
de exaustao) apresenta-se de modo bastante claro. Na plano tedrico, geralmente se espera

que tal ponto seja a analise da fisica de buracos negros, qual seja, a radiagao de Hawking
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e a entropia de Bekenstein. Sendo mais especifico, apesar de termos procurado fazer desta
tese um texto que abordasse um assunto com varias questoes que remetem a uma mesma
situacao, qual seja, a quantizacao estocastica, nao poderiamos deixar de acrescentar o
resultado obtido para o limite de Bekenstein no caso de campos com auto-interacao forte,
visto que tal resultado tem implica¢oes profundas na quantidade de informacao que um
sistema fisico pode armazenar. Deste modo, no primeiro capitulo deste texto, vamos estu-
dar o limite de Bekenstein para a entropia de um sistema quantico para o caso de campos
com auto-interagao forte. Iremos demonstrar em que situacoes tal limite é valido e em
que situacoes ele falha. Demonstraremos, depois, como a quantizacao estocastica pode
ser utilizada para se estudar agoes complexas bem como a sua aplicacao em espagos com
curvatura diferente de zero ou com horizonte de eventos. Antes, porém, vamos ver com
algum detalhe no inicio do préximo capitulo como surge todo esta questao da existéncia
de um valor maximo para a entropia de sistemas quanticos. Estaremos seguindo a re-
feréncia [20]. Ao longo desta tese, utilizaremos o sistema de unidades natural, qual seja,

h=c=kp=G=1.



Capitulo 2

A entropia especifica para campos
com interacao

2.1 Termodinamica de buracos negros

A nocao de entropia de buraco negro é motivada por dois resultados da relatividade
geral:
1. Teorema da drea [21]: a &rea do horizonte de eventos de um buraco negro nunca

decresce com o tempo:

dA > 0.

Além disso, quando dois buracos negros se superpoem, a area do novo buraco negro
excedera a area total dos buracos negros originais. Por exemplo, um objeto de massa M
que cai em um buraco negro de Schwarzschild fara com que a massa do mesmo aumente
deste valor. Como, em quatro dimensoes, a area do horizonte de eventos do buraco negro
vale A = 167 M?, vé-se facilmente que esta deverd aumentar também. Por outro lado,

levando-se em conta processos classicos, nao se pode esperar que a area ird diminuir, visto
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que o buraco negro nao emitira particulas. Este teorema sugere uma analogia entre area
de buracos negros e a entropia termodinamica.

2. Buraco negro nao tem cabelo [22] [23] [24] [25]: um buraco negro estaciondrio é
caracterizado por apenas trés quantidades fisicas: massa, momento angular e carga. Este
teorema implica, entre outras coisas, que o buraco negro originario do colapso de uma
estrela, por exemplo, devera evoluir para um estado final e estacionario que é tnico.
Acontece que temos um paradoxo aqui. Do ponto de vista de um observador fora do
horizonte de eventos, a formacao do buraco negro viola a segunda lei da termodinamica.
O espacgo de fase parece ter sido radicalmente diminuido. O sistema que colapsa poderia
ter um valor muito alto de entropia, mas o estado final nao possui nenhumal

Contudo, o teorema da area pode resolver o aparente paradoxo colocado acima: quando
um sistema termodinamico atravessa o horizonte de eventos, sua entropia é perdida para
o observador de fora. Por outro lado, como vimos, a area do horizonte de eventos de-
verd crescer em virtude desta absorcao da matéria pelo buraco negro. A pergunta que
se coloca é: sera que este aumento na area poderia compensar a perda da entropia da
matéria? Partindo deste ponto, Bekenstein sugeriu, entao, que um buraco negro poderia

carregar uma entropia Sy que seria proporcional a drea A do horizonte de eventos:

A
SBH:Z

Bekenstein foi além, ainda: ele propos, também, que a segunda lei da termodinamica
vale para soma da entropia do buraco negro e da entropia da matéria. E a conhecida

segunda lei da termodinamica generalizada:

dStotal Z 0.
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Qual é a origem estatistica (microscépica) para a entropia de buraco negro? Vimos que
um buraco negro, visto do “lado de fora”, é classicamente tinico. A férmula de Bekenstein-
Hawking, no entanto, sugere que ele seja compativel com e84 estados quanticos indepen-
dentes. A natureza destes estados quanticos ainda permanece um mistério. Apesar de ser
um assunto fascinante, este esta fora do escopo deste tese.

Vamos voltar as idéias de Bekenstein sobre entropia de buracos negros. Vamos supor
um buraco negro de massa M. Se a entropia de Bekenstein for levada a sério, entao a

primeira lei da termodinamica sugere que buracos negros devam possuir temperatura:

dM =TdSgp.

De fato, as equagoes de Einstein implicam nas “leis da mecénica dos buracos negros” [26].
Uma delas diz que a entropia é a area do horizonte de eventos e a gravidade de superficie

k faz o papel da temperatura:

K

= —dA.
8

dM

Para um buraco negro de Schwarzschild, x = (4M)~!. Novamente, temos um paradoxo.
Sabemos que um corpo negro com temperatura diferente de zero deve irradiar. Mas, isto
vai de encontro com a nocao classica de um buraco negro, pela qual nenhuma matéria
pode escapar dele e, portanto, sua temperatura deve ser zero.

Tal paradoxo foi resolvido com a descoberta de que buracos negros de fato irradiam
via processos quanticos. Hawking mostrou [27], através de célculos semicldssicos, que
um observador arbitrariamente distante do horizonte de eventos ird detetar um espectro

térmico de particulas vindas do buraco negro, a uma temperatura:
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A descoberta da entao denominada radiagao Hawking clarificou a interpretagao da des-
crigao termodinamica de buracos negros. Em particular, o resultado de Hawking afirma
que a entropia de buracos negros deve ser considerada como uma contribui¢ao genuina
para a entropia total do universo, de acordo com as idéias pré-estabelecidas de Bekenstein.

Tendo em vista todo esta discussao, é natural estudar trés diferentes processos envol-
vendo buracos negros: quando um sistema de matéria cai em um horizonte de eventos; a
formacao de buracos negros; e, finalmente, a evaporacao de buracos negros. Este tltimo
entende que a entropia do horizonte deva ser convertida em entropia de radiagao. O
primeiro e o segundo implica no inverso, a saber, na conversao de entropia normal em
entropia do horizonte. Estes dois ultimos casos nao serao analisados aqui. Neste texto,
estaremos interessados apenas no primeiro caso; este tera como consequéncia o famoso
limite de Bekenstein.

Para um observador de fora, quando um sistema de matéria cai em um buraco negro,
sua entropia S,,, antes finita, vai a zero. Porém, como vimos, a entropia do buraco negro
cresce. Portanto, é concebivel que a entropia total S, + A/4 nao descrega no processo,
de modo que a segunda lei da termodinamica nao é violada.

Contudo, nao é nada ébvio que a segunda lei generalizada nao serd violada. O cresci-
mento da area do horizonte de eventos depende essencialmente da massa que é absorvida
pelo buraco negro; nao possui nenhuma relagao, a principio, com a entropia do tal sistema
de matéria. Se fosse possivel termos sistemas com uma entropia com valores arbitraria-
mente altos e com uma dada massa e um dado tamanho, a segunda lei da termodinamica
generalizada poderia ser violada.

Tendo por base toda a questao discutida acima, alguns autores compreendem as pro-
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priedades termodinamicas dos buracos negros como verdadeiras leis da natureza. Nao
podemos deixar de mencionar, contudo, que tais idéias ainda nao apresentam unanimi-
dade na comunidade cientifica. Nao vamos entrar neste assunto, pois ele foge do escopo
desta tese. Nos limitaremos a utilizar os argumentos anteriores sobre a termodinamica de
buracos negros e requerer que a segunda lei da termodinamica generalizada seja valida
para qualquer processo fisico. Isto nos leva a pensar em um valor maximo universal para
a entropia de sistemas de matéria em termos de parametros extensivos. Vamos ver como
isso pode ser entendido na linguagem de teoria de campos.

Em mecanica estatistica iniciamos as investigagoes sempre com sistemas definidos num
volume finito, e o volume infinito é considerado posteriormente, o que chamamos de li-
mite termodinamico. Por outro lado, a teoria quantica de campos deve ser descrita por
um numero infinito de graus de liberdade. Uma linha de pesquisa bastante promissora
é o estudo de campos quantizados definidos num volume finito, desde que tenhamos um
mecanismo consistente de confinar o campo, como por exemplo objetos macroscopicos
classicos onde os campos devem satisfazer determinadas condigoes de contorno. Se nao
levarmos em conta condic¢oes de contorno periédicas, que ja foram bastante investigadas
na literatura e que nao nos trazem nada de novo, vemos que existe uma necessidade
fundamental de se entender a dinamica de campos quantizados na presenca de objetos
macroscépicos, de forma tal que a invariancia translacional da teoria tenha sido perdida. E
bastante importante saber como se implementa a renormalizacao perturbativa em modelos
que sao perturbativamente renormalizaveis, se assumimos que temos quebra de invariancia
translacional. Um estudo pioneiro nesta direcao foi realizado por Symanzik [28]. Lembre-

mos que uma teoria é perturbativamente renormalizavel se apenas um numero finito de
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parametros da teoria necessitam ser renormalizados.

Segundo esta linha de raciocinio, Fosco e Svaiter [29], investigaram um modelo escalar
anisotropico num espaco euclidiano d-dimensional, onde uma das dimensoes foi compac-
tificada, com perda de invariancia translacional. Nesta situagao, para se implementar
o programa de renormalizacao, dentro da teoria de perturbacgoes, encontramos uma di-
ficuldade que nao aparece quando trabalhamos num espaco sem fronteiras. A presenca
de restricoes geométricas tornam a avaliacao das funcoes de Schwinger uma tarefa muito
mais dificil do que aquela efetuada num espaco sem fronteiras. Para sistemas onde temos
a invariancia translacional, podemos passar de uma representacao de coordenadas para
uma representagao de momentos, onde fica mais simples a analise das divergéncias da teo-
ria. Como no modelo estudado se perdeu a invariancia translacional numa das diregoes,
devemos trabalhar com as fungoes de Schwinger de n-pontos numa representacao mista.

No trabalho acima citado, os autores investigaram como implementar o programa de
renormalizacao ao nivel de um lago para a funcao de dois pontos associada a campos
que satisfazem condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann respectivamente. A estru-
tura das divergéncias foi cuidadosamente analisada e foi mostrado que para estas duas
condicoes de contorno temos apenas uma troca de sinal, na parte polar, na vizinhanca das
placas. O programa de renormalizacao implementado a nivel de um laco para a funcao
de dois pontos e quatro pontos associadas a campos que satisfazem condigoes de con-
torno de Dirichlet foi finalizado por Caicedo e Svaiter [30]. A introdugao de temperatura
nao apresenta nenhuma dificuldade, onde se investigou [31] modelos escalares da teoria
quantica de campos a temperatura finita e também efeitos de superficie. Sendo mais es-

pecifico, foi estudado um campo escalar num espaco euclidiano d-dimensional, onde uma
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das dimensoes foi compactificada, com perda de invariancia translacional. Na verdade
foi generalizada parte dos resultados anteriores, pois foi assumida uma teoria escalar Ag*
em equilibrio com um reservatério térmico. Nesta situacao, como ja discutimos, a pre-
senca de restricoes geométricas tornam os calculos das fungoes de Schwinger muito mais
complicados do que aqueles em um espaco sem fronteiras, com o agravante que temos
também que somar sobre as freqiiéncias de Matsubara. O programa de renormalizagao
pode ser implementado ao nivel de um laco para a funcao de dois pontos e de quatro
pontos, e a estrutura das divergéncias também pode ser analisada. Calculos a dois lagos
foram efetuados por Aparicio Alcalde e colaboradores [32].

Como podemos perceber pela discussao acima, campos quantizados na presenca de
estruturas macroscépicas introduzem situacoes bastante interessantes. Por exemplo, uma
situacao que ainda nao foi discutida é a descricao de fendmenos criticos na presenca de
fronteiras. O confinamento de flutuagoes criticas associadas a um parametro de ordem
pode gerar forgas de longo alcance entre as superficies de um filme fino, por exemplo. Esse
fenomeno é conhecido como efeito Casimir da mecanica estatistica [33] [34] [35] [36]. E
importante ressaltar que esses efeitos ainda estao esperando por uma comprovacao experi-
mental. Por outro lado, o efeito Casimir associado ao campo eletromagnético na presenca
de estruturas macroscépicas [37] foi testado experimentalmente com grande sucessso. Uma,
questao ainda em aberto diz respeito a dependéncia do sinal da forca de Casimir com a
dimensionalidade do sistema e outras propriedades fisicas deste [38] [39] [40]. A resposta
para tal questao é crucial para o problema que vamos expor em seguida.

Dentro desta abordagem de se estudar campos na presenca de fronteiras, vamos voltar

a discutir a possibilidade da existéncia de um valor méaximo para a entropia de um sis-
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tema de matéria. Um resultado importante na literatura, devido a Bekenstein, relaciona a
entropia S e a energia média F de um sistema quantizado com um comprimento linear as-
sociado as fronteiras que confinam o sistema. Essa desigualdade estabelece que a entropia
deve satisfazer S < 27 F R/hc, onde R é o raio da menor esfera que pode circunscrever
o sistema [41] [42] [43] [44] [45] [46] (assumindo-se que efeitos gravitacionais sao suficien-
temente pequenos a fim de se permitir uma escolha de folheagoes de tempo de modo que
o sistema de matéria encontra-se em repouso e o espago ¢ assintoticamente plano). Esse
valor maximo para a entropia especifica, como vimos, reflete uma condigao de consisténcia
entre a termodinamica de buracos negros e as leis da mecanica estatistica, condigao esta
que diz que a segunda lei da termodinamica generalizada deve ser respeitada. Em outras
palavras, a soma da entropia do buraco negro com a contribuicao da entropia da matéria
que se encontra fora do buraco negro nunca deve decrescer. Em um buraco negro de
Schwarzschild, num espaco-tempo quadridimensional, a entropia de Bekenstein, que é
proporcional a area do horizonte de eventos, exatamente satura a desigualdade. Como
enfatizou 't Hooft, o buraco negro é o sistema fisico mais entrépico que podemos encon-
trar na natureza confinado numa superficie esférica [47]. No cenério da teoria dos campos
em espacos curvos, existem duas formas para explicar o grande valor de entropia para
o buraco negro. A primeira é associar a entropia a um grande nimero de microestados
internos escondidos pelo horizonte. Uma tentativa alternativa seria afirmar que a entropia
do buraco negro pode ser associada com um grande nimero de estados possiveis que po-
dem colapsar para formar um buraco negro. A nossa intencao nao é estudar esta dificil
questao, mas estamos interessados em saber se existe uma limitagao intrinseca na capaci-

dade de armazenamento de informacao de um sistema quantico confinado na auséncia de
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gravitacao.

Embora haja diversas provas que a entropia especifica de sistemas confinados obedece
a desigualdade proposta por Bekenstein, varios autores elaboraram diferentes argumentos
tentando invalidar esse resultado [48] [49] [50] [51] [52]. Por exemplo, Deutsch argumen-
tou que a desigualdade nao se aplica para sistemas nao-gravitacionais, onde um valor
absoluto da energia renormalizada nao pode ser medido e também que sistemas a baixas
temperaturas violariam a desigualdade. Unruh usou o argumento que sistemas como um
modo zero também violariam a desigualdade. Bekenstein e colaboradores desenvolveram
varias contraprovas para tais argumentos. O problema levantado por Deutsch relativo a
sistemas a baixas temperaturas foi resolvido na referéncia [53] e o problema associado a
sistemas com um modo zero foi resolvido em [54]. Um outro argumento usado por alguns
autores diz respeito ao fato de que a energia do ponto-zero renormalizada associada a
campos quantizados poder ser negativa em algumas situagoes. Embora exista um argu-
mento que se levarmos em consideragao a energia associada as fronteiras que confinam o
campo, podendo tornar a energia total do sistema positiva, ainda nao existe um consenso
de que esse argumento resolveria o problema [55].

Todas as situacoes descritas anteriormente tratam de teorias gaussianas. Um proble-
ma que merece ser estudado ¢ a validade da desigualdade para campos com interacao,
visto que interagoes nao-lineares [56] [57] poderiam alterar o espectro de energia do sistema
confinado, invalidando a desigualdade. Temos duas distintas diregoes a seguir. A primeira
seria investigar sistemas onde uma expansao perturbativa para um acoplamento fraco
pode ser utilizada. Como enfatizou Symanzik [28], um procedimento de regularizagao

e renormalizacao pode ser implementado em qualquer ordem da expansao perturbativa.
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Uma outra diregao ¢é estudar sistemas confinados onde a auto-interacao ¢é forte.
Mostraremos a seguir que podemos generalizar a desigualdade acima discutida se as-
sumirmos que o sistema em questao esta sendo descrito por uma teoria escalar do tipo
(go ©?)q na presenga de estruturas macroscopicas. Devemos também assumir que auto-
interacao é forte o suficiente para que usemos a expansao perturbativa para o acoplamento
forte. Vamos admitir que o campo escalar esta confinado no interior de um hipercubo
de aresta L, e que também estd em equilibrio térmico a temperatura 3~!. A energia do
ponto-zero renormalizada da teoria livre por unidade de comprimento sera representada

por eg) . No caso de altas temperaturas podemos mostrar que a entropia especifica satis-

faz a desigualdade £ < 2R Z;EZ; ¢, onde hy(d) e hy(d) sdo fungoes analiticas do nimero

de dimensoes euclidianas d, e £ = % Para baixas temperaturas, temos que entropia es-

h1(d)
< 27R 0

——. Note que a condigao de uma energia

pecifica satisfaz a desigualdade %

(
d
do ponto-zero renormalizada positiva é fundamental para que a ultima desigualdade seja
vélida. As discussoes deste capitulo estao baseadas na referéncia [58].

Vejamos, agora, em breves linhas, como é feita a expansao perturbativa para um

acoplamento forte.

2.2 A expansao perturbativa para um acoplamento
forte numa teoria escalar com auto-interacao

H& problemas na teoria dos campos quantizados que nao estao associados a efeitos
perturbativos. Tais efeitos nao podem ser investigados utilizando a série perturbativa
definida por Dyson, Feynman, Tomonaga, Schwinger e outros. Esta série esta baseada

Y Y Y

de modo essencial na construcao de um gerador funcional a partir do qual, por meio de
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derivadas funcionais, podemos calcular as fungoes de Green da teoria - em um espago com
assinatura euclidiana, estas funcoes sao conhecidas como fungoes de Schwinger. Posteri-
ormente, deve-se empregar uma técnica de regularizagao e, finalmente, a renormalizacao
perturbativa. O ponto fundamental da renormalizacao perturbativa é o seguinte: as
funcoes de Green renormalizadas de qualquer teoria que nao seja livre podem ser escritas
como uma série formal na constante de acoplamento. Uma pergunta natural é se esta série
converge. No caso de uma resposta afirmativa, a sua soma define as funcoes de Green da
teoria em questao. No caso de uma resposta negativa, temos que lancar mao de novos
conceitos matematicos para darmos sentido a esta série divergente. E claro que o antigo
conceito de convergéncia deve ser estendido para darmos conta de séries divergentes. Uma
série divergente pode ser ressomada. Para o leitor interessado em um profundo estudo de
séries divergentes indicamos os tratados de Knopp [59] e Hardy [60]. Pode-se mostrar que
diferentes métodos de somabilidade dao o mesmo resultado. Um método bastante usado
em teoria de campos é o método de Borel. Alguém pode se perguntar se a somabilidade de
Borel é um método geral e efetivo para obtermos as solugoes de uma teoria com interagao,
quando nos baseamos na série perturbativa. A resposta a esta pergunta nao é positiva, de-
vido a existéncia de instantons e renormalons, que sao singularidades da transformada de
Borel da série perturbativa, que aparecem no eixo positivo real do plano de Borel. Desta
forma, a inversao de Borel nao pode ser aplicada nos modelos conhecidos definidos em um
espaco-tempo quadridimensional. Conseqiientemente o seguinte problema se coloca: uma
teoria de campos pode parecer correta num regime perturbativo, todavia, em um regime
nao-perturbativo, resultados bastante diferentes daqueles encontrados usando-se métodos

perturbativos podem ser atingidos.
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Por outro lado, podemos seguir um outro caminho e efetuarmos uma expansao per-
turbativa nao-convencional do funcional gerador das fungoes de Schwinger, conhecida na
literatura como expansao perturbativa para o acoplamento forte [61] [62], onde nao é efe-
tuada a expansao perturbativa em torno da teoria gaussiana. A idéia bésica é tratarmos
a contribui¢ao gaussiana na acao como uma perturbagao com respeito aos outros termos.
A diferenca fundamental entre esta expansao perturbativa nao-convencional e a usual é
que neste caso o funcional gerador fica escrito formalmente como uma série de poténcias
negativas da constante de acoplamento. Estamos efetuando a expansao perturbativa em
torno do gerador funcional de valor independente [63] [64] [65] [66] [67] [68]. Campos
definidos em diferentes pontos do espaco euclidiano estao desacoplados em primeira or-
dem de aproximacao, pois a contribuicao que contém o gradiente aparece apenas como
uma perturbacgao.

Como jé discutimos acima, a idéia basica da expansao perturbativa para o acoplamento
forte é tratarmos a contribuicao gaussiana na agao como uma perturbacao com respeito
aos outros termos no gerador funcional das funcoes de Schwinger. Uma representacao

formal para o funcional de Schwinger Z[h] é dada por

214 = exp (—; [t [ty 5t Ko - y)d,f(y)) Q. (21

onde (Qolh] define o gerador funcional de valor independente, h(z) é uma fonte externa e

K(mo;x —1y) = (—A +m2) 6%z — y). B facil mostrar que Qq[h] é dado por

Qolt) = N [lde] exp ([ d'a (=5 &H(a) + h(a)p(@)) ) (2.2
onde novamente N é um fator de normalizacao.

Nesse momento, uma pequena digressao pode ser util para um melhor entendimento

da fisica que esta por tras dessa expansao perturbativa alternativa. E um fato bastante
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conhecido que o comportamento da expansao perturbativa convencional em poténcias da
constante de acoplamento para os termos de altas ordens esta relacionado a estrutura
analitica das fungoes de Schwinger no plano complexo da constante de acoplamento, nas
vizinhancas da origem [69] [70] [71]. Conseqiientemente, um importante problema a ser
investigado diz respeito ao comportamento das fungoes de Schwinger no plano complexo
da constante de acoplamento, em diferentes modelos [72] [73]. Como neste problema de
encontrar a estrutura analitica das func¢oes de Schwinger no plano complexo da constante
de acoplamento, nas vizinhangas da origem, entram em jogo efeitos nao-perturbativos
como instantons e renormalons, a expansao perturbativa convencional nao nos pode ser
muito ttil. Nesta expansao perturbativa para o acoplamento forte podemos facilmente
encontrar a estrutura analitica do funcional gerador das fungoes de Schwinger no plano
complexo da constante de acoplamento. Esta claro que esta informacao esta contida no
termo de mais baixa ordem. Gostariamos de ressaltar que a inclusao de termos de mais
altas ordens da série perturbativa nao deve modificar esta estrutura analitica, ou apenas
criar singularidades adicionais [74].

Estamos interessados em estudar um campo escalar neutro com uma auto-interacao
do tipo (go ¢?), definido em um espaco euclidiano d-dimensional. A contribuigdo para a

acao que vem do termo de auto-interagao é dada por

Site) = [ ddx]fiso%). (2.3)

Vamos assumir que o campo escalar esta definido num espaco euclidiano compacto, com
ou sem fronteiras, com um volume V. Vamos também supor que existe um operador
eliptico, semi-positivo e auto-adjunto que age sobre funcoes escalares nesse espago. Um

exemplo padrao é o operador O definido por O = (—A + m2), onde A ¢ o laplaciano
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d-dimensional. O nicleo K (mg; z,y) = K(mg; x — y) é definido por
K(mg;z —y) = (—A—i—mg) 6%z — ). (2.4)

Vamos usar o fato de que o gerador funcional das fungoes de Schwinger Z[V, h] ¢ invari-
ante com respeito a escolha da contribuicao quadratica. Vamos entao considerar uma
modificacao da expansao perturbativa para um acoplamento forte. O gerador funcional

das fungoes de Schwinger Z[V, h| passa a ser definido como

J

Z[V,h] =exp <—;/ddx /ddy(sfl(s(@]{(mo,a;x _y>§h(y)> Qol o, h], (2.5)

onde a nova integral funcional de valor independente Qo[o, h| é dada por

1
Qi1 = [l ep( [ s (~gomda) - %o +h0et)). (26)
e o nucleo modificado K (my,o;x — y), que aparece na equagao (2.5), é definido por
K(mo, 050 —y) = (~A+ (1= o)mg ) 0%z — y), (2.7)

onde ¢ é um parametro complexo definido na regiao 0 < Re (o) < 1. O fator N é intro-
duzido para normalizar a teoria onde devemos impor Qo[ o, h]|—0 = 1. Nesse momento
vamos passar a considerar h(x) como uma varidvel complexa. Para facilitar os célculos
podemos impor Re(h) = 0.

Estamos assumindo que o sistema que é espacialmente limitado estda em equilibrio
com um reservatério térmico a temperatura S!. Dessa forma podemos utilizar a ex-
pansao perturbativa para um acoplamento forte para computarmos a funcao de partigao
do sistema definida por Z[3,Q, h]|s=0, onde ja comentamos que h é uma fonte externa
e estamos defindo o volume da variedade (d — 1)-dimensional V;_; = €. Da funcao de

partigdo definida por Z|[ 3,2, h]|n=o podemos encontrar a energia livre do sistema, que
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vem a ser dada por F(3,) = —% In Z[ 3,8, h]|h=o. A energia média do sistema E([3,2)
¢ definida como
0

E(ﬁuﬁ):_aiﬁlnz[ﬁ797h]|h:07 (28>

assim como a entropia canonica do sistema S(/3,€)) espacialmente limitado em equilibrio

com um reservatorio térmico

5.0 = (1- ﬁjg) 0 Z[ 3.2, b ] o, (2.9)

Na expansao perturbativa para o acoplamento forte, o problema fundamental é dar
sentido operacional ao gerador funcional de valor independente. A solucao desse problema
foi apresentada por Klauder em vérias publicagoes [66] [67] [75]. Em vez de utilizar uma

medida funcional que possue invariancia translacional, Klauder utilizou uma medida onde

dg(z)
z ()]

a invariancia translacional foi perdida, dada por [d¢] =[]
Assumindo que a fonte externa é constante, o gerador funcional de valor independente

se transforma na fungao geradora de valor independente. Até a ordem (go) P possivel
escrever In Z(V, h) como o produto de duas contribuigdes. Uma envolve apenas a fungao
geradora de valor independente Qo[ o, h ], e a outra nos da informacoes sobre as condigoes
de contorno que estamos impondo sobre o campo escalar. Este termo esta associado
a derivada da funcdo zeta espectral [76] [77] [78] [79]. Para uma aplicagdo bastante

interessante do método da fungao zeta, veja a referéncia [80]. Vamos agora ao calculo da

derivada desta funcao para nosso caso.
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2.3 A integral funcional de valor independente e a
funcao zeta espectral

Como estamos interessados em calcular a entropia especifica de sistemas confinados,
apenas quantidades globais sao envolvidas nos nossos calculos. Consequentemente pode-
mos assumir que a fonte externa h(x) é constante. Nessa nova situagdo chamaremos

Z(V,h) de fungao geradora. A temperatura zero, até a ordem (go)_%, podemos escrever

1
2 (V1) =~ 5o Qo h)/ddx /ddyK(mo,a; z—y). (2.10)

Como estamos assumindo a presenca de estruturas macroscopicas que fazem com que
o espectro do operador D = (—A + (1 —o)m3) tenha uma contribui¢ao discreta, um
procedimento de regularizacao analitica pode ser utilizado para controlar as divergéncias
da teoria.

Temos entao que In Z(3, 2, h) pode ser escrito como

1 1d
mﬁ%("’h) (‘ZJFQCLSCD(S)!s:o), (2.11)

onde o é uma constante infinita e (p(s) é a fungao zeta espectral, associada ao operador

InZ(5,4,h) =

D.

Vamos considerar a situacao onde o sistema ¢ finito em todas as direcoes espaciais,
ie,z; € [0,L],i=1,2,....d — 1. Para a coordenada euclidiana temporal vamos assumir
condigoes periddicas (condigoes periddicas de Kubo-Martin-Schwinger KMS [81] [82]) e
para as dimensoes euclidianas espaciais vamos assumir condi¢oes de contorno de Dirichlet.
Chamaremos essa ultima situagao de condigoes de contorno duras. Veja por exemplo [83].
Outras condigoes de contorno foram discutidas nos trabalhos [38] [84] . A escolha das

condigoes de contorno de Dirichlet permite uma facil solucao para o problema de autova-
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lores de forma que a funcao zeta espectral associada ao operador D pode ser facilmente

encontrada.
O operador D tem um espectro dado por A,, . ,, onde
2 2 2
nym Ng_1T 2ngm 9
Mg = |(55) 4ot (M) + (F55) + - opm3| (2.12)
ni,Na, ..., Ng—1 sao numeros naturais diferentes de zero enquanto que ng sao nimeros

inteiros. A funcao zeta espectral associada ao operador D é dada por

Cols) = D Aulmas (2.13)

N yeeey M
onde s é um parametro complexo. A série acima converge para Res > g e a sua con-
tinuacao analitica define uma fungao meromorfica de s, analitica em s = 0. Como em todo
procedimento de regularizacao devemos introduzir um parametro de massa u para tra-

balharmos com quantidades adimensionais, de forma que a seguinte transformacao pode

ser feita, a saber

1d 1d 1 1
335 P50 = 5 5 o) o = 51 (3 )Gol5) oo (214

E possivel mostrar que na situacao onde estamos interessados a transformacao apre-
sentada acima nos da uma identidade (ver apéndice A). Primeiramente mostraremos esse
resultado para o caso das dimensoes do hipercubo serem muito maiores do que 3. A

funcao zeta espectral nessa situacao é dada por

Vv > 1
Co(s) = — / A . (2.15)
(2m)4-13 n;_oo (F+ (352 + (1 - o) md)
Definindo a quantidade v 2 = (%)2 <E2 + (1 —-o0) m%), temos que a funcao zeta espectral

passa a ser escrita como

(p(s) = (%)‘g_lﬂ (2&) /dd*k 3 m (2.16)

n=—oo
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Nesse momento vamos definir a funcao zeta de Epstein-Hurwitz modificada no plano
complexo s, ((s,v), que vem a ser dada por:

((s,v) = fj (n*+v3)75, 2 >0. (2.17)

n=-—oo
Gostariamos de salientar que escrevemos a funcao zeta espectral nessa situacao em
temos da fungao zeta de Epstein-Hurwitz modificada. A série definida pela equagao (2.17)

converge absolutamente e define no plano complexo uma fungao analitica para Re(s) >

N =

E possivel estender analiticamente a funcao zeta de Epstein-Hurwitz modificada para
todo o plano complexo. Na regiao Re(s) < 1 a literatura apresenta uma representagao
integral para a extensdo analitica [85] [86]. Para uma diferente representagao dessa ex-
tensdo analitica, escrita em termos das fungoes de Bessel modificadas K, (z), as fungoes
de Macdonald, veja a referéncia [87]. Como j& enfatizamos, a representacao em série de
((s,v) converge para Re(s) > % e a sua extensao analitica define uma fung¢ao meromérfica
de s que é analitica em s = 0. A funcao zeta de Epstein-Hurwitz modificada em todo o
plano complexo s tem polos para s = %, —%, etc. Nao é dificil mostrar que os valores da
fungdo zeta de Epstein-Hurwitz modificada ((s,v), em s = 0 sua derivada - ((s,v)|s—g

sao dados por

C(s,V)]s=0 =0, (2.18)

(‘f C(s,V)|s=0 = —21n (2 sinh 7v). (2.19)
S

Dessa forma o parametro de massa p nao traz nenhuma ambigiiidade nessa situacgao.
Esse mesmo resultado foi obtido por Hawking [77]. Para o caso d = 4 e duas somas, uti-

lizando os resultados apresentados por véarios autores [85] [86] e [87], pode se mostrar que
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(p(s)]s=0 = 0. Novamente o parametro de massa p nao traz nenhuma ambigiiidade nessa
situacao. Esse resultado pode ser generalizado para outras situacoes. A funcao zeta espec-
tral esta relacionada ao nucleo de calor ou operador de difusao por uma transformada de
Mellin. O traco do operador de difusao vem a ser a integral da parte diagonal do nicleo de
calor sobre a variedade que estamos trabalhando. Se utilizamos uma expansao assintotica
da parte diagonal do nicleo de calor, podemos mostrar que a funcao zeta espectral é uma
funcao meromoérfica no plano complexo s, possuindo pélos simples cujos residuos depen-
dem dos coeficientes B,,. Por sua vez, esses coeficientes dependem dos coeficientes de
Seeley-DeWitt, da segunda forma fundamental das fronteiras e da geometria induzida na
fronteira [76] [88]. Pode-se mostrar que a estrutura polar da extensao analitica da funcao

zeta espectral numa variedade compacta com fronteiras vem a ser dada por

1 1 [ B,

D

(47?)% L(s)|=mn— g + 5

Cp(s) = +92(5) | (2.20)

onde n é um inteiro ou um semi-inteiro. Ademais, g»(s) é uma funcao analitica em C.
Como foi enfatizado por Blau e colaboradores [89], num espago-tempo quadridimensional
sem curvatura e com particulas sem massa e fronteiras suaves, os coeficientes B, se anulam.
Mostraremos que na situacao que estamos interessados, i.e., um hipercubo onde os campos
satisfazem as condigdes de fronteira de Dirichlet, esse coeficiente se anula (apéndice A).
Para prosseguirmos, vamos analisar em (2.11) a contribui¢ao da fungao zeta espectral
associada ao operador D, quando levamos em consideragao as restrigoes geométricas que as
fronteiras impoem sobre o campo escalar. Utilizando o espectro do operador D, dado pela

equagao (2.12), e também a defini¢do da funcao-zeta espectral dada por (2.13), podemos
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mostrar que a derivada da funcao-zeta espectral em s = 0 é dada por

7<D | s=0 = — Z Z ( <( €q> +(2wnd)2)+1n<1+%>), (2.21)

fig_1=1ng=—00

— 1—0)m2 L2
onde 7ig_1 = (ny,n9,....nq_1), > =n?+n3+..+n>, ea’= <(7220> Queremos

ressaltar que em (2.21) estamos usando o resultado de que ((s,v)|s=o = 0. Fazendo uso

da identidade [90]

2 (7£9)? 2

podemos ver que o primeiro termo do lado direito de (2.21) nos d4 uma contribuigao

divergente. Para prosseguirmos vamos utilizar a seguinte identidade

0 1 1 2
X + (2mng)? 20 (1 * 1) (2:23)

ng——oo
Utilizando ambas as identidades dadas pelas equagdes (2.22) e (2.23), é possivel expressar

a soma dupla que aparece em (2.21) como uma soma simples dada por

Z Z In (( > _|_(27md)2> B 5q) de(;+e91—1)+a1’ (2.24)

flg_1=1Ndg=—00

onde ay = 33 ;>0 ln(l + (27md)2). Integrando em 6, obtemos que (2.24) pode

ng=—00

ser escrita como

S Y I ((wq) + (27ny) >_2 fj <W+1n(1—e“f)>+a2, (2.25)

fig_1=1mng=—00

onde ag = oy — 300 4 (1 +2In(1 — e‘l)>. Usaremos o fato de que a contribuigao diver-
gente dada por as é independente de 3, de forma que o uso da terceira lei da temodinanica
eliminara esta contribui¢do. O primeiro termo do lado direito da equagao (2.25) é uma

contribuicao divergente correspondente a energia do ponto-zero. Utilizando o conhecido
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resultado matematico [91] [92] dado por

o <1+ 2 >:sinh2(ﬂ\/m) (2.26)

ngw n? + b2 sinh?(r b) ’
podemos escrever o ultimo termo de (2.21) de forma mais simples. Usando as equagoes

(2.25) e (2.26), a derivada da fungao zeta espectral associada ao operador D avaliada em

s = 0 pode ser reescrita como

d - Sinh(% q2+a2> m8q mhq
ol =2 £ (TS 1) 0
d ftg_q1=1 s1nh(%) 2L

(2.27)

Pode-se mostrar que a funcdo geradora de valor independente (y(o,h) satisfaz a

condicao Qo(o, h)|,_._, = 1 e também a

2 r

0
w Qo((% h>|h:o:0 =

—~

%)
=L : (2.28)
D P
: P
2p g5 (p!)?
A prova das identidades acima mencionadas pode ser encontrada no apéndice B. Em
seguida mostraremos que é sempre possivel encontrar um valor maximo para a entropia
especifica num sistema a altas temperaturas onde um campo escalar com auto-interacao
se encontra num regime de acoplamento forte. Para o caso de baixas temperaturas ou

também temperaturas intermediarias, o sinal da energia de Casimir é fundamental para

a existéncia do valor maximo para a entropia especifica.

2.4 A entropia especifica para a teoria (gy ¢?); acoplada
fortemente

Nesta secao, vamos calcular a entropia especifica % do sistema. Por simplicidade, vamos
definir In Z(5,Q, h)|n=o = In Z(5,2). Das equagoes (2.8) e (2.9), e fazendo as seguintes

identificagoes para a energia média E((3,2) = F e para a entropia S(3,Q) = S, temos
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que
d

Z:ﬁ—mﬂ@memZ@ 04. (2.29)

Levando as equagoes (2.27) e (2.28) na equagao (2.11), temos que In Z(3,2) é dado por

SR

nZ(3,Q) = ——2

['(2)
2p(pl)ig

<C;/ + Ig(ﬁ)> , (2.30)

=211

N

onde o’ = a + s e a quantidade I5(/3) escreve-se:

1(8) = i [ln (smh( VG +a2)) —|—1n<1—€ x q)+7rﬁq (2.31)

ig_1=1 smh(g—i‘]) 2L
Definamos C; e Cy = 201 , que dependem apenas de p e gy e nao de (3, como sendo:
a’'T(2)
Cy=— p’ . (2.32)
4p (p!)2 95

Deste modo, a quantidade In Z(3, Q2) pode ser escrita de uma maneira geral como
In Z(5,) = Cy — C L), (2.33)

Aproveitamos para aludir ao fato que a quantidade ' corresponde a uma expressao
divergente, Cy ¢ finito e o ultimo termo da soma no lado direito da equagao (2.27) é
proporcional a energia do ponto zero. De modo a renormalizar In Z (3, {2) podemos utilizar,
primeiramente, a terceira lei da termodinamica. A derivada de In Z(3,€2) com respeito a
0 vale

d

d
e InZ(3,Q) =—Cs %12(6), (2.34)

onde a derivada de I5(f) com respeito a 3 é dada por

d T & w3 Wﬁg) 2q
. _ 2 2 = 2 2 ) — R
dﬁ]é =57 > ((wq +a coﬂ1<2L\/q +a ) q<xmh< 5L —+ewgq Ctal

’Vldl 1
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Usando a definicao da energia média dada pela equagao (2.8), e as equagoes (2.34) e
(2.35), temos que a energia média nao-renormalizada é dada por

7TCQ s Wﬂ Wﬁ‘]) 2q
E = \/ ¢? 2coth| =—1/q¢? 2) - h .
5L Z (( q- + a“ cot (2L q—l—a) q cot <2L +€,r@q 1—|—q

ng_1=1 L —

(2.36)
Para a = 0, i.e., 0 caso sem massa, usando a equagao (2.32) temos que a energia média

nao-renormalizada F([3,€)) torna-se

E(8,Q)|asy = L(r?) 3 <€ﬁ2q_1 + q) . (2.37)

A férmula acima tem a interpretacao simples de ser somas no espaco de fase sobre a
energia média de cada modo, onde a energia do ponto zero esta incluida. Perceba que a
divergéncia que aparece na energia média dada por (2.37) vem da energia do ponto zero,

esta ultima dada por

n © 1
= EHZ (nf+n3+..+n3 )2, (2.38)

ng—1=1

Ey

e seu sinal é dado pela razao entre o primeiro e o segundo termo do lado direito da equacao
(2.37), para uma energia do ponto zero negativa. O sinal da energia média renormalizada
serd discutido com mais detalhes ao longo deste capitulo.

Facamos, agora, uma breve digressao sobre como achar a energia do ponto zero renor-
malizada. Uma regularizacao analitica produz a energia do ponto zero renormalizada.

Usando a definicao da funcao zeta de Epstein dada por
Alar, as, ...;a;2s) = > (an] + aani + ... + agnp)~°, (2.39)
M =—00

podemos encontrar a extensao analitica da funcao zeta de Epstein no plano complexo,

em particular no valor s = —%, para definirmos a energia de Casimir. A estrutura das
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divergéncias da extensao analitica desta fungdo é bem conhecida na literatura [93] [94]
[95] [96]. A energia do ponto zero renormalizada Ej é definida como a parte finita de
uma funcao meromorfica que possui polos simples. Detalhes destes calculos podem ser
encontrados nas referéncias [39] [97]. Como salientado na referéncia [89], existe uma
ambigiiidade no procedimento de renormalizacao para se encontrar a energia de Casimir.
E possivel demonstrar que, na regularizacao de uma quantidade mal-definida, se a
introducao de um corte exponencial produzir uma fun¢ao analitica com um poélo na origem,
a extensao analitica da funcao zeta generalizada, ou o método da funcao zeta, é equivalente
a aplicagdo de um corte com a subtragao da parte singular na origem [98] [99]. Uma vez
aceitada a vantagem do método da fungao zeta sobre o método do corte com a subtragao
dos termos polares, devido ao fato de ser um método de extensao analitica, estamos frente
a um problema: o comportamento de escala nao-trivial da energia do vacuo. Isto decorre
do fato de que, em um método de extensao analitica, é necessario introduzir um parametro
de massa p, i.e., uma escala de normalizacao de forma que a funcao zeta de Epstein seja
adimensional para todos os valores de s. Se considerarmos uma mudanca na escala de
normalizacdo u — p/, é possivel mostrar que, em um espaco-tempo com d dimensdes, a
ambigiiidade da energia do ponto zero renormalizada esta relacionada ao coeficiente B d
pela expressao:
B % M/

In

EJ(N,) = FEqg (1) — p W ﬁ

(2.40)

Muito embora, em situagoes gerais, exista uma ambigiiidade no procedimento de renor-

maliza¢do, em nosso caso (p(s)|s—o = Ba = 0. Portanto, a mudanca de escala acima ¢é
2

trivial e, conseqiientemente, a energia do ponto zero renormalizada nao depende de pu.

Note que, apesar de aparecer a constante de acoplamento em nossa expressao para
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energia média renormalizada, até a ordem (go)_%, estamos interessados apenas na razao
%, onde nao existe tal dependéncia. E importante ressaltar que isto acontece apenas nesta
expansao de acoplamento forte, até a ordem (go)%, onde somos capazes de separar In Z
em duas contribuigoes, conforme dito anteriormente: uma que é proporcional a fungao zeta
espectral e outra que possui uma contribuicao da funcao geradora de valor independente
Qo(O’, h)

Apoés estas discussoes, podemos apresentar a entropia do sistema. Substituindo as
equagoes (2.33) e (2.34) na definigdo da entropia (2.9), temos a seguinte expressao para a

entropia do sistema

o L(B) d
S =Cy 502< ; dﬁ12(5)> . (2.41)

Um sistema com um estado fundamental tinico corresponde a um estado de entropia nula a
temperatura zero. Para sistemas com estados fundamentais degenerados, esta propriedade
também ¢é valida se a entropia for uma quantidade extensiva. Como, a temperatura zero,
o sistema vai para um estado fundamental nao-degenerado, a entropia deve se anular.
Portanto, esta expressao da entropia dada por (2.41) deve satisfazer a terceira lei da
termodinamica, i.e., a entropia de um sistema tem a propriedade restritiva limg ., S = 0.

Para continuarmos, vamos analisar o seguinte limite

. L) . ra? & 1 T X
Jim == lim BhB) =57 Y e Tap 2

fg—1=1 fg—1=1

(2.42)

Substituindo a equagao (2.42) em (2.41), e usando a terceira lei da termodinamica, che-

gamos a

lim S=C,=0. (2.43)

p—o0

Portanto, o primeiro passo a se dar para obtermos um resultado finito para In Z (3, )

foi alcancado, ja que fomos capazes de renormalizar C para zero usando a lei citada
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anteriormente. Apds isso, temos
InZ(5,€2) = =Cs I(B) - (2.44)

Note que em In Z(3,€2) (veja (2.31)) ainda temos a contribuicdo que vem da energia do

ponto zero, a qual é dada por

N © 1
= ﬁﬂz (nf+n3+..+n3,)z. (2.45)

ng—1=1

Ey

Apds uma continuagao analitica, obtemos a energia renormalizada do ponto zero, definida
por Eér), e, consequentemente, um resultado finito para In Z(3, ).

Substituindo a equagao (2.44) na equagao (2.29), podemos observar que, para o caso

a = 0, i.e., sem massa, o quociente % nos da
S
o 2nRTy(§), (2.46)

onde estamos definindo uma varidvel sem dimensoes ¢ dada por £ = (/L. Como o

campo esta confinado dentro do hipercubo, o raio da menor esfera (d — 1)-dimensional

que circunscreve este sistema devera ser dado por R = ,/(d —1)L. A fungao Ty(£),

2

definida na equacgao (2.46), é dada por

1 ER(E) + Ra(§)
Ta(§) = =1 gg) T Py(e)

(2.47)

onde ag) = LE{" e as funcdes positivas P4(€) e Ry(&) estao definidas, respectivamente,
por
0 e 1
Py(&) = Y mq(em7-1) (2.48)
Aq_1=1
e
Ra(§)=— Y In(1—e™). (2.49)

nd_l—l
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Agora, vamos estudar a funcao Ty(¢), dada por (2.47). O limite quantico vale sempre
que Ty(&) < 1 para todos os valores de £. A partir da defini¢ao da fungao Ty(&), dada por
(2.47), temos que Ty(§) possui um valor divergente apenas quando a energia renormalizada
do ponto zero for negativa. Para o ponto & = &, o qual satisfaz eg) + Py(&) =0, a cota
quantica nao ¢ legitima.

Calculos numéricos podem nos ajudar a entender tal cota quantica. Na figura (1),
apresentamos o grafico da fungao T,(§) para o caso d = 3 sobre o intervalo 0 < § < 2.
Como a energia renormalizada do ponto zero é positiva [97], a funcao T,(§) também
serd positiva para todos os valores de £. Ha um maéaximo para algum valor de &, que
denominamos &, 0 qual é perto da unidade. Para este caso, verificamos a existéncia de
uma cota quantica. Na figura (2), apresentamos a mesma fungao Ty(&) para o caso d = 4
sobre o intervalo 0 < £ < 2. Como neste caso a energia renormalizada do ponto zero é
negativa, temos que, para algum valores de & = &y a fungao Ty(&) diverge. H4 um valor
critico & onde, para & > &, a entropia especifica encontra-se sem limite superior.

Vamos investigar dois casos. O primeiro serda onde a energia renormalizada do ponto
zero é positiva (veja Fig. 1), onde um valor maximo para Ty(¢) aparece. O segundo
caso, com uma energia renormalizada do ponto zero negativa, invalida a cota quantica.
Para dimensoes do espago-tempo pares, a energia renormalizada do ponto zero é sempre
negativa. Para o caso de espaco-tempo com dimensao impar, sabe-se que, para d < 29,
esta quantidade é positiva, e para d > 29, ela muda o seu sinal [39].

Para os casos de energia renormalizada do ponto zero positiva, uma equagao para
o valor méximo de Ty(£) pode ser encontrada. A equagado para o maximo é dada por

Ri(&maz) = 53) Emaz- Substituindo este ., na equacao (2.47) podemos achar que
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Ta(&maz) = Tfy%. Usando o mesmo procedimento na equagao (2.46), teremos que

% = Bmaz, onde Gpar = L&nae. Portanto, podemos concluir que, para espago-tempo
com dimensoes impares d < 29, existe um valor maximo para a funcao Ty(§).

Podemos ver que o valor méximo de T;(§) depende da energia renormalizada do ponto
zero, onde, para o caso d = 3, é menor que um. Para provar que, para d < 29 impar,

Tu(€) satisfaz a inequalidade Ty(¢) < 1, vamos definir uma funcao auxiliar R/(£) que

satisfaz Rq(&) < R!(§). Tal fungao é dada por

Ry€) == [ s [ drotm(1-eer) (2.50)

Qr

onde a parte angular da integragao {2r corresponde a regiao onde r; > 0. Efetuando esta

integral [92], teremos que

1 \d-1

Ry(§) = Sa1T(d = 1) C(d)<ﬂ§> : (2.51)

onde o termo angular é S;3 1 = % Usando a equ¢ao (2.51) na equagao para o
2

maximo, i.e., Ry(§maz) = 55;) Emaz, Podemos encontrar que &par < &, onde

(2 rd-nd))”
Emaz = ((Qﬁ)dl COER ) , (2.52)

e Ty(&maz) < fj}‘%. Na tabela (1) apresentamos os valores maximos para d = 3 até

d = 29, para d’s impares.
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| d /! 8 | 5 | 7 [ 9 | 11 | 13
) 41%x1072]62x1073[1.1x107%[22x 107 | 44 x 107° | 9.4 x 10~
Ta(&maz) < | 0.3763 0.2645 0.2303 0.2130 0.2025 0.1953
| d | 1 | 17 [ 19 [ 21 | 23 | 25
el 2.0x 1076 [ 45x 1077 [ 1.0x 108 | 22 x 1078 [ 5.0 x 107 | 1.1 x 10~°
Tu(€maz) < || 0.1901 0.1861 0.1829 0.1804 0.1784 0.1769
| d | 27 | 29 | 31 |
e 23%x10°0[3.0x 1071 | —1.1x 101
Ta(Emaz) < 0.1761 0.1781 sem maximo
Tabela 2.1: Valores da energia do vacuo 5((;) e valores maximos para a fungao Ty(&naz)

em dimensdes impares, no intervalo de d = 3 até d = 29.

0‘ 0‘5 l 1‘5 2
0.175; 10. 175
0.15¢ 10. 15
0.125; 10. 125
Td (f) 0.1 10.1
0.075; 10. 075
0.05¢ 10. 05
0.025; 10. 025
0 ‘ ‘ ‘ . 10.
0 0.5 Enax 1. 1.5 2.

Figura 2.1: Ty4(§) como uma funcao de £ para o caso de energia renormalizada positiva do ponto zero
para d = 3.

Até agora, temos estudado a cota quantica para dimensoes gerais, baseado nas somas
dada por (2.48) e (2.49). Contudo, podemos encontrar uma fungao 7'/(§) que limita

superiormente a fungao Ty(§) a qual é mais facil de se lidar. Para este propdsito, de modo
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0 0.5 1. 1.5 2
3 3.
2 2
1 1
To(©) o 1 0
S1. -1
-2 -2
-3 -3
0. 0.5 le, &g L5 2.

Figura 2.2: T4(£) como uma funcdo de £ para o caso de energia renormalizada negativa do ponto zero
para d = 4.

similar ao definirmos a funcao R/(&), vamos também definir as fungées auxiliares P /(&)

e P(§), que obedecem as seguintes relagoes

Pa(§) < Py(8), (2.53)

Fa(§) > P4(&) (2.54)

de modo que a entropia especifica satisfaz a desigualdade
S :
o) <2rRT (&), (2.55)

onde

L EPLO+RIE

Ta6) = = 0 P (2.56)
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Sem perda de generalidade, podemos escolher como fungoes auxiliares P(€) e P/j(§)
as integrais

o0 -1
Pl =m o, de_l/O drrd=! (e’rgr - 1) (2.57)

PUE = [ dQ. /:O drrt=t (s~ 1) (2.58)

Qg

Efetuando tais integrais [92], obtemos que P/(&) e P /() sao dadas por

PUe) = mSa () (%) (2.59)
P(E) = mua (Fla)o(@) — 5() (5 ) (2:60)

onde a série f(d) é dada por

~ X - (d+ z — (2.61)

= (
Para atingirmos um limite superior para a entropia especifica em um espago-tempo
euclidiano d-dimensional genérico, temos apenas que substituir as equagoes (2.51), (2.59)

e (2.60) na equagao (2.56). Teremos

/ o hl(d)
T4(&) = e 4 (e (2.62)
onde
ha(d) = ﬂf}%g(d} (F(d) 4 T(d - 1)) , (2.63)
() = 254 (0(@) ()~ £(d)). (2.69)
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Vamos estudar o comportamento da entropia especifica para altas e baixas tempera-

turas. Para o primeiro caso, temos:

S ha(d)
1o 2R ho(d)

£ (2.65)

Este comportamento da entropia especifica, que aumenta com (3 neste limite de altas
temperaturas, foi obtido por Deutsch na referéncia [50]. Bekenstein, usando a condigao
# < R (limite de altas temperaturas), também obteve o mesmo comportamento na
referéncia [46]. Como a energia térmica pode compensar a energia renormalizada do
ponto zero negativa, o limite quantico é valido.

Quando consideramos o limite de baixas temperaturas para a entropia especifica, pode-
mos ver que o problema do sinal da energia renormalizada do ponto zero aparece, podendo

invalidar o limite quantico. Neste limite, temos:

S h(d)
E < 27TR 85{)

g, (2.66)

E bem conhecido que a energia renormalizada do ponto zero para campos escalares
nao-massivos dentro de um cubo, assumindo condicoes de contorno de Dirichlet, muda

de sinal com a dimensao, i.e., para d = 2, temos que Eé” < 0, para d = 3, temos que

EOT) > 0, e para o caso importante d = 4, tem-se E(()r) < 0. Muito embora muitos
autores afirmem que a energia das fronteiras de tais sistemas podem compensar a energia
renormalizada do ponto zero negativa, produzindo uma energia liquida positiva, esta é
uma questao ainda em aberto na literatura.

Em resumo, examinamos campos escalares com auto-interagao no regime de forte

acoplamento em equilibrio com um banho térmico na presenca de fronteiras macroscopicas.

Na expansao perturbativa de acoplamento forte, podemos dividir o problema de definir o
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funcional gerador em duas partes: como definir precisamente o funcional gerador de valor
independente e como ir além desta aproximacao de valor independente, levando em conta
a parte da perturbacao. Utilizando a representacao de Klauder para o funcional gerador
de valor independente, e até a ordem de (go)%, mostramos que ¢é possivel obter um limite
quantico para o sistema definido por um campo escalar com auto-interagao no regime de
forte acoplamento. Estabelecemos, assim, um limite na capacidade de armazenamento de
informagcao de um sistema fortemente acoplado em um tratamento independente da fisica
gravitacional.

Mostramos que, no regime de forte acoplamento, a temperaturas baixas e inter-
medidrias (6 ~ L), a cota quantica depende do sinal da energia renormalizada do ponto

r . ~ s ’
ZEero E(() ). Para dimensdes d pares do espaco-tempo e também para valores ifmpares que

satisfazem a inequalidade d > 29, E(()T) ¢ uma quantidade negativa. Portanto, a cota
quantica nao é valida. Para valores impares de d que satisfazem a d < 29, Eér) é uma
quantidade positiva. Nesta situacao, a entropia especifica obedece a uma cota quantica.

Definindo 55;") como sendo a energia renormalizada do ponto para a teoria livre por unidade

de comprimento, atingimos as seguintes dependéncias funcionais: para baixas temperatu-

h1(d)

. S
ras: % < 27R ea

onde R é o raio da menor esfera que circunscreve o sistema; para

o caso de altas temperaturas, temos que a entropia especifica sempre satisfaz a uma cota

quantica, dado por % < 27R Z;EZ; €.

Muito embora nossos resultados estejam baseados em uma escolha bem particular
de um formato para as fronteiras macroscopicas que confinam o campo no volume §2,
é interessar observar que a cota quantica é independente de qualquer configuracao das

fronteiras. Em outras palavras, mesmo tendo escolhido um hipercubo para confinar os
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campos em um volume finito, uma fronteira arbitraria deveria dar os mesmos resultados.
Se tivermos um dominio G e se considerarmos o problema de autovalor para um operador
diferencial parcial de segunda ordem auto-adjunto que atua em funcoes escalares, uma
propriedade importante de monotonicidade dos autovalores associados com a condigao
de contorno de Dirichlet nos leva ao resultado de que, sob tais condi¢oes de contorno,
o n-ésimo autovalor do dominio G nunca excede ao n-ésimo autovalor do subdominio
G*. Da mesma maneira, o comportamento assintético dos autovalores nao dependem do
formato, mas apenas do tamanho do dominio fundamental. Estes dois resultados podem
ser usados para se demonstrar que, para qualquer configuragao, encontraremos os mesmos

resultados.

2.5 Limites para a entropia: visao geral

Vimos nas sec¢oes anteriores que o dito limite de Bekenstein para a entropia de um
sistema de matéria nao possui carater universal. Existem evidéncias também que mostram
que um limite para a entropia pode nao existir para teorias com liberdade assintética [100]
[101]. Isto pode decorrer do fato de ele ndo ser um limite covariante. Vimos também a
importancia da verificacao de um valor maximo para a entropia de modo a estabelecer
um argumento tedrico para a existéncia do principio holografico, assim como esclarecer
seu significado. O principio holografico, por sua vez, se torna necessario se quisermos
manter a unitariedade em processos fisicos que envolvam a formacao de buracos negros.
Este principio, como dito acima, implica em uma reducao radical do nimero de graus

de liberdade necessarios para se manter a unitariedade. Note que, em uma teoria de
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campos local definida num espaco-tempo classico, o nimero dos graus de liberdade deve
ser proporcional ao volume do sistema. Estamos em face a uma dificuldade fundamental
de combinar os principios da teoria dos campos quantizados com o principio holografico.
A questao que naturalmente aparece nesse contexto é explicar como a localidade emerge
se a natureza deve ser regida por uma holografia.

Basicamente, podemos tomar duas linhas de raciocinio de modo a resolver tal embate.
Uma delas é entender que a localidade é uma caracteristica fundamental das teorias fisicas.
A principio, uma teoria local pode se tornar hologréfica, desde que seja identificada alguma
invariancia de calibre, de modo que s6 os nimeros de graus de liberdade fisicos previstos
por um maximo na entropia sao levados em conta. A dificuldade, é claro, estd em como
estabelecer (ou encontrar) tal invariancia de calibre. A titulo de ilustra¢do, podemos
citar os trabalhos de 't Hooft [102] [103] [104] [105] [106] que investigam modelos locais
onde estados quanticos sao entendidos como limites, em certo sentido, de um sistema
dissipativo classico. Outro tipo de abordagem considera a localidade nao como um objeto
fundamental, mas como um fenémeno emergente. Neste caso, o principio holografico tem
significado fundamental. Como dito anteriormente, a grande questao seria entender a
emergencia da localidade visto que dados holograficos sao associados, de modo natural, a
areas de superficies. Outro ponto seria compreender como tais dados holograficos sao gera-
dos e a evolugao dos mesmos, além de como traduzi-los para um espago-tempo habitado
por campos quanticos locais. Dentro deste contexto, podemos citar a correspondeéncia
entre a teoria de campos conforme e o espago de Anti-de Sitter (Ads/CFT) [107] [108§]
[109], a qual empresta uma certa evidéncia para este ponto de vista. No entanto, uma

critica usualmente feita é que esta correspondéncia nao poderia ajudar a compreender o
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assunto de modo mais amplo, ja que ela se beneficia de véarias peculiaridades existentes
em universos de Anti-de Sitter para os quais ela se aplica.

Quais das duas abordagens seria a “correta”? Claro esta que vai depender do que
se considera mais fundamental, a eliminacao da maioria dos graus de liberdade ou a
manutencao da localidade. Muito embora estejamos tratando estes dois objetos como
mutamente exclusivos, pode ser que eles nao o sejam. De toda esta discussao, podemos
aprender uma coisa: independente de qual situacao seja fundamental, se realmente ve-
rificarmos a existéncia universal de um valor maximo para a entropia de um sistema de
matéria arbitrario, este fato deve implicar em algum aspecto nao-local das teorias fisicas.
Portanto, o estudo de circustancias que exibem particularidades nao-locais pode vir a ser
bastante importante para a compreensao da “oposigao” principio holografico/localidade.
Além disso, se tomamos a teoria dos campos quantizados como ponto de partida para
o entendimento de teorias fisicas fundamentais, podemos levar em conta as idéias de 't
Hooft citadas nos paragrafos anteriores que consideram o mundo quantico como limite, em
certo sentido, de uma conjuntura classica. Na verdade, podemos ampliar esta intencao
e imaginarmos o seguinte: dentro de uma certa situacao classica, temos aspectos do
modelo que sdo conhecidos para nds e que sabemos como analisar (se o leitor preferir,
pode conceber estes aspectos como sendo os verdadeiros graus de liberdade necessérios
para se estudar o modelo em questdo). Contudo, temos certas peculiaridades do sistema
considerado que devem ser levadas em conta para uma melhor descricao do mesmo, mas
que, por apresentarem uma natureza mais complicada de se modelar facilmente, se tornam
“desconhecidas” para nds (dentro da analogia anterior, certo graus de liberdade que,

muito embora nao-fisicos, a introducao destes no sistema se faz necessario para um estudo
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mais apurado deste tltimo); devemos, portanto, encontrar uma maneira de inserir tais
“peculiaridades desconhecidas” em nossa andlise. Feito isto, podemos pensar em um certo
“limite” em que dados objetos fisicos deste sistema classico passam a exibir propriedades
quanticas. Em outras palavras, a descricao quantica do sistema pode ser vista como um
limite assintético de alguma quantidade (ou varidvel) deste em uma situagdo classica.
O leitor mais atento ja deve ter percebido que estas idéias sao bastante semelhantes ao
modelo da quantizacao estocastica. De certo modo, processos estocasticos podem ser
pensados como o estudo de um sistema com variaveis conhecidas e com varidveis que
possuam caracteristicas aleatdrias (que seriam, em analogia com a discussdo acima, as
tais “peculiaridades desconhecidas”); dito de outra maneira, a influéncia destas tltimas
na descricao do sistema se faz de forma incerta. Basta lembrarmos do exemplo muito
conhecido do andar do bébado. O instinto deste o levard a caminhar para casa em linha
reta; contudo, seu estado etilico lhe desviara de sua rota de modo imprevisivel. Em uma
linguagem mais técnica, processos estocasticos analisam situagoes onde a existéncia de
certos objetos aleatérios, em um sentido pré-determinado, passam a conferir ao sistema
em questao caracteristicas fortuitas, imprevisiveis.

Como isto pode nos ajudar a entender melhor a dicotomia principio holografico/lo-
calidade? Bom, se imaginarmos que tal condi¢ao pode gerar, de alguma maneira ainda
a ser compreendida, elementos que concedam uma particularidade aleatoria as teorias
fisicas, o estudo de processos estocasticos pode aprofundar nosso entendimento acerca
do tema. Além disso, como o principio holografico requer um méximo na entropia de
sistemas fisicos, e como a entropia se encontra naturalmente inserida dentro do contexto

de processos estocasticos, pode ser que haja um elo natural entre os dois assuntos. Soma-
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se isso ao fato de que, conforme discutido anteriormente, a coexisténcia do principio
holografico e da localidade sé podera ser pacifica se tivermos alguma caracteristica nao-
local em nossa descrigao fisica; isto acontece de maneira natural em processos estocasticos
nao-markovianos, onde a introducao de uma memoéria traz uma nao-localidade para o sis-
tema. Dentro deste contexto, a analise com mais profundidade de processos estocasticos
em variedades riemannianas pode vir a ser util na compreensao deste assunto tao impor-
tante e fascinante. Cumpre deixar claro ao leitor que tais idéias ainda estdo no campo
da especulacao. Se realmente os processos estocasticos sao fundamentais para o entendi-
mento da questao colocada acima, ou se configura apenas uma coincidéncia no plano da
semantica, isto s6 sera verificado apds intensas andlises sobre a matéria. Além do mais,
como ¢ de praxe no estudo de objetos da ciéncia, este tratamento configura a visao par-
ticular do autor a respeito de um problema ainda em aberto na fisica tedrica. Em vista
disso, iremos introduzir, nos proximos capitulos, a denominada quantizacao estocastica
de campos. Vamos ver, primeiramente, como ela nos ajuda a quantizar um campo escalar
com auto-interacao e como podemos uséa-la na regularizagao de teorias fisicas. Feito esta
analise preliminar, vamos ao estudo da quantizacao estocastica nao-markoviana. Veremos
que ela também pode nos auxiliar a contornar sérias dificuldades na quantizacao de teo-
rias com agoes complexas. Como uma generalizacao da quantizacao estocastica, vamos
introduzir, finalmente, o seu estudo em espacos-tempo com curvatura ou com horizonte
de eventos. Vamos mostrar que a quantizagao estocastica de campos definidos em tais

variedades pode ser implantada sem maiores dificuldades.



Capitulo 3

O método de quantizacao estocastica
de Parisi-Wu

3.1 Aspectos basicos da quantizacao estocastica

Na versao euclidiana da teoria de campos estamos interessados em calcular as funcoes
de Schwinger da teoria em questao. Em 1981, Parisi e Wu [110] introduziram a quan-
tizagao estocastica como uma alternativa as quantizagoes canonica ou por integrais de
trajetoria. Por simplicidade discutiremos um campo escalar. Em linhas gerais podemos
descrever o método de quantizacao estocastica da seguinte forma. A principio efetuamos
uma continuacao analitica para tempo complexo. Desta forma obtemos a teoria de campos
euclidiana. Em seguida introduzimos um parametro de Markov 7, chamado na literatura
de tempo ficticio. Assumimos que o campo euclidiano depende das coordenadas euclidi-
anas e deste parametro de Markov. Introduzimos um ruido branco gaussiano e assumimos

que o campo euclidiano satisfaz uma equacao de Langevin markoviana:

g (Ta:)——ﬂl + (T, x)
gy AT = 3 p(z) v@=etro) T, %),

46
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onde S ¢é a agao euclidiana do sistema. Devemos assumir também que as funcoes de

correlacao associadas ao ruido satisfazem

(n(r,z) >77 =0,

e também
(n(r,z)n(r,2")), =28(t —7)0%x — o),

onde (...), significa média estocastica. Por ruido branco entendemos um campo aleatério
cuja transformada de Fourier de dois pontos é uma funcao constante. Define-se processo
markoviano como sendo aquele que é um processo estocastico sem memoria.

Pode-se mostrar que as fungoes de Schwinger (fungoes de correlagoes de n-pontos
euclidianas) da teoria em questdao podem ser obtidas no limite assintético do parametro
de Markov 7 — o0, onde calculamos médias estocasticas ( ¢(71, z1)@(T2, T2)...0(Tn, Tn) -

Desta forma temos que:

1) (x9)...o(x,,) e 5
lim ( (71, 21) (72, ©2) ... 9(Tn, T) Yy = Ll f)[fiED] 2_;{2}( : )

T—00

onde S[p] = Sole] + Silp] é a acdo d-dimensional. Este resultado nos leva a considerar
a medida funcional como a distribuicao estacionaria associada a um processo estocastico.
Note que a solucao da equacao de Langevin necessita de uma condigao inicial, como por
exemplo:
o(7, %) |0 = po().
Queremos enfatizar que a quantizacao estocastica introduz uma nova forma de se re-
gularizar teorias de campos, que preserva todas as simetrias da teoria original. Existem

duas formas distintas de se introduzir a regularizacao estocéstica. A primeira é suavizar o

ruido branco no funcional original [111] [112]. A outra possibilidade é modificar a equacao
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de Langevin markoviana para uma equagao de Langevin ndo-markoviana [113]. Recen-
temente, foi investigada esta modificagao no trabalho [114]. Discutiremos mais adiante
como uma equacao de Langevin nao-markoviana pode auxiliar na implementacao da quan-
tizagao estocastica em teorias topoldgicas [115]. Nao deixemos de citar que este método
também pode ajudar no estudo da equacao de Langevin de Parisi-Wu em variedades
riemannianas compactas sem ou com horizonte de eventos [116] [117].

Como dito anteriormente, este método de quantizacao difere das outras quantizacoes
de campos, a canonica e a de integrais de trajetéria, em muitos aspectos. A idéia principal
da quantizacao estocdstica é a eqiiipoléncia entre um sistema quantico em d dimensoes e
um sistema cléssico (d+ 1)-dimensional com flutuagoes aleatérias. Como foi ratificado por
diversos autores [118], a quantizagao estocdstica pode revelar novos elementos estruturais
da teoria classica que permanecem, até agora, despercebidos. Alguns dos mais impor-
tantes artigos sobre o tema podem ser encontrados em [119]. Uma ligeira introdugao
em quantizacdo estocdstica pode ser encontrada nas referéncias [120] e [121]. O leitor
interessado no tema pode encontrar na referéncia [122] uma 6tima fonte de informagao.

O método original proposto por Parisi e Wu pode ser implementado para se quantizar
quaisquer campos de spin um, abeliano ou nao-abeliano e também campos de spin semi-
inteiro. A generalizacao para campos fermionicos se inicia nos trabalhos [123] [124] [125].
Pode-se mostrar que, para campos de férmions nao-massivos, ter-se-a problemas de con-
vergéncia. Um modo de se evitar tal problema seria a introdugao de um kernel na equagao
de Langevin descrevendo a evolucao de dois campos grassmannianos. Dentro deste con-
texto, é vélido perguntar se tem sentido um movimento browniano com varidveis que

anticomutam entre si. Nao vamos nos preocupar em dar uma resposta para tal questao.
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Limitaremo-nos a examinar, a principio, o método da quantizagao estocastica para a teo-
ria escalar (Ap?); usando uma equagao de Langevin com um kernel de memoéria e um
ruido colorido. Nos averiguamos que tipo de teoria surge no limite assintético deste pro-
cesso nao-markoviano ao nivel de um lago. Dentro deste contexto, pode-se perguntar se
tal teoria gaussiana, estacionaria e nao-markoviana atingira o equilibrio com a estrutura
de suas divergéncias ultravioletas sob controle.

Este método de quantizacao aplicado a campos fermionicos e bosonicos converge na
direcao de resultados nao-regularizados. A fim de se obter uma teoria regularizada, o
processo estocastico original deve ser modificado. Uma maneira de se fazer tal mudanca
consiste em substituir o processo markoviano, introduzindo um ruido colorido nas relagoes
de Einstein [111] [112] [113] [126]. Tal procedimento é eminentemente perturbativo, como
ja foi salientado na literatura. Motivados por problemas que aparecem quando se tenta
inserir este esquema de regularizagao em teorias de gauge nao-abelianas com a fixacao
de gauge de Zwanziger [127] [128] [129], Bern et al [130] [131] [132] e Halpern [133]
derivaram um procedimento de regularizacao verdadeiramente nao-perturbativo para a
cromodinamica quantica, ainda em um cenario markoviano. Introduz-se uma equagao de
Langevin modificada com um regulador multiplicando o ruido, mantendo-se, com isso, as
relacoes de Einstein originais bem como a distribuicao de probabilidade do ruido. Este
programa de regularizacao continua obteve muito sucesso na regularizacao invariante nao-
perturbativa de todas as teorias quanticas de campos. A idéia de qualquer regularizagao
estocdstica é partir de uma teoria com interacao, depois constroem-se graficos de arvore
de Langevin, cujas pernas terminam em um fator de ruido regularizado. Como ¢é possivel

obter-se os lacos da teoria por contracao dos fatores de ruido, obtém-se, assim, uma teoria
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onde cada lago fechado contém ao menos alguma poténcia do regulador. Com esta modi-
ficacao, pode-se mostrar que o sistema converge para uma teoria regularizada. O proximo
passo para se construir uma teoria finita é utilizar um procedimento de renormalizagao,
por exemplo, um esquema de subtracao minima.

Entretanto, é importante lembrar que diferentes tipos de sistemas estocasticos sao
permitidos a principio; por exemplo, para um campo escalar, um processo nao-markoviano
pode ser gerado, modificando-se a equacao de Langevin com a introducao de um kernel de
memoria. Para se garantir que tal equacao de Langevin generalizada pode ser utilizada
como uma ferramenta de quantizacao, deve-se verificar se o processo converge em algum
limite assintotico e também se converge para a distribuicao de equilibrio correta. Desta
forma, preocupamo-nos com a seguinte pergunta: que tipo de teoria de campo escalar com
auto-interagao surge no limite assintotico deste processo nao-markoviano ao nivel de um
lagco? Noés demonstraremos no capitulo seguinte que, muito embora um sistema descrito
por uma equagao de Langevin estacionaria, gaussiana e nao-markoviana com um kernel

de memoria converge para o equilibrio, nés obteremos uma teoria nao-regularizada.

3.2 Quantizacao estocatica para uma teoria escalar
livre

Nesta secao iremos discutir, com algum detalhe, os principios basicos da quantizacao
estocdstica de campos introduzida por Parisi e Wu. Para o leitor interessado em um me-
lhor entendimento de processos estocasticos, bem como equacoes de Langevin, recomen-
damos a consulta das referéncias [134] [135] [136] [137] [138] [139]. Para uma leitura mais
avancada em processos estocasticos, assim como resultados rigorosos em quantizagao es-

tocdstica, recomendamos também [140] [141]. Para entender melhor a conexao entre
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processos de Wiener e a construgao rigorosa de integrais de trajetoéria, ver a referéncia
[142]. De qualquer forma, no apéndice C' discutimos, com algum detalhe, os principios
bésicos do movimento browniano descrito por uma equacao de Langevin markoviana e
nao-markoviana.

Vamos considerar um campo escalar neutro com uma auto-interagao do tipo (Ag?),
definido em um espaco-tempo de Minkowski d-dimensional. A teoria de campos euclidiana
pode ser obtida por continuacao analitica no tempo imaginario tendo como suporte a
condicao de energia positiva para a teoria de campo relativistica. O ponto inicial da
quantizagao estocastica para se alcancar a teoria de campos euclidiana é uma equacao de
Langevin markoviana. Vamos admitir uma variedade euclidiana em d dimensoes, onde
estamos escolhendo condi¢oes de contorno periédicas para um campo escalar e também
para um campo de ruido aleatério. Por exemplo, eles podem ser definidos em um téro
d-dimensional 2 = T'?. Depois, suplementa-se o campo escalar (x) e o rufdo n(z) com
uma coordenada extra 7, o denominado parametro de Markov, tal que p(z) — (T, )
e n(x) — n(r,z). Portanto, os campos e o ruido estdo definidos no seguinte dominio:
T4 x R,. A evolucao deste sistema dindmico fora do equilfbrio é descrita por meio da

subseqiiente equacao de Langevin:
0 0.5

5@(7_’ ZL‘) = _W|¢(I)=¢(T,x) + 77(7'7 l’), (31>

onde 7 é o parametro de Markov, n(7, x) é um campo de ruido e Sy é a agao livre definida

como sendo:

Solel = [t (5000 + gmd (). (3.2)
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Obtemos, das equagoes (3.1) e (3.2):

L o(r2) = (=2 + md)p(r,2) + u(r, ), (3.3)

onde A é o operador laplaciano d-dimensional. A equacao (3.3) define um processo de

Ornstein-Uhlenbeck e nds estamos admitindo:

(n(r,2))y =0, (3.4)
e para a funcao de correlacao de dois-pontos associada ao campo de ruido
(n(r,2)n(r',a")), =20(r — 1) 8%z — a'), (3.5)

onde (...), simbolizam médias estocésticas. Entende-se média estocastica de qualquer
funcional de ¢, dado por F[¢], como sendo uma média realizada sobre o ruido n com
distribuicao gaussiana:

J [dn)Flig] exp|~1 [ dix [ drp ()

f ) exp|~4 J da f droP(r,)

(Fle])y =

: (3.6)

onde [dn] exp|—7 [d% [ drn*(7,2)| é uma medida funcional.

Vamos conceituar a funcao de Green retardada para o problema de difusao acima
discutido G(7 — 7',z — 2’). Ela satisfaz & G(1 —7/,x —2') = 0se 7 — 7/ < 0 e também a

seguinte equacao diferencial:
9 2 / / d / /
E—F(—Aw—i-mo)G(T—T,x—x):5(x—x)5(r—7'). (3.7)

Usando a fungao de Green retardada e a condigao inicial ¢(7,x)|,—0 = 0, a solugao para

a equagao (3.3) é

o(r,z) = /OT dr’ /Q da' G(r — 7,0 — 2" )n(r, o). (3.8)
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Estamos interessados em calcular médias estocasticas, mais precisamente, em nosso caso,

a quantidade ( (7, x)¢(7’,2')),. Utilizando as equagdes (3.4), (3.5) e (3.8), teremos
min(r1,72) / d,./ / / / /
(o z)p(ra22))y =2 | a' | &G r =7 =) Gl =72y —a), (3.9)

onde min(ry, 72) significa o minimo entre 7, e 75. Empregando uma representacao de
Fourier, a fungao de correlacao de dois-pontos ( (7, z)p(7',2") ), = D(7,z;7',2') é dada

por

—

e~ @)=, (3.10)

D(r,x; 7', 2')
P +mp)

Podemos usar uma anélise de Fourier para se indicar que, no limite em que os parametros
de Markov 7 e 7" vao para o infinito, nés recuperamos a teoria de campos livre euclidiana
padrao. Vamos definir, portanto, as transformadas de Fourier para o campo e para o

ruido, dadas por ¢(7, k) e n(, k). Teremos, respectivamente

_ ! e e ™ (7.
o) = g [ o olna) (3.11)
1 d —ikx
n(r, k) = (27r)% / dze n(r, ). (3.12)

Levando a equacdo (3.11) na equagao (3.2), a acao livre para o campo escalar em um
espago (d + 1)-dimensional, escrita em termos dos coeficientes de Fourier, terd a seguinte

forma
1
SO [90(]‘3)] |g0(k)=<p(7’, k) — 5/ ddk 90(7-7 k)<k2 + m%)gp(ﬂ k) (313>

Substituindo as equagoes (3.11) e (3.12) na equagao (3.3), ter-se-a que cada coeficiente de

Fourier satisfaz uma equagao de Langevin dada por

0

Egp(r, k) = —(k* +md)e(r, k) +n(1, k), (3.14)
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cuja solucao ¢ apresentada abaixo:

(7, k) = exp (—(k* + m)7) (0, k) + / dr’ exp (—(k* + m3)(r — 7)) n(', k). (3.15)
0
Usando a propriedade gaussiana do ruido aleatério, vemos que os coeficientes de Fourier

do ruido satisfazem

{(n(r,k) )y =0 (3.16)

(n(r, K)n(r', k'), = 202m) %0 (1 — ') §%(k + k). (3.17)
A representacao de Fourier para a fungao de correlacao de dois-pontos ( (7, k)p(7', k') ),

pode agora ser derivada. Lembrando a equagao (3.15) e admitindo que (7, k)|,—0 = 0 ,

obtemos, assim:

D(ki7,7) = (2m)"6%(k + K) - 7y (1= oxp (=27(" +mj))) (3.18)

)
onde definimos ( (7, k)o(7', k') )ylr=r = D(k,k';7,7'). A partir deste ponto, vamos
redefinir a funcdo de correlacao de dois-pontos como sendo D(k;7,7) — (27)?D(k; T, 7).
No limite 7 — oo, recupera-se a funcao de dois-pontos padrao da teoria de campos
livre euclidiana. Gostariamos de mencionar a existéncia de outras equagoes de Langevin
markovianas. Pode-se introduzir um kernel definido em um téro d-dimensional. A equacao
de Langevin modificada seria:

0 o 5 5o
590@-7 I) - /d yK(.f, y)m|§0(y):<ﬂ(’r,y) + 77(7—7 l’) (319>

O segundo momento do campo de ruido seria alterado para:
(n(r,z)n(r",2")), =26(r —7") K(z,2"). (3.20)

Escolhendo um kernel apropriado, pode-se mostrar que todas as conclusoes citadas acima

permanecem inalteradas.
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3.3 Quantizacao estocastica para a teoria escalar

4

(Ap*)a

Nesta segdo, vamos apresentar a quantizagao estocdstica para a teoria escalar (Ap?)y
com auto-interagao. Neste caso, a agao sera dada por S = Sy + Sy, onde Sy é a parte
livre, dada por (3.2), e S; é a parte da interacdo, definida pela seguinte contribuicao

nao-gaussiana:

i AN 4
Sile] = /d TR (). (3.21)
A equacao de Langevin é dada agora por

A

- ggpg(ﬂ x) +n(r, ). (3.22)

2 o(r,3) = ~(~A + md )p(r,)

A funcao de correlacao de dois-pontos associada com o campo aleatorio é dada pelas

relagoes ja apresentadas, enquanto que as outras funcoes de correlacao se anulam, i.e.,
(n(71, 21)0(72, 22).-..0(T2k-1, T2k-1) )y = 0, (3.23)
e também

(71, 1) (Tok, Tok) Yo = D (71, 210)0(72, 22) Vo {0 (T, )0 (70, 1) )y (3.24)

onde a soma € para ser tomada sobre todos as diferentes sortes nas quais os indices 2k
podem ser divididos em k partes, i.e., em k pares. Efetuando-se médias gaussianas sobre

o ruido branco, é possivel provar que (veja, por exemplo, [122])

T x2)...0(Xy, e_SM
hm<gp(ﬁ,x1)¢(72,@)“_(p(%xn)>n:f[dsO]sO( )@(@2)...0(xn)

7= Jdig] e=5 o (32)

onde Slp] = Solp] + Silp] é a acdo d-dimensional e o lado direito desta ultima equagao

¢ o resultado usual dado pelo método das integrais de trajetoria. Na equacao acima,
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[dp] e=%) ¢ uma medida invariante por translacdes. Este resultado nos forca a considerar
a medida euclidiana da integral de trajetoria como sendo uma distribuicao estacionaria
de um processo estocastico. Note que a solucao da equacao de Langevin precisa de uma

condicao inicial, como, por exemplo

o(7, )| r=0 = @o(x). (3.26)

Vamos utilizar a equacao de Langevin para resolvermos perturbativamente a teoria de
campos com intera¢ao. Um maneira de se lidar com a equagao (3.22) é aplicar o método
das fungoes de Green. Vamos assumir que a constante de acoplamento é uma quantidade
pequena. Para resolver a equacao de Langevin para o caso de uma teoria com interagao,

utilizaremos uma série perturbativa em \. Portanto, podemos escrever
(1, ) = @O (1, 2) + AW (7, 2) + N2 (7, 2) + ... (3.27)

Substituindo a equagao (3.27) na equacao (3.22), e, se igualarmos os termos com as

mesmas poténcias em A, as equagcoes que resultarao sao

L(i_ + (—A, +mj )] 0O (r, ) = n(r,z), (3.28)
J A, + )| oD (7, 2) = —= (O ’ 3.29
O A m) ) = 5 (6O ) (3.20)

e assim por diante. Usando a funcao de Green retardada e admitindo que temos que
0@ (7,2)|,—0 = 0, Vg, a solucdo para a primeira equacdo, dada por (3.28), pode ser

escrita formalmente como sendo

o (r,z) = / " & / &'z Glr — 7',z — (', ). (3.30)
0 Q
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A segunda equacdo, dada por (3.29), pode também ser resolvida utilizando o método

acima. Obtemos

]_ T
eW(r,z) = _*/ dTl/ d'z G(r — 11,2 — 11)
3!'Jo Q

xﬁ /T1 dr’/ddx’ G(r — 7}, 21 — 2)n(7], }) (3.31)
L i fo @i T iJINTi L5) | - .

Vemos que podemos gerar todos os diagramas de arvore com as contribui¢oes do campo
de ruido. Podemos considerar também a funcao de correlacao de n-pontos dada por
(@(m1,21)9(T2, T2)...0(Ty, Ty) ). Substituindo os resultados acima na fungao de correlacao
de n-pontos, e tomando as médias sobre o campo de ruido branco, assim como utilizando
a propriedade da decomposi¢ao de Wick definida pela equagao (3.24), sdo gerados os dia-
gramas estocdsticos. Cada um destes diagramas estocasticos tem a forma de um diagrama
de Feynman, salvo o fato que nds temos que levar em conta que estamos juntando dois
campos de ruido branco varias vezes. Enfatizamos aqui que a quantizacao estocastica
¢ baseada no fato de que, muito embora tem-se de inicio um sistema fora do equilibrio,
a equacao de Langevin markoviana o forca a atingir o equilibrio. Além disso, quando o
equilibrio termodinamico é atingido, os valores esperados estocasticos irao coincidir com

as funcoes de Schwinger da teoria de campos euclidiana.

X X
¢:—x+%§+ -

Figura 3.1: Expansao perturbativa para o campo escalar onde as pequenas cruzes denotam campos de
ruido.
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T2 1 T2 1 T2

T1
(a) (b) (c)

Figura 3.2: As corregdes ao nivel de um laco para a fungao de correlacdo de dois-pontos.

Podemos representar a equagao (3.27) graficamente como mostra a figura (3.1) (o
campo de ruido é representado por uma pequena cruz). Utilizando esta expansao em
diagramas, é possivel demonstrar que a fungao de correlacao de dois-pontos até o nivel
de um lago é dada pela figura (3.2), onde simbolizamos a fun¢ao de Green retardada por
uma linha e a funcao de dois-pontos livre por uma linha cruzada. As regras para se obter
os valores algébricos dos diagramas estocasticos sao similares as regras de Feynman. Por

exemplo, a funcao de dois-pontos ao nivel de um lago é dada por

(b) = —;\ 6% (k1 + kg)/ dk /Tl dr G(ki; 7 — 7)D(k; 7, 7) D (ko3 7o, 7). (3.32)
0
A dy. [T
(@:—Eﬁ(h+kg/dk/idTGw%@—TﬂxmﬂﬂDwnﬁﬁy (3.33)
0

Um computo simples mostra que, no limite assintotico dos parametros de Markov, i.e.,

T1 = Ty — 00, NOs recuperamos o resultado correto de equilibrio:

A 1 1 1
D) oo = — 2 0%kt + K /d%————< 3.34
v R R I G E T WA R

Obter as funcoes de Schwinger no limite assintético nao garante que temos uma teoria
fisica finita. O proximo passo seria estabelecer um esquema de regularizacao adequado.
Como o grau de divergéncia de um diagrama estocastico nunca excede aquele do diagrama

de Feynman correspondente, pode-se utilizar uma técnica convencional de regularizacao,
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como, por exemplo, a regularizacdo dimensional [143] [144] [145] [146]. Um ponto crucial
é empregar um esquema satisfatério de regularizacao que preserve todas as simetrias do
modelo original. A presenca do parametro de Markov como uma dimensao extra nos
leva ao método da regularizacao estocéstica, a qual preserva todas as simetrias da teoria
estudada. Ha dois diferentes procedimentos de regularizacao estocastica: um que é nao-
markoviano e perturbativo, e outro que é markoviano e nao-perturbativo. Existem, em
geral, dois meios diferentes de se implantar a regularizagao estocastica perturbativa. O
primeiro é comecar com uma equacao de Langevin com um kernel de meméria. Sabe-se
da literatura que este método pode remover, na melhor das hipéteses, apenas dois graus
de divergéncia. Outra possibilidade seria modificar apenas o campo de ruido no funcional

de probabilidade:

[ Flelexp| 4 [ d'e [ dr Jdrnir,2) K5 (')
(Flil)y = 1 .G
[l exp| 4 J 4o [ dr [ dr'n(r,2) K3 ()

onde K, é um kernel de memoéria. Neste caso, mudamos as correlagoes do campo de ruido

para:

(n(r,z)n(r',2") ), =2K\(1,7") 6%z — ). (3.36)

O kernel K, deve ser escolhido de tal forma que, quando A — oc:

lim Ky(r—7') =0(r — 1), (3.37)

A—oo

recuperando a teoria usual.
Como a equacao de Langevin nao é afetada neste esquema de regularizacao estocastica,
o campo fisico é o mesmo que no caso regularizado. Contudo, a funcao de correlacao de

dois-pontos a zero ordem na constante de acoplamento A\ é dada por:
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D(k;r,7") =
269(k + k) / ds / ds' Gk; 7 — 8) Gk 7 — &) Kals — §) =
0 0

20%(k + k) /OT ds /OT/ ds' exp(—(T +7 —5— 8K+ mg))KA(s —s'). (3.38)

E possivel provar que uma condicao necessaria que a fungao de regularizagao K, deve
satisfazer de modo a tornar finitos os lagos divergentes é Ki(7) |,—o= 0. A seguinte
sequéncia de funcoes obedecendo tal condicao foram propostas:

n 1 n
K (7) = 5 A2 (0 7 )" exp(=A% | 7 |). (3.39)

Para o caso n = 0, ndés obtemos, para a funcao de correlagao de dois-pontos:

. Sk +K) A2
fm DIBTT) = G g ) (2 4 42 4 )

(3.40)
Como os diagramas estocédsticos possuem linhas cruzadas em seus lacos, temos que as

divergéncias ultravioletas podem ser regularizadas, escolhendo-se um n apropriado. Note

s o771 Este esquema de

que é possivel utilizar um regulador diferente do tipo K,(7) =
regulador é bastante similar a regularizacao analitica de Bollini et al [147] e Speer [148]. A
relacao entre a regularizacao com um corte exponencial e o procedimento de regularizagao
analitico foi extensivamente estudado por Kay [149] e também por Svaiter e Svaiter [83]
(98] [150] em uma série de artigos analisando o efeito Casimir.

Vamos agora discutir um outro prodecimento de regularizagdo continua [133] que
preserva todas as simetrias do modelo original. Comecemos com um sistema de Langevin

de Parisi-Wu markoviano regularizado:

B 5 So ;
= =20 A . 41
aTsD(T, ) 5 @(x)|¢<x>_¢<f,x> + / dy Rey(A) n(7,y) (3.41)
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As correlagoes do ruido, dadas pelas equagoes (3.4) e (3.5), sdo mantidas inalteradas. O

regulador R(A) que multiplica o ruido é uma funcao do laplaciano:

Auy = [ % (0)2(0y)-: (3.42)

onde (9,,)zy = 0%0%(x — y). Vamos trabalhar com um regulador de kernel de calor, com a

forma:
A
faA,A):emp(A2), (3.43)
onde A é um parametro introduzido para se regularizar a teoria. As restricbes béasicas na

forma deste regulador sao:

R(A;A) | Aoo = 1, (3.44)

ou

Rmy(A; A)|Aﬂoo = 5d<x - y)v (345>

o que garante que o processo regularizado dado por (3.41) reduz-se ao processo formal
dado por (3.1) no limite formal do regulador A — oo.

Com esta modificacao na equacao de Langevin, é possivel mostrar que todas as con-
tribuigoes para a funcao de n-pontos em todas as ordens na constante de acoplamento A
sao finitas. Por exemplo, a contribuicao para a funcao de dois-pontos ao nivel de um lago
dada pela equagao (3.34) é reescrita como sendo:

2

) X iy ky) oy | Gy (340)
m=mmee = T O ) 2 1 2+ 2md) (k2 + m3)’ '

onde Ry é a transformada de Fourier do regulador, i.e., Rp(A) = R(A; A)|a—_p2.
No proximo capitulo, vamos estudar uma equacao de Langevin generalizada com um

kernel de memoria e um ruido colorido, que define um processo nao-markoviano.



Capitulo 4

Quantizacao estocastica
nao-markoviana

4.1 Equacao de Langevin generalizada com ruido co-
lorido

Vamos, neste momento, retomar a discussao de processos nao-markovianos, onde a
equacao de Langevin é modificada com a introducao de um kernel de meméria e o ruido
passa a ser colorido. Iremos nos focar na quantizacao estocdstica, sem entrar em maiores
detalhes em processos estocaticos em geral.

O programa da quantizacao estocastica, proposto por Parisi e Wu, e a regularizagao
estocastica foram realizados para campos genéricos definidos em variedades euclidianas
planas. Claro estd que o programa da quantizagao estocdastica pode ser implantado sem
maiores problemas em uma variedade curva, desde que seja possivel a execucao da rotacao
de Wick, levando-nos a uma agao euclidiana real. A idéia que permeia as discussoes anteri-
ores é que a implantacao da quantizacao estocastica em variedades curvas esta relacionada

62
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ao seguinte fato. Para variedades estaticas, é possivel efetuar a rotacao de Wick, i.e., es-
tender analiticamente a variedade pseudo-riemanniana para a regiao riemanniana sem
problemas. Por outro lado, para variedades que nao sao estaticas, devemos ampliar o
formalismo para além da assinatura euclidiana, i.e., formular a quantizacao estocastica
em um espaco pseudo-riemanniano. Veja, por exemplo, a discussao apresentada por
Huffel e Rumpf [151] e Gozzi [152]. No primeiro destes artigos, os autores propuseram
uma modificagdo no esquema original de Parisi-Wu, introduzindo um termo complexo na
equacao de Langevin, para se estabelecer a quantizagao estocdastica no espago-tempo de
Minkowski. Gozzi estudou o espectro do hamiltoniano de Fokker-Planck, que nao era
auto-adjunto, para justificar tal programa. Veja também as referéncias [153] [154]. Estas
situagoes sao casos especiais de uma formulagao euclidiana ordinaria para sistemas com
acoes complexas.

A principal diferenca entre a implantacao da quantizagao estocastica no espago-tempo
de Minkowski e no espaco euclidiano é que no ultimo a aproximacao para o estado de
equilibrio é uma solucao estaciondria da equacao de Fokker-Planck. Na formulacao de
Minkowski, o hamiltoniano nao é hermitiano e os autovalores deste sao, em geral, com-
plexos. A parte real de tais autovalores é importante para o comportamento assintético
para tempos de Markov grandes, e a aproximacao ao equilibrio é alcangada apenas se
formos capazes de mostrar que o hamiltoniano é positivo definido. A questao crucial é a
seguinte: o que acontece se a equacao de Langevin descreve uma difusao com uma acao
complexa? Alguns autores sustentam que é possivel obter resultados significativos de pro-
cessos de difusdo de equagao de Langevin em torno de uma agao complexa. Parisi [155]

e Klauder e Peterson [156] investigaram a equagao de Langevin complexa, onde algumas
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simulagoes numéricas em sistemas unidimensionais foram apresentadas. As referéncias
[157] [158] nao podem deixar de ser mencionadas dentro deste contexto. Gostarfamos
também de mencionar a abordagem desenvolvida por Okamoto e colaboradores [159] onde
o papel de um kernel na equacao de Langevin complexa foi estudado.

Deve-se ressaltar que ha diversos exemplos onde a acao euclidiana é complexa. O
caso mais simples é a quantizacao estocastica no espaco-tempo de Minkowski, conforme
discutida anteriormente. Outras situacoes sao, por exemplo, sistemas da cromodinamica
quantica com potencial quimico finito a uma temperatura finita; teorias SU(N), com
N > 2, onde o determinante fermionico torna-se complexo e também a acgao efetiva.
Termos complexos podem aparecer também na equacao de Langevin para férmions, mas
um kernel apropriado pode solucionar este problema [123] [124] [125]. Outro caso que
merece atencao é a quantizacao estocastica de teorias de campo topoldgicas. Uma carac-
teristica peculiar deste tipo de teorias é o aparecimento de uma unidade imaginaria i a
frente das acoes topoldgicas no espaco euclidiano. Uma tentativa de se usar uma equagao
de Langevin markoviana com um ruido branco para se quantizar a teoria falha pois tal
equacao de Langevin nao tendera a algum equilibrio para grandes valores do parametro de
Markov. Existem, na literatura, diferentes propostas para se resolver tal problema abor-
dado. Entraremos em mais detalhes sobre a quantizacao estocastica de teorias topolégicas
mais adiante. Em conclusao, muito embora muitos métodos alternativos tenham sido su-
geridos para se lidar com sistemas fisicos interessantes onde a acao euclidiana é complexa
[160] [161] [162] [163], estas abordagens ndo apresentam nenhuma maneira geral de se
resolver dificuldades particulares que aparecem em cada situacao. Aqui iremos proceder

com a quantizacao estocastica de teorias com ac¢ao imaginaria, introduzindo um kernel de
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memoria na equagao de Langevin. Assumiremos também as fungoes de correlagao de um
ruido colorido [164]. Iremos mostrar que, para uma larga classe de operadores elipticos
nao-hermitianos, que definem diferentes modelos na teoria dos campos, o nosso sistema
nao-markoviano converge no limite assintético do parametro de Markov, e obtemos, assim,
as fungoes de Schwinger da teoria.

Uma questao natural que se poderia colocar aqui é se a fisica trata, essencialmente,
de processos markovianos ou nao-markovianos. Em outras palavras, os processos que
comumente ocorrem na natureza devem ser entendidos por meio de modelos onde uma
memoria de eventos anteriores existe? Se a resposta para tal pergunta for positiva, com-
preendemos, portanto, que a quantizacao estocastica pode ser o formalismo mais pratico
para se inserir tal quantidade em nossos calculos. De fato, se rememorarmos de como a
integral de trajetéria é construida, vemos que a utilizacao da completeza dos vetores de

estado se faz mister. Esta é usada da seguinte maneira:

(prlga) = [ daprladialen),

onde [ dx|z)(z| =1 e @1, ps s@o vetores de estado, respectivamente, inicial e final de um
processo de transicao quantico arbitrario. Se compararmos esta equagao com uma que é

tipica de processos markovianos, i.e., a equagao de Chapman-Kolmogorov:

P(x3,t3|zy,t1) = / dxo P (12, 13|70, t2) P12, 2|21, 1),
onde P(xz;,t;|z;,t;) é a funcao distribuigdo de probabilidades condicional de z;,t;, dado
o valor z;,t;, com t; < t;, vemos que a formulacao das integrais de trajetéria ¢, implici-

tamente, markoviana. Com alguma maior dificuldade, podemos apresentar argumentos
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semelhantes para o formalismo canonico. Se quisermos descrever situagoes eminentemente
nao-markovianas, é possivel que a maneira mais simples e direta de se fazer isto seja via
quantizagao estocastica, em particular a quantizacao estocastica nao-markoviana. Muito
embora esta quantizacao a ser introduzida aqui é nao-linear apenas no setor de Markov
(em outras palavras, é uma meméria do tempo markoviano ficticio 7), veremos como ela
ja nos apresenta resultados nada triviais.

Como uma aplicacao das idéias previamente discutidas, vamos agora mostrar como
¢ possivel quantizar uma teoria com uma acao complexa utilizando uma equagao de
Langevin nao-markoviana. Vamos seguir passos semelhantes a referéncia [165]. Considere

a seguinte acao euclidiana:
1
S:§/ddx<,0Kg0, (4.1)
com a seguinte equacao de Langevin markoviana:

887_(,0(7', ) =—Ko+n(r,z). (4.2)

onde K é um operador eliptico (com algumas pequenas mudangas, a prova a seguir pode
ser feita para operadores hiperbdlicos). A fungao ¢ é um campo escalar, por simplicidade,
mas os resultados aqui apresentados podem ser generalizados para campos com maior spin.
Se permitirmos que K seja nao-hermitiano, a agdo na equagao (4.1) torna-se complexa.
H&4 muitos tratamentos na literatura para se lidar com agoes complexas; um deles é o
emprego de uma equacao de Langevin, separando-se o campo em uma parte real e em
uma parte imaginéria, Re(y) = ¢1 and Im(p) = @2 [122]. Com esta abordagem, teremos

duas equagoes de Langevin, uma para cada campo ¢ e 9. Outra maneira é utilizar uma
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equacao de Langevin modificada:

) o 58
E@(Ta l’) — /d y/€<x>y)590<y) |<p(y)=tp(7’,y) + 77(7> .T), (43)

onde uma mudanca subsequente no segundo momento do campo de ruido é
(n(r,z)n(r',2") ), =26(r — 7') k(z, 2"). (4.4)
Com estas modificagoes, podemos escolher um kernel adequado:
k(x,2') = Kl§(x — '), (4.5)

de modo que a equagao de Langevin torna-se

0
Eﬂﬁﬂﬂz—Kﬂﬁw+nﬁw) (4.6)

Vemos que obtemos, assim, uma versao “bosonizada” da equagao de Langevin (4.2) e
o problema da convergéncia para o equilibrio desaparece, j4 que K.K' é um operador
hermitiano. Esta é a prescricao geralmente empregada na literatura para se lidar com
férmions [123] [124] [125]. Na verdade, a raiz deste problema estd no fato que nao existe
um analogo classico para campos fermionicos.

Outrossim, outra abordagem pode ser utilizada. Vamos considerar a seguinte equacao

de Langevin nao-markoviana:

0 T 58
— = — M —§)—— - + 4.
aTap(r, x) /0 ds Ma(T S)5go(x) | p(@)=p(s,z) + N(T, x), (4.7)

onde M, é um kernel de memoria e o campo estocdstico aleatério n(7, x) apresenta as

seguintes relacoes de correlagao:

(n(r,2)n(r',a') )y = 2Ma(|r = 7']) 0%(2 — o). (4.8)
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Neste caso onde My (|7—7'|) tem uma largura no tempo ficticio, a descri¢ao é gaussiana
nao obstante nao-markoviana. Para o caso de um campo escalar livre euclidiano temos
que a equagao de Langevin generalizada escreve-se como sendo

0

EQO(T, x)=— /OT ds Ma(T — s)Kp(s,x) + n(T, ). (4.9)

Vamos demonstrar aqui que este método leva a convergéncia para o equilibrio, embora
tenhamos uma equagao de Langevin complexa.

Podemos introduzir uma decomposicao em modos tal que

o(r,2) = [ dii(n)on(r)un() (4.10)

n(r,w) = [ dj()n(7)un (@) (4.11)
onde u,,(z) sdo polinémios ortogonais e a medida fi(k) depende da métrica na qual estamos

interessados. Cada coeficiente de Fourier ¢, obedece a uma equacao de Langevin (néo-

markoviana) dada por

0

oy #n(7) == /OT ds MA(T = 8)on(s) + na(7), (4.12)

onde A, é um autovalor associado ao operador K e n,(7) obedece a
() 1 (77) )y = 2Ma (|7 = 7']) 6 (n, ). (4.13)
Seguindo Fox [166] [167], definamos a transformada de Laplace do kernel de meméria:
M(z) = /0 S dr Ma(r) e (4.14)
Com a condi¢ao inicial ¢, (7)|;=0 = 0, a solugao de (4.12) é:

on(T) = /0 T A Golr = ) (), (4.15)
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onde, utilizando a funcao escada 6(7), a funcao de Green G, (7) é definida por:
Gn(7) = Q,(7) 0(7). (4.16)

A fungao €, (7) que aparece na equacao (4.16) é definida através de sua transformada de

Laplace:

() = <z 4 )\nM(z)> o (4.17)

Da equacgao (4.15) e das correlagoes do ruido modificadas, obtemos que a fungao de cor-

relac@o escalar livre D, (7,7") é dada por:
D, (7,7 =
= 26%n,n) /OO ds /OO ds' Gp(1 = 8) G, (7" = ') Mp(| s — 5" |)
0 0
= 26%n,n’) /T ds /T ds' Qu (17— 8) Qu(7' — ) Ma(] s — 5" |). (4.18)
0 0

Para prosseguirmos, devemos escrever D, (7,7') de um modo simplificado. Note que a

transformada dupla de Laplace do lado direito é dada por:

/OO dTe*ZT/OOdT’e*ZT’ /Tds/T ds' Q(r — 8) (7 — ') Mp(| 5 — ' |) =
0 0 0 0

= 0,(2) () /OOO ds /OOO ds' e e My(| s — 5" |). (4.19)

Agora, com simples manipulagoes, chegamos a:

M(z)—l—M(z’)

Tds [Tds e e My (|5 -5 |) = 42
/0 s) ds'e*Te Al s—5") P (4.20)
Portanto, obtemos a identidade:

/ dTe_ZT/ dr’ e_ZTI/ ds/ ds'Qu (17— s) Q7' — ) Mp(| s — 5" |) =

0 0 0 0

M(z) + M ()
= 0,(2) Q. (7 : 4.21
o (MY (421
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Lembrando a equagao (4.17), podemos mostrar que:

M(z) + M(z’)) _ 1<Qn(z) + Q,(2")
z+ 2 An z+ 2

Qn(2) Qn(z’)< — Qu(2) Qn(z’)> . (4.22)

Logo, em paralelo com o resultado (4.20), finalmente obtemos uma expressao bastante

simples para D, (7,7") em termos de Q, (7). Temos

Dy(7,7) = f 54(n, ') (Qn(| =7 |) = Q(7) Qn(T')). (4.23)

n

Agora, precisamos de uma expressao para o kernel de meméria de modo a investigar a

convergéncia da equagao (4.23). Varios tipos de kernel foram propostos na literatura:

m 1 m
MY () = 5 A (A% 7 )" exp(=A% | 7 |). (4.24)

Por simplicidade, vamos tomar o caso m = 0. Entao, das equagoes (4.14), (4.17) e (4.24),
e aplicando a transformada de Laplace inversa [168], obtemos a seguinte expressao para,
a funcao 2:
A? A?
Q, (1) = (ﬁ sinh(ﬁ;) + COSh<B2T>> exp(—72), (4.25)

onde definimos a quantidade 3 dada por:

B =ux+1iy, (4.26)
onde
4
o= M Eantla (4.27)
9

\/ ! (4.28)

=« , .
Y= NS Y an+|2)

e, finalmente:

2| = \/(A4+a3)2 + a2, (4.29)
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com a = —2A2)\, e nés escrevemos o como sendo a = ap + ia;, onde ap e a; Sao

quantidades reais. Similarmente, temos, para a funcao de Green:

Gn(T) = </§ sinh(ﬁ;) + cosh(@)) exp(—T/;)H(T). (4.30)

Agora, de modo a obter convergéncia, devemos requerer que GG,, — 0 quando 7 — o0.
Utilizando identidades hiperbdlicas vemos que, a fim de se ter GG, — 0 quando 7 — o0,
devemos ter:

(A\)?
272’

INE| > (4.31)

onde escrevemos os autovalores como sendo A, = A? + i\ J4 que A é, a principio,
arbitrario, vemos que a condigdo dada por (4.31) nao parece colocar restrigdes sérias nos
autovalores do operador K. Porém, temos outra restricao. Note que, com esta prescrigao,

a fungdo M (x — y; 7) definida na referéncia [114] como sendo
M(x—y,T)E/T ds Mp(T —s)G(T — s,z —y), (4.32)
0

onde G(1 — s,x) ¢é a funcao de Green retardada para o problema de difusao, cuja trans-

formada de Fourier vale:

A2 1
MET) = G g N

4 exp(—32A27) {2]\2 cosh(ﬁ;) + (32/\; - g) sinh(@)] }, (4.33)

nao sera mais hermitiana. Mas, se impormos a seguinte restricao:
AR < BA%, (4.34)

sua parte real permanecera positiva, o que implica que a parte real dos autovalores do

hamiltoniano de Fokker-Planck definidos na dita referéncia é real, assegurando, portanto,
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convergéncia para o equilibrio, isto é, o sistema atinge seu estado fundamental. Parece que
as equagoes (4.31) e (4.34) podem ser impostas simultaneamente sem maiores restrigoes
a A. Em particular, é permitido tomarmos valores arbitrariamente grandes para A, o
que implica que nossa abordagem funciona para quase todos os autovalores A,. Pode
ser facilmente provado que a presenca dos modos zero para teorias sem massa destrdi a
convergéncia para o equilibrio.

A partir dos resultados acima, é facil verificar que a funcao de dois-pontos livre é dada

por:

D, (r,7") =
= 2 (5 s (20 com (AT ) (A - 7))
) (5 (£ () )

X exp(—[;(T + T/)>] . (4.35)

Para 7 = 7/, obtemos:

Do(r,7) = fnad(n,n’) (1 _ <A; sinh(ﬁg) 4 cosh(ﬁ;>>2exp(—/\2 7)) o (4.36)

Logo, no limite 7 — o0, obtemos o seguinte resultado:

2
" 6% (n,n’). (4.37)

D,(r,7) =

Portanto, a menos de uma constante insignificante, obtemos, no limite assintético

T — 00, a convergéncia para o equilibrio esperada, e a funcao de Schwinger de dois-
pontos foi encontrada.

Mostramos, portanto, que, para uma grande classe de operadores elipticos que nao sao

hermitianos que definem modelos diferentes na teoria dos campos, nosso sistema converge
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no limite assintético do parametro de Markov 7 — oo, e obtemos as fungoes de Schwinger
da teoria. Muito embora seja nada trivial, o método proposto pode ser estendido para
teorias com interagao com agoes complexas. Na proxima secao vamos aplicar este método
para um campo escalar livre e mais adiante vamos utilizd-lo para se estudar a quantizagao

estocastica de teorias topoldgicas.

4.2 Equacao de Langevin generalizada para o campo
escalar

Sabe-se que a equagao de Langevin dada por (3.1) é apenas uma escolha particular
dentro de uma larga classe de equagoes descrevendo processos nao-markovianos. Para
se convencer que a equacao de Langevin nao-markoviana pode também ser utilizada
como uma ferramenta de quantizacao, deve-se averiguar se o processo converge no li-
mite assintético e se a convergéncia é feita para a correta distribuicao de equilibrio. Na
secao anterior foi apresentado, em linhas gerais, como proceder para se implementar a
quantizagao estocastica em sistemas com agao complexa. Nesta se¢ao seremos mais es-
pecificos, apresentando o método para um modelo bem definido. Vamos discutir a teoria
de campos escalar livre utilizando uma equagao de Langevin com um kernel de memoria
e também um ruido colorido. Queremos enfatizar que, a principio, nao é necessario a im-
plantagao deste método para a conhecida teoria (Ap?)4. O intuito desta segao é puramente
pedagogico para nos inteirarmos das sutilezas que podem aparecer em diferentes modelos.
Posteriormente serd apresentado a quantizacao de uma teoria topoldgica. Nestas duas

proximas segoes nos basearemos no trabalho [114]
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Vamos introduzir uma equacao de Langevin com um kernel de memoria dada por

o . 59
—p(r,a) = - /O ds K (T — s)mlgp(x):@(s,x) +o(r, ), (4.38)

onde K, é um kernel de memoria, representado anteriormente por My, e o campo es-

tocastico n(r, x) satisfaz:
(n(r,2)n(r'",2") )y = 2K4(|7r — 7)) 6%(x — ). (4.39)

Para o campo escalar livre, a equacao de Langevin generalizada ¢é

(,i_gp(T, r)=— /OT ds Kx(T — 5)(=A +md)o(s, x) + n(r, ). (4.40)

Efetuando uma transformada de Fourier para o campo escalar e para o campo aleatorio,

obtemos, novamente, que cada modo obedece a uma equagao de Langevin dada por

aaTgo(T, k) =— /OT ds Kp(1 — s)(k* +md)e(s, k) + n(r, k). (4.41)

Com a condi¢ao inicial ¢(7,k)|,—0 = 0, a solugao da equagao (4.41) sera:
o(r.k) = [~ ar' Glh, T = (7' ), (4.42)
onde, usando a funcao degrau 6(7), a fungao de Green G(k, ) é definida por:
Gk, 7)=Qk,7)0(T). (4.43)

A fungao Q(k,T) que aparece na equagao (4.43) é definida através de sua transformada
de Laplace:

Qk,z) = (z + (k* + mﬁ)K(z)) _1. (4.44)

E fécil ver que, no limite Kx(7) — 0(7), obtemos o resultado usual para a funcio de

Green.
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Para calcularmos a fungao de correlagao escalar livre D(k;7,7’), podemos proceder
com passos semelhantes aqueles utilizados na secao anterior. Esta pode ser expressa
como sendo:

5k + k')

D(k;m,7") =2 ———%
( 77—77—) (k2—|—mg)

<Q(k:, 7= ) = Ok, 7) QR T')). (4.45)

Como na segao anterior, vamos utilizar a expressao (4.24) para nosso kernel de meméria.

Vamos novamente nos ater ao caso m = 0. Teremos, portanto:
Ly 2
Kx(7) = 2 A% exp(=A*| 7). (4.46)
Obtemos, portanto, a seguinte expressao para a funcao €2

Q(k, 1) = (122 sin(@) + cos(f)) exp<—7'15>, (4.47)

onde nés definimos uma quantidade real 3 dada por:

B = Ay2(k2 + m3) — A2, (4.48)

Do mesmo modo, teremos, para a fungao de Green:

G(k,7) = (%2 sin(ﬁ;) + cos(@)) exp(—7f>9(7'). (4.49)

Dos resultados acima, é facil ver que a fungao de dois-pontos livre é dada por:

D(k;r,7') =
=2 m K[g sin(W) + cos(W)) e—ATQ\(T—T’)I

—(A; sin(ﬁ;) + cos(@)) </§ sin(ﬁ;> + cos(@)) 6152(T+T/)]. (4.50)

Para 7 = 7/, obtemos:

D(k;T,7)=2 m (1 — (A; sin(ﬁg) + cos(ﬁ;))Qexp(—A2 7-)> : (4.51)
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Portanto, no limite 7 — 00, obtemos o seguinte resultado:

5%k + k)

D(k; =2 ——.
( 77-77—) (kg +m(2))

(4.52)

Esta equacao é muito semelhante ao resultado costumeiro de equilibrio, a menos de uma
constante multiplicativa. Esta é uma primeira evidéncia de que as divergéncias ultraviole-
tas que surgem na série perturbativa podem nao ser regularizadas. Agora, vamos estudar
a teoria de campo escalar (A\p?), com auto-interacao dentro deste cendrio nao-markoviano.

A equacao de Langevin escreve-se como:

aaTgp(T, T)=— /OT ds Kp(1T — s)((—A +m3) (s, r) + ;\!903(3, m)) + (T, ). (4.53)

Esta equacao pode ser resolvida por iteracao como antes. Portanto, apds igualarmos

termos com poténcias iguais em A, obtemos:

[88’7' + (_Ax + m(% )] (70(0)(7_7 :E) = "7(7-7 [B), (454>
L{i_ +(=Ay +md )] oW (r,z) = _;! /OT ds Kx(1T — 5) (go(o)(s, x))g : (4.55)

e assim por diante. As solucoes das duas primeiras equacoes podem ser escritas da seguinte

maneira:

POy = [Car [ 4% Gr— 7w = (o). (4.56)
0 Q

1 T T1
oWY(r,z) = ——/ d7‘1/ diz, G(T—ﬁ,x—xl)/ ds Kpa(1p — s)
3!'Jo Q 0
T 3
</ 1 dT'/ d?s' G(r — 7,21 — 2" (7, a:')) : (4.57)
0 Q
com a func¢ao de Green dada pela equagao (4.49).

Para as funcoes de correlacao de n-pontos, a teoria de perturbagao é bastante similar

a0 caso markoviano, exceto que para cada vértice no diagrama estocastico temos associado
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um kernel de memoria. Por exemplo, a correcao de um laco para a fungao de dois-pontos

é dada por ((b) e (¢) dados pela figura (3.2)):

(b) = —;\5d(k51 + kg)/ d%k /OT1 dT/OT ds G(ky,m1 — 7)D(k; s, 8)D(ka; 12, s) Kp(] T — s ).
(4.58)
(c) = —;5d(/€1 + k:g)/ dk /(:2 dT/OT ds G(ko, 1o — T)D(k; s, 8)D(ky; 1, 8)Kp(] 7 — s ).
(4.59)
Das equagoes (4.49) e (4.50), é facil provar que a equagao (4.58) pode ser repartida
em quatro partes, trés das quais possuem um regime oscilatorio que decai a zero para

71 = T — 0. Logo, obtém-se:

B >\ d d Eal T
(®) =54 (k1+k2)/ d k:/o dT/O ds1, (4.60)

onde:

I= / dr / ds Qky, 71— 7) Qka, 72 — 5) Uk, 0) Kp(| 7 — 5 |), (4.61)
0 0

a qual, a partir das equagoes (4.46) e (4.47), pode ser reescrita da seguinte maneira:

I =

= A; e’A*;(“m) /OT1 dr (15\12 sin(W) + cos(mg_ﬂ))

e_ATQT /OT ds (15\22 sin(@) + cos<ﬁ2(7—22_s))> e#s. (4.62)

Apoés simples manipulagoes, obtemos o resultado final, no limite 7 = 75 — oo:

- 64 ky + ko) L, . 1
(Olnmrrme = =22 a2 TN B ) / % Gy (4.63)
onde:
: _ ((2A + 9537 — 35) A + B5(6F — 55) 2\
JWi o) = <(4A4 + (B — B2 (AA" + (31 — @)2)) <9A4 ¥ ﬂ%)’ (464
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and (; = A\/ 2(k? +m3) — A%;i = 1,2. Portanto, vemos que, mesmo tendo obtido con-
vergéncia no limite assintético do parametro ficticio 7, nao conseguimos obter uma teoria
regularizada. Na verdade, a menos de uns polinomios de A, alcancamos algo muito pare-
cido com o resultado usual de equilibrio. Como a regularizacao estocéstica ordinéria
requer a modificagao apenas do funcional de probabilidade do campo 7, sem modificar
a equagao de Langevin, uma questao natural se poe: por que uma teoria com um ruido
interno e colorido nao produz resultados finitos na teoria de perturbagao? Vamos tentar

responder tal interpelacao dentro de uma analise de Fokker-Plank.

4.3 A abordagem por Fokker-Planck

Embora tenhamos estudado a teoria de perturbacao estocastica utilizando uma abor-
dagem em termos de uma equacao de Langevin, para melhor compreendermos nossos
resultados é mais adequado trabalharmos dentro de uma formulacao de Fokker-Planck
para nosso método. Como sabemos, funcoes de correlagao sao introduzidas como médias

sobre 7:

(@1, 21) (T2, 22) - - - (T, ) >n =

N/[dﬂ]@(ﬁ,xl)@(ﬁ,xz)---@(Tn,xn) eXp<—i/dd£If/dT172(T, :1:)), (4.65)

onde ¢(x,T) obedece & equacao de Langevin ndo-markoviana usual (ver primeira equagao

do capitulo anterior) e NV é dado por

N :/[dn] exp<—i/ddx/d7'n2(7', :L‘)) (4.66)

Um jeito alternativo de se escrever tal média é feito introduzindo-se a densidade de
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probabilidade P[p, 7], a qual ¢ definida da seguinte maneira [169]:

Plo.r) = [ lnjesp( 5 [ a's [ 4 )) TTotet) —plrv)). (467)

onde, por simplicidade, nés absorvemos o fator A/ na medida funcional original. Em

termos de Plp, 7], as fungoes de correlagdo em tempos iguais valem:

(p(T1, 21)p(T2, T2) - (T, Tn) )y :/[dsﬁ]SD(ThIl)SD(TmIz)"'SO(Tmen)P[%T]- (4.68)

A densidade de probabilidade P[yp, 7] satisfaz a equagao de Fokker-Planck [134]:

0 o ) 0S5
—P = [ d P 4.69
Pl = [ o (s s | Plorl (4.69)
com a condi¢ao inicial:
Plp,0] = [To(¢(v)). (4.70)
Yy
A quantizacao estocastica diz que devemos ter:
. exp(—S[y])
w. lim Plp, 7| = , 4.71
A P T = T exp(=STa) -

onde o limite, supostamente, é pra ser tomado de modo “fraco” (weakly, por isso o w na
expressao acima) no sentido do trabalho de Floratos e Iliopoulos. Novamente, seguindo
a obra citada anteriormente, para a teoria de perturbacao, podemos separar a acao em

duas partes:

S=S+AS. (4.72)

As funcoes de Green da teoria sao computadas como séries de poténcias em A. Similar-
mente, podemos expandir em série a densidade de probabilidade:

oo

Plo, ] =2 Pilp, 7). (4.73)
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Portanto, a funcao de correlagao de n-pontos na k-ésima ordem ¢ dada por:

(P w)p(ma,m2) - (T )y = N [ (] o(rm, 2o, 22) -+ 9T 20) Peli, 7

(4.74)
A equacao de Fokker-Planck torna-se:
aaTPk(gp,T) = / ddx&;x ( 5( ] + 51?;)>Pk(g0,7) +
+/ o) 5?I)Pk: (e, 7), (4.75)
com as condicoes iniciais:
Py[ip,0] = l;[ d(e(y)), (4.76)
P, 0] =0, k=1,2,--- (4.77)

Podemos escrever uma solugao formal para a equacao de Fokker-Planck da seguinte

maneira:

Pl = [1ag) [ & Dilpom = 7] [ de s oS BT (4T

onde o funcional de Green da equacao de Fokker-Planck livre satisfaz:

9 oo~ = [[6(ele) — () 6(r — ) +

or
d 5 5 530 / _7_/
+/ d xw(x)<5(p(x> + m@))DO[WP’T ], (4.79)

com a condi¢ao de contorno:

Do[gO, 90/77— |T =7 H I)) (480)

xT

Para nosso caso, dever-se-a modificar as equacoes acima, de modo que possamos levar em

conta a presenca do kernel de memoéria. Por exemplo, a equacao de Fokker-Planck livre
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) P 5 5 _
ol = [ o [ aty st (MmN nal | Rl (481)
onde:
M(ZL‘—y,T)E/OT ds KaA(T — s)G(T — s,z — y), (4.82)
Nlp;7,2] = 6(z — y) /0 " ds Ka(T = 8)S0 | (e)—s(o.s) - (4.83)

Agora, podemos ver de um modo mais claro porque foi requerido que (3, definido
na equagao (4.48), fosse real. Lembrando a seguinte transformacao familiar: Py, 7| =
Y[, 7] exp(—%), com S = M~IN (M = M(xz —y,7), N = N|p;T,z|), podemos

reescrever a equagao (4.81) como uma equagao do tipo Schrodinger:

Y = —2Hy, (4.84)

onde H é o hamiltoniano de Fokker-Planck:

1
=5 [ d% [ ay Q)M -y, Q). (4.85)
onde:
N 1ra N
Q(x) =Ti(x) + 5 11(x), 9], (4.86)
e f[(a;) = —i aﬁm’ Ressaltamos aqui que esta derivacao é puramente formal. Vamos

estudar agora a funcdo M (z — y, 7). No espago de Fourier, ela é dada por:
A? 1
2 AL+ 32

4 exp(—32A27) [2/\2 cos(@) + <3A4 - 6) sin(mﬂ }, (4.87)

M(k,7) {8 A%
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onde usamos as equagoes (4.46) e (4.49). Logo, vemos que, no limite 7 — oo, a fun¢ao M
serd positiva definida, o que, de acordo com a equagao (4.85), garante que o hamiltoniano
de Fokker-Planck seja positivo definido também. Em outras palavras, a parte real de seus
autovalores sera positiva. Porém, o que aconteceria se (5 fosse um ntmero puramente

imaginario? Bom, a fun¢ao de Green seria dada por:

G(k,7) = (%2 smh(ﬁ2 ) + cosh(ﬁzT)) exp(—Tf)Q(T). (4.88)

Logo, das equagoes (4.87) e (4.88), ¢é facil ver que M (k,T) poderia deixar de ser positiva
definida e, por conseguinte, H também o deixaria de ser. Logo, neste caso, nao ha garantia
que a parte real dos autovalores deste tltimo seja positiva. Em outras palavras, nao se
pode assegurar que no limite 7 — o0, o sistema atingira seu estado fundamental, i.e., que
ele convergird para um equilibrio.

Agora, vamos estudar a solugao da equacao (4.81). Esta sera da forma:
Polg, 7] = / [dn] H5 7.y))
exp(—4/dda7/d7'"/ dr' n(t", x) KN (7" — 7")77(7",37)), (4.89)

onde ¢(7,y) é dado pela equagao (4.42). Pode-se reescrever esta ultima equacao na forma:

Rlprl = [l [lagesp(i [ d'eé(pt@) - olr.0))
exp(—i [ [ar" [ ar' (s o) K;l(T"—T')n(T',x)>. (4.90)

Usando a equagao (4.42) e efetuando-se as integragoes funcionais em 7 e £, obtemos:

Polp, 7] = exp< /dd /ddx’go(x) D! (T,$;T,1:’)g0(3:’)>, (4.91)

onde a funcdo D é apenas a funcao de correlacao de dois-pontos livre e Ny' é um fator
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de normalizacao. No espago dos momenta, obtemos, para 7 — oo:

Pol,7) = Nyt exp(— [ dtho(B)(# + md)o(—h)) (4.92)

Como podemos ver, este resultado assemelha-se com o resultado de equilibrio usual, a
menos de uma constante, em contraste com o resultado obtido por Breit et al [111].
Agora, procedendo com passos semelhantes (ver referéncia [169]), é possivel mostrar que
o funcional de Green para a equacao de Fokker-Planck livre é dado por (Ag' é um fator

de normalizacao):

Dol 7] = A5 exp (=3 [ dh k) D7) (—R)), (1.93)
onde:
o= (pk) (k) (4.94)

e os elementos da matriz D;; sao dados por:

. D(k;r,7) —D(k;T,7)G(k,T)
Dy(r) = <—D(/f;7, NGlT) Dk:7,7) Gl ) G(k,T)) :

(4.95)
E facil verificar que, no limite 7 — oo, Py e Dy satisfardao, a menos de constantes, relagoes
similares as obtidas por Floratos e Iliopoulos. Este comportamento pode ser entendido se
percebermos a estrutura similar entre as funcoes de Green do esquema usual de Parisi-Wu
e de nossa abordagem nao-markoviana. O mesmo vale para ambas funcoes de correlagao
de dois-pontos. Contudo, para teorias escalares nao-massivas, aquelas estimativas encon-
tradas em [169] decaem como uma poténcia inversa de 7. Em nosso tratamento, mesmo
na situacao sem massa, um comportamento exponencial é encontrado. Portanto, no limite
T — 00, obtemos uma convergéncia melhorada.

A partir de todos estes resultados, nés esperamos obter fungoes de probabilidade na

teoria de perturbacao que sao bem parecidas com as densidades de probabilidade do
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equilibro usual. Portanto, a teoria nao se encontra regularizada. Como bem observado
em [166], nada se perde ao se usar uma descri¢do nao-markoviana no lugar de uma marko-
viana, desde que seja gaussiana.

A equagao de Langevin dada pela equagao (3.1) é apenas uma escolha particular dentro
de uma larga classe de equagoes de relaxacao. Investigamos se o método de quantizacao de
Parisi-Wu poderia ser generalizado admitindo-se uma equacao de Langevin com um kernel
de memoria com as correlagoes do ruido aleatorio modificadas. Depois, estudamos a teoria
(Ap?) até o nivel de um lago introduzindo uma equagio de Langevin nao-markoviana e
examinamos a teoria de campo com interacao que surge no limite assintético deste processo
nao-markoviano.

Para se asseverar que a primeira modificacao pode ser de fato utilizada, deve-se verifi-
car primeiramente se o sistema evolui para o equilibrio no limite assintético. Depois, deve-
se mostrar que o mesmo converge para a distribuicao de equilibrio correta. Nos provamos
que, embora o sistema atinja o equilibrio, obtemos uma teoria nao-regularizada. Em
contraste com a regularizagao dimensional e outros procedimentos de regularizagao, uma
propriedade notavel da regularizagao estocéastica é que ela preserva todas as simetrias
da teoria original. Com nossos resultados, é facil de ver que o sistema descrito por
esta equacao de Langevin nao-markoviana converge, mas as virtudes da regularizacao
estocéstica que esperavamos aparecer neste método foram perdidas.

Uma continuagao natural seria discutir a quantizacao estocastica de campos de bdosons
e férmions em espacos riemannianos. Uma aplicagao diferente da quantizagao estocéstica
seria uma discussao de uma teoria de campos com interacao na presenca de estruturas

macroscéopicas. Sabe-se muito bem que, efetuando-se a expansao perturbativa de acopla-
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mento fraco, para se renormalizar a teoria de campos com interagao, devemos nao apenas
introduzir os contra-termos de volume usuais, mas também os contra-termos de superficie.
Isto pode ser feito ao nivel de um lago e a temperatura finita [29] [30] [170]. Ao se ge-
neralizar o calculo para lacos de ordem superior, encontram-se divergéncias sobrepostas.
Uma pergunta natural seria como se implementaria a quantizacao estocastica em sistemas

onde estruturas macroscopicas estao presentes.

4.4 O método de quantizacao estocastica de Parisi-
Wu em teorias topoldgicas

Nas duas secoes anteriores, estudamos a quantizacao estocastica de uma teoria de
campos escalar com auto-interacao, assumindo um processo nao-markoviano, modificando
a equacao de Langevin pela introdugao de um kernel de memdria [135] [166] [171]. Foi
demonstrado que, muito embora um sistema com uma equacao de Langevin estacionaria,
gaussiana e nao-markoviana com um kernel de meméria e um ruido colorido converge no
limite assintético do parametro de Markov 7 para o equilibrio, nao logramos uma teoria
regularizada.

Neste momento, queremos continuar a investigar as virtudes desta quantizagao es-
tocéastica nao-markoviana, agora aplicada ao caso de uma teoria de campos topologica.
Uma das caracteristicas peculiares deste tipo de teoria é a presenca de uma unidade ima-
gindria ¢ em frente a acao topoldgica no espaco euclidiano. Como a teoria topoldgica
nao depende da métrica do espacgo-tempo, o peso da medida da integral de trajetoria
permanece sendo e mesmo apés uma rotacdo de Wick. Outra particularidade de uma

acao topoldgica é o fato dela ser a integral de uma densidade que nao possui limite in-
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ferior no espaco euclidiano. Isto significa que, se uma tentativa de se usar uma equagao
de Langevin markoviana com um ruido branco para se quantizar tal teoria for posta
em pratica, encontrar-se-ao problemas sérios se o fator ¢ for ignorado. Esta equacao de
Langevin nao vai tender a equilibrio algum no limite de grande 7. Portanto, neste sentido,
o uso de uma equagao de Langevin com uma agdo complexa [156] torna-se essencial para
se aplicar a quantizagao estocdstica a uma agao topoldgica [172] [173] [174].

H4 na literatura uma abordagem para se resolver o problema de convergéncia citado
anteriormente. Analisando a teoria de Chern-Simons puramente topoldgica, Ferrari e Huf-
fel introduziram um kernel nao-trivial na equagao de Langevin [175]. Por outro lado, Wu
e Zhu [176] mostraram que uma equacao de Langevin para uma teoria de Maxwell-Chern-
Simons converge para o resultado usual de equilibrio sem a necessidade de se introduzir tal
kernel. O método deles, porém, sé funciona no caso em que o coeficiente de Chern-Simons
for real.

Vamos demonstrar que, se nos servimos de uma equagao de Langevin nao-markoviana
com um ruido colorido, este problema de convergéencia pode ser resolvido de uma maneira
diferente. Empregaremos este tratamento a teoria de Chern-Simons tridimensional abelia-
na e vamos revelar que obtemos convergéncia para o equilibrio mesmo com um coeficiente

de Chern-Simons imagindrio. Seguiremos as mesmas linhas da referéncia [115].
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4.5 Quantizacao estocastica de uma teoria de Chern-
Simons abeliana

Vamos considerar a seguinte acao para a teoria de Maxwell-Chern-Simons em trés
dimensoes, no espaco euclidiano:

K

5= [ <4i2AM(x)(—A(5W +0,0,) A, (x) — i&rem,pAM(x)é?l,Ap(x)>, (4.96)

onde A é o operador de Laplace tridimensional. Ao fim de nossos calculos vamos fazer
€ — oo para obtermos resultados referentes a uma teoria puramente topoldgica, como
discutido na referéncia [176]. Note o fator i situado a frente do termo topolégico, como
mencionado anteriormente. Para computarmos as fungoes de Schwinger da teoria, va-
mos usar o método da quantizacao estocastica. Vamos apresentar a seguinte equacao de

Langevin nao-markoviana:

68
/ ds MA )(SA ( )’Au(x):AM(s,x) +77,u(7—7 l’), (497)

8

onde My(7 — s) é um kernel de meméria e A é um parametro arbitrario. Teremos, das

equagoes (4.96) e (4.97), no espago dos momenta:

9 % kN [T
EA'U‘(T’ k?) = _52(5“1/ — k2> A ds MA(T — S)AV(S, k) +
ek /0 " ds My (7 — 8) A, (s, k) + (7, k) (4.98)

onde o campo estocastico 7, (7, k) satisfaz:

(Nu(7 k) )y =0 (4.99)

e também

(nu(T, K) 0, (7' k) )y = 20, Ma(J7 — 7']) 8% (k + K). (4.100)
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Para a condicao inicial A, (7, k)|;—0 = 0, a solucao da equacao (4.98) sera dada por:
AT k)= /0 dr' G (ks — 7", (7', k), (4.101)

onde nos introduzimos a funcao de Green retardada G, (k, 7), a qual obedece a:

o 2 koko\ T
— Gulk,7) = —52(%—2;)/0 ds My (7 — ) G (. 8) +
I‘{/ T
— ko /0 ds Mu(7 — 8) G (k, 8) + 0,0, 8(7),  (4.102)

paraT > 0e G, (k,7) = 0 para 7 < 0.
Para prosseguirmos com os calculos, vamos exibir a transformada de Laplace da

equagao (4.102):

% Kok,
2Gk,2) = —62(% - M)MA(Z) Gk, 2) +
—iemkgMA(z) Gk, 2) + 6, (4.103)
onde:
Ma(z) = / T dr Ma(r) e (4.104)
0

Para o resultado sem memoéria (ou, formalmente, quando My (7) — &(7)), teremos, da

equagao (4.102):

;TGW(k,T) = —g(a,w - k;’jﬂ)awm )+
_igupakggw(k, ) + 6,u,0(7), (4.105)
cuja transformada de Laplace vale:
k? k,k
2Gu(k,z) = _52(5*“’ - y)epy(k,z) +
ok Go (k, 2) + Oy (4.106)

47
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Note a semelhanga entre as equagoes (4.103) e (4.106). A solucdo para a equagao (4.105)

é dada por [176]

ky . [k —k?
—GMVO'? Sln(4ﬂ_k7‘>> eXp({_:zT), (4107)
cuja transformada de Laplace vale:

kuky K
k‘ukjy 1 (((5#11 T k2 )Z — Euyaka (471.)>

Gk, 2) = 252~ + . . . (4.108)
(s+8) + (&) ¥

Comparando as equagoes (4.103) e (4.106), obtemos o andlogo da equagao (4.108) com

memoria:
Kk, !
ko, 1 ((5“”_ 2 )Z_e””"k (“))
Gk, z) = ’];2”; 2 5 , (4.109)
<Z+ f,g> + (Zf) k2

onde:

1 . MA(Z)

2= (4.110)
e

k' = KMy (2). (4.111)

No apéndice D, derivamos em detalhe a transformada de Laplace inversa da equacao

(4.109). Esta é dada por:

ko k, )
Gk, ) =< 22 +9WG1(kr,T)+guVG2(k,r)>9(¢), (4.112)

onde as quantidades G;(k, 7), i = 1,2, g, € §u estao definidas no apéndice D. Vemos que
nosso G, (k, 7) nao se aproxima de zero para 7 — o0o. A razao para tal comportamento é

kuky
kZ Y

a presenca do termo longitudinal o qual é corriqueiro na quantizacao estocastica de
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todas as teorias de calibre sem a fixacao de calibre e pode ser eliminado por uma fixagao
de calibre estocastica adequada. Nao obstante, o aparecimento deste termo produzira
nenhuma contribuicao para quantidades invariantes de calibre.

Apoés esta discussao, estamos capazes de apresentar a funcao de correlacao de dois-

pontos. Temos que D, (k;7,7') é dada por

D (k7,7 = (Au(m, k) A (7, k') ),y =
= k) [ s [ Gyl = 5) Gaul = ) (o ) (5 )

— 20%(k + ) /Ooods/ooods'GM(k,T—s) Gk, 7 — ) Ma(] s — 8 ). (4.113)

Logo, levando a equacao (4.112) na equacao acima e separando o resultado em cinco

diferentes contribuigoes, teremos:

Dy (k:7,7') = 28%(k + &) <J1 Dot Jat St J5) (4.114)
onde:
_ T T/ /kuku -
=) ds | ds = e Ma(ls = s, (4.115)
0 0 k2

Jo = /OT ds /OT ds' gu/\g/\uGl(k;T —8)Gi(k; 7" — S YMp(| s — 5" |), (4.116)
J3 = /OT ds /OT ds’ G Ga(k; T — 5)Ga(k; T = YMpy(|s—5"|), (4.117)
Ja = /OT ds /OT ds' guaganGi(k; T — 8)Go(k; 7" — s )Ma(] s — 5 |), (4.118)

e, finalmente
k= /0 s /o ds' Guaga Gak 7 = $)Gi(k; 7' = 8) My (] s — 5" ). (4.119)

Tais equagdes podem ser resolvidas por ordenacao dos tempos ficticios s e s' (s > &

por exemplo) e com a avaliacao das integrais em s (s’) no intervalo [0,¢] ([0, s]). Obtemos,
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para Jq, no limite 7 — oo,

1k ky 1
_ - ). 412
=57 (T A2> (4.120)

As integrais Jy e J3 podem ser resolvidas em analogia com o caso escalar [114]. Procedendo

com as seguintes substituigoes:

2 Y 2 (2_3/%)
(K2 +m )1eA2(1 A+ A%y (4.121)
2 .2
(k2+m2)2—>%(1+/\4) A2y1—(aA2y1), (4.122)

onde o indice 1 (2) significa que o resultado vale para funcao G; (G2) (veja o apéndice

D), teremos, no limite assintético 7 — oo, que

5= (o s OO0 [ (T ) (o

(e R TS R

o= (A= Ay_(O‘A_y)>l_((ﬁy)</l+<U—4’Y)>(£r>k+

(G I T 8 [ (RS R

As integrais restantes J; e J; podem ser calculadas sem maiores complicagdes [91]. No-

vamente, no limite assintético 7 — 0o, chegamos aos resultados abaixo:

Ji+ Js =

f(A o,

[ 207 e,wpkp +

)
)
((ﬁ+ )(T+W)+Tk2(£r)g)

><<5W— klj )1 (4.125)

g\, o,y
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onde:

f(A,o,9) = 153AM + A1 [18(0 +7)2+17(0 —9)* + 907] + A° {(a + P+ (0 =)+

+m(< +7)" + (0 - 7)2> - 907((0 +9)* —oy(1l - 20’7))] +

2 2
+A%oy [(0—27)2 —oy(o+7)* - ;(a +7)?(o — 7)2} : (4.126)
9(A,0,7) = <9A4 +(o— 7)2) (9/\4 +(o+ w?) (A* 4 0%) (A +42), (4.127)

Como aludido anteriormente, o termo longitudinal linearmente divergente, encontrado
na equagao (4.120), pode ser eliminado por uma fixagdo de calibre estocéstica. Agora,
tomando o limite ¢ — o0, verifica-se que as contribuicoes Jo e J3 se anulam. Entao,

finalmente, obtemos, para a funcao de correlacao de dois-pontos puramente topoldgica:

Dyl 7,7 = 25d(k:—|—]g’)[1kuk’l/< L) f’(A,(m)( A?

KR
2 k2 "7 A2) T (Ao, y) _QQ(yi)(M>€“V”kﬁ+
)

onde ' = 3. oo = Af/#(ﬁ), Y = Yi]emoo €

19
F(A0,7) = flemoo =120A" + EAloQ(yi) +9NQ*(v)) +

6

A
~S QU + SNQUA) + 2@ — 18QX(1) + 5QU0). (4129)

9N 0,7) = glemoo = 640°Q%(4)) + 32M1Q% (1)) + 4Q" (11), (4.130)

1/2

Qui) = (N - w?) (1131)
Percebemos que em nossa ultima expressao para a funcao de dois-pontos permaneceu um
termo proporcional ao propagador transversal de Maxwell. Esta é uma situacao anomala,
ja que a contribuicao de Maxwell esta ausente nos resultados usuais da teoria de Chern-

Simons puramente topolégica. A origem de tal fato excepcional reside no uso da equacao
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de Langevin nao-markoviana. Para driblarmos tal problema e recuperarmos, assim, o

produto usual, devemos optar por fazer:

5 =Q*(w), (4.132)
o que nos leva a:
Yi :/2\ + (AS_QM)W. (4.133)
Logo, se escolhermos:
= ]2\ + (A8—245’)1/2 EC; (4.134)

onde C' é uma constante real e n é um ntmero inteiro arbitrariamente grande. Levando
esta ultima equacao em (D.23), teremos uma equagao cibica em C. Da teoria usual de
Galois de solugoes por radicais de polinomios [177] [178], podemos sempre escolher uma
raiz real a partir de trés raizes possiveis. Em outras palavras, podemos sempre escolher
uma constante real de modo que a funcao de correlacao de dois-pontos convirja para
um termo “puramente topoldgico”, com algumas pequenas distingoes em comparacao
ao termo habitual. Ou seja, para readquirirmos o resultado usual, tivemos que impor
um vinculo nos parametros da teoria. Nota-se também que nosso tratamento ainda é
vélido quando k é puramente imagindrio [0 que é matematicamente andlogo a escrever
A, = A, +1iA,, onde A éreal, e em seguida tomar a parte real da equagao de Langevin

(4.98) no espago das coordenadas].



Capitulo 5

A quantizacao estocastica em
variedades riemannianas

5.1 O método de quantizacao estocastica de Parisi-
Wu em variedades riemannianas

Neste capitulo vamos mostrar como se faz a implementacao da quantizacao estocastica
de campos escalares com auto-interacao em variedades riemannianas estaticas e com ho-
rizonte de eventos. Existe a possibilidade deste novo método alternativo de quantizagao
melhorar o nosso entendimento acerca de varios problemas em aberto até o presente
momento, como, por exemplo, a perda de informacao na formagao de um buraco-negro e
o problema da entropia do buraco-negro, conforme argumentado anteriormente.

Todo o programa da quantizacao estocastica e regularizacao estocastica foi imple-
mentado para campos genéricos definidos numa variedade euclidiana. Alguns autores
chegaram a aplicar este método para a gravitacao euclidiana linearizada e também para
a teoria nao-linearizada. Queremos salientar que toda uma situacao que fica entre o
primeiro e o segundo caso foi totalmente esquecida. Um passo 1égico e consistente seria
discutir uma situacao intermediaria entre o caso de campos num espaco-tempo plano e a

94
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gravitagao quantica, isto é, a teoria semi-classica, ou seja a teoria de campos em espagos
Curvos.

O programa da quantizacao estocéstica foi aplicado para a teoria A\p?*, definida numa
variedade curva pseudo-riemanniana cuja extensao analitica para a variedade riemanniana
é trivial. Sendo mais especifico, campos escalares definidos no espago-tempo de Einstein
e Rindler foram estudados [116]. A equagao de Langevin foi resolvida nas situagoes
acima descritas e a funcao de Schwinger de dois-pontos na aproximacao de um laco foi
apresentada. Um procedimento de regularizagao estocastica foi utilizado nesta etapa.

Trabalhando no espaco de Rindler, uma questao que se coloca diz respeito ao compor-
tamento das fungoes de correlagao do ruido, perto do horizonte de eventos. Nao é dificil
ver que sempre que tivermos g = det g,,, = 0, estas fungoes de correlacao divergem. Desta
forma as funcoes de correlagao de n-pontos (¢ (71,x1)¢(72, 2)...0(T, Ty ) )y estarao mal
definidas, pois sao solugoes da equacao de Langevin. Uma solucao para este problema é
definir o dominio do operador diferencial em questao, impondo por exemplo condigoes de
contorno nas solucoes da equagao de Langevin numa bola em torno do horizonte de even-
tos, que se traduz por um ponto em Rindler. Por outro lado, no limite g = det g,,, — oo,
todas as funcoes de correlacao se anulam. Este programa tem contato com todo o pro-
grama de implementar a renormalizagao perturbativa em variedades onde a invariancia
translacional foi quebrada [29] [31] [32].

Voltando ao problema de se implementar a quantizacao estocastica em uma variedade
curva, estes autores discutiram também como o paramentro de Markov com a sua di-
mensao extra, fornece um procedimento de regularizagao que preserva todas as sime-

trias da teoria orginal. Este ponto é extremamente importante. Como a regularizacao
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estocastica nao é uma regularizacao na agao, pode ser um ponto de partida para se
construir uma prova de uma renormaliza¢ao que independa da regularizagao num espaco-
tempo curvo. Enfatizamos que todo o programa de quantizacao estocastica pode ser
implementado sem dificuldades (médulo problemas de horizonte de eventos, etc.) se for
possivel obter apos a rotacao se Wick uma agao euclidiana real. Se a variedade curva
original for estatica, é possivel estender analiticamente a variedade pseudo-riemanniana
e encontrar a variedade riemanniana sem problemas. Para variedades curvas que nao
sao estaticas este procedimento anterior nao se aplica e devemos estender o formalismo
da quantizagao estocéastica além do caso de uma metrica positiva definida e formular a
quantizacao estocastica numa variedade pseudo-riemanniana.

Alguma tentativas foram efetuadas nesta direcdo no espaco-tempo de Minkowski.
Como citamos anteriormente, Huffel e Rumpf [151] propuseram uma modificagdo no es-
quema original de Parisi e Wu introduzindo um termo de deslocamento complexo na
equacao de Langevin original. Gozzi [152] estudou o espectro de hamiltonianos de Fokker-
Planck que nao sao auto-adjutos. Ainda neste contexto, os trabalhos de Huffel e Landshoff
e também Callaway et al merecem ser citados [153] [154].

Toda esta discussao nos remete ao seguinte problema. A diferenca fundamental entre
a implementacao da quantizacao estocastica no espacgo euclidiano e no espago-tempo de
Minkowski esta relacionado ao fato que, no caso de uma acao real euclidiana, o estado
de equilibrio é obtido, pois este é uma solucao estacionaria da equacao de Focker-Planck.
Por outro lado, com a formulacao no espago-tempo de Minkowski, os hamiltonianos sao
geralmente nao-hermitianos, tendo autovalores complexos. A parte real destes autovalores

sao importantes, pois determinam o comportamento assintotico do sitema para tempos
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de Markov grandes. O sistema tende ao equilibrio apenas nos casos em que a parte real
dos auto-valores é positiva e definida.

Muito embora haja alguns artigos discutindo a quantizacao estocastica no espago-
tempo de Minkowski [151] [152], esta quantizacao foi originalmente apresentada como
um método alternativo de quantizacao para campos definidos em espacos euclidianos.
Portanto, nosso objetivo aqui é examinar a quantizagao estocdstica de campos escalares
definidos em uma variedade estatica com curvatura sem horizonte de eventos e também
em uma variedade plana com horizonte de eventos, i.e., fazer a continuacao analitica para
métricas que geram acoes reais.

Nosso objetivo agora é estabelecer a quantizacao estocdstica para a teoria A\p* com
auto-interagao em uma variedade riemanniana e, do mesmo modo, em uma variedade
plana com horizonte de eventos: o espago-tempo de Einstein [179] e o de Rindler [180]
[181] [182] [183] , onde formas positivas definidas podem ser obtidas que geram agoes
reais na equacao de Langevin de Parisi-Wu. O tnico artigo que possui algo em comum
com toda esta discussao é o artigo de Huang [184]. Este autor utilizou a quantizagao
estocdstica para encontrar o tensor de energia-momentum regularizado associado com um
campo escalar em um espaco-tempo inomogéeneo. Ressaltamos que, embora o movimento
browniano em uma variedade tenha sido analisado por matemaéticos, ha alguns artigos
estudando o movimento browniano em variedades gerais. Veja, por exemplo, a referéncia
[185].

Um ponto realmente importante em um procedimento de regularizacao é que este deve
preservar todas as simetrias da lagrangeana nao-regularizada. Muitos autores enfatizaram

que, apriori, nao se pode esperar que exista uma prova da renormalizacao de teorias em
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um espaco com curvatura que seja independente da regularizagdao usada. A presenga do
parametro de Markov como uma dimensao extra nos leva a uma esquema de regulariza-
¢ao, o qual preserva todas as simetrias da teoria sob estudo. Como esta regularizacao
estocdstica nao é uma regularizacao de acao, ela poderia servir para o auxilio da cons-
trucao de tal prova. Como um ponto de partida para este programa, devemos calcular
a funcao de dois-pontos até a primeira ordem na constante de acoplamento A\ e aplicar
a regularizacao estocdastica continua. Nossos termos devem ser comparados com os da

literatura.

5.2 Quantizacao estocastica para a teoria do campo
escalar (A\p');: o caso do espago de Einstein

O objetivo desta secao é estabelecer a quantizacao e a regularizacao estocésticas
para a teoria Ap? ao nivel de um laco no espaco-tempo de Einstein, seguindo as mesmas

linhas da referéncia [116]. Vamos considerar uma variedade M* que admite um vetor de

Killing X do tipo tempo nao-nulo. Se for possivel introduzir coordenadas t = 2°, 2!, 22, 23
localmente tais que X = % e se as componentes do tensor métrico forem independentes

de t, M* ¢ estaciondria. Se, além disso, a distribuicdo X+ dos 3-planos ortogonais a X
for integravel, entao M*? é estatica. Cada curva integral do campo de vetores de Killing
X = % ¢ uma linha de universo de um possivel observador. Como X = % gera isometrias,
os 3-planos X sdo invariantes sob estas isometrias. Para variedades estaticas, é possivel
efetuar a rotagao de Wick, i.e., estender analiticamente a variedade pseudo-riemanniana
para um dominio riemanniano sem problemas. Portanto, para um espaco-tempo estatico,

a implantacao da quantizacao estocastica é feita diretamente.

Nas secoes anteriores, estivemos trabalhando em um espaco euclidiano R4x R t)_ onde
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R % é 0 espaco euclidiano usual e R ) é o setor de Markov. Agora, vamos generalizar isto
para uma situacao mais complicada, i.e., vamos trabalhar em uma variedade riemanniana
M geral (e, por enquanto, estatica). Em outras palavras, vamos considerar uma teoria de
campos cldssica definida em uma variedade M x R t) acoplada a um reservatério térmico.
Portanto, em uma variedade quadridimensional com curvatura, a equacao de Parisi-Wu

para campos escalares sera

0 1 05
5P\, ) = ——F— T~ |px)= T, T +777—7:E7 5.1
87' ( ) \/m 5@@),) ‘90( )=p(T, x) ( ) ( )

onde g = det g, e a acao euclidiana classica Sy ¢ dada por

So = / d'z /| g L. (5.2)

Na equacao acima, £ é dada por

1 1
L= 2 G 0000 + 2 (m2 + fR)QDQ‘ (5.3)

Note que introduzimos um acoplamento entre o campo escalar e o campo gravitacional
representado pelo termo £ Rp?, onde ¢ é um fator numérico e R é a curvatura escalar de

Ricci. O campo de ruido n(7, x) obedece as seguintes correlagoes generalizadas:

(n(r,2))y =0, (5.4)
(n(r 2 n(F ) by = ——e 6% — ') (7 — ). (5.5)
| g(z)]

Substituindo as equacoes (5.2) e (5.3) na equagao de Langevin dada pela equacao (5.1),

obtemos:

So(r,z) = (=2t m? + €R )l ) + (r. ), (56)
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onde A é o operador de Laplace-Beltrami quadridimensional definido por:

A = ’g’—1/2au(‘g|1/2gway)

= guuvuvm (57)

V denotando a derivada covariante.
Para prosseguirmos, como na situagao sem curvatura, vamos introduzir a funcao de

Green retardada para o problema de difusao G(7 — 7/, x,2’), a qual obedece a:

[5 + <_Ax + m2 + ffR(ﬂf) >‘|G(T - 7'/,.%,.%,) = T 54(3: - x/)(S(T - 7—,)7 (58)
T
seT—7 >0,e Gt —7,2,2") =0se17—7 <0.

Utilizando a fungdo de Green retardada e a condigao inicial ¢(7,z)|,—¢ = 0, uma

solucdo formal para a equagao (5.6) é

o(r,z) = /0 " /Q d'a' | g@) | Glr — 7',z — (', o). (5.9)

Vemos que, a fim de se resolver a equacao (5.6), precisamos inverter o operador dife-
rencial dado pela equagao (5.7). Dependendo da métrica g,, definida sobre a variedade,
isto pode ser uma empreitada laboriosa. No caso euclidiano, isto é facilmente resolvido,
pois decompomos os campos em modos de Fourier (ondas planas), os quais sdo solugoes
da equacao de Klein-Gordon com uma métrica plana; cada modo de Fourier, como vimos,
obedece a uma equacgao de Langevin. Logo, se a equacao de Klein-Gordon em uma varieda-
de geral com curvatura nos permitir obter solugoes que possam ser representadas por uma
soma de modos similar ao caso plano, poderemos, da mesma maneira, decompor nossos
campos em tais modos de um meio tal que cada um deles, novamente, ira obedecer a uma

equacao de Langevin. Entao, a equacdo (5.6) podera ser resolvida de uma jeito simples e



Capitulo 5. A quantizagao estocdstica em variedades riemannianas 101

direto. Claro esta que este procedimento s6 nos sera ttil se admitirmos variedades com
vetores de Killing globais, o que, infelizmente, nao é sempre o caso. Logo, admitindo que

seja assim, podemos escrever a decomposicao de modos da seguinte maneira:

o(r,2) = [ dii(k)on(r)ue(e), (5.10)

n(r,w) = [ di(om(r)u(e), (5.11)

onde a medida fi(k) depende da métrica na qual estamos interessados. Por exemplo, no
caso plano, temos que, em um espaco quadridimensional, dji(k) = d*k, e os modos uy(x)
sao dados por:

1

ug(x) = Wel ’. (5.12)

Entao vemos que, no caso plano, as equagoes (5.10) e (5.11) reduzem-se a decomposicao
de Fourier dada pelas equagoes (3.11) e (3.12), respectivamente.
Agora, apliquemos este formalismo ao caso da variedade euclidiana de Einstein. O

elemento de linha geral de Robertson-Walker é dado por [186] [187]:

3
ds® = —di® + a>(t) 3 hyjdaida?, (5.13)

1,j=1

onde:

3 _
3" hijdr'de? = (1 — KT2> Y r2(d6* 4 sin? 0d¢?)

ij=1
= dx* + f*(x)(d#* + sin® 0d¢?), (5.14)

e, para a variedade de Einstein, temos (K = 1), f(x) =r =siny, 0 < x < 27.
A equagao (5.14) nos da o elemento de linha das segbes espaciais no caso pseudo-
riemanniano, as quais sao, respectivamente, as secoes hiperbdlica, plana ou fechada, de-

pendendo se K = —1,0, 1. Escrevendo C(p) = a?(t), com o parametro de tempo conforme
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p dado por
t
p= / dt'a (), (5.15)

o elemento de linha pode ser colocado na forma:

3
ds* = C(p) (—dp2 + > hijda:idxj>. (5.16)

ij=1
No caso mais simples, isto é, espacgo-tempo estdtico com C(p) = C' = a® = constante, a
curvatura escalar é dada por R = %. Apoés a rotacao de Wick, estaremos trabalhando na
variedade euclidiana de Einstein. Neste caso, podemos decompor os modos da seguinte
forma:

up(z) = C7V2X 0 (F)ehor, (5.17)

com & = (r,0,¢) ou (x,0,¢) e X; sendo uma solucao de

ABX- = —(¢* — K)X;. (5.18)
Na equagao (5.18), AB) ¢ o laplaciano associado com a métrica espacial hij, que vem a
ser dado por:
A = h7120,(R' 2R ;). (5.19)
Além disso, as funcoes X sao normalizadas de modo que:
/ dr by X (7)X5(7) = 0(k, 1), (5.20)
onde §(k, k') 6 a fungio & com respeito & medida ji:
[ k) FRSER) = £, (5.21)

As autofuncoes X do laplaciano tridimensional sao, para K = 1:

X;(7) =I5 (x)Yars (0, 9), (5.22)
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com E:(q,J,M), M=—-J—-J+1,.,J,J=0,1,....q—1eq=1,2,.... AsY);; sdo os

usuais harmonicos esféricos. As funcoes II7; podem ser definidas a partir de [188]:

- L5 o S AR d T
I;(x) = 574 (¢“+1)...(¢"+J )} sinh X(dcoshx) Cos qX, (5.23)

ao substituirmos ¢ por —iq e x por —ix na ultima.

Com estas defini¢oes, a medida fi(k) para o universo de Einstein ¢é definida como sendo:

/dﬂ(k:) — ;ﬂ/ dk, S . (5.24)

q,J,M
Logo, inserindo a decomposi¢ao de modos dada pela equagao (5.17) na (5.6), temos que

cada coeficiente de modo satisfaz uma equagao de Langevin dada por

0

5. 0(7) = —é(kz + 1) pn(T) + (1), (5.25)

onde k* = ¢>+ k2 e > = Cm* + (6§ — 1)K e K = 1. Por simplicidade, fazemos a seguinte
redefini¢io: &(k? + p?) — (K + 11?).

A solucao para a equacao (5.25), com a condicao inicial pg(7)|—0 = 0, escreve-se:

ou(T) = /0 Gy, T k), (5.26)

onde

Gr(7,7') = exp (= (K + p*)(r = 7)) 0(7 = 7') (5.27)

é a funcao de Green retardada para o problema de difusao.

Usando as correlagoes de ruido, temos que cada coeficiente de modo do ruido satisfaz

(M(7) )y =0 (5.28)

(o () (71) )y = 20(7 — )0 (k, ), (5.29)
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onde 6*(k, k) = 8(k, + k,)04q055: 000 A fungao de dois-pontos Dy (7,7’) pode ser cal-

culada de modo bem semelhante ao caso da métrica plana euclidiana. Teremos

1 1 2 2 / 2 2 /
N — 54 N = (o= ((E+u)|r—]) _ —((k*+p*)(r+7)

ou, no espaco das “coordenadas”:

D(r,7"x,2") = /dﬂ(k)uk(x)uZ(x')Dk(T,T’):

. , 1
| ity )
% (ef((kzﬂﬂ)lfff’\) — e*((k2+u2)(f+f’))> : (5.31)

onde [ dji(k) é dado por (5.24).
Agora, vamos empregar este método para o caso de uma teoria com uma agao de
interacao dada por:
A
Sifel = [ d'e\flg@)|5 ¢ @), (5.32)
Do mesmo modo, podemos resolver a equacao usando uma série perturbativa em A. A

funcao de dois-pontos até o nivel de um laco é dada por:

(@(T1,21) (T2, 22) ) = (a) + (b) + (c), (5.33)

onde (a) é a fungao de dois-pontos a zero ordem, dada pela equacao (5.30), enquanto que

(b) e (c) sao dados, respectivamente, por

A ~ 71
(8) = =3 6'(k1. ko) [ dB(K) [ dr Gu(r1 = T)DU(r. ) Dy ), (5.34)
A ~ 72
(©) = =584k, ka) [ @B [~ dr Guolra = DU D7), (53)
onde [ dﬁN(q) = i Jdk, 3, 5 XqXq. Estas sao as contribuigoes em primeira ordem.

Um simples célculo mostra que obtemos, para 7 = 75 — o0:

A 1 1 1

(b)|‘r1=7'2—>oo = —5 54(]{717 ]{72) (k% + ,UQ) (k% + k% T 2”2) / dﬁ(k’)m (536)
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Vamos definir a quantidade I como sendo:

/dB(Q)szlrug)
QW/dk S XX, k2 0

q,J,M

_/dk ZX X +b2) (5.37)

onde b? = kg + 2. Nao é dificil mostrar que a série que aparece nesta equacao é divergente.
Logo, precisamos de um procedimento para regulariza-la e, com isso, obtermos um valor
finito para a funcao de dois-pontos. Como veremos agora, isto pode ser alcancado com a
ajuda da regularizacao estocéstica covariante [133].

A generalizacao da equagao (3.41) para um espago-tempo geral em quatro dimensoes

0

590(7—7 m) L
\/»

onde, por razoes de covariancia, o regulador agora é uma funcao do laplaciano covariante:

630

|Lp(z) (T, ) + /d4y | Rzy(A) 77(7-7 y)? (538>

Aay = [ 1 9NV,)ex(V,)e, (5.39)

com

(Vi)ay = Vi (z —y). (5.40)

Usando a decomposi¢ao em modos dada pela equacgao (5.17), a equagao (5.38) reduz-se

0

E@k(T) = —é(k2 + 12)r(7) + k() Ri, (5.41)

onde Ry = Ryy(A)|az_k24x €

Fay(&) = [ dj(k)ue()ui () Ry (5.42)
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Logo, a solucao para a equacao de Langevin regularizada ¢é a seguinte:

on(T) = /0 " Gy, T ), (5.43)

onde Gg(7,7") é dada por (5.27). Dali, é facil mostrar que a func¢ao de dois-pontos a zero
ordem e a contribuicao regularizada (b), em primeira ordem na constante de acoplamento

sao dadas por, respectivamente:

1 R2 2 2 / 2 2 /
D N — = 4k K —k (o ((B4p?)lr=7']) _ = (W) (r+7")) 5. 44
k(TaT) (271') ( ) >(k2+ﬂ2) (6 € )7 ( )
e
A R? 1 ~ R?
D)l o0 = — 2 0% (ky, hig) 2 [ s A
A v B N R A AT R
Vamos isolar a parte onde se encontravam os problemas. Temos:
~ R?
I = / dB(k)——k
! W)
1 R}
=— [ dk X Xq 75— 5.46
27T/ Pq% q-*q (kz_'_'uz) ( )
Apés alguns célculos tediosos [91] [92] [168], chegamos a:
1 e
Iy = ZeﬁJ“%’ﬁ/ dr(x? — ) 2erfe(v/ax), (5.47)
m

onde erfe(x) é a fungao erro complementar. Com muito trabalho, é possivel generalizar
nossos resultados para a fungao de quatro-pontos.

Um ponto bem importante é que este procedimento de regularizagao preserva todas
as simetrias da lagrangeana nao-regularizada, ja que nao é uma regularizacao de agao. O
préximo passo seria o isolamento das partes infinitas no limite A — 0o e a sua conse-

quente remoc¢ao com uma redefinicao adequada das constantes da teoria, i.e., realizar um
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programa de renormalizacao. Uma pergunta natural seria se podemos realmente renor-
malizar todas as funcoes de n-pontos em todas as ordem na constante de acoplamento
A. Birrel [189] colocou argumentos que mostram que, a priori, ndo podemos esperar que
uma prova da renormalizabilidade da teoria A¢?, em um espaco com curvatura, exista
que seja independente da regularizacao utilizada. Uma tentativa de demonstracao geral
da renormalizabilidade da teoria A¢* definida em um espaco-tempo que pode ser conti-
nuado analiticamente para a situagao euclideana foi dada por [190]. Usando o método de
Epstein-Glaser, Brunetti e Fredenhagen [191] apresentaram uma construgao perturbativa
deste teoria em um espaco-tempo suave globalmente hiperbdlico com curvatura.

Nossa derivacao demonstra que a regularizacao estocastica pode ser uma tentativa na
direcao de edificacao de tal prova independente de regularizacoes, muito embora estejamos
ainda restringidos a mesma situacao estudada por Bunch. Decerto sabemos que, neste
caso de universo de Einstein, a funcao de dois-pontos livre se apresenta como uma soma
de funcgoes de dois-pontos de frequéncia positiva do espago de Minkowski, logo é natural
esperar que, como no caso de Minkowski, de fato exista uma prova da renormalizabilidade

de tal teoria com interacao independente de regularizacoes.

5.3 Quantizacao estocastica para a teoria do campo
escalar (A\¢');: o caso do espago de Rindler

Agora vamos considerar a quantizagao estocastica em um espago-tempo com um ho-
rizonte de eventos, ainda seguindo a referéncia [116]. O buraco negro de Schwarzschild
é a solucao mais familiar para as equacgoes de Einstein no vacuo, e possui um horizonte
de eventos. Na origem, ha uma singularidade de curvatura e em R = 2M temos uma

singularidade devido ao mau comportamento deste sistema de coordenadas em particu-
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lar. Nao obstante nao seja possivel estender o espago-tempo através da singularidade,
¢ possivel continuar analiticamente a variedade de r > 2M a regiao r < 2M, (r # 0).
A méxima extensao da variedade descrita pelo elemento de linha de Schwarzschild com
2M < r < o0 é a extensao usual de Kruskal [192]. O espago-tempo de Kruskal define duas
regioes exteriores assintoticamente planas e também duas regioes dentro do horizonte de
eventos, limitadas pelas singularidades do passado e do futuro. Como sabemos que, perto
do horizonte, as coordenadas de Schwarzschild ¢ e r comportam-se como coordenadas
do espago-tempos de Rindler, devemos investigar, portanto, a quantizagao estocastica na
métrica de Rindler. O material de base relevante para nés pode ser encontrado no livro
[193] e também nos artigos [194] [195] [196] [197].

Vamos considerar um espago-tempo de Minkowski plano em d-dimensoes onde es-

d—l)_

tamos usando coordenadas cartesianas y* = (y°,y', ...,y E possivel encontrar um

sistema de coordenadas curvilineo z# = (¢,z!,...,2%72, 2), chamado de sistema de coor-
denadas de Rindler, e mostrar que este é adaptado naturalmente a um observador com
aceleracao propria constante. E importante enfatizar que este sistema de coordenadas
com a transformacao de coordenadas respectiva cobre apenas a regiao y?~* > |3°|. Como
estas coordenadas nao cobrem todo o espaco-tempo de Minkowski, podemos definir trés
transformacoes de coordenadas, com os sistemas de coordenadas respectivos definidos em
diferentes regioes do espaco-tempo de Minkowski. Tais regices sao conhecidas na literatu-
ra como sendo as regides L de Rindler, F de Milne, e, finalmente, P de Milne. As quatro
transformacoes de coordenadas e os sistemas de coordenadas em conjunto cobrem todo o

espco-tempo de Minkowski. O sistema de coordenadas que cobre a regiao dentro do cone

de luz é o espaco-tempo d-dimensional de Milne.
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A implantacao da quantizacao canonica no espaco-tempo de Rindler é muito simples,
ja que, se o espago-tempo possui uma geometria estacionaria, ha campos de vetores de
Killing K do tipo tempo que geram o grupo de Lie a um parametro de isometrias e modos
ortogonais que satisfazem Lxu,(x) = —iw u,, onde Lk ¢é a derivada de Lie com respeito
a K e u,(r) sdo os modos de frequéncia positiva. Nesta situagdo, existe uma maneira
natural de se definir modos com frequéncias positiva e negativa. Note que o elemento de
linha de Rindler nao depende de t, e consequentemente hé um jeito direto de se definir
modos de frequéncias positiva e negativa a fim de se impor a quantizagao canonica no
espaco-tempo de Rindler.

H&4 muito tempo que se reconhece que o vacuo de Rindler |0, R) que aparece na
quantizagao canonica do Fulling de um campo escalar no espago-tempo de Rindler nao
¢ unitariamente equivalente ao vacuo de Minkowski |0, M ). Vamos definir os seguintes
funcionais geradores Z(h) e Zgr(h), i.e.,

(0, M, out| 0, M,in)y,
<07 Ma 0Ut| Ov M> in)h:O

Z(h) = (5.48)

(0, R,out| 0, R,in),
Zr(h) = 4
r(h) (0, R, out|0, R, in),_, (5.49)

onde |0, M,in), |0, M,out), |0, R,in) e, finalmente, |0, R, out) sao os estados de vacuo
assint6ticos no infinito passado e no infinito futuro (IN e OUT, respectivamente) para a
teoria com a densidade hamiltoniana de Minkowski e Rindler, respectivamente.
Comegando a partir de Z(h), é possivel, apds continuacdo analitica e imposicao de
periodicidade no tempo euclidiano, definir Z(3; h), i.e., o funcional de Schwinger a tem-
peratura finita. Claro estd que limg_.Z(5;h) = Z(oco;h) = Z(h), onde Z(oo;h) é o

funcional euclidiano a temperatura zero, o qual gera as fungoes de Schwinger de todo o
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espago euclidiano. Do mesmo modo, é possivel definir Zg(3; h), i.e. o funcional euclidiano
de Rindler a temperatura finita. Novamente, temos que limg_,oZr(8;h) = Zr(co;h) =
Z(h), onde Zgr(oco;h) é o funcional euclidiano a temperatura zero, o qual gera todas as
funcoes de Schwinger da variedade de Rindler estendida analiticamente.

Das defini¢oes acima, vamos definir as seguintes funcoes de Schwinger. Estamos
seguindo a discussao de Christensen e Duff [198]:

i) Gg(z,2") ¢ uma funcdo de dois-pontos, i.e., a funcdo de Schwinger obtida a partir
do funcional de Schwinger a temperatura finita.

ii) Goo(x,2’) é uma fungao de dois-pontos, i.e., a funcao de Schwinger obtida a partir
do funcional de Schwinger a temperatura zero.

Agora, vamos analisar a funcao de dois-pontos que somos capazes de construir na
variedade euclidiana. Lembremos que a métrica euclidiana de Rindler possui uma singu-
laridade de coordenada na origem onde z = 0. O ponto z = 0 é uma singularidade conica
da variedade euclidiana, contudo é um ponto regular se o tempo euclidiano for periédico.

i) G(l)(x, x') é a fungao de dois-pontos que é periédica no tempo euclidiano de Rindler.
Esta é a funcao de Schwinger escalar de dois-pontos usual. E uma funcao da distancia
geodética entre dois pontos na variedade. Como todos os caminhos em torno da origem sao
topologicamente equivalentes, temos que G (x, 2') deve ser periédica no tempo euclidiano
de Rindler. Portanto, estas funcoes de Green podem ser geradas por derivadas funcionais
de Z(B;h), i.e., o funcional de Schwinger a temperatura finita Schwinger.

ii) GO (x,2') é a funcdo de dois-pontos que aparece na situacio onde o espaco euclidi-
ano possui um buraco na origem. No caso onde os dois pontos estao na linha de universo

circular, é possivel relacionar as duas funcées de dois-pontos G (z, ') e GO (x, 2'). Isto
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pode ser feito utilizando-se uma simples identidade trigonométrica

s 2
)= 3 a0 (s 2T 620

n=—oo
Como a funcao de Schwinger a temperatura finita deve ser periddica no tempo euclidiano
com periodicidade 3, fazendo a identificacao 3 = %’r, é claro que GW(z, 1) = Gy(x, 7).
Também teremos que GO (z,2') = G4 (z,2"). Portanto, estas funcoes de Green podem ser
geradas por derivadas funcionais de Z(oo; h), o qual é o funcional euclidiano a temperatura
zero que gera as fungoes de Schwinger em todo o espago euclidiano.

Agora, depois de uma rotagao de Wick, vamos aplicar a quantizagao estocastica para
o espaco de Rindler quadridimensional, o qual se torna uma variedade multiplamente

conexa, com a métrica euclidiana:
ds® = 22dt* + da] + dwj + d2*. (5.51)

No espago euclidiano de Rindler, a equacao de Langevin para o campo () seré:

0 0 So
Egp(Ta l’) - ’ g| 5 QO(ZL') ‘cp(a:):go(ﬁ x) + 77(7—7 (L’), (552>

onde Sy é a acao euclidiana para os campos escalares livres. Note que esta expressao

é bastante diferente da equagao de Langevin para a métrica de Einstein, equagao (5.1),

5So
Sp(x)

j& que temos uma poténcia inversa do determinante da métrica multiplicado por

Logo, com a métrica de Rindler acima, temos:

807_90(7', 1) = —(—A+ 22m?)o(r, x) + n(1, 1), (5.53)

onde o operador A é definido por:

A =07+ 22(02, + 02, + 02) + 20.. (5.54)
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Para prosseguirmos com a implantacao da quantizacao estocastica, temos que usar as
correlagoes do ruido generalizadas, dadas pelas equagoes (5.4) e (5.5).

A partir dos modos apresentados nas referéncias [199] [200], podemos obter os seguintes
modos euclidianos:

/2 .

1 -
U (2, 2) = 2<y Sinh(wu)) TG, (12), (5.55)

2
onde k.7 = kot + kix1 + koo, =/ k2 +m2e K, (z) sao as fungoes de Macdonald. Estas
sao normalizadas da seguinte maneira:

1 rdz _ o0, v')
~ Ki(uz) K (p2) = (v + v/)(sinh(7v) sinh(7v/))1/2”

(5.56)

w2
Agora, usamos a decomposigao geral em modos, dada pelas equagoes (5.10) e (5.11), com

a seguinte medida:

/dﬂ(k:):/ooo dy/dlZ:/Ooo du/dkl/dkg ‘;]jf. (5.57)

Lembrando a equacao (5.55) para os modos, teremos, novamente, que cada coeficiente de

modo obedece a uma equacao de Langevin com a forma:

aaTSOkV(T) = —(kg + ) (T) + M (7). (5.58)

A solugao para a equagao (5.58), com a condigao inicial ¢, (7)|r=o = 0, escreve-se:

o (T) = /OT dr' G, (1, 7' )n(7', k), (5.59)

onde

G (7,7) = exp (=(k + v2)(7 = 7)) 0(7 — ') (5.60)
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¢ a funcao de Green retardada para o problema de difusao. Usando as correlagoes do

ruido, temos que cada coeficiente de modo para o ruido aleatorio satisfaz

{(7) )y =0 (5.61)

(e () (77) ) = 26(7 = 7)d(k, K)o (v, 1), (5.62)

onde &(k, k') = 0(ko + ki)S(k + k).
A fungao de dois-pontos D,io) (1,7") pode ser calculada de modo similar ao caso de

Einstein. Temos:

)y _ / N (B4 =) _ ~((RRv?)(rT)
D) (7 7) = 8k K)3(s) g (78 e ). (5.63)
ou, no espaco das “coordenadas”:
1 oo
DOz a';7,7) = ﬂ/ dl//dk;l/sinh(ﬂy)Kw(uz)Kw(uz')
mt Jo
R —((B ) |r=7')) _ o= (kv (r+7) 5.64
10 (e —e ) (5.64)

No limite 7 = 7" — 00, e procedendo com passos similares aos da referéncia [199], pode-se
provar que obtemos, assim, o resultado usual para a funcao de dois-pontos livre, i.e., a
fungao de Schwinger de dois-pontos para uma distancia geodética (linha reta) entre os
pontos z e . Como é bem conhecido [198], esta funcao é determinada unicamente pelo
requerimento que, na auséncia de quaisquer buracos no espaco, identifica-se o “angulo” ¢
(o qual é o “tempo” euclidiano) com o angulo t+27n (n = inteiro), pois todos os caminhos
em torno da origem sdo topologicamente equivalentes. Portanto, como esperado, D(©) deve
ser peridédica em t com periodo 27. Mas, sabemos que, quando fazemos a continuacao

analitica t — 4t na métrica de Rindler, o horizonte de eventos, o qual no espaco de
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Minkowski é representado por uma barreira impenetravel ao observador acelerado, traduz-
se, na linguagem euclidiana, na afirmacao que caminhos fechados em torno da origem nao
podem ser contraidos de modo continuo a um ponto. Um observador inercial vé um espaco
com a topologia usual, R*, mas a topologia vista por um observador acelerado é diferente,
i.e., seu espaco possui um buraco. Logo, caminhos que dao voltas em torno da origem nao
podem ser todos deformados um no outro; eles caem em classes topologicamente distintas
rotuladas pelo nimero de voltas n. Agora, nao identificamos ¢t com t+27n. Esta funcao de
dois-pontos, a qual denominaremos D), exibe uma periodicidade infinita. Para obté-la,

devemos trabalhar com os seguintes modos [201]:

1 ,
Uy (T, 2) = 277T2(1/ sinh(mv))1/2eikimthazz) kol jr. (1)), (5.65)

Com esta prescrigdo, obtemos os mesmos resultados encontrados na literatura [202]:

n=+4o0o
DOz, 2's7,7) = Y. DW(x,a';7,7)
1 n=-+oo fo%S)
=1 Z / dy/ dk v sinh(mv) K, (u2) Ky, (p2')
T = —oo /0
i(k1x1+koxo)—ko|t+27mn
y e ( 171 2 2) 0‘ | (6—((k(2)+1/2)|7'_7—/|) - 6_((k(2)+y2)(T+T/)))

T , (5.66)

onde a distancia geodética entre os pontos x e ' é um comprimento de arco na funcao
DW . E interessante notar que, usando os modos dados pela equagao (5.65) (veja referéncia
[201]), e entao somando sobre todas as configuragbes com um nimero de voltas n, o
resultado é igual aquele alcancado quando utilizamos os modos dados por (5.55) (veja
referéncia [199]).

Vamos repetir o método para o caso de uma teoria com auto-interagao com uma agao

de interacao dada por:

sl = [ d'e Tol@)l3 (o). (5.67)
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Neste caso, temos equagoes similares ao caso de Einstein. A equagao (5.34), por exemplo,

escreve-se, no espaco de Rindler:
A 3y [ (0) (0)
(8) = =3 ks, k2)o(1,v2) [ dB(k) [ dr Giyoa (o = 7)DR (1. 1) D, (12, 7), - (5:68)

a qual, no limite 7 = 7/ — oo, torna-se:

- 1

A 1 1
(b)|7'1:7'2—>oo — _5 5(]{317 k2)5(V17 VQ) (k}% + V%) (k’% + k’% + V12 + VQQ) / dﬁ<k) (kg i VQ)
(5.69)

com semelhantes divergéncias e [ df = [ dv [ dkvsinh(7v) K, (uz)Ki, (uz). Agora, pode-
mos empregar a regulariza¢ao continua como antes [133], com um regulador que é funcao

do seguinte operador:
A =207, + 02, + 02) + 20, — 2*m”. (5.70)

A equacao de Langevin regularizada escreve-se:

D ) =~ + 1)) + R (7). (5:71)

com a solugao:

pr(7) = [ a7 G (1.7 R (7', ) (5.72)
onde Ry, (A) = R(A’; A)|ar—,2. Entao, é facil mostrar que a func¢ao de dois-pontos a zero
ordem e a contribuigao regularizada (b), ao nivel de um lago sdo dadas por, respectiva-

mente:

R2 ’ /
DQV(T, 7_/) — 5(k, k/)é(y, I//)ﬁ (e*((kg+1/2)‘TfT D _ 67((k8+y2)(T+7‘ ))) , (573)

RIQC v 1 2 RZV
e [ (k)
(k3 +vs) (ki + k3 +vi +v3) (k% +12)
(5.74)

A
(b)|r1:72—>oo = —5 5(k51, k2)5(V1, V2)
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Entao, a parte regularizada da contribuicao acima escreve-se:

—2,2

1 o0 o o dk’o . € A2

I= 474/0 du/o dk/ S VST K (1) K (52) 1 (5.75)

Com algumas manipulagoes assaz tediosas [92] [91] [168], chegamos em:

T\ Y2Am 22
I = <2) Ee 8 f(A, 2)7 (576)
onde a funcao f(A,z) é dada por
“+o0 2,2 imaA2 A imaA2 A

f= . C{?Kl(mv)e”\s <e . erfc(—m(ia+7r))—e_ T erfc(—m(ia—w)>>,
(5.77)

onde 7? = 222(1 + cosha) e erfc(x) é a fungao erro complementar, a qual satisfaz a
seguinte identidade:

erfe(—x) =2 —erfe(z). (5.78)

Nao é possivel apresentar a solu¢ao da integral na equacao (5.77) em termos de fungoes
conhecidas. Nao obstante tal inconveniéncia, é facil verificar que esta func¢ao f(A, z) possui
convergéncia forte, provando que de fato regularizamos a contribuicao para a funcao de
dois-pontos ao nivel de um lago. Célculos similares podem ser efetuados para a funcao
de quatro-pontos. A partir destas discussoes deve ficar claro que é uma simples tarefa
derivar as fungoes de Schwinger da teoria, pelo menos ao nivel de um laco.

Esta secao deixa claro que ainda ha, pelo menos, dois pontos bem delicados que
merecem ser investigados. O primeiro é relacionado com o comportamento do ruido
aleatorio perto do horizonte de eventos, e o segundo é a validade do programa além da

assinatura euclidiana.
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5.4 Quantizacao estocastica para a teoria do campo
escalar (A\p*);: o caso do espago de de Sitter

Nas secoes anteriores, o método da quantizacao estocastica foi empregado para se
estudar campos escalares com auto-interacao em variedades que podem ser continuadas
analiticamente para a situacao euclidiana, i.e., o espaco de Einstein e de Rindler. A
equacao de Langevin para os coeficientes de Fourier foi resolvida e entao a funcao de dois
pontos ao nivel de um laco foi exibida. Mostramos que esta diverge e, a fim de torna-la
finita, nos utilizamos de uma regularizacao estocastica covariante. E importante ressaltar
que este procedimento de estender a variedade real para uma complexa nas situagoes
acima faz com que a acao seja uma quantidade real, permitindo a implementacao da
quantizagao estocdastica de modo relativamente simples. Neste momento, cumpre lembrar
aqui como a interpretagao estocastica de campos livres e com interagao aparece na fisica.
Vamos a ela.

Existem dois tratamentos fundamentais para se conectar a folha euclidiana de uma
variedade complexa com uma folha lorentziana. A primeira lida com as propriedades
analiticas das fun¢oes de n-pontos na variedade do espaco-tempo complexa. A idéia de
campos euclidianos foi introduzida por Schwinger, onde a acao classica deve ser ana-
liticamente continuada para o tempo euclidiano. Além disso, Symanzik [203] construiu
a integral funcional euclidiana onde o funcional de persisténcia do vacuo definido em
um espaco de Minkowski torna-se uma média de mecanica estatistica de campos classicos
com um peso de Boltzmann, isto é, um funcional de um processo estocastico generalizado.

Nesta abordagem, o campo escalar euclidiano livre ¢ um processo gaussiano generalizado
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com média zero e covariancia {z| — A + m?|y). Veja, por exemplo, a referéncia [204]
para uma introdugao pedagdgica no assunto. Mais adiante, Osterwalder e Schraeder [205]
[206] provaram que, para teorias escalares, as fungdes de Green euclidianas, i.e., as fungoes
de Schwinger, as quais sao momentos de uma medida de Boltzmann, sao equivalentes as
funcoes de Green no espaco de Minkowski. Uma técnica alternativa para se obter uma
teoria euclidiana é comecar a partir da integral de trajetoria no espaco de MInkowski, onde
usualmente esta integral oscila bastante. Fazendo uma rotacao de Wick para o espaco
euclidiano, pode-se mostrar que a integral de trajetéria obtida converge e a continuacao
analitica de volta para o espaco de Minkowski pode ser facilmente realizada a fim de se
obter os resultados usuais. Esta abordagem foi desenvolvida por Gibbons, Hawking e
outros. A extensao do método euclidiano para a gravitacao quantica sobre métricas posi-
tivas definidas pode ser encontrada na sele¢ao de artigos da referéncia [207]. A aplicagao
do primeiro tratamento de processos aleatorios generalizados em espagos-tempo curvos,
sendo mais especifico, o espago-tempo de de Sitter, para campos escalares livres e com in-
teragao, pode ser encontrada na referéncia [208]. Vale a pena ressaltar que, em um espago
curvo genérico, nao é possivel definir a condicao espectral, e no espaco-tempo de de Sitter
tal condigao é substituida pelas propriedades analiticas globais das funcoes de n-pontos
na variedade euclidiana de de Sitter [209]. Este fato provou-se ser muito importante no
estudo de agoes nao-gaussianas em espagos curvos.

Sendo assim, uma questao natural envolvida na discussao do paragrafo acima seria
o estudo da quantizacao estocéstica de campos escalares com auto-interacao definidos
na variedade de de Sitter [117]. Este é o nosso propésito nesta se¢do. Vamos calcular a

funcao de Schwinger de dois pontos ao nivel de um lago e aplicar a regularizacao estocastica
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continua para se controlar divergéncias ultravioletas.
O espaco de de Sitter quadridimensional é representado de modo mais facil pelo hiper-
boldide [186] [187]:

2 2 2 2 2 _ 2
25— 2] — 25 — 23 — 25 = —Q°, (5.79)
imerso em um espaco de Minkowski de cinco dimensoes cuja métrica é
2 3.2 2 2 2 2
ds* = dzj — dzy — dz; — dz; — dz; (5.80)

Da forma da equagao (5.79), percebe-se que o grupo de simetria do espaco de de Sitter é
o grupo a dez parametros SO(1,4) das transformagdes de Lorentz homogéneas no espago
de imersao de cinco dimensoes, conhecido como grupo de de Sitter. Assim como o grupo
de Poincaré tem um papel central na quantizacao de campos no espago de Minkowski, da
mesma maneira o grupo de de Sitter de simetrias no espaco de de Sitter é fundamental
para a discussao de sua quantizacao. O espaco-tempo de de Sitter S; 3 possui curvatura

L —1
constante. A curvatura escalar de Ricci é dada por "(22 ),

Vamos introduzir em S 3 as coordenadas z” = (¢,£%), onde 3,8,7 = 0,1,2,3 e i,j =

1,2,3. Estamos seguindo as referéncias [210] [211]. Temos:
M =atant; —mw/2<t<7/2 (5.81)

(6
a_ EE €263 ab=1.234 5.82
z cost (57576)7 @, 5 Hy Dy Ty ( )

¢, €%,&% sendo as coordenadas na esfera ki + k3 + k3 + ki = 1. O “futuro” (“passado”)
infinitamente remoto corresponde a ¢t = 7/2 (t = —7/2) para as coordenadas do tipo

0

tempo t. As esferas tridimensionais z” = const. s@o hipersurperficies de tempos iguais.

Se escrevermos:

dk} + dk3 + dk; + dkj = w; (61,62, 6%) det de? (5.83)
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_ Oka Ok
onde wi; = 3¢ o,

é o tensor métrico de S3, o intervalo do espago-tempo de de Sitter pode

ser denotado da seguinte maneira:

052

ds® =

(022 - wyle! €2 € det de?). (5.84)

cos?t

Com uma rotacao de Wick usual, chegamos ao espago de de Sitter euclidiano escrito nas
coordenadas acima.

Os modos para a equacao de campo escalar acoplado conformalmente para o espaco

de de Sitter euclidiano sao dados por

Uy () = NVs + 10y, [k(€)] f,(t) cosht, (5.85)
coms=0,1,2,...,0 =1,...,(s+1)%. As fungoes ®,, sao polinomios harmonicos ortonor-

mais basicos em k de grau s. Eles sao indexados pelo indice o. As quantidades fpi(t) Sao0

expressas através de uma funcao hipergeométrica

1+ tanht>

> (5.86)

1 ; ; ; .
fot) = W\/F(ZHM)F(ZP —p+1) 6iptF(u, 1— piyip + 1

com p = %(1 — V1 —4m?) e m = mpa. A medida para a decomposi¢do em modos para

as equagoes (5.10) e (5.11) é dada por

) 1
/dupsg - = / S (5.87)

A equacao de Langevin de Parisi-Wu para campos escalares na variedade de de Sitter

euclidiana escreve-se como sendo:

0 goo 905
790<7_7 ZL’) = - + 77(7—7 x), (588)
or gl 09(@) lo@=¢(r.2) )

onde g = gooh, 9w = goohij, 1,5 = 1,2,3,4, g = det g, E possivel provar que esta é a

equacao de Langevin correta para campos definidos em espacos com uma métrica dada
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em termos gerais por:

ds® = goodt* + hijdacidxj. (5.89)

A acao euclidiana classica Sy é dada novamente por

Sp = / d'z /|l L. (5.90)

Na equagao acima, £ é a densidade lagrangiana:

1 1
L= 2 Guv Outp Oup + 2 (mg + §R)g02. (5.91)

Note que introduzimos um acoplamento entre o campo escalar e o campo gravitacional

representado pelo termo £ Rp?, onde ¢ é um fator numérico e R é o escalar de curvatura

de Ricci. Admitindo um campo acoplado conformalmente, temos £ = ﬂz:fg O campo
de ruido aleatério n(7, z) obedece a uma lei estatistica gaussiana, como antes:
(n(r,2) )y, =0, (5.92)
e
/ / 2 4 / /
<77(T7$)77(T7$)>n:H)’5(x—$)5(7—7)~ (5.93)
g(z

Substituindo as equagoes (5.90) e (5.91) na equagao de Langevin (5.88), obtemos

0 2
S p(7,a) = —goo(~A 1 + = Jo(r,@) + (. ), (599

onde A é o operador de Laplace-Beltrami, equagao (5.7).
Para prosseguirmos, em analogia com a situacao da variedade euclidiana, vamos in-
troduzir fungoes de Green retardadas para o processo de difusao G(1 — 7/, z,2’), a qual

obedece a

g + goo <—Ax + mg + 2> G(r—7,z,2) = — 6z — 2)6(r — 7'), (5.95)
or a?
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seT—7>0,eG(r—7,2,2/)=0se17—7 <0.
Usando esta fungao de Green e a condigao inicial ¢(7,z)|,—9 = 0, uma solu¢ao formal

para a equagao (5.94) é dada por

o(1,2) = /OT dr’ /Q d*a’ \/| g(2")| G(r — 7', 2 — 2" )n(7', o). (5.96)

Levando os modos dados por (5.85) na equagao (5.94), temos que cada coeficiente de

Fourier satisfaz a uma equacao de Langevin dada por

Lou(r) =~ + Dylr) + my(7), (5.97)

onde ¢ = p* + k? e K% = s(s + 2).

A solucao para a equagao (5.97), com a condi¢ao inicial ¢,(7)|;—o = 0, é dada por:

pur) = [ 4Gy (7). (5.98)
onde
Gylr,7') = exp (—(¢* + 1)(7 = 7)) 0(7 — ') (5.99)

é a funcao de Green retardada para o processo de difusao.
Utilizando as relagoes (5.92) e (5.93), temos que os coeficientes de Fourier do ruido

aleatdrio satisfazem

(1g(7) )y =0 (5.100)

(1g(T)ng (7') )y = 20(7 — 7)0% (. ), (5.101)

onde §*(q,q") = 6(p + p')0s5 050
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A fungao de dois pontos D,(7,7') pode ser calculada de um modo similar aos casos

anteriores. Temos:

Lo

D(r, 7/) = (27)5 (q,q/)m

(e*(q2+1)|T*T’I _ e*(q2+1)(T+T’)> : (5.102)
ou, no espaco de representacao de coordenadas:

D(r, 7’5z, 2") /d,u u, (v NDy(7,7") =

1 2 /
d (PH+D)|r=7'| _ —(®+1)(7+7") 5.103
| dia)u (Nq+n@ ¢ ). (5.103)

onde [ dji(q) é dada por (5.87) e, por simplicidade, o indice ¢ simboliza o conjunto de
indices pso que rotulam os modos. Apds simples célculos [91] [92], é facil provar que, no
limite (7" = 7 — o0), atingimos o resultado encontrado na literatura.

Agora, vamos novamente aplicar o método para o caso de uma teoria com auto-

interacao cuja acao de interacao ¢ dada por

Sl = [ d'a \la@) o). (5.104)

Da mesma maneira que procedemos nos paragrafos anteriores, podemos resolver a
equacao de Langevin resultante desta teoria com auto-interacao usando uma série pertur-

bativa em A. A funcao de dois pontos ao nivel de um laco é dada por

(@(T1, 1) (12, 22) ) = (a) + (b) + (c), (5.105)

onde (a) é a fungao de dois pontos a zero ordem dada pela equagao (5.102), enquanto que

(b) e (c) sdo dados, no espago dos momenta, por, respectivamente:
b = — 25 a,k) [ dip)ur v [ drG D,(r,7)D 5.106
(b) = =5 0%(qk) | dilp)uy uy | dT Go(m = T)Dp(7, 7) Die(72, 7), (5.106)

(c) = —;\54((], k)/ dp(p) w) u,; /DTQ dr Gi(1g — T)Dp(7,7)Dy(11, 7). (5.107)
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Estas sdo as contribui¢oes em primeira ordem. Substituindo as expressoes para Gy (T —
7') e Dy(7,7") definidas nas equagoes (5.99) e (5.102), respectivamente, pode-se mostrar

facilmente que, no limite assintético (131 = 75 — 00), o termo (b), por exemplo, é escrito

como:
A 1 1
D) s —ryoo = —=04(q, k I, 1
onde a quantidade I é definida por
o0 (3+1)2 1
_ + -
1= [ap S Y el ) (5.109)

Inserindo a expressao dos modos dada pela equacao (5.85) e usando um teorema de soma,

para os polinémios harmonicos, a expressao acima torna-se

I:Ecosh% i(s—l—lf/dp fﬂt)f‘(t)é (5.110)
Z PR R (s 7 |

Relembrando o fato que as quantidades fpi(t) sao funcoes hipergeométricas, a integral na

expressao acima pode ser calculada desde que escolhamos o contorno apropriado no plano

complexo da varidvel p. Estas fungoes sao regulares no pélo py = —i(s+1), e a integracao
produz
N? 2, — 2 f+
I = — cosh”t 1 ty) fo(t . 5.111
5 cosh sz:%)(s +1)7 £y (t1) f, (t) o) ( )

A série nesta equagao é claramente divergente, de modo que iremos precisar de um
procedimento para regulariza-la a fim de obtermos, assim, um resultado finito para a
funcao de dois pontos. Vamos novamente utilizar uma equagao de Langevin regularizada,

que ¢ uma espécie de generalizagdo de (5.88):
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2@(7’ ) = — goo 050
or /| g 6()

onde, como nos casos anteriores, o regulador ¢ uma funcao do laplaciano. Usando a

()+/¢y\mRMAM@% (5.112)
=p(T,x

o(x)

decomposi¢ao em modos dada pelas equagoes (5.10) e (5.11), a expressao acima pode ser

escrita como sendo

0

5-%a(T) = = (@ + D)pg(7) + Ryny(7), (5.113)

onde Ry = Ruy(A)|a——@rrs+1)2) € Ray(D) = [ dii(q) uf (x)ug (y) Ry, Entdo, é facil
mostrar que a funcao de correlacao de dois pontos para o campo livre no espago dos

momenta ¢ dada por:

meq:é;&@m

R2
q
(¢*+1)

(e—(q2+1)|f—7’| _ e—(q2+1)(7+7”)> : (5.114)

e a contribuicao em primeira ordem para a funcao de correlagao de dois pontos escreve-se:

()l e = —2 60, k) L (5.115)
A T1=T2—00 ~— 2 q7 (k’2 + 1) (q2 + l{}2 + 2) . .
O termo I(A) é dado por
00 (5+1)2 RQ
I(A) = / d + - T 5.116
( ) P =~ 02:21 upsa(‘rl)upsa(xl) p2 + (S + 1)27 ( )

o qual é semelhante a expressao (5.109), com a diferenga que ele é finito. Procedendo com
calculos similares, obtém-se:

—2(p?+(s+1)%) /A2

P2+ (s+1)2

I(A) = évz cosh? ¢ /dp i (s+1)° € [y () f, (t). (5.117)
T 5=0
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O comportamento da funcao exponencial garante que a integral na equagao acima ¢ finita.
Muito embora nao sejamos capazes de apresentar o resultado desta integral em termos de
funcoes conhecidas, para nosso propédsito ¢é suficiente saber que esta converge, como dito
acima. Portanto, logramos obter a funcao de Schwinger de dois pontos regularizada ao
nivel de um lago para um campo escalar massivo acoplado conformalmente no espago de

de Sitter.

5.5 O método de quantizacao estocastica: panorama
geral

Nas secoes anteriores, utilizamos o método da quantizacao estocastica para se estudar
campos em diferentes situacoes fisicas. No capitulo anterior, vimos que a introducao de
um kernel de memoria na equacao de Langevin auxilia na convergéncia de teorias com
acoes complexas. Dentro deste contexto, fizemos dois exemplos, a saber, o campo es-
calar com auto-interacdo e uma teoria topoldgica (Chern-Simons). O primeiro caso foi
introduzido por razoes meramente ilustrativas. O segundo caso, por outro lado, apre-
sentava um problema real, a convergéncia para o equilibrio afetada pela agao topoldgica,
que é complexa. Mostrou-se, dai, que este problema é resolvido levando-se em conta um
processo nao-markoviano.

Neste capitulo analisamos uma teoria de campos escalares com auto-interacao em
variedades que podem ser continuadas analiticamente para a situagao euclidiana, i.e.,
variedades riemannianas estaticas, a saber, a variedade de Einstein e a variedade de
Rindler. Primeiro nés resolvemos uma equagao de Langevin para os coeficientes de modo
do campo, entao exibimos a funcao de dois pontos ao nivel de um laco. Foi demonstrada

que ela diverge e usamos uma regularizacao estocastica covariante para regulariza-la. Foi
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mostrado que, de fato, a funcao de dois-pontos ¢é regularizada.

Uma pergunta natural que se apresenta, quando trabalhamos no espaco de Rindler,
é o que acontece com a fungao de correlagio do campo de ruido, dada por (5.93),
perto do horizonte. Desta equacao vemos que, sempre que tivermos g = detg,, = 0,
esta funcao de correlagao diverge, e, portanto, todas as funcoes de correlagao de n-
pontos (p(71,21)(T2, T2)...0(Ty, 1) )y terao valores sem sentido, em virtude da solucao
da equagao de Langevin. Podemos estabelecer um modelo introduzido por 't Hooft [212]
[213] a fim de se levar em conta tais efeitos; em outras palavras, podemos impor uma
condicao de contorno as solucoes da equacao de Langevin em um ponto perto do hori-
zonte. Lembramos que, em nossos cédlculos para o caso de de Sitter, tal situacao nao
aparece, visto que utilizamos um sistema de coordenadas onde o horizonte cosmoldgico
estd ausente. Por outro lado, no limite g = det g,, — o0, todas as fun¢oes de correlagao
se anulam. Gostarfamos de indicar que outro modo poderoso para se entender o com-
portamento das fungoes de correlagao no limite g = det g, = 0 pode ser a quantizagao
estocastica do modelo de Schwinger em duas dimensoes em um espac¢o com curvatura.
Este também pode ser uma maneira de se estudar a forma mais pertinente da equacao de
Langevin a ser utilizada em espacgo-tempo com curvatura.

Discutimos também que a presenca do parametro de Markov como uma dimensao
extra nos leva a um esquema de regularizacao que preserva todas as simetrias da teoria
sob estudo. Este é um ponto bastante importante em um procedimento de regularizacao.
Ele deve preservar todas as simetrias da lagrangeana nao-regularizada. Muito embora
muitos autores tenham enfatizado que nao é possivel esperar que uma prova da renor-

malizabilidade de teorias, em um espago com curvatura, exista que seja independente da
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regularizacao utilizada, como a regularizagao estocdstica nao é uma regularizacao de acao,
ela pode ajudar na construcao de tal prova. Estamos cientes do fato que o programa da
quantizagao estocéstica pode ser implantado sem problemas (a menos de problemas de
horizonte de eventos, etc.) se for possivel efetuar a rotacao de Wick, obtendo, assim, uma
acao euclidiana.

A imagem que emerge destas discussoes é que a implantacao da quantizacao estocastica
em um espaco-tempo com curvatura esta relacionada com o seguinte fato: para variedades
estaticas, é possivel efetuar uma rotacao de Wick, i.e., estender analiticamente a variedade
pseudo-riemanniana para um dominio riemanniano sem problemas. FEntretanto, para
variedades nao-estaticas com curvatura, teremos que generalizar o formalismo além da
assinatura euclidiana, i.e., devemos formular a quantizagao estocastica em uma variedade
pseudo-riemanniana, ndo em um espago riemanniano (como o espago euclidiano original)
como foi formulada originalmente. Claro esta que esta situagao é um caso especial de
formulacao euclidiana usual para sistemas com agoes complexas.

A diferenga principal entre o espaco euclidiano original e a implantagao da quantizagao
estocéstica no espago-tempo de Minkowski é o fato de que, no caso usual de uma acao real
euclidiana, a aproximagao ao estado de equilibrio é uma solucao estacionaria da equacao
de Fokker-Planck. Na formulacao de Minkowski, o hamiltoniano nao é hermitiano e os
autovalores deste sdo, em geral, complexos. A parte real de tais autovalores é impor-
tante para o comportamento assintotico em largos tempos de Markov. A aproximacao ao
equilibrio é atingida apenas se for positivo definido. Uma questao fundamental é: o que
acontece se a equacao de Langevin descrever um processo de difusao com uma agao com-

plexa? Alguns autores alegam que seja possivel obter resultados significativos a partir de
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tais equagoes de Langevin. Veja, por exemplo, o artigo seminal de Parisi [155]. Klauder et
al. [157] investigou a equagao de Langevin complexa, onde algumas simulagoes numéricas
em sistemas unidimensionais foram apresentadas. Veja também as referéncias [156] [158].
Finalmente, gostariamos de mencionar o tratamento desenvolvido por Okamoto et al.
[159], onde o papel do kernel na equacao de Langevin complexa foi estudado.

Queremos observar que existem muitos exemplos onde a agao euclidiana é complexa.
A quantizacao estocéstica no espaco-tempo de Minkowski, como discutimos; sistemas com
potencial quimico como, por exemplo, QC'D com potencial quimico nao-nulo a tempera-
tura finita; para teorias SU(IN) com N > 2, o determinante fermionico torna-se complexo
e também a acao efetiva. Termos complexos podem também aparecer na equacao de
Langevin para férmions, mas um kernel adequado pode cuidar deste problema. Outro
caso bastante instrutivo que merece nossa atencao é a quantizagao estocastica de teoria de
campos topoldgica. Como salientado anteriormente, uma caracteristica peculiar dentro
deste tipo de teoria é o aparecimento de um fator ¢ em frente a acao topoldgica no
espago euclideano. Em uma teoria topoldgica, o peso da medida da integral de trajetoria

¥ mesmo depois da rotacio de Wick. Uma tentativa de se usar uma

permanece o mesmo, e’
equacao de Langevin markoviana com um ruido branco para se quantizar esta teoria estd
condenada a falhar, pois a equacao de Langevin nao tendera a algum equilibrio em largos
parametros de Markov. Na literatura, ha diferentes propostas para se resolver o problema
acima mencionado. Em uma teoria de Chern-Simons puramente topolégica, Ferrari e
Huffel [175] introduziram um kernel nao-trivial na equagao de Langevin. Outra abordagem

foi desenvolvida por Menezes e Svaiter [115]. Estes autores mostraram que, ao se usar uma

equacao de Langevin nao-markoviana com um ruido colorido, o problema de convergéncia
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pode ser resolvido. Estes autores mostraram que é possivel obter convergéncia para o
equilibrio mesmo com um coeficiente de Chern-Simons imaginario. Concluimos dizendo
que varios métodos alternativos foram propostos para se lidar com sistemas fisicos inte-
ressantes onde a acao euclidiana é complexa. Estes métodos nao sugerem algum modo
geral de se resolver dificuldades particulares que sao levantadas em cada situagao.

O programa de se usar equagao de Langevin complexa para uma investigacao de
teorias quanticas de campos no espaco-tempo de Minkowski ainda nao esta estabelecida
e encontra-se sob discussao. Claro esta que, até o problema que discutimos acima for
resolvido, nao se pode dizer com certeza que o programa da quantizagao estocastica em

variedades pseudo-riemannianas nao-estaticas pode ser estabelecido com sucesso.



Capitulo 6

Conclusoes

Como dito no inicio do texto, esta tese se apresenta como um estudo de processos
estocdsticos em variedades riemannianas, com ou sem curvatura. Vimos nos primeiros
capitulos como o estudo da quantizagao estocastica pode ser motivado através da andlise
da termodinamica de buracos negros. A partir desta primeira motivagao, encontramos
varias outras questoes que poderiam ser abordadas dentro desta técnica, a saber, a quan-
tizacao de teorias cuja a acao é complexa e o estudo de teorias cujos objetos fundamentais,
i.e., os campos, estao definidos em variedades curvas ou com um horizonte de eventos.
Entendemos que um estudo sistematico da quantizacao estocéastica pode nos ajudar a de-
cifrar aspectos da teoria que permaneceram cobertos quando vistos pelos olhos dos outros
métodos de quantizagao. Por exemplo, conforme foi dito varias vezes ao longo deste texto,
ela nos presenteia com uma regularizagao que preserva todas as simetrias da teoria, a dita
regularizacao estocéstica covariante. Portanto, um passo importante para se entender de
modo mais profundo tal regularizacao seria, por exemplo, o estudo da regularizacao do
tensor momento-energia 7}, em um espaco com curvatura diferente de zero. Sabemos que,

quando se procede com a renormalizacao do T, o seu trago T, nao ¢ mais nulo, diferente
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do que acontece com o tensor momento-energia classico. Este resultado é conhecido como
sendo a anomalia do trago (ou anomalia conforme) do tensor momento-energia. Visto
todas as suas vantagens, a regularizacao estocastica covariante do T}, poderia trazer mais
informagoes importantes sobre o tema.

Como mencionado anteriormente, outra questao importante é a quantizacao de cam-
pos em espacos com buracos negros. Para se proceder com a quantizacao estocastica neste
caso, deve-se entender o que acontece com as correlagoes do ruido perto do horizonte de
eventos. Conforme discutido no capitulo anterior, estas podem vir a divergir, dificultando
a definicao de um processo estocéstico perto do horizonte de eventos. Outro ponto impor-
tante é como o efeito Hawking emerge dentro de um contexto de processos estocasticos
em variedades. Um estudo mais detalhado sobre o assunto faz-se necessario.

Ainda na questao de processos estocasticos, uma linha de pesquisa que tem se a-
presentado bastante importante é o estudo de sistemas fora do equilibrio. No estudo
de sistemas fora do equilibrio, devemos investigar mais profundamente a quantizagao es-
tocastica, modificando a equagao de Langevin markoviana para uma equacao de Langevin
nao-markoviana para responder a seguinte pergunta: que classes de equacoes de Langevin
generalizadas sao aceitaveis, de forma que no limite assintético a teoria quantica dos
campos usual é recuperada?

De qualquer forma, esta tese tenta apontar diferentes caminhos para se abordar a
teoria dos campos quantizados. Afinal de contas, que direcoes podemos esperar para a
teoria quantica dos campos? No presente momento ocorre com a teoria dos campos o
mesmo que ocorreu na década de sessenta do século XX. Apesar de termos varios pro-

blemas ainda em aberto, sem solucao, o interesse pela teoria quantica dos campos esta
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decrescendo gradativamente, sendo substituida por cordas, membranas e outros objetos
extensos. A teoria das cordas se apresenta como um formalismo capaz de ser usado num
dominio de energia e distancias onde a teoria quantica de campos falha, e que também se
presta a resolver problemas que nao podem ser atacados pela teoria dos campos. Neste
nova técnica, o principio de causalidade e as idéias da mecanica quantica sao mantidos,
mas trata-se de uma teoria formulada onde os objetos fisicos fundamentais sao entidades
unidimensionais, de forma que temos uma teoria nao-local. Apesar disso, as cordas in-
teragem localmente, preservando as conseqiiéncias da localidade, como, por exemplo, a
causalidade. Outro ponto bastante atrativo é que na teoria das cordas nao aparecem os
problemas das divergéncias ultravioletas, que permeiam a teoria quantica dos campos.
As teorias sdo finitas no ultravioleta, apesar de nao sabermos se métodos perturbativos
sofrem do mesmo problema que encontramos na teoria dos campos perturbativa, com
séries nao somaveis.

Os principios béasicos da fisica encontram-se em revisao no presente momento. Dentro
deste contexto, podemos mencionar aqui o espetacular progresso que a cosmologia vem
sofrendo desde o comecgo da década de 1970, o qual comecou com um entendimento teérico
dos processos fisicos no inicio do universo e que culminou em uma série de descobertas
observacionais. O comeco desta nova era na cosmologia pode ser associada ao desenvolvi-
mento das teorias de calibre das interagoes forte, fraca e eletromagnética. A descoberta da
liberdade assintotica permitiu que se fosse investigadas propriedades da matéria préxima
do denominado “big bang”. Muitas outras contribuicoes da cosmologia moderna a fisica
poderiam ser citadas; para o leitor interessado, indicamos a referéncia [214]. Por outro

lado, podemos nos perguntar se a teoria de cordas tera sucesso na descri¢ao da realidade
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ou sera vista apenas um conjunto de “verdades mateméticas”. Até o presente momento
nao sabemos como responder esta pergunta, visto que esta ¢ apenas uma possivel extensao
da teoria dos campos. O nosso entendimento da teoria das cordas ainda ¢é bastante primi-
tivo, pois nada sabemos sobre efeitos nao-perturbativos e também do porqué de termos
que aceitar que vivemos num espaco com alta dimensionalidade, para que a teoria seja
consistente matematicamente. De qualquer maneira, para sabermos do que se trata a
teoria de cordas, faz-se mister um entendimento profundo das propriedades e limitagoes

do objeto que ela pretende generalizar, qual seja, a teoria dos campos quantizados [215].



Apeéendice A

Demonstracao de que o valor da
funcao zeta espectral se anula na
origem do plano complexo s, i.e.,

Cp(8)]s=0 =0

Como discutido anteriormente, para levarmos em conta as propriedades de escala ( “scal-
ing”, em inglés), devemos introduzir um parametro arbitrario com dimensao de massa u
para definirmos todas as quantidades fisicas adimensionais e, em particular, efetuarmos a

mudanca

1d 1d 1

1
3 35 P(5) o0 = 5 0 o) o = 510 (3 ) o) oo (A1)

Neste apéndice, provaremos que a funcao zeta espectral em s = 0 se anula, por consegiiinte

a mudancga acima representada ¢ trivial. A funcao zeta de Epstein é definida como sendo

Zy(ay,...,ay;2s) = > ((al ni)? + ... + (a, np)2> 0, (A.2)
onde a linha indica que o termo referente ao modo zero associado ao operador em questao
deve ser omitido. Esta soma ¢é convergente apenas para 2s > p. Nao obstante, podemos
encontrar uma representacao integral que vale em todo o plano complexo com excecao de

pélos simples para p = 2s [93]. Esta representacao é dada por

(mn)°L(s) Z, (a1, ...,a,;2s) =
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12 e 2 2

- b s +n /n dx x (19(0,...,0; ay T, ..., a4, T) — 1)

(2P ) do £ @—29)/2-1 (19(0, ., 0;z/a, ...,$/a12)) - 1) , (A.3)
1

onde n?/2 é o produto de p's parametros a; dados por n?/2 = a;...a,, e a func¢io de Jacobi

eneralizada ¥(z1, ..., z,; 21, ..., T,), € definido por
) [ 2] ) »Yp)o

V(21 s 2p s T, oo Tp) = [ [ 0255 21) (A.4)
i=1
com Y(z; ) sendo a funcao de Jacobi, i.e.,
Izz)= Y emna—nta) (A.5)

Usando esta expressao integral para a fungao zeta de Epstein, dada por (A.3), podemos
achar que
Zp(a1, ooy 28) |50 = —1, (A.6)

para qualquer p > 1. Para continuarmos, vamos definir a funcao Z}g‘”(al, ey Ay 3 2S):

o0 [e.o]

Zzgq)(al, e @pi28) =Y > ((a1 ni)? + ... + (a, np)Q)_s . (A.7)

N1y Ng=1 Ng41,...,np =—00

Utilizando o resultado da equagao (A.6), pode-se mostrar, apds efetuarmos a continuagao

analitica da funcao Zz(ﬂ)(al, ...,y ;28), que a seguinte propriedade é vélida
2@y, 0y 28) oo = 0, (A3)

onde este resultado é valido para o intervalo 0 < ¢ < p. Pode-se demonstrar esta pro-

priedade por indugao matematica. Para ¢ = 1, temos:
Zp(a1, ..., ap328)| s=0 = Zp(ag, .., ap; 25)| s=0 + 22;”(&1, ey Q3 28) | s=0 - (A.9)

Como p > 1 podemos usar a propriedade dada pela equacao (A.6) para os dois primeiros

termos da equagao (A.9) e verificar que Zlgl)(al, wey Ay 3 28)|s=0 = 0. Vamos, agora, assumir
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que esta propriedade ¢é vélida para ¢ genérico, i.e., Z[()q)(al, ey Uy 328)| s=0 = 0, com p
arbitrario, porém satisfazendo a condi¢ao 0 < ¢ < p. Para completarmos a prova, devemos
verificar a propriedade para ¢ + 1, i.e., Zz()q,ﬂ)(al, ey Apr 328)| s=0 = 0 com p’ também

arbitrarios mas obedecendo a condicao 0 < ¢+ 1 < p’. A partir da propriedade

ngg)(al, ey Qpr 5 28) |50 = Zz(ﬂ)_l(al, ey Qg Qg 2y oy A3 28) | 5= + QZ;(;H)(CH, cey Q15 28) | 50

(A.10)
como 0 < g < p’ — 1 e admitindo a validade desta para ¢ arbitrario, dado pela equacao
(A.8), podemos ver que os dois primeiros termos de (A.10) se anulam. Portanto, con-
seguimos demonstrar que Z](,q,ﬂ)(al, vy @y 325)| 5= = 0. Estamos interessados em um

caso particular desta propriedade, a saber:

ZZ()p_l)(a17 3 28)| s = ( i i ((a1 ni)? + ... + (a, np)Q)—s>

N1y Np—1=1 Np=—00




Apeéendice B

A representacao de Klauder para o
gerador funcional de valor
independente

Para darmos um significado preciso para o funcional gerador de valor independente
Qolo, h], podemos tanto discretizar o espa¢o como utilizar o resultado do Klauder que
formaliza uma definicao para o funcional gerador de valor independente derivado para
campos escalares em um espaco euclideano d-dimensional. Este funcional gerador é uma
integral funcional gaussiana de média zero. Usando o fato que os campos definidos em

cada ponto do tempo euclideano sao estatisticamente independentes, podemos escrever

Qolo, h] = exp (— [t Lo, h(@)) , (B.1)

para alguma funcao L(c, h(z)). A expressao acima ¢ fundamental para nosso estudo.
Vamos ver como é possivel extrair alguma informacao a partir da mesma. Antes de
estudarmos o caso com interacao, vamos analisar um simples exemplo, com gy = 0. Neste

caso, temos

o o
Z[ﬁv Qa h] go=0 — €XP <_;/ddx/ddx,5h(x) K(mo,O';I' - .ZU,) 5h($/)> Q0[0-7 h]|90:07

(B.2)

138



Apéndice B. A representacao de Klauder para o gerador funcional de valor independente 139

onde Qylo, h], o funcional gerador de valor independente, é dado por

Qolo, hls| go=0 = N/[dgo(:c)] exp (/ dz (—; omi*(r) + h(:c)gp(:z:)) ), (B.3)

onde, mais uma vez, o kernel modificado K (my, o;x —x') esta definido pela equagao (2.7).

O funcional de valor independente livre deve satisfazer & Qo[o, h]|p=g—0 = 1. Gostari-
amos de observar que, na derivacao de Klauder para o modelo de valor independente livre,
um resultado foi obtido o qual é bem definido para todas as funcoes que sao quadrado-
integraveis em R" i.e., h(x) € L*(R"). Como estamos assumindo que h = cte, devemos

normalizar nossas expressoes. Portanto, temos

Qo(o, h)| go=0 = €xp <_2V01m(2)/ A%z hQ(g:)), (B.4)

A generalizagdo para o campo escalar com auto-interagao Z—O, ©P(z) é feita de maneira
direta. E possivel mostrar que o funcional gerador de valor independente pode ser escrito

como sendo

Qo(o,h) = exp(—;// dx /_O:O TZ? (1 — cos(hu)) exp (—;amg u? — ﬁu”) ) (B.5)

Nao ha necessidade de entrarmos nos pormenores de tal derivacao. O leitor interessado
pode encontrar maiores detalhes na referéncia [67]. A fim de estudarmos Qo (o, h), vamos

definir E(my, 0, go, h) dado por

o du
E<m0707907h) :/

1 9o
— (1 —cos(hu))exp | —=om2u? — =P | . B.6
i cstye (~Jangar - ) (o
Empregando uma representacao de séries para cos x e lembrando o fato que a série obtida

(>0 ¢k fe(u)) converge uniformemente no intervalo [0, 00), a mesma pode ser integrada

termo a termo. Nao é dificil mostrar que

= (=1)" > - 1 90
E(myg, 0, go, h) :2; k)] h%/o duu* " exp —§0m3u2—p—!up . (B.7)
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Agora, vamos usar o fato que o parametro o pode ser escolhido de tal modo a facilitar
nossos calculos. Esta é a principal diferenca para o resultado do Klauder. Analisando
apenas o funcional gerador de valor independente, nao seria possivel expressar Qy(o, h)
de uma forma fechada mesmo sendo a fonte externa constante. Vamos escolher o = 0.

Portanto, temos que

- 9o
E(mo, o, g0, h Z_: h%/ du u? exp(—p—! uP). (B.8)
Neste ponto de nosso estudo vamos aproveitar para introduzir a seguinte representacao
integral para a fungao gama [91]
00 1 v
/ dra’ texp(—pa?)==-pu »T <V> , Re(u) >0 Re(r)>0 p>0. (B.9)
0 p p

Agora fica claro que podemos estudar a teoria (go ¢?), para p > 4 par, mais facilmente

empregando nosso método. Usando o resultado dado pela equagao (B.9) na equagao (B.8),

temos que
th
E(m(b g, gOa a 0 — Z g pa T2k (BlO)
90
onde os coeficientes g(p, k) sao dados por
k
9(p. k) = ;((28! (p!)?F(ka)- (B.11)

Levando as equagoes (B.10) e (B.11) em (B.5), obtemos que o funcional gerador de valor

independente Qy(o, h)|,—o pode ser escrito como sendo

| (B.12)

1 s >
Qo(Uah)|a_0=eXP[— | ar [ata Y gk
2Q8 Jo Pt

90
E facil calcular a segunda derivada do funcional gerador de valor independente com res-
peito a h. Note que Qo(o,h)|,_,_, = 1. Logo:

92

1@ h2k72 h2k
WQO(U’ P)lo=o = (—kal 9(p, k)(2k)(2k — 1) ) exXp (—2 Z g(p, k ) +

p P
90

k=1 90
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+G(907p7 h)v (B13)
onde G(go,p, h) é dada por
0o h2k+2q—2 1> h2k
Glgo.p:h) = | D 9.k, @) —5z— | exp —52 9, k)= | (B.14)
k,q=1 9 P k=1 gop

e g(k,q) = kqg(k)g(q). Estamos interessados no caso h = 0, portanto a série dupla nao

contribui para a equagao (B.13), j& que lim,_oG(h) = 0. Deste modo, apenas o termo
k =1 contribui na equacao (B.13). Temos:
o 1 I

ﬁQO(O_7 h)|h:0:0 = —— 7 (B15>



Apendice C

A equacao de Langevin markoviana e
nao-markoviana

Uma maneira de analisarmos a dinamica de um sistema fora do equilibrio é com a
utilizacao da teoria do movimento browniano. A expressao fundamental é a equacao de
Langevin que contém uma contribuicao de forgas de friccao e outra de forgas estocasticas.

A equacao de movimento para uma particula browniana é dada por

d
mﬁv(t) = —¢v(t) +0F(t), (C.1)

onde —¢ v(t) é a forga de fric¢do proporcional a velocidade e § F(t) é a forca estocdstica.
Na equagao (C.1), m é a massa da particula browniana imersa no fluido. Os efeitos da

forca estocastica sao dadas pelas suas fungoes de correlacao:

(6F(t)) =0 (C.2)

(SF'(t)0F'(t')) =2B&; 6(t —t'), (C.3)

onde B mede a intensidade da forca estocéastica. A fungao delta na equagao (C.3) significa,

fisicamente, que nao existe correlacao entre impactos que sofre a particula browniana em
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diferentes intervalos do tempo. A equacao de Langevin pode ser resolvida:

v(t) = exp <_§L t) v(0) + ; /Ot ds exp <—7i(t - s)> SF(s). (C.4)

Utilizando o fato de que a forca estocastica tem uma distribuicao gaussiana definida pelos
seus momentos, pode-se mostrar que a velocidade quadratica média de cada particula

browniana é dada por

(V2(t)) = exp (—?jt) 2(0) + ;fn (1 ~ exp <—2ﬂf> t) | (C.5)

onde (...) define médias estocdsticas.

Como a forca estocastica 0F(t) tem uma distribui¢do gaussiana é posivel relacionar
a intensidade do ruido estocastico com a magnitude £ da forga de friccao (B = £371)
onde 37! é a temperatura do banho. A equacao de Langevin dada pela equacao (C.1)
é chamada markoviana pois a forga de fric¢ao (—€&v(t)) no tempo ¢ é proporcional a
velocidade em t e o ruido é branco. Em outras palavras, sua densidade espectral, isto é,
a transformada de Fourier da funcao de correlagao de dois pontos associada ao ruido, é
independente da frequéncia.

A equagao de Langevin pode ser generalizada para situacoes onde a friccao em um ins-
tante de tempo ¢ depende da histéria da velocidade v(s) para tempos s que s@o anteriores
a t. Neste caso o coeficiente de friccao é substituido por uma funcao de memoria. Esta
equacao de Langevin generalizada, conhecida por equacao de Langevin nao-markoviana,

Se€ escreve como

mjtv(t) — /0 T ds M(s)v(t — s) + GF(1). (C.6)



Apeéendice D

A funcao de Green retardada para o
problema de difusao numa teoria de

Chern-Simons Abeliana

Neste apéndice, derivamos a funcao de Green retardada para o problema de difusao

G (k, 7). Expandindo o denominador da equagao (D.1), dada por

kuky K
ko, 1 <(5"” B ’f)z ~ €k <4ﬂ>>
_ Fuhv 1

Gk, z) = 7 - T 2 2
EE T
temos:
k,k, 1 k,k, K
Gl ) = =25 Z+<(5W—%)Il(z)—euyok(,(@r)h(z),
onde:
z
[1(2) = P(Z 5
MA Z)
L(z) = P(i’)
e:
P =240 Y MR WEIVE
(2) = 2"+ = A(2)z + 5 Mj(2) + yp A (2)

Usando a seguinte representacao exponencial para o kernel de memoéria My (7):

n 1 n
My(7) = @Az(AQ |7 1) eXP(—A2 | 71),
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onde A é um parametro, teremos, para o caso n = 0:

23 4+ 2A222 + A4z

145

I _ D.7
1(2) Q(Z) Y ( )
A2 A4
1 2 2 D.
e:
Q(2) = 2" + 20223 + (A* + )22 + aN?2 + 3, (D.9)
onde:
k2 A2
a = o (D.10)
e
k4 K\2, ,\A*
==+ (—) k|—. D.11
g (54 + <47r) ) 4 ( )
A fim de se obter a transformada inversa de Laplace da equagao (D.2), devemos
procurar solugdes para a equacao quartica (z) = 0. Como é bem conhecido, uma

equacao quartica genérica é uma equacao polinomial de quarta ordem da forma:

2+ asz> 4+ ayz® + a1z 4+ ag = 0.

(D.12)

Utilizando uma técnica algébrica familiar desenvolvida por Ferrari e Cardano [216], é facil

mostrar que as raizes da equagao (D.12) sdo dadas por:

Z = —iag + ;PH— ;D,
29 = —leag + ;R — ;D,
23 = _411% — ;R—i— ;E,
2y = —iag — ;R — ;E,

(D.13)

(D.14)
(D.15)

(D.16)
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onde:

1 1/2
R= <4a§—@2+y1> )

) (F(R) + G)m for R#0
v (F(O) + H)m for R = 0,
- <F(R)—G>1/2 for R#0
e <F(O)—H)l/2 for R =0,

1
G= Z(4a3a2 —8ay —al)R ™,

e y1 ¢ uma raiz real da seguinte equacao cibica:

v — asy® + (a1a3 — 4ag)y + (4asag — a% — agao) =0.

Portanto, a transformada de Laplace inversa de [1(z) e I5(z) seré:

234+ 20227 + Az

ILi(r) = e +
1(7) (21— 22) (21 — 23) (21 — 24)
3 2.2 4
25 + 2025 + Az o 4
(22 — 21)(22 — 23) (22 — 24)
3 2.2 4
2y + 2025 + Nz 57 4
(23 - Zl)(z3 - 22)(23 - 24)
23 4 20227 + Az ur
(24 — 21) (24 — 22) (24 — 23)
(&
A A%
L(t) = 77117 e +
(21 — 22)(21 — 23)(21 — 24)
A2 A4
n SRt S o 4

(22 — 21)(22 — 23) (22 — 24)
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(D.19)

(D.20)
(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)
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T ous S
(23 - 2‘1)(2’3 - 22)(23 - 24)
A? At
+ 22t &7 (D.25)

(24 — 21)(24 — 22) (21 — 23)

Agora, vamos estudar um simples critério de convergéncia de modo que G, (k,7) — 0
quando 7 — oo. Nesta situagao, o sistema converge para um equilibrio. Comparando o
polinomio €(z) com a expressao (D.12), é trivial fazer as seguintes identificagoes: ay = £,
a; = a\?, ay = a + A* e, finalmente, as = 2A2. Por conveniéncia, vamos assumir que R,
definido pela equacao (D.17), ndo se anula. Para continuarmos com os cédlculos, vamos

introduzir as seguintes quantidades reais o e «, definidas respectivamente por

O T RV D.26
= | a2 4a3 Y1 = (=) (D.26)
(§]
= _l 2 12 — _A4 1/2 D.2
Yy=(a2+ U 5% =(a+uy )7, (D.27)

onde usamos as identificacoes a; = a + A* e az = 2A?. Dai, devemos ter:

R = io, (D.28)

E = ir. (D.29)

Logo, com as identifica¢oes acima, é facil ver que G, definida por (D.22), se anula identi-
camente. Portanto, teremos, das equagoes (D.18) e (D.19), que D = E. Vemos também
que:

0 +~4*=2a - A* >0, (D.30)

o que implica em:

(D.31)
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onde a equagao (D.10) foi usada, o que é um critério de convergéncia similar ao caso do
campo escalar sem massa [114].

Portanto, das equagoes (D.13) - (D.16), (D.28) e (D.29), obtemos as seguinte solugoes

para (z) = 0:
A2 1, 1,
a=- + 5to + 507 (D.32)
A2 1. 1.
2= + 5t = 517, (D.33)
A% 1. 1.
== =50 + ot (D.34)
A2 1. 1.
2= = = lo = oy, (D.35)
Logo, destes ultimos resultados, teremos, finalmente, para G, (k, 7):
k,k, .
Gk, 7) = 7 + 9 G1(k, T) + G, Ga(k, ) |0(T), (D.36)

onde:

Gi(k,7) = <( A7 sin<(a =) 7') + (:os<(02+w7')>eA2277 (D.37)

o+7) 2

Ga(k,7) = <( AQV) sin((g _ 7>7') + cos,((a ; ) 7)>6_A2‘2T, (D.38)

o — 2

€ gu € Ju aparecendo na equagao (D.36) sao definidos por:

g/w = Huu - hf,uz/; (D39)
G = hyw — 1, (D.40)
com:
A? K
= —— — D.41
o 2706“1/'0]%(477)’ ( )
1 /A (0+7)? k., k
I, =—(—+—>1(0,, — “V> D.42
a 'ya( 4 + 4 >( a k2 )’ ( )
e
~ 1 /AY (0—7)? k, k
n, =——~,-—+——=+ 5,,—“”). D.43
z w( TR )( Ca (D-43)
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