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ditou em mim e no meu potencial, e que infelizmente não conseguiu ver esta
nossa conquista.

Ao meu orientador Alexandre da Silva Rosas, pelo sua orientação dedi-
cada e por ter acreditado na minha capacidade de realizar este trabalho.

Ao professor Sérgio Coutinho por ter me apoiado em momentos dif́ıceis
da minha jornada, por ter me orientado até o mestrado, e lutado para que
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Resumo

Nesta tese, o estado condensado do modelo de Potts desordenado de q es-
tados é investigado, com o aux́ılio de técnicas de sistemas dinâmicos, através
das propriedades do atrator desta fase.

O atrator do estado condensado é observado num espaço de parâmetros
constrúıdo a partir da variância da transmissividade térmica em função da
temperatura. São consideradas quatro distribuições de probabilidade iniciais:
Delta-bimodal, Exponencial, Gaussiana e Uniforme, para iniciar o processo
de evolução sob renormalização no espaço real de um sistema numa dada
temperatura, para um sistema no estado condensado. Para tanto foram
usadas técnicas do grupo de renormalização na rede hierárquica do tipo di-
amante, juntamente com o método dos reservatórios estocásticos para obter
a evolução do sistema.

Quando esse sistema evolui para o estado condensado, o fluxo de renor-
malização converge para uma região onde os pontos do espaço de parâmetros
ficam confinados num intervalo finito de temperatura (atrator), ao invés de
convergir para um ponto-fixo estável, como é habitual em vários modelos de
spin.

A distribuição de probabilidades dos acoplamentos renormalizados foi in-
vestigada por meio dos histogramas destas distribuições, bem como a in-
fluência da temperatura inicial no surgimento desta região atratora. Foi
observado que o processo de renormalização conduz a distribuições anti-
simétricas com média negativa. Além disso observa-se que a dimensão, da
região atratora no espaço de parâmetros não é inteira, e juntamente com suas
propriedades de auto-similaridade confirmamos sua estrutura fractal.

Usando o método de reconstrução de Takens aliado ao método de Wolf
foi posśıvel obter os expoentes caracteŕısticos de Lyapunov e determinar a
caoticidade do atrator da fase condensada. Através do ajuste de curvas dos
resultados obtidos extraiu-se o valor numérico deste expoente.
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ABSTRACT

In this thesis, the condensed state on q-state Potts model disorded
is investigated, with the aid of techniques on dynamical systems, through of
properties of attractor of this phase. The attractor of condensade phase is
observed in a parameters space built from them variance thermic transmissi-
vity in function of temperature. Are considered four probability distribuition
initials: Delta-bimodal, Exponential, Gaussian and Uniform to begin the
process of evolution over renormalization in the real space of a system in a
determinate temperature, for a system in condensed state. For as were used
thecniques from renormalization group in hierarchical lattices of diamond
type, jointly with method from sthocastics revoirs to obtain the evolution
on system. When it system evolve for the condensed state, the renormali-
zation flow converge for a region where dots on parameters space confineds
in a finite interval temperature (attractor), opposite to converge for stable
point-fix, how is usual in several spin models. The probability distribuition
on coupleds renormalizeds was investigated by means histograms of its dis-
tribution, well how the influence of temperature initial in appering of its
attractor region. Was observed which the renormalization process drives the
assymmetrics distribution with negative average. Moreover observes wich the
dimension, attractor region in parameters space is non integer, and jointly
with itself propieters of self-similarity confirm itself fractal structure. Using
the reconstruction Takens method allied in the Wolf method its possible
obtain the Lyapunov characteristic exponents and determine the chaocity of
attractor od condensed phase. Through adjust on curves of resulted obtained
extracted one the numerical value of this exponent.
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2.10 Variância da transmissividade térmica versus temperatura re-
normalizada, 1000 amostras, 100000 iterações, q = 3 e dF = 5,
distribuição Exponencial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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3.3 Mapa loǵıstico mostrando a n-ésima iteração xn em função do
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Caṕıtulo 1

Introdução

Desde a sua descoberta os materiais magnéticos desempenham um impor-
tante papel na tecnologia moderna, pois encontram aplicações em um grande
número de produtos e processos industriais dos mais variados setores[1, 2].
Essas aplicações vão desde funções muito simples, como pequenos ı́mãs per-
manentes usados para fechaduras de móveis e utenśılios, a inúmeros com-
ponentes sofisticados utilizados na indústria eletro-eletrônica e de computa-
dores. A mais notável delas é sem dúvida, a de gravação magnética, cujo
mercado tem expandido enormemente. No setor eletro-eletrônico, os materi-
ais magnéticos são suplantados em volume de aplicação apenas pelos semi-
condutores, tendo importância econômica quase tão grande quanto estes, e
sendo elementos essenciais de muitos dispositivos e equipamentos.

Do ponto de vista das propriedades magnéticas básicas, os materiais
magnéticos são classificados em três grandes classes: materiais duros, ou
ı́mãs permanentes, materiais moles, também chamados doces ou permeáveis
e materiais intermediários, ou meios de gravação magnética.

Os materiais duros, usados em ı́mãs permanentes, tem altos valores de
magnetização remanente, ou seja, são materiais que ao reduzir o campo
magnético ao qual foi submetidos, a curva de magnetização não retorna pela
mesma curva do material virgem, consequentemente mesmo com um campo
nulo, há um valor finito para a magnetização, estes são utilizados com a fi-
nalidade de criar um campo magnético fixo sem a necessidade da passagem
de uma corrente elétrica. Os materiais moles são aqueles facilmente magne-
tizáveis pela aplicação de um campo externo, e facilmente desmagnetizáveis
com a retirada do campo, portanto eles devem ter um ciclo de histerese muito
estreito, estes são utilizados para criar um alto fluxo magnético a partir de
uma corrente elétrica devido a um campo externo variável. Já na situação
dos meios de gravação magnética, estes devem ter um ciclo de histerese inter-
mediário, tais materiais são usados para armazenar uma informação e pos-
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teriormente haver reprodução deste sinal, este procedimento foi amplamente
utilizado na construção de discos ŕıgidos para computadores.

Nosso próximo passo, será no entendimento do comportamento micros-
cópico desses materiais. Numa primeira análise, precisamos entender de que
forma estes campos interagem com a matéria e o que torna posśıvel esta
interação.

O comportamento desses materiais num campo magnético externo é de-
terminado pela origem de seus dipolos magnéticos e pela natureza da in-
teração entre eles. Os dipolos magnéticos têm origem no momentum angular
intŕınseco dos átomos que compõem o material, este momentum foi batizado
de spin do átomo, que por sua vez é de natureza quântica, ou seja, não há
um análogo clássico que represente o spin.

Outro ponto importante está na organização dos átomos que compõem o
material, ou seja, torna-se importante considerar como é composta a geome-
tria da rede do sólido, compreender a periodicidade em que os átomos estão
dispostos, assegura conclusões importantes acerca das propriedades f́ısicas do
sistema [3, 4]. Uma propriedade importante que podemos citar é a simetria
translacional, que é observada na rede de Bravais, ao se estudar o compor-
tamento dos átomos numa dada célula básica, os resultados obtidos nesta
estrutura, devem ser observados em qualquer outra localização desta rede.

Observando estes dois pontos, geometria e spin, poderemos entender como
os campos externos atuam na amostra, bem como, porque alguns materiais
exibem propriedades magnéticas mesmo na ausência de campos externos, e
de que forma a temperatura pode influenciar neste comportamento. Inici-
almente Pierre Curie foi quem verificou esta situação, tal que os materiais
diminuiam a magnetização com o aumento da temperatura e tornava-se nula
acima de um certo valor Tc, chamado de temperatura de Curie. Atualmente
sabe-se que, localmente, em pequenas regiões chamadas de domı́nio, alguns
materiais apresentam magnetização finita mesmo na ausência de campo, esta
situação é chamada de magnetização espontânea e resulta da forte interação
entre os spins vizinhos, os quais tendem a mantê-los alinhados. Uma con-
seqüência disto, é que estando na temperatura T = 0, as flutuações térmicas
cessam e estes domı́nios interagiriam de forma intensa produzindo uma mag-
netização de saturação, devido ao alinhamento comum de todos os spins da
amostra.

Numa tentativa de se estudar a magnetização espontânea, Weiss propôs
um modelo teórico, mesmo quando o momento magnético atômico era desco-
nhecido, indicando que cada dipolo magnético atômico sofre a ação de campo
magnético efetivo criado pelos vizinhos, que tende a fazer com que eles fiquem
alinhados na mesma direção, este campo efetivo, foi chamado por Weiss de
campo molecular e seria proporcional a magnetização local. Portanto, cada
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dipolo tende a se alinhar com a direção média dos dipolos vizinhos, e as-
sim este modelo pode ser utilizado para calcular a magnetização local em
função da temperatura e do campo aplicado. Esta teoria de campo molecu-
lar foi mais tarde explicada através da mecânica quântica, ela está associada
a chamada energia de intercâmbio (exchange) de Heisenberg, cuja origem é
eletrostática, no entanto, de natureza puramente quântica.

Podemos perceber agora a importância em criar um modelo que consiga
investigar com profundidade as propriedades magnéticas de um determinado
material, observando sua estrutura interna, ou seja, sua rede e como spins in-
teragem entre si dentro da amostra. O modelo de spins interagentes bastante
investigado, foi o de Ising, este modelo percorreu uma longa história depois
de ter sido resolvido exatamente em uma dimensão por Ernst Ising. Este mo-
delo é caracterizado pela situação em que os spins podem possuir dois estados
posśıveis ±1, para o caso ferromagnético teremos J > 0 e este J representa
a energia de interação entre os spins. Diversos trabalhos foram desempe-
nhados usando este tipo de modelo para descrever sistemas magnéticos, uma
solução anaĺıtica obtida para a rede quadrada com interações de primeiros
vizinhos na ausência de campo externo foi proposto por Onsager [5, 6]. Neste
trabalho podemos perceber a complexidade da solução obtida bem como a
dificuldade em se obter tal resultado. Este tipo de dificuldade estimulou a
busca pela obtenção de novos métodos que possibiltem investigar o compor-
tamento do sistema, mesmo sem possuir uma solução exata [7, 8]. Dentro
das várias técnicas utilizadas, uma que podemos destacar, é a do grupo de
renormlização, a qual foi proposta inicialmente por Wilson [9], e que tem
duas principais vertentes: uma aplicada a teoria de campos, conhecida como
técnicas no espaço-k, e outra reportada como técnica no espaço real. Esta
última surgiu como um conjunto de argumentos proposto por Kadanoff, que
simplificavam os cálculos no regime cŕıtico, e desta forma conseguia indicar
quais os expoentes cŕıticos seriam extráıdos.

O objetivo do grupo de renormalização no espaço real é reduzir gradual-
mente o número de interações entre os śıtios da rede, preservando as propri-
edades f́ısicas do sistema [8, 10]. Em alguns problemas, esta técnica torna-se
simples de aplicá-la, no entanto, em outros, torna-se ainda mais complica-
dos. Por exemplo, se aplicarmos esta teoria na rede de Bravais, esta será
deformada e teŕıamos que acrescentar termos adicionais no Hamiltoniano de
interação, tornando dif́ıcil obter solução para o sistema em estudo.

Já quando aplicamos esta mesma técnica em redes hierárquicas (rede
fractal), o processo ocorre de forma mais natural, pois devido a sua autosi-
milaridade, ao passo que ocorre a renormalização, a rede vai sendo decorada
(construção da rede hierárquica) ou dizimada, não precisando alterar a rede.
Além do mais, os resultados obtidos neste tipo de rede são bastante razoáveis,
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produzindo muitas vezes conclusões muito próximas daquelas observadas na
rede de Bravais.

Semelhantemente ao modelo de Ising, há outros modelos de spins que
tentam explicar a fenomenologia do magnestimo. Um que podemos indicar é
o modelo de Potts, neste os spins podem ter diversos estados, para a situação
em que temos dois estados, representaria o modelo de Ising.

Este modelo vem sendo bastante investigado em diversos trabalhos. No
que se refere à aplicações do grupo de renormalização em redes hierárquicas,
a criticalidade e multifractalidade do modelo de Potts ferromagnético foi
estudado [11]. A temperatura cŕıtica, parâmetro de ordem, para o mo-
delo de Potts com interações aleatórias competitivas foi investigado [13, 14].
Num outro trabalho, é investigado o ferromagneto de Potts com um campo
magnético constante externo aplicado na rede hierárquica do tipo diamante
com p ligações e fator de escala igual a b [15], nele é observado no diagrama
de fases uma redução dimensional do parâmetro de ordem, a bacia de atração
está separada de tal forma da fase paramagnética que é contornada por uma
complexa superf́ıcie, ao longo da linha que contorna a superf́ıcie existe uma
espécie de “pico”. Em outro trabalho efetivado no modelo de Potts [16],
trata-se o modelo com três, quatro e dez estados, fazendo uso do método de
monte carlo, numa rede hipercúbica em duas dimensões d = 3 e d = 4, onde
as variáveis de spin interagem através da energia Jij , sendo estas variáveis
aleatórias independentes com uma distribuição Gaussiana de probabilidade
com média J0 e desvio padrão unitário, ou distribuição delta-bimodal com
média nula. Nesta investigação a temperatura cŕıtica e o expoente cŕıtico
ν que estáligado ao comprimento de correlação na criticalidade, são obtidos
para os tamanhos de rede L = 4, 6, 8, 12, e também o expoente cŕıtico η
através da suceptibilidade na região de cŕıtica, em quatro dimensões o mo-
delo de Potts para três estados apresenta transição de fases bem definida, já
para o modelo com dez estados, está longe de ser observada uma transição
de fase em qualquer temperatura.

Em outra circunstância o modelo de Potts, é aplicado na rede de Bethe de
ordem dois [17], com interações entre os vizinhos mais próximos. Neste é ob-
tido um diagrama de fases, que apresenta cinco fases distintas:ferromagnético,
paramagnético, modulado, antifase e paramodulado. A fase paramodulada é
encontrada em baixas temperaturas e caracterizada por pontos bi-periódicos
do sistema dinâmico. Esta fase encontra-se dentro da fase modulada e é
inerente ao modelo de Potts, ou seja, não ha um análogo que possa ser en-
contrado no modelo de Ising.

Já em outro trabalho é sugerido a criação de um modelo h́ıbrido, ou seja,
juntar o modelo de Potts com o modelo XY [18], modelo este que possui
uma variação cont́ınua de estados, e criar um novo hamiltoniano de interação
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que é utilizado para explicar o comportamento de um sistema de poĺımeros
flex́ıveis, ligados numa superf́ıcie em cadeias ŕıgidas. Para investigar este
problema é sugerido uma espaço de parâmetros do tipo P (U) em função
de U , sendo P (U) a distribuição de probabilidade e U a energia interna, e
realizado simulação de Monte Carlo para obter a temperatura de transição,
ainda foi realizada uma comparação entre os dois modelos e o modelo h́ıbrido,
e ficou constatado que a temperatura do modelo h́ıbrido é mais baixa em
relação modelos quando considerados em separado, além do mais um declive
aparece sugerindo que o modelo sofra uma transição de primeira ordem.

No nosso trabalho, será enfocado o modelo de Potts com q estados, apli-
cado na rede hierárquica do tipo diamante, com dimensão fractal d e fator
de escala b = 2. Portanto, estamos dando continuidade a um trabalho reali-
zado ainda durante o mestrado, nele conseguimos determinar a temperatura
cŕıtica e os expoente cŕıticos β, sendo este ligado a magnetização na região
de criticalidade e ν, ligado ao comprimento de correlação com relação, no
entanto, no estado condensado do modelo para q = 3 e d = 5, é observado
um objeto, o qual parece que todos pontos iterados abaixo da temperatura
cŕıtica fluem para ele.

No próximo caṕıtulo passamos a descrição espećıfica do modelo de Potts,
em seguida fazemos uma descrição do modelo de rede utilizado, que na nossa
situação será a rede hierárquica do tipo diamante, logo após trataremos da
técnica do grupo de renormalização de Migdal-Kadanof, para depois mos-
trarmos na outra seção o modelo aplicado na rede hierárquica e os principais
resultados já bem estabelecidos na literatura. Em seguida é apresentado
o modelo de Potts com interações aleatórias competitivas aplicado na rede
hierárquica d-dimensional para q-estados de Potts e o processo de renorma-
lização, na penúltima seção será apresentado o método numérico e o espaço
de parâmetros apropriado, e na última seção apresentamos os resultados já
obtidos no nossso trabalho anterior, bem como o nosso principal motivador
deste trabalho, o atrator da fase condensada.

No terceiro caṕıtulo, mostramos as principais técnicas utilizadas em sis-
temas dinâmicos para detectar a caoticidade de um objeto. Começamos
mostrando que a partir de exemplos simples pode-se obter caos e comenta-
mos rapidamente acerca da estabilidade de pontos fixos. Na primeira seção
mostramos as principais descrições de um atrator estranho, que é um objeto
que exibe propriedades caóticas, relatando inclusive alguns exemplos bem
conhecidos da literatura. Na segunda seção, apresentamos o expoente de
Lyapunov, o qual tem como objetivo fornecer uma medida da divergência
das órbitas no espaço de fases. Na terceira seção mostramos as principais
técnicas para se obter o Expoente de Lyapunov de uma série de dados expe-
rimentais.
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No quarto caṕıtulo mostramos os resultados obtidos quando aplicamos as
técnicas de sistemas dinâmicos ao nosso atrator da fase condensada para o
modelo de Potts com interações aleatórias competitivas na rede hierárquica.
Na primeira seção deste caṕıtulo avaliamos a influência da temperatura inicial
no surgimento do atrator da fase condensada, na segunda seção é analisada
as distribuição dos acoplamentos renormalizados, na terceira seção obtemos
por meio de simulação numérica a dimensão fractal do atrator, e na última
seção aplicamos o método de Wolf, referido no terceiro caṕıtulo para se obter
o expoente de Lyapunov do atrator.

No quinto caṕıtulo apresentamos as nossas conclusões acerca do trabalho,
bem como propomos o que ainda precisa ser investigado acerca deste pro-
blema ocorrido na fase condensada do modelo em estudo, e ainda sugerimos
o problema do modelo na presença de um campo magnético externo.
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Caṕıtulo 2

O Modelo de Potts

Neste caṕıtulo estaremos iniciando a descrição do modelo de interação
entre spins, que neste trabalho será abordado o modelo Potts com q-estados,
ou seja, diferentemente do modelo de Ising que somente possui dois estados
posśıveis, tambem estaremos focados na descrição do tipo de rede a ser utili-
zada, a qual é importante pois estará mostrando a forma com que os átomos
são arranjados.

Utilizaremos a técnica do grupo de renormalização no espaço real e jun-
tamente com o método dos reservatórios poderemos mostrar a construção de
um espaço de parâmetros apropriado. Onde é observado a transição de fases,
mostrando duas bacias de atração posśıveis, a fase paramagnética e o estado
condensado. No final do caṕıtulo apresentamos um objeto que surge na fase
condensado, o qual é investigado neste nosso traballho.
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2.1 Descrição do Modelo de Potts

Historicamente este modelo foi sugerido por Domb como um tópico da
tese de doutorado de Potts [19], como uma generalização do modelo Ising que
possui dois estados posśıveis, para um modelo com estados posśıveis. Eles
propuseram que o sistema de spins estaria confinado num plano [20], cada
um desses spins apontando para uma das q direções posśıveis, separados por
igual distância, e caracterizados por ângulos, ou seja:

Θn =
2πn

q
, n = 0, 1, 2, ..., q − 1. (2.1)

Na Figura 2.1 exibimos uma configuração t́ıpica de estados posśıveis para
o modelo de Potts.

q = 2 q = 4q = 3

Figura 2.1: Alguns estados posśıveis para os spins no modelo de Potts. Na
situação mostramos para q = 2, q = 3 e q = 4.

Uma situação em que temos uma rede quadrada com N spins e diversos
estados posśıveis é mostrado na Figura 2.2.

Conforme observamos na Figura 2.2 a interação entre spins é determinada
pelo ângulo relativo entre os estados, representados por vetores, e os vizinhos
mais próximos [20]. Portanto, o Hamiltoniano de interação toma a forma:

H = −
∑

<i,j>

J (Θij) , (2.2)

onde Θij = Θqi−Θqj , representa a diferença entre os ângulos que representam
os spins no estado q, e os śıtios vizinhos i e j. Enquanto que a série com o
ı́ndice < i, j >, representa uma soma nos primeiros vizinhos mais próximos.
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Figura 2.2: Rede quadrada com N spins.

No Hamiltoniano da equação 2.2, Domb sugeriu que a interação J (Θij),
conforme verifica-se em [20], tomasse a seguinte forma:

J = −ǫ1 cos (Θij) . (2.3)

sendo ǫ1 uma constante.
No entanto, fazendo uso desta definição, Potts conseguiu somente deter-

minar os pontos cŕıticos para q = 2, 3, 4 na rede quadrada [20]. Então ele
deixou como observação no final do seu trabalho, que para analisar qualquer
valor de q [20] a interação J (Θij) deveria ser do tipo:

J (Θij) = −ǫ2δσi,σj
, (2.4)

sendo, σi o estado do i-ésimo śıtio e δσiσj
, o delta de Kronecker, o qual é

definido por:

δσi,σj
=

{

1, se σi = σj

0, se σj 6= σj

Mostramos o Hamiltoniano do modelo de Potts apenas com interações
entre os spins para os primeiros vizinhos, no entanto, considerando interações
de ordem superior, teremos:

−βH = L
∑

i

δσi,0 +
∑

<i,j>

Kijδσi,σj
+

∑

<i,j,k>

Kijkδσi,σj ,σk
+ . . . , (2.5)
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onde β = 1
kBT

, sendo kB a constante de Boltzmann.
O parâmetro L na equação 2.5 representa a ação de um campo externo

constante aplicado no sistema, o Kij é a interação entre os spins para os
primeiros vizinhos, e Kijk a interação entre os spins para os segundos vizinhos.

No entanto, para o nosso trabalho, analisamos o modelo de Potts com
interação entre os primeiros vizinhos, na ausência de um campo externo [21],
ou seja,

H = −q
∑

<i,j>

Jijδσi,σj . (2.6)

onde Jij , representa a interação entre os śıtios vizinhos.
Usando o Hamiltoniano mostrado na equaação 2.6, fazendo Jij = constante,

e aplicando a aproximação de campo médio [22, 23], obtemos a energia livre
[13, 20]:

β [F (m) − F (0)] =
1

q
[1 + (q − 1) m] ln [1 + (q − 1) m]

+
(q − 1) (1 − m)

q
ln (1 − m)

−γK

2q
(q − 1) m2, (2.7)

onde K = J
kBT

, F (m) representa a energia livre, m representa o parâmetro
de ordem, q representa o número de estados e γ o número de coordenação
da rede.

Expandindo a energia livre [13, 20], obtêm-se os seguintes pontos cŕıticos:

γKc = 2, para q = 2, (2.8)

e

γKc =
2 (q − 1)

(q − 2)
ln (q − 1) , para q > 2. (2.9)
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2.2 O Modelo de Spins Aplicado na Rede Hie-

rárquica

No estudo de sistemas magnéticos, sabemos da necessidade do conheci-
mento acerca da interação entre os spins e como estes estão dispostosna rede,
de posse desta disposição podemos ver de que forma ocorre estas interações.

Verificamos que diversos trabalhos em sistemas magnéticos foram reali-
zados na rede de Bravais, no entanto, o número de soluções anaĺıticas exatas
é bastante reduzido. Uma alternativa que foi levada em consideração, foi
utilizar os modelos de spins em redes hierárquicas (fractais). Tais redes são
obtidas através do processo de iteração a partir de um elemento primitivo,
denominado célula primitiva ou básica [11], mantendo-se a invariância de
escala. Esses tipos de rede foram consideradas pela sua possibilidade de for-
necer resultados exatos, e além do mais, os resultados obtidos são bastante
coerentes com aqueles conseguidos através de simulação numérica em rede
de Bravais [24].

Existem diversos tipos de estruturas fractais, tais como: poeira de can-
tor, diamante, bethe, tapete de sierpinski, dentre outras [25, 26]. Um bom
trabalho que trata dos diversos tipos dessas estruturas, e que mostra a apli-
cabilidade nas diversas áreas, pode ser observado em [27].

Um tipo de rede hierárquica, bastante investigado, é a rede do tipo dia-
mante [11, 12, 13, 14, 29, 30, 31, 32, 41] e nosso trabalho será concentrado
neste tipo de rede. A rede do tipo diamante é composta pelo processo de
iteração, na qual temos dois pontos conectados, o qual é associado a hierar-
quia, ou geração, zero, podemos observar isto na Figura 1.4(a). Num próximo
passo a conexão é substitúıda por dois ramos em paralelo, cada um com duas
ligações em série, conforme mostrado em Figura 1.4(b), formando assim a
célula unitária da rede de diamante, o que constitui a primeira hierarquia.
Na segunda iteração cada ligação da célula unitária da rede é substituida
pela própria célula unitária, formando a segunda hierarquia, demonstrado
isto na Figura 1.4(c). Desta maneira o processo é repetido sucessiva vezes,
compondo assim a rede. Em cada vértice da rede são postos os spins, desta
forma os vértices são vistos como śıtios da rede, e as ligações considera-
das como os acoplamentos entre os spins. O processo realizado, na forma
de composição da rede é conhecido como processo de decoração, enquanto
que quando procedimento ocorre no sentido inverso, este é conhecido como
dizimação [21, 33]

Na situação da Figura 2.3 estamos tratando de uma rede cuja dimensão
fractal é igual a 2. No entanto, numa rede diamante mais geral, em que
temos p conexões, com n śıtios internos, ou b = n + 1 ligações em série,
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(c)(a) (b)

Figura 2.3: Construção da rede hierárquica do tipo diamante com dimensão
fractal d = 2. (a) hierarquia zero, • são os śıtios internos, e os dois outros da
extremidade da célula são os śıtios ráızes, (b) primeira hierarquia ou célula
básica, (c) segunda hierarquia.

sua dimensão fractal é definida pela razão no limite de infinitas hierarquias
entre o logaŕıtmo do volume (número de śıtios ou ligações), pelo logaŕıtmo
do tamanho caracteŕıstico (número mı́nimo de ligações entre os śıtios ráızes)
[25, 26, 27, 34], ou seja:

dF = 1 +
ln (p)

ln (b)
. (2.10)

Para uma rede com N hierarquias, o número total de śıtios é:

NS = 2 +
(b − 1) p

[

(bp)N − 1
]

(bp − 1)
, (2.11)

e o número de ligações sendo:

NB = (bp)N , (2.12)

onde b representa o fator de escala e p o número de conexões da rede.
Para a Figura 2.3, temos um fator de escala b = 2 e p = 2 conexões para a

célula unitária, portanto teremos uma dimensão fractal dF = 2. Então, com
esta metodologia temos de forma iterativa a construção da rede (decoração),
ou decomposição da rede (dizimação).
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2.3 Teoria do Grupo de Renormalização de

Migdal-Kadanoff

O método é apropriado para modelos definidos em redes que apresen-
tam uma simetria de escala discreta. Com esta técnica é posśıvel reduzidir
o número de graus de liberdade do sistema mantendo-se a invariância das
propriedades f́ısicas dos sistema. O processo é constituido pela subdivisão
da rede em blocos, ou grupos de śıtios, cada bloco sendo substituido por
um único śıtio que representa todos os śıtios do bloco e suas respectivas in-
terações. Podemos observar uma ilustração desta técnica aplicada na rede
quadrada, na Figura 2.4.

(a) (c)(b)

Figura 2.4: (a) Representa a rede original, (b) representa escolha de blocos
da rede, (c) rede renormalizada com os novos śıtios e acoplamentos.

Neste processo observamos que passamos ter uma nova rede, reduzida por
um fator de escala, com um número menor de spins, e uma redução no número
de interações por um fator de escala b. Teremos assim um novo Hamiltoniano
associado a rede renormalizada, sabendo que o procedimento preserva as
propriedades f́ısicas do sistema [8, 9], então teremos uma transformação do
tipo:

H′ = R
(

H
)

, (2.13)

onde H, H′, representam o Hamiltoniano adimensional e o Hamiltoniano
adimensional renormalizado respectivamente, definido por:

H =
H

kBT
, (2.14)

e R, representa a operação realizada.
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Após esta transformação reduz os graus de liberdade através da relação
[8]:

bd =
NS

N ′
S

, (2.15)

sendo NS e N ′
S, o número de spins da rede original e o número de spins

da rede renormalizada, respectivamente, a dimensão da rede e b, o fator de
escala.

A condição que deve ser satisfeita por qualquer transformação do grupo
de renormalização para que as propriedades f́ısicas do sistema original sejam
preservadas, então a função de partição seja invariante sob a transformação
de escala, ou seja:

ZN ′

S

(

H′
)

= ZNS

(

H
)

. (2.16)

Desta forma, a energia livre total permanece a mesma sob a transformação,
e sendo a energia livre uma quantidade extensiva [23, 35], então a energia
por spin reduzida [8], transforma-se da seguinte forma:

f
(

H′
)

= bdf
(

H
)

, (2.17)

sendo:

f =
f

kBT
. (2.18)

De posse destes resultados, poderemos aplicá-los em qualquer tipo de
rede. No entanto, quando aplicamos esta técnica na rede de Bravais perce-
bemos que há uma deformação da rede, portanto torna-se necessário acres-
centar termos adicionais no Hamiltoniano de interação. Este procedimento
já quando aplicado na rede hierárquica, o processo torna-se mais natural,
pois a rede hierárquica é construida a partir do processo de iteração de uma
célula unitária, então à medida que o processo de renormalização ocorre a
rede é simultaneamente constrúıda não precisando assim acrescentar termos
no Hamiltoniano de interação.

Na próxima seção aplicaremos o nosso modelo de interação entre spins na
rede (Modelo de Potts) hierárquica.
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2.4 O Modelo de Potts na Rede Hierárquica

Nesta seção, vamos ilustrar a aplicação do modelo de Potts com interações
ferromagnéticas na rede do tipo diamante [13], com dimensão fractal dF = 2.

Inicialmente, pode-se obter a equação de renormalização para o mo-
delo, apartir do Hamiltoniano referido na equação 2.6, tomando Jij = J ,
e aplicando-o na rede hierárquica do tipo diamante 2.3 (ver apêndice), então
teremos:

K ′ =
2

q
ln

[

(q − 1) + exp (2qK)

(q − 2) + 2 exp (qK)

]

. (2.19)

Onde K ′, representa o acoplamento renormalizado, e K = J
kBT

são os
acoplamentos antes do processo de iteração da rede.

Continuando o nosso trabalho, precisamos usar uma nova variável, deno-
minada transmissividade térmica [38, 39], definida como:

ti = pi
c − pi

d =
1 − exp

(

−qJi

kBT

)

1 + (q − 1) exp
(

−qJi

kBT

) , (2.20)

esta nova grandeza, de maneira simplificada, mede a probalidade de um śıtio
estar correlacionado a outro. Onde dada uma configuração, um outro śıtio i,
ter uma probabilidade pc de possuir a mesma configuração (conectado), ou
uma probabilidade de possuir uma configuração diferente pd (desconectado).

Desta maneira, para o modelo de Potts na rede hierárquica:

tn−1 =
2tn

2 + (q − 2) tn
4

1 + (q − 1) tn
4

. (2.21)

A iteração desta equação levará aos pontos fixos, os quais são determina-
dos pela condição

tn+1 = tn. (2.22)

A partir desta condição achamos as soluções, t = 0, que representa a fase
paramagnética, ou seja, para T → ∞ e t = 1, a qual representa o limite de
temperatura T → 0. Podemos ainda obter uma solução que será extráıda da
equação:

(q − 1) t3 + t2 + t − 1 = 0. (2.23)

A soluções da Equação 2.23, duas são complexas e uma raiz é real, para
q ∈ N . Esta raiz real corresponderá a um ponto-fixo instável, que estará
associado a transmissividade térmica no ponto cŕıtico tc. Portanto

Achou-se a temperatura cŕıtica do modelo estudado:
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Tc =
−qJ

2kB ln (tc)
. (2.24)

E o expoente cŕıtico ν, associado ao comprimento de correlação [11, 13],

ν =
ln(2)

2 ln
{

2(1−tc2)
tc[(q−2)tc2+2]

} (2.25)

Os cálculos para obtenção da equação de renormalização podem também
ser observados no apêndice deste trabalho.
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2.5 Modelo de Potts com Interações Aleató-

rias Competitivas

Vamos considerar uma célula unitária da rede hierárquica do tipo dia-
mante d-dimensional e q-estados, mostrada na Figura 2.5. Cada conexão
entre dois śıtios vizinhos da rede, representa a interação entre os spins de
Potts, colocados sobre os nós da rede.

Com o uso da técnica do grupo de renormalização poderemos encontrar
uma equação mostrada em 2.26, correlaciona os acoplamentos renormalizados
com os acoplamentos iniciais [8]:

K ′ = f ({K}) , (2.26)

ou seja, a equação de renormalização nos diz que o acoplamento renormali-
zado é função dos acoplamentos não renormalizados.

Na nossa situação, que é o modelo de Potts com interações aleatórias
competitivas, cada conexão entre spins, será uma variável aleatória que obe-
dece a uma distribuição de probabilidades. As distribuições de probabilidade
são bem conhecidas na literatura [42], as quais são mostradas a seguir, todas
com média e variância unitária:

1.Distribuição Delta-bimodal

P (Jij) =
1

2
[δ (Jij − 1) + δ (Jij + 1)]. (2.27)

2.Distribuição Exponencial

P (Jij) =
1√
2

exp
(

−
√

2|Jij|
)

. (2.28)

3.Distribuição Gaussiana

P (Jij) =
1√
2π

exp
(

−1

2
J2

ij

)

. (2.29)

4.Distribuição Uniforme

P (Jij) =

{

1

2
√

3
, se −

√
3 ≤ Jij ≤

√
3

0, caso contrário
(2.30)
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(b)

µ
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K 1 K p

L 1 Lp

K’

µ 

µ 

( a )

Figura 2.5: Processo de dizimação da rede diamante d-dimensional, com fator
de escala b = 2, e p conexões.

O processo de dizimação da rede é similar aquele visto na Figura 2.3,
conforme podemos observar na Figura 2.5:

Onde consideramos uma rede diamante com N hierarquias, onde cada
śıtio possui uma variável de spin de Potts, que pode assumir q estados. Ou
seja, σ = 1, 2, 3, . . . q. Toda célula básica introduzida na N-ésima hierarquia,
cada spin interno, interage com spins ráızes µ′ e µ, via as interações Ki

e Li. Para toda célula da rede com N hierarquias será fixado os valores
das variáveis de spin dos śıtios ráızes, µ e µ′, e é efetuada a dizimação das
variáveis de spin dos śıtios internos de cada célula, introduzida na N-ésima
geração. Primeiramente, usamos o Hamiltoniano de Potts na ausência de
campo externo aplicado, descrito pela equação 2.6, ou seja:

H = −q
∑

<i,j>

Jijδσi,σj
.

Reescrevemos, o hamiltoniano na forma adimensional, ou seja:

H = −βH = q
∑

<i,j>

Kijδσi,σj
, (2.31)

sendo, o Kij
Jij

kBT
, e β = 1

kBT
, onde kB é a constante de Boltzmann.

Podemos então, escrever a função de partição para o modelo:

Z =
∑

{σ}
exp



q
∑

<i,j>

Kijδσi,σj



 . (2.32)
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Deste ponto em diante, aplicamos a função de partição na rede hierárqui-
ca, conforme já hav́ıamos comentado na seção 2.2. O processo de decoração,
o qual é o inverso do observado na Figura 2.5, ou dizimação, já observado
na Figura 2.5, da rede hierárquica do tipo diamante d-dimensional, se faz
olhando para a célula básica, devido a sua autosimilaridade. Da mesma
maneira quando estivermos efetuando o processo de renormalização, ocorrerá
naturalmente o processo de decoração da rede.

Portanto a função de partição da equação 2.32, aplicada na célula básica
da rede diamante d-dimensional, toma a seguinte forma:

Z =
∑

µ′

∑

µ

∑

σ1

. . .
∑

σp

p
∏

i=1

exp [q (Kiδσi,µ′ + Liδσi,µ′)] . (2.33)

Da mesma forma conforme foi definido no nosso trabalho anterior [13, 14],
definiremos a função de partição restrita:

Zµ′µ =
∑

σ1

. . .
∑

σp

p
∏

i=1

exp
[

q
(

Kiδσi,σµ′
+ Liδσi,σµ

)]

. (2.34)

Tal que:
Z =

∑

µ′µ

Zµ′µ. (2.35)

Podemos agora, manipular ainda melhor a função de partição restrita
definida na equação 2.34, da seguinte forma:

Zµ′µ =
∑

σ1

exp [q (K1δσ1,µ′ + L1δσ1,µ)]

. . .
∑

σp

exp
[

q
(

Kpδσp,µ′ + Lpδσp,µ

)]

(2.36)

Conforme estudamos os diversos casos, no nosso trabalho anterior para
os ı́ndices µ′ e µ [13, 14], chegamos a uma expressão para função de partição
restrita:

Zµ′µ =
p
∏

i=1

[(q − 2) + exp (qKi) + exp (qLi)] (2.37)

Quando aplicamos o processo de renormalização diversas vezes até chegar
na situação em possuimos somente dois śıtios ráızes µ′, µ e o acoplamento
renormalizado K ′, teremos o seguinte Hamiltoniano para esta configuração:

H′ = qK ′δµ′,µ + constante. (2.38)

Podemos agora escrever a função de partição para o sistema renormali-
zado:

Z ′ =
∑

µ′µ

Z ′
µ′µ =

∑

µ′,µ

A exp (qK ′δµ′,µ) , (2.39)
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onde Z ′, Z ′
µ′µ representam a função de partição total e restrita respectiva-

mente do sistema renormalizado e A uma constante a ser determinada.
Agora com a equação 2.39, verificamos que existem duas possibildades

para escrever a função de partição restrita:

1o Caso: µ′ = µ
Z ′

µ′µ = A exp (qK ′) . (2.40)

2o Caso: µ′ 6= µ
Z ′

µ′µ = A. (2.41)

De acordo com a definição obtida pela teoria do grupo de renormalização,
a função de partição do sistema renormalizado deve ser igual a função de
partição do sistema não renormalizado [8]. Então chegamos a equação de
renormalização do modelo de potts sem campo externo aplicado, na rede
diamnate d-dimensional, com interações aleatórias [13]:

K′ =
1

q

p
∑

i=1

ln

{

(q − 1) + exp [q (Ki + Li)]

(q − 2) + exp (qKi) + exp (qLi)

}

, (2.42)

sendo p o número de conexões.
Verificamos para esta situação aqui, que diferentemente do que ocorre na

rede de Bravais, encontramos de maneira exata, a equação de renormalização
para os acoplamentos. Trabalhamos também na obtenção da equação de
renormalização para a transmissividade térmica, variável esta, apresentada
anteriormente na equação 2.20, então escrevemos elas na forma:

tKi
=

1 − exp (−qKi)

1 + (q − 1) exp (−qKi)
, (2.43)

e

tLi
=

1 − exp (−qKi)

1 + (q − 1) exp (−qLi)
. (2.44)

Trabalhando as equações 2.43, 2.44 e 2.42, chegamos na expressão que
representa a equação de renormalização para a transmissividade térmica:

K′ =
1

q
ln

[

1 + (q − 1) t′

1 − t′

]

. (2.45)

onde

t′ =
1 − exp (−qK ′)

1 + (q − 1) exp (−qK ′)
. (2.46)
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Com as equações de renormalização para os acoplamentos e para a trans-
missividade térmica, podemos agora construir o diagrama de fases para o
estudar o nosso sistema f́ısico. Para tanto precisamos de ińıcio, descrever
o método que usaremos para escrever este espaço de parâmetros que será
mostrado na próxima seção.
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2.6 Método dos Reservatórios

Sabemos em prinćıpio, que os acoplamentos Ki e Li, são variáveis a-
leatórias com uma determinada função de distribuição de probabilidades.
Portanto, usaremos métodos estocásticos para criar o espaço de parâmetros.

Vamos descrever, a metodologia numérica que será utilizada para iterar
a equação 2.42. O processo usado, é o método dos reservatórios [40]. Neste
processo, primeiramente escolhemos uma distribuição inicial conhecida, as
distribuições escolhidas são aquelas definidas anteriormente nas Equações
2.27 à 2.30. A partir desta distribuição, são escolhidos de forma aleatória os
acoplamentos Ki e Li, os quais serão aplicados na equação de renormalização
2.42, e desta maeira gerar um acoplamento renormalizado. Novamente fa-
zemos uma escolha aleatória para os acoplamentos Ki e Li, e geramos ortro
valor para o acoplamento renormalizado, fazemos este procedimento até gerar
um banco de acoplamentos renormalizado suficientemente grande para ga-
rantir que o processo estocástico esteja estatisticamente descorrelacionado.
O tamanho do banco deve ser muito maior que o número de ligações da rede
considerada. Podemos ver os esquema deste método na Figura 2.6.

No segundo passo da renormalização, a distribuição inicial é substituida
pelo banco de acoplamentos renormalizados, e apartir dele o processo de
escolha aleatória dos acoplamentos é novamente realizado até construir um
novo banco de acoplamentos renormalizados, e em seguida efetuar uma nova
troca dos bancos. Todo processo é efetivado sucessivas vezes, conforme seja
necessário. Podemos ver o esquema deste método na Figura 2.6.

Com este método, construimos um espaço de parâmetros composto, pela
variância da transmissividade térmica ∆ versus temperatura T [13, 14, 31],
inicialmente temos a variância da transmissividade térmica [38]:

∆ = t2 − t
2
, (2.47)

sendo t, a transmissividade térmica.
Fizemos isto numericamente, usando a relação bem conhecida na litera-

tura [37]:

t2 − t
2

=
1

N2

∑

i

t2i −
(

1

N

∑

i

ti

)2

, (2.48)

onde N , representa o tamanho da amostra.
Enquanto que, a temperatura é obtida, como sendo o desvio padrão dos

acoplamentos renormalizados [13, 14, 31]:

kBT =
1

√

K2 −K
2
, (2.49)

33



onde é tomado, a média configuracional dos acoplamentos renormalizados, o
procedimento para obter o desvio padrão é semelhante ao obtido através da
Equação 2.48, bastando somente fazer os cálculos para os acoplamentos, ao
invés da transmissividade térmica.

Acoplamentos Iniciais

K
,

K
,

KKK 1 2 N

Equaçao

de

Renormalizaçao~

~

K Li i

Figura 2.6: Ilustração do Método dos Reservatórios
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2.7 A Temperatura Cŕıtica e o Estado Con-

densado no Modelo de Potts com Intera-

ções Aleatórias Competitivas

Neste espaço de parâmetros que acabamos de discutir, a partir de um
dado valor inicialde temperatura, o processo de renormalização faz com que
a temperatura flua para uma das bacias de atração dos pontos fixos estáveis
das fases paramagnética e condensada. Fazemos isto para cada uma das
distribuições iniciais mostradas nas equações 2.27 à 2.30.

Foi com toda esta metodologia, que obtivemos a temperatura cŕıtica, para
q = 3 e d = 5 [13]. Conforme podemos observar na Figura 2.7.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

∆

Figura 2.7: Diagrama de fluxo mostrando a variância da transmissividade
térmica em função da temperatura renormalizada, para q = 3 estados e di-
mensão fractal dF = 5, a linha preta representa a distribuição delta-bimodal,
linha vermelha a distribuição exponencial, linha verde a distribuição Gaussi-
ana e a linha azul a distribuição uniforme.

Analisando o diagrama de fluxo apresentado na Figura 2.7, verificamos a
transição de fase do modelo, a qual foi avaliada para as quatro ditribuições
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iniciais já citadas, esta transição pode ser vista na região selecionada por um
quadrado.

Podemos ampliar a região selecionada, conforme é mostrado na Figura
2.8, nela percebemos com mais clareza a divisão do espaço de parâmetros em
duas regiões que representam as duas bacias de atração, a fase paramagnética
e a fase condensada. Percebemos com as setas que são apresentadas na Figura
2.8, mostram o sentido do fluxo de renormalização, bem como a partir de uma
pequena flutuação acima da temperatura cŕıtica, o sistema flui para a fase
paramagnética, enquanto que, para uma pequena flutuação da temperatura
abaixo da temperatura cŕıtica, o sistema segue para a fase condensada.
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Figura 2.8: Ampliação da região onde provavelmente encontra-se o ponto
cŕıtico. A linha preta representa a distribuição delta-bimodal, a linha ver-
melha a distribuição exponencial, a linha verde a distribuição Gaussiana e
a linha azul a distribuição uniforme. As setas indicam o sentido fluxo de
renormalização.

Na tabela 1.1, expomos os resultados numéricos obtidos para o intervalo
de ocorrência da temperatura cŕıtica, conforme as diferentes distribuições
iniciais mostradas nas equações 2.27 a 2.30.
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Temperaturas Cŕıticas
Distribuições Dimensão Fractal q = 3 q = 3 q = 4

Bimodal d = 3 1.13 − 1.15 - -
d = 4 2.29 − 2.32 - -
d = 5 3.63 − 3.66 3.34 − 3.37 -
d = 6 5.40 − 5.43 5.24 − 5.27 5.40 − 5.44

Gaussiana d = 3 0.87 − 0.90 - -
d = 4 2.07 − 2.10 - -
d = 5 3.47 − 3.50 3.10 − 3.13 -
d = 6 5.28 − 5.31 5.08 − 5.13 5.27 − 5.31

Uniforme d = 3 0.98 − 1.02 - -
d = 4 2.19 − 2.22 - -
d = 5 3.57 − 3.60 3.23 − 3.26 -
d = 6 5.36 − 5.39 5.17 − 5.22 5.36 − 5.39

Exponencial d = 3 0.8 − 0.9 - -
d = 4 2.0 − 2.1 - -
d = 5 3.4 − 3.5 2.86 − 2.89 -
d = 6 5.25 − 5.35 4.95 − 5.0 4.6 − 4.7

Tabela 2.1: intervalos de temperatura cŕıtica para diversos valores de q e d,
para as quatro distribuições iniciais.

Nela observamos que para certos valores de q e d, a não ocorrência de
transição de fase, o qual está representado por pequenos traços na tabela.
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Já na tabela 1.2, verificamos o intervalo em que ocorre a transição de fases,
incluindo-se os resultados para q = 2, o qual representa o modelo de Ising.
Nesta tabela temos uma dimensão inferior em que não ocorre transição de
fases para um dado valor de q, e sua dimensão superior em que a ocorrência
da transição é observada, constatamos que o resultado obtido para q = 2 na
tabela é bastante concordante com a literatura. Temos o número de conexões
na rede diamante simbolizada por p, com fator de escala b = 2.

q 2 (Ising) 3 4 5 6
dF 2.51 ∗ −2.585 4.459 − 4.585 5 − 5.089 5.523 − 5.459 5.7 − 5.754
p 2 − 3 11 − 12 16 − 17 22 − 23 26 − 27

Tabela 2.2: Intervalo de valores contendo a dimensão cŕıtica inferior para
o modelo de Potts com q-estados, o caso dF = 2, 51, corresponde ao valor
encontrado de forma exata para a transição vidro de spins no modelo de Ising
[29].

Conforme já observamos, que a criticalidade do modelo de Potts foi es-
tudada, onde chegamos a obter a temperatura cŕıtica inclusive para outros
valores de q e d[13]. Nosso próximo passo na investigação, teŕıamos como
objetivo de avaliar o estado condensado do modelo, inicialmente na confi-
guração q = 3 estados e dimensão d = 5. Constatamos que para diferentes
temperaturas iniciais abaixo da temperatura cŕıtica observada na Figura 2.9,
o fluxo evolui para esta região.

Em prinćıpio esperávamos que no limite em que a temperatura T → 0,
o valor da variância da transmissividade térmica assumisse um valor fixo,
pois para baixas temperaturas um sistema magnético apresenta saturação
na magnetização. No entanto, o resultado obtido para poucas interações é
ilustrado na Figura 2.9 [13].

Quando iteramos mais vezes, observamos um comportamento anômalo,
ocorrendo na região que vai para o estado condensado. Verificamos também
no gráfico da Figura 2.9 este comportamento, mesmo com poucas interações.

No processo de investigação, fizemos mais interações com a finalidade de
observar que tipo de comportamento, que teŕıamos naquela região. Então,
então o objeto aparemente revelou-se parecer caótico, conforme é mostrado
na Figura 2.10.
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Figura 2.9: Variância da transmissividade térmica versus temperatura, 100
hierarquias, 1000000 amostras, q = 3 e dF = 5.
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Figura 2.10: Variância da transmissividade térmica versus temperatura re-
normalizada, 1000 amostras, 100000 iterações, q = 3 e dF = 5, distribuição
Exponencial.
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Este mesmo objeto além de ser observado no nosso trabalho anterior
[13] para a distribuição exponencial, ele foi também observado em [31], no
entanto, nesse trabalho ele aparece para as distribuição delta-bimodal, Gaus-
siana e uniforme.

Um comportamento oscilatório do fluxo em direção ao ponto-fixo da fase
condensada foi inicialmente observado por Banavar e Bray [43]. Contudo,
Banavar utilizou o modelo em outro espaço de parâmetros usando a Gaus-
siana como distribuição de partida, com 10000 iterações, e não conseguiram
observar o comportamento visto na Figura 2.10. Na Figura 2.10, estamos
ampliando a região onde está confinado este objeto. Observamos que esta
região encontra-se num intervalo finito de temperatura entre T = 0.15 e T
= 0.35, aproximadamente.

Então decidimos investigar e explicar este tipo de comportamento. Con-
forme podemos ver qualitativamente que o objeto parece ser caótico. Para
tanto, precisamos usar técnicas dos sistemas dinâmicos para verificar se essa
nossa impressão é confirmada. Existem diversas técnicas que podem eluci-
dar este problema. Um dos testes que podemos verificar se objeto é caótico,
seria a medida da divergência entre as órbitas. Isto se faz com o uso dos
expoentes de Lyapunov. Faremos no próximo caṕıtulo, a descrição das
prinicipais técnicas dos sistemas dinâmicos, que podem determinar a caoti-
cidade do objeto.
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Caṕıtulo 3

Sistemas Dinâmicos

Os fenômenos caóticos tem sido descobertos em diversas áreas do conheci-
mento humano. A caoticidade pode ser observada por exemplo, nas batidas
não sincronizadas do coração, nos circuitos elétricos e no movimento dos
elétrons nos átomos [44].

A caoticidade dos fenômenos começou a ser investigada por Henry Poin-
caré, a partir do estudo de equações diferenciais não lineares, cujas soluções
apresentavam um comportamento irregular e uma dependência senśıvel às
condições iniciais. Ou seja, um sistema com tal solução, embora deter-
mińıstico, pode tornar-se impreviśıvel.

Numerosos casos de sistemas não-lineares mostram o comportamento ir-
regular. Um exemplo que poderemos citar é o de um pêndulo amortecido
[45, 46, 47], submetido a um forçamento harmônico, o qual é descrito pela
equação:

mL2 d2θ

dt2
+ b

dθ

dt
+ mgL sin (θ) = F cos (ωDt) , (3.1)

onde mL2 é o momento de inércia, sendo m a massa, L o comprimento do
pêndulo, b é a constante de amortecimento, θ representa o deslocamento
angular, o termo mgL sin (θ) é o torque restaurador devido à aceleração gra-
vitacional g e F cos (ωDt) é o torque externo de amplitude F e freqüência
angular ωD.

Cujo problema é representado na Figura 3.1.
Podemos agora fazer algumas substituições para simplicar a equação 3.1.

Dividindo a equação 3.1 ambos os lados por mL2, e lembrando-se que ω0 =
√

g/L, que representa a freqüência angular do sistema não amortecido, então:

d2θ

dt2
+

(

b

mL2

)

dθ

dt
+ ω2

0 sin (θ) =
F

mL2
cos (ωDt) , (3.2)
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Figura 3.1: Pêndulo amortecido forçado em volta do seu eixo.

Se agora aplicarmos a mudança de variáveis,

t′ =
t

t0
=

√

g

L
t, (3.3)

ω =
ωd

ω0
=

√

L

g
ωd, (3.4)

na equação 3.2, chegaremos na equação:

d2θ

dt′2
+

(

b

mL2ω0

)

dθ

dt′
+ sin (θ) =

F

mL2ω2
0

cos (ωt′) , (3.5)

Definindo:

c =
b

mL2ω0

, (3.6)

f =
F

mL2ω0
2

=
F

mgL
, (3.7)

e aplicando na equação 3.5 teremos:

d2θ

dt′2
+ c

dθ

dt′
+ sin (θ) = f cos (ωt′) , (3.8)

O termo c dx
dt′

na equação 3.1 representa a força de resistência do ar, que
na maioria das situações f́ısicas de interesse é proporcional a velocidade do
corpo [45, 46].
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Podemos reduzir a equação diferencial de segunda ordem equação 3.1,
em duas equações de primeira ordem, definindo y = dθ

dt′
, e assim teremos o

seguinte conjunto de equações diferenciais de primeira ordem

dθ

dt′
= y,

dy

dt′
= −cy − sin (θ) + f cos (ωt′) . (3.9)

Na Figura 3.2, ilustramos uma solução numérica t́ıpica [45, 48] desta
equação 3.9.
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Figura 3.2: Velocidade do pêndulo forçado e amortecido, em função do
tempo, para f = 0.7, c = 0.25 e ω = 2

3
.

Mostramos a evolução de um sistema cont́ınuo, e percebemos a irregulari-
dade que ocorre na solução do problema. Podemos agora pensar num sistema
que evolua de forma discreta veremos isto através dos mapas [25, 47, 49, 50,
52]. Para tanto vamos considerar que temos sistema cont́ınuo não-linear, e
um fluxo φt a ele associado. Esse fluxo pode dar origem a um mapa, que
podemos ver de acordo com equação 3.10.

~xi+1 = Fµ (~xi) , (3.10)

onde ~x é um vetor n-dimensional, Fµ é uma função não linear (µ é o parâmetro
de controle) e i representa os passos temporais fixos e discretos.
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Como um exemplo de um mapa que podemos nos referir, é o mapa
loǵıstico, o qual é mostrado pela seguinte relação de recorrência:

xn+1 = µxn (1 − xn) , (3.11)

sendo µ o parâmetro de controle.
Podemos de maneira geral então, expressar um mapa unidimensional [49,

50], pela equação:
xi+1 = F (xi) . (3.12)

Em se tratando do estudo de mapas, podemos ver dois conceitos impor-
tantes: ponto fixo e de bifurcação.

Inicialmente podemos dizer que x∗ é um ponto fixo [25, 47, 49], da equação
3.12 se:

x∗ = F (x∗) . (3.13)

Fazendo a iteração do mapa 3.12, a partir de outros pontos nas proximi-
dades de x∗, e estes convergem para ele, então, diremos que este ponto fixo
é atrator [49, 52], e o conjunto de todas as posśıveis condições iniciais que
convirjam para ele formam a sua bacia de atração.

Para o mapa loǵıstico, da equação 3.11, temos um mapa com dois atra-
tores:

x∗ = 0, (3.14)

x∗ = 1 − 1

µ
. (3.15)

Conforme vemos por estas duas soluções, teŕıamos duas regiões para de-
finir as bacias de atração.

Podemos ainda analisar a estabilidade do ponto fixo, conforme o com-
portamento da seqüência de pontos que pertence a bacia de atração. Caso
o conjunto de pontos aproxima-se de x∗, o ponto fixo será dito assintotica-
mente estável, caso ele se afaste ele será dito assintoticamente instável, então
tomamos um ponto xi próximo de x∗, ou seja,

xi = x∗ + εi, (3.16)

sendo εi, um valor pequeno.
Para analisar a analisar a estabilidade de x∗, devemos saber,

xi+1 = F (xi) = F (x∗ + εi) = x∗ + εi+1, (3.17)

afasta-se ou aproxima-se de x∗, ou seja, se εi+1 é maior ou menor que εi. De
posse desta expressão vista na equação 3.17, faremos uma expansão em série
de Taylor em torno do ponto fixo x∗:

x∗ + εi+1 = F (x∗ + εi) = F (x∗) +
dF

dx
|x=x∗ εi +

1

2

d2F

dx2
|x=x∗ ε2

i + . . . . (3.18)
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Cosideraremos apenas o termo de primeira ordem na expansão, e lem-
brando-se que F (x∗) = x∗, obtemos:

εi+1 = Cεi, (3.19)

sendo

C =
dF

dx
|x=x∗ =

dF (x∗)

dx
.

Então se tivermos εi+1 < εi, teremos −1 < C < 1, o que indica uma
estabilidade assintótica. Se agora 0 < C < 1, a distância entre as sucessivas
iteradas (xi+1, xi+2, . . .) e x∗ diminui monotonicamente. Já se tivermos −1 <
C < 0, esta distância diminui, mas de uma maneira oscilante; neste caso
εi, εi+1, εi+2, . . . têm sinais alternados. Quando |C| > 1, as iteradas afastam-
se cada vez mais de x∗ e o ponto fixo é do tipo instável. Dois casos são
posśıveis: C > 1, caso em que o afastamento se dá monotonicamente; C <
−1, caso em que o afastamento se dá de forma forma alternada. Tendo-se

C = 1, o comportamento é neutro. Se o mapa é linear, ou seja, d2F (x∗)
dx2 =

d3F (x∗)
dx3 = . . . = dnF (x∗)

dxn = 0, x∗ é um centro. Agora possuindo um mapa
que é não-linear devemos considerar termos de ordem superior na expansão
em série de Taylor para tirar conclusões acerca da estabilidade de x∗. Sendo
C = −1, podemos dizer que o mapa está num estado de “flip” incipiente
(“incipient flipping”) [49] e, novamente, devemos analisar termos de ordem
superior para extrairmos informações da estabilidade de x∗.

Quando temos um mapa, geralmente este depende de um ou mais coe-
ficientes, que são os parâmetros de controle. À medida que os parâmetros
de controle são variados, os diversos pontos fixos descrevem trajetórias no
espaço de fases. Toda vez que há uma mudança qualitativa no diagrama de
fases temos uma bifurcação.

Podemos ver este comportamento no mapa loǵıstico quando variamos o
parâmetro de controle µ, na equação 3.11. Observamos isto na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Mapa loǵıstico mostrando a n-ésima iteração xn em função do
parâmetro de controle µ.

Verificamos que o seu comportamento é bastante peculiar com mostrado
na Figura 3.3, a partir de um determinado ponto da iteração surgem dois
ramos em que o sistema oscila, dando origem a birfucação. Este processo
ocorre pela quebra da estabilidade do sistema. O aparecimento de caos em
sistemas dinâmicos está sempre ligado à ocorrência de bifurcações de algum
tipo [53], este tema é bastante extenso e complexo.

Podemos agora apresentar algumas caracteŕısticas do comportamento
caótico de maneira qualitativa, ou seja:

(a) imprevisibilidade, isto é, o conhecimento do estado do sistema durante
um intervalo de tempo arbitrariamente longo não permite predizer, de ma-
neira imediata, sua evolução posterior. A imprevisibilidade está obviamente
associada à dependência sensitiva às condições iniciais.

(b) invariância de escala, significando uma certa estrutura hierárquica
com caracteŕısticas de auto-similaridade.

(c) estacionaridade, isto é, embora aperiodicamente, os padrões tendem
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à repetição. A irregularidade das oscilações associadas a processos caóticos
não implica que elas sejam completamente arbitrárias.

Quando estas propriedades que caracterizam a dinâmica caótica, apare-
cem em regiões limitadas no espaço de fase, ou seja, numa bacia de atração,
então teremos um atrator estanho, que é a abordagem da nossa próxima
seção.
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3.1 Atratores Estranhos

A noção de atrator que temos é aquela intuitiva, ou seja, num sistema dis-
sipativo há um conjunto invariante para qual trajetórias próximas no espaço
de fases convergem após um determinado intervalo de tempo. Portanto, nes-
ses sistemas ocorre contração do elemento de volume, o que não é posśıvel
para sistemas conservativos, como conseqüência do teorema de Liouville, ou
seja, há uma conservação do volume no espaço de fases.

Podemos considerar como exemplo de contração do volume no espaço de
fases, um oscilador harmônico amortecido, em que este tendo um elemento
de volume inicial V0 neste espaço, e que após um certo intervalo de tempo,
este volume contrai até um volume nulo (ponto).

Na medida em que se descrevem o comportamento de sistemas f́ısicos
para tempos longos, os atratores estão intimamente ligados à noção de esta-
bilidade.

Podemos apresentar a definição de atrator [54], considerando uma região
compacta A, e considerar um fluxo φ (t, x), se obdecer quatro condições:

(a) A é invariante segundo φ;
(b) A tem uma vizinhança contraente;
(c) o fluxo é recorrente, isto é, trajetórias começando em qualquer sub-

conjunto aberto de A voltam a esse subconjunto para valores de tempo sufi-
cientemente longos;

(d) o fluxo não pode ser decomposto, isto é, A não pode ser dividido em
duas partes invariantes não triviais.

Com esta definição podemos ter as seguintes situações: no caso bidi-
mensional teŕıamos um ponto de equiĺıbrio, cujo comportamento é indepen-
dente do tempo, um ciclo-limite que descreve um comportamento periódico
no tempo, com amplitude e peŕıodo determinados pela forma das equações e
pelos valores dos seus parâmetros; já num sistema tri-dimensional teŕıamos
uma superfićıe toroidal, que representa um regime periódico ou quase-pe-
riódico, com 2 freqüências fundamentais independentes, e um atrator que
possui dependência senśıvel às condições iniciais, nos quais existe a presença
de contração numa direção e expansão em outra. Existem ainda atratores,
que apresentam dobras. Um exemplo do processo de dobra é dado pelo
chamado mapa da ferradura de Smale, “Smale horseshoe map”, que é uma
aplicação do plano nele mesmo. Para tanto vamos observar a Figura 3.4

Neste mapa consideramos um retângulo inicial, no qual contraindo-se
na direção vertical por um fator δ e, em seguida, expandimos na direção
horizontal por um fator 1

δ
. Logo após esta alteração do retângulo, este mesmo

é curvado conforme vemos no item (b) da Figura 3.4. O processo é repetido
novamente, gerando o item (c) da Figura 3.4.
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(a) (b) (c)

Figura 3.4: O processo de formação do mapa de ferradura de Smale. (a)
representa retângulo inicial, (b) resulta na primeira iteração, (c) segunda
iteração, contrações na direção na vertical e expansões na horizontal

O mapa da ferradura de Smale exemplifica um sistema no qual um ele-
mento de volume no espaço de fases, para uma sucessão infinita de alon-
gamentos e dobras, evolue para uma estrutura diferente daquela observada
em atratores obtidos para equiĺıbrios estáveis. Atratores que evoluem por
um processo de alongamentos e dobras são chamados de atratores estranhos

[55, 56].
Num atrator estranho observa-se a dependência sensitiva às condições

iniciais para as linhas de fluxo, ou seja, para pontos inicialmente próximos,
ao passar por um peŕıodo de tempo suficientemente longo, estarão suficien-
temente distantes. Por outro lado, num sistema dinâmico dissipativo as
soluções geram elementos de volume que se contraem, permitindo que a
dinâmica do sistema permaneça limitada numa região do espaço de fases.
A única maneira em que temos uma expansão numa direção e contração em
outra, permanecendo numa região limitada do espaço de fases é pelo processo
de dobra na direção de contração.

A sensibilidade às condições iniciais possui conseqüências práticas, ou
seja, a não previsibilidade de qualquer posição na trajetória dentro do atrator.
Com efeito, sistemas que possuem atratores estranhos apresentam oscilações
irregulares ou caóticas.

Podemos observar também a presença de atratores estranhos em mapas.
Existem inúmeros exemplos de atratores produzidos por mapas, já obser-
vamos no mapa loǵıstico, e outro exemplo que podemos citar é o mapa de
Hénon [57], o qual é definido pelo seguinte mapa bidimensional:

xn+1 = 1 − ax2
n + yn,

yn+1 = bxn, (3.20)
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sendo a e b, parâmetros de controle. Através da iteração deste mapa para
a = 1, 4 e b = 0, 3, há o aparecimento de um atrator estranho, conforme
vemos na Figura 3.5.

Figura 3.5: Mapa de Hénon com a = 1, 4 ; b = 0, 3 e 100.000 iterações.

Neste mapa, podemos observar as dobras, visto que possuimos a situação
|b| < 1, então o sistema é dissipativo, ou seja, contração de volume no espaço
de fases, além de possuir uma senśıvel dependência às condições iniciais [49].

Nosso próximo passo será na apresentação de como podemos obter uma
medida da divergência das órbitas dentro do atrator estranho. Faremos isto
na seção posterior.
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3.2 Expoente de Lyapunov

Conforme foi tratado na seção anterior, o atrator estranho é composto de
um número infinito de expansões em pelo menos uma direção, e contrações
em outras direções na evolução do fluxo, ou seja, um processo de esticamentos
e dobras no espaço de fases, desta maneira percebemos que torna dif́ıcil seguir
esta trajetória e extrair resultados que nos leve a ter uma idéia da natureza
do atrator, no entanto, torna-se interessante avaliar como podemos obter
uma medida da divergência destas órbitas no atrator.

Para medir a taxa de divergência das trajetórias e portanto quantificar a
sensibilidade às condições iniciais utilizam-se os expoentes caracteŕısticos de
Lyapunov, ou números de Lyapunov [34, 47, 48, 49, 50, 51].

Inicialmente vamos considerar um sistema cont́ınuo composto pela solução
de m equações diferenciais. Suponhamos um pequeno hiper-volume formado
pelos pontos iniciais vizinhos ~y0, cuja distância a um ponto inicial ~x0, é menor
que ε0 (~x0),

|~y0 − ~x0| ≤ ε0 (~x0) . (3.21)

Portanto, os pontos ~y0 formarão uma hiper-esfera de raio ε0 (~x0). Com
o passar do tempo o fluxo deforma a hiper-esfera inicial num hiper-elipsóide
com eixos principais εk (t) , k = 1, 2, . . . , m. Podemos observar o diagrama
da Figura 3.6, que esboça este procedimento, no caso do espaço 2d.

Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento ou decrescimento expo-
nencial dos eixos principais εk (t), e são definidos por:

λi = lim
t→∞

ε0(x0)→0

1

t
log2

[

εi (t)

ε0 (x0)

]

, (3.22)

sendo i = 1, . . . , m, e λi.
Em geral, os expoentes de Lyapunov λi, dependem do estado inicial x0,

mas em muitos casos, eles são constantes ao longo de uma significativa região
do espaço de fases [49].

A partir da equação 3.22, teremos:

εi (t) ∼ ε02
λit (3.23)

Portanto, os expoentes de Lyapunov fornecem importantes informações
sobre a evolução do sistema. Em primeiro lugar, a existência de expoentes
de Lyapunov positivos define a instabilidade orbital nas direções associa-
das, portanto, para uma solução caótica, associada a um atrator estranho, a
dependência das condições iniciais implica na existência de pelo menos um
expoente de Lyapunov λi > 0; por outro lado, para uma solução periódica ou
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Figura 3.6: Evolução, para o caso bidimensional, de elemento de volume
esférico de raio ε0 (~x0). Depois de um certo tempo a esfera se deforma for-
mando um elipsóide, com eixos principais ε1 (t) e ε2 (t)

quasi-periódica pode-se esperar que deslocamentos na direção perpendicular
ao movimento diminuam com o tempo, enquanto que ao longo da trajetória
eles não devem se alterar, correspondendo a um simples deslocamento do
ponto inicial. A partir da equação 3.23, vemos que para a solução periódica,
ou quasi-periódica, teremos λi < 0 nas direções perpendiculares ao movi-
mento e λi = 0 ao longo da trajetória.

Num instante t qualquer, o elemento do hiper-volume no espaço de fases
pode ser escrito como:

δV (t) ∝
m
∏

i=1

εi (t) , (3.24)

onde m representa a dimensão do espaço de fases.
Aplicando a equação 3.23, na equação 3.24, teremos:

δV (t) = δV (0) e(
∑m

i=1
λit). (3.25)

Portanto existem duas situações para as quais o hipervolume no espaço
de fases não diverge.

Quando
m
∑

i=1

λit = 0 =⇒ δV (t) = δV (0) , (3.26)
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e o sistema é conservativo.
Quando

m
∑

i=1

λit < 0, (3.27)

temos uma contração do volume no espaço de fases, ou seja, δV (t) < δV (0),
e o sistema é dissipativo.

Podemos ainda identificar atrator pelo sinal dos expoentes de Lyapunov.
Num sistema tridimensional, por exemplo, teremos um conjunto de sinais
posśıveis:

(a) ponto fixo: (-,-,-). Neste caso, as trajetórias convergem para um único
ponto;

(b) ciclo limite: (0,-,-). Temos o expoente nulo ao longo da trajetória;
(c) toro T 2: (0,0,-). Temos duas direções em que se efetuam os desloca-

mentos;
(d) atrator estranho: (+,0,-). Neste caso, um dos expoentes deve ser

positivo, uma vez que existe uma dependência senśıvel às condições inici-
ais. Ao longo da trajetória associa-se um expoente nulo. Como a condição
representada na equação 3.27 ocorre, então o sistema é dissipativo.

Apresentamos até agora duas condições para a ocorrência de atratores
estranhos em sistemas cont́ınuos:

• a existência de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, ou seja,
λi > 0;

• a condição imposta pela equação 3.27, ou seja, a condição para o sis-
temas ser dissipativo.

A terceira condição, seria a dimensão do espaço de fases m ≥ 3 [47, 49, 63].
Admitamos que seja posśıvel obter um atrator estranho em duas dimensões
(m = 2). Nesse caso, um dos expoentes de Lyapunov é necessariamente po-
sitivo, para haver divergência das órbitas numa referida direção. Já ao longo
da direção paralela ao fluxo o expoente associado é nulo. Então teŕıamos
(0,+) como sinais para o expoente, o que resultaria em:

2
∑

i=1

λi > 0.

Isto acarretaria numa divergência do elemento de volume no espaço de
fases, o que não é posśıvel. Portanto, para sistemas cont́ınuos, devemos ter
um espaço de fases pelo menos tridimensional.
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Até agora falamos em expoentes de Lyapunov para fluxos. Na situação
em que são considerados mapas teremos um comportamento similar. Inici-
almente podemos considerar o mapa unidimensional

xn+1 = F (xn) . (3.28)

Vamos considerar dois pontos iniciais x0 e y0 separados por uma distância
inicial δ:

δ = y0 − x0. (3.29)

Após uma iteração temos uma nova distância:

δ′ = y1 − x1, (3.30)

tal que:
δ′ = eLδ. (3.31)

Então, L mede a taxa exponencial de expansão da distância δ até a distância
δ′ como resultado de uma única iteração.

Fazendo uso da equação 3.28 e 3.29, na expressão 3.30, teremos:

δ′ = F (x0 + δ) − F (x0) (3.32)

Comparando o resultado obtido em 3.32, e a expressão em 3.31, então
teremos:

|F (x0 + δ) − F (x0) | = |δ|eL. (3.33)

Iterando-se o mapa n vezes teŕıamos:

|F n (x0 + δ) − F n (x0) | = |δ|enL, (3.34)

sendo F n (x) = F (F . . . F (x) . . .). Então podemos reescrevê-la na forma:

L =
1

n
ln

∣

∣

∣

∣

∣

F n (x0 + δ) − F n (x0)

δ

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.35)

Verifica-se a dependência de L em n e δ. Consideraremos agora uma
distância inicial infinitesimal (δ → 0), após um número infinito de iterações
n → ∞. Então isto nos conduzirá ao seguinte resultado:

λ (x0) ≡ L (x0) = lim
n→∞

δ→0

1

n
ln

∣

∣

∣

∣

∣

F n (x0 + δ) − F n (x0)

δ

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.36)

levando à conseqüência:

λ (x0) ≡ L (x0) = lim
n→∞

1

n
ln

∣

∣

∣

∣

∣

dF n (x0)

dx0

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.37)
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A equação 3.37 é a definição para o expoente caracteŕıstico de Lyapu-
nov do mapa considerado. Caso tenhamos λ > 0, esta será a medida da
divergência exponencial, enquanto que se λ < 0, teremos uma medida da
contração no espaço de fases. Podemos observar que similarmente ao caso
cont́ınuo o expoente de Lyapunov depende do ponto inicial.

Fazendo uso da regra cadeia, teremos:

d

dx0
F n (x0) =

d

dx0
F (xn−1)

d

dx0
F (xn−2) . . .

d

dx0
F (x0) ,

e aplicando-a na equação 3.37, teremos então:

λ (x0) = lim
n→∞

1

n
ln

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∏

i=0

d

dx0
F (xi)

∣

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

ln

∣

∣

∣

∣

∣

d

dx0
F (xi)

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.38)

Se agora tivermos um mapa multidimensional, ou seja, com m dimensões,
podemos estabelecer o cálculo para os m expoentes de Lyapunov, que teremos
associados. Inicialmente vamos considerar o seguinte mapa multidimensional:

~xn+1 = ~F (~xn) (3.39)

Partindo da equação 3.38, podemos escrever uma expressão para o cálculo
do expoente de Lyapunov para o mapa multidimensional. Para tanto teremos

λj = lim
n→∞

1

n
ln
∣

∣

∣Λn
j

∣

∣

∣ , (3.40)

onde os
∣

∣

∣Λn
j

∣

∣

∣ são os módulos dos autovalores da matriz M definida por:

M =
n
∏

i=1

J (~xi) , (3.41)

e J é matriz jacobiana calculada no ponto ~xi, da trajetória, ou seja,

J (~xi) =
∂ ~F

∂ ~xj

|~x=~xi
=

∂ (F1, F2, . . .)

∂ (x1, x2, . . .)
|~x=~xi

. (3.42)

Verificamos a partir destas expressões que o cálculo do expoente de Lya-
punov para mapas multidimensionais é um processo complicado, para poucas
iterações os elementos da matriz tornam-se muito grandes. Uma maneira de
contornar tal problema seria transformar a matriz M , num produto de ma-
trizes triangulares [66]. Visto que o produto de matrizes triângulares é uma
matriz triangular [69], e que seus autovalores são os elementos da diago-
nais, podemos desta maneira evitar o cálculo direto do produtório, visto na
equação 3.41.
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Já no processo de obtenção do expoente de Lyapunov para fluxos, temos
que pensar numa matriz jacobiana, como função cont́ınua do tempo. Para
se obter o espectro de expoentes de Lyapunov podeŕıamos proceder através
de cálculo numérico das equações do movimento.

Consideraremos o sistema dinâmico:

d~x

dt
= F (~x) , (3.43)

com solução ~x (t) = f (~x0, t), isto é, F (~x) = ∂f (~x0, t) /∂t, sendo ~x0 a
condição inicial e dF/d~x a matriz jacobiana associada.

Definidas duas condições iniciais muito próximas, podeŕıamos observar
como as soluções divergiriam no tempo.

No entanto, as trajetórias de um atrator caótico, não somente apresentam
expansões, mas também dobras, conforme apresentamos na seção anterior,
de tal forma que a dinâmica fique confinada em uma região finita do espaço
de fases. Como conseqüência, a integração das equações do movimento, com
a finalidade de calcular a expansão, ou contração, dos eixos da hiper-esfera,
teria que se ter um acompanhamento da evolução dos pontos próximos por
muitos peŕıodos orbitais.

Nessas abordagens a evolução temporal da dinâmica é tratada simultane-
amente no espaço de fases e no espaço tangente [58]. Define-se uma trajetória
fiducial ou de referência aplicando-se as equações de movimento a uma dada
condição inicial ~x0, isto é, essa trajetória define o movimento de centro de
uma hiper-esfera inicialmente em ~x0. O movimento dos pontos da hiper-
esfera é então estudado com o aux́ılio das equações do movimento lineariza-
das, ou seja, a evolução dos eixos principais é definida pela evolução de uma
base ortonormal centrada na trajetória fiducial, essa obtida pela equação de
movimento completa não-linear.

Podemos ainda retomar a equação 3.43, com a finalidade de obter uma
equação diferencial para as matrizes jacobianas [54], onde:

~U (t) =
d~x

dt
= F [~x (t)] . (3.44)

Se diferenciarmos a equação 3.44, teremos:

d~U

dt
=

dF

d~x
~U (t) . (3.45)

Sabemos da equação 3.43, que :

~x (t) = f (~x0, t) , (3.46)
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que podemos reescrever na forma:

~x (t) = f t (~x0) . (3.47)

Aplicando-a na equação 3.43, e utilizando a regra da cadeia teremos:

~U (t) =
df t (~x0)

d~x0

d~x0

dt
. (3.48)

sendo ~x0 = ~x (0).
Definindo a matriz jacobiana [49], como sendo

∏

~x
(t) =

df t (~x0)

d~x
. (3.49)

Lembrando da equação 3.44, que descreve ~U (t), e aplicando-a na equação
3.48, teremos

~U (t) =
∏

~x0
(t) ~U (0) . (3.50)

Diferenciando a equação 3.50, e comparando as equações 3.44 e 3.50,
chegaremos a igualdade

d
∏

~x0
(t)

dt
=

dF

d~x

∏

~x0
(t) , (3.51)

onde
∏

~x0
=

(

df t

d~x

)

~x=~x0

. (3.52)

A equação 3.51, é uma equação diferencial para a matriz
∏

~x(0) (t), com
condição inicial

∏

~x(0) (0) = 1. Integrando numericamente esta equação gera-
se uma seqüência de matrizes que pode ser tratada de modo semelhante
ao tratado para situação de mapas. A escolha do passo de integração τ
deve ser feita de forma que τ não seja nem pequeno demais, pois terá como
conseqüência um número muito grande de matrizes

∏

; nem muito grande,
pois desta forma a divergência exponencial ocasionaria erros numéricos.

Então, podemos considerar t = nτ , e assim escrever a equação 3.52 como:
∏

x0
(t) =

∏τ

xn−1

∏τ

xn−2
. . .
∏τ

x0
, (3.53)

d
∏

xi

dt
=

dF

d~x

∏

xi
, (3.54)

com a condição inicial
∏0

xi
=
∏τ

xi−1
.

Tendo assim o expoente de Lyapunov:

λjτ = lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

ln
∣

∣

∣

∣

∏i

jj

∣

∣

∣

∣

, (3.55)

com j = 1, . . . , p. Sendo
∏i

jj, é o elemento da diagonal jj da matriz
∏

xi
(τ).
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3.3 Métodos para Obter o Expoente de Lya-

punov a partir de Dados Experimentais

Nosso trabalho até o momento foi descrever o expoente de Lyapunov a
partir de um sistema dinâmico em que possui um mapa, ou um conjunto de
equações diferenciais que descrevem o fluxo no espaço de fases. No entanto
estamos agora interessados em analisar o problema em que tenhamos uma
série de dados experimentais com dinâmica desconhecida, e cujo comporta-
mento parece ser caótico.

Os processos regulares (periódicos, multiperiódicos ou quasi-periódicos)
podem ser identificados através dos métodos tradicionais de análise de sinais
experimentais: a análise do espectro de potências e da função de autocor-
relação, onde se analisa qual tipo de irregulariade (ou regularidade) existente
na série temporal x (t).

Podemos considerar a evolução temporal de um sistema dinâmico dada
por f (t), ou quando é resultado de uma série de medidas realizadas a inter-
valos de tempos regulares ∆t, por uma série temporal, ou seja:

x (t) = {x (t) , x (t + ∆t) , x (t + 2∆t) , . . .} (3.56)

Qualquer função f (t) pode ser representada pela superposição de um
número (eventualmente infinito) de componentes periódicas. A determinação
do peso relativo de cada uma dessas componentes é chamada análise es-
pectral. Se f (t) é periódica, seu espectro pode ser representado como a
combinação linear de oscilações cujas freqüências são múltiplos inteiros de
uma freqüência básica ω. Essa combinação linear é chamada de série de
Fourier. Quando f (t) não é periódica, o que é mais freqüente, o espec-
tro de freqüências varia continuamente e usa-se a chamada transformada de
Fourier[52, 60] para representar f (t) em termos dessas freqüências, ou seja:

f (ω) =
∫ ∞

−∞
e−iωtf (t) dt, (3.57)

onde f (ω) indica o peso relativo com que a freqüência ω comparece na com-
posição de f (t).

O espectro de potências é definido como o módulo quadrado de f (ω), ou
seja:

P (ω) = |f (ω)|2 . (3.58)

Na situação de interesse prático dispõe-se da situação de uma série tem-
poral finita e discreta do tipo:

{xj} ≡ x (tj) , (3.59)
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onde tj = j∆t.
Se N é o número total de pontos na série então a equação 3.59, corres-

ponde a um tempo total de medida tmax = N∆t.
Podemos ver que a transformada de Fourier para uma série temporal é

definida por uma outra série {xk} [49, 52, 60] da seguinte forma:

x̂k =
1√
N

N
∑

j=1

xj exp

(

i
2πjk

N

)

, (3.60)

onde k = 1, . . .N .
A série {xj} depende do tempo, ou seja, xj = x (t = j∆t); por outro lado

{x̂k} depende das freqüências, isto é:

x̂k = x̂ (ω = k∆f) , (3.61)

onde ∆f = 1/tmax.
Podemos ainda obter o sinal original através da transformada de Fourier

inversa [60], ou seja:

xj =
1√
N

N
∑

k=1

x̂k exp

(

−i
2πkj

N

)

. (3.62)

Temos assumido que os sinais x (t) ≡ {xj}, representem uma função
periódica do tempo de peŕıodo T = tmax, ou seja, devemos ter xj+N = xj e
conseqüentemente x̂k = x̂k+N . Quando não temos esta ocorrência, a solução é
contruir a partir da função original x (t) definida no intervalo finito de tempo
[0, tmax], uma outra função xp (t), periódica, definida no intervalo ]−∞,∞[,
e com peŕıodo tmax conforme podemos ver na figura 3.7.

x

t− max max tmax2

p ( t )

0 t t
.

Figura 3.7: A função x (t) é definida inicialmente no intervalo [0, tmax]. Então
define-se no intervalo ]−∞,∞[, uma outra função xp (t) periódica de peŕıodo
tmax.
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Agora, o espectro de potências possui a seguinte forma:

P (ω) = |x̂k|2 . (3.63)

E assim escreveremos a função de autocorrelação φm, para um dado sinal
x (t) = {xj}:

φm =
1

N

N
∑

j=1

xjxj+m, (3.64)

onde φm = φm (t) = φ (m∆t).
Essa função representa a média do produto dos valores do sinal x (t), nos

instantes t e t + m∆t, e indica quanto tempo o valor do sinal no instante t
depende de seus valores anteriores, ou seja, φm mede o grau de semelhança
existente no sinal, a medida que o tempo passa. Posto que xj é periódico
com peŕıodo N , temos φm = φm+N .

Se fizermos o uso da equação 3.60, e da definição da função de auto
correlação, equação 3.64, então, poderemos ter o espectro de potências na
forma:

P (ω) =
N
∑

m=1

φm cos

(

2πmk

N

)

. (3.65)

Obsevamos na equação 3.65 que o espectro de potências é proporcional à
transformada de Fourier da função de autocorrelação. Quando o sinal x (t), é
periódico ou quasi-periódico a função de autocorrelação permanece diferente
de zero quando o tempo (ou m) tende ao infinito. Já para sistemas caóticos
φm → 0, quando m → ∞. No entanto, se o sistema tiver um sinal multi-
periódico com muitas freqüências independentes e incomensuráveis pode-se
confundir com um sinal caótico, portanto precisamos de outros métodos que
garanta que a dinâmica a qual deu origem ao sinal experimental seja deter-
mińıstica ou caótica.

3.3.1 Método de Reconstrução de Takens

Uma técnica utilizada na análise de séries temporais é a chamada re-
construção de Takens do atrator em espaços de fases de diferentes dimensões
[61, 62]. Takens demonstrou que é posśıvel recontruir certas propriedades do
atrator a partir de uma metodologia bastante simples. Ou seja, um conjunto
de vetores ~ξi m-dimensionais são recontrúıdos a partir da série temporal {xi},
sendo xi = x (ti) e i = 1, . . .N , da forma

~ξi = {x (ti) , x (ti + p) , . . . , x (ti + (m − 1) p)} , (3.66)
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onde m é a chamada dimensão de imersão e p é o passo da reconstrução.
O método de Takens é também chamado de método dos atrasos temporais
(“time-delay”) [47, 48, 49, 50, 63].

Vamos considerar um fluxo bidimensional gerado pela equação:

d~x

dt
= ~F (~x) , (3.67)

com:
~x = {x, y} .

Então cada ponto {x (t + τ) , y (t + τ)} origina-se de um único ponto
{x (t) , y (t)}, isto é, a relação entre eles é biuńıvoca já que as trajetórias no
espaço de fases de sistemas determińısticos não podem se cruzar. Portanto
construiremos a seqüência

~ξ (t) = {x (t) , x (t + p)} (3.68)

~ξ (t + τ) = {x (t + p) , x (t + 2p)}
~ξ (t + 2τ) = {x (t + 2p) , x (t + 3p)} ,

espera-se que as componentes do vetor de Takens ~ξ, se relacionem de forma
biuńıvoca com {x (t) , y (t)}, ou seja:

ξ1 ≡ x (t) (3.69)

ξ2 ≡ x (t + p) =
∫ t+p

t
dt′F1 {x (t′) , y (t′)} + x (t)

≈ JF1 {x (t) , y (t)} + x (t) ,

sendo ~ξ (t) = {ξ1, ξ2}, ~F = {F1 (~x) , F2 (~x)} e J é o elemento da matriz
jacobiana em x (t).

Portanto, é razoável supor que as informações contidas nas seqüências
~xi e ~ξi sejam as mesmas e que ambas devam conduzir às mesmas dimensões
caracteŕısticas.

O método proposto por Takens permite a reconstrução, embora o atrator
reconstrúıdo não seja idêntico ao original. Para um caso espećıfico podemos
utilizar como exemplo o mapa de Ugly [49], definido pelas equações:

xn+1 =
√

|yn − xn|,
yn+1 = rx2

n. (3.70)

Na situação em que temos r = 1, 45, o mapa iterado possui a forma
apresentada na Figura 3.8:
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Figura 3.8: Mapa de Ugly com 106 de interações, e condições iniciais x0 = 0.3,
e y0 = 0.3.

Usando o método de Takens podemos recontruir o atrator, que pode ser
visto na Figura 3.9

A dimensão de imersão m do espaço reconstrúıdo, não é necessariamente
idêntica a dimensão d do espaço de fases real que representa a dinâmica do
sistema f́ısico.

Escolhemos um passo adequado para o caso que acabamos de abordar
para o mapa de Ugly, nesta circunstância p = 1. É importante salientar que a
escolha de um passo muito pequeno podemos ter x (t) e x (t + p), serão muito
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Figura 3.9: Mapa de Ugly reconstrúıdo, usando o método de Takens. Neste
caso estamos usando um passo p = 1, analisamos 100.000 pontos para re-
construção do atrator.

próximos, e o atrator se encontraria praticamente dobrado sobre si mesmo.
Sendo agora p muito grande, teŕıamos poucos vetores para reconstrução da
dinâmica do atrator, o que acarretaria numa cobertura completa do espaço
de fases.

O método de reconstrução de Takens dá acesso ao atrator e a sua medida
invariante, mas nada informa quanto às equações que governam a dinâmica.
Os vários métodos propostos para estimativa dos expoentes de Lyapunov
diferem exatamente na maneira de contornar tal problema.

Todos os métodos discutidos a seguir têm como ponto de partida a re-
construção de Takens numa dimensão de imersão adequada. No entanto, os
resultados finais devem ser semelhantes na obtenção do espectro.

Uma vez reconstrúıdo o atrator, define-se uma trajetória fiducial ou
de referência a partir da seqüência de vetores reconstrúıdos
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~ξ1 = (x (ti) , x (ti + p) , . . .) , (3.71)

~ξ2 = (x (ti + p) , x (ti + 2p) , . . .) ,

~ξ3 = (x (ti + 2p) , x (ti + 3p) , . . .) ,

e assim por diante.
Então procede-se à análise do que ocorre com os pontos na vizinhança

dessa trajetória, buscando informações a respeito da taxa de divergência das
soluções próximas, conduzindo assim aos expoente expoente de Lyapunov.

Agora vamos apresentar os principais métodos que a partir da técnica de
reconstrução de Takens obtêm os expoentes de Lyapunov.

3.3.2 Método de Wolf

É um algoritmo que permite a estimativa dos expoentes de Lyapunov não
negativos de uma série experimental [63]. Num primeiro momento calcula-se
o maior expoente de Lyapunov positivo λ1, depois, o segundo maior expo-
ente λ2 (se positivo) e assim sucessivamente. A separação entre dois pontos
próximos define um eixo principal e nesse processo um novo ponto é pro-
curado próximo à trajetória fiducial, que preserve ao máximo a orientação
desse eixo.

Podemos considerar uma trajetória fiducial no atrator reconstrúıdo. Seja
essa trajetória descrita pela seqüência de pontos y (t0), y (t1), y (t2), . . .,
conforme podemos ver na Figura 3.10. Agora seja z0 (t0) o vizinho mais
próximo de y0 (t0) e L0 a distância entre y (t0) e z0 (t0), ou seja:

L0 = |y (t0) − z0 (t0)| < ε, (3.72)

onde ε é utilizado como uma medida de precisão.
Podemos pensar que, z0 (t0) está dentro de uma hiperesfera de raio de

ε centrada em y (t0). Acompanha-se então a evolução temporal de z0 e y0

até que num instante t1 a distância entre estes pontos, L
′

0, exceda ε. Neste
momento substitui-se o z0 por um novo vizinho, mais próximo de y (t1), que
esteja na direção do segmento L

′

0, ultrapasse o valor de ε, conforme podemos
perceber na Figura 3.10. O processo é repetido sucessivas vezes até que
todos os pontos da trajetória fiducial y (ti), tenham sido percorridos. O
maior expoente de Lyapunov positivo é obtido como a média do logaritmo
da razão entre as distâncias entre os pontos que extrapolam o valor de ε, ao
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Figura 3.10: Representação do método proposto por Wolf. O maior expo-
ente de Lyapunov positivo é estimado a partir da taxa de crescimento dos
segmentos Li.

longo da trajetória fiducial, ou seja:

λ1 =
1

tM − t0

M−1
∑

i=0

log2

(

L
′

i

Li

)

, (3.73)

onde M é o número total de vezes que se escolheu um novo vizinho próximo
à trajetória fiducial.

No limite de um número infinito de pontos na série temporal e na ausência
de rúıdo é sempre posśıvel proceder a escolha de um novo vizinho que esteja
na direção do segmento L

′

i. Entretanto, na prática isto não é posśıvel, já
que se dispõe de uma série finita. Nesse caso, busca-se um novo ponto zi

mais próximo de y (ti) que esteja dentro de um cone de altura ε cujo eixo de
simetria coincida com o segmento L

′

i−1 e com o ângulo de abertura θ = π/9,
conforme podemos ver na Figura 3.11.

Se nenhum ponto for localizado dentro esse cone, então, toma-se o vizinho
mais próximo de y (ti), independentemente do ângulo θ e do valor de ε, e dáı
continua-se o processo de iteração.

Numa segunda etapa do método de Wolf é posśıvel estimar λ1 + λ2, se
λ2 ainda for positivo. O procedimento se faz da mesma maneira em que se
obtêm o λ1, no entanto sua implementação é um pouco mais complicada,
como podemos ver na Figura 3.12.

Inicialmente escolhe-se dois vizinhos próximos ao ponto y (ti) da trajetória
fiducial, ou seja: zi (ti) e z

′

i (ti). Avalia-se a seguir a área do triângulo for-
mado pela evolução desses três pontos. Segue-se um processo de subsituição,
análogo ao anterior, no qual preserva-se a orientação do triângulo, confome
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Figura 3.11: Critério adotado por Wolf para a substituição de vizinhos. O
novo vizinho deve ser encontrado no interior de um cone de altura ε e abertura
angular π/9.
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Figura 3.12: Representação Esquemática do algoritmo de Wolf para estima-
tiva de λ1 + λ2, ambos positivos. Utiliza-se como parâmetro o crescimento
dos elementos de área.

podemos ver na Figura 3.12. Quando um elemento de área torna-se muito
grande ou excessivamente inclinado escolhem-se dois novos pontos próximos
a trajetória de referência, minimizando a área e a mudança na orientação
[63].

3.3.3 Método de Eckmann-Ruelle

Neste método [64, 65], permite-se em prinćıpio determinar todo espectro
de expoentes de Lyapunov.

Para tanto estimam-se as equações variacionais, isto é, equações lineriza-
das, e portanto as matrizes Jacobianas ao longo da trajetória fiducial. Supõe-
se que os pontos do atrator reconstrúıdo possam ser associados às iteradas de
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um mapa ~f (~y), cuja forma exata é desconhecida. Então, procede-se usando

uma aproximação linear para ~f em torno de ~y, obtendo-se genericamente,

~f (~y) ≈ D~y +~b, (3.74)

onde D representa é matriz Jacobiana de ~f em ~y e ~b é um vetor.
A matriz D e o vetor ~b podem ser determinados a partir da evolução

temporal de uma trajetória fiducial y (ti) e de pontos vizinhos zj , na forma:

|y (ti) − zj (ti)| < ε, (3.75)

onde j = 1, 2, . . ..
Na Figura 3.13, podemos ver a aplicação do modelo. Tomamos um raio

ε, suficientemente pequeno, para que a aproximação linear seja válida, no
entanto este deve ser suficientemente grande para que haja um número de
pontos adequado para determinação da matriz jacobiana D, como descrito a
seguir.

ε

y(t)

f( y ) = Dy + b

Figura 3.13: Representação esquemática do procedimento de Eckmann-
Ruelle.

Seja y (ti) um ponto da trajetória fiducial e zj (ti) seus vizinhos dentro
da hiperesfera de raios ε no instante ti. Procura-se a posição desses vizinhos
no instante ti + ∆t (pontos zj (ti + ∆t)). A matriz Jacobiana D e o vetor ~b
podem então ser obtidos por um ajuste de mı́nimos quadrados [67, 68] sobre
o conjunto dos pontos zj, de tal maneira que:

D [y (ti) − zj (ti)] ≈ y (ti + ∆t) − zj (ti + ∆t) . (3.76)

Desta maneira determinam-se aproximações para a matriz jacobiana nos
instantes ti, ti + ∆t, ti + 2∆t, e assim por diante. Repete-se o procedimento
até que toda trajetória fiducial tenha sido percorrida. A partir das matrizes
D, pode-se aplicar o método de ortogonalização de Gram-Schimidt [69, 70].

Eckmann e Ruelle [64, 65] propõem um método de triângularização similar
ao caso apresentado para mapas, já discutido neste caṕıtulo. A matriz D é
decomposta segundo o produto

D = O1T1, (3.77)
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onde O1 é uma matriz ortogonal e T1 é uma tringular superior com elementos
diagonais não nulos.

Se D é invert́ıvel essa decomposição é única. Depois o produto DO1

no tempo y (ti + ∆t) é decomposto da mesma maneira em O2T2 e assim
sucessivamente. Ou seja:

D [y (ti + n∆t)] D [y (ti + (n − 1)∆t)] = OnTnTn−1 . . . T1. (3.78)

Desta maneira pode-se obter:

λk = lim
n→∞

1

n∆t

n
∑

j=1

ln (Tj)kk
, (3.79)

onde (Tj)kk
é o k-ésimo elemento da diagonal da matriz Tj . Procedendo desta

maneira os expoentes λk arranjam-se em ordem decrescente.

3.3.4 Método de Brown-Bryant

Brown, Bryant e Abarbanel propuseram [71, 72] um método para a ob-
tenção do espectro de Lyapunov associado a uma série temporal cuja princi-
pal diferença em relação ao método de Eckmann-Ruelle reside na obtenção
dos mapas que levam os pontos zi (t), na vizinhança da trajetória fiducal,
aos pontos zi (t + ∆t). Diferente do método de Eckmann-Ruelle, que usa o
método do mı́nimos quadrados como ajuste linear, este usa um polinômio
de grau n, com n > 1. Pelo uso de polinômios de grau n, pretende-se uma
melhor aproximação para os mapas. Ao se obter um mapa local mais preciso
espera-se obter também uma melhor aproximação para as matrizes Jacobia-
nas.

Neste caṕıtulo, apresentamos as principais técnicas que identificam a ca-
oticidade de um objeto, partindo de uma série de dados experimentais. Con-
forme vimos no caṕıtulo 1, na última seção, apresentamos um objeto que
“parece” ser caótico. Para verificarmos a sua caoticidade usaremos a me-
todologia discutida até o presente e discutiremos todos estes resultados no
próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Análise do Atrator da Fase
Condensada do Modelo de
Potts com Interações Aleatórias
Competitivas na Rede
Hierárquica

No primeiro caṕıtulo, apresentamos o modelo de Potts com interações
aleatórias, na rede hierárquica do tipo diamante [13, 14]. Observamos que
o fluxo de renormalização do estado condensado deste modelo, evolui para
um atrator aparentemente caótico e não para um ponto fixo estável como
o que descreve a fase ordenada ou condensada (baixas temperaturas) nos
modelos de spins usuais. Desta maneira, neste caṕıtulo serão usadas técnicas
de caracterizar sistemas dinâmicos, apresentadas no caṕıtulo 3 com o objetivo
de corroborar ou descartar a caoticidade, deste atrator.

Inicialmente, será analisada a influência da temperatura inicial no sur-
gimento do atrator. Em seguida faremos uma análise da distribuição dos
acoplamentos renormalizados (seção 4.2), e na seção 4.3 será feita uma me-
dida da dimensão fractal do objeto. Por último será feita na seção 4.4 uma
medida do expoente de Lyapunov do objeto, fazendo uso do método de Wolf
[63], apresentado no caṕıtulo anterior.

69



4.1 Análise da Temperatura Inicial

Apresentaremos a seguir, um conjunto de investigações acerca do estado
condensado no modelo de Potts com q = 3 e d = 5, discutido no caṕıtulo 2.

O fluxo de renormalização dos acoplamentos, para uma distribuição ini-
cial Delta-bimodal e temperatura inicial kBT = 0.1, evolui para um atrator
mostrado na Figura 4.1, onde o eixo horizontal é a temperatura renormali-
zada e no eixo vertical é a variância da transmissividade térmica parâmetros
estes discutidos no caṕıtulo 2, este objeto não tinha sido identificado an-
tes, no entanto já havia sido reportado em trabalho anterior [13, 31]. Nosso
propósito agora é investigar a influência da temperatura inicial no surgimento
deste atrator.

Figura 4.1: Atrator do estado condensado para o modelo de Potts; q = 3,
d = 5, distribuição inicial Delta-bimodal, com um banco de tamanho 100000
iterados 15000 vezes (hierarquias), para a temperatura inicial kBT = 0.1.
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Para diferentes distribuições iniciais, o sistema evolui de forma similar
para um atrator na mesma região do espaço de parâmetros como mostrado
na Figura 4.2:

Figura 4.2: Atratores do estado condensado para o modelo de Potts; q = 3,
d = 5, para todas as distribuições iniciais de acoplamento consideradas:
Delta-bimodal (preto), Exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), Uni-
forme (azul), com um banco de tamanho 100000 iterados 15000 vezes (hie-
rarquias), para a temperatura inicial kBT = 0.1

Constatamos através da superposição dos gráficos que o objeto está li-
mitado num intervalo de temperatura bem determinado independentemente
da distribuição inicial escolhida, na situação em que a temperatura inicial
escolhida é kBT = 0.1.
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O próximo passo é avaliar o atrator para um valor de temperatura inicial
diferente. Para tanto obtivemos o seguinte resultado para uma temperatura
inicial T = 0.5, mostrado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Atrator do estado condensado para o modelo de Potts; q = 3,
d = 5, distribuição inicial Delta-bimodal, com um banco de tamanho 100.000
iterado 15.000 vezes (hierarquias) partindo-se da temperatura inicial kBT =
0.5.

O atrator foi obtido, também, na mesma temperatura inicial para outras
distribuições iniciais diferentes mostrando que o objeto cai no mesmo inter-
valo de temperatura, podemos verificar isto na comparação que fizemos e
mostrada na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Atrator do estado condensado para o modelo de Potts; q = 3,
d = 5, para todas as distribuições iniciais, com um banco de tamanho 100.000
iterdo 15.000 vezes (hierarquias), partindo de uma temperatura inicial
kBT = 0.5, e diferentes distribuições iniciais de acoplamentos: Delta-bimodal
(preto), Exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), Uniforme (azul).

Notamos que o atrator está confinado num intervalo finito de tempera-
tura. Seu formato é bastante similar ao que foi apresentado para a tempera-
tura inicial kBT = 0.1, o seu comportamento frente às diferentes distribuições
iniciais é, também, semelhante.
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Análise semelhante foi feita para o atrator obtido a partir de uma tempe-
ratura inicial maior, ou seja, kBT = 1.0 e novamente testamos para diferentes
distribuições iniciais, conforme podemos ver na Figura 4.5.

Figura 4.5: Atrator do estado condensado para o modelo de Potts; q = 3,
d = 5, com um banco de tamanho 100.000 iterado 15.000 vezes (hierarquias),
partindo da temperatura inicial kBT = 1.0, e diferentes distribuições iniciais
de acoplamentos: Delta-bimodal (preto), Exponencial (vermelho), Gaussiana
(verde), Uniforme (azul).

Quando comparamos as distribuições num único gráfico, podemos cons-
tatar que a presença do atrator da fase condensada do modelo de Potts para
q = 3 e d = 5, independe da temperatura inicial escolhida. Além do mais ve-
mos que após certo conjunto de pontos iniciais, a seqüência flui rapidamente
para o atrator.

Similarmente, para diferentes temperaturas iniciais, ou seja, para dife-
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rentes temperaturas abaixo de Tc (Temperatura cŕıtica), constatamos que o
sistema evolui para mesma região. Portanto o atrator mostrado nas Figuras
4.1 a 4.5, é de fato o atrator da fase condensada, do modelo que estamos
investigando.

Num passo adicional que inspecionamos para cálculos análogos realizados
para o modelo, com número de estados de Potts q = 4 e dimensão fractal da
rede d ∼= 5, 321928095, observamos o surgimento de um outro tipo de atrator,
conforme podemos ver na Figura 4.6.

Figura 4.6: Atrator do estado condensado do modelo de Potts; q = 4,
d ∼= 5, 32; comparando todas as distribuições de probabilidades consideradas:
delta-bimodal (preto), exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme
(azul), com banco de tamanho 10.000 e 10.000 hierarquias, e partindo da
temperatura inicial kBT = 2.0.

Este tipo de atrator semelhantemente permanece confinado num intervalo
finito de temperatura independentemente da distribuição inicial considerada,
entre kBT = 0.1 e kBT = 0.8. Isto nos sugere que para estes valores de q e
d teremos também um atrator da fase condensada.
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4.2 Análise das Distribuições dos Acoplamen-

tos

Nesta seção, vamos avaliar como a distribuição de acoplamentos se com-
porta durante o processo de renormalização. Para tanto desenvolvemos um
programa em C, que permite obter as distribuições dos acoplamentos renor-
malizados em cada setor do atrator.

Em prinćıpio verificamos como a distribuição de acoplamentos se com-
porta antes do fluxo atingir o atrator, ou seja, estamos analisando a freqüência
com que ocorre cada acoplamento. Fizemos isto para cada uma das distri-
buições iniciais.
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Figura 4.7: Distribuição de acoplamentos renormalizados antes do atrator,
com um banco de tamanho 500000, distribuição delta-bimodal, onde h repre-
senta as iterações: h = 1 (linha preta), h = 2 (linha vermelha), h = 3 (linha
verde), h = 4 (linha azul), h = 5 (linha cian), h = 6 (linha marrom), h = 7
(linha laranja).

O cálculo foi feito para sete iterações tendo em vista que no diagrama
que contém o atrator, ocorre em média sete renormalizações antes do fluxo
chegar ao atrator.
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Na situação em que h = 1, percebemos que há uma oscilação grande,
que vai diminuindo conforme as sucessivas iterações ocorrem. Observamos
que na terceira iteração ocorre um “pico”, na distribuição dos acoplamentos,
além de verificarmos um estreitamento na largura das distribuições.

Apresentamos agora os resultados observados quando a distribuição ex-
ponencial é usada.
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Figura 4.8: Distribuição de acoplamentos renormalizados na região antes do
atrator, com um banco de tamanho 500000, distribuição exponencial onde h
representa as iterações: h = 1 (linha preta), h = 2 (linha vermelha), h = 3
(linha verde), h = 4 (linha azul), h = 5 (linha cian), h = 6 (linha marrom).

Vemos que para esta distribuição, após seis iterações, o fluxo alcança
o atrator. Na primeira e segunda iterações as distribuições são mais sua-
ves e simétricas, observamos este comportamento também na quarta e sexta
iteração. Na terceira iteração verificamos um “pico”, conforme já havia sido
observado para a distribuição delta-bimodal. Observamos, também, que para
h = 5 aparece um comportamento assimétrico, ou seja, verificamos uma
espécie de “achatamento” na lateral direita da curva, após um “estreita-
mento” acentuado próximo ao valor máximo observado na distribuição dos
acoplamentos.
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Tomamos agora a Gaussiana como distribuição inicial.
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Figura 4.9: Distribuição de acoplamentos renormalizados na região antes do
atrator, com um banco de tamanho 500000, para a distribuição Gaussiana,
onde h representa as iterações: h = 1 (linha preta), h = 2 (linha vermelha),
h = 3 (linha verde), h = 4 (linha azul), h = 5 (linha cian), h = 6 (linha
marrom).

Observa-se que nas duas primeiras iterações há um alargamento na dis-
tribuições sugerindo uma maior variância no valor médio dos acoplamentos
renormalizados. Porém na terceira observa-se novamente um “pico” na dis-
tribuição e um processo de assimetria com um achatamento no lado direito
da curva, fato este que observamos também na quinta iteração, no entanto,
de maneira mais suave, logo após um semelhante estreitamento próximo ao
valor médio, já observado na distribuição exponencial mostrada na Figura
4.8.
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Finalizando, apresentamos os resultados obtidos para a distribuição uni-
forme.
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Figura 4.10: Distribuição de acoplamentos renormalizados na região antes
do atrator, com um banco de tamanho 500000, distribuição uniforme, onde
h representa as iterações: h = 1 (linha preta), h = 2 (linha vermelha), h = 3
(linha verde), h = 4 (linha azul), h = 5 (linha cian), h = 6 (linha marrom).

Observa-se que para as duas primeiras iterações há um comportamento
suave, com aumento da largura da distribuição, na iteração h = 3, possuindo
um comportamento observado nas outras distribuições iniciais, ou seja, um
“pico”, seguido de um estreitamento no lado direito da curva, em h = 5.
Percebe-se um outro “salto”, logo após o valor médio dos acoplamentos re-
normalizados para esta iteração.

Constatamos ao longo destes resultados, que inicialmente as distribuições
nas duas primeiras iterações, apresenta um comportamento suave com uma
largura maior em relação as outras de ordem superior, nesta situação an-
tes de entrar no atrator da fase condensada. Percebemos também que na
iteração h = 3, a distribuição dos acoplamentos apresenta um “pico”, para o
valor médio e uma deformação no lado direito da curva que representa a dis-
tribuição dos acopamentos, isto sugere que nesta circunstância o número de
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ocorrências para um valor diferente do valor médio decai rapidamente. Ainda
observa-se que para a iteração h = 5 um comportamento semelhante é obser-
vado, no entanto, o “pico” ocorre após o valor médio dos acoplamentos. Para
outras iterações verificamos um comportamento suave para o decaimento das
ocorrências para os diversos valores de K ′ em torno do valor médio.

A seguir vamos estudar a distribuição dos acoplamentos em pontos na
região do atrator, estas regiões foram escolhidas de forma arbitrária.

Para isso, analisamos a distribuição de acoplamentos no atrator, usando a
delta-bimodal como distribuição inicial, e assim definimos os quatro setores,
no atrator, conforme é ilustrado na Figura 4.11. Escolhemos alguns pontos
em cada setor, para analisar o comportamento dos acoplamentos renormali-
zados.
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Figura 4.11: Regiões selecionadas do atrator onde as distribuições dos aco-
plamentos serão analisados com um banco de tamanho 500000, usando a
distribuição delta-bimodal. A caixa preta representa o setor 01, caixa ver-
melha, setor 02, caixa verde, setor 03, caixa azul, setor 04.
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Na Figura 4.12, apresentamos uma comparação das distribuições de aco-
plamentos em pontos escolhidos em setores distintos definidos na Figura 4.11,
cada ćırculo esboçado no atrator, o qual vemos na figura, define o setor. Nes-
tes histogramas definimos a escala, fazendo a diferença entre o valor máximo
dos acoplamentos e o valor mı́nimo, dividido por um tamanho escolhido arbi-
trariamente, que no nosso estudo usamos o tamanho 100, e assim definimos
a escala dos histogramas.
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Figura 4.12: Distribuição dos acoplamentos nos diferentes setores do atrator;
Distribuição delta-bimodal com um banco de tamanho 500.000, 100 hierar-
quias, h = 56 (linha preta) setor 1, h = 42 (linha vermelha) setor 2, h = 64
(linha verde) setor 3, h = 84 (linha azul) setor 4.

Observamos que há um comportamento assimétrico nas distribuições, a
curva se estende mais para o lado esquerdo, o que desta forma mostra que
a média dos acoplamentos renormalizados vai estar a esquerda da moda, o
que não ocorre quando temos uma distribuição simétrica, pois estes valores
estão no centro da distribuição. Na iteração h = 42 a curva é mais suave,
enquanto que nas iterações h = 64 e h = 84, temos uma queda quase abrupta
nas concentrações dos valores para os acoplamentos, sendo que em h = 64, é
visto de forma mais acentuada. Além disso, podemos ver os valores médios
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das distribuições na tabela 4.1. Podemos medir esta deformação que ocorre
na distribuição de probabilidade fazendo uma medida do skewness, definido
por:

µ =
< K > −Mod (K)

σ
, (4.1)

onde < K >, mede a média dos acoplamentos renormalizados, Mod (K) a
moda e σ o desvio padrão.

Podemos ver também na Tabela 4.1, os valores para a distorção da dis-
tribuição de acoplamentos para os setores definidos no atrator.

h < K ′ > µ
56 -5,541093 -0,363749
42 -7,647606 -0,155892
64 -7,816263 -0,744819
84 -10,811297 -0,536963

Tabela 4.1: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renorma-
lizados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para o acoplamento
renormalizado e µ o skewness.

Verificamos que o valor médio da distribuição é negativo, e constatamos
também que para h = 42 e h = 64, seus valores médios são bastante próximos,
e observamos uma translação desse valor médio em h = 56 e h = 84. Confir-
mamos com o skewness negativo, a deformação da distribuição para esquerda,
e conseqüêntemente a sua assimetria [36, 37].
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A seguir mostramos a distribuição de acoplamentos para pontos em cada
um dos setores escolhidos, analisamos o que ocorre com a distribuição nos
pontos vizinhos em cada setor.
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Figura 4.13: Distribuição dos acoplamentos para a primeira região do atrator;
Distribuição delta-bimodal com um banco de tamanho 500000, 100 hierar-
quias, h = 58 (linha preta), h = 57 (linha vermelha), h = 68 (linha verde),
h = 55 (linha azul).

Evidentemente as distribuições neste setor possuem um comportamento
bastante semelhante. Os valores médios são bastante próximos, ocorrendo
distorções indicando um decaimento mais suave da curvas no lado esquerdo
da distribuição de acoplamentos renormalizados, além de existir similaridade
de comportamento das curvas aos pares. Na Tabela 4.2 temos os valores
médios e o skewness para cada distribuição.
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h < K ′ > µ
58 -7,041399 -0,640891
57 -8,394931 -0,502320
68 -8,982393 -0,744819
55 -10,680402 -0,675534

Tabela 4.2: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Verificamos também que seus valores médios e skewness obtidos neste
setor são todos negativos, observando que para h = 57 e h = 68, as médias
são muito próximas. Na situação para h = 58 e h = 55, as médias são bem
distintas.

Analisamos na próxima situação, as distribuições encontradas para o se-
gundo setor.
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Figura 4.14: Distribuição dos acoplamentos para o segundo setor do atrator;
Distribuição delta-bimodal com um banco de tamanho 500000, 100 hierar-
quias, h = 89 (linha preta), h = 50 (linha vermelha), h = 97 (linha verde),
h = 44 (linha azul).
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Primeiro fato que observamos, é que apesar de estarmos analisando as
distribuições num mesmo setor, elas não correspondem a interações sequen-
ciais. No entanto, o comportamento das curvas são semelhantes, na região
do lado direito em relação ao valor médio as distribuições praticamente há
uma superposição delas. As curvas possuem um decaimento suave, havendo
entre elas uma pequena variação na sua concentração. Seus valores médios e
skewness são mostrados na Tabela 4.3.

h < K ′ > µ
89 -9,642117 -0,433034
50 -11,661201 -0,433034
97 -7,423805 -0,155892
44 -9,613570 -0,225178

Tabela 4.3: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Observamos que a média das distribuições e o skewness são negativos
indicando que a média está a esquerda com relação ao centro. Verificamos
que para h = 89 e h = 44, estas iterações possuem valor médio bastante
próximo, enquanto que para h = 89 e h = 50, o skewness são iguais.
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No setor 3, verificamos um comportamento bastante distinto daquele ob-
servado nos dois anteriores mostrados na Figura 4.13 e 4.14. Observamos
que a curva decai rapidamente, conforme podemos em seu lado direito, neste
trecho elas praticamente estão superpostas. Verificamos também nas curvas
que representam h = 9, h = 51 e h = 82, possuem uma espécie de “pico”
no lado direito, e este pico tem maior intensidade em h = 82. O valor para
os quais ocorre esse pico no histograma da distribuição de acoplamentos tem
uma considerável ocorrência. Além disso as distribuições estão mais concen-
tradas em torno de sua média. Seus valores médios e skewness são mostrados
na Tabela 4.4.

-40 -30 -20 -10 0 10 20
K’ (acoplamento renormalizado)

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

N
o (

nú
m

er
o 

de
 o

co
rr

ên
ci

a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4

k
B
T

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

∆

Figura 4.15: Distribuição dos acoplamentos para a terceira região do atrator;
Distribuição delta-bimodal com um banco de tamanho 500000, 100 hierar-
quias, h = 17 (linha preta), h = 9 (linha vermelha), h = 51 (linha verde),
h = 82 (linha azul).

Verificamos, também, que, para h = 17 e h = 9, os valores médios obti-
dos dos das distribuições de acoplamentos renormalizados e o skewness são
bem semelhantes. Observamos também que todas médias e skewness são
negativas.
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h < K ′ > µ
17 -9,045828 -0,814105
09 -9,806587 -0,848747
51 -6,892279 -0,918033
82 -7,672084 -0,640891

Tabela 4.4: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

No setor 4, observamos que nas distribuições há uma distorção assimétrica
mais pronunciada da curva no seu lado direito. Vemos também que as dis-
tribuições h = 76 e h = 92, possuem uma região de muita semelhança, fato
este que observamos. Há ainda o “pico” para as h = 49 e h = 7 iterações,
além dos valores médios e skewness muito similares.
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Figura 4.16: Distribuição dos acoplamentos para a quarta região do atrator;
Distribuição delta-bimodal com um banco de tamanho 500000, 100 hierar-
quias, h = 76 (linha preta), h = 92 (linha vermelha), h = 49 (linha verde),
h = 7 (linha azul).
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h < K ′ > µ
76 -11,100033 -0,640891
92 -13,577173 -0,744819
49 -12,945952 -0,744819
07 -16,093269 -0,744819

Tabela 4.5: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Vemos que os valores médios para as distribuições neste setor são nega-
tivos, e que para h = 76, h = 92 e h = 49 estes valores são bem próximos.
Observamos que o valor do skewness para as iterações h = 92, h = 49 e h = 7
são iguais. A discrepância apresentada para o valor médio na iteração h = 7
com relação aos outros resultados encontrados na Tabela 4.5 para a média,
é causado pela presença do “pico” na distribuição.

Constatamos, a partir dos resultados apresentados até aqui, que as dis-
tribuições de acoplamentos renormalizados ao evoluirem dentro do atrator,
ora ficam mais concentradas (menor largura da distribuição) ora mais disper-
sas (maior largura). Observamos que o fluxo de renormalização transforma
a distribuição inicial simétrica, numa distribuição assimétrica, skewness ne-
gativo (deformação à esquerda) [36, 37], com acoplamentos predominante-
mente negativos, isto nos sugere um uma espécie de comportamento antifer-
romagnético.
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Conforme hav́ıamos definido, a investigação do atrator foi dividida em
quatro setores mostrados na Figura 4.11. O próximo passo será comparar os
histogramas nestes setores para diferentes distribuições iniciais. Tomaremos
o ponto central do setor e analisaremos para as quatro distribuições iniciais
previamente referidas neste trabalho.

No primeiro setor temos,
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Figura 4.17: Comparativo para as distribuições dos acoplamentos renorma-
lizados no primeiro setor do atrator, com um banco de tamanho 500000, 100
hierarquias; delta-bimodal h = 56 (linha preta), exponencial h = 28 (linha
vermelha), Gaussiana h = 25 (linha verde), uniforme h = 12 (linha azul).

Na Figura 4.17, mostra que as distribuições de acoplamentos renormali-
zados é assimétrica, ou seja, as curvas aparecem com distorções a esquerda,
e com valores de acoplamento negativos. Temos que o comportamento das
distribuições Delta-bimodal, Gaussiana e uniforme são muito próximas, no
entanto, a largura da distribuição correspondente à exponencial tem um de-
caimento mais suave que as demais. Observamos que os valores médios e
skewness na Tabela 4.6, são negativos, e ainda percebemos que as distri-
buições, delta-bimodal e a gaussiana, possuem média muito próximas.
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Distribuição h < K ′ > µ
Delta-bimodal 56 -5,541093 -0,363749
Exponencial 28 -7,231712 -0,433034
Gaussiana 25 -5,172642 -0,398392
Uniforme 12 -8,577028 -0,606248

Tabela 4.6: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

No segundo setor, conforme mostrado na Figura 4.18, as distribuições dos
acoplamentos têm um comportamento muito semelhante, com uma ligeira di-
ferença para a distribuição gaussiana que possui um número de ocorrência
mais concentrado em relação aas demais. Observamos uma pequena translação
no decaimento das distribuições de acoplamentos renormalizados no lado es-
querdo com relação a média. Na tabela 4.7, apresentamos os valores médios
obtidos e skewness para as curvas do setor.

Distribuição h < K ′ > µ
Delta-bimodal 42 -7,647606 -0,155892
Exponencial 36 -6,358537 -0,086607
Gaussiana 94 -9,506797 -0,329106
Uniforme 98 -8,188198 -0,155892

Tabela 4.7: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Percebemos que na média, os acoplamentos renormalizados são negati-
vos. Observamos uma pequena flutuação no valor médio observado para as
distribuições observadas no setor. O skewness obtido para cada distribuição
é negativo, caracterizando distorção da curva à esquerda.
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Figura 4.18: Comparação entre as distribuições dos acoplamentos renorma-
lizados para o segundo setor do atrator, com um banco de tamanho 500000,
100 hierarquias; delta-bimodal h = 42 (linha preta), exponencial h = 36
(linha vermelha), Gaussiana h = 94 (linha verde), uniforme h = 98 (linha
azul).

No setor 3, ocorre uma certa deformação nos histogramas para as dis-
tribuições renormalizadas como mostrado na Figura 4.19. Percebemos que
as curvas no seu lado direito tem decaimento abrupto, logo após um certo
“pico”, que é mais evidenciado nos histogramas associados às distribuições
Delta-bimodal, Exponencial e Uniforme. Para o caso da Gaussiana, temos
um número de ocorrências maior com relação aos demais histogramas das
distribuições de acoplamentos renormalizados. No lado esquerdo temos um
decaimento suave e similar para todas as distribuições.

No próximo passo apresentamos uma tabela 4.8 que mostra os valores
médio e skewness de cada distribuição neste setor.

Notamos que o valor médio do histograma correspondenteà cada distri-
buição é negativo, e que os valores correspondentes às distribuições de aco-
plamentos para exponencial e Gaussiana, são tão próximos que difere apenas
na segunda casa decimal. Na medida dos skewness, os valores obtidos são
negativos e os resultados observados são bastante próximos
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Figura 4.19: Comparação entre as distribuições dos acoplamentos renorma-
lizados para o terceiro setor do atrator, com um banco de tamanho 500000,
100 hierarquias; delta-bimodal h = 64 (linha preta), exponencial h = 53
(linha vermelha), Gaussiana h = 33 (linha verde), uniforme h = 59 (linha
azul).

Distribuição h < K ′ > µ
Delta-bimodal 64 -7,816263 -0,744819
Exponencial 53 -9,726537 -0,848747
Gaussiana 33 -9,738508 -0,779462
Uniforme 59 -8,193925 -0,814105

Tabela 4.8: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Finalmente, analisamos os histogramas para as distribuições de acopla-
mentos renormalizados no quarto setor, mostrados na Figura 4.20.
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Figura 4.20: Comparação entre as distribuições dos acoplamentos renormali-
zados para o quarto setor do atrator, partindo de distribuição inicial diferente,
com um banco de tamanho 500000, 100 hierarquias; delta-bimodal h = 84
(linha preta), exponencial h = 80 (linha vermelha), Gaussiana h = 85 (linha
verde), uniforme h = 65 (linha azul).

Observamos que as distribuições neste setor estão mais concentradas, ou
seja, têm menor largura. Percebemos, também, que no lado direito das curvas
o decaimento é tão abrupto que praticamente os valores dos acoplamentos
não sofrem variação nesta região da curva, para em seguida decairem su-
avemente, enquanto que no lado esquerdo as curvas sofrem uma pequena
translação no seu decaimento. Verificamos também que o maior valor para
o número de ocorrências do acoplamento da exponencial ocorre um pouco
abaixo das demais distribuições. Na tabela 4.9, apresentamos os valores
médios dos correspondentes histogramas e skewness para cada distribuição
de acoplamento renormalizado.
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Distribuição h < K ′ > µ
Delta-bimodal 84 -10,811297 -0,536963
Exponencial 80 -9,545072 -0,606248
Gaussiana 85 -13,167865 -0,606248
Uniforme 65 -13,397936 -0,744819

Tabela 4.9: Valores médios para as distribuições de acoplamentos renormali-
zados. h representa a iteração, < K ′ > o valor médio para os acoplamentos
renormalizados e µ o skewness, parâmetro que mede a distorção da distri-
buição.

Constatamos que o valor médio dos histogramas dos acoplamentos renor-
malizados é negativo, e que os valores associados às distribuições Gaussiana
e a uniforme têm resultados bem semelhantes, enquanto que, para as outras
duas distribuições os resultados diferem muito pouco. Observamos que para
para as distribuições exponencial e Gaussiana o valor do skewness são iguais,
e verificamos que todas possuem skewness negativo, ou seja, as curvas tem
distorções à esquerda.

Nesta seção analisamos o comportamento das distribuições em cada setor.
Concluimos que independetemente da distribuição inicial escolhida, os aco-
plamentos renormalizados permanecem na média negativos, o que podemos
sugerir um comportamento antiferromagnético. Em alguns setores notamos
certas peculiaridades, ou seja, as curvas apresentam “picos” em regiões bem
localizadas. Em algumas situações a média coincidia bastante chegando so-
mente a diferir nas casas decimais. A medida do skewness revelou que as dis-
tribuições de acoplamentos renormalizados possuem distorções à esquerda,
fato este confirmado por seu valor negativo observado em todos os setores
analisados.
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4.3 Dimensão Fractal do Atrator

Quando fazemos referência ao conceito de dimensão, em geral pensamos
no conceito euclideano de dimensão, ou seja, para um ponto temos dimensão
zero, uma linha tem dimensão um, uma superf́ıcie tem dimensão dois, e
assim sucessivamente. No entanto, conforme vimos no caṕıtulo anterior, na
seção 2.1, existem estruturas complexas que possuem dobras e esticamentos
as quais fazem parte de um conjunto de objetos que possuem dimensão não-
inteira, tais estruturas são conhecidas como fractais [25, 27]. Uma importante
caracteŕıstica desses objetos é a sua auto-similaridade, ou seja, as mesmas
caracteŕısticas em todas as escalas. Então nosso objetivo é mostrar como
podemos calcular a dimensão fractal de um objeto, e aplicar esse cálculo ao
problema do atrator da fase condensada para o modelo de Potts com q = 3
e d = 5. Esta dimensão é também conhecida como dimensão de Hausdorff-
Besicovitch [28, 49] que é a definição formal de dimensão fractal.

Em prinćıpio vamos considerar um conjunto A de pontos num espaço de
fases de dimensão n. Esse conjunto pode ser coberto por hipercubos iguais
de lado ε [27, 28, 34, 47, 49], conforme podemos ver na Figura 4.21 para o
caso bidimensional.

ε ε

Figura 4.21: Ilustração do método de contagem de caixas hipercúbicas de
tamanho ε

Um método prático para se calcular a dimensão fractal de um objeto é o
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método de contagem de caixas (box counting) definido como sendo:

D0 = lim
ε→0

log [N (ε)]

log
(

1
ε

) , (4.2)

onde N (ε), é o número mı́nimo de hipercubos de lado ε, necessários para
cobrir todo o conjunto A.

Podemos aplicar esta definição em alguns tipos de fractais conhecidos.
Vamos aplicar esta definição ao conjunto de Cantor, que descreveremos seu
processo de construção logo a seguir.

Inicialmente tomamos um segmento de reta com tamanho L, dividido em
três partes iguais, em seguida removemos a sua parte central, restando duas
partes de tamanho L

3
, conforme podemos ver na Figura 4.22. Na próxima

iteração, dividimos os segmentos restantes em três partes iguais e em seguida
removemos a parte central de cada segmento, formando a segunda iteração,
conforme podemos novamente na Figura 4.22. E assim procederemos suces-
sivamente. No limite de infinitas iterações obtém-se o conjunto de Cantor ou
“poeira” de Cantor.

.
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.
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N(  )ε ε

L
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8

Conjunto de Cantor

Figura 4.22: Ilustração do processo de construção do conjunto de Cantor, e
o recobrimento deste conjunto para determinar a sua dimensão.

Cobrindo o conjunto com segmentos de tamanho ε = L/3n, e usando a
equação apresentada em 4.2, teremos:

D0 = lim
n→∞

log (2n)

log
(

3n

L

) =
n log (2)

n log (3) − log (L)
(4.3)
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No limite n → ∞, teremos:

D0 =
log (2)

log (3)
= 0, 630929753

Em seguida usamos este método de contagem de caixas para calcular a
dimensão fractal do atrator da fase condensada do modelo de Potts para
q = 3 e d = 5, no entanto realizamos este processo de forma numérica, para
tanto utilizamos o algoritmo das caixas móveis o qual é bem descrito em
Fiedler-Ferrara [73] para o expoente de Lyapunov. Em seguida esboçamos
um gráfico do log2 [N (ε)] em função do log2 (ε−1), conforme é visto na Figura
4.23
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Figura 4.23: Neste gráfico mostra-se a dimensão fractal tomando-se uma
distribuição de acoplamentos inicial.

Observamos que no gráfico da Figura 4.23 existe uma região linear cuja
inclinação define a dimensão fractal do atrator. Constatamos que na região
linear do gráfico os resultados obtidos para as diferentes distribuições iniciais,
são bastante próximos.
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A partir da Figura 4.23, podemos obter as seguintes conclusões:

distribuição Śımbolo D0

Delta-bimodal Ćırculo 1,66
Exponencial Quadrado 1,66
Gaussiana Diamante 1,65
Uniforme Triângulo 1,66

Tabela 4.10: Dimensão fractal do atrator para diferentes distribuições de
acoplamentos renormalizados.

Os resultados obtidos para a dimensão fractal expostos na Tabela 4.10
são praticamente idênticos, conforme já hav́ıamos constatado, também, no
gráfico da Figura 4.23. A proximidade dos valores obtidos já era esperado,
pois, os atratores para diferentes distribuições iniciais mostravam-se visu-
almente muito semelhantes. Outro fato que observamos, é a dimensão ser
não inteira, o que caracteriza um objeto fractal, caracteŕıstico dos atratores
estranhos.

Nosso próximo passo para consolidar a caoticidade do atrator será mostrar
os resultados obtidos para o expoente de Lyapunov.
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4.4 Obtenção do Expoente de Lyapunov do

Atrator

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos nas medidas para obter
os expoentes caracteŕısticos de Lyapunov do atrator da fase condensada do
modelo de Potts para q = 3 e d = 5. Conforme foi discutido na seção 3.2, os
expoentes são uma medida da divergência entre as órbitas do atrator. Por
não possuirmos um conjunto de equações que descreva a trajetória do atrator,
e apenas um conjunto de dados numéricos que sugerem que o atrator este
seja caótico, nos leva a buscar um procedimento para medir esta divergência.

Conforme já foi discutido na seção 3.3, há diversos métodos para se ob-
ter os expoentes de Lyapunov a partir de dados experimentais e, também,
conforme já foi discutido, se conseguirmos obter ao menos um expoente de
Lyapunov positivo, então podemos dizer que o objeto em estudo é caótico.
Fizemos uso do método de Wolf, o qual foi discutido na seção 3.3.2, para
obter o primeiro expoente de Lyapunov, devido a simplicidade que o método
oferece e a não dependência de fazer qualquer aproximação acerca da tra-
jetória fiducial.

Nosso primeiro passo foi construir a trajetória fiducial que acompanha
a evolução dos pontos, a partir dos vetores reconstrúıdos de Takens, o qual
havia sido discutida na seção 3.3.1.

Em prinćıpio teŕıamos que estudar um tamanho para o parâmetro ε,
que vamos utilizar no cálculo da distância entre os vizinhos mais próximos,
conforme foi discutido no método de Wolf na seção 3.3.2. Inicialmente atri-
buimos um valor fixo para ε, contudo, surgiu um problema de convergência
na análise dos vizinhos mais próximos o que nos levou a construir um valor
para ε, na forma:

ε =
(

Nε

N

)

1
m

εm, (4.4)

onde m, representa a dimensão de imersão, N o tamanho de uma dada
amostra, Nε uma parcela desta amostra investigada, e εm a distância média
entre os pontos na trajetória fiducial.

Primeiramente consideramos uma amostra do objeto em estudo de ta-
manho N , e fizemos uma média das distâncias entre os pontos na trajetória
fiducial, ou seja, obtemos um valor para εm numa dada dimensão de imersão.
Em seguida, tomamos uma certa quantidade desta amostra Nε, e, com a
expressão 4.4, obtemos um valor para ε, para a dimensão de imersão inves-
tigada.

Inicialmente testamos o nosso programa desenvolvido em linguagem C,
aplicado para o mapa de Hénon, com a finalidade de certificarmos a confi-
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abilidade do método verificando se os resultados estão concordantes com os
da literatura [73], e constatamos o sucesso do nosso projeto computacional.
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Figura 4.24: Expoente de Lyapunov para o mapa de Hénon em função da
dimensão de imersão, são analisados 10.000 pontos, sendo: Nε = 100 (preto),
Nε = 150 (vermelho), Nε = 200 (verde), Nε = 250 (azul), Nε = 500 (cian),
Nε = 1000 (marrom).

No caso do mapa de Hénon a região de estabilidade ocorre no intervalo
nas proximidades de m = 100. Nele estimamos o expoente de Lyapunov.

A linha horizontal demarcada no gráfico da Figura 4.24, representa o valor
observado na literatura [73], que é de aproximadamente 0, 603, bem como,
ajuda a evidenciar visualmente a região de estabilidade, onde é determinado
o expoente de Lyapunov.

O comportamento observado na Figura 4.24, exibe duas situações inte-
ressantes. Primeiramente temos um espaço cujos valores de dimensão de
imersão é baixa, portanto temos um número excessivo de vetores para des-
crever o atrator recontrúıdo, nestas condições temos m < 90, na segunda
circunstância, temos um número reduzido de vetores reconstrúıdos para des-
crever o espaço, ou seja, dimensão de imersão alta, a qual está acima de
m > 110.

100



Em seguida empregaremos esta metodologia no atrator encontrado na
fase condensada para o modelo de Potts com q = 3 e d = 5.

Conforme vimos na seção 4.1, o atrator aparece independentemente da
temperatura inicial escolhida, portanto, podemos escolher uma temperatura
inicial qualquer abaixo da temperatura cŕıtica que teremos o atrator da fase
condensada. Portanto, para investigação do expoente de Lyapunov usamos
uma temperatura kBT = 0.5, cujo atrator foi mostrado nas Figuras 4.3 e 4.4.

Vamos analisar os resultados obtidos para as quatro distribuições iniciais
já mencionadas neste trabalho.

Começaremos pela distribuição Delta-bimodal, os resultados obtidos são
mostrados logo adiante.
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Figura 4.25: Expoente de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão,
104 pontos analisados, q = 3, d = 5, e kBT = 0.5, com distribuição inicial
delta-bimodal, com uma amostragem: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom),
Nε = 1000 (turquesa).

Na Figura 4.25, vemos o expoente de Lyapunov λ em função da dimensão
de imersão m para o atrator reconstrúıdo. Verificamos que inicialmente os
pontos oscilam intensamente, logo em seguida conforme aumenta a dimensão
de imersão estas oscilações passam a estabilizar em torno de um valor positivo
para λ numa dada região, em seguida estas curvas passam a se superpor.
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Para a distribuição Exponencial apresentamos o comportamento obtido
para o expoente de Lyapunov em função da dimensão de imersão, mostrado
na Figura 4.26.
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Figura 4.26: Expoente de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão,
104 pontos analisados, q = 3, d = 5, e kBT = 0.5, com distribuição inicial
exponencial, com uma amostragem: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom),
Nε = 1000 (turquesa).

Verificamos que para baixos valores da dimensão de imersão temos nova-
mente, se compararmos com o gráfico da Figura 4.25, oscilações intensas sem
indicar um valor preciso para o expoente de Lyapunov, no entanto, quando
temos um aumento na dimensão de imersão passamos a ver uma oscilação
mais estável em torno de um valor positivo para λ, para diferentes valores
de Nε. Em seguida, apresentaremos os gráficos correspondentes para o ex-
poente de Lyapunov em função da dimensão de imersão nas Figuras 4.27 e
4.28, para as distribuições Gaussiana e uniforme, para podermos confrontar
os resultados.

102



0 50 100 150 200

m (dimensão de imersão)

0

1

2

3

4

5

λ

Figura 4.27: Expoente de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão,
104 pontos analisados, q = 3, d = 5, e kBT = 0.5, com distribuição inicial
Gaussiana, com uma amostragem: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom),
Nε = 1000 (turquesa).
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Figura 4.28: Expoente de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão,
104 pontos analisados, q = 3, d = 5, e kBT = 0.5, com distribuição inicial
uniforme, com uma amostragem: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom),
Nε = 1000 (turquesa).

Conforme vimos até o momento, que independentemente da distribuição
inicial escolhida logo após sofrer fortes oscilações sem dar um valor preciso
para o expoente de Lyapunov para valores baixos de dimensão de imersão,
contudo, numa certa região a oscilação torna-se estável em torno de um va-
lor positivo bem definido para λ. Este valor positivo para o expoente de
Lyapunov nos permite garantir que o atrator da fase condensada possui um
comportamento caótico. Podemos comparar estas oscilações com as diferen-
tes distribuições para um dado valor de Nε. Faremos isto, como exemplo,
para Nε = 1000, conforme observamos na Figura 4.29.
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Figura 4.29: Expoente de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão
m, q = 3, d = 5, kBT = 0.5, Nε = 1000, comparação entre as distribuições:
delta-bimodal (preto), exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme
(azul).

Constatamos que há uma semelhança no comportamento obtido para as
diferentes distribuições de acoplamentos iniciais para o cálculo do expoente
de Lyapunov λ em função da dimensão de imersão. Nesta comparação apre-
sentada na Figura 4.29, a forte oscilação para baixos valores de dimensão
de imersão é bastante semelhante, seguida por uma região em que podemos
assegurar que o expoente de Lyapunov é positivo, pois o valor de λ oscila
de forma mais estável nas proximidades de m = 100, independentemente da
distribuição inicial escolhida.
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O objetivo agora é fazer a regressão linear nas curvas obtidas, mostradas
nas Figuras 4.25 a 4.28, para obter o valor numérico para este expoente de
Lyapunov. Inicialmente, em cada gráfico dividimos em regiões, ou seja, a
cada m múltiplo de 5, definimos uma região, em cada uma delas, realizamos
o processo de regressão linear. Contudo, os resultados obtidos a partir deste
procedimento, não foram satisfatórios. Podemos verificar isto, observando os
gráficos da Figura 4.30 a 4.33.
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Figura 4.30: Regressão linear para expoente de Lyapunov, q = 3, d = 5,
para kBT = 0.5, distribuição delta-bimodal: Nε = 50 (preto), Nε = 100
(vermelho), Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε =
500 (marrom) e Nε = 1000 (turquesa).
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Figura 4.31: Regressão linear para expoente de Lyapunov, q = 3, d = 5, para
kBT = 0.5, distribuição exponencial: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom)
e Nε = 1000 (turquesa).
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Figura 4.32: Regressão linear para expoente de Lyapunov, q = 3, d = 5, para
kBT = 0.5, distribuição Gaussiana: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom)
e Nε = 1000 (turquesa).
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Figura 4.33: Regressão linear para expoente de Lyapunov, q = 3, d = 5, para
kBT = 0.5, distribuição uniforme: Nε = 50 (preto), Nε = 100 (vermelho),
Nε = 150 (verde), Nε = 200 (azul), Nε = 250 (amarelo), Nε = 500 (marrom)
e Nε = 1000 (turquesa).

Verificamos que independente da distribuição inicial escolhida, a regressão
linear para os diversos valores de Nε, revela-se inadequada para obtenção do
coeficiente angular nesta situação, este oscila muito e a obtenção de um con-
junto de regiões que sature para o valor de m = 0, é dif́ıcil de ser observada.

Isto nos leva a investigar de outra maneira, as curvas obtidas para o
expoente de Lyapunov na Figura 4.25 a 4.28. Então pensamos em fazer um
ajuste através de uma função do tipo:

y = A0 + A1e
−A2x, (4.5)

onde A0, A1 e A2, são parâmetros que se determinam conforme ajustamos a
curva aos dados experimentais obtidos.

Pensamos neste tipo de ajuste, fazendo uma simples inspeção do compor-
tamento das curvas apresentadas nas Figuras 4.25 a 4.28 as quais parecem
exibir um comportamento exponencial. Neste caso A0 na equação 4.5 re-
presenta o expoente de Lyapunov e a variável x, representa a dimensão de
imersão.
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Aplicamos este método para o ajuste nas curvas para o expoente de Lya-
punov vistas nos gráficos das Figuras 4.25 a 4.28. Podemos ver, como exem-
plo, do ajuste que fizemos, a curva da Figura 4.34 para a distribuição delta-
bimodal.
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Figura 4.34: Curva de ajuste para o expoente de Lyapunov para a distri-
buição Delta-bimodal, q = 3, d = 5, Nε = 50, Delta-bimodal (preto), Ex-
ponencial (vermelho), Gaussiana (verde), Uniforme (azul), Curva de Ajuste
(castanho).

Observa-se que a curva de ajuste exponencial mostra a saturação desejada
para a obtenção do expoente de Lyapunov.

Na Figura 4.35, apresentamos o ajuste similar para as quatro distribuições
iniciais consideradas nesta tese.
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Figura 4.35: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 50.

Na Figura 4.35, verificamos que apesar do expoente de Lyapunov iniciar
a partir de valores diferentes para cada distribuição existe uma convergência
de todas as distribuições para um intervalo finito, que denota o expoente de
Lyapunov. Temos ainda que quando a curva atinge a região de saturação
as distribuições delta-bimodal, Gaussiana e uniforme, praticamente têm seus
valores superpostos. Nas Figuras 4.36 a 4.41 apresentamos as curvas que
foram ajustadas da mesma forma em que foi sugerida pela Figura 4.34, para
os diversos valores de Nε.
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Figura 4.36: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 100.
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Figura 4.37: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 150.
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Figura 4.38: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: Delta-bimodal (preto),
Exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), Uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 200.
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Figura 4.39: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 250.
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Figura 4.40: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 500.
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Figura 4.41: Curvas de ajuste para obtenção do expoente de Lyapunov,
levando-se em conta as quatro distribuições iniciais: delta-bimodal (preto),
exponencial (vermelho), Gaussiana (verde), uniforme (azul), para q = 3,
d = 5, kBT = 0.5, Nε = 1000.
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Observamos ao longo desses gráficos mostrados das Figuras 4.35 a 4.41 a
semelhança nos resultados observados. A convergência do expoente de Lya-
punov que estava visualmente evidente nos resultados mostrados nas Figuras
4.25 a 4.28 para todos os valores de Nε, apesar deste decaimento inicial que
ocorre, como previsto devido a baixa dimensão de imersão nesta região. Não
obstante com os ajustes propostos na euação 4.5 podemos apresentar os va-
lores numéricos para o expoente de Lyapunov do atrator. Estes resultados
estão mostrados nas Tabelas 4.11 a 4.17.

Nǫ = 50 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,46006 4,35267 0,0524723
Exponencial 1,32663 3,05147 0,0372018
Gaussiana 1,49292 2,68027 0,0441918
Uniforme 1,4936 2,99693 0,0381801

Tabela 4.11: Valores para o expoentes para Nε = 50, usando as diferentes
distribuições iniciais.

Nǫ = 100 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,41872 3,87817 0,056956
Exponencial 1,29544 3,2831 0,0375445
Gaussiana 1,50014 3,30422 0,0481021
Uniforme 1,48617 2,74074 0,0373688

Tabela 4.12: Valores para o expoentes para Nε = 100, usando as diferentes
distribuições iniciais.

Nǫ = 150 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,39335 3,62649 0,0456272
Exponencial 1,32876 2,51869 0,033845
Gaussiana 1,50506 2,47825 0,0408086
Uniforme 1,48259 2,58046 0,0338265

Tabela 4.13: Valores para o expoentes para Nε = 150, usando as diferentes
distribuições iniciais.
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Nǫ = 200 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,34975 3,15224 0,0411556
Exponencial 1,30905 2,84339 0,0408931
Gaussiana 1,48623 2,50116 0,0435217
Uniforme 1,50868 2,97661 0,0384401

Tabela 4.14: Valores para o expoentes para Nε = 200, usando as diferentes
distribuições iniciais.

Nǫ = 250 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,34883 2,69963 0,0381931
Exponencial 1,30938 2,60664 0,0384782
Gaussiana 1,48655 2,6469 0,0459459
Uniforme 1,51428 2,35419 0,0362778

Tabela 4.15: Valores para o expoentes para Nε = 250, usando as diferentes
distribuições iniciais.

Nǫ = 500 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,32651 2,78818 0,0402582
Exponencial 1,30273 1,85734 0,0286805
Gaussiana 1,48845 2,03033 0,0418626(5)
Uniforme 1,45332 2,78166 0,0316288

Tabela 4.16: Valores para o expoentes para Nε = 500, usando as diferentes
distribuições iniciais.

116



Nǫ = 1000 λ = A0 A1 A2

Bimodal 1,28489 1,95359 0,0296282(1)
Exponencial 1,29501 1,9021 0,0283507
Gaussiana 1,4764 1,55804 0,0398347(8)
Uniforme 1,44826 2,23894 0,0319942(1)

Tabela 4.17: Valores para o expoentes para Nε = 1000, usando as diferentes
distribuições iniciais.

Podemos peceber claramente que os valores para o expoente de Lyapunov
estão muito próximos, independente da distribuição inicial escolhida.

Verificamos com estes resultados que o atrator que encontramos para a
fase condensada do modelo de Potts com interações aleatórias competitivas
na rede hierárquica com q = 3 e d = 5 é caótico, ou seja, trata-se de um
atrator estranho, pois este possui um expoente de Lyapunov positivo, como
foi visto na definição na seção 3.1. Inicialmente constatamos que sua di-
mensão fractal é não inteira, então, já t́ınhamos percebido a caoticidade do
atrator, todavia era necessário verificar se havia divergência das órbitas em
alguma direção e isto somente poderia ser confirmado observando o expoente
de Lyapunov, de acordo com o discutido na seção 2.2.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Na presente tese investigamos o estado condensado do modelo de Potts
com interações aleatórias competitivas para q-estados, aplicado numa rede
hierárquica do tipo diamante, com um fator de escala b = 2 e dimensão frac-
tal d. Consideramos um conjunto de quatro distribuições de probabilidade
iniciais simétricas para interações entre os spins da rede: Delta-bimodal,
Exponencial, Gaussiana e Uniforme. Usamos a metodologia do grupo de re-
normalização no espaço real, associado ao método dos reservatórios para a
construção de um espaço de parâmetros para obter um diagrama de fluxo,
o qual evolui para a fase condensada quando T < Tc, onde Tc é a tempera-
tura cŕıtica. Tomando esta linha de trabalho, já hav́ıamos observado num
trabalho anterior nosso [13], que na região de baixas temperaturas, o fluxo
de renormalização evolui para um objeto, num intervalo de temperatura fi-
nita, que se revelou num atrator da fase condensada. Observamos agora,
que o aparecimento deste atrator, ocorre independente da temperatura ini-
cial escolhida, e também da distribuição inicial dos acoplamentos, além de
se manter num intervalo finito de temperatura na situação investigada, ou
seja, para q = 3 estados e dimensão da rede d = 5. Outro fato que cons-
tatamos neste trabalho, quando foi experimentada a situação para q = 4 e
d = 5, 321928095, e observou-se o surgimento de um atrator aparentemente
similar, com propriedades semelhantes ao caso estudado para q = 3 e d = 5,
ou seja, independência da temperatura inicial e distribuição inicial de aco-
plamentos escolhidos.

O atrator da fase condensada com q = 3 e d = 5, tem o aspecto de um
objeto que apresente propriedades caóticas. No entanto, para testar a ve-
racidade deste fato, avaliamos este comportamento apresentado através de
técnicas utilizadas em sistemas dinâmicos. A primeira análise realizada, foi
calcular a sua dimensão fractal, a qual demonstrou ser não inteira, isto nos
diz que o atrator é um objeto fractal. Em seguida, obtivemos o expoente
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caracteŕıtico de Lyapunov em função da dimensão de imersão, fazendo uso
do método de Wolf [63], o qual estima valores para o expoente de Lyapunov
para uma série de dados experimentais. Nestas curvas obtidas, percebemos
grandes flutuações para o valor do expoente de Lyapunov, no entanto, ficou
observado claramente que estes valores eram positivos. Tentamos extrair o
valor numérico deste expoente, fazendo uso da regressão linear, no entanto,
os resultados obtidos não foram satisfatórios, pois definidas as regiões de
regressão não consegúıamos observar um pequeno conjunto onde houvesse
estabilidade na obtenção do coeficiente angular da reta, que serviria para
revelar o valor numérico do expoente de Lyapunov. Então, diante deste pro-
blema usamos um ajuste a curva experimental que revelou ser mais eficiente,
em relação a regressão linear, curva essa que pode ser percebida por inspeção
visual da curva de λ em função da dimensão de imersão. Com este ajuste
extraimos o valor do expoente de Lyapunov, e constatamos o seu valor posi-
tivo. Este fato indica que o atrator da fase condensada é caótico, mostrando
que há divergência entre as órbitas numa dada direção, e sendo assim temos
um atrator estranho.

Outro ponto também abordado foi investigar o comportamento da distri-
buição dos acoplamentos renormalizados dentro deste atrator. Percebemos
que o processo de renormalização transforma a distribuição inicial simétrica,
com média nula e largura unitária, numa assimétrica com média negativa
para estes acoplamentos renormalizados, ou seja, sugerindo um compor-
tamento antiferromagnético para o sistema. Analisamos ainda a situação
em cada região do atrator, notamos que apesar dos pontos estarem mui-
tos próximos, não indica que eles possuam as iterações sucessivas, além de
verificarmos que estes pontos da vizinhança possuiam também distribuição
assimétrica com distorção à esquerda e média negativa. Analisamos o com-
portamento destas distribuições de acoplamentos renormalizados antes de
alcançar o atrator e constatamos que igualmente temos distribuições as-
simétricas com valores médios e skewness (medida da distorção) negativos.

Como perspectiva para esse trabalho que podemos esperar será a iden-
tificação do tipo de fase condensada que estamos considerando. Isso pode
ser feito analisando as magnetizações locais no atrator, bem como sua mag-
netização global. Um ponto que fica em aberto é a natureza desta fase.
Trabalho este que pretendemos abordar, a posteriori.

Outro ponto bastante importante, será analisar se há ocorrência de um
atrator de mesma natureza no modelo para outros valores de q e d, da mesma
forma que foi observado também para q = 4 e d = 5, 321928095, e con-
seqüentemente investigar se realmente existe caoticidade nestas outras cir-
cunstâncias, avaliando a sua dimensão fractal e seus expoentes caracteŕısticos
de Lyapunov.
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Temos também pretensões de aplicar ao modelo de Potts com interações
aleatórias competitivas, um campo constante, afim de verificar quais as posśı-
veis mudanças que possam ocorrer em toda a estrutura que foi investigada no
modelo, desde a criticalidade [13] até a fase condensada, trabalho realizado
nesta tese. Em seguida a aplicação de um campo externo aleatório, e proceder
com as mesmas investigações as quais foram realizadas ao modelo.
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Apêndice A

Modelo de Potts com
Interações Ferromagnéticas

Neste apêndice o cálculo para obtenção da equação de renormalição para
o modelo de Potts com interações ferromagnéticas na rede hierárquica d-
dimensional, ou seja, com p conexões.

Consideramos inicialmente o Hamiltoniano para interações ferromagnéticas:

H = −qJ
∑

<ij>

δσi,σj
. (A.1)

Estamos considerando a situação na ausência de um campo externo apli-
cado. Considerando a variável,

K =
J

kBT
, (A.2)

e definindo o hamiltoniano adimensional H da seguinte forma:

H =
H

kBT
= K

∑

<ij

δσi,σj
. (A.3)

Desta forma podemos obter a função de partição canônica:

Z =
∑

σ

exp



qK
∑

<ij

δσi,σj



 , (A.4)

onde σ, representa o estado do spin.
Relembrando da Figura 2.5, podemos então, a partir dela fazer uma

pequena distinção entre os śıtios e assim reescrever a função de partição
canônica:

Z =
∑

{µ}

∑

{σ}
exp



qK
2p
∑

i=1

(δσi,µ + δσi,µ′)



 . (A.5)
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Definindo a função de partição restrita

Zµ,µ′ =
∑

{σ}

2p
∏

i=1

exp [qK (δσi,µ + δσi,µ′)] , (A.6)

tal que:
Z =

∑

{µ}
Zµ,µ′. (A.7)

Podemos chegar ao seguinte resultado, fazendo algumas manipulações
simples:

Zµ,µ′ =

{

∑

σ

exp [qK (δσ,µ + δσ,µ′)]

}2p

(A.8)

Faremos duas considerações:
1. µ = µ′

Zµ,µ =

{

∑

σ

exp [2qKδσ,µ]

}2p

. (A.9)

Sabendo que:

δσi,σj
=

{

1, se σi = σj

0, se σj 6= σj
(A.10)

e aplicando na equação A.9, teremos:

Zµ,µ = [(q − 1) + exp(2qK)]2p (A.11)

2. µ 6= µ′

Primeiramente temos a condição imposta na Equação A.10, portanto,
teremos as seguintes relações:

σ = µ ⇒ σ 6= µ′,

portanto:
δσ,µ = 1,

e
δσ,µ′ = 0.

σ = µ′ ⇒ σ 6= µ,

logo
δσ,µ′ = 1,
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e
δσ,µ = 0.

Então, fazendo uso destas considerações e aplicando-as na Equação A.8,
conseguimos obter:

Zµ,µ′ = [(q − 2) + 2 exp(qK)]2p . (A.12)

Quando consideramos o processo final de dizimação da rede hierárquica
teremos:

H = qK ′δµ,µ′ + constante, (A.13)

onde K ′, representa o acoplamento renormalizado.
Podemos assim obter a função de partição para o sistema renormaizado.

Z =
∑

{µ,µ′}
Zµ, µ′′ = exp (qK ′ + constante) , (A.14)

sendo Z
′

µ,µ′ , a função de partição restrita para o sistema renormalizado. Fa-
zendo:

exp(constante) = A,

então a função de partição restrita para o sistema renormalizado toma a
forma:

Zµ, µ′′ = A exp (qK ′δµ,µ′) . (A.15)

Agora teremos duas considerações acerca dos estados para os spins dos
śıtios ráızes:

1. µ = µ′

Teremos como conseqüência δµ,µ = 1, portanto:

Zµ, µ′′ = A exp (qK ′) . (A.16)

2. µ 6= µ′

Teremos assim δµ,µ′ = 0, portanto:

Zµ, µ′′ = A (A.17)

Sabemos que todo este procedimento é baseado na teoria do grupo de
renormalização no espaço real, portanto a condição imposta na equação 2.16,
podemos então uma comparação entre as equações A.17 e A.12, tendo:

A = [(q − 2) + 2 exp(qK)]2p , (A.18)

e agora comparando as Equações A.16 e A.11, chegamos:

A exp (qK ′) = [(q − 1) + exp(2qK)]2p (A.19)
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Divindo a Equação A.19 pela Equação A.18 e fazendo algumas simpli-
ficações, teremos:

K ′ =
2p

q
ln

[

(q − 1) + exp (2qK)

(q − 2) + 2 exp (qK)

]

(A.20)

A Equação A.20, representa a equação de renormalização para modelo de
Potts numa rede hierárquica do tipo diamante d-dimensinal com 2p conexões.
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