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Resumo

No presente trabalho apresentamos a demonstracao do Lema de Translacao
de Arcos de Brouwer, devido a Morton Brown, a qual pode ser encontrada
no artigo M. Brown, A new proof of Brouwer’s lemma on translation arcs,
Houston Journal of Mathematics, 10, No. 1 (1984), 35-41.

Este resultado de Brouwer diz que, dados um homeomorfismo f do plano
que preserva orientacao e livre de pontos fixos e qualquer arco de translacao
« para f, entdo a N f*(a) = 0, para todo n > 2.

Palavras-chave: Arco de Translacao; Dinamica; Ponto fixo; Ponto perio-
dico; Isotopia; Indice.



Abstract

In the present work we give a proof of Brouwer’s Lemma on Translation
Arcs, due to Morton Brown, which can be found in the article A new proof
of Brouwer’s lemma on translation arcs, Houston Journal of Mathematics,
10, No. 1 (1984), 35-41.

The result states that, if f is a fixed point free orientation preserving
homeomorphism of the plane then for each translation arc « for f, we have
that a N f"(«a) = 0, for each n > 2.

Keywords: Translation Arc; Dynamics; Fixed point; Periodic point; Iso-
topy; Index.
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Introducao

O Lema de Translacao de Arcos no plano foi demostrado por L. E. J. Brouwer
em [3]. Este resultado diz que se f é um homeomorfismo de R? que preserva
orientacao e livre de pontos fixos entao, dado o um arco de translacao para
f, temos f"(a) N = (), para cada n > 2. A prova que apresentaremos foi
elaborada por Morton Brown no artigo [4].

No primeiro capitulo enunciaremos alguns resultados que serao utiliza-
dos no texto, tais como o Teorema de Jordan-Schoenflies. Faremos a prova
do teorema da isotopia de Alexander e concluiremos a partir dele que todo
homeomorfismo de R" que é a identidade em algum aberto é isotépico a apli-
cacao identidade. Definiremos o indice de um homeomorfismo com relacao a
uma curva fechada e estabeleceremos algumas de suas propriedades.

No capitulo 2 demonstraremos o resultado central desta dissertagao. Para
isto, provaremos os lemas que servirao de base para a demonstracao. Con-
cluiremos, a partir do Lema de Brouwer, que todo homeomorfismo do plano
que preserva orientagao e possui algum ponto de periodo maior do que ou
igual a 2 possui algum ponto fixo. Apresentaremos também uma versao deste
resultado para homeomorfismos do plano que revertem orientagao.



Capitulo 1
Pré-requisitos

No que se segue, entenderemos que um arco o em R? é a imagem de um
mergulho u do intervalo [0,1] em R% Frequentemente usaremos a notagao
a = u(0)u(1) para indicar que o é um arco de u(0) a u(1). Uma curva sim-
ples fechada em R? é a imagem de um mergulho do circulo unitério S' em R2.

Definigao. Seja f : R? — R? um homeomorfismo. Um arco o = u([0, 1]) é
dito um arco de translag¢ao para f se f(u(0)) =u(l) e anN f(a) = {u(1)}.

f(u(1))

u(0) @

Figura 1.1: Exemplo de um arco de translacao para f

f(a)

Figura 1.2: Exemplos de arcos que nao sao arcos de translagao para f



Os seguintes teoremas que serao utilizados neste trabalho estao demons-
trados em [6], [9] e [10].

Teorema 1 (Jordan-Schoenflies). Toda curva simples fechada J separa R?
em duas componentes conexas, uma limitada e outra ilimitada. Além disso,

todo homeomorfismo entre J e S* C R? se estende a um homeomorfismo de
R2.

Teorema 2. Seja u : [a,b] — R? um mergulho, onde a e b sdo nimeros
reais. Entdo u se estende a um homeomorfismo de R2.

A partir de agora, sempre que estivermos lidando com uma curva simples
fechada J, nao faremos menc¢ao ao Teorema de Jordan-Schoenflies quando
precisarmos utilizar a regiao limitada de R? — J.

Observagao. Sejam J e J’ curvas simples fechadas e u : J — J’' um home-
omorfismo. Seja v : S' — J’ um homeomorfismo. Como v~tou:.J — Ste
v:S' — J’ sd@o homeomorfismos, pelo teorema 1, existem homeomorfismos
@1 € @ de R? tais que ¢ |[j=v ' ou e @y|gi=v. A aplicacdo ¥ = ¢, 0
¢ um homeomorfismo de R? tal que v |;= u. Portanto, dadas quaisquer cur-
vas simples fechadas em R?, todo homeomorfismo entre elas se estende a um
homeomorfismo de R2.

No que se segue, denotamos por |.|| a norma de R™ dada por
2| = /2t + ...+ a2,
onde z = (x1,...,2,) € R". Sejam zy € R" e r > 0. Utilizaremos as

seguintes notacoes:
B"zg,r] = {2 € R"; ||z — 2z0|| <7} e B"(20,7) ={2 € R"; ||z — 20]| < r}.

O segmento de reta ligando dois pontos p e ¢ de R™ sera denotado por

[p,q].

Seja h : R" — R™ um homeomorfismo. Definimos o suporte de h como
o fecho do conjunto

{z e R"; h(2) # 2}

e o denotamos por supp(h).



1.1 O Indice

Uma curva continua u : [0,1] — R? é dita fechada quando u(0) = wu(1).
Frequentemente, quando nao houver ambiguidade, estaremos confundindo a
curva fechada com a sua imagem.

Definigao. Sejam u : [0,1] — R? uma curva continua fechada em R? e
h : R? — R? um homeomorfismo que niao possui pontos fixos em u([0, 1]) =
C. Definimos o indice de h em u por

Ind(h,u) = 0(1) — 9(0),
onde ¥ é um levantamento da curva v : [0, 1] — S! dada por

_ h(u(t) — u(t)
Tu(®) = u(O)]

ao recobrimento universal de S' € R? com aplicacdo de recobrimento p :
R — S! definida por p(z) = €™ para cada x € R.

v(t)

Como dois levantamentos quaisquer de v diferem por um nimero inteiro,
o indice esta bem definido, isto é, o indice independe do levantamento da
curva v : [0,1] — S

Ja que u é uma curva fechada, temos que v é uma curva fechada e logo,
o Ind(h,u) € Z e nos da o nimero de voltas com sinal que a curva v dd em
torno da origem.

Utilizaremos algumas propriedades do indice que serao demonstradas a
seguir:

Proposigao 3. Sejam u uma curva continua fechada em R? e h : R? — R?
um homeomorfismo que nao possui pontos fizos em u([0,1]) = C.

(i) Seja (hg)scpp,1) wma isotopia de h = hq tal que hy € livre de pontos fizos
em C, para cada s € [0, 1]. Entdo:

Ind(h,u) = Ind(hy,u).

(ii) Seja ¢ : R? — R? um homeomorfismo que preserva orientagdo. En-
tao:
Ind(h,u) = Ind(p o ho o™, p(u)).



(iii) Seja (us)scjoa)] wma homotopia com extremos fizxos entre as curvas fe-
chadas uy e u; de modo que h nao possua pontos fizos em us([0,1]),
para todo s € [0,1]. Entao:

Ind(h,up) = Ind(h,u,).
(iv) Se C é uma curva simples fechada e Ind(h,u) # 0 entdo h possui um
ponto fizo na regido limitada de R* — C.

Demonstra¢ao. Para a demonstragao de (i), defina, para cada s € [0, 1], as
curvas fechadas v, : [0,1] — S* por

_ huu(®) —u()
[Foe(u(t)) —u()]]

vs(t)
para todo t € [0, 1].

Como (vs)sejo,1] ¢ uma homotopia ao longo de curvas fechadas entre as
curvas fechadas vy e v; dadas por

wo(t) = —oluld)) = ull)  miu() = u(®)

o teorema do levantamento de homotopia garante que ¥,(t) depende conti-
nuamente de s e t. Em particular, 95(1) — 05(0) depende continuamente de
s. Como, para cada s € [0, 1], temos que 75(1) — 05(0) € Z, obtemos que

o(1) — 0o(0) = 01(1) — 91(0),

o que demonstra o {tem (7).

e vy (t)

1. Para calcular Ind(h, p(u)), a aplicacao vy

Denote por h = g o ho @™t
que devemos levantar é dada por

wolt) = 22 ho eo(u(®)) —p(ult) _ poh(u(t)) — (u(t))
lpohoe(p(u(t)) — @)l llyoh(ult)) —e(u®)]’

para cada t € [0, 1].

Como ¢ : R? — R? preserva orientacao, temos que ¢ ¢ isotépico a
identidade, digamos com uma isotopia (¢s)sejo1] com @y = @ e @1 = id.
Para cada s € [0, 1], as curvas fechadas

(t) = £roh(D) = u(ult)
" Yoy o hu(®) — e ()]
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com t € [0, 1], estao bem definidas pois h ndo possui pontos fixos em u e @, é

injetiva, para cada s € [0,1]. Portanto, (vs)sejo,1) ¢ uma homotopia ao longo
de curvas fechadas entre vy(t) e v(t) = %
na demonstrac¢do do item (i), pelo teorema de levantamento de homotopia

temos entao que

Da mesma maneira que

Ind(h,u) = Ind(h, o(u)).

Para o item (iii), considere, para cada s € [0, 1], as curvas fechadas

_ h(us(t)) — us(t)
[1ACus(t) = us(B)]] -

com t € [0,1]. Para cada s € [0, 1], a curva v, estd bem definida pois h nao

possui pontos fixos em u4([0, 1]). Temos que (vs)sejo,1) € uma homotopia ao
— _h(uo(t))—uo(t) — () —ui(t)

longo de curvas fechadas entre vy(t) = CNOENGI] e v (t) = T D) Ol

Portanto, pelo teorema do levantamento de homotopia,

vs(t)

Ind(h, up) = Ind(h, uq).

A demonstracao do item (iv) é feita por contradi¢cdo. Suponhamos que h
nao possui ponto fixo na regiao limitada D de R? — C.

Seja ¢ : R? — R? um homeomorfismo que preserva orientacao tal que
©(C) =S' e (D) = B?[0,1]. Definindo h = pohop™!, pelo item (ii) temos
que

Ind(h,u) = Ind(h, o(u)).

Observemos que h ndo possui pontos fixos em B2[0,1]. Considere a pa-
rametrizacao de ¢(C) = S dada por ag = pou .

Seja p € S' fixado. Seja (as)sep, uma homotopia de ay ao caminho
constante ay(t) = p de modo que a,(t) € B%0,1] e as(0) = a,(1) = p, para
todos t, s € [0,1] (figura 1.3).

Sl

Figura 1.3:



Como, para cada s € [0,1], a aplicagao h é livre de pontos fixos em
as([0,1]), pelo item (éi7) concluimos que

Ind(h, u) = Ind(h, ¢(u)) = Ind(h, a;) = 0,
o que finaliza a demonstracao da proposicao.

]

Sejam J uma curva simples fechada e A um homeomorfismo de R? que
nao possui pontos fixos em J. Considere uy : S' — J e u; : S' — J
parametrizacoes de J no sentido anti-horario. Vamos mostrar que

Ind(h, up) = Ind(h, uq).

A aplicacio u : S' — S! dada por u = u; "' o ug é um homeomorfismo
de S! que preserva a orientacao. Pelo teorema 1, existe um homeomorfismo
¢ : R? — R? tal que ¢|s1= u. Neste caso, ¢ preserva orientacao. Note que
Uy = U O Plst.

Seja (¢s)sep,1) uma isotopia tal que pg = ¢ e ¢ = id. Para cada s € [0, 1],
defina a curva fechada

h(uy 0 ps(t)) — uy o ps(t)

i) = [ (u1 0 05(t)) — w1 0 ps(t))|

Y

para todo t € S!.

Cada v, estd bem definida pois h ndo possui pontos fixos em J e uy (¢s(t)) €
J, para todos t € S' e s € [0, 1]. Portanto, (vs)sep,1] ¢ uma homotopia entre
as curvas fechadas

| B(®) —wlt) ) () — )
hao®) = w® " Thim®) = u@Ol

Pelo teorema de levantamento de homotopia concluimos que

’Uo(t)

Ind(h, up) = Ind(h, uy).

Portanto, se J é uma curva simples fechada orientada no sentido anti-
hordrio e h é um homeomorfismo de R? que nao possui pontos fixos em J,
podemos definir o indice de h em J como

Ind(h, J) = Ind(h, u),

onde u : S' — J é qualquer parametrizacao de .J no sentido anti-horario.
Fazendo as devidas modificagdes, a proposigao 3 vale para Ind(h, J).
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1.2 Teorema de Alexander

Teorema 4 (J. W. Alexander). Sejam B" = B"[0,1] e f : B® — B"
um homeomorfismo tal que f |gpn € a identidade. Entdo f € isotdpico a
identidade relativo a OB™.

Demonstragao. Seja ¢ : B™ x [0,1] — B™ a aplicagao dada por:
x  ,set=0e|z] <1

o(x,t) = r  ,sel0<t<let<|z|[ <1

tf($) ,se0<t<lelz|| <t

Vamos mostrar que ¢ é uma isotopia satisfazendo as condicoes do teo-
rema. Primeiramente mostraremos que ¢ é continua.

Seja (xo,tg) € B™ x [0,1]. Temos dois casos:
Caso I. t; > 0.

Se ||zo|| > to entdo existem vizinhangas abertas I 5 tg e V' 3 xq tais que,
para todos t € [ e x € V, ||z]| > t. Logo:

¢z, 1) = d(wo, o) | = [l = xol| — O

quando (z,t) — (zo, o).

Se ||zo|| < to entdo existem vizinhangas abertas I 3 tg e V' 3 xq tais que,
para todos t € [ e x € V, ||z]| < t. Logo:

T T
[¢(x,t) — ¢(zo, to)|| = Htf(;) - 1ﬁof(t—j)H — 0
quando (z,t) — (zo, o), pois f é continua em .

Se ||zo|| = to e (z,t) — (0, o) entao:

[/ (F) = zoll = ILF () = tof Gl — 0, se ||z <&
[ = ol — 0 sseflzff = ¢

||¢(x,t)—¢(x0,t0)||_{

Caso 1II. t; = 0.

Se ||zo]| > 0, entao existem abertos I = (0,d) e V' > zq tais que, para
todost € I ex eV, |x| > t. Logo:

10



[p(2,t) = ¢(x0,0)|| = ||z — @] — 0O

quando (z,t) — (zo, o).

Se ||zo|| =0 e (x,t) — (0,0) entao:

[Ef I — 0 selz <t
[zl — 0 sellzl| =t

lote.0) - 60,0 = o, = {
Logo, a aplicacao ¢ é continua.

Precisamos somente verificar que ¢; é um homeomorfismo, para cada
€ [0,1]. Como B™ é compacta e ¢, : B* — B" é continua, basta mostrar
que ¢; é bijetiva. SO precisamos fazer esta verificagdo para t € (0,1), pois

$o =1ide ¢ = f.
Sejam z,y € R™ tais que ¢(z) = ¢ (y).
Se ||z|| >t e ||ly]| > t, entao, claramente, x = y.

Se [lz]l > ¢ e Iyl < ¢ entdo: Il = )] < t < [lz]l, o que no
ocorre, pois ¢y(z) = .

O caso ||z|| < te |ly|| >t é andlogo ao anterior.

Suponhamos ||z]| <t e ||y|| < t. Entao:

tla)=aly) = () =) = 2=y

Logo, ¢; ¢ injetiva, para cada t € [0, 1].

Vejamos agora que ¢; é sobrejetiva. Como ¢ |gn_pn(04)= id, precisamos
somente verificar que dado y € B"(0,t), existe x € B™(0,1) tal que ¢(z) = y.
De fato, defina z = tf~'(¥). Como ¥ € B" — 9B", temos que | f~'(¥)]| < 1.
Logo, z € B™(0,t) e :

tf 1(%)) y

¢r(x) = tf(T = t; =y.

Portanto, ¢, é sobrejetiva, para cada t € [0, 1].

Como para cada t € [0, 1] temos que ¢y |gpn= id, concluimos que (¢ )sefo,1]
é a isotopia procurada. O

11



A partir da definicao da isotopia ¢ podemos observar que se a origem é
um ponto fixo de f entao a origem é um ponto fixo de ¢;, para cada t € [0, 1].
Utilizaremos este fato na demonstragao do proximo corolério.

Seja f: R" — R™ um homeomorfismo. Dizemos que f é estdvel quando
existe um aberto U C R" tal que f|y é a identidade.

Corolario 5. Se f : R" — R" € um homeomorfismo estdvel entao f ¢é
isotopico a identidade.

Demonstracao. Sejam U aberto de R™ tal que f|y= id e B"[x¢,r| uma bola
fechada contida em U com 0 < r < 1. A aplicacdo ¢ : R” x [0,1] — R"
dada por

f(t(zo +rz) + (1 — t)x) — tao
(1—1t)+tr

estd bem definida (pois 0 < r < 1) e é uma isotopia de f tal que ¢; |gn= id.
Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que f|pn= id.

@(x’t) =

Como

Seja o : R" — {0} — R™ — {0} a aplicacao dada por o(x) =
1

T
[E2n
o é continua e 0! = o, temos que o é um homeomorfismo de R™ — {0}.
Além disso, o aplica Int(B") — {0} homeomorficamente em R" — B", aplica
R™ — B™ homeomorficamente em Int(B™) — {0} e o|gpn= id.

Seja a aplicacao g : B" — B™ por
_fJoofooz) ,se0<|z| <1
9(w) = { 0 ,se =0

Notemos que g é continua em B". De fato, g é claramente continua em
B"™ — {0}. Basta verificar a continuidade de g em 0. Seja (x,)nez+ uma
sequéncia em B™ — {0} tal que z,, — 0. Como

f ()

g(w,) = N el 2 N2
I/ ()l

temos que

loten)] ||f<m”2>u

Basta entao mostrarmos que ||f(”xn”2) H — 400 quando n — +00.

12



Suponha que || f(ﬁ) H #+— +00. Neste caso, existem um compacto
K C R" e uma subsequeéncia (a:n)nezir, onde Z{ é um subconjunto infinito
de Z*, tal que f( s ”2) € K, para todo n € Z.

Portanto, existe a € K tal que f ( T ”2) — a, para alguma subsequéncia
(Tn)nezg de (@n),ezs » onde Z3 é um subconjunto infinito de Z;. Como f~1
¢ continua, 4> — f~'(a) quando n — +00, onde n € Z;. Mas isto é um

absurdo, pois H oo H — 400 quando n — 400 em virtude de x,, — 0.
Logo, g é continua na origem. Observemos que

Y

1) = cgoflool(z) ;se0< |z <1
g a 0 ,sex =0

que também é continua em B" pelas mesmas razoes de g. Portanto, g é
um homeomorfismo de B™. Além disso, como o |gpn= id e f |spn= id, obte-
mos que ¢ |gpn= id. Pelo teorema 4, g é isotdpico a identidade relativo a 0B".

Seja ¢ : B" x [0,1] — B™ a isotopia do teorema 4. Como g(0) = 0, pela
observacao que fizemos logo apds a demonstracao do teorema 4, temos que
#(0,t) = 0, para todo t € [0,1]. Como para cada t € [0, 1] as aplicagoes ¢,
sao homeomorfismos, obtemos que gb(m t) # 0, para todos x € B" — {0} e
t € [0,1]. Assim, ¢' = ¢|pn_{oyx[p,1): B" —{0} x[0,1] — B" —{0} ¢ isotopia
entre g |pn_{oy € a identidade de B" {0} relativo a OB".

Defina ¢ (x,t) = oo ¢,oo (), para todo (z,t) € (R" — Int(B™)) x [0, 1].
Como ¢ = ¢g = id, temos que g = g oo ! = id. Além disso, j& que
¢ = ¢1 = g, obtemos que

@/leo'ogoa_lzo'oaofoa_log_l:f,

pois 071 = 0.

Portanto, ¢ é uma isotopia entre f|rn_rm(pn) € a identidade. Como para
todos t € [0,1] e x € OB™ vale que ¢'(x,t) = z, obtemos que (z,t) = x para
todos t € [0,1] e z € OB™. Logo, a aplicagao £ : R” x [0, 1] — R" dada por

| Y(x,t) ,sex € R* — Int(B")
Slnt) = { x ,se x € Int(B")

é uma isotopia entre f e a identidade relativo a B". n

13



Capitulo 2

O Lema de Brouwer

O resultado a ser demonstrado ¢é o seguinte.

Lema de Brouwer. Sejam f : R? — R? um homeomorfismo que preserva
orientagao e livre de pontos firos e a« = pop1 um arco de translagao para f.
Entao f™(a) Na =0, para cada n > 2.

Como consequéncia do Lema de Brouwer temos que se f é um homeomor-
fismo de R? que preserva orientacao, livre de pontos fixos e se o é um arco de
translagao para f entdo a curva | J, ., f¥(«) é simples. De fato, seja oo = popi.
Primeiramente observe que, para todo k € Z, f*(a) N f*(a) = {f*(p1)},
pois « é arco de translagao para f. Suponhamos que existam k,l € Z tais
que fF(a) N fi(a) # 0, com |k — 1| > 2. Admitamos | < k. Aplicando f~,
obtemos que f*!(a)Na # 0, o que é uma contradicdo.

A hipétese de f preservar orientacao é essencial no Lema de Brouwer,
como podemos verificar no seguinte exemplo:

Exemplo. Seja f : R? — R? o homeomorfismo que reverte orientacao
dado por f(z,y) = (z + 1, —y). Seja a o arco da figura 2.1.

(23
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Considere u : [0,1] — « uma parametrizagdo de o com u(0) = (0,0) e
u(1) = (1,0). Como f(u(0)) = (1,0) =u(l) e an f(a) = {(1,0)}, temos que
« é arco de translacao para f. Mas observe que f%(a) Na # 0.

Para a demonstracao que faremos do Lema de Brouwer vamos precisar
de alguns lemas.

2.1 Lemas

Lema 1. Sejam f : R? — R? um homeomorfismo que preserva orientacdo
e oo um arco tais que f|o=id. Entao f € isotdpico a identidade relativo a «.

Demonstracao. A ideia da demonstracao é fazer uma isotopia de f a um ho-
meomorfismo estavel.

Pelo teorema 2, existe um homeomorfismo ¢ : R? — R? tal que p(a) =
[—1,1] x {0}. Definamos h = ¢ o fo @™, Como h |_11xfo3= id, basta
mostrarmos que h ¢ isotdpico a identidade relativo a [—1,1] x {0}.

Seja A > 0 e considere a elipse de equagao cartesiana

2
2, Yy
T +—>\2—1

e a familia de elipses dada por

Figura 2.3:

Para cada t € [0,1] vamos construir uma familia continua (¢¢)scpo,1) de
aplicagoes tais que
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oi(x,y) = (2,&.4(y)), onde a expressao & ,(y) varia continuamente com
a variavel (z,y,t);

O dominio de ¢; é o conjunto

2

4
> 1} , para cada t € (0, 1];

{(%y) ERY; o+ 5 >

@y é a identidade de R

e A imagem de ¢; é todo o R?, para cada t € [0, 1].

Quando dizemos que a familia (¢¢).ej0,1) € continua, queremos dizer que a
expressao o (z,y) varia continuamente na variavel (x,y,t). Esta familia nos
permitira construir uma isotopia para h.

Consideremos, para cada t € [0,1] e x € [—1,1], a aplicagdo afim por
partes

AV1 — 22 AV1 — 22
IR (I

&“:(_OO’ 2 2 °O>—>R
definida como na figura 2.4.

Em seu dominio de definigao, a expressao & ,(y) varia continuamente com
relagao a variavel (z,vy,t). Para cada t € [0, 1], seja

Dy = {(z,y) € R?; 4y” < N#*(1 — 2?)}.
Observemos que D; é a regiao interior delimitada pela elipse de equacao
2?4 = =1,
quando ¢ € (0,1], e Dy = 0.

Agora, para cada t € [0, 1] considere a aplicagao p; definida da seguinte
forma:

(i) ¢¢ ¢ aidentidade em {(z,y) € R?; 2? + i—z >1};
(ii) em {(z,y) € R*; 2%+ i—z <1} — D, colocamos

ei(z,y) = (2,8.2(y))-
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_ A/1—22

N 2 _
_1 / R
2
©
2
\B

Figura 2.4:

Ja sabemos que a funcado & , varia continuamente com a variavel (x,y, t)
nos pontos da faixa
{(z.y) eR*; z € [-1,1]}

onde & ,(y) estd definido e que ¢é a identidade nas retas t = —1 e x = 1, para
todo t € [0,1]. Como ¢; é a identidade fora desta faixa para todo ¢ € [0, 1],
a colagem feita nos itens (i) e (ii) é continua. Portanto, a familia ()01
depende continuamente da varidvel (x,y,t) em seu dominio de definicao.

Podemos fazer as seguintes observagoes sobre a familia (¢;)ejo:
e gy é a identidade de R?;

e para cada t € [0, 1], temos:

— ¢ € aidentidade em cada reta de equacao cartesiana x = 1 quando
Il > 1;

— para |n| <1 temos que ¢; é um homeomorfismo da semi-reta

V1 — 22
)

{(my) ER*; y>

sobre a semi-reta {(n,y) € R? ; y > 0};
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— analogamente, para |n| < 1 temos que ¢; é um homeomorfismo da

semi-reta
M1 — 22
{(77,9) € R? ;Y < —T}

sobre a semi-reta {(n,y) € R? ; y < 0}.
Com estas informagoes podemos concluir que:

(I) ¢+ é um homeomorfismo do conjunto dado pela regido sombreada da
figura 2.5 unido com seu bordo

S N

-1 1
parte superior da

. 2
elipse 2% + f%’tg =1

Figura 2.5:

sobre o semi-plano y > 0;

(IT) ¢; é um homeomorfismo do conjunto dado pela regido sombreada da
figura 2.6 unido com seu bordo

parte inferior 2da
elipse 22 + 45 =1
-1 N 1

N

Figura 2.6:

sobre o semi-plano y < 0.

Para continuar com a construcao da isotopia vamos precisar da seguinte
afirmacao.
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Afirmagao 1. O homeomorfismo h é isotdpico, relativo a [—1,1] x {0},
a um homeomorfismo do plano que ¢ a identidade no segmento [—3, 3] x {0}.

De fato, considere a aplicagao v : R?* x [0,1] — R? dada por

Y(x,y,t) = (1 +2t)z,y).

Notemos que ¥ é continua. Além disso, como para cada t € [0,1], o
nimero real 1+ 2t é nao-nulo, obtemos que a aplicacao v, é invertivel e

ey H(w,y) = (ﬁy)

que é continua. Logo, para todo t € [0,1], a aplicagdo 1 é um homeo-
morfismo. A familia continua de homeomorfismos (¢, o h o 1, 1)te[0,1] é uma
isotopia entre A e o homeomorfismo 1, o ho1); ! que satisfaz as propriedades
desejadas.

Pela Afirmacao 1, podemos supor que h |[_33xf0y= id e entdao bastaria
mostrar que, nestas condigoes, h é isotépico a identidade relativo a [—1, 1] x

{0}.
Afirmacao 2. Existe um g > 0 com as seguintes propriedades:

e A imagem por h do conjunto

2 2
Auz{(ﬂc,y)eRZ; %Jr%él}ﬂ{(x,y)ERQ; y >0}

tem ordenada positiva;

e A imagem por h do conjunto

1’2 2
Bo={(r) e R T+ <1fn{(y) B y<0)

tem ordenada negativa.

De fato, primeiramente mostraremos que para p suficientemente pequeno,
h(A,) nao intersecta o eixo x. Suponha que para todo n € Z* exista
zn € A1 tal que h(z,) pertenga ao eixo z. Cada z, ¢ [—3, 3] x {0}, pois h é
a identidade neste segmento e A,-1 nao intersecta o eixo x. Observemos que
(Zn)nez+ € uma sequéncia no compacto A; e que o eixo vertical das elipses
diminui com o aumento de n.
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Portanto, existem uma subsequéncia (Zn)ne21+> com Z; C Z7 infinito, e
20 € [-2,2] x {0} tal que 2z, — 2z, com n € Z;. Como h é continua,
temos que h(z,) — 2, 0 que nao pode ocorrer pois h(z,) é uma sequéncia
que estd no eixo x menos o segmento [—3, 3] x {0} e zo pertence a [—2, 2] x {0}.

Pela conexidade de A, temos entao que, para p suficientemente pequeno,
em h(A,) todos os pontos tém ordenada positiva ou todos os pontos tém or-
denada negativa. Porém, ndo pode-se ter h(A,) com ordenada negativa. De
fato, se isto ocorresse, a curva dada pelo bordo do aberto A, teria sua ima-
gem por h orientada no sentido oposto ao desta curva (pois h |[_33x 0} = id),
o que nao pode ocorrer pois h preserva orientagao (ver figura 2.7).

h
< d(A“) —
-2 2
K S. 5 » >- .
) i 2 ’ -
.................... <. . a(h(A#))
Figura 2.7:

O mesmo raciocinio utilizado acima par A, pode ser utilizado para B,,.
Tomamos entao o minimo entre os dois i encontrados e dai concluimos a
Afirmacao 2.

2

Agora tomemos 0 < A < p tal que a regiao a2 + %3 < 1 esteja contida na

imagem da regiao % + z—z <1 por h.

Lembramos que:

a) ¢ ¢ um homeomorfismo de R2 — { (z,y) € R?; 22+ 2 < 1! sobre
(a) ¢ y
R? — ([-1,1] x {0}), para todo ¢ € (0, 1];

(b) o é a identidade de R?* — ([—1,1] x {0});
(¢) h é um homeomorfismo de R?2—([—1, 1] x {0}) sobre R?— ([—1, 1] x {0}).

Assim definimos h, = ¢; ' o h o ¢, para todo t € [0,1]. Pelos itens

(a) e (¢) acima, concluimos que h; é um homeomorfismo de R? — {(m,y) €

]RQ ) ZL’2 + ;\1%/:2 < 1} Além diSSO, hg = h|R2—([—1,1]><{0})~
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Definamos, para cada t € (0,1], h; = id na elipse z? + /%22 =1lehy=1d
no segmento [—1,1] x {0}. Esta extensao da homotopia (h;)ejo,1] € continua.
De fato, isso segue das propriedades (I) e (II) definidas anteriormente e da
Afirmacao 2.

Podemos entao estender a homotopia (ht)te[o,l] como sendo a identidade
em 72 + ;QL; =1, para cada t € (0,1], e em [—1,1] x {0} para t = 0. Basta
entao estendermos (ht)te[o,l] como sendo a identidade nos pontos onde h; nao
esta definida.

Observemos que, por construgao, cada h; ¢ um homeomorfismo e que a
isotopia (h¢)icpo,1) € relativa a [—1,1] x {0}.
Seja v um homeomorfismo de R? que manda a elipse 2% + 4)\%2 = 1 home-
omorficamente sobre S'. Defina g = 1) o hy o ¥~'. Notemos que ¢ | B2p0,1)= id
2
pois hy é a identidade na regido interior da elipse 22 + 4/\% = 1. Utilizando
a isotopia & do coroldrio 5, obtemos que ¢ é isotopico a identidade relativo a
B?[0,1].
Portanto, h; € isotopico a identidade relativo a regiao interior de xz—l—%\i; =
1. Logo, h é isotépico a identidade relativo a [—1, 1] x {0}.
m

Lema 2. Sejam D um disco fechado em R? e byx um sub-arco préprio do
arco byby de R? tal que by estd inteiramente contido no interior de D. En-
tao existe um homeomorfismo ¢ : R? — R? que preserva orientacdo, com
suporte em D tal que ¢(boby) = xb;.

Demonstracao. Como bgx estd contido no interior de D, existe y € byb; de

modo que bpx C boy e tal que byy ainda esta contido no interior de D. Con-

sideremos v : [0, 1] — bpb; um homeomorfismo tal que v(0) = by, v(1) = by,
1

v(3) =z e v(3) = y. Pelo teorema 2, existe um homeomorfismo ¢ de R? tal

que &(t,0) = v(t), para todo t € [0, 1].

Para cada 0 < £ < 1, sejam V. = [—5, 1+ 5] X [—e,e] e We = [—2¢, %] X

[—2¢, 2¢] vizinhancas fechadas do segmento [0, 1] x {0}. Temos que V. C

"1
Int(W,).

Seja A : R? — R uma funcao de classe C* tal que:
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AMz)=1 ,Vzel

AMz)=0 ,VzeR?—Int(W,)
0<XAz)<1 ,Vzelnt(W,) -V,

§

w. . Sy

Ve
L 1
Figura 2.8:

Sejam X : R* — R? o campo de vetores X (z) = (A(2),0) e (¢¢)ter 0O

fluxo global associado a X. Como X ¢é nao nulo em Int(W,) e aponta hori-
zontalmente para a direira, existe um s > 0 tal que ¢s(0,0) = (3,0). J& que,
para cada 2’ > 1, X(2/,0) = 0, temos que ¢,([0, ] X {O}) C [4,3] x {0}. De
fato, ([0, 3] x {0}) = [£, 4] x {0},

Pela continuidade de & e compacidade de byy, segue que £ pode ser to-
mado suficientemente pequeno de modo que {(W,) C D. Definamos entao o
homeomorfismo ¢ = £ o p, 0 €71 de R? cujo suporte supp(¢) C D. Como

o€ b)) = [ 5] % 10}
temos que ¢(boy) = zy.

J& que yby C R? — Int(E(W.)) e supp(¢p) C &(W.), concluimos que
&(boby) = xby. Como ¢ é estavel, temos que ¢ preserva orientagao. Il

Lema 3. Seja f : R? — R? um homeomorfismo livre de pontos fizos em
um conjunto arbitririo A C R%. Entao f € livre de pontos fizos em f(A) e
logo, em AU f(A).

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista b € f(A) tal que f(b) = b. Digamos
que b = f(a), paraalguma € A. Como f(f(a)) = f(a) ef é injetiva, obtemos
que f(a) =a, com a € A, o que é uma contradigdo pois f nao possui pontos
fixos em A. O
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Lema 4. Seja J uma curva simples fechada em R? orientada no sentido anti-

horario particionada em n—+1 consecutivos vértices xg, x1, ..., T, € arcos oy =
ToT1, ... ,Qy = T,To, n > 1. Seja f um homeomorfismo de ag U ... U ay,_q
em oy U...Uaq, tal que f(x;) = xi1, para todo i = 0,1,....,n— 1. Entao

existe um homeomorfismo p : R?> — R? que preserva orienta¢do com as
sequintes propriedades:

o= f

* plan) = ao;

e p a;s Para cada i € {0,1,...,n—1};
e p ¢ livre de pontos fizos em J e Ind(p, J) = 1.

Demonstragao. Sejam ug : [0, 1] — g e uy, : [0,1] — a,, homeomorfismos.
Definamos a aplicacao p; : J — J por:

B f(z) ,se €U ... U,
pl(w)—{ upou, (r) ,se x € ay

Figura 2.9:

Observemos que p1(ay,) = ag e que p; é livre de pontos fixos em J. Além
disso,
/)11(56)2{ fﬁl(_xl) , ¢ x e U...Uaq,
upouy (x) , se x € ap

Como p; e p;! sdo continuas, temos que p; é um homeomorfismo de .J.
Além disso, neste caso, p; preserva a orientagao de J.

Pela observacao que fizemos logo apds o teorema 1, obtemos que p; se
estende a um homeomorfismo p de R? que, neste caso, preserva orientacao.
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Figura 2.10:

Seja ¢ : R? — R? um homeomorfismo que preserva orientacao tal que
o(J) =S Sejap=popop . Peloitem (i7) da proposigio 3,

Ind(p, J) = Ind(p, (J)).

Mas observe, denotando 3; = ¢(«;), que p(5;) = Bit1, para todo i =
0,1,...,n—1ep(B,) = By. Neste caso, podemos observar que a curva

_ plut) — ()
[P(u(t) — ()]

dé uma volta em torno da origem. Portanto, Ind(p, p(J)) = 1.

v(t)

]

Na proxima secao faremos a demonstragao do Lema de Brouwer. No lema
6 demonstraremos a existéncia de arcos de translagao para homeomorfismos
do plano que preservam orientacao e sao livres de pontos fixos.

2.2 Prova do Lema de Brouwer

Seja o = pop; um arco de translacdo para um homeomorfismo f de R? que
preserva orientagao e é livre de pontos fixos. Suponhamos que f™(a)Na # 0,
para algum n > 2. Fixemos o menor inteiro positivo n que satisfaz esta
propriedade.

Para cada k € {0,1,...,n}, definamos ay = ppprs1 = f*(a). Denotemos
por x o primeiro ponto no qual «,, intersecta a. Observemos que x # p; pois
se x = p; entao «,, intersecta a; e logo, a,,_; intersecta ag, o que nao ocorre
pela minimalidade de n.
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Pn+1

Vamos dividir a demonstracao em trés casos.

Caso I. z = pg = pp11-

Figura 2.11:

Denotemos por J a curva fechada ag U ... U «a,. A curva J é simples
pois a é um arco de translacao para f e p,.1 = pg. Pelo lema 4, existe um
homeomorfismo p : R? — R? que preserva orientacao e é livre de pontos
fixos em J tal que

® pla,= fla,;, para todo i € {0,...,n—1};
o plan) = ap;

e Ind(p,J) = 1.
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Definamos £ = f~lope 8= agU...Ua,_;. Como & é um homeomorfismo
de R? que preserva orientagao tal que & |3= idg e 8 é arco, pelo lema 1, existe
H :R?x[0,1] — R? isotopia relativa a 3 entre £ e a identidade. A aplicagao
F = foH éisotopia entre p e f tal que Fy|g= f|s= p|s, para todo t € [0, 1].
Em particular, F; é livre de pontos fixos em 5. Como Fy(3) = a3 U... Uy,
pelo lema 3, F} é livre de pontos fixos em U Fy(3) = J, para todo t € [0, 1].

Logo, (F})icpo,] ¢ uma isotopia de f|; a p|; por homeomorfismos livres
de pontos fixos em J. Portanto, pelo item (i) da proposigao 3, Ind(f,J) =
Ind(p, J) = 1. Entao, pelo item (iv) da proposicao 3, f deve possuir um
ponto fixo no interior de J, o que é uma contradicao.

Caso II. x = p,1 e 2 # po

Figura 2.12:

Sejam «f, e o 0s sub-arcos por e xp; respectivamente e J a curva
"
aygUagU...Uao,.

A curva J é simples pois a é um arco de translagao para f e p,11 € 0
unico ponto de «,, que intersecta . Como a; U...U a,_; é um compacto
que nao intersecta o compacto a(, e f é continua livre de pontos fixos em «y,
existe um disco fechado D D o} tal que DN (f(D)Uas U...Uaq,_1) = 0.
Pelo lema 2 existe um homeomorfismo ¢ de R? com suporte em D tal que

p(ag) = ag.

Seja g = f ot Assim, g ¢ um homeomorfismo de R? que preserva
orientacao. Como supp(¢) C D temos que f = g em R?— D. Dado qualquer
x € D, obtemos que ¢~ !(z) € D. Logo, g(z) = f(e¢ ! (z)) € f(D). Como
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DN f(D) =, concluimos que g nao possui pontos fixos em D. Portanto, g
¢ livre de pontos fixos em R?. Além disso:

o g(ag) = f(¢7(af)) = flao) = au;

e g(a;) = a1, para cadai = 1,....,n — 1, pois f = gem R* — D e
DN(ayU...Uay_1) =0;

e aj é arco de translagao para g, pois g(pni1) = f(¢ ™ (Pas1)) = f(po) =
preagnglag) =ayNay = {p1}.

Portanto, recaimos no Caso I, o que garante um ponto fixo para g e nos
leva a uma contradicao.

Caso IIl. z # py e x # Ppi1-

Figura 2.13:

Sejam o, e o os sub-arcos p,r e xp,4; respectivamente. Denote por
J a curva ap U ... U a,—1 Ual,. Da mesma maneira que no segundo caso,
como apU...Uaq,_» é um compacto que nao intersecta o compacto f~(a/)
e f é continua livre de pontos fixos em f~!(a”), existe um disco fechado
DD f ) tal que DN (f(D)UapU...Ua, 3) = 0. Pelo lema 2 existe
um homeomorfismo ¢ de R? que preserva orientagao com suporte em f(D)

tal que p(a,) = a,.

Seja g = ¢ o f. Assim, g é um homeomorfismo de R? que preserva
orientagao. Como supp(¢) C f(D) temos que f = g em R* — D. J4 que
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DN f(D)=0ep(f(D)) C f(D) obtemos que g é livre de pontos fixos em
D e logo, em R2. Além disso:

o g(o;) = a;11, paracada i = 0,...,n — 2, pois f = gem R> — D e
DN(agU...Ua, o) =0;

/

o glan-1) = o(flan-1)) = plan) = ay;

e «p é arco de translacdo para g pois f = gem R? — D, agUa; C R2—D
e ap ¢ arco de translagao para f.

Portanto, aplicando o Caso II para g obtemos uma contradicao.

Logo, para todo n > 2 temos que f"(a)Na = 0.

2.3 Consequéncia do Lema de Brouwer

Nesta secao demonstraremos um corolario do Lema de Brouwer. Para isto,
provaremos os dois lemas a seguir.

Lema 5. Sejam f um homeomorfismo de R? que preserva orientacdo e livre

de pontos fixos e o = pop1 um arco tal que f(po) =p1 e (a —{p1}) N fla —
{p1}) = 0. Entao o é um arco de translagao para f.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que nas hipéteses do lema teremos aN f(a) =
{p1}. A condicdo
(a—={mb) N fla—{pm}) =0

significa que podem ocorrer os trés casos ilustrados na figura 2.14:

f(pl)\:_i(a (@) (@)
Do « D1 po@m pa\?f/(pl)@pl
Figura 2.14:

Portanto, para demonstrarmos o lema basta mostrarmos que f(p;) € «.
O raciocinio da demonstracao é quase o mesmo utilizado na demonstragao
do Lema de Brouwer. Suponhamos que f(p;) € . Temos entao dois casos:
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Figura 2.15:

Caso I: f(p1) = po, isto é, f*(po) = po.

Denotemos por J a curva simples a U f(a). Pelo lema 4, existe p um ho-
meomorfismo de R? livre de pontos fixos em J tal que p|o= fla, p(f(a)) = «
e Ind(p, J) = 1. Da mesma forma que no primeiro caso da demonstracao do
Lema de Brouwer, f |; e p|; sdo isotépicas ao longo de homeomorfismos
livres de pontos fixos em J. Portanto, Ind(f,J) = Ind(p,J) = 1 e logo, f
possui um ponto fixo no interior de J, o que é uma contradicao.

Caso II: f(p1) € a — {po,p1}

Figura 2.16:

Sejam o e " os sub-arcos pof(p1) e f(p1)p1 respectivamente e J a curva
simples o U f(«). Como o/ N f(a/) =0 e o' e f(a') sdo compactos, existe
um disco fechado D contendo o tal que D N f(D) = (). Pelo lema 2, existe
um homeomorfismo ¢ de R? que preserva orientacao com suporte contido em
D e tal que ¢(a) = o”. Tome g = fo L.

Como supp(¢~') C D, obtemos que f = g em R?> — D e logo, g ¢é livre de
pontos fixos em R?* — D. Dado x € D, como ¢ !(x) € D e DN f(D) =0,
temos que ¢ é livre de pontos fixos em D. Portanto, g é livre de pontos fixos
em R% J& que g(o”) = f(¢~ (")) = f(a), aplicando o Caso I obtemos que
g possui um ponto fixo, o que é uma contradicao. Il

29



Lema 6. Seja h um homeomorfismo de R? que preserva orientacdo e livre
de pontos fizos. Entdo dado qualquer p € R? existe um arco de translacdio de
h que passa por p.

Demonstracdo. Seja p € R%. Como h é continua livre de pontos fixos, existe
r > 0 tal que Blp,r| N h(B[p,r]) = 0. Tome

0 < s=sup{r > 0| B[p,r] N h(B[p,r]) = 0}.

Notemos que 0 # Blp, s] N h(B|p, s]) C 9B]p, s].

Sejam ¢ € Blp,s| N h(B[p,s]) e ¢ = h™(q). Temos que ¢ € IB|p, s]
, : 2 . Ty ,
e ¢ # q pois h é livre de pontos fixos. Seja a = [¢/,p|.[p, q] o arco que é
a justaposicao dos segmentos de reta que ligam ¢ a p e p a ¢. Como « s6

intersecta OB|[p, s| nos pontos ¢q e ¢, temos que h(a) é um arco contido em
h(Blp, s]) que s6 intersecta d(h(B[p, s])) em q e ¢" = h(q).

By MERS)

Figura 2.17:

Como « satisfaz (a — {q}) N h(a — {q}) = 0, pelo lema 5 temos que « é
arco de translacao para h passando por p. O

Corolario 6. Seja h um homeomorfismo de R? que preserva orientacdo e
que possui pelo menos um ponto de periodo maior do que ou tqual a 2. Entao
h possui pelo menos um ponto fizo.

Demonstragdo. Suponhamos que h seja livre de pontos fixos. Seja p € R2.
Pelo lema 6, existe um arco de translacao a passando por p. Pelo Lema de
Brouwer, h*(a) Nao = 0,V n > 2. Em particular, p nao é periédico. O

Lema 7. Seja h um homeomorfismo de S* que preserva orientacdo. Entdo
h possui pelo menos um ponto fizo.
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Demonstracao. Suponhamos que h seja livre de pontos fixos. Para cada
z € %, o segmento de reta que liga os pontos h(z) e —z nao contém a origem.
De fato, se isto ocorresse entao h(z) seria a antipoda de —z, ou seja, h(z) = z,
o que contraria a hipétese. Portanto, a aplicagao H : S? x [0,1] — S* dada
por

(I =1t)h(z) —tz
HE0 = 10t — o)

¢ uma homotopia entre h e a aplicacao antipoda de S?. Porém, em esferas
de dimensao par, a aplicacao antipoda reverte a orientacao, o que contraria
o fato de h preservar orientacao.

Portanto, h possui pelo menos um ponto fixo.
O

Teorema 7. Seja h um homeomorfismo de S* que preserva orientacdo. Se
h possui pelo menos um ponto periodico de periodo > 2 entao h possui pelo
menos dois pontos firos.

Demonstracao. Como h preserva orientacao, pelo lema 7, h possui pelo me-
nos um ponto fixo que podemos supor sem perda de generalidade ser o polo
norte N. Seja ¢ : S? — {N} — R? a projegao estereogrifica por N. Defina
f:R? — R? por f =pohop !l Observemos que f é um homeomorfismo
do plano que preserva orientacao.

Seja p um ponto de periodo k > 2 de h. Temos que p # N e

FE(e(p)) = o h" o o™ (p(p)) = ¢ o h¥(p) = ¢(p).

Suponha agora que para algum 1 < [ < k tenhamos f!(¢(p)) = ¢(p).
Entao,

p(p) = pohl o™ p(p)) = poh(p).
Como ¢ ¢ injetiva, h'(p) = p, o que é uma contradicio, pois o periodo
de p por h é k > [. Portanto, ¢(p) é um ponto periédico de f com periodo
maior do que ou igual a 2.

Pelo coroldrio 6, f possui pelo menos um ponto fixo, digamos ¢ € R2.
Logo, ¢ !(q) é um ponto fixo de h que é diferente de N. Portanto, h possui
pelo menos dois pontos fixos.

m
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2.4 Uma versao para homeomorfismos que re-
vertem orientacao

Em [1] e [2], Marc Bonino demonstrou a seguinte versao do teorema 7 para
homeomorfismos de S* que revertem orientagao.

Teorema 8. Seja g : S* — S um homeomorfismo que reverte orientagdo e
que possui pelo menos um ponto de periodo maior do que ou iqual a 3. Entao
g possui pelo menos um ponto de periodo 2.

Nos prepararemos agora para enunciar um resultado andlogo a este para
homeomorfismos do plano que revertem orientacao.

Seja f : R? — R? um homeomorfismo. Seja ¢ : S? — {N} — R? a
projecao estereografica pelo polo norte. Defina g : S*> — S? por

[ ylofop(z) Lse 2N
g(z)—{ N ,s¢ z=N

A aplicacao g é invertivel e:

14 -1
iy JeTtofTlop(z) s se 2#N
9 (2) { N ,se z=N

Temos que g é continua em N. De fato, seja (z,),ez+ uma sequén-
cia em S? — {N} tal que z, — N. Como ¢ ¢é a projegao estereogréfica,
lo(2n)|| — “+o0. J& que f é homeomorfismo, || f(¢(z.))|| — +oo. Por-
tanto, g(z,) = ¢ to fop(z,) — N.

Da mesma forma verificamos que ¢! é continua e logo, g ¢ um homeo-
morfismo de S?.

Suponhamos que f preserva orientacdo. Como g |s2_yyy é uma conjuga-
¢ao topoldgica do homeomorfismo f e f preserva orientacao, obtemos que
g|s2—¢ny preserva orientacdo e logo, g preserva a orientacao de S?. Analoga-
mente, se f reverte orientacao entao g reverte orientacao.

Podemos entao enunciar a seguinte versao do corolario 6 para homeomor-
fismos do plano que revertem orientacao.

Teorema 9. Seja f : R? — R? um homeomorfismo que reverte orienta¢ao
e que possui pelo menos um ponto de periodo maior do que ou igual a 3.
Entao f possui pelo menos um ponto de periodo 2.
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Demonstracao. Seja p € R? um ponto de perfodo & > 3 de f. Denote por
q = ¢ (p). Seja g o homeomorfismo de S? definido acima. Assim:

g(@) =p o ffople) =9 o f(p) = ¢
Suponha agora que para algum 1 <[ < k tenhamos ¢'(q) = ¢. Entao,
) =9 o flop(pT(p) = ¢ o fl(p).
Como ¢! é injetiva, f!(p) = p, o que é uma contradicao, pois o perfodo

de p por f é k > [. Portanto, ¢ é um ponto periédico de g com periodo maior
do que ou igual a 3.

Pelo teorema 8, existe ¢ € S? com periodo 2. E claro que ¢ # N pois

N é ponto fixo de g. Tome p' = ¢(¢'). Temos que p’ é ponto periddico de f
com periodo 2. O
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

