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Introducao

Neste trabalho, estudamos a variedade V formada pelos pares de matrizes (A, B) que
comutam, ou seja, AB = BA. Tal condicao se expressa por um sistema de equacoes
homogéneas em P(M,, & M,), onde M,, denota o espaco das matrizes n X n sobre
C. Portanto, podemos falar em grau.

Fizemos aqui o cdlculo do grau para matrizes de ordem 2 e 3. Para matrizes 2 x 2,
provamos que o grau de V é 3. No caso 3 x 3, o grau é 31.

Um resumo da histéria pode ser visto na Enciclopédia de Seqiiéncias Inteiras,

http://wuw.research.att.com/ "njas/sequences/
ou mais diretamente em
http://wuw.research.att.com/ " njas/sequences/
7q=3%2C31%2C1145%2C154881&1language=english&go=Search

O caso n = 1 dispensa comentarios. Para n = 2 o grau pode ser calculado “na mao”.
Os pacotes de computacao algébrica como o SINGULAR, calculam rapidamente os
casos 2 e 3. Incluimos no apéndice o cédigo para esses casos. Ja para n = 4, Matt
Clegg (CS at UCSD) e Nolan Wallach (em 1993) usaram 10 Sun Workstations e um
pacote de bases de Grobner para efetuar o calculo.

O caso geral, para matrizes de ordem n, estava em aberto até recentemente. A
solugao foi obtida por A.Knutson e P.Zinn-Justin, [13]. Veja também o precursor
P.Di Francesco & P.Zinn-Justin, [3]. Entretanto, as técnicas ai utilizadas fogem
inteiramente ao escopo desta dissertacao!

A prova da irreducibilidade de V foi feita por M. Gerstenhaber, [7]. Apresentamos
uma demonstracao elementar, obtida com Paulo Antonio Fonseca Machado & Israel
Vainsencher, que é bastante semelhante a prova feita por V. V. Wolmer [18, pag 241 e
242]. Uma simplificacao importante do nosso problema, feita segundo uma observagao
de Jorge Vitério Pereira, foi perceber que é suficiente considerar matrizes de traco
nulo. Passamos entao, de V para V*' (sl=espaco das matrizes de traco nulo, dlgebra
de Lie “especial”).

Para o caso de matrizes 2 x 2, fizemos o cédlculo usando classes caracteristicas,
sem a condicao traco nulo. Em seguida, com reducgao a traco nulo, percebemos quao
mais simples ficou nosso problema. De fato, as formas de Jordan de A € sy, A # 0,
reduzem-se a apenas dois tipos. Se B comuta com tais matrizes A, entdo B deverd
ser um multiplo escalar de A. Com isso, transformamos o nosso problema em célculo
de grau para o mergulho de Segre P! x P? — P°,

No caso de matrizes 3 x 3, fazemos a explosao P”" de P” = P(sls) (o espaco das

matrizes nao nulas de trago zero, a menos de fator constante) ao longo do fecho da

orbitade A; = (é g _82) sob conjugacao, que é uma subvariedade fechada nao singular

de P7. O objetivo desta explosdo é resolver as singularidades do mapa que associa a

cada A € P7 o subespaco de sl das matrizes que comutam com A. Construimos uma
- ] . . . - -

torre de fibracoes sobre P7'. Com isso, chegamos a uma desingularizacdo de V.



Para o célculo efetivo do grau, usamos o ferramental de teoria de intersecao.

No final do nosso trabalho, fizemos uma selecao dos principais topicos gerais que
foram usados ao longo de nossas notas. Deixamos referéncias de onde encontrar com
detalhes cada tépico citado.
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Capitulo 1
Grau de AB=BA, n=2

Faremos aqui o cédlculo do grau de duas formas: primeiramente, utilizando classes
caracteristicas (veja apéndice), e depois considerando matrizes de trago nulo. Esta é
uma condicao que simplifica bastante o nosso problema.

Vamos primeiramente provar que a condicao AB = BA é invariante por con-
Jjugagao.

Proposicao 0.1 Sejam V = {[(A,B)] € P(M,, ® M,,) | AB = BA} e Gl,, o grupo

das matriz invertiveis. Considere a ag¢ao,

Gly x P((M, ® M,) — P(M, dM,)
(P,[(A, B)) —  P-[(A,B)] = [(P~'AP,P-'BP)].

Se [(A,B)] € V, entio P-[(A,B)] € V.
Prova. Temos P - [(4, B)] = [(P~'AP, P"'BP)]. Entao,

(P tAP)(P 'BP) = (P 'A)(PP ') (BP)= (P 'A)(BP) =P '(AB)P.
Por hipétese, [(A4, B)] € V, ou seja, AB = BA. Logo,

PY(AB)P = P~L(BA)P =  (P7'B)(AP)
= (PT'B)(PP')(AP) = (P~'BP)(P~'AP).

Entao, P - [(A, B)] € V, como queriamos. O
A partir de agora, podemos reduzir sem perda de generalidade, varias verificacoes
apenas as formas de Jordan.

1 A dimensao de AB=BA

Queremos estudar a relagao que existe entre a dimensao da variedade definida com
as equacoes homogéneas dadas pela condicio AB = BA, considerando [(4, B)] €
P(M,, ® M,), e a subvariedade dos pares ([A],[B]) € P(M,) x P(M,,) definida

7



8 CAPITULO 1. GRAU DE AB = BA, N =2

pelas equacoes bihomogéneas AB = BA. Para deixar claro em qual espaco estamos
trabalhando, fixemos as notacoes,

V ={[(4,B)] € P(M, & M,) | AB= BA}

V' = {([4], [B]) € P(M,)) x P(M,) | AB = BA}.

Examinaremos primeiramente, uma construgao geral.

1.1 projetivo versus bi-projetivo

Sejam V', W espacos vetoriais sobre C. Vejamos a relacao que aparece entre as
dimensdes de uma variedade em P(V @ W), e outra variedade em P(V') x P(W), onde
as variedades em questao sao definidas pelas mesmas equacoes, embora tais equacoes
sejam homogéneas no primeiro caso e bihomogéneas no segundo.

Como podemos ver no exemplo 1 do apéndice, temos definidos os chamados fibra-
dos tautolégicos de posto 1,

Ov(=1) = B(V) e Ow(—1) = P(W).

A fibra de Oy (—1) sobre cada [v] € P(V) é o subespaco gerado por v. Entao podemos
fazer a soma direta em ambos os lados, Oy (—1) @ Oy (—1), obtendo um fibrado de
posto 2 sobre P(V) x P(W), que é um subfibrado de (V & W) x P(V) x P(W).

Tomando-se a projetivizacao, temos o seguinte diagrama:

P(Oy(-1) ® Ow(-1))
o))
P(V) x P(W)

onde P(Oy(—1) ® Oy (—1)) S P(V) x P(W) é um P'-fibrado.

Observe que P(V) C P(V S W) O P(W) de maneira natural, onde as inclusoes
P(V) <5 P(V @& W), e PW) <5 P(V & W) sdo dadas respectivamente por i([v]) =
[(v,0)], e j([w]) = [(0,w)]. Temos claramente que i(P(V)) N j(P(W)) = 0.

Observacao. Para simplificar a notagao, usaremos P(V') no lugar de i(P(V)), e
P(W) no lugar de j(P(W)), quando nao houver confusao.

Considere o mapa

p:PVaeW) --» PV)xP(W)
[(v,w)] = ([o], [w]).

Notamos que ¢ é regular, exceto na uniao disjunta P(V) UP(W). Ou seja, ([v], [w])
esta definida para quaisquer v, w tais que v # 0 # w.
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Estudamos o diagrama,

onde o mapa ¢ acima indicado é racional, 5 coincide com a explosao ao longo da
uniao disjunta P(V') U P(W), com os divisores excepcionais Ey = 87 (P(V)), Ew =
B~HP(W)). Para cada ponto ([v],[w]) € P(V) x (W), a fibra

a ([v], [w]) = {(zv,yw) € V& W|[z,y] € P'}.

Em particular, temos que, se W C P(V) x P(W) é uma variedade de dimensao d,
entdo o' (W) € Ey U Ey, e se W = B(a™ (W) C P(V & W) ¢ definida pelas
mesmas equacoes de W'. Temos assim

Q) dim W =dim g~ (W) = dim o/(W') = dim W +1=d + 1.

1.2 de volta a AB=BA

Fixemos uma matriz A de ordem n. Sera conveniente enxergarmos A também como
um elemento em Hom(C", C"). Sejam p,, p,, os polinémios caracteristico e minimo,
respectivamente de A. Logo ma = deg(p,) < deg(p.) = n.

Seja C'4 o espaco das matrizes que comutam com uma matriz A. Como pode ser
visto em V. V. Prasolov, [12, pidg 175 e 176], temos um férmula para a dimensao
do comutador em funcao dos tamanhos dos blocos de Jordan. Em particular, se
deg(py,) = n, temos Cy = (I, A, A%,-+ ;| A"™1) donde dim Cy = n.

Seja U C P! = P(M,), o subconjunto dado pelas matrizes de ordem n que
possuem polindmio minimo de grau méximo, isto é, deg(p,,) = n. A proposi¢ao a
seguir, mostra que U é um subconjunto aberto de P(M,,).

Proposigao 1.1 Seja F = {B € M,, | mp = deg(pm) < n} o subconjunto comple-
mentar de U. Entao, F' é um subconjunto fechado de M,, definido por um sistema
de equacoes homogéneas.

Prova. Sejam M,, x C" e M,, x M,, fibrados vetoriais triviais sobre M,,. Considere
o mapa de fibrados,

M, x C" LN M, x M,
(B, (g, .. 1)) — (B,agl + -+ ap_ B ).

Note que se g ¢é a restricao do mapa ¢ a fibra sobre B, entao a dimensao da imagem
de ¢p € igual ao grau do polindmio minimo de B. Identificando os elementos de M,
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com vetores em (C”Z, podemos ver o espago gerado por (I, B,B2%--- B"!) como
sendo uma matriz n X n?, onde a i-ésima linha é obtida “esticando-se” a matriz
Bi=1. Como mp é estritamente menor que n, temos que B™ é combinacdo linear de
I,B,...,B™ ! Assim, F é definido pelo conjunto de zeros dos menores m x m da
matriz construida, cuja i-ésima linha tem entradas polindmios homogéneos de grau
i — 1 nas coordenadas z;; de M,,. Isso mostra que I’ é um fechado na topologia de
Zariski. 0
Observando o diagrama,

Ve ={(A],[B]) | Be({l,A,...,A"H} C Vv C pr’-1xpr’-!

l@’”‘” /

Al e U C pr*-1
temos que a restri¢ao da proje¢ao p; a Vi define uma P"~'-fibragiao sobre U. Como
dim(U) = n? — 1, se V' for irredutivel (provaremos a seguir na secao 1.3), entao
dim(V') =dim(V'y) =n* -1+ (n—1)=n*+n —2.
Agora, como visto na férmula () acima, se V' for irredutivel, segue que

dim(V) = n® +n — 1.

1.3 irredutibilidade de AB=BA, caso geral.

Para aplicarmos o caso geral acima, devemos provar que V' é irredutivel. Com isso,
além de provarmos a irreducibilidade de V, teremos uma féormula para a sua dimensao.
A prova que apresentaremos a seguir, usa argumentos semelhantes aos utilizados por
V. V. Wolmer, [18, pag. 242].

O diagrama abaixo, ilustra o lema que se segue.

V' = {AB=BA} C P(M,)xP(M,)

i/\

Lema 1.2 Seja W uma componente irredutivel de V' que domina P(M,). Entdo,
existe um aberto nao vazio U C P(M,,) contido em pi(W) tal que a imagem inversa

=D YU € irredutivel. Em particular, W = Wy = V’U € a unica componente que
domina. Além disso, po(W) = P(M,,).

Prova. Suponhamos primeiramente, que exista Ay € p; (W) tal que m4, = n. Seja
Uy = {A € P(M,) | ma = n} C P(M,) aberto, pela proposi¢ao 1.1. Como Uy =
P(M,), entdao Uy é irredutivel. Para cada A € Uy, temos que I, A, ..., A" ! sdo
linearmente independentes (veja [12, pag 176]). Assim, V', a fibra sobre A (que
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é o comutador projetivo de A), é um P"~!. Segue do teorema da dimensdo das
fibras (TDF, ver I. Shafarevich [14, vol 1 - pag 76]), que Vi, ¢ irredutivel. Mas
Wy, € Vi, ¢ Wy, é um aberto nao vazio de W. Entdo W = Wy, = Vi, . Assim,
p(W) = pi(Vi) 2 pi(Vy,) = Up. Portanto W é uma componente que domina
P(M,,). Observe que (A, A) aparece em Vi, C W, para todo A € Up. Logo pa(W) 2
Uy, e portanto po(W) = P(M,,).

Para finalizarmos a demonstracao da irredutibilidade de V' é suficiente mostrar

que toda componente W C V' domina. Para isso, comecemos com um aberto nao
vazio U C p;(W). Observe que cada fibra de Vi, — U ¢é um espago projetivo.
Aplicando novamente o TDF, podemos substituir U por um sub-aberto nao vazio,
onde dimV'y = d para todo A € U. Entdo, temos V}; irredutivel, de maneira que,
como antes, W = W;; = V.. Agora, devemos mostrar que para todo A € P(M,), o
comutador V', contém algum B cujo polinémio minimo é de grau mp = n, concluindo
assim que py(W) = P(M,). Ora, o comutador de um bloco de Jordan A + N,
contém os blocos ul + N, para todo g € C. Assim, se a matriz A é formada de
blocos Jy,, ..., J),, entdo podemos escolher os autovalores \;’s de A, para obtermos
B que seja composta por blocos de Jordan J,,, ..., J,,, com os autovalores (;’s todos
distintos. Logo, B € V', e mp = n, como querfamos. O

O lema acima prova que V' é irredutivel. A irredutibilidade de V', nos da uma
outra prova da irredutibilidade de V. J& que P(Oyy, (—1) ® Opy, (1)) = P(M,,) X
P(M,,) é uma P'-fibragio, entao a fibra sobre cada ponto de V' ¢ irredutivel também.
Segue do TDF, que o (V') é irredutivel. Como V é imagem de o' (V') pela aplicacao
S que define a explosao (cf. pag.8), segue a irredutibilidade de V.

Em particular, para matrizes de ordem 2, temos

dimV=224+2-1=5.

2 deg V=3, n=2

O grau sera calculado de duas formas para matrizes de ordem 2. Nesta secao, uti-
lizaremos classes caracteristicas. Listamos no apéndice as propriedades que serao
empregadas em nosso caso especial. Na préxima secdo, faremos o calculo do grau
impondo a condicao de traco nulo sobre as matrizes.

2.1 explosao da identidade

As representacoes em formas de Jordan possiveis para uma matriz A # 0 de ordem
2, sao,

Ar=(30), A£0£p# X A=(31), 4=, A#£0. (1)
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Como A; e A, possuem polinémio minimo e caracteristico de mesmo grau, entao a di-
mensao de ambos os comutadores é 2. Mas Az é multiplo da identidade, entao comuta
com qualquer matriz. Portanto, a dimensao do comutador ¢ 4. Para estudarmos esse
caso, vamos usar uma aplicagdo racional de P? na grassmanniana Gr = Gr(2, M)
definida como segue. (Veja em J. Harris [8, pag 63 a 71] nocoes bdsicas sobre as
variedades grassmannianas.)

p: P - Gr=Gr(2, Ms)
A +— (I,A) (subespago gerado).

Observe que ¢ estd definida em todo ponto de P? exceto em I = (| 9). Isso nos leva
a construir a explosio P3' = Bl;(P3). Para isso, considere o mapa racional,

¢ :P? -~ P?, dado por A+ A=A+ (I)

onde P? = P(M,) e P? = P(M,/(I)). Em coordenadas, temos

¢ a11 @12y — (411 412y _ o 7 — (011—G22 G12
a21 az2 ) — \a21 @22 224 — a1 0 /-

Observe que ¢ s6 nao estd definida em /. Para exibir as equacoes bihomogéneas de
P3 € P? x P? (que sdo as equacdes da aderéncia do grifico de ¢), sejam [y, ya, y3] as
coordenadas homogéneas de P?. Entao,

(Cbn - Cb22)3/2 = 121
[Gu — Q22, 412, CL21] = [yhym 93] g (Cbn - CL22)2/3 = G211
a12Y3 = Qa21Y2

ou seja,
y2 —n 0 a11—022 0
ys 0 -y a12 =1{0].
0 y3 —y2 a21 0

Note que a matriz em cujas entradas ocorrem os y.s, coordenadas homogéneas de
P2, tem posto constante igual a 2. Entao, a fibra sobre cada ponto de P? é um P*.

E C P3’ C P3 x P?
I c P3 - ¢ > P2 N Gr(2, My)

onde F = 7 (1) = {I} x P? é o divisor excepcional da explosao, e a inclusao i ¢
dada por,
1 P? — GT(Q, MQ)
A+ — (I A).
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2.2 construcao de uma torre de fibragoes sobre p3’

Para aplicarmos as ferramentas de teoria de intersecao ao nosso problema, precisamos
antes construir uma torre de fibrados projetivos, afim de “reencontrarmos” com a
variedade V. Seja A o fibrado tautolégico da grassmanniana Gr(2, Ms) = Gr. Entao
A é fibrado de posto 2 sobre G e é subfibrado do fibrado trivial de Gr, por construgao.

.A MQXGT

N

Por imagem reciproca através do morfismo i o w3, podemos ver A como um fibrado
!
de posto 2 sobre P*".
Observacgao. Por abuso de notagao, vamos continuar escrevendo A no lugar de

(i 0m2)"(A).
Fazendo a projetivizagao de A, obtemos P(A), que é um P'- fibrado sobre P3.
P(A)
(Pl)lw
]P>3’ -— A

Por outro lado, temos o fibrado tautolégico O(—1) de P3. Por imagem reciproca
através da aplicacao composta ¢ o 7y, podemos vé-lo como fibrado de posto 1 sobre

P(A).
O(-1) HPT) ~—0a(-1)
p3'<— A
O(-1) ——p3

Seja O 4(—1) o fibrado tautolégico de P(A). Fazendo a soma direta O(—1) @ O 4(—1),
e tomando a projetivizagao, obtemos um P'-fibrado sobre P(A) como abaixo:

[(a, 8)] € P(O(=1) ® O4(~1)) ==V C P(My ® M3) 3 [(o, )]
AN
(I,AY 5 B e P(A)
(A4,B)=4" € s’ \
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onde o € (A) e f € (B') C(I,A) =(1,A).
Da torre acima, falta explicarmos apenas como surgiu o mapa A. Vejamos primei-
ramente que temos o subfibrado projetivo

P(O(—1) ® O4(—1)) = P(Ms & M3) x P(A).
De fato, por construcao, temos os subfibrados vetoriais

O(—l) — ./\/lz X ]P(.A)

O4(=1) — ¢*(A).
Lembrando ainda A — My x P(A), fazemos a composigao
O4(=1) — " (A) — My x P(A).
Assim, fazendo a soma direta e projetivizando os subfibrados acima, obtemos
P(O(—1) & O4(—1)) < P(My & My) x P(A).

O mapa A é obtido pela composta da inclusao ¢ com a projecao na primeira coorde-
nada P(Mjy @ Ms). Para concluirmos que A é birracional sobre V C P(Msy & M,),
basta que facamos as contas em um aberto.

Tome U C P? um aberto, onde os elementos sao da forma (%! ! ). Seja A € U.
Como este aberto ndo contém a identidade, entdo podemos identificar A’ = 7, 1(A4) =
A, pois a explosao é um isomorfismo em P?* — {I}. Assim,

B =7 (&) = {(*f ,4), [s,1] € P

tas1 s+taos

Tomando em P! o aberto dado por s # 0, segue-se que,

(. B)) = 7 (B) = {(u (&2 ) s v (s 14ta ) | 0] €PT )

Escolhendo nesse P! o aberto v # 0, vem,

B =M, B)) = {(Giast wae )+ (Mas 1410 ) | (Bw) € C*F
[(a, B)] = A([(ev, B)]
Como aff = fa, a imagem de A\ esta contida em V.

Do par obtido acima, se tivermos («, §) = (¢, 3'),

((ua11 U ) (1+ta11 i ))
ua21 ua22 /) tas; 14+1tass

wal, o 14+t'al, t
ual, uab, | t'al, 14+t'ab, ’

da igualdade entre as primeiras coordenadas, obtemos u = u'. Entdo o = o/. Da
igualdade entre as segundas coordenadas, temos t = t', e portanto S também fica
unicamente determinado neste aberto. Isso mostra que A ¢ injetiva num aberto.

Como P(O(—1) ® O 4(—1)) é uma variedade projetiva, entdo a imagem de A é um
fechado de V. Ja que essas duas variedades possuem mesma dimensao e o mapa é
genericamente injetivo, segue que A(P(O(—1) & O4(—1))) =V, pois V é irredutivel.
Isso mostra que A é um mapa birracional sobre V, como queriamos.
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2.3 utilizando as classes caracteristicas

Faremos o cdlculo do grau, usando o ferramental de classes de Segre e de Chern. Para
isso, vamos recorrer as propriedades listadas no apéndice. Sejam

H = ¢(Omemy(1)),
B = 04(-1)&0(-1),
H = c1(0s(1)).

Para chegar ao cdlculo efetivo, vamos primeiramente calcular uma classe de Segre que
sera necessaria.

Calculo de s(A)

Sejam
{ a = a(0a1)),
h = ¢ (0(1)).
Entao,
c(O4(-1)=1-a=sO04(-1)=1—a) ' =1+a+ad*+d*+a*

c(O(-1)=1-h=s0O(=1)=(1—-h) ' =1+h+n*+h
Considere a sequéncia tautoldgica sobre P(A),
O(-1)—A—> A (2)
onde A é o fibrado quociente. Dai vem, tomando poténcia exterior,
NA=0(-1)® A (3)

Por outro lado, consideremos § a composicao de mapas de fibrados vetoriais sobre
P(MQ)a

)

/L//’F\
O@O(—l) My B M, Mo
(A, B) —— A4+ B

onde ¢ é soma direta da secdo 1 — I € M, com a inclusao tautoldgica,

O(—l) — MQ.
A imagem do mapa § acima definido na fibra sobre A € P(M,) é o subespaco gerado
por I, A. Note que o mapa ¢ deixa de ser injetivo exatamente na fibra sobre I. Assim,

(I} = Z(\(0 8 0(-1)) 225 A2My)
— Z(0(=1) — N2M,)
= Z(O — (9(1) (9 /\2/\/12)
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onde Z denota o esquema de zeros de cada secao indicada.

! . .
Quando passamos para P?'| temos que 7} se fatora por A como indicado no
diagrama

My

A

0 e O(-1)

A

De fato, no aberto P — E = P3 — {I}, temos que A coincide com a imagem de 7%4,
valendo em todo P* por continuidade. Como A — M, é injetivo em todas as fibras,
entao

E = Z(A(080(-1)) 224 A2A) = Z(O(=1) — N2A) = Z(Ops — O(1)@(A2A))
onde Opsr é o fibrado trivial de posto 1 sobre P?'.

Como o feixe de ideais I(E) é a imagem da se¢ao dual de Opzy — O(1) ® (A% A)
obtemos

O(-E)=I(E) « (0(1)® (A2A)) = O(-1) ® (A*A) "

Assim,

NA = O(E) @ O(1). (4)

Seja e = ¢1(E). Das equacdes (4) e (3) acima, temos,

cil(O(E))e1(0(-1)) = e1(O(-1))ei (A) = ai(A) = e (O(E)) =e.
Mas, da sequéncia (2),

c(A) = c(O(=1))e(A) = (1 — h)(1 +¢) = 1+ (e — h) + (—he).
Segue dai, que

s(A) == (h—e+he))!

=1+ (h—c+he)+ (h—e+he)? + (h— e+ he)?

=1+ (h—e)+ (h? — he+ €*) + (h* — h%e + he* — €*).

Teorema 2.1 degV = 3.
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Prova. Temos as igualdades, justificadas logo a seguir:

1 2 3
degV :/ H5/ )\*(H)5/ H’5/ s4(B)
A P(B) P(B) P(A)

4 4
/P(A) Z_O: $i(0O4(—1))s4-;(O(-1))

4 4
— aih47i p— / S; A h47i — /
/IP’(.A) ; Ip3’ ; 1(4)

:/ ISO(A)h?’—i—sl(A)hQ+82(A)h+53(A)

D si(ART

3/ 7
Pz

:/ h? 4+ (h —e)h® + (h* — he + €*)h + (h* — h*e + he® — ¢€?)
3’

:/ Ah? — 3h%e + 2he? — & @/ 4h? — &
P3’ p3’

:4+/P(N)(—(j*62)) 241 =3

Vale pela férmula de projecao, omitindo-se A,,
H? (O [V] = A (A H)” 0 [P(B))).
H' = ¢,(0g(1)) = \*H.
Vale pela definicao de classe de Segre, omitindo-se .,
ps((H') O [P(B)]) = pa(H')” 0 " [P(A)]) = 55-1(B) N [P(A)].

Vale pela férmula de Whitney,

O(=1) — B — O4(—1) = s4(B) = Z 5:(O4(=1))s4_:(O(=1)).

Definicao de classe de Segre, omitindo-se ¢,

pe(@' N [P(A)]) = @ (0’ N @7 [PY]) = 5,0 (A) N [PY].

17



18 CAPITULO 1. GRAU DE AB = BA, N =2

(6] Seja N o fibrado normal da inclusao i : {I} < P?, ou seja, N' = TP?|(;y/T{I}.
Pelo teorema 2.4 do apéndice, temos que P(N) = P2 é o divisor excepcional da
explosdo m;. Considere a inclusdo j : E < P3'. Para cada parcela temos,

. .16.1 ) . 6.2 )
/ i 2 / i 2 )
P’ P(N) {1}

Segue da relagdo abaixo, omitindo-se j,
¢ = e N [Elpy = ju(ci(7O(E)) ™ N [Elp) = 5. (57 ™).

Definicao de classe de Segre, ja que o divisor excepcional E = {I} x P2
Portanto, a unica parcela que ndo se anula é a de €3, pois s; = 0, para todo ¢ < 0.

(7] P(NV) = {1} x P*> = P2, ]

3 deg V=3, n=2

Nesta secao, adicionaremos a hipotese de trago nulo para as matrizes A e B. Veremos
o quanto esta hipétese simplifica nossas contas, e que o grau nao muda quando fazemos
tal restri¢ao.

Sejam [(A, B)] = [(a4 &12), (Zﬁ II;Z )] as coordenadas homogéneas de P7, e sejam
H,, H, os hiperplanos definidos pelos polinomios homogéneos tr(A) = as + a1 =0
e tr(B) = b1 + byy = 0, respectivamente.

Denotamos por

sl, ={A eM,| tr(4) =0}
V' = (VN H,) N Hy, = {[A, B] € P>”~3 = P(sl,, @ sl,)| AB = BA}.

Veremos aqui que mediante a condicao de traco nulo, além de resumir em apenas
duas as possiveis formas de Jordan (nao nulas e a menos de fator constante), podemos
identificar V*' com a imagem de um mergulho de Segre.

Lembremos a construcio. Consideremos o espaco projetivo PV com coordenadas
homogéneas w;; sendoi =0,...,nej=0,...,m,e N = (n+1)(m+1)—1. Definimos

S P x P — PV
S(x,y) = (Zzg)

com z;; = x;y;, onde = [xg,...,%n] € Y = [Yo,. .., Ym]. A representacdo matricial de
(2ij) é da forma
Zo ToYo ToYr - TolYm
Ty T1iYo TaYyr - ToYm
(i) =2y =1 . [(w v yu)= . : :

T TnYo Tp¥Yr -+ TnlUm
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S é o mergulho de Segre de P? x P em PV e sua imagem define uma subvariedade
em PV, a qual coincide com a variedade das matrizes (n + 1) x (m + 1) de posto 1.
Estamos interessados no caso em que n =2 e m = 1.

Proposicao 3.1 Dada A € sly, A # 0, se B € sly € tal que AB = BA, entao
B = uA, para algum p € C. Em particular, V' é uma varidedade projetiva de
dimensao 3.

Prova. Sejam A, B € sly, onde A é fixa. As possiveis representacoes em blocos de
Jordan de uma matriz 2 x 2 com trago nulo sao

Ar=(05), A#0, A =(§3).
Projetivamente, temos (por abuso de notagao)

Ar=1[5 4], A =[§3].
Seja
B= (b)) e,

b21 —b11

Entéo, AlB = BAl < B = (b(l)l 7211) = b11A1~
Analogamente, AsB = BAy < B = (J%2) = bis As.
Observe que V*!' pode ser vista como a imagem do mergulho de Segre de P? x P!

em P(sly @ sly) ~ P°, onde P? = P(sl,). Dessa forma,

P2x P < P
(40, 8]) = [(ad, pA)]

temos que V' = {[(a4, BA)] | A € P(s,) e (o, 8) € P} C P(sl, @ sly) = P% é uma
subvariedade projetiva (pois ¢ imagem do mergulho de Segre), e dim V*' = 3. O

3.1 deg V¥'=degV

Faremos neste paragrafo, para n=2, as contas explicitas para mostrarmos que para fins
de cdlculo de grau, é suficiente considerarmos matrizes de traco nulo. O teorema de
Bézout (ver [8, pag 227]), diz que se intersectarmos a variedade V com um hiperplano
H, que seja transversal a V, entao deg V=deg (VN H;).

Proposigao 3.2 dim(VN H,) = 4.

Prova. Como pode ser visto em R. Hartshorne, [9, pag 48], cada componente C' de
VNH étal quedim C' > dim V + dim H; —7=546 —7 = 4. Suponha que exista
alguma componente C' C VN H; tal que dim C' > 4. Entao,

3 = dim(V*") > dim(C' N H;) > dimC + dimH, — 7> 446 — 7 = 3,

o que nos da uma contradicao! O
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Proposicao 3.3 V e H, se intersectam transversalmente.

’

Prova. E suficiente provar que, em uma vizinhanca afim de um ponto P arbitrario
de VN Hy, tem-se dim Tp(V N H;) = dim (VN H;) = 4. Para isso, considere
((al, @2), (21 22)) as coordenadas afins em torno de um ponto de VN Hy. Para
estudar o espaco tangente, basta que analisemos a parte linear das condicoes que

definem V e Hy:

AB = BA
{ (A = 0 (5)
ou seja, (U t2) = (ZE 0) e (1+ax) =0. Logo, bia = byy = 0, aze = —1. Portanto,
dim Tp(V N Hy) =7 — 3 = 4. Segue dai a transversalidade da intersegao. O

Segue imediatamente da proposi¢ao acima e do teorema de Bézout, que degV =
deg(V N Hy). Para aplicar novamente tal teorema para (VN Hy) N Hy, é necessério
que VN H; seja irredutivel. Mas isso segue pelo mesmo argumento usado na prova de
irreducibilidade feita na secao 1.3, porém imediato, pois a projecao na primeira coor-
denada s6 possui matrizes de traco nulo, e portanto a restricao a qualquer componente
irredutivel nao contém I.

Para a tranversalidade na intersecao de Hy com V N Hy, basta acrescentarmos as
condigbes (5), uma terceira dada por tr(B) = 0. Isto nos da byy = —by1, juntamente
com as ja existentes a9 = ao; = 0 e agp = —1. Portanto,

dimTp((VN H) N Hy) =7 — 4 =3 = dimV*",

como queriamos.

Sendo assim, basta que fagamos o célculo do grau para V' = (VN Hy) N Hy =
{[(A, B)] € P5| AB = BA}, onde P5 = P(sly @ sly).

3.2 célculo de deg V¥

Como Vo' = {[(a4,8A4)] | A € P(sly) e [o, 8] € P'} C P(sly @ sly) = P5 é uma
subvariedade projetiva, tal que dim V*' = 3, para determinar o grau de V¥, basta
cortd-la com um P? geral. Esta propriedade do grau pode ser encontrada em [8,
pag 165 e 166]. Escolheremos um P? gerado por trés pontos da forma [A;, Ap] €
P(sly @ sly) da seguinte maneira: Sejam Ajj, Ag, As1 € sly formando uma base.
Escolha uma matriz geral B = (b;;) de ordem 3, que podemos supor em particular com
todos os autovalores distintos. Sejam Aqo, Ags, A3z € sly de modo que Az, i =1,2,3
se expressam como combinacao linear de Aqq, Agq, A3, da seguinte forma:

3
AZ‘Q = ijiAjh 1= ]_, 27 3 (6)

j=1



3. DEG V®¢ =3, N=2

21

Denotemos P; = [(A;, A2)], ¢ = 1,2,3. Por construgdo, temos (P, Py, Ps) =
P? C P(sly @ sly). Entdo, dado P € V' N P?, temos que existem ;, a; € C tais que

[ 6114 6214 ZQZP’L Zaz AszzQ

Assim, existe A tal que

(BIA 62A — )\Zaz AzhAzQ — )\Z &7 zhazAzQ)

=1

ou seja,
3
BjA = )‘ZaiAijv j = ]_,2
i=1

Segue dai e da equagao (6), que

3 3 3
/BQA = )\ZaiAiQ == )\ZO&Z Z )\Z(Z aibji)Aj1~
=1 j=1

Indicando por ~ proporcionalidade, temos
3 3
)\Z Ay = A~ A= /\Z a;Aso.
i=1 i=1

De (8) e (7),

3 3

3 3 3
Z%’Aﬂ ~ Z(Z Oéibji)Ajl = Z(Z Oékbz'k)Aﬂ-
i=1

j=1 i=1 i=1 k=1
Logo,
3
(Oél,OZQ,Otg) ~ § ak(blkab2kab3k‘>'

k=1

(9)

(10)

Seja p a constante de proporcionalidade em questao. Temos entao o seguinte sistema

linear
arbyy + agbiy + aszbiz = poy
aiboyr + by + azbyys = pay
aibs + bz + asbsz = paz
ou seja,
bii b2 biz aq an
ba1  bao  Dos &) =p| @
b3y b3z b33 a3 a3

Como os «;’s nao sao todos nulos, entao

det(B — pI) =0,
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o que nos diz que p é um autovalor de B. Como B é uma matriz de ordem 3, que
estamos supondo com 3 autovalores distintos, entdo temos 3 pontos em V*' N P2
Portanto, deg V*' = 3. Pela discussio feita no inicio da secdo, segue que deg V = 3.



Capitulo 2

Grau de AB=BA, n=3

No capitulo anterior, vimos para n = 2, o quanto nossas contas ficam mais simples
quando adicionamos a hipdtese de traco nulo sobre as matrizes A e B. Além disso,
esta condicao ¢ transversal, portanto nao altera o grau. Neste capitulo, trataremos
sempre de matrizes cujo trago é nulo. Mais especificamente, matrizes em sl3. Ou seja,
vamos calcular o grau da variedade

V*'={[(A,B)] € P(sl@sl) | AB = BA}.

1 Irredutibilidade e dimensao de V*!

Nesta secdo, provaremos que V*' ¢ irredutivel. O argumento utilizado, é motivado
pelo que usamos no capitulo anterior, junto com um pequeno ajuste para garantir a
condicao “traco nulo”. Consequentemente, obteremos a dimensao de forma comple-
tamente analoga a feita anteriormente.

1.1 estudo das formas de Jordan

Fixa uma matriz A, sejam d a dimensao do subespaco vetorial
Cyl={Be€sly| AB=BAYCCy={B¢€ M| AB= BA}
e m o grau do polinémio minimo de A. Seja

b1 bio bis
B = b21 bQQ bgg € 5[3.
bsr bs2  —(byy + bao)

Vejamos quais sao as possiveis formas de Jordan para matrizes nao nulas, de ordem
3, e que possuem traco nulo. Temos os seguintes casos:
Caso 1.1: ‘o o
=3, A4=(0n o ) ) —(\ A
m=3, 4= (30 8 V. A£ut -+ #

23
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bi1 O 0
ABZBA{Z}BZ(Obzz 0 >
0 0 —(bi1+b22)

Portanto, d = 2.
Caso 1.2:

m =3, Az(

ooy
O M=

ﬁ;x)’ A7 0

bi1 b1z 0O
AB:BA@B:(gbu 0 )

0 —2b11

Neste caso, vemos que novamente d = 2.

Caso 1.3:
m = 3, A:(g(l)?)
000
AB:BA@B:(gb(IfIZi)
00 0
Logo, d = 2.

Observacao. Pode-se mostrar que se m = n, entao todo elemento de Cy é da
forma p(A), para algum polindémio de grau no maximo n — 1. Logo, dimCy = n.
Portanto, dimC% = n — 1. Este fato pode ser visto em [12, pag 175 e 176].

Caso 2.1:

0
0
—2

), A0,

A

) . Assim,

b11 b12 0
ABZBA{Z}BZ(bmbzg 0 )

0 0 —(bi1t+ba2)

e portanto, d = 4.
Caso 2.2:

m =2, A:(

[e>lenlen)
oo
[e>Ienlen)

)

b1y bio b
AB:BA(:)B:((IJIbﬁ o)

0 b3z —2b11
Concluimos dai, que d = 4.
Da discussdo acima, vé-se (como esperado) que os casos 2.1 e 2.2 sao especiais.
. \ . 1 . {100
Precisamente, veremos que pertencem a aderéncia da o6rbita da matriz 01 0 de
2.1. Faremos o estudo destes separadamente na segao 2 deste capitulo.
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1.2 irredutibilidade de V*

Dada uma matriz A, podemos pensar em A como um elemento de Hom(C", C").
Denotemos p,,(A) o polindmio minimo de A e my = deg(p,,,(4)) o grau do polinoémio
minimo.

Seja

.= {([A},[B)) € B(st,) x B(sl,) | AB = BA}.

Induzidos pela idéia usada na prova da irredutibilidade de V', na secao 1.3 do capitulo
1, vamos mostrar que Vi é irredutivel. Mais geralmente, temos que “A variedade de
matrizes que comutam de uma algebra de Lie semisimples € irredutivel”. Este teorema
pode ser encontrado em [18, pag. 241] Para o nosso caso em particular, considere o

diagrama,
A\ c VvV, < Pel,)xPsL,) O Wy
(W) C P(sl,) P(sl,) D U

onde p; e py sS40 as projecoes no primeiro e segundo fator, respectivamente. E assim
como antes, Wy = py H({U) N'W.

Lema 1.1 Seja W uma componente irredutivel de V), que domina P(sl,). Entao,
existe um aberto ndo vazio U C P(sl,) contido em p1 (W) tal que a imagem inversa
(V) = p ' (U) € irredutivel. Em particular, W = Wy = (V) € a dnica compo-

nente que domina.

Prova. Seja Uy o aberto de sl, definido pela especificacao deg(p,,) = n, entao
(Vi )u, ¢ irredutivel. De fato, U, é irredutivel, a fibra sobre cada A € Uy tem di-
mensao vetorial dimC% = dimCy — 1 = n — 1, entdo a fibra sobre A é um P"2. E
a irredutibilidade de (V)y, segue do TDF. Observe que se existe A € p; (W) tal que
m4 = n, entao pelo mesmo argumento usado na prova do lema 1.2, temos que W do-
mina P(sl,). Para finalizarmos a demonstragao da irreducibilidade de V. é suficiente
mostrar que toda componente W C V., domina. Como no lema 1.2, existe um aberto
U ndo vazio, tal que dim(V,)4 = d para todo A € U. Entao, W = Wy = (V).
Agora, devemos mostrar que para todo A € P(sl,), o comutador (V)4 contém B
com polinémio minimo de grau mp = n, concluindo assim que po(W) = P(sl,,). Seja
a matriz A formada de blocos Jy,,...,Jy,, onde cada Jy, é um bloco de ordem ¢%,.
Entao podemos variar os autovalores A,...,A,_; de A como no lema 1.2 e de forma

que fi, ..., tr—1 sejam todos positivos e distintos. Defina

by — =t il
PP —. -l .
ty

Note que B, a matriz composta por blocos de Jordan J,,,...,J,,, possui todos os
autovalores y;’s distintos. Logo, B € (V)4 e mp = n, como querfamos. 0
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A irredutibilidade de V., nos d4 por um argumento usado no capitulo anterior
(cf. pag.11), uma outra prova da irredutibilidade de V=",

Em particular, para matrizes de ordem 3, se U é o aberto definido pela condicao
deg(p,,) = 3, temos que p; define uma P!-fibracao sobre U:

(Vi) ={([4],[B]) | AB = BA,tr(A) =0=tr(B), ma = 0}€P(sl3) x P(sl3) DV}, .

(]P’l)l pll

[A] e U C  P(sh)

Como dim U = 7, entdo dim(V,)y = 7+ 1 = 8. Agora, como visto na conclusao do
caso geral (cf. pdg.9, ©),
dimV*=8+1=09.

2 deg (pm) < deg (p)

Sejam deg (pn,), deg (p.) o grau do polindmio minimo e caracteristico, respectiva-
mente. Sabemos pela proposicao 1.1, do capitulo anterior, que o conjunto das matri-
zes de ordem n cujo grau do polindbmio minimo ¢ menor que o grau do caracteristico
¢ um fechado de M,,. Veremos aqui, para n = 3, que esse fechado coincide com a

aderéncia da 6rbita da matriz
10 0
Ay =101 0 |.
00 -2

Denotemos
AO — |:§

oo
[e>fevien)

]EP@Q)
Consideremos
[A]%s = {[P7'AP] | P € Gl5}, 6rbita de [A] € P(sl3) sob a acdo do grupo Gls.
Seja
NRTIR

e observe que o polinémio minimo de A, possui grau 2. Entao existe uma matriz
P € Gls tal que

[P‘H&P]:[Sg 8}::[%?8] = [A4].
00 —2e 00 -2
Entdo as respectivas 6rbitas coincidem, ou seja, [A]%% = [4,]%®. Por outro lado,

temos lirr(1) A. = Ay, a menos de mudanca de coordenadas. Assim, [Ag] € [A]%k =
e—

[A1]C. Dai, [Ag]% C [A)]B = [Ay]G C [A;]%. Agora, se [B] € [Ag]“", entdo
existe P € Gl tal que [B] = [P7'4yP]. Logo, existe A # 0 tal que (AB)? =

(P71AgP)(P71AgP) = P71(A2)P = 0. Portanto, o posto de B é 1. Assim, [4y] %5 sdo
as nilpotentes de posto menor ou igual que 1. Ou seja, [Ag]t = AF" é érbita fechada.
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Como podemos ver no diagrama de especializagao descrito em I. Vainsencher e P. A.

F. Machado, [16, pag 6], esta é a inica drbita fechada. Logo, [4;]%% = [Ag]“BU[A;] %,
uniao disjunta.

2.1 descricao da aderéncia da 6rbita de A,

O nosso objetivo agora, é determinar algumas caracteristicas de [A;]%B, tais como
dimensao, e uma igualdade com uma variedade projetiva nao singular X, sobre a
qual conheceremos bem as equacoes que a definem.

Proposicao 2.1 [A,|%B é uma variedade projetiva de dimensao 4.

Prova. Consideremos primeiramente, o caso afim. Seja o morfismo 7 : Glz —
513\ {0}, definido por 7(P) = PA,;P~'. Observe que 7((Gl3) é um subconjunto aberto

de AlGZS, pois toda 6rbita é aberta em seu fecho. Pelo TDF, juntamente com o fato
de que a dimensao nao muda quando tomamos a aderéncia, temos que

dim (A% = dim(Gly) — dim(7(A,))

onde 71 (A;) = C4,NGl3 é um aberto de Cy,, e portanto as dimensdes sao as mesmas

também. Para calcularmos dim Cy,, seja B = (b;;) uma matriz arbitréria, e observe
bi1 b1z 0
que Ai\B=BA, < B = (b%i bss 0 ) Entao, dim(r~'(A;)) = dim(Cy4,) =5, e como

dim(Gls) = 9, segue que dim(A™) = 4. Para sabermos qual a dimensdo projetiva,
consideremos o morfismo

p: sk\{0} — P7
A = [A]

e observemos que a restricao de p a AlGl?’ é injetiva, pois quando tomamos um mltiplo
escalar nao nulo de um elemento em A% este s6 continua na érbita se o escalar é
igual a 1 (invaridncia dos autovalores). Logo, dim[4;]%® = dimA% = 4, como
queriamos. ([l

Vamos representar por A uma matriz em sls, ou em P’, desde que fique claro no
contexto em qual espaco estamos trabalhando.

Lema 2.2 Seja X = {C € P7 | dim(C,3C? — tr(C*)I) = 1}. FEntio, C € X se e
somente se o conjunto {I, C, C*?} é linearmente dependente.

Prova.

(=) Se C € X, entao 3C? —tr(C?)I = zC, para algum z € C, o que nos dd a relagio
de dependéncia.

(<) Suponha que o conjunto {I, C, C?} seja linearmente dependente. Entao temos
uma combinacdo o + BC + vC? = 0, com algum dos coeficientes nao-nulo. Como
a matriz C' possui traco nulo, C' nao é multiplo da matriz identidade I. Assim, na
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relacao de dependéncia acima nao podemos ter v = (. Nesse caso, podemos escrever
C? como combinacao linear de I e C. Digamos C? = o'l + 'C. Logo,

3C? —tr(CHI =3(d'I+ p'C)—tr(a I+ BC)I
= (3a)T + (38")C — tr('T)I — tr(B'C)I
= (3a)I + (368")C = (a/tr(I))I — (B'tr(C))I
= (3a/)I + (38")C — (3a")I — (B'tr(C)1
= (38)C — (B'tr(C)I = (38')C

onde a tltima igualdade vale, pois tr(C) = 0. Portanto, 3C* — tr(C?)I é miltiplo de
C. Segue-se assim, que C' € X. O
Consideremos a composicao de mapas de fibrados vetoriais,

[
O(-1) B O(=2) —> (sks @ (s1; @ sl)) x PT
(A, B®C) > A+ 3BC — tr(BC)I.

sly x P7

Na fibra sobre A € P(sl3) a imagem de § ¢ o subespago de sl3 gerado por A, 3A4% —
tr(A%)I. Observemos que X ¢ exatamente onde o homomorfismo de fibrados definido
por § : O(=1) @ O(-2) — sl3 x P7 deixa de ser injetivo. Veja que no caso 2 x 2,
construimos um mapa de fibrados semelhante (c¢f. pdg.??). Voltaremos a esse mapa
mais adiante.

Observacao. Podemos achar equacoes explicitas para X, “esticando” C e 3C? —
tr(C?)I como vetores num aberto isomorfo a C”. Obtemos entdo uma matriz 2 x 7.
As equacgoes de X sao definidas pelos determinantes das submatrizes 2 x 2 da matriz
2 x 7 assim construida. Logo, X é fechado.

Proposigio 2.3 A% = X

Prova. (C) Se C' € A{® entdo C estd na érbita de A;. Mas todas as matrizes que
estao na érbita de A; possuem polinomio minimo de grau 2. Esse fato nos diz que
o conjunto {I,C,C?} ¢ linearmente dependente. Pelo lema 2.2, segue que C' € X.

Como o conjunto X é fechado, entdo A% C X. (D) Segue do lema 2.2 e do fato que
as Unicas matrizes com traco nulo e polindmio minimo de grau 2, possuem formas de

Jordan Ag e A;. O
Proposicao 2.4 X ¢ uma subvariedade projetiva nao singular.

Prova. Ja que toda orbita aberta é nao singular, para provarmos a nao singularidade
de X, basta verificarmos para um ponto da tunica érbita fechada de X, que é AO%.
Provemos para Ay. Para isso, seja

ain 1 a13
A = [ a21 a2 a23

a31 a3z —(a11+a22)
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a matriz em coordenadas afins em torno de Ay. Vamos calcular A’ = (342 —
tr(A?)I)(mod (quadrados)), pois para analisar se um ponto é singular, basta que
0 espago tangente naquele ponto tenha mesma dimensao que X (veja em [14, vol 1,

pag 93]). Assim,
A= (CLSI 3(111;;(122) 3%23 ) .
0 3asz1 —2a91
Ja que dim (A, A") = 1, olhando para A" — A'[1,2] - A (mod quadrados) vem que
a91 = azy = a3 = 0. Concluimos dai que dim T4 X =7 — 3 = 4. Segue que o ponto
Ay é nao singular, pois a dimensao do espaco tangente nesse ponto coincide com a
dimensao de X. OJ

2.2 a aderéncia da 6rbita de A; como um fibrado projetivo

Nesta secao, mostraremos que a variedade projetiva X é isomorfa a um fibrado pro-

jetivo sobre P2.  As vezes, nos referiremos a P? também como a grassmanniana

Gr(2,C?). Veja secio 1 do apéndice para recordar algumas definicoes e exemplos
?

de fibrados vetoriais e projetivos.
. . 100
Seja V7 o autoespaco associado ao autovalor 1 de A; = (8 ! 92). Temos V; =

(€1, e3). Identificando Vi como um elemento de P2, consideremos o conjunto,
V={(AV)eslsxP2| AV CV, Aly € (1y)} C sly x P2.
Veremos que, para V fixo, a condicao sobre A é linear. De fato, seja
Yv={Aesl3 | AV CV, Aly € (1y)} Csls.

e ABeYVy = (A+BWV =AV+ BV CV, e (A+B)ly = (A|y) + (B]v) € (1v).
e AC Yy, NEC = M)V = AAV) C V, e (A )|y = A(Afy) € (1y).

Seja o morfismo 7 : Y — P2 dado pela restricao a Y da projecao a segunda co-
ordenada de sl3 x P2, Olhando para a correspondéncia

{retas em P?} &% {pontos de P?}
b()ZE(] + bliEl + bQiL‘Q =0 &) b= [b(), bh bg]

podemos tomar uma cobertura {Uy U U; U U,} de P2 dada por seus abertos padroes,
ou seja, b € U; & b; # 0. Assim, para ¢ = 0, temos:

b _
Ty = —11’1 + —2I2 == b’llL’l + bIQZL’Q
bo bo
= [wo, 21, o] = [By 21 + bhwo, 21, o] = m1[b], 1, 0] + 22[b), 0, 1]

SUy = <( ,1>1> )7( l270>1)>'
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€o1 = (bllv 1a0)7 €02 = (b1270, 1).

(1)

Observe que se o par (A,V) satisfaz a condicao A|y € (1y) na definicao de Y,
entdo a segunda condicao, “AV C V7”7 também é satisfeita. Vamos verificar que

71 (Uy) = Uy x C3. Para isso, devemos encontrar para quais matrizes A € sl3, existe

m € C tal que:
Seja
a1 Aai12
A= G21 Q22
a31  Aa32

—(ay1 + age)

Aegy
Aegy

@13
23

megy
mep2.

€ sl3, uma matriz arbitraria.

Entao, segundo o sistema (2), A deve satisfazer,

a1 A12
Q21 Q22
as1 asze —(aiy + ags)

a11 Q12
Q21 A22

a13
a23

ais
a23

as1 aszz —(aj; + as)

Usamos o MAPLE, para eliminar m das equacoes acima, obtendo,

Assim,

aglbé — 2@22 — aglbll 2@211)’12 - blla,glbIQ + 3[)’16122 2b’2a21b’1 — aglb,22 + 3b120,22

A = Q91
a3

—¥ 2H2 20,
= a91 1 0 —bIQ
0 0 -b

/

a31b2
12
2&21[)1

2[)’2&2117/1

+ 929

b b
1 =m 1
0 0
by bl
0 =m 0
1 1

2&22 — a21 bll

bllaglbé + 3b’1a22
asy bll

asy b122 + 3b,2 99
21 blg

22
—aglbll
—2 3, 3W,
1 0 + a3
0 1

! !
—a31b2 + 99 — (12151

by —biby —bZ
0

(2)

Na expressao acima, temos A escrita parametricamente como funcao linear de as1, aso

e az;. Assim, o isomorfismo

@Yo - Wﬁl(U()) L) U() X (C3
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é dado por po(A,V) = (V,(aa1,a,as1)). Analogamente para os outros abertos,
temos
—bg —by
Up = (e11,€12), com 1 = (1,¢1,0); ¢; = b eer =(0,0,1); 2 = b (3)
1 0
/ / _bO / ! —by
Uy = (€91, €99), com ey = (1,0,¢)); ¢| = - een= (0,1,c5); ¢, = o (4)
2 2

Podemos encontrar o isomorfismo linear relativo a estes abertos, assim como fizemos
para Uy. Se repetirmos o procedimento para Us, por exemplo, encontramos a fungao
de transicao em Uyy, que é dada pela matriz,

0 0 —d
o2 = 0 1 0
—c 3c) 2dd,

Portanto, ) é um fibrado vetorial de posto 3 sobre P2

Seja Z = {(A,V) € P" x P2 | AV C V}. Uma verificacdo como a feita acima
mostra que este conjunto ¢ um fibrado vetorial de posto 6 sobre Gr(2,C?). Projeti-
vizamos,

P(Y) c P(Z)

(P?) l l (%)
P

Gr(2,C?) X - P7 Gr(2,C?).

Temos, para cada A € P’ suficientemente geral, 3 escolhas de V em P(Z). Entao,
esta aplicacao é 3 : 1. Por outro lado, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.5 A projecio p : P(Y) — X € um isomorfismo.

Prova. Observe primeiramente, que se (4,V) € P()), entdo (vetorialmente) V' € P2
corresponde a um autoespaco de dimensao 2 de A. Mas pelas formas de Jordan exis-
tentes listadas no comeco deste capitulo, temos que as Unicas matrizes que possuem

0 -2
Logo, p(P(Y)) € X. A projecao é obviamente um morfismo. E sobrejetor, pois para
cada C' € X (que é o fecho da drbita de A;), tem-se um autoespaco V' de dimensao 2
associado; portanto p(C,V) = C. E p também é injetiva, pois se p(A4, V) = p(A’, V'),
entdo A = A’ pois é projecao, e como o autoespaco de dimensao 2 associado é tnico,

L. N N . 010 10 0
tal caracteristica sao as que estao na orbita de Ag = (8 0 8) oude A, = (8 10 )

segue V = V’. Portanto, p é um morfismo bijetivo. Pela proposi¢ao 2.4, temos que
X é nao singular, e portanto normal (veja [14, vol 1, pdg. 126]). Com isso, segue do
teorema principal de Zariski , que p é um isomorfismo. 0

Teorema 2.6 (Forma original do teorema principal de Zariski) Seja W uma
variedade normal sobre C e seja f : W' — W um morfismo birracional com fibras
finitas de uma variedade W' em W. Entao f € um isomorfismo de W' com um
conjunto aberto de W.
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No nosso caso, X = W e P(Y) = W’'. As fibras sdo finitas pois contém um tnico
elemento, e como a nossa variedade ¢é projetiva, a sua imagem ¢ um fechado. Mas
X ¢ irredutivel, portanto conexo, donde o tinico subconjunto nao vazio de X que é
fechado e aberto é o préprio X. Segue dai o isomorfismo. O teorema de Zariski (assim
como outras reformulacgoes deste) pode ser visto em D. Mumford, [11, pag 209].

3 deg V=31, n=3

Faremos o célculo do grau utilizando as classes de Segre. Inicialmente, estudaremos
a explosao P(sl3)’ — P(sl3) ao longo de X, a aderéncia da érbita de A; (cf. pag. 26).
Depois, construiremos uma variedade projetiva birracional a V¥, obtida por uma torre
de fibragoes sobre P(sl3)'. Seja ¢ o mapa racional

v P(sly) --»  Gr=Gr(2,sl)
A = (A,3A2 — tr(A%)I).

Veja que 1) estd definida em P7 — X, onde X ~ P2fibrado sobre a grassmanniana
Gr(2,C?), (cf. pag.29).

Seja P”' = Bix(P7) a explosdo de P7 ao longo da subvariedade X C P7. Sabemos
que P” é a aderéncia do grafico de ¥ (veja [14, pag 72]). Seja E = 7 (X) c P7".
Entao, temos um mapa v’ bem definido em todos os pontos do fecho do grafico de 1.

E C P C P" x Gr -

| | N

X - P"-->Gr

O papel da explosao foi o de “resolver”, no seguinte sentido, as “singularidades” do
fibrado vetorial de fibra (A, 342 — tr(A2)I): temos sobre P”' um fibrado vetorial cujas
fibras no aberto P — E = P7 — X coincidem com a receita dada.

3.1 construcao de fibracoes sobre P’

Vamos proceder de modo inteiramente analogo ao feito no capitulo anterior, para
aplicarmos o “maquindrio” de teoria de intersecao. Comecemos a construcao das
fibracdes sobre P”'. Seja A o fibrado tautoldgico da grassmanniana Gr = G(2,sl3).
Entao A ¢ fibrado de posto 2 sobre Gr e é subfibrado do fibrado trivial sl3 x Gr, por
construcao.

A

5[3 x Gr .
Gr

r imagem recipr ravé morfism mos enxergar mo um fibr

Por imagem reciproca através do morfismo v, podemos enxergar A como fibrado
!

de posto 2 em P7.
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Fazendo a projetivizacao de A, obtemos P(A), que é um P'- fibrado sobre P7".

P(A)
Wi(ﬂﬂ)
P"<~—A.

Por outro lado, temos o fibrado tautolégico O(—1) de P7, que por imagem reciproca
através da aplicacao composta ¢ o m, podemos ver como fibrado de posto 1 sobre

P(A).
O(=1) HFP’(JU ~—0a(-1).
P <—"A
O(—-1) —p7,

Seja O 4(—1) o fibrado tautolégico de P(A). Fazendo a soma direta O(—1) @ O 4(—1),
e depois a projetivizagao, obtemos um P'-fibrado sobre P(A) como abaixo:

[(a, B)) € P(O(-1) ® Ou(—1)) & P(A) x P(sl; ® sly) (5)
(81| \ l
(A, A"Y > B' c P(A) Vo P(sl; @ sly)
(PH) | ¢
(4,B)=A € P
A € I > 5B

onde a € (A) e B € (B') C (A, A"Y D (A, 3A% — tr(A*)I).
Construida a torre de fibragoes representada no diagrama acima, veremos agora
que o mapa A é birracional sobre V*'. A inclusdo de fibrados projetivos,

P(O(—1) ® Ou(—1)) < P(sly @ sl;) x P(A) (6)

provém da soma direta de inclusoes de fibrados vetoriais,

sl; x P(A)

~
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em que a sequéncia acima é sobre P(A). Lembrando o subfibrado tautolégico

A — 5[3 x Gr
sobre a grassmanniana G de subespacos de posto 2 de sl3, entao continuamos com
um subfibrado quando consideramos a sequéncia sobre P(A4). Logo,

Ou(—1) — ¢*(A) — sly x P(A).

Fazendo a soma direta e projetivizando, obtemos (6) como querfamos.
O mapa A no diagrama (5) é obtido compondo-se a inclusao acima com a projegao
no primeiro fator de P(sl; & sl3) x P(A).

Afirmacao 3.1 ) é um morfismo birracional sobre V*'.

Para provarmos a birracionalidade de A em V*' C P(sl3 @ sl3), basta verificarmos que
o mapa ¢ genericamente injetivo. Tais contas seguem de forma inteiramente andloga
as feitas no capitulo anterior para My (cf. pdg. 14).

3.2 utilizando as classes caracteristicas

Antes de comecarmos as nossas contas para o calculo do grau, fixaremos notacoes
e analisaremos alguns fibrados vetoriais para entao usar propriedades da teoria de
intersecao para o calculo efetivo.
Seja
B=0(-1)® Oa(-1).

H = 01(0'13@5[3(1))
H = «(0s(1))

h = «a(O))
a = Cl(OA( 1))

Sejam classes de Chern.

Calculo de s(.A)

Fazendo o produto tensorial de duas cépias do mapa de fibrados O(—1) — slz x P7
sobre P7, obtemos o primeiro mapa (também injetivo!) abaixo. O segundo é linear
em cada componente, logo estda bem definido pela propriedade universal do produto
tensorial ®,

O(-2) = O(-1)®0(-1) — (slh®sl) xP" — sl3 x P7
A®B — 3AB — tr(AB)I

Fazendo a soma direta, obtemos

0

ﬁ\
O(—l) ©® O(—Q) —— (5[3 @5[3) x P7 4>5[3 X ]P7 .
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Como observamos antes (cf. pag.28), a composta, § : O(=1) & O(-2) — slz x P7
acima indicada deixa de ser injetiva exatamente em X. Entao, de maneira mais
intrinseca, escrevemos

X = Z(A(O(-1) & O(~2)) 225 AZsly)
= Z(O(—3) —> Asly)
= Z(Opr — O(3) ® N?sl3)

onde Opr é o fibrado trivial de posto 1 sobre P". X = Z(A?6), é o esquema de zeros
da se¢do induzida O — O(3) ® A%sl3. Temos dai, que I(X) é a imagem da se¢do dual,
ou seja,

Opr D I(X) « O(=3) @ (A%sl3) "

Lembrando a parte da explosao em nossa torre,

EC—> P?'
X pr

podemos considerar o mapa de fibrados 7*§ em P por pullback através do mapa ,
0 O(=1) ® O(=2) — sls x P”'

o qual deixa de ser injetivo apenas em FE. Pelo mesmo argumento usado no capitulo
anterior (cf. pag.16), quando passamos para ]P’7', temos que 7*d se fatora por A.

A

sl x P7'

T e

O(-1) ® O(-2)
Como A — sly x P’ é injetiva em todos os pontos, entdo,

E = Z(N(0(=1) ® O(~2) 2% A2A4)
= Z(0(-3) — AZA)
= Z(Opr — O(3) @ A2A).

Entao, I(F) ¢ a imagem da se¢ao dual correspondente as indicadas acima. Passando
ao feixe de Opr-mdbdulos,

Oprt D O(=FE) = I(E) « O(=3) ® (A2 A)~ (7)
onde Opr é o feixe de funcoes regulares de P”. Dai, vem que,

NA =~ O(E)® O(—3). (8)
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Por outro lado, em P, temos a sequéncia tautoldgica,

O(-1) — A— A (9)
onde A é o fibrado quociente. Segue dai,

NA~O(-1)® A (10)
Temos assim as informacoes necessarias para o calculo com as classes de Chern. Defina

{72 .00

Entao, de (8) e (10), segue que
e—3h=—-h+a=a=e—2h.

Como A é um fibrado de posto 1, entdo a sua classe de Chern total é

c(A) =1+ (e — 2h).
Da sequéncia exata (9), obtemos

c(A) = c(O(=1))e(A) = (1 — h)(1 + e —2h) =1+ (e — 3h) + (2h* — he).
Da equacao acima, vem que

s(A) =c(A)t = (1—Bh—e—2h*+he)) !
=1+ (Bh—e—2h?+he)+ -+ (3h —e — 2h* + he)” (11)
=1+ (3h —e) + (Th* — bhe + €*) + (15h* — 1Th%e + The* — €*) + - -

Calculo de s(N)

Sejam j : B < P” ei: X < P7 as inclusdes. Seja N' = TP7|x/TX o fibrado normal
da inclusao i. Como pode ser visto no teorema 2.4 do apéndice,

J*O(E) = On(-1).
Seja y = ¢,(On(1)). Entao,
y=—c(Ox(=1)) = —a1(j * O(E)) = —j"e. (12)

Como vimos na segao 2.2, a variedade X é isomorfa a P()), que é um P2-fibrado
sobre a grassmanniana Gr = Gr(2,C*). Agora, considere sobre Gr o seu fibrado
tautologico V, que tem posto 2. Assim, estamos na situagao do diagrama abaixo,

X ~P(Y) (13)

e

(
Gr=Gr(2,C®) <—— y>— 3 —0Q.
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onde @ é o fibrado quociente desta seqiiéncia tautologica. Consideremos o diagrama
de seqiiéncias exatas,

Hom(V,V) . (14)

|

Hom(Q, C?)>— Hom(C3,C?) 2 Hom(V,C?)

$

Hom(V, Q)

Seja
S = p7'(Hom(V,V))
={(A,V) € Hom(C? C*) x Gr | AV C V}.

Temos uma sobrejegio S — Hom(V, V), a qual possui nicleo igual a Hom(Q, C?).
Agora, podemos dar um complemento ao diagrama (14):

Hom(Q, C?) cIS Hom(IV,V) (15)
|
Hom(Q, C?) Hom(C3, C?) L Hom(V, C?)

Hom(V, Q).
Seja tr o homomorfismo traco,
tr : Hom(C* C*) — C

e consideremos sua restricao ao subfibrado vetorial S. Seja S*' o niicleo desta restricao.
Entao,

S ={(A,V) € Hom(C* C*) x Gr | AV CV, tr(A) =0} = SN (sls x G7).

S — S - CxGr. (16)

J4 que cada elemento A numa fibra de Hom(V,V), digamos sobre V = (e, eq) € G,
pode ser representado por uma matriz de ordem 2, entao quando consideramos A como
restricio de um elemento A’ de Hom(C?, C?), temos liberdade de fazer tr(A’) =

b a b u
A= ( “ ) € Hom(V,V)y ~ A'=| ¢ d v €S
c d
0 0 —a—d

Por isso, temos uma sobrejecao de fibrados, S 4 Hom(V, V). Sendo K o niicleo de

p, temos
K »— 8" — Hom(V, V). (17)
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Sabemos que O = (1y) — Hom(V, V), se¢ao identidade. Seja Y = p~'({1y)). Por-
tanto, Y »— S°. Obtemos assim, outra sequéncia exata,

K—Y—0. (18)

Observemos que Y = {(A4,V) € sl3 x Gr | AV CV, Ay € (1y)}, que é o mesmo
fibrado considerado na se¢ao 2.2.
Seja ¢(Q) = 1+ ¢. De (13), temos 1 = ¢(C?) = ¢(V)c(Q) e assim vem

cV) =(1—-(=¢) ™t = 1—q+¢,
R A

Para calcularmos

c(Hom(V,V)) =c(V'®YV)),

aplicamos a férmula de Whitney na coluna direita de (14), o que resultou na igualdade:
c(Hom(V,V)) = c(V)’c(V'® Q) .
Usamos a seqiiéncia exata dual Y <— (C¥y<—<Q "~ , concluimos
c(Hom(V,V)) = (1+q+¢*)*(1+q) * =1+ 3¢ (20)

Usando a sequéncia (16) e depois a primeira linha do diagrama (15),

c(8%) = ¢(8) = c¢(Hom(V, V))c(Hom(Q, C?)) = (1 + 3¢?)c(Q)? (1)
=(1+3¢*)(1-¢)®=1-3¢+6¢"
Da sequéncia (17), vem que,
(8% = ¢(K)e(Hom(V,V))
1—-3¢+6¢> =c(K)(1+ 3¢%)
s(K) =(1+4+3¢*)(1—(3¢g—6¢%)"' =1+ 3q+ 6¢°.
Dai e de (18),
s(Y) = s(K) =1+ 3q + 6¢°. (22)

Para o calculo da classse de Segre do fibrado normal N = TP7|x/T X, devemos
calcular as classes caracteristicas de TP7|x e de TX. Para isso, ja que X ~ P(}),
vamos recorrer a proposicao 1.1 a qual nos referimos no apéndice.

No nosso caso, temos o diagrama

Py —=Y/0y(-1)
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Entao, obtemos a seqiiéncia exata,
Hom(Oy (1), ¥/Oy(~1)) = Tyy 0 — TR(Y) — TP

Logo,
o(TX) = c(TP(Y)) = c(Hom(Oy (1), Y/Oy(-1)))c(TF?)
= c(0y(1) ® (¥/Ox(=1)))c(TP?)
c((0y(1) ® Y)/O0)c(TP?)
c(Oy(1) ® Y)c(TP?).

Dualizando a sequéncia tautoldgica (13),
Q —C* V-

obtemos outra sequéncia sobre PQ, a partir da qual sabemos calcular a classe de Chern
total de TP? (cf. 54). A saber, ¢(TP?) = ¢(Q)* = (1 + ¢)*. Entao,

c(TX) = c(Oy(1) @ Y)(1 +q)>. (23)

Para calcularmos ¢(Oy(1) ® Y), usaremos o Principio da Ciséo. Para isso, vamos

considerar Y = L1@® Ly® L3 é uma soma direta de trés (=posto de }) fibrados em retas,
Cl(y) :Oé1+042+043

e digamos que «; = ¢;(L;), parai = 1,2,3. Assim, { (V) = ajas + ooz + asas .
C3 (y ) = Q103

0y(1)®@Y =0y(1)® (L, ® Ly ® Ls)
= (0y(1) @ L) ® (0Oy(1) @ Ly) & (Oy(1) ® Ls).

Observando que Oy (1) = i*(Opr(1)), onde 7 : P(Y) — Gr x P7 ¢ a inclusao originaria
da inclusao de fibrados vetoriais sobre Gr, ) C sl3 x (G, vamos por abuso de notacao,
chamar ¢;(0y(1)) = i*h = h. Assim,

c(Oy(1) ®Y) =c(Oy(1) @ L1)c(Oy(1) ® La)c(Oy(1) @ Ls)
= (1+011+h)(1+062+h)(1+043+h)
=14 (o + a2+ as+3h) + (102 + aya3 + azas
+2h(0é1 + o + 043) + 3h2) + (0410(20[3 + h(OélOéQ + ara3
+042043) + h2(0é1 + a9y + 043) + h?’)

=1+ (c1(Y) + 3h) + (c2(Y) + 2hc (V) + 3Rh?)
—|—(Cs(y) + hCQ(y) + h2C1(y) + hg).

Invertendo formalmente a equacgao (22),

(V) =s(¥)H =1-3¢+3¢* +9¢°.
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Portanto,
c(Oy(1) ®Y) =1+ (=3¢ + 3h) + (3¢> — 6hq + 3h?) + (9¢* + 3hq® — 3h%q + h?),
e de (23), vem que

c(TX) = (1+(—3q¢+3h)+ (3¢> — 6hg + 3h*) + (9¢° + 3hq* — 3h*q + h*))(1 + ¢)?
=1+ (3h) + (3h* + 3hq — 3¢*) + (h* 4+ 6h*q — 6hg* + 10¢?)
+(3h3q — 6hq® + 33¢).
(24)
A sequéncia tautolégica de P7 (cf. 54) nos diz imediatamente que

o(TP"|x) = (1+h)®
= s(TP"|x) = (1 +h)"® =1—8h + 36h? — 120h* + 330h™.

Lembrando que N' = TP"|x /T X, entao podemos calcular a classe de Segre do fibrado
normal N .
s(N) = s(TP|x)c(TX)
= 1—5h+15h% + 3hq — 3¢®> — 35h — 18h2%q + 18hq® + 7T0h* + 63h3q — 60h2¢>.
(25)
Observe que na tltima igualdade, cancelamos os termos em ¢ e ¢*. Isto ocorre por
razdo de dimensdo, pois 2 = dim P2, e ¢ é a classe hiperplana de P2.

Estamos agora com alguns fibrados e sequéncias destes, que serao fundamentais
na prova do teorema a seguir, concluindo assim, o objetivo central do capitulo.

Teorema 3.2 deg V*' = 3.

Prova. Para nao perdermos de vista o que queremos provar, as igualdades serao
justificadas apds os calculos.

1 2
degV* = H9 / N (H)? = / H’9 / ss(B)
yst P(B) P(B) P(A)

8
:/ Y si(O(—1))s5-i(O4(~1))
P(A) i=0
37 7 7
/ hta® Z/ Zhlé‘?—z(-f‘l)
P(A) g i —s
_ / W7 s0(A) + K051 (A) + ... + s7(A)
P’
= / R" 4+ h(3h — €) + h*(Th* — Bhe + €?) +
P7’
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= / 502h7 — 1037h*e® + 434h%e* — 111h%° + 16he® — €7
P7’

502 +/ (—1037h"*j* (%) + 434h%j* (e*) — 111h%5* (")
P(N)

+16h7(€”) = 5*(€")

= 502 +/ (—1037h*(—y)? + 43403 (—y)® — 111h* (—y)*
P(N)

+16h(—y)* — (—y)%)

502 + / (—1037h'y* — 434h*y® — 1110%y" — 16hy® — o)
P(V)

502+/ (—1037h*so(N) — 434h%s (N) — 111R%55(N)
X
—16hs3(N) — s4(N))
@ 502 + / (—1037h* — 434h*(—5h) — 111h*(15h* + 3hq — 3¢%)
X
—16h(—35h% — 18h%q 4 18hq*) — (T0h* + 63h3¢ — 60h?¢?))
10
502 + / (—42h* — 108h%q + 105h%¢?)
P(Y)
= 502+ / (—4255(Y) — 10851 (Y)q + 10550(V)q?)
PQ

502 + / (—42(6¢%) — 108(3¢)q + 105¢%)

]PZ

502+/v (—471)¢* = 502 — 471 = 31.
P2

Vale pela férmula de projecao, omitindo-se A,,
H N[V = MV H) N [P(B))).
Vale pela definicao de classe de Segre, omitindo-se i,
ps (') O [P(B)]) = pa(H')? 0 " [P(A)]) = s9-1(B) N [P(A)].

41
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Vale pela férmula de Whitney,
8
O(=1) = B = O4(=1) = s5(B) = s:(0(~1))s5-i(O(-1)).
=0

Ja que temos a Classe total de Chern para esses fibrados em retas, podemos
calcular a Classe de Segre total, invertendo formalmente a primeira, e desenvolvendo
a série geométrica até chegar na poténcia que coincide com a dimensao da base sobre
a qual cada fibrado esta sendo considerado. Entao,

c(Ou(-1))=1-a=s(04(-1))=(1-a)'=1+a+a*+--+d°

c(O(-1)=1-h=50(-1)=0—-h)""=1+h+h*+--+h"
Definicao de classe de Segre, e omitindo-se ¢,

p-(a’ N [PA)]) = @@’ N @ [PT]) = si1 (A) N [PT].
Segue da equacao (11).

2

@ Para entendermos porque cancelamos os termos em e e em e, observemos a

relacao, A . A .
¢ = e N [Elpr = ju(cr(j = OE) ' N[E]p) = j(j7e ).

Entao, em cada parcela ocorre

/ RieT—i — / hi(5e8 ) = / hisy i(N).

p7’ P(N) X

Como s; = 0, para todo 7 < 0, entdo as parcelas correspondentes a e e €? se anulam.
Foérmula de projecao.

Definicao de classe de Segre.

[9] Segue da equacio (25).

X ~ P(Y), pela segao 2.2.

Definicao de classe de Segre.

Segue da equacao (22). O



Capitulo 3
Apéndice

Selecionamos para este apéndice, os principais tépicos que foram usados ao longo de
nossas notas. Os resultados que serao citados aqui, sdo em geral, estudados em cursos
de geometria algébrica, teoria de intersecao e/ou élgebra comutativa. Sendo assim,
daremos as referéncias devidas para cada assunto mencionado.

1 Fibrados Vetoriais

Revisaremos neste topico, algumas defini¢cdes e exemplos canonicos de fibrados veto-
riais. Esta parte pode ser vista com mais detalhes em ([14, vol 2, pdg 53...]).

Defini¢ao 1 Seja M uma variedade. Um fibrado vetorial (complexo) de posto n so-
bre M, é uma variedade E juntamente com um morfismo f: E — M, tais que:

(1) eziste uma cobertura aberta {U;}; de M, tal que para cada i tem-se Ey =
f_l([]i) ~ U; x (Cn;

(2) o isomorfismo p; : f1(U;) — U; x C* de (1) para cada i, deve ser de tal
forma que se py é a projecao de U; x C" no primeiro fator, entdo py o p; = flg,, ou
seja, o diagrama abaizo é comutativo:

EUl>UZ x C".

3

fUl/

.
Na interse¢io U;; = U; NU;, temos dois isomorfismos de [~ (U; N U;) sobre (U; N
Uj) x C", a saber, ¢; |p-1w,nv;) € @5 lp-1winv;). Temos um automorfismo induzido
em U;; x C" dado por,

Uij x C" <<P_] f_l(Uij) &> Uij x C"

tal que @; 0 @; ' (x,v) = (x, ¢ (x)v), onde @y sio lineares para cada x fizo.

43
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Observagao. ¢j; = gpi_jl.
Exemplo 1. Fibrado tautolégico

Por simplicidade, faremos as contas para o tautolégico de P!, mas as contas sao
inteiramente andlogas para qualquer P".

Sejam O(—1) = {(z,v) € P! xC?*v € z} C P'xC? e : O(—1) — P!, 0 morfismo
dado pela restricao a O(—1) da projecao na primeira coordenada de P! x C2. Sejam
[x0, z1] as coordenadas homogéneas de P! e (vg, v1) as coordenadas afins de C2. Vamos
tomar {Up U U} a cobertura de P! formada por seus abertos padroes. Se x € Uy,

x1

entao xr = [1,5 , €

T (Up) = {(m) €L |v = i—;vo} - {(x <U0, i_;%)) lvg € c}.

Segue dai, que o isomorfismo

Y Up) £ Uy x C, é dado por ¢y <x, <v0, ﬂv())) = (x,vp).
To

De forma inteiramente analoga, se x € Uy, entao
_1 1 , . Zo
7 (Uy) = Uy x C, é definido por ¢ (x, (—Ul,m)) = (x,v1).
I

Resta apenas determinar o automorfismo de transicao (nesse caso sé existe um!). Se
U()1 = U() N U1, entao,

U01 x C (90_1 7T_]'(U01) ﬂ) U01 x C.

Seja (x,t) € Uy, x C. Entao,

o7z, t) = (x (@t,t» € 7 Y Uy) C 7 H(Up)

|

= o 0 p1 (z,1) = ¢y (w (ﬁt,t» = (x @t> :
) i)

Portanto, ¢o1() = 2. Da mesma forma, teremos

proyy (z,t) = (fr ﬁt) :

Lo
Logo, 10 = @y;, como era esperado.
Mais geralmente, seja V' um espago vetorial qualquer e P(V') a sua projetivizacao.

Definimos Oy (—1) = {(z,v) € P(V) x V | v € 2} C P(V) x V. Observe que a
restricdo da projecao de Oy (—1) em P(V) define um fibrado vetorial de posto 1.
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Um morfismo de fibrados vetoriais (E, f) em (F,g), é um morfismo ¢ : E — F
de variedades tal que o diagrama abaixo comuta,

E

>\]\//gﬁ.

Definicao 2 Um morfismo de fibrados vetoriais ¢ : E — F que € injetivo em cada
fibra, é chamado de uma imersdo de fibrados vetoriais. Nesse caso, dizemos que
©(E) C F é um subfibrado de F', denotado por E — F.

Exemplo 2. Por construcao, temos que o fibrado tautolégico ¢ uma subfibrado do
fibrado trivial sobre P(V),
Oy(—1) — V x P(V).

Observacao. Em geral, omitimos P(V'), e escrevemos apenas Oy (—1) »— V, pois

devera ficar claro no contexto sobre qual espaco projetivo estamos considerando tais
fibrados.

1.1 projetivizacao de um fibrado vetorial

Podemos associar a cada fibrado vetorial f : £ — M um fibrado projetivo p : P(E) —
M, projetivizando “fibra a fibra”. Para isso, vamos definir

reEM

onde a uniao acima é disjunta (pois sao as fibras), e P(E,) é o espago projetivo das
retas pela origem do espago vetorial E,. P(E) possui uma estrutura de variedade:
considere a cobertura {U;}; de M dada na defini¢do (1). Seja ¢; a aplicacdo que da
o isomorfismo f~!(U;) ~ U; x C". Entédo a aplica¢ao definida por

U P(E,) = Ui x P(C") ~ U; x P!

zeU;

define uma estrutura de variedade projetiva a P(F). Na verdade, tal estrutura funci-
ona como uma “boa colagem”aos abertos dados por

p HU) ~U; x P 1,

Se {(E, f)} é um fibrado vetorial de posto n sobre M, entao {(P(E), p)} serd chamado
P~ !fibrado sobre M.

Seja F' um fibrado vetorial de posto r sobre uma variedade X. Entao podemos
construir Gr(n, F) = {(z,V) | z € X, V € Gr(n,F,)}, que juntamente com a
projecao m na primeira coordenada é um fibrado vetorial sobre X.
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Consideremos agora, S, o fibrado tautoldgico da grassmanniana Gr(n, F'). Entao,
S é subfibrado de 7*F', a imagem reciproca do fibrado F'.

F T F

S T*F Q

onde @ é o fibrado quociente da seqiiéncia exata representada acima. Entao, temos
uma sobrejecao induzida do fibrado tangente de G'r no fibrado tangente de X,

TGT'/X — TGr — TX,

com Ty x € o niicleo do mapa sobrejetivo de fibrados tangentes. Nessas condigoes,
temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 T;/x = Hom(S, Q).

Uma idéia da prova pode ser vista em [8, pag 200 e 201].

2 Explosoes

Descreveremos aqui brevemente a construgao da explosao de uma variedade centrada
em um ponto, a qual utilizamos no primeiro capitulo. Depois, definiremos explosao
de um esquema ao longo de um subesquema fechado como Proj de uma &lgebra
graduada. Para maiores detalhes, consulte [8] e D. Eisenbud e J. Harris, [2].

2.1 explosao de um ponto

Seja o : P* —-» P*~! dada por ¢([zq,...,z,]) = 7o, .., T, 1] a projegao com centro
no ponto O = [0,...,0,1] € P". Trata-se de uma aplicagao racional, regular exceto
em O. Seja G' o fecho do gréifico de ¢ em P" x P"~L. A restricio da aplicacao
projecao dada por 7 : G' — P™ é chamada a explosao de P" no ponto O. Temos que
G ~ P"\{O}, donde 7 ¢ uma aplicagao birracional. A fibra sobre O ¢ isomorfa a P~
e E = 771(0) é chamado o divisor excepcional da explosio.

2.2 explosao como Proj

Vamos definir agora, explosao de um esquema X ao longo de um subesquema fechado
Y, como sendo Proj (61™), onde I é o ideal de Y em X .Para isto, vamos apresentar
rapidamente a construgao de Proj de uma algebra graduada.
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Proj

Definicao 3 Sejam A um anel noetheriano com unidade, R = @©,>¢0 R, uma A-
dlgebra graduada, com Ry = A. O ideal R, = ®p>1 R, € chamada ideal irrele-
vante. Definimos Proj R := {P C R primo homogéneo; P 2 R.} os esquemas
projetivos sobre A.

Exemplo 1. P? = Proj k[Xy,. .., X,].
Temos um mapa estrutural natural Proj R — Spec A, induzido pela inclusao A — R.

Topologia

Os conjuntos fechados de Proj R sao do tipo
V(I)={P; PeProjReP DI},

onde I C R ideal primo homogéneo.

Seja f € Ry e U = Proj R— V(f) C Proj R conjunto aberto. Entao, U =
Proj (Ry) = (Proj R); = Spec (R(y)), onde R(p) = {; g € R;} ¢ a parte homogeénea
de grau 0 de Ry. Estes abertos “colam-se bem”, no sentido que ((Proj R)f)(%) =
((ProjR)g)(i). Dizemos que Proj R é um esquema projetivo.

Seja X' - Proj R, onde R é uma A-algebra como acima, gerada por R;.

——

Definicao 4 Seja n € Z. Definimos o feize Ox:(n) := R(n). Em particular, Ox/ (1)

¢ o feixe torcido de Serre. Dizemos que R(n) é o feirxe associado ao mddulo
R(n) (cf. [9, pag 110]).

Proposicao 2.1 O feize Ox/(n) é um feize invertivel em X'.
Prova. Um feixe invertivel é localmente livre de posto 1. Seja f € Ry, e considere a

restrigdo Ox/(n)|spec R, Entao,

————

OX’(n)|SpeC Ry — R(n)|spec Ripy = R(n)(f)

A prova do isomorfismo acima pode ser vista em R. Hartshorne, [9, pag 116 e 117
- proposicao 5.11(b)].
Mostraremos que esta restricao é livre de posto 1. Para isto, considere o mapa:

~
~

v
Ry % Rn)
9 y gka_

g )f" (1)
e =T

—~

i) 1 é sobre, pois se fik € R(n), entdo h € R,y Logo, fn% € Ry e
v (f’ﬁ”“) = = fr
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(ii) Para a injetividade, observe que pela expressao (1), a imagem de 1 é gerada
por % Assim, ¢ suficiente provarmos que (an) nao tem torcdo. De fato, R(n)s) C Ry
é uma Ay-algebra. Se fik% =0 em Ry, entao f™(gf") = f™"g=0em R. Como f
é nao divisor de zero, vem que g = 0. Portanto, 1) é injetora.

Jé que R = A[R,], entdo X' é coberto por abertos da forma Spec Ry, para

[ € Ry, vem que Ox/(n) é livre de posto 1. O

Sabemos que em todo espago projetivo, os feixes invertiveis sdo do tipo O(m).
A proposicao acima, mostra que todo esquema projetivo X’ também possui feixes
invertiveis, os quais denotamos Ox(n) (cf. [9, coroldrio 6.6, pdg. 145]).

Definicao 5 Seja X um esquema noetheriano, £ um feixe coerente localmente li-
vre em X. Seja S(€) = ®gso SUE) a dlgebra simétrica de €. Entio, S(E) é um
feixe de Ox-dlgebras graduadas gerada em grau 1. Definimos o fibrado projetivo
associado a & para ser P(£) := Proj (S(€7)).

Proposicao 2.2 Seja X um esquema. Para qualquer subesquema fechado Y de X,
o feize de ideais correspondente Iy € um feixe quase-coerente de ideais em X. Se X
¢ noetheriano, ele é coerente. Reciprocamente, todo feixe quase-coerente de ideais em
X € o feixe de ideais de um subesquema fechado unicamente determinado de X.

Prova. [9, pdg 116]. O

Definicao 6 Sejam X um esquema noetheriano, ¥ C X subesquema fechado e T
feize coerente de ideais em X associado a Y. Entio ®n>¢ I" feize de Ox-dlgebras
graduadas, Ty = Ox. Definimos X' = Proj (®I") a explosdo de X ao longo de
Y.

Definicao 7 Dizemos que Y C X regularmente imerso se para caday € Y, existe
uma vizinhanca afim U = Spec A tal que o ideal T C A que define Y em U ¢é gerado
por uma sequéncia reqular.

Observagao. Se X ¢ uma variedade e Y C X é uma subvariedade nao-singular.
entao o ideal de Y é gerado por uma seqiiéncia regular. Este serd um caso particular
do teorema 2.4 que veremos a seguir (cf. [11, pag. 172]).

Proposicao 2.3 Seja I = (f1,..., fr) C A ideal gerado por uma seqiéncia regular.
Entdo os epimorfismos canonicos abaixo sao isomorfismos:
(a)

SA/I (]/[2) . @In/]n—&-l

fz' — fl(modIQ)
(b)
(A/D[Xy,....X,] —» e(I"/I")
X; = fi(modI?)
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(c)

onde (fiX; — f;X;) € o nicleo do mapa X; — f;.

Prova.

(a) [10, pag 52 a 54].

(b) [5, pag 416 e 417].

(c) [1, pag 160]. O

O teorema que se segue mostra que a explosao definida como Proj satisfaz as
propriedades esperadas.

Teorema 2.4 Seja Y C X regularmente imerso, Oy = Ox /I, N~ = I/I? feize
conormal em Y (cf. [10, pdg. 12]). Entdo,

(a) flix—p): X' = E = X =Y ¢ um isomorfismo de esquemas;

(b) g é isomorfo ao mofismo P(N) = Y;

(¢) j: E < X' imersio reqular de codimensdio 1 e o feize conormal a E =P(N) em
X' é isomorfo a Opy(—1).

On(-1) — j*O(E)

l

PW) —— F 2> x

T l il

YC—i>X

Prova. Todas as afirmacoes podem ser verificadas localmente em X, tomando-se para
X uma cobertura tal que para cada aberto afim, Z é gerado por um sistema regular
de pardmetros. Portanto, assuma X = Spec A, Z = I, onde I = {fi,..., fr) € A,
(fi)i sistema regular.

(a) X =Y = UXy. Entdo, Z(Xy) = TA;, = (1) = A, = Ox(Xy,), para
todo i. Logo, T|x_y = Ox|x_y. Numa vizinhanca de pontos z € X — Y, temos
X' = Proj (@1"t") = Proj (#Oxt") = X.

(b) X' = Proj (@I"), E = X' xx Y. Entao, temos o diagrama cartesiano,

(@DI") @4 AJ] ~— @I

| |

A/l A

Mas, (BI") @4 A/I ~ &(I" @4 A/I) ~ &(I"/I"), onde o 1ltimo isomorfismo segue
da sequeéncia:

I—A— A/l
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tensorizando com 1",

obtemos dai o isomorfismo requerido.
Entao, temos E = Proj (®I") xx Y ~ Proj ((&I") ®4 A/I) ~ Proj (&I"/I"*1).
Pela proposigao 2.3(a) e definigao 5, respectivamente, temos

Proj (@I"/I"™") ~ Proj Su/(I/I?) = P((I/1%)").

Como Z/I? é o feixe de conormal em Y, segue-se que £ = P(N).

(c) B suficiente provar para uma cobertura afim de X’. Para isto, seja X' =
Proj (®I"t") = |JSpec (®1"1"),p. Observe que, (SI"")s ~ A [%,,fc—} =
A[I](fi)'

Temos uma sobreje¢ao natural &I" — @1" /"', Juntamente com os isomorfis-
mos (b) e (¢) mencionados na proposi¢ao 2.3, temos

AIX XU — LX) S (A/DIX, L X = AIX, . X/ TAIX, LX),

Ja que (f;X,; — f;X;) C TA[Xy,...,X,], vem que,

AlXy, LX) ALY XX - X
TAIX,, ..., X, IA[Xy, ..., X)X, — X))

Portanto, I' = ker ¢ ~ IA[X,,..., X,]/{fiX; — f;X;) é isomorfo ao ideal de E em
X', Além disso,
f Jr
Iy =1 {?1)( o f—XZ- = (X)A[I)1,)-

Logo, I' é localmente principal. Segue-se que E <y X imerge em codimensao 1.
Portanto, F é um divisor de Cartier de X".

Como E é um divisor de Cartier efetivo, o fibrado vetorial O(FE) associado possui
uma secao regular s, tal que E = [Z(s)].

O > O(F)

Dualizando, temos o ideal I(s) = I(s), imagem da secao dual.

O d O(—E
\ /
I(s)

)
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Localmente, tomar a restricdo deste diagrama ao divisor F, significa tensorizar por
O/{f), onde f é a equacao local do divisor de Cartier efetivo E. Logo,

O (0/) : O(=E) @ (0/(]))

\/

(f) ©(0/(f)

Localmente, podemos ver a secao dual s como multiplicacao pela equacao local f.
Por simplicidade vamos continuar chamando s sua restricao a E. Observe que mul-
tiplicagao por f agora é um mapa nulo em O/(f), no entanto, em (f)/(f?) é um
isomorfismo.

O/{f) : O(-E) ® (0/(f))

~

(£ /()

Portanto, o feixe conormal a E é isomorfo a Ox/(—FE)|g. Assim,

TE ‘—)TXI’E — NEX, ~ Oxl(E)’E

Agora, Ox = A®I®I?*®.... Entao, Ox/(l) =1 I?®...=10x = Ox/(—E).
Ja que j*Ox:(1) = Op)(1), vem que j*Ox/(E) ~ Opny(—1), como quriamos. [

3 Classes Caracteristicas

Iremos aqui, definir alguns dos principais conceitos de teoria da intersecao. Listaremos
algumas propriedades de classes de Chern e de Segre, sem demonstracoes. Para
maiores detalhes, pode-se consultar W. Fulton [5] ou [6] e I. Vainsencher [17].

Definicao 8 Seja X um esquema. Um divisor de Cartier D em X € dado por uma
cobertura aberta afim de X, juntamente com um elemento invertivel f; no anel total
de fragoes K(U;) do anel de coordenadas U'(U;), tal que ]Jf—; ¢ invertivel em I'(U;;), com
Uyji=U;nNU;, Vi,j.

Notagao. D = ({U;}, f;), onde os f;’s sdo as equacoes locais do divisor.

Definicao 9 Seja D = ({U;}, f;) um divisor de Cartier em X. O ciclo associado a
D ¢ definido por

[D] =" ordy(D)V
onde cada V' é uma subvariedade fechada de X de codimensao 1, e o coeficiente é

dado por
ordy (D) = ordy.(f;), Vi=V NU; #0,

onde ordy, (i) = £ (Ox,v,/{a)) — € (Oxyi /(B)), com f; = &
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Seja D = ({U;}, f;) um divisor de Cartier em X. O fibrado em retas associado a D,

denotado por O(D), é definido pelas funcdes de transicao f;; = }c— em Uj;.
J

Proposicao 3.1 Seja L — X um fibrado em retas sobre uma variedade. Entao existe
um divisor de Cartier D em X tal que O(D) € isomorfo a L.

Defini¢ao 10 Seja z = Zf:o m;[P*] um ciclo em P*. Se my # 0, definimos o grau
de z por,

degz = my,.
Se X € uma subvariedade de P™ e [X]| = z como acima, definimos o grau de X como

sendo,
degX = degz = my.

Definicao 11 Seja L um fibrado em retas e seja V. uma subvariedade de X. Seja D
um divisor de Cartier em V tal que O(D) seja isomorfo a restrigao L|y. Definimos

ci(L)NV :=[D]

Seja C.X o grupo de ciclos sobre X. Dizemos que dois ciclos sdo racionalmente
equivalentes, se esses diferem por um divisor de uma funcdo racional. Seja A, X o
grupo de ciclos de X modulo equivaléncia racional. Para um ciclo arbitrdirio z =
> > m;V;, definimos o operador 1% classe de Chern

e (L) : C.X — A.X
z2=>mV; = ca(L)nz = > mye(L)NV.

Definicao 12 Seja D um divisor de Cartier em X e seja V. uma subvariedade de
dimensao k. Definimos a classe de intersecao de V' com D pela formula

DV =c¢(0O(D))NV em A_1(V N |D|)
onde |D| é o suporte do divisor D.

Proposicao 3.2 (Propriedades da 1% classe de Chern)
(a) Seja X uma variedade de dimensio n e seja D um divisor de Cartier em X.
Entao,

a(0(D)) N[X] = [D].
(b) Sejam L, M fibrados em retas sobre X. Entao,
(L@ M) =ci(L) + ¢ (M).
(c) Seja f: X' — X um morfismo plano. Entdo, para cada ciclo z € C,X wvale
[rleL)nz) =alf"L)n [z

onde L é um fibrado em retas sobre X.
(d) (Férmula de proje¢ao) Seja p: X' — X um morfismo prdprio. Entdo, para cada
ciclo 2’ € C,. X' temos,

pe(cr(p*L) N 2" = (L) Np.2.
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Lema 3.3 Seja X uma variedade e seja L — X um fibrado em retas. Se z é um
ciclo equivalente a zero em X, entdo

a(L)ynz=0.

Portanto, a 1% classe de Chern induz um operador, denotado ainda por ¢;(L) : A, X —
A X, que leva “classes” de k-ciclos em “classes” de (k — 1)-ciclos.

Proposicao 3.4 Seja X C P" uma subvariedade fechada de dimensdao k e grau d,
como na defini¢io 10. Seja h = ¢;(O(1)). Entao,

degX = r* N [X].
Classicamente denotamos, deg X :/ .
X

Seja f : F' — X um fibrado vetorial de posto r+1. Construiremos classes de Segre
s; € de Chern ¢;, como operadores em A, X, o grupo de ciclos mdédulo equivaléncia
racional.

F
f
X <2 P(F) <—— 0p(1)

Defini¢ao 13 Seja z € A, X. Temos entio p*z € Axy,P(F). Definimos
si(F) Nz = p.(c1(Op(1) " Np'z) € Ay X.
O operador s;(F) : A, X — A, X € a i-ésima classe de Segre do fibrado vetorial F.

Proposicao 3.5 (Propriedades das classes de Segre)

(a) so(F) =1, ou seja, € o operador identidade.

(b) si(F) =0, para i <0 e para i > dimX .

(c¢) Seja g : X' — X um morfismo plano e z € A, X. Entao,

si("F)Ng*z = g"(si(F) N 2).
(d)(Fdrmula de projecio) Seja p : X' — X um morfismo proprio e 2 € A, X'. Entao,
pe(si(p"F) N 2') = s;(F) Np,2'.
(e) Se E, F sdo fibrados vetoriais sobre X e z € A, X, entdo
si(E)Ns;(F)Nz=s;(F)Ns(E)N -z
(f) Se F' € um fibrado em retas, temos

Sl(F) = —Cl(F).
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Definicao 14 Seja F' — X um fibrado vetorial, e dimX = n. Definimos o operador
classe de Segre total de I pela formula,

$(F) = so(F)+ s1(F) + -+ + sn(F).

Sabendo que so(F') = 1, e que os operadores s;(F) e s;(F) com ¢, j > 1 sdo nilpotentes
e comutam, temos que s(F) é invertivel no anel End(A,X) dos endomorfismos de
A, X. Definimos entao,

Definicao 15 A classe de Chern total de F', é o operador que define a inversa de
Segre, ou seja,

c(F)=s(F) '=co+ci+cy- =1—5+5 —s59+---

As classes de Chern satisfazem a propriedades andlogas as formulas de Segre listadas
na proposi¢ao (3.5). Porém, temos a acrescentar outras duas propriedades:

Proposigao 3.6 (Propriedades das classes de Chern)

(a) Seja F' — X um fibrado de posto r + 1. Entdo, ¢;(F) =0, para i >r + 1.

(b) (Férmula de Whitney) Seja F' ~— F — F" seq’uéncia exata de fibrados vetoriais.
Entao,

c(F) = c(F)e(F"),

isto €, para cada k,

a(F) = ci(F)e(F").

i+j=k

A dltima propriedade das classes de Chern, vale também para as classes de Segre. A
prova desse fato, usa uma importante técnica, conhecida como Principio da cisdo.

Teorema 3.7 (Princfpio da cisdo) Seja {F;} uma familia finita de fibrados vetoriais
sobre X. Entao existe um morfismo plano f: X' — X tal que

(a) Cada f*E; admite filtracdo por subfibrados cujos quocientes sucessivos sao fibrados
de posto 1.

(b) O homomorfismo f*: A.X — A.X' € injetivo.

Para finalizar as nossas notas, vamos calcular a classe de Chern total de TP", o
fibrado tangente de P". Considere a seqiiéncia de Euler:

O — 01" — TP,

Seja h = ¢,(O(1)). Entao, pela formula de Whitney temos que ¢(TP") = (1 + h)"*!.
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4 (Calculo com o SINGULAR

int i,j,n; n=3;
def comma=",";
string st="(";for(i=1;i<=n;i++){
for(j=1;j<=n;j++){st=st+"x"
+string(i)+string(j)+comma;}}
st;
for(i=1;i<=n;i++){for(j=1; j<=n; j++){st=st+"y"+
string(i)+string(j)+comma;}}st;
st=string(st[1l..size(st)-1])+")";
st;
execute("ring r=0,"+st+",dp");
ideal xx,yy;for(i=1;i<=n"2;i++){xx[il=var(i);
yy[il=var(i+n~2);2}
matrix X[n][n]l=xx[1..n"2];
matrix Y[n][n]=yy[1..n"2];string(X);
X,Y=subst(X,X[n,n] ,X[n,n]-trace(X)),
subst(Y,Y[n,n],Y[n,n]l-trace(Y));
hilb(std((ideal (X*Y-Y*X))));
SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version
3-0-0
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ May 2005
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
(x11,x12,x13,x21,x22,x23,x31,x32,x33,
(x11,x12,x13,x21,x22,%23,x31,x32,x33,y11,y12,y13,y21,y22,y23,y31,y32,y33,
(x11,x12,x13,x21,%x22,x23,x31,x32,x33,y11,y12,y13,y21,y22,y23,y31,y32,y33)
// 1t°0

// -8 t72
// 2 t°3
// 31 t°4
// -32 t°5
// -25 t76
// 58 t°7
// -32 t°8
// 4 t79
// 1 t710

// 1t°0
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// 6 t71

// 13 t72

// 10 t°3

// 1t°4

// dimension (proj.) = 11
// degree (proj.) = 31

Auf Wiedersehen.
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