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Introdu�c~aoNeste trabalho, estudamos a variedade V formada pelos pares de matrizes (A;B) quecomutam, ou seja, AB = BA. Tal condi�c~ao se expressa por um sistema de equa�c~oeshomogêneas em P(Mn �Mn), onde Mn denota o espa�co das matrizes n � n sobreC. Portanto, podemos falar em grau.Fizemos aqui o c�alculo do grau para matrizes de ordem 2 e 3. Para matrizes 2�2,provamos que o grau de V �e 3. No caso 3� 3, o grau �e 31.Um resumo da hist�oria pode ser visto na Enciclop�edia de Seq�uências Inteiras,http://www.research.att.com/~njas/sequences/ou mais diretamente emhttp://www.research.att.com/~njas/sequences/?q=3%2C31%2C1145%2C154881&language=english&go=SearchO caso n = 1 dispensa coment�arios. Para n = 2 o grau pode ser calculado \na m~ao".Os pacotes de computa�c~ao alg�ebrica como o SINGULAR, calculam rapidamente oscasos 2 e 3. Inclu��mos no apêndice o c�odigo para esses casos. J�a para n = 4, MattClegg (CS at UCSD) e Nolan Wallach (em 1993) usaram 10 Sun Workstations e umpacote de bases de Gr�obner para efetuar o c�alculo.O caso geral, para matrizes de ordem n, estava em aberto at�e recentemente. Asolu�c~ao foi obtida por A.Knutson e P. Zinn-Justin, [13]. Veja tamb�em o precursorP.Di Francesco & P. Zinn-Justin, [3]. Entretanto, as t�ecnicas a�� utilizadas fogeminteiramente ao escopo desta disserta�c~ao!A prova da irreducibilidade de V foi feita por M.Gerstenhaber, [7]. Apresentamosuma demonstra�c~ao elementar, obtida com Paulo Antônio Fonseca Machado & IsraelVainsencher, que �e bastante semelhante �a prova feita por V. V. Wolmer [18, p�ag 241 e242]. Uma simpli�ca�c~ao importante do nosso problema, feita segundo uma observa�c~aode Jorge Vit�orio Pereira, foi perceber que �e su�ciente considerar matrizes de tra�conulo. Passamos ent~ao, de V para Vsl (sl=espa�co das matrizes de tra�co nulo, �algebrade Lie \especial").Para o caso de matrizes 2 � 2, �zemos o c�alculo usando classes caracter��sticas,sem a condi�c~ao tra�co nulo. Em seguida, com redu�c~ao a tra�co nulo, percebemos qu~aomais simples �cou nosso problema. De fato, as formas de Jordan de A 2 sl2; A 6= 0,reduzem-se a apenas dois tipos. Se B comuta com tais matrizes A, ent~ao B dever�aser um m�ultiplo escalar de A. Com isso, transformamos o nosso problema em c�alculode grau para o mergulho de Segre P1 � P2 ,! P5.No caso de matrizes 3 � 3, fazemos a explos~ao P70 de P7 = P(sl3) (o espa�co dasmatrizes n~ao nulas de tra�co zero, a menos de fator constante) ao longo do fecho da�orbita de A1 = � 1 0 00 1 00 0 �2� sob conjuga�c~ao, que �e uma subvariedade fechada n~ao singularde P7. O objetivo desta explos~ao �e resolver as singularidades do mapa que associa acada A 2 P7 o subespa�co de sl3 das matrizes que comutam com A. Constru��mos umatorre de �bra�c~oes sobre P70. Com isso, chegamos a uma desingulariza�c~ao de Vsl.
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Para o c�alculo efetivo do grau, usamos o ferramental de teoria de interse�c~ao.No �nal do nosso trabalho, �zemos uma sele�c~ao dos principais t�opicos gerais queforam usados ao longo de nossas notas. Deixamos referências de onde encontrar comdetalhes cada t�opico citado.Por �m, registro aqui meu sincero agradecimento a todos que colaboraram diretaou indiretamente para a conclus~ao deste trabalho.Primeiramente �a Deus, que me ajuda em todos os momentos. Aos meus pais,que compreendem minha ausência e me amam incondicionalmente. Ao Marcelo, pelain�nita paciência e amor. Aos meus amigos, especialmente Gustavo, Tiago, Juliana,Dri, Marcilene e Cris, que me deram apoio e amizade, cada um de uma forma diferente,por�em muito especial.Agrade�co aos membros da banca examinadora: Israel, C��cero, Paulo Antônio eRog�erio (suplente), que analisaram o trabalho e �zeram v�arias observa�c~oes e sugest~oes,principalmente quanto �a escrita matem�atica.Ao C��cero (obrigado!), por ter despertado em mim o gosto pela matem�atica, e meapresentado �a geometria alg�ebrica. Al�em de ter sido professor e amigo.Ao Paulo Antônio, que se mostrou sempre disposto a esclarecer d�uvidas referentesa �algebra comutativa e SINGULAR.Em especial, ao Israel, por ter proposto um assunto t~ao interessante, por ter sido(e continuar sendo) um orientador e professor presente e preocupado sempre, e pelototal suporte que ofereceu. Al�em da paciência que mostrou em cada di�culdade quetive. Muito obrigado!\O trabalho a seguir, �e o resultado da soma de todas as contribui�c~oes listadasacima!"

Belo Horizonte, 23 de fevereiro de 2006.
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Cap��tulo 1

Grau de AB = BA, n = 2

Faremos aqui o c�alculo do grau de duas formas: primeiramente, utilizando classescaracter��sticas (veja apêndice), e depois considerando matrizes de tra�co nulo. Esta �euma condi�c~ao que simpli�ca bastante o nosso problema.Vamos primeiramente provar que a condi�c~ao AB = BA �e invariante por con-juga�c~ao.
Proposi�c~ao 0.1 Sejam V = f[(A;B)] 2 P(Mn �Mn) j AB = BAg e Gln o grupodas matriz invert��veis. Considere a a�c~ao,

Gln � P(Mn �Mn) ! P(Mn �Mn)(P; [(A;B)]) 7! P � [(A;B)] = [(P�1AP; P�1BP )]:
Se [(A;B)] 2 V, ent~ao P � [(A;B)] 2 V.
Prova. Temos P � [(A;B)] = [(P�1AP; P�1BP )]. Ent~ao,

(P�1AP )(P�1BP ) = (P�1A)(PP�1)(BP ) = (P�1A)(BP ) = P�1(AB)P:
Por hip�otese, [(A;B)] 2 V, ou seja, AB = BA. Logo,

P�1(AB)P = P�1(BA)P = (P�1B)(AP )= (P�1B)(PP�1)(AP ) = (P�1BP )(P�1AP ):
Ent~ao, P � [(A;B)] 2 V, como quer��amos. �A partir de agora, podemos reduzir sem perda de generalidade, v�arias veri�ca�c~oesapenas �as formas de Jordan.
1 A dimens~ao de AB=BA

Queremos estudar a rela�c~ao que existe entre a dimens~ao da variedade de�nida comas equa�c~oes homogêneas dadas pela condi�c~ao AB = BA, considerando [(A;B)] 2P(Mn � Mn), e a subvariedade dos pares ([A]; [B]) 2 P(Mn) � P(Mn) de�nida
7



8 CAP�ITULO 1. GRAU DE AB = BA, N = 2
pelas equa�c~oes bihomogêneas AB = BA. Para deixar claro em qual espa�co estamostrabalhando, �xemos as nota�c~oes,

V = f[(A;B)] 2 P(Mn �Mn) j AB = BAg
V0 = f([A]; [B]) 2 P(Mn)� P(Mn) j AB = BAg:

Examinaremos primeiramente, uma constru�c~ao geral.
1.1 projetivo versus bi-projetivo
Sejam V , W espa�cos vetoriais sobre C. Vejamos a rela�c~ao que aparece entre asdimens~oes de uma variedade em P(V �W ), e outra variedade em P(V )�P(W ), ondeas variedades em quest~ao s~ao de�nidas pelas mesmas equa�c~oes, embora tais equa�c~oessejam homogêneas no primeiro caso e bihomogêneas no segundo.Como podemos ver no exemplo 1 do apêndice, temos de�nidos os chamados �bra-dos tautol�ogicos de posto 1,

OV (�1)! P(V ) e OW (�1)! P(W ):
A �bra de OV (�1) sobre cada [v] 2 P(V ) �e o subespa�co gerado por v. Ent~ao podemosfazer a soma direta em ambos os lados, OV (�1) � OW (�1), obtendo um �brado deposto 2 sobre P(V )� P(W ), que �e um sub�brado de (V �W )� P(V )� P(W ).Tomando-se a projetiviza�c~ao, temos o seguinte diagrama:

P(OV (�1)�OW (�1))
P(V )� P(W )��� (P1)

onde P(OV (�1)�OW (�1)) �! P(V )� P(W ) �e um P1-�brado.Observe que P(V ) � P(V �W ) � P(W ) de maneira natural, onde as inclus~oesP(V ) i,! P(V �W ), e P(W ) j,! P(V �W ) s~ao dadas respectivamente por i([v]) =[(v; 0)], e j([w]) = [(0; w)]. Temos claramente que i(P(V )) \ j(P(W )) = ;.Observa�c~ao. Para simpli�car a nota�c~ao, usaremos P(V ) no lugar de i(P(V )), eP(W ) no lugar de j(P(W )), quando n~ao houver confus~ao.Considere o mapa
' : P(V �W ) 99K P(V )� P(W )[(v; w)] 7! ([v]; [w]):

Notamos que ' �e regular, exceto na uni~ao disjunta P(V ) [ P(W ). Ou seja, ([v]; [w])est�a de�nida para quaisquer v; w tais que v 6= 0 6= w.
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Estudamos o diagrama,

EV ; EW\P(OV (�1)�OW (�1))�(P1)
xxpppp

pppp
pp �

&&MMM
MMMM

MM

P(V )� P(W ) P(V �W )'oo_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

onde o mapa ' acima indicado �e racional, � coincide com a explos~ao ao longo dauni~ao disjunta P(V ) [ P(W ), com os divisores excepcionais EV = ��1(P(V )); EW =��1(P(W )). Para cada ponto ([v]; [w]) 2 P(V )� P(W ), a �bra
��1([v]; [w]) = f(xv; yw) 2 V �W j [x; y] 2 P1g:

Em particular, temos que, se W0 � P(V ) � P(W ) �e uma variedade de dimens~ao d,ent~ao ��1(W0) * EV [ EW , e se W = �(��1(W0)) � P(V � W ) �e de�nida pelasmesmas equa�c~oes de W0. Temos assim(~) dim W =dim ��1(W) = dim ��1(W0) = dim W0 + 1 = d+ 1.
1.2 de volta a AB=BA
Fixemos uma matriz A de ordem n. Ser�a conveniente enxergarmos A tamb�em comoum elemento em Hom(Cn;Cn). Sejam pc, pm os polinômios caracter��stico e m��nimo,respectivamente de A. Logo mA = deg(pm) � deg(pc) = n.Seja CA o espa�co das matrizes que comutam com uma matriz A. Como pode servisto em V. V. Prasolov, [12, p�ag 175 e 176], temos um f�ormula para a dimens~aodo comutador em fun�c~ao dos tamanhos dos blocos de Jordan. Em particular, sedeg(pm) = n, temos CA = hI; A;A2; � � � ; An�1i, donde dim CA = n.Seja U � Pn2�1 = P(Mn), o subconjunto dado pelas matrizes de ordem n quepossuem polinômio m��nimo de grau m�aximo, isto �e, deg(pm) = n. A proposi�c~ao aseguir, mostra que U �e um subconjunto aberto de P(Mn).Proposi�c~ao 1.1 Seja F = fB 2 Mn j mB = deg(pm) < ng o subconjunto comple-mentar de U . Ent~ao, F �e um subconjunto fechado de Mn de�nido por um sistemade equa�c~oes homogêneas.
Prova. SejamMn�Cn eMn�Mn �brados vetoriais triviais sobreMn. Considereo mapa de �brados,

Mn � Cn '�! Mn �Mn(B; (�0; : : : ; �n�1)) 7! (B;�0I + � � �+ �n�1Bn�1):
Note que se 'B �e a restri�c~ao do mapa ' �a �bra sobre B, ent~ao a dimens~ao da imagemde 'B �e igual ao grau do polinômio m��nimo de B. Identi�cando os elementos deMn
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com vetores em Cn2 , podemos ver o espa�co gerado por hI; B;B2; � � � ; Bn�1i comosendo uma matriz n � n2, onde a i-�esima linha �e obtida \esticando-se" a matrizBi�1. Como mB �e estritamente menor que n, temos que Bm �e combina�c~ao linear deI; B; : : : ; Bm�1. Assim, F �e de�nido pelo conjunto de zeros dos menores m �m damatriz constru��da, cuja i-�esima linha tem entradas polinômios homogêneos de graui � 1 nas coordenadas xij deMn. Isso mostra que F �e um fechado na topologia deZariski. �Observando o diagrama,

V0U = f([A]; [B]) j B 2 hI; A; : : : ; An�1ig � V0 � Pn2�1 � Pn2�1
[A] 2 U�� (P

n�1) � Pn2�1 xx p1 qqqqqqqqqqq

temos que a restri�c~ao da proje�c~ao p1 a V0U de�ne uma Pn�1-�bra�c~ao sobre U . Comodim(U) = n2 � 1, se V0 for irredut��vel (provaremos a seguir na se�c~ao 1.3), ent~aodim(V0) = dim(V0U) = n2 � 1 + (n� 1) = n2 + n� 2:Agora, como visto na f�ormula (~) acima, se V0 for irredut��vel, segue que
dim(V) = n2 + n� 1:

1.3 irredutibilidade de AB=BA, caso geral.
Para aplicarmos o caso geral acima, devemos provar que V0 �e irredut��vel. Com isso,al�em de provarmos a irreducibilidade de V, teremos uma f�ormula para a sua dimens~ao.A prova que apresentaremos a seguir, usa argumentos semelhantes aos utilizados porV. V. Wolmer, [18, p�ag. 242].O diagrama abaixo, ilustra o lema que se segue.

W � V0 = fAB = BAg � P(Mn)� P(Mn)
U � p1(W) � P(Mn)�� tt p1 iiiiiiiiiiiiiiiii P(Mn):**p2UUUUUUUUUUUUUUUUU

Lema 1.2 Seja W uma componente irredut��vel de V0 que domina P(Mn). Ent~ao,existe um aberto n~ao vazio U � P(Mn) contido em p1(W) tal que a imagem inversaV0U = p�11 U �e irredut��vel. Em particular, W = WU = V0U �e a �unica componente quedomina. Al�em disso, p2(W) = P(Mn).
Prova. Suponhamos primeiramente, que exista A0 2 p1(W) tal que mA0 = n. SejaU0 = fA 2 P(Mn) j mA = ng � P(Mn) aberto, pela proposi�c~ao 1.1. Como U0 =P(Mn), ent~ao U0 �e irredut��vel. Para cada A 2 U0, temos que I; A; : : : ; An�1 s~aolinearmente independentes (veja [12, p�ag 176]). Assim, V0A a �bra sobre A (que
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�e o comutador projetivo de A), �e um Pn�1. Segue do teorema da dimens~ao das�bras (TDF, ver I. Shafarevich [14, vol 1 - p�ag 76]), que V0U0 �e irredut��vel. MasWU0 � V0U0 e WU0 �e um aberto n~ao vazio de W. Ent~ao W = WU0 = V0U0 . Assim,p1(W) = p1(V0U0) � p1(V0U0) = U0. Portanto W �e uma componente que dominaP(Mn). Observe que (A;A) aparece em V0U0 �W, para todo A 2 U0. Logo p2(W) �U0, e portanto p2(W) = P(Mn).Para �nalizarmos a demonstra�c~ao da irredutibilidade de V0 �e su�ciente mostrarque toda componente W � V0 domina. Para isso, comecemos com um aberto n~aovazio U � p1(W). Observe que cada �bra de V0U ! U �e um espa�co projetivo.Aplicando novamente o TDF, podemos substituir U por um sub-aberto n~ao vazio,onde dimV0A = d para todo A 2 U . Ent~ao, temos V0U irredut��vel, de maneira que,como antes, W = WU = V0U . Agora, devemos mostrar que para todo A 2 P(Mn), ocomutador V0A cont�em algum B cujo polinômio m��nimo �e de graumB = n, concluindoassim que p2(W) = P(Mn). Ora, o comutador de um bloco de Jordan �I + N;cont�em os blocos �I + N , para todo � 2 C. Assim, se a matriz A �e formada deblocos J�1 ; : : : ; J�r , ent~ao podemos escolher os autovalores �i's de A, para obtermosB que seja composta por blocos de Jordan J�1 ; : : : ; J�r , com os autovalores �i's todosdistintos. Logo, B 2 V0A e mB = n, como quer��amos. �

O lema acima prova que V0 �e irredut��vel. A irredutibilidade de V0, nos d�a umaoutra prova da irredutibilidade de V. J�a que P(OMn(�1)�OMn(�1)) �! P(Mn)�P(Mn) �e uma P1-�bra�c~ao, ent~ao a �bra sobre cada ponto de V0 �e irredut��vel tamb�em.Segue do TDF, que ��1(V0) �e irredut��vel. Como V �e imagem de ��1(V0) pela aplica�c~ao� que de�ne a explos~ao (cf. p�ag. 8), segue a irredutibilidade de V.Em particular, para matrizes de ordem 2, temos
dimV = 22 + 2� 1 = 5:

2 deg V = 3, n=2
O grau ser�a calculado de duas formas para matrizes de ordem 2. Nesta se�c~ao, uti-lizaremos classes caracter��sticas. Listamos no apêndice as propriedades que ser~aoempregadas em nosso caso especial. Na pr�oxima se�c~ao, faremos o c�alculo do grauimpondo a condi�c~ao de tra�co nulo sobre as matrizes.
2.1 explos~ao da identidade
As representa�c~oes em formas de Jordan poss��veis para uma matriz A 6= 0 de ordem2, s~ao,

A1 = � � 00 � � ; � 6= 0 6= � 6= �; A2 = ( � 10 � ) ; A3 = ( � 00 � ) ; � 6= 0: (1)
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Como A1 e A2 possuem polinômio m��nimo e caracter��stico de mesmo grau, ent~ao a di-mens~ao de ambos os comutadores �e 2. Mas A3 �e m�ultiplo da identidade, ent~ao comutacom qualquer matriz. Portanto, a dimens~ao do comutador �e 4. Para estudarmos essecaso, vamos usar uma aplica�c~ao racional de P3 na grassmanniana Gr = Gr(2;M2)de�nida como segue. (Veja em J. Harris [8, p�ag 63 a 71] no�c~oes b�asicas sobre asvariedades grassmannianas.)

' : P3 99K Gr = Gr(2;M2)A 7! hI; Ai (subespa�co gerado):
Observe que ' est�a de�nida em todo ponto de P3, exceto em I = ( 1 00 1 ). Isso nos levaa construir a explos~ao P30 = BlI(P3). Para isso, considere o mapa racional,

� : P3 99K P2; dado por A 7! A = A+ hIi
onde P3 = P(M2) e P2 = P(M2=hIi). Em coordenadas, temos

� ( a11 a12a21 a22 ) = ( a11 a12a21 a22 )� a22I = � a11�a22 a12a21 0 �:
Observe que � s�o n~ao est�a de�nida em I. Para exibir as equa�c~oes bihomogêneas deP30 � P3 � P2 (que s~ao as equa�c~oes da aderência do gr�a�co de �), sejam [y1; y2; y3] ascoordenadas homogêneas de P2. Ent~ao,

[a11 � a22; a12; a21] = [y1; y2; y3],
8<: (a11 � a22)y2 = a12y1(a11 � a22)y3 = a21y1a12y3 = a21y2

ou seja, � y2 �y1 0y3 0 �y10 y3 �y2 �� a11�a22a12a21 � = � 000� :Note que a matriz em cujas entradas ocorrem os y0is, coordenadas homogêneas deP2, tem posto constante igual a 2. Ent~ao, a �bra sobre cada ponto de P2 �e um P1.
E
��

� P30�1
��

�2
  BB

BBB
BBB

� P3 � P2
I 2 P3 � //___ P2 i,! Gr(2;M2)

onde E = ��1(I) = fIg � P2 �e o divisor excepcional da explos~ao, e a inclus~ao i �edada por, i : P2 ,! Gr(2;M2)A+ hIi 7! hI; Ai:
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2.2 constru�c~ao de uma torre de �bra�c~oes sobre P30

Para aplicarmos as ferramentas de teoria de interse�c~ao ao nosso problema, precisamosantes construir uma torre de �brados projetivos, a�m de \reencontrarmos" com avariedade V. Seja A o �brado tautol�ogico da grassmanniana Gr(2;M2) = Gr. Ent~aoA �e �brado de posto 2 sobreGr e �e sub�brado do �brado trivial deGr, por constru�c~ao.
A

  @@
@@@

@// // M2 �Gr
yyssss

sssGrPor imagem rec��proca atrav�es do mor�smo i � �2, podemos ver A como um �bradode posto 2 sobre P30.Observa�c~ao. Por abuso de nota�c~ao, vamos continuar escrevendo A no lugar de(i � �2)�(A).Fazendo a projetiviza�c~ao de A, obtemos P(A), que �e um P1- �brado sobre P30.
P(A)'(P1)
��P30 oo APor outro lado, temos o �brado tautol�ogico O(�1) de P3. Por imagem rec��procaatrav�es da aplica�c~ao composta ' � �1, podemos vê-lo como �brado de posto 1 sobreP(A). O(�1) // P(A)'
��

OA(�1)oo

P30�1
��

Aoo

O(�1) // P3Seja OA(�1) o �brado tautol�ogico de P(A). Fazendo a soma direta O(�1)�OA(�1),e tomando a projetiviza�c~ao, obtemos um P1-�brado sobre P(A) como abaixo:
[(�; �)]0 2 P(O(�1)�OA(�1))� (P1)

��

� // V � P(M2 �M2) 3 [(�; �)]
hI; A0i 3 B0 2 P(A)' (P1)

��(A;B) = A0 2 P30�1
��

�2
**TTTTT

TTTTTT
TTTTTT

TTT

A 2 P3 � //_________ P(M2=hIi) 3 B
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onde � 2 hAi e � 2 hB0i � hI; Ai = hI; A0i.Da torre acima, falta explicarmos apenas como surgiu o mapa �. Vejamos primei-ramente que temos o sub�brado projetivoP(O(�1)�OA(�1)) ,! P(M2 �M2)� P(A):De fato, por constru�c~ao, temos os sub�brados vetoriaisO(�1)�M2 � P(A)e OA(�1)� '�(A):Lembrando ainda A�M2 � P(A), fazemos a composi�c~aoOA(�1)� '�(A)�M2 � P(A):Assim, fazendo a soma direta e projetivizando os sub�brados acima, obtemosP(O(�1)�OA(�1)) �,! P(M2 �M2)� P(A):O mapa � �e obtido pela composta da inclus~ao � com a proje�c~ao na primeira coorde-nada P(M2 �M2). Para concluirmos que � �e birracional sobre V � P(M2 �M2),basta que fa�camos as contas em um aberto.Tome U � P3 um aberto, onde os elementos s~ao da forma ( a11 1a21 a22 ). Seja A 2 U .Como este aberto n~ao cont�em a identidade, ent~ao podemos identi�car A0 = ��11 (A) =A, pois a explos~ao �e um isomor�smo em P3 � fIg. Assim,B0 = '�1(A0) = �� s+ta11 tta21 s+ta22 � ; [s; t] 2 P1	 :Tomando em P1 o aberto dado por s 6= 0, segue-se que,[(�; �)]0 = ��1(B0) = ��u ( a11 1a21 a22 ) ; v � 1+ta11 tta21 1+ta22 �� j [u; v] 2 P1	 :Escolhendo nesse P1 o aberto v 6= 0, vem,[(�; �)] = �([(�; �)]0) = ��( ua11 uua21 ua22 ) ; � 1+ta11 tta21 1+ta22 �� j (t; u) 2 C2	 :Como �� = ��, a imagem de � est�a contida em V.Do par obtido acima, se tivermos (�; �) = (�0; �0),�( ua11 uua21 ua22 ) ; � 1+ta11 tta21 1+1ta22 ��q�� u0a011 u0u0a021 u0a022 � ; � 1+t0a011 t0t0a021 1+t0a022 �� ;da igualdade entre as primeiras coordenadas, obtemos u = u0. Ent~ao � = �0. Daigualdade entre as segundas coordenadas, temos t = t0, e portanto � tamb�em �caunicamente determinado neste aberto. Isso mostra que � �e injetiva num aberto.Como P(O(�1)�OA(�1)) �e uma variedade projetiva, ent~ao a imagem de � �e umfechado de V. J�a que essas duas variedades possuem mesma dimens~ao e o mapa �egenericamente injetivo, segue que �(P(O(�1)�OA(�1))) = V, pois V �e irredut��vel.Isso mostra que � �e um mapa birracional sobre V, como quer��amos.
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2.3 utilizando as classes caracter��sticas
Faremos o c�alculo do grau, usando o ferramental de classes de Segre e de Chern. Paraisso, vamos recorrer �as propriedades listadas no apêndice. Sejam8<: H = c1(OM2�M2(1));B = OA(�1)�O(�1);H 0 = c1(OB(1)):Para chegar ao c�alculo efetivo, vamos primeiramente calcular uma classe de Segre queser�a necess�aria.
C�alculo de s(A)
Sejam � a = c1(OA(1));h = c1(O(1)):Ent~ao,

c(OA(�1)) = 1� a) s(OA(�1)) = (1� a)�1 = 1 + a+ a2 + a3 + a4
e c(O(�1)) = 1� h) s(O(�1)) = (1� h)�1 = 1 + h+ h2 + h3:Considere a sequência tautol�ogica sobre P(A),

O(�1)� A� A (2)
onde A �e o �brado quociente. Da�� vem, tomando potência exterior,

^2A = O(�1)
A: (3)
Por outro lado, consideremos � a composi�c~ao de mapas de �brados vetoriais sobreP(M2),

O �O(�1) � //
�

++M2 �M2 // M2(A ; B) � // A+Bonde � �e soma direta da se�c~ao 1 7! I 2M2 com a inclus~ao tautol�ogica,O(�1)�M2.A imagem do mapa � acima de�nido na �bra sobre A 2 P(M2) �e o subespa�co geradopor I; A. Note que o mapa � deixa de ser injetivo exatamente na �bra sobre I. Assim,
fIg = Z(^2(O �O(�1)) ^2��! ^2M2)= Z(O(�1) �! ^2M2)= Z(O �! O(1)
 ^2M2)
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onde Z denota o esquema de zeros de cada se�c~ao indicada.Quando passamos para P30, temos que ��1� se fatora por A como indicado nodiagrama M2 Aoooo

O �O(�1)��1� OO � 99rrrrrrrrrr

:

De fato, no aberto P30 �E = P3 � fIg, temos que A coincide com a imagem de ��1�,valendo em todo P30 por continuidade. Como A�M2 �e injetivo em todas as �bras,ent~ao
E = Z(^2(O�O(�1)) ^2��! ^2A) = Z(O(�1) �! ^2A) = Z(OP30 �! O(1)
(^2A))
onde OP30 �e o �brado trivial de posto 1 sobre P30.Como o feixe de ideais I(E) �e a imagem da se�c~ao dual de OP30 �! O(1)
 (^2A)obtemos O(�E) = I(E)� (O(1)
 (^2A))�= O(�1)
 (^2A)�:
Assim, ^2A = O(E)
O(�1): (4)
Seja e = c1(E). Das equa�c~oes (4) e (3) acima, temos,

c1(O(E))c1(O(�1)) = c1(O(�1))c1(A) ) c1(A) = c1(O(E)) = e:
Mas, da sequência (2),

c(A) = c(O(�1))c(A) = (1� h)(1 + e) = 1 + (e� h) + (�he):
Segue da��, que

s(A) = (1� (h� e+ he))�1
= 1 + (h� e+ he) + (h� e+ he)2 + (h� e+ he)3
= 1 + (h� e) + (h2 � he+ e2) + (h3 � h2e+ he2 � e3):

Teorema 2.1 degV = 3.
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Prova. Temos as igualdades, justi�cadas logo a seguir:

degV = Z
V
H5 1= Z

P(B)��(H)5 2= Z
P(B)H 05 3= Z

P(A)s4(B)
4= Z

P(A)
4X
i=0 si(OA(�1))s4�i(O(�1))

= Z
P(A)

4X
i=1 aih4�i

5= Z
P30

4X
i=1 si�1(A)h4�i = Z

P30

3X
i=0 si(A)h3�i

= Z
P30
s0(A)h3 + s1(A)h2 + s2(A)h+ s3(A)

= Z
P30
h3 + (h� e)h2 + (h2 � he+ e2)h+ (h3 � h2e+ he2 � e3)

= Z
P30
4h3 � 3h2e+ 2he2 � e3 6= Z

P30
4h3 � e3

= 4 + Z
P(N )(�(j�e2)) 7= 4� 1 = 3:

1 Vale pela f�ormula de proje�c~ao, omitindo-se ��,
H5 \ [V] = ��((��H)5 \ [P(B)]):

2 H 0 = c1(OB(1)) = ��H.
3 Vale pela de�ni�c~ao de classe de Segre, omitindo-se ��,

��((H 0)5 \ [P(B)]) = ��((H 0)5 \ ��[P(A)]) = s5�1(B) \ [P(A)]:
4 Vale pela f�ormula de Whitney,

O(�1)� B � OA(�1)) s4(B) = 4X
i=0 si(OA(�1))s4�i(O(�1)):

5 De�ni�c~ao de classe de Segre, omitindo-se '�
'�(ai \ [P(A)]) = '�(ai \ '�[P30]) = si�1(A) \ [P30]:
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6 Seja N o �brado normal da inclus~ao i : fIg ,! P3, ou seja, N = TP3jfIg=TfIg.Pelo teorema 2.4 do apêndice, temos que P(N ) = P2, �e o divisor excepcional daexplos~ao �1. Considere a inclus~ao j : E ,! P30. Para cada parcela temos,Z

P30
h3�iei 6.1= Z

P(N ) h3�i(j�ei�1) 6.2= Z
fIg h3�isi�3(j�e):6.1 Segue da rela�c~ao abaixo, omitindo-se j�ei = ei�1 \ [E]P30 = j�(c1(j�O(E))i�1 \ [E]E) = j�(j�ei�1):6.2 De�ni�c~ao de classe de Segre, j�a que o divisor excepcional E = fIg � P2.Portanto, a �unica parcela que n~ao se anula �e a de e3, pois si = 0, para todo i < 0.

7 P(N ) = fIg � P2 = P2. �

3 deg Vsl = 3, n=2
Nesta se�c~ao, adicionaremos a hip�otese de tra�co nulo para as matrizes A e B. Veremoso quanto esta hip�otese simpli�ca nossas contas, e que o grau n~ao muda quando fazemostal restri�c~ao.Sejam [(A;B)] = �( a11 a12a21 a22 ) ; � b11 b12b21 b22 �� as coordenadas homogêneas de P7, e sejamH1, H2 os hiperplanos de�nidos pelos polinômios homogêneos tr(A) = a22 + a11 = 0e tr(B) = b11 + b22 = 0, respectivamente.Denotamos por sln = fA 2Mnj tr(A) = 0gVsl = (V \H1) \H2 = f[A;B] 2 P2n2�3 = P(sln � sln)j AB = BAg:Veremos aqui que mediante a condi�c~ao de tra�co nulo, al�em de resumir em apenasduas as poss��veis formas de Jordan (n~ao nulas e a menos de fator constante), podemosidenti�car Vsl com a imagem de um mergulho de Segre.Lembremos a constru�c~ao. Consideremos o espa�co projetivo PN com coordenadashomogêneas wij sendo i = 0; : : : ; n e j = 0; : : : ;m, e N = (n+1)(m+1)�1. De�nimos

S : Pn � Pm ,! PN
S(x; y) = (zij)com zij = xiyj, onde x = [x0; : : : ; xn] e y = [y0; : : : ; ym]. A representa�c~ao matricial de(zij) �e da forma

(zij) = xyt =
0BBB@

x0x1...xn

1CCCA� y0 y1 � � � ym � =
0BBB@

x0y0 x0y1 � � � x0ymx1y0 x1y1 � � � x0ym... ... . . . ...xny0 xny1 � � � xnym

1CCCA :
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S �e o mergulho de Segre de Pn � Pm em PN e sua imagem de�ne uma subvariedadeem PN , a qual coincide com a variedade das matrizes (n+ 1)� (m+ 1) de posto 1.Estamos interessados no caso em que n = 2 e m = 1.
Proposi�c~ao 3.1 Dada A 2 sl2; A 6= 0, se B 2 sl2 �e tal que AB = BA, ent~aoB = �A, para algum � 2 C. Em particular, Vsl �e uma varidedade projetiva dedimens~ao 3.
Prova. Sejam A;B 2 sl2, onde A �e �xa. As poss��veis representa�c~oes em blocos deJordan de uma matriz 2� 2 com tra�co nulo s~ao

A1 = � � 00 �� � ; � 6= 0; A2 = ( 0 10 0 ) :Projetivamente, temos (por abuso de nota�c~ao)
A1 = [ 1 00 �1 ] ; A2 = [ 0 10 0 ] :Seja B = � b11 b12b21 �b11 � 2 sl2:Ent~ao, A1B = BA1 , B = � b11 00 �b11 � = b11A1:Analogamente, A2B = BA2 , B = � 0 b120 0 � = b12 A2:Observe que Vsl pode ser vista como a imagem do mergulho de Segre de P2 � P1em P(sl2 � sl2) ' P5, onde P2 = P(sl2). Dessa forma,
P2 � P1 ,! P5(A; [�; �]) 7! [(�A; �A)]

temos que Vsl = f[(�A; �A)] j A 2 P(sl2) e (�; �) 2 P1g � P(sl2 � sl2) = P5 �e umasubvariedade projetiva (pois �e imagem do mergulho de Segre), e dim Vsl = 3. �

3.1 deg Vsl = deg V
Faremos neste par�agrafo, para n=2, as contas expl��citas para mostrarmos que para �nsde c�alculo de grau, �e su�ciente considerarmos matrizes de tra�co nulo. O teorema deB�ezout (ver [8, p�ag 227]), diz que se intersectarmos a variedade V com um hiperplanoH1 que seja transversal a V, ent~ao deg V=deg (V \H1).Proposi�c~ao 3.2 dim(V \H1) = 4.
Prova. Como pode ser visto em R. Hartshorne, [9, p�ag 48], cada componente C deV\H1 �e tal que dim C � dim V + dim H1� 7 = 5+ 6� 7 = 4. Suponha que existaalguma componente C � V \H1 tal que dim C > 4. Ent~ao,

3 = dim(Vsl) � dim(C \H1) � dimC + dimH1 � 7 > 4 + 6� 7 = 3;
o que nos d�a uma contradi�c~ao! �
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Proposi�c~ao 3.3 V e H1 se intersectam transversalmente.
Prova. �E su�ciente provar que, em uma vizinhan�ca a�m de um ponto P arbitr�ariode V \ H1, tem-se dim TP (V \ H1) = dim (V \ H1) = 4. Para isso, considere�( 1 a12a21 a22 ) ; � b11 b12b21 b22 �� as coordenadas a�ns em torno de um ponto de V \ H1. Paraestudar o espa�co tangente, basta que analisemos a parte linear das condi�c~oes quede�nem V e H1: � AB = BAtr(A) = 0 (5)
ou seja, � b11 b120 0 � = � b11 0b21 0 � e (1 + a22) = 0. Logo, b12 = b21 = 0, a22 = �1. Portanto,dim TP (V \H1) = 7� 3 = 4. Segue da�� a transversalidade da interse�c~ao. �Segue imediatamente da proposi�c~ao acima e do teorema de B�ezout, que degV =deg(V \ H1). Para aplicar novamente tal teorema para (V \ H1) \ H2, �e necess�arioque V\H1 seja irredut��vel. Mas isso segue pelo mesmo argumento usado na prova deirreducibilidade feita na se�c~ao 1.3, por�em imediato, pois a proje�c~ao na primeira coor-denada s�o possui matrizes de tra�co nulo, e portanto a restri�c~ao a qualquer componenteirredut��vel n~ao cont�em I.Para a tranversalidade na interse�c~ao de H2 com V \H1, basta acrescentarmos �ascondi�c~oes (5), uma terceira dada por tr(B) = 0. Isto nos d�a b22 = �b11, juntamentecom as j�a existentes a12 = a21 = 0 e a22 = �1. Portanto,

dimTP ((V \H1) \H2) = 7� 4 = 3 = dimVsl;
como quer��amos.Sendo assim, basta que fa�camos o c�alculo do grau para Vsl = (V \ H1) \ H2 =f[(A;B)] 2 P5j AB = BAg, onde P5 = P(sl2 � sl2).
3.2 c�alculo de deg Vsl

Como Vsl = f[(�A; �A)] j A 2 P(sl2) e [�; �] 2 P1g � P(sl2 � sl2) = P5 �e umasubvariedade projetiva, tal que dim Vsl = 3, para determinar o grau de Vsl, bastacort�a-la com um P2 geral. Esta propriedade do grau pode ser encontrada em [8,p�ag 165 e 166]. Escolheremos um P2 gerado por três pontos da forma [Ai1; Ai2] 2P(sl2 � sl2) da seguinte maneira: Sejam A11; A21; A31 2 sl2 formando uma base.Escolha uma matriz geral B = (bij) de ordem 3, que podemos supor em particular comtodos os autovalores distintos. Sejam A12; A22; A32 2 sl2 de modo que Ai2; i = 1; 2; 3se expressam como combina�c~ao linear de A11; A21; A31, da seguinte forma:
Ai2 = 3X

j=1 bjiAj1; i = 1; 2; 3: (6)
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Denotemos Pi = [(Ai1; Ai2)]; i = 1; 2; 3. Por constru�c~ao, temos hP1; P2; P3i =P2 � P(sl2 � sl2). Ent~ao, dado P 2 Vsl \ P2, temos que existem �i; �j 2 C tais que

P = [(�1A; �2A)] = 3X
i=1 �iPi =

3X
i=1 �i[(Ai1; Ai2)]:Assim, existe � tal que

(�1A; �2A) = � 3X
i=1 �i(Ai1; Ai2) = � 3X

i=1 (�iAi1; �iAi2);ou seja,
�jA = � 3X

i=1 �iAij; j = 1; 2:
Segue da�� e da equa�c~ao (6), que

�2A = � 3X
i=1 �iAi2 = � 3X

i=1 �i(
3X
j=1 bjiAj1) = � 3X

j=1(
3X
i=1 �ibji)Aj1: (7)

Indicando por � proporcionalidade, temos
� 3X
i=1 �iAi1 = �1A � �2A = � 3X

i=1 �iAi2: (8)
De (8) e (7), 3X

i=1 �iAi1 �
3X
j=1(

3X
i=1 �ibji)Aj1 =

3X
i=1 (

3X
k=1 �kbik)Ai1: (9)

Logo,
(�1; �2; �3) � 3X

k=1 �k(b1k; b2k; b3k): (10)
Seja � a constante de proporcionalidade em quest~ao. Temos ent~ao o seguinte sistemalinear 8<: �1b11 + �2b12 + �3b13 = ��1�1b21 + �2b22 + �3b23 = ��2�1b31 + �2b32 + �3b33 = ��3ou seja, 0@ b11 b12 b13b21 b22 b23b31 b32 b33

1A0@ �1�2�3
1A = �

0@ �1�2�3
1A :

Como os �i's n~ao s~ao todos nulos, ent~ao
det(B � �I) = 0;
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o que nos diz que � �e um autovalor de B. Como B �e uma matriz de ordem 3, queestamos supondo com 3 autovalores distintos, ent~ao temos 3 pontos em Vsl \ P2.Portanto, deg Vsl = 3. Pela discuss~ao feita no in��cio da se�c~ao, segue que deg V = 3.



Cap��tulo 2

Grau de AB = BA, n = 3

No cap��tulo anterior, vimos para n = 2, o quanto nossas contas �cam mais simplesquando adicionamos a hip�otese de tra�co nulo sobre as matrizes A e B. Al�em disso,esta condi�c~ao �e transversal, portanto n~ao altera o grau. Neste cap��tulo, trataremossempre de matrizes cujo tra�co �e nulo. Mais especi�camente, matrizes em sl3. Ou seja,vamos calcular o grau da variedade
Vsl = f[(A;B)] 2 P(sl� sl) j AB = BAg:

1 Irredutibilidade e dimens~ao de Vsl
Nesta se�c~ao, provaremos que Vsl �e irredut��vel. O argumento utilizado, �e motivadopelo que usamos no cap��tulo anterior, junto com um pequeno ajuste para garantir acondi�c~ao \tra�co nulo". Consequentemente, obteremos a dimens~ao de forma comple-tamente an�aloga a feita anteriormente.
1.1 estudo das formas de Jordan
Fixa uma matriz A, sejam d a dimens~ao do subespa�co vetorial

CslA = fB 2 sl3 j AB = BAg � CA = fB 2M3 j AB = BAg
e m o grau do polinômio m��nimo de A. Seja

B =
0@ b11 b12 b13b21 b22 b23b31 b32 �(b11 + b22)

1A 2 sl3:
Vejamos quais s~ao as poss��veis formas de Jordan para matrizes n~ao nulas, de ordem3, e que possuem tra�co nulo. Temos os seguintes casos:Caso 1.1: m = 3; A = � � 0 00 � 00 0 �(�+�)� ; � 6= � 6= �(�+ �) 6= �

23
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AB = BA, B = � b11 0 00 b22 00 0 �(b11+b22)

� :
Portanto, d = 2.Caso 1.2: m = 3; A = � � 1 00 � 00 0 �2�� ; � 6= 0

AB = BA, B = � b11 b12 00 b11 00 0 �2b11 � :Neste caso, vemos que novamente d = 2.Caso 1.3: m = 3; A = � 0 1 00 0 10 0 0�

AB = BA, B = � 0 b12 b130 0 b120 0 0 � :Logo, d = 2.Observa�c~ao. Pode-se mostrar que se m = n, ent~ao todo elemento de CA �e daforma p(A), para algum polinômio de grau no m�aximo n � 1. Logo, dimCA = n.Portanto, dimCslA = n� 1. Este fato pode ser visto em [12, p�ag 175 e 176].Caso 2.1: m = 2; A = � � 0 00 � 00 0 �2�� ; � 6= 0:
Projetivamente, podemos tomar A = � 1 0 00 1 00 0 �2�. Assim,

AB = BA, B = � b11 b12 0b21 b22 00 0 �(b11+b22)
�

e portanto, d = 4.Caso 2.2: m = 2; A = � 0 1 00 0 00 0 0�
AB = BA, B = � b11 b12 b130 b11 00 b32 �2b11 � :Concluimos da��, que d = 4.Da discuss~ao acima, vê-se (como esperado) que os casos 2.1 e 2.2 s~ao especiais.Precisamente, veremos que pertencem �a aderência da �orbita da matriz � 1 0 00 1 00 0 �2� de2.1. Faremos o estudo destes separadamente na se�c~ao 2 deste cap��tulo.
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1.2 irredutibilidade de Vsl

Dada uma matriz A, podemos pensar em A como um elemento de Hom(Cn;Cn).Denotemos pm(A) o polinômio m��nimo de A e mA = deg(pm(A)) o grau do polinômiom��nimo.Seja V0sl = f([A]; [B]) 2 P(sln)� P(sln) j AB = BAg:Induzidos pela id�eia usada na prova da irredutibilidade de V0, na se�c~ao 1.3 do cap��tulo1, vamos mostrar que V0sl �e irredut��vel. Mais geralmente, temos que \A variedade dematrizes que comutam de uma �algebra de Lie semisimples �e irredut��vel". Este teoremapode ser encontrado em [18, p�ag. 241] Para o nosso caso em particular, considere odiagrama,
W � V0sl � P(sln)� P(sln) � WU

p1(W) � P(sln)�� vv p1 mmmmmmmmmmmmmmm P(sln)((p2
QQQQQQQQQQQQQQQ � U��onde p1 e p2 s~ao as proje�c~oes no primeiro e segundo fator, respectivamente. E assimcomo antes, WU = p�11 (U) \W.Lema 1.1 Seja W uma componente irredut��vel de V0sl que domina P(sln). Ent~ao,existe um aberto n~ao vazio U � P(sln) contido em p1(W) tal que a imagem inversa(V0sl)U = p�11 (U) �e irredut��vel. Em particular, W = WU = (V0sl)U �e a �unica compo-nente que domina.Prova. Seja U0 o aberto de sln de�nido pela especi�ca�c~ao deg(pm) = n, ent~ao(V0sl)U0 �e irredut��vel. De fato, U0 �e irredut��vel, a �bra sobre cada A 2 U0 tem di-mens~ao vetorial dimCslA = dimCA � 1 = n � 1, ent~ao a �bra sobre A �e um Pn�2. Ea irredutibilidade de (V0sl)U0 segue do TDF. Observe que se existe A 2 p1(W) tal quemA = n, ent~ao pelo mesmo argumento usado na prova do lema 1.2, temos que W do-mina P(sln). Para �nalizarmos a demonstra�c~ao da irreducibilidade de V0sl �e su�cientemostrar que toda componenteW � V0sl domina. Como no lema 1.2, existe um abertoU n~ao vazio, tal que dim(V0sl)A = d para todo A 2 U . Ent~ao, W = WU = (V0sl)U .Agora, devemos mostrar que para todo A 2 P(sln), o comutador (V0sl)A cont�em Bcom polinômio m��nimo de grau mB = n, concluindo assim que p2(W) = P(sln). Sejaa matriz A formada de blocos J�1 ; : : : ; J�r , onde cada J�i �e um bloco de ordem ti.Ent~ao podemos variar os autovalores �1; : : : ; �r�1 de A como no lema 1.2 e de formaque �1; : : : ; �r�1 sejam todos positivos e distintos. De�na

�r = �t1�1 � � � � � tr�1�r�1tr < 0:
Note que B, a matriz composta por blocos de Jordan J�1 ; : : : ; J�r , possui todos osautovalores �i's distintos. Logo, B 2 (V0sl)A e mB = n, como quer��amos. �
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A irredutibilidade de V0sl, nos d�a por um argumento usado no cap��tulo anterior(cf. p�ag. 11), uma outra prova da irredutibilidade de Vsl.Em particular, para matrizes de ordem 3, se U �e o aberto de�nido pela condi�c~aodeg(pm) = 3, temos que p1 de�ne uma P1-�bra�c~ao sobre U :

(V0sl)U = f([A]; [B]) j AB = BA; tr(A) = 0 = tr(B); mA = 0g2P(sl3)� P(sl3)�V0sl
[A] 2 U��(P1) � P(sl3)��

p1 :

Como dim U = 7, ent~ao dim(V0sl)U = 7 + 1 = 8. Agora, como visto na conclus~ao docaso geral (cf. p�ag. 9, ~), dimVsl = 8 + 1 = 9:
2 deg (pm) < deg (pc)
Sejam deg (pm); deg (pc) o grau do polinômio m��nimo e caracter��stico, respectiva-mente. Sabemos pela proposi�c~ao 1.1, do cap��tulo anterior, que o conjunto das matri-zes de ordem n cujo grau do polinômio m��nimo �e menor que o grau do caracter��stico�e um fechado de Mn. Veremos aqui, para n = 3, que esse fechado coincide com aaderência da �orbita da matriz A1 = h 1 0 00 1 00 0 �2 i :Denotemos A0 = h 0 1 00 0 00 0 0 i 2 P(sl3):Consideremos

[A]Gl3 = f[P�1AP ] j P 2 Gl3g; �orbita de [A] 2 P(sl3) sob a a�c~ao do grupo Gl3:
Seja [A�] = h � 0 00 � 10 0 �2� i ; � 6= 0
e observe que o polinômio m��nimo de A� possui grau 2. Ent~ao existe uma matrizP 2 Gl3 tal que [P�1A�P ] = h � 0 00 � 00 0 �2� i = h 1 0 00 1 00 0 �2 i = [A1]:
Ent~ao as respectivas �orbitas coincidem, ou seja, [A�]Gl3 = [A1]Gl3 . Por outro lado,temos lim�!0A� = A0, a menos de mudan�ca de coordenadas. Assim, [A0] 2 [A�]Gl3 =[A1]Gl3 . Da��, [A0]Gl3 � [A1]Gl3 ) [A0]Gl3 � [A1]Gl3 . Agora, se [B] 2 [A0]Gl3 , ent~aoexiste P 2 Gl3 tal que [B] = [P�1A0P ]. Logo, existe � 6= 0 tal que (�B)2 =(P�1A0P )(P�1A0P ) = P�1(A20)P = 0. Portanto, o posto de B �e 1. Assim, [A0]Gl3 s~aoas nilpotentes de posto menor ou igual que 1. Ou seja, [A0]Gl3 = AGl30 �e �orbita fechada.
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Como podemos ver no diagrama de especializa�c~ao descrito em I. Vainsencher e P. A.F. Machado, [16, p�ag 6], esta �e a �unica �orbita fechada. Logo, [A1]Gl3 = [A0]Gl3[[A1]Gl3 ,uni~ao disjunta.
2.1 descri�c~ao da aderência da �orbita de A1O nosso objetivo agora, �e determinar algumas caracter��sticas de [A1]Gl3 , tais comodimens~ao, e uma igualdade com uma variedade projetiva n~ao singular X, sobre aqual conheceremos bem as equa�c~oes que a de�nem.
Proposi�c~ao 2.1 [A1]Gl3 �e uma variedade projetiva de dimens~ao 4.
Prova. Consideremos primeiramente, o caso a�m. Seja o mor�smo � : Gl3 !sl3nf0g, de�nido por �(P ) = PA1P�1. Observe que �(Gl3) �e um subconjunto abertode AGl31 , pois toda �orbita �e aberta em seu fecho. Pelo TDF, juntamente com o fatode que a dimens~ao n~ao muda quando tomamos a aderência, temos que

dim(AGl31 ) = dim(Gl3)� dim(��1(A1))
onde ��1(A1) = CA1\Gl3 �e um aberto de CA1 , e portanto as dimens~oes s~ao as mesmastamb�em. Para calcularmos dim CA1 , seja B = (bij) uma matriz arbitr�aria, e observeque A1B = BA1 , B = � b11 b12 0b21 b22 00 0 b33 �. Ent~ao, dim(��1(A1)) = dim(CA1) = 5, e comodim(Gl3) = 9, segue que dim(AGl31 ) = 4. Para sabermos qual a dimens~ao projetiva,consideremos o mor�smo p : sl3nf0g ! P7A 7! [A]e observemos que a restri�c~ao de p a AGl31 �e injetiva, pois quando tomamos um m�ultiploescalar n~ao nulo de um elemento em AGl31 , este s�o continua na �orbita se o escalar �eigual a 1 (invariância dos autovalores). Logo, dim[A1]Gl3 = dimAGl31 = 4, comoquer��amos. �Vamos representar por A uma matriz em sl3, ou em P7, desde que �que claro nocontexto em qual espa�co estamos trabalhando.
Lema 2.2 Seja X = fC 2 P7 j dimhC; 3C2 � tr(C2)Ii = 1g. Ent~ao, C 2 X se esomente se o conjunto fI; C; C2g �e linearmente dependente.
Prova.()) Se C 2 X, ent~ao 3C2� tr(C2)I = zC, para algum z 2 C, o que nos d�a a rela�c~aode dependência.(() Suponha que o conjunto fI; C; C2g seja linearmente dependente. Ent~ao temosuma combina�c~ao �I + �C + 
C2 = 0, com algum dos coe�cientes n~ao-nulo. Comoa matriz C possui tra�co nulo, C n~ao �e m�ultiplo da matriz identidade I. Assim, na
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rela�c~ao de dependência acima n~ao podemos ter 
 = 0. Nesse caso, podemos escreverC2 como combina�c~ao linear de I e C. Digamos C2 = �0I + �0C. Logo,

3C2 � tr(C2)I = 3(�0I + �0C)� tr(�0I + �0C)I= (3�0)I + (3�0)C � tr(�0I)I � tr(�0C)I= (3�0)I + (3�0)C � (�0tr(I))I � (�0tr(C))I= (3�0)I + (3�0)C � (3�0)I � (�0tr(C))I= (3�0)C � (�0tr(C))I = (3�0)C
onde a �ultima igualdade vale, pois tr(C) = 0. Portanto, 3C2 � tr(C2)I �e m�ultiplo deC. Segue-se assim, que C 2 X. �Consideremos a composi�c~ao de mapas de �brados vetoriais,

O(�1)�O(�2) //
�

,,(sl3 � (sl3 
 sl3))� P7 // sl3 � P7(A ; B 
 C) � // A+ 3BC � tr(BC)I:
Na �bra sobre A 2 P(sl3) a imagem de � �e o subespa�co de sl3 gerado por A; 3A2 �tr(A2)I. Observemos que X �e exatamente onde o homomor�smo de �brados de�nidopor � : O(�1) � O(�2) ! sl3 � P7 deixa de ser injetivo. Veja que no caso 2 � 2,constru��mos um mapa de �brados semelhante (cf. p�ag. ??). Voltaremos a esse mapamais adiante.Observa�c~ao. Podemos achar equa�c~oes expl��citas para X, \esticando" C e 3C2�tr(C2)I como vetores num aberto isomorfo a C7. Obtemos ent~ao uma matriz 2 � 7.As equa�c~oes de X s~ao de�nidas pelos determinantes das submatrizes 2� 2 da matriz2� 7 assim constru��da. Logo, X �e fechado.
Proposi�c~ao 2.3 AGl31 = X.
Prova. (�) Se C 2 AGl31 , ent~ao C est�a na �orbita de A1. Mas todas as matrizes queest~ao na �orbita de A1 possuem polinômio m��nimo de grau 2. Esse fato nos diz queo conjunto fI; C; C2g �e linearmente dependente. Pelo lema 2.2, segue que C 2 X.Como o conjunto X �e fechado, ent~ao AGl31 � X. (�) Segue do lema 2.2 e do fato queas �unicas matrizes com tra�co nulo e polinômio m��nimo de grau 2, possuem formas deJordan A0 e A1. �

Proposi�c~ao 2.4 X �e uma subvariedade projetiva n~ao singular.
Prova. J�a que toda �orbita aberta �e n~ao singular, para provarmos a n~ao singularidadede X, basta veri�carmos para um ponto da �unica �orbita fechada de X, que �e AGl30 .Provemos para A0. Para isso, seja

A = � a11 1 a13a21 a22 a23a31 a32 �(a11+a22)�
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a matriz em coordenadas a�ns em torno de A0. Vamos calcular A0 = (3A2 �tr(A2)I)(mod (quadrados)), pois para analisar se um ponto �e singular, basta queo espa�co tangente naquele ponto tenha mesma dimens~ao que X (veja em [14, vol 1,p�ag 93]). Assim, A0 = � a21 3(a11+a22) 3a230 a21 00 3a31 �2a21 � :J�a que dim hA;A0i = 1, olhando para A0 � A0[1; 2] � A (mod quadrados) vem quea21 = a31 = a23 = 0. Conclu��mos da�� que dim TAX = 7 � 3 = 4. Segue que o pontoA0 �e n~ao singular, pois a dimens~ao do espa�co tangente nesse ponto coincide com adimens~ao de X. �

2.2 a aderência da �orbita de A1 como um �brado projetivo
Nesta se�c~ao, mostraremos que a variedade projetiva X �e isomorfa a um �brado pro-jetivo sobre �P2. �As vezes, nos referiremos a �P2 tamb�em como a grassmannianaGr(2;C3). Veja se�c~ao 1 do apêndice para recordar algumas de�ni�c~oes e exemplosde �brados vetoriais e projetivos.Seja V1 o autoespa�co associado ao autovalor 1 de A1 = � 1 0 00 1 00 0 �2�. Temos V1 =he1; e2i. Identi�cando V1 como um elemento de �P2, consideremos o conjunto,

Y = f(A; V ) 2 sl3 � �P2 j AV � V; AjV 2 h1V ig � sl3 � �P2:
Veremos que, para V �xo, a condi�c~ao sobre A �e linear. De fato, seja

YV = fA 2 sl3 j AV � V; AjV 2 h1V ig � sl3:
� A;B 2 YV ) (A+B)V = AV +BV � V; e (A+B)jV = (AjV ) + (BjV ) 2 h1V i.� A 2 YV ; � 2 C� ) (�A)V = �(AV ) � V; e (�A)jV = �(AjV ) 2 h1V i.
Seja o mor�smo � : Y ! �P2 dado pela restri�c~ao a Y da proje�c~ao �a segunda co-ordenada de sl3 � �P2. Olhando para a correspondência

fretas em P2g 1�1 ! fpontos de �P2gb0x0 + b1x1 + b2x2 = 0 1�1 ! b = [b0; b1; b2]
podemos tomar uma cobertura fU0 [ U1 [ U2g de �P2 dada por seus abertos padr~oes,ou seja, b 2 Ui , bi 6= 0. Assim, para i = 0, temos:

x0 = �b1b0 x1 + �b2b0 x2 = b01x1 + b02x2:
) [x0; x1; x2] = [b01x1 + b02x2; x1; x2] = x1[b01; 1; 0] + x2[b02; 0; 1]

) U0 = h(b01; 1; 0); (b02; 0; 1)i:
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Sejam e01 = (b01; 1; 0); e02 = (b02; 0; 1): (1)Observe que se o par (A; V ) satisfaz a condi�c~ao AjV 2 h1V i na de�ni�c~ao de Y ,ent~ao a segunda condi�c~ao, \AV � V ", tamb�em �e satisfeita. Vamos veri�car que��1(U0) ' U0�C3. Para isso, devemos encontrar para quais matrizes A 2 sl3, existem 2 C tal que: � Ae01 = me01Ae02 = me02: (2)
Seja

A =
0@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 �(a11 + a22)

1A 2 sl3; uma matriz arbitr�aria:
Ent~ao, segundo o sistema (2), A deve satisfazer,0@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 �(a11 + a22)

1A0@ b0110
1A = m

0@ b0110
1A

e 0@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 �(a11 + a22)
1A0@ b0201

1A = m
0@ b0201

1A :
Usamos o maple, para eliminar m das equa�c~oes acima, obtendo,8>>>><>>>>:

a11 = a31b02 � 2a22 � a21b01a12 = 2a21b021 � b01a31b02 + 3b01a22a32 = � a31b01a13 = 2b02a21b01 � a31b022 + 3b02a22a23 = � a21b02Assim,
A =

0@ a31b02 � 2a22 � a21b01 2a21b021 � b01a31b02 + 3b01a22 2b02a21b01 � a31b022 + 3b02a22a21 a22 �a21b02a31 �a31b01 �a31b02 + a22 � a21b01
1A

= a21
0@ �b01 2b021 2b02b011 0 �b020 0 �b01

1A+ a22
0@ �2 3b01 3b020 1 00 0 1

1A+ a31
0@ b02 �b01b02 �b0220 0 01 �b01 �b02

1A :
Na express~ao acima, temos A escrita parametricamente como fun�c~ao linear de a21; a22e a31. Assim, o isomor�smo

'0 : ��1(U0) ��! U0 � C3
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�e dado por '0(A; V ) = (V; (a21; a22; a31)). Analogamente para os outros abertos,temos

U1 = he11; e12i; com e11 = (1; c1; 0); c1 = �b0b1 ; e e12 = (0; c2; 1); c2 = �b2b0 : (3)
U2 = he21; e22i; com e21 = (1; 0; c01); c01 = �b0b2 ; e e22 = (0; 1; c02); c02 = �b1b2 : (4)

Podemos encontrar o isomor�smo linear relativo a estes abertos, assim como �zemospara U0. Se repetirmos o procedimento para U2, por exemplo, encontramos a fun�c~aode transi�c~ao em U02, que �e dada pela matriz,
'02 =

0@ 0 0 �c010 1 0�c021 3c01 2c01c02
1A :

Portanto, Y �e um �brado vetorial de posto 3 sobre �P2.Seja Z = f(A; V ) 2 P7 � �P2 j AV � V g. Uma veri�ca�c~ao como a feita acimamostra que este conjunto �e um �brado vetorial de posto 6 sobre Gr(2;C3). Projeti-vizamos, P(Y)(P2)
yyssss

ssss
s p
��

� P(Z)
��

(P5)
%%KKK

KKKK
KKK

Gr(2;C3) X � P7 Gr(2;C3):Temos, para cada A 2 P7 su�cientemente geral, 3 escolhas de V em P(Z). Ent~ao,esta aplica�c~ao �e 3 : 1. Por outro lado, temos o seguinte resultado:Proposi�c~ao 2.5 A proje�c~ao p : P(Y)! X �e um isomor�smo.Prova. Observe primeiramente, que se (A; V ) 2 P(Y), ent~ao (vetorialmente) V 2 �P2corresponde a um autoespa�co de dimens~ao 2 de A. Mas pelas formas de Jordan exis-tentes listadas no come�co deste cap��tulo, temos que as �unicas matrizes que possuemtal caracter��stica s~ao as que est~ao na �orbita de A0 = � 0 1 00 0 00 0 0� ou de A1 = � 1 0 00 1 00 0 �2�.Logo, p(P(Y)) � X. A proje�c~ao �e obviamente um mor�smo. �E sobrejetor, pois paracada C 2 X (que �e o fecho da �orbita de A1), tem-se um autoespa�co V de dimens~ao 2associado; portanto p(C; V ) = C. E p tamb�em �e injetiva, pois se p(A; V ) = p(A0; V 0),ent~ao A = A0 pois �e proje�c~ao, e como o autoespa�co de dimens~ao 2 associado �e �unico,segue V = V 0. Portanto, p �e um mor�smo bijetivo. Pela proposi�c~ao 2.4, temos queX �e n~ao singular, e portanto normal (veja [14, vol 1, p�ag. 126]). Com isso, segue doteorema principal de Zariski , que p �e um isomor�smo. �Teorema 2.6 (Forma original do teorema principal de Zariski) SejaW umavariedade normal sobre C e seja f : W 0 ! W um mor�smo birracional com �bras�nitas de uma variedade W 0 em W . Ent~ao f �e um isomor�smo de W 0 com umconjunto aberto de W .
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No nosso caso, X = W e P(Y) = W 0. As �bras s~ao �nitas pois contêm um �unicoelemento, e como a nossa variedade �e projetiva, a sua imagem �e um fechado. MasX �e irredut��vel, portanto conexo, donde o �unico subconjunto n~ao vazio de X que �efechado e aberto �e o pr�oprio X. Segue da�� o isomor�smo. O teorema de Zariski (assimcomo outras reformula�c~oes deste) pode ser visto em D. Mumford, [11, p�ag 209].
3 deg Vsl = 31, n=3
Faremos o c�alculo do grau utilizando as classes de Segre. Inicialmente, estudaremosa explos~ao P(sl3)0 ! P(sl3) ao longo de X, a aderência da �orbita de A1 (cf. p�ag. 26).Depois, construiremos uma variedade projetiva birracional a Vsl, obtida por uma torrede �bra�c~oes sobre P(sl3)0. Seja  o mapa racional : P(sl3) 99K Gr = Gr(2; sl3)A 7! hA; 3A2 � tr(A2)Ii:
Veja que  est�a de�nida em P7 � X, onde X ' P2-�brado sobre a grassmannianaGr(2;C3), (cf. p�ag. 29).Seja P70 = BlX(P7) a explos~ao de P7 ao longo da subvariedade X � P7. Sabemosque P70 �e a aderência do gr�a�co de  (veja [14, p�ag 72]). Seja E = ��1(X) � P70.Ent~ao, temos um mapa  0 bem de�nido em todos os pontos do fecho do gr�a�co de  .

E
��

� P70�
��

 0
!!BB

BBB
BBB

� P7 �Gr
X � P7  //___ Gr

:

O papel da explos~ao foi o de \resolver", no seguinte sentido, as \singularidades" do�brado vetorial de �bra hA; 3A2� tr(A2)Ii: temos sobre P70 um �brado vetorial cujas�bras no aberto P70 � E = P7 �X coincidem com a receita dada.
3.1 constru�c~ao de �bra�c~oes sobre P70

Vamos proceder de modo inteiramente an�alogo ao feito no cap��tulo anterior, paraaplicarmos o \maquin�ario" de teoria de interse�c~ao. Comecemos a constru�c~ao das�bra�c~oes sobre P70. Seja A o �brado tautol�ogico da grassmanniana Gr = G(2; sl3).Ent~ao A �e �brado de posto 2 sobre Gr e �e sub�brado do �brado trivial sl3�Gr, porconstru�c~ao. A
  AA

AAA
AAA
// // sl3 �Gr

zzuuuu
uuuu

u

Gr
:

Por imagem rec��proca atrav�es do mor�smo  0, podemos enxergar A como um �bradode posto 2 em P70.
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Fazendo a projetiviza�c~ao de A, obtemos P(A), que �e um P1- �brado sobre P70.

P(A)' (P1)
��P70 oo A:

Por outro lado, temos o �brado tautol�ogico O(�1) de P7, que por imagem rec��procaatrav�es da aplica�c~ao composta ' � �, podemos ver como �brado de posto 1 sobreP(A). O(�1) // P(A)'
��

OA(�1)oo

P70�
��

Aoo

O(�1) // P7:

:

Seja OA(�1) o �brado tautol�ogico de P(A). Fazendo a soma direta O(�1)�OA(�1),e depois a projetiviza�c~ao, obtemos um P1-�brado sobre P(A) como abaixo:
[(�; �)]0 2 P(O(�1)�OA(�1))�(P1)

��
�

**UUUUU
UUUUUU

UUUUU
P(A)� P(sl3 � sl3)//� �

��hA;A0i 3 B0 2 P(A)'(P1)
��

Vsl � P(sl3 � sl3)
(A;B) = A0 2 P70  0

**UUUUU
UUUUUU

UUUUUU
UU

A 2 P7��
�  //_________ Gr 3 B

(5)

onde � 2 hAi e � 2 hB0i � hA;A0i � hA; 3A2 � tr(A2)Ii.Constru��da a torre de �bra�c~oes representada no diagrama acima, veremos agoraque o mapa � �e birracional sobre Vsl. A inclus~ao de �brados projetivos,
P(O(�1)�OA(�1)) ,! P(sl3 � sl3)� P(A) (6)

prov�em da soma direta de inclus~oes de �brados vetoriais,
O(�1) // // sl3 � P(A)

P(A)&&
LLLLLLL xx

qqqqqqq

OA(�1) // // '�(A)
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em que a sequência acima �e sobre P(A). Lembrando o sub�brado tautol�ogicoA� sl3 �Grsobre a grassmanniana Gr de subespa�cos de posto 2 de sl3, ent~ao continuamos comum sub�brado quando consideramos a sequência sobre P(A). Logo,

OA(�1)� '�(A)� sl3 � P(A):
Fazendo a soma direta e projetivizando, obtemos (6) como quer��amos.O mapa � no diagrama (5) �e obtido compondo-se a inclus~ao acima com a proje�c~aono primeiro fator de P(sl3 � sl3)� P(A).
A�rma�c~ao 3.1 � �e um mor�smo birracional sobre Vsl.
Para provarmos a birracionalidade de � em Vsl � P(sl3� sl3), basta veri�carmos queo mapa �e genericamente injetivo. Tais contas seguem de forma inteiramente an�aloga�as feitas no cap��tulo anterior paraM2 (cf. p�ag. 14).
3.2 utilizando as classes caracter��sticas
Antes de come�carmos as nossas contas para o c�alculo do grau, �xaremos nota�c~oese analisaremos alguns �brados vetoriais para ent~ao usar propriedades da teoria deinterse�c~ao para o c�alculo efetivo.Seja B = O(�1)�OA(�1):
Sejam

8>><>>:
H = c1(Osl3�sl3(1))H 0 = c1(OB(1))h = c1(O(1))a = c1(OA(�1))

classes de Chern.
C�alculo de s(A)
Fazendo o produto tensorial de duas c�opias do mapa de �brados O(�1)� sl3 � P7sobre P7, obtemos o primeiro mapa (tamb�em injetivo!) abaixo. O segundo �e linearem cada componente, logo est�a bem de�nido pela propriedade universal do produtotensorial 
,

O(�2) = O(�1)
O(�1) � (sl3 
 sl3)� P7 ! sl3 � P7A
B 7! 3AB � tr(AB)I
Fazendo a soma direta, obtemos

O(�1)�O(�2) �
++// (sl3 � sl3)� P7 // sl3 � P7 :
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Como observamos antes (cf. p�ag. 28), a composta, � : O(�1) � O(�2) ! sl3 � P7acima indicada deixa de ser injetiva exatamente em X. Ent~ao, de maneira maisintr��nseca, escrevemos

X = Z(^2(O(�1)�O(�2)) ^2��! ^2sl3)= Z(O(�3) �! ^2sl3)= Z(OP7 �! O(3)
 ^2sl3)
onde OP7 �e o �brado trivial de posto 1 sobre P7. X = Z(^2�), �e o esquema de zerosda se�c~ao induzida O ! O(3)
^2sl3. Temos da��, que I(X) �e a imagem da se�c~ao dual,ou seja, OP7 � I(X)� O(�3)
 (^2sl3)�:Lembrando a parte da explos~ao em nossa torre,

E
��

P70//� �

�
��X P7//� �

podemos considerar o mapa de �brados ��� em P70 por pullback atrav�es do mapa �,
��� : O(�1)�O(�2)! sl3 � P70

o qual deixa de ser injetivo apenas em E. Pelo mesmo argumento usado no cap��tuloanterior (cf. p�ag. 16), quando passamos para P70, temos que ��� se fatora por A.
A // // sl3 � P70

O(�1)�O(�2)�ggOOOOOOOOOOOOO ���OO :

Como A� sl3 � P70 �e injetiva em todos os pontos, ent~ao,
E = Z(^2(O(�1)�O(�2) ^2��! ^2A)= Z(O(�3) �! ^2A)= Z(OP70 �! O(3)
 ^2A):Ent~ao, I(E) �e a imagem da se�c~ao dual correspondente �as indicadas acima. Passandoao feixe de OP70-m�odulos,
OP70 � O(�E) = I(E)� O(�3)
 (^2A)� (7)

onde OP70 �e o feixe de fun�c~oes regulares de P70. Da��, vem que,
^2A ' O(E)
O(�3): (8)
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Por outro lado, em P70, temos a sequência tautol�ogica,

O(�1)� A� A (9)
onde A �e o �brado quociente. Segue da��,

^2A ' O(�1)
A: (10)
Temos assim as informa�c~oes necess�arias para o c�alculo com as classes de Chern. De�na� a = c1(A)e = c1(O(E)):Ent~ao, de (8) e (10), segue que

e� 3h = �h+ a) a = e� 2h:
Como A �e um �brado de posto 1, ent~ao a sua classe de Chern total �e

c(A) = 1 + (e� 2h):
Da sequência exata (9), obtemos

c(A) = c(O(�1))c(A) = (1� h)(1 + e� 2h) = 1 + (e� 3h) + (2h2 � he):
Da equa�c~ao acima, vem ques(A) = c(A)�1 = (1� (3h� e� 2h2 + he))�1= 1 + (3h� e� 2h2 + he) + � � �+ (3h� e� 2h2 + he)7= 1 + (3h� e) + (7h2 � 5he+ e2) + (15h3 � 17h2e+ 7he2 � e3) + � � � (11)
C�alculo de s(N )
Sejam j : E ,! P70 e i : X ,! P7 as inclus~oes. Seja N = TP7jX=TX o �brado normalda inclus~ao i. Como pode ser visto no teorema 2.4 do apêndice,

j�O(E) = ON (�1):Seja y = c1(ON (1)). Ent~ao,y = �c1(ON (�1)) = �c1(j � O(E)) = �j�e: (12)
Como vimos na se�c~ao 2.2, a variedade X �e isomorfa a P(Y), que �e um P2-�bradosobre a grassmanniana Gr = Gr(2;C3). Agora, considere sobre Gr o seu �bradotautol�ogico V , que tem posto 2. Assim, estamos na situa�c~ao do diagrama abaixo,

X ' P(Y)(P2)��Gr = Gr(2;C3) oo V // // C3 // // Q:
(13)
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onde Q �e o �brado quociente desta seq�uência tautol�ogica. Consideremos o diagramade seq�uências exatas,

Hom(V ;V)
��
��Hom(Q;C3) // // Hom(C3;C3) � // // Hom(V ;C3)
����Hom(V ;Q)

: (14)

Seja S = ��1(Hom(V ;V))= f(A; V ) 2 Hom(C3;C3)�Gr j AV � V g:Temos uma sobreje�c~ao S � Hom(V ;V), a qual possui n�ucleo igual a Hom(Q;C3).Agora, podemos dar um complemento ao diagrama (14):
Hom(Q;C3) // // S // //

��
��

Hom(V ;V)
��
��Hom(Q;C3) // // Hom(C3;C3) � // // Hom(V ;C3)
����Hom(V ;Q):

(15)

Seja tr o homomor�smo tra�co,
tr : Hom(C3;C3)! C

e consideremos sua restri�c~ao ao sub�brado vetorial S. Seja Ssl o n�ucleo desta restri�c~ao.Ent~ao,
Ssl = f(A; V ) 2 Hom(C3;C3)�Gr j AV � V; tr(A) = 0g = S \ (sl3 �Gr):

Ssl� S � C�Gr: (16)J�a que cada elemento A numa �bra de Hom(V ;V), digamos sobre V = he1; e2i 2 Gr,pode ser representado por uma matriz de ordem 2, ent~ao quando consideramos A comorestri�c~ao de um elemento A0 de Hom(C3;C3), temos liberdade de fazer tr(A0) = 0.
A = � a bc d

� 2 Hom(V ;V)V  A0 =
0@ a b uc d v0 0 �a� d

1A 2 Ssl:
Por isso, temos uma sobreje�c~ao de �brados, Ssl �

� Hom(V ;V). Sendo K o n�ucleo de�, temos K� Ssl � Hom(V ;V): (17)



38 CAP�ITULO 2. GRAU DE AB = BA, N = 3
Sabemos que O = h1Vi � Hom(V ;V), se�c~ao identidade. Seja Y = ��1(h1Vi). Por-tanto, Y � Ssl. Obtemos assim, outra sequência exata,

K� Y � O: (18)
Observemos que Y = f(A; V ) 2 sl3 � Gr j AV � V; AjV 2 h1Vig, que �e o mesmo�brado considerado na se�c~ao 2.2.Seja c(Q) = 1 + q. De (13), temos 1 = c(C3) = c(V)c(Q) e assim vem

c(V) = (1� (�q))�1 = 1� q + q2;c(V �) = 1 + q + q2: (19)
Para calcularmos c(Hom(V ;V)) = c(V �
 V));aplicamos a f�ormula de Whitney na coluna direita de (14), o que resultou na igualdade:

c(Hom(V ;V)) = c(V �)3c(V �
Q)�1:
Usamos a seq�uência exata dual V � oooo (C3)� oo oo Q� , conclu��mos

c(Hom(V ;V)) = (1 + q + q2)3(1 + q)�3 = 1 + 3q2: (20)
Usando a sequência (16) e depois a primeira linha do diagrama (15),

c(Ssl) = c(S) = c(Hom(V ;V))c(Hom(Q;C3)) = (1 + 3q2)c(Q�)3= (1 + 3q2)(1� q)3 = 1� 3q + 6q2: (21)
Da sequência (17), vem que,

c(Ssl) = c(K)c(Hom(V ;V))1� 3q + 6q2 = c(K)(1 + 3q2)s(K) = (1 + 3q2)(1� (3q � 6q2))�1 = 1 + 3q + 6q2:
Da�� e de (18), s(Y) = s(K) = 1 + 3q + 6q2: (22)Para o c�alculo da classse de Segre do �brado normal N = TP7jX=TX, devemoscalcular as classes caracter��sticas de TP7jX e de TX. Para isso, j�a que X ' P(Y),vamos recorrer a proposi�c~ao 1.1 a qual nos referimos no apêndice.No nosso caso, temos o diagrama

Y
��Gr = �P2 oo p Gr(1;Y) = P(Y)oo

OO

OY(�1) // // p�Y // // Y=OY(�1)

:
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Ent~ao, obtemos a seq�uência exata,

Hom(OY(�1);Y=OY(�1)) = TP(Y)= �P2 � TP(Y)� T �P2:
Logo, c(TX) = c(TP(Y)) = c(Hom(OY(�1);Y=OY(�1)))c(T �P2)= c(OY(1)
 (Y=OY(�1)))c(T �P2)= c((OY(1)
 Y)=O)c(T �P2)= c(OY(1)
 Y)c(T �P2):Dualizando a sequência tautol�ogica (13),

Q�� C3�� V �
obtemos outra sequência sobre �P2, a partir da qual sabemos calcular a classe de Cherntotal de T �P2 (cf. 54). A saber, c(T �P2) = c(Q)3 = (1 + q)3. Ent~ao,

c(TX) = c(OY(1)
 Y)(1 + q)3: (23)
Para calcularmos c(OY(1) 
 Y), usaremos o Princ��pio da Cis~ao. Para isso, vamosconsiderar Y = L1�L2�L3 �e uma soma direta de três (=posto de Y) �brados em retas,
e digamos que �i = c1(Li), para i = 1; 2; 3. Assim,

8<: c1(Y) = �1 + �2 + �3c2(Y) = �1�2 + �1�3 + �2�3c3(Y) = �1�2�3 .
OY(1)
 Y = OY(1)
 (L1 � L2 � L3)= (OY(1)
 L1)� (OY(1)
 L2)� (OY(1)
 L3):

Observando que OY(1) = i�(OP7(1)), onde i : P(Y) ,! Gr�P7 �e a inclus~ao origin�ariada inclus~ao de �brados vetoriais sobre Gr, Y � sl3�G, vamos por abuso de nota�c~ao,chamar c1(OY(1)) = i�h = h. Assim,
c(OY(1)
 Y) = c(OY(1)
 L1)c(OY(1)
 L2)c(OY(1)
 L3)

= (1 + �1 + h)(1 + �2 + h)(1 + �3 + h)
= 1 + (�1 + �2 + �3 + 3h) + (�1�2 + �1�3 + �2�3+2h(�1 + �2 + �3) + 3h2) + (�1�2�3 + h(�1�2 + �1�3+�2�3) + h2(�1 + �2 + �3) + h3)
= 1 + (c1(Y) + 3h) + (c2(Y) + 2hc1(Y) + 3h2)+(c3(Y) + hc2(Y) + h2c1(Y) + h3):

Invertendo formalmente a equa�c~ao (22),
c(Y) = s(Y)�1 = 1� 3q + 3q2 + 9q3:
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Portanto,
c(OY(1)
 Y) = 1 + (�3q + 3h) + (3q2 � 6hq + 3h2) + (9q3 + 3hq2 � 3h2q + h3);

e de (23), vem quec(TX) = (1 + (�3q + 3h) + (3q2 � 6hq + 3h2) + (9q3 + 3hq2 � 3h2q + h3))(1 + q)3= 1 + (3h) + (3h2 + 3hq � 3q2) + (h3 + 6h2q � 6hq2 + 10q3)+(3h3q � 6hq3 + 33q4): (24)A sequência tautol�ogica de P7 (cf. 54) nos diz imediatamente que
c(TP7jX) = (1 + h)8

) s(TP7jX) = (1 + h)�8 = 1� 8h+ 36h2 � 120h3 + 330h4:Lembrando que N = TP7jX=TX, ent~ao podemos calcular a classe de Segre do �bradonormal N .s(N ) = s(TP7jX)c(TX)= 1� 5h+ 15h2 + 3hq � 3q2 � 35h3 � 18h2q + 18hq2 + 70h4 + 63h3q � 60h2q2:(25)Observe que na �ultima igualdade, cancelamos os termos em q3 e q4. Isto ocorre porraz~ao de dimens~ao, pois 2 = dim �P2, e q �e a classe hiperplana de �P2.
Estamos agora com alguns �brados e sequências destes, que ser~ao fundamentaisna prova do teorema a seguir, concluindo assim, o objetivo central do cap��tulo.

Teorema 3.2 deg Vsl = 3.
Prova. Para n~ao perdermos de vista o que queremos provar, as igualdades ser~aojusti�cadas ap�os os c�alculos.

degVsl = Z
Vsl
H9 1= Z

P(B)��(H)9 = Z
P(B)H 09 2= Z

P(A)s8(B)
3= Z

P(A)
8X
i=0 si(O(�1))s8�i(OA(�1))3'= Z

P(A)
7X
i=0 hia8�i

4= Z
P70

7X
i=0 his7�i(A)

= Z
P70
h7s0(A) + h6s1(A) + : : :+ s7(A)

5= Z
P70
h7 + h6(3h� e) + h5(7h2 � 5he+ e2) + : : :
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6= Z

P70
502h7 � 1037h4e3 + 434h3e4 � 111h2e5 + 16he6 � e7

7= 502 + Z
P(N )(�1037h4j�(e2) + 434h3j�(e3)� 111h2j�(e4)

+16hj�(e5)� j�(e6))
= 502 + Z

P(N )(�1037h4(�y)2 + 434h3(�y)3 � 111h2(�y)4
+16h(�y)5 � (�y)6)

= 502 + Z
P(N )(�1037h4y2 � 434h3y3 � 111h2y4 � 16hy5 � y6)

8= 502 + Z X(�1037h4s0(N )� 434h3s1(N )� 111h2s2(N )
�16hs3(N )� s4(N ))

9= 502 + Z X(�1037h4 � 434h3(�5h)� 111h2(15h2 + 3hq � 3q2)
�16h(�35h3 � 18h2q + 18hq2)� (70h4 + 63h3q � 60h2q2))

10= 502 + Z
P(Y)(�42h4 � 108h3q + 105h2q2)

11= 502 + Z �P2(�42s2(Y)� 108s1(Y)q + 105s0(Y)q2)
12= 502 + Z �P2(�42(6q2)� 108(3q)q + 105q2)
= 502 + Z �P2(�471)q2 = 502� 471 = 31:

1 Vale pela f�ormula de proje�c~ao, omitindo-se ��,H9 \ [Vsl] = ��((��H)9 \ [P(B)]):
2 Vale pela de�ni�c~ao de classe de Segre, omitindo-se ��,��((H 0)9 \ [P(B)]) = ��((H 0)9 \ ��[P(A)]) = s9�1(B) \ [P(A)]:
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3 Vale pela f�ormula de Whitney,

O(�1)� B � OA(�1) ) s8(B) = 8X
i=0 si(OA(�1))s8�i(O(�1)):

3' J�a que temos a Classe total de Chern para esses �brados em retas, podemoscalcular a Classe de Segre total, invertendo formalmente a primeira, e desenvolvendoa s�erie geom�etrica at�e chegar na potência que coincide com a dimens~ao da base sobrea qual cada �brado est�a sendo considerado. Ent~ao,
c(OA(�1)) = 1� a) s(OA(�1)) = (1� a)�1 = 1 + a+ a2 + � � �+ a8

e c(O(�1)) = 1� h) s(O(�1)) = (1� h)�1 = 1 + h+ h2 + � � �+ h7:4 De�ni�c~ao de classe de Segre, e omitindo-se '�,
'�(ai \ [P(A)]) = '�(ai \ '�[P70]) = si�1(A) \ [P70]:

5 Segue da equa�c~ao (11).
6 Para entendermos porque cancelamos os termos em e e em e2, observemos arela�c~ao, ei = ei�1 \ [E]P70 = j�(c1(j � O(E))i�1 \ [E]E) = j�(j�ei�1):Ent~ao, em cada parcela ocorreZ

P70
hie7�i = Z

P(N ) hi(j�e6�i) =
Z
X his4�i(N ):

Como si = 0, para todo i < 0, ent~ao as parcelas correspondentes a e e e2 se anulam.
7 F�ormula de proje�c~ao.
8 De�ni�c~ao de classe de Segre.
9 Segue da equa�c~ao (25).
10 X ' P(Y), pela se�c~ao 2.2.
11 De�ni�c~ao de classe de Segre.
12 Segue da equa�c~ao (22). �



Cap��tulo 3

Apêndice

Selecionamos para este apêndice, os principais t�opicos que foram usados ao longo denossas notas. Os resultados que ser~ao citados aqui, s~ao em geral, estudados em cursosde geometria alg�ebrica, teoria de interse�c~ao e/ou �algebra comutativa. Sendo assim,daremos as referências devidas para cada assunto mencionado.
1 Fibrados Vetoriais

Revisaremos neste t�opico, algumas de�ni�c~oes e exemplos canônicos de �brados veto-riais. Esta parte pode ser vista com mais detalhes em ([14, vol 2, p�ag 53...]).
De�ni�c~ao 1 SejaM uma variedade. Um �brado vetorial (complexo) de posto n so-bre M , �e uma variedade E juntamente com um mor�smo f : E !M , tais que:(1) existe uma cobertura aberta fUigi de M , tal que para cada i tem-se EU =f�1(Ui) ' Ui � Cn;(2) o isomor�smo 'i : f�1(Ui) ��! Ui � Cn de (1) para cada i, deve ser de talforma que se p1 �e a proje�c~ao de Ui � Cn no primeiro fator, ent~ao p1 � 'i = f jEU , ouseja, o diagrama abaixo �e comutativo:

EUif
��

'i // Ui � Cnp1zzuuuu
uuuu

uu

Ui
:

Na interse�c~ao Uij = Ui \ Uj, temos dois isomor�smos de f�1(Ui \ Uj) sobre (Ui \Uj) � Cn, a saber, 'i jf�1(Ui\Uj) e 'j jf�1(Ui\Uj). Temos um automor�smo induzidoem Uij � Cn dado por,
Uij � Cn 'j � f�1(Uij) 'i�! Uij � Cn

tal que 'i � '�1j (x; v) = (x; 'ij(x)v), onde 'ij s~ao lineares para cada x �xo.
43
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Observa�c~ao. 'ji = '�1ij .Exemplo 1. Fibrado tautol�ogicoPor simplicidade, faremos as contas para o tautol�ogico de P1, mas as contas s~aointeiramente an�alogas para qualquer Pn.Sejam O(�1) = f(x; v) 2 P1�C2jv 2 xg � P1�C2, e � : O(�1)! P1, o mor�smodado pela restri�c~ao a O(�1) da proje�c~ao na primeira coordenada de P1 �C2. Sejam[x0; x1] as coordenadas homogêneas de P1 e (v0; v1) as coordenadas a�ns de C2. Vamostomar fU0 [ U1g a cobertura de P1 formada por seus abertos padr~oes. Se x 2 U0,ent~ao x = h1; x1x0i, e
��1(U0) = �(x; v) 2 L j v1 = x1x0v0

� = ��x;�v0; x1x0v0
�� jv0 2 C� :

Segue da��, que o isomor�smo
��1(U0) '0�! U0 � C; �e dado por '0�x;�v0; x1x0v0

�� = (x; v0):
De forma inteiramente an�aloga, se x 2 U1, ent~ao

��1(U1) '1�! U1 � C; �e de�nido por '1�x;�x0x1v1; v1
�� = (x; v1):

Resta apenas determinar o automor�smo de transi�c~ao (nesse caso s�o existe um!). SeU01 = U0 \ U1, ent~ao,
U01 � C '1 � ��1(U01) '0�! U01 � C:

Seja (x; t) 2 U01 � C. Ent~ao,
'�11 (x; t) = �x;�x0x1 t; t

�� 2 ��1(U01) � ��1(U0)
) '0 � '�11 (x; t) = '0�x;�x0x1 t; t

�� = �x; x0x1 t
� :

Portanto, '01(x) = x0x1 . Da mesma forma, teremos
'1 � '�10 (x; t) = �x; x1x0 t

� :
Logo, '10 = '�101 , como era esperado.Mais geralmente, seja V um espa�co vetorial qualquer e P(V ) a sua projetiviza�c~ao.De�nimos OV (�1) = f(x; v) 2 P(V ) � V j v 2 xg � P(V ) � V . Observe que arestri�c~ao da proje�c~ao de OV (�1) em P(V ) de�ne um �brado vetorial de posto 1.
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Um mor�smo de �brados vetoriais (E; f) em (F; g), �e um mor�smo ' : E ! Fde variedades tal que o diagrama abaixo comuta,

E f   @@
@@@

' // Fg�������M
:

De�ni�c~ao 2 Um mor�smo de �brados vetoriais ' : E ! F que �e injetivo em cada�bra, �e chamado de uma imers~ao de �brados vetoriais. Nesse caso, dizemos que'(E) � F �e um sub�brado de F , denotado por E � F .
Exemplo 2. Por constru�c~ao, temos que o �brado tautol�ogico �e uma sub�brado do�brado trivial sobre P(V ), OV (�1)� V � P(V ):Observa�c~ao. Em geral, omitimos P(V ), e escrevemos apenas OV (�1) � V , poisdever�a �car claro no contexto sobre qual espa�co projetivo estamos considerando tais�brados.
1.1 projetiviza�c~ao de um �brado vetorial
Podemos associar a cada �brado vetorial f : E !M um �brado projetivo p : P(E)!M , projetivizando \�bra a �bra". Para isso, vamos de�nir

P(E) = [
x2M P(Ex)

onde a uni~ao acima �e disjunta (pois s~ao as �bras), e P(Ex) �e o espa�co projetivo dasretas pela origem do espa�co vetorial Ex. P(E) possui uma estrutura de variedade:considere a cobertura fUigi de M dada na de�ni�c~ao (1). Seja 'i a aplica�c~ao que d�ao isomor�smo f�1(Ui) ' Ui � Cn. Ent~ao a aplica�c~ao de�nida por[
x2Ui P(Ex)! Ui � P(Cn) ' Ui � Pn�1

de�ne uma estrutura de variedade projetiva a P(E). Na verdade, tal estrutura funci-ona como uma \boa colagem"aos abertos dados por
p�1(Ui) ' Ui � Pn�1:

Se f(E; f)g �e um �brado vetorial de posto n sobreM , ent~ao f(P(E); p)g ser�a chamadoPn�1-�brado sobre M .Seja F um �brado vetorial de posto r sobre uma variedade X. Ent~ao podemosconstruir Gr(n; F ) = f(x; V ) j x 2 X; V 2 Gr(n; Fx)g, que juntamente com aproje�c~ao � na primeira coordenada �e um �brado vetorial sobre X.
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Consideremos agora, S, o �brado tautol�ogico da grassmanniana Gr(n; F ). Ent~ao,S �e sub�brado de ��F , a imagem rec��proca do �brado F .
F
��

��F
��X oooo �Gr(n; F ) = Gr
S // //

OO

��F // // Q

:

onde Q �e o �brado quociente da seq�uência exata representada acima. Ent~ao, temosuma sobreje�c~ao induzida do �brado tangente de Gr no �brado tangente de X,
TGr=X � TGr � TX;

com TGr=X �e o n�ucleo do mapa sobrejetivo de �brados tangentes. Nessas condi�c~oes,temos a seguinte proposi�c~ao:
Proposi�c~ao 1.1 TG=X = Hom(S;Q).
Uma id�eia da prova pode ser vista em [8, p�ag 200 e 201].
2 Explos~oes

Descreveremos aqui brevemente a constru�c~ao da explos~ao de uma variedade centradaem um ponto, a qual utilizamos no primeiro cap��tulo. Depois, de�niremos explos~aode um esquema ao longo de um subesquema fechado como Proj de uma �algebragraduada. Para maiores detalhes, consulte [8] e D. Eisenbud e J. Harris, [2].
2.1 explos~ao de um ponto
Seja ' : Pn 99K Pn�1 dada por '([x0; : : : ; xn]) = [x0; : : : ; xn�1] a proje�c~ao com centrono ponto O = [0; : : : ; 0; 1] 2 Pn. Trata-se de uma aplica�c~ao racional, regular excetoem O. Seja G0 o fecho do gr�a�co de ' em Pn � Pn�1. A restri�c~ao da aplica�c~aoproje�c~ao dada por � : G0 ! Pn �e chamada a explos~ao de Pn no ponto O. Temos queG ' PnnfOg, donde � �e uma aplica�c~ao birracional. A �bra sobre O �e isomorfa a Pn�1e E = ��1(O) �e chamado o divisor excepcional da explos~ao.
2.2 explos~ao como Proj
Vamos de�nir agora, explos~ao de um esquema X ao longo de um subesquema fechadoY , como sendo Proj (�In), onde I �e o ideal de Y em X.Para isto, vamos apresentarrapidamente a constru�c~ao de Proj de uma �algebra graduada.
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Proj
De�ni�c~ao 3 Sejam A um anel noetheriano com unidade, R = �n�0 Rn uma A-�algebra graduada, com R0 = A. O ideal R+ = �n�1 Rn �e chamada ideal irrele-

vante. De�nimos Proj R := fP � R primo homogêneo; P + R+g os esquemas

projetivos sobre A.
Exemplo 1. Pnk = Proj k[X0; : : : ; Xn].Temos um mapa estrutural natural Proj R! Spec A, induzido pela inclus~ao A ,! R.
Topologia
Os conjuntos fechados de Proj R s~ao do tipo

V (I) = fP ; P 2 Proj R e P � Ig;
onde I � R ideal primo homogêneo.Seja f 2 R1 e U = Proj R � V (f) � Proj R conjunto aberto. Ent~ao, U =Proj (Rf ) = (Proj R)f = Spec (R(f)), onde R(f) = f gf i ; g 2 Rig �e a parte homogêneade grau 0 de Rf . Estes abertos \colam-se bem", no sentido que ((Proj R)f )( gf ) =((ProjR)g)( fg ). Dizemos que Proj R �e um esquema projetivo.Seja X 0 = Proj R, onde R �e uma A-�algebra como acima, gerada por R1.
De�ni�c~ao 4 Seja n 2 Z. De�nimos o feixe OX0(n) := ]R(n). Em particular, OX0(1)�e o feixe torcido de Serre. Dizemos que ]R(n) �e o feixe associado ao m�oduloR(n) (cf. [9, p�ag 110]).
Proposi�c~ao 2.1 O feixe OX0(n) �e um feixe invert��vel em X 0.
Prova. Um feixe invert��vel �e localmente livre de posto 1. Seja f 2 R1, e considere arestri�c~ao OX0(n)jSpec R(f) . Ent~ao,

OX0(n)jSpec R(f) = ]R(n)jSpec R(f) ' R̂(n)(f):
A prova do isomor�smo acima pode ser vista em R. Hartshorne, [9, p�ag 116 e 117- proposi�c~ao 5.11(b)].Mostraremos que esta restri�c~ao �e livre de posto 1. Para isto, considere o mapa:

R(f)  �! R(n)(f)gfk 7�! gfnfk = gfk fn1 (1)
(i)  �e sobre, pois se hfk 2 R(n)(f), ent~ao h 2 Rn+k. Logo, hfn+k 2 R(f) e � hfn+k� = hfnfn+k = hfk .
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(ii) Para a injetividade, observe que pela express~ao (1), a imagem de  �e geradapor fn1 . Assim, �e su�ciente provarmos que hfn1 i n~ao tem tor�c~ao. De fato, R(n)(f) � Rf�e uma Af -�algebra. Se gfk fn1 = 0 em Rf , ent~ao fm(gfn) = fm+ng = 0 em R. Como f�e n~ao divisor de zero, vem que g = 0. Portanto,  �e injetora.J�a que R = A[R1], ent~ao X 0 �e coberto por abertos da forma Spec R(f), paraf 2 R1, vem que OX0(n) �e livre de posto 1. �

Sabemos que em todo espa�co projetivo, os feixes invert��veis s~ao do tipo O(m).A proposi�c~ao acima, mostra que todo esquema projetivo X 0 tamb�em possui feixesinvert��veis, os quais denotamos OX0(n) (cf. [9, corol�ario 6.6, p�ag. 145]).
De�ni�c~ao 5 Seja X um esquema noetheriano, E um feixe coerente localmente li-vre em X. Seja S(E) = �d>0 Sd(E) a �algebra sim�etrica de E. Ent~ao, S(E) �e umfeixe de OX-�algebras graduadas gerada em grau 1. De�nimos o �brado projetivo

associado a E para ser P(E) := Proj (S(E �)).
Proposi�c~ao 2.2 Seja X um esquema. Para qualquer subesquema fechado Y de X,o feixe de ideais correspondente IY �e um feixe quase-coerente de ideais em X. Se X�e noetheriano, ele �e coerente. Reciprocamente, todo feixe quase-coerente de ideais emX �e o feixe de ideais de um subesquema fechado unicamente determinado de X.
Prova. [9, p�ag 116]. �

De�ni�c~ao 6 Sejam X um esquema noetheriano, Y � X subesquema fechado e Ifeixe coerente de ideais em X associado a Y . Ent~ao �n�0 In feixe de OX-�algebrasgraduadas, I0 = OX . De�nimos X 0 = Proj (�In) a explos~ao de X ao longo deY .
De�ni�c~ao 7 Dizemos que Y � X regularmente imerso se para cada y 2 Y , existeuma vizinhan�ca a�m U = Spec A tal que o ideal I � A que de�ne Y em U �e geradopor uma seq�uência regular.

Observa�c~ao. Se X �e uma variedade e Y � X �e uma subvariedade n~ao-singular.ent~ao o ideal de Y �e gerado por uma seq�uência regular. Este ser�a um caso particulardo teorema 2.4 que veremos a seguir (cf. [11, p�ag. 172]).
Proposi�c~ao 2.3 Seja I = hf1; : : : ; fri � A ideal gerado por uma seq�uência regular.Ent~ao os epimor�smos canônicos abaixo s~ao isomor�smos:(a) SA=I(I=I2) � �In=In+1fi 7! fi(modI2)(b) (A=I)[X1; : : : ; Xr] � �(In=In+1)Xi 7! fi(modI2)
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(c) A[X1; : : : ; Xr]=hfiXj � fjXi; 1 � i; j � ri � �Inonde hfiXj � fjXii �e o n�ucleo do mapa Xi 7! fi.
Prova.(a) [10, p�ag 52 a 54].(b) [5, p�ag 416 e 417].(c) [1, p�ag 160]. �

O teorema que se segue mostra que a explos~ao de�nida como Proj satisfaz aspropriedades esperadas.
Teorema 2.4 Seja Y � X regularmente imerso, OY = OX=I, N � = I=I2 feixeconormal em Y (cf. [10, p�ag. 12]). Ent~ao,(a) f j(X0�E) : X 0 � E ! X � Y �e um isomor�smo de esquemas;(b) g �e isomorfo ao mo�smo P(N )! Y ;(c) j : E ,! X 0 imers~ao regular de codimens~ao 1 e o feixe conormal a E = P(N ) emX 0 �e isomorfo a OP(N )(�1).

ON (�1)
��

j�O(E)
P(N )

''OOOO
OOOOO

OOO
Eg
��

X 0//j� �

f
��Y X//i� �

Prova. Todas as a�rma�c~oes podem ser veri�cadas localmente emX, tomando-se paraX uma cobertura tal que para cada aberto a�m, I �e gerado por um sistema regularde parâmetros. Portanto, assuma X = Spec A; I = ~I, onde I = hf1; : : : ; fri 2 A,(fi)i sistema regular.(a) X � Y = SXfi . Ent~ao, I(Xfi) = IAfi = h1i = Afi = OX(Xfi), paratodo i. Logo, IjX�Y = OX jX�Y . Numa vizinhan�ca de pontos x 2 X � Y , temosX 0 = Proj (�Intn) = Proj (�OXtn) = X.(b) X 0 = Proj (�In), E = X 0 �X Y . Ent~ao, temos o diagrama cartesiano,
(�In)
A A=IOOOO �Inoooo OO

A=I Aoooo

:

Mas, (�In)
AA=I ' �(In
AA=I) ' �(In=In+1), onde o �ultimo isomor�smo segueda seq�uência: I ,! A� A=I
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tensorizando com In,

In 
A I ! In 
A A� In 
A A=I
obtemos da�� o isomor�smo requerido.Ent~ao, temos E = Proj (�In)�X Y ' Proj ((�In)
A A=I) ' Proj (�In=In+1).Pela proposi�c~ao 2.3(a) e de�ni�c~ao 5, respectivamente, temos

Proj (�In=In+1) ' Proj SA=I(I=I2) = P((I=I2)�):
Como I=I2 �e o feixe de conormal em Y , segue-se que E = P(N ).(c) �E su�ciente provar para uma cobertura a�m de X 0. Para isto, seja X 0 =Proj (�Intn) = S Spec (�Intn)(fit). Observe que, (�Intn)(fit) ' A hf1fi ; : : : ; frfi i =A[I](fi).Temos uma sobreje�c~ao natural �In � �In=In+1. Juntamente com os isomor�s-mos (b) e (c) mencionados na proposi�c~ao 2.3, temos
A[X1; : : : ; Xr]=hfiXj � fjXii �

� (A=I)[X1; : : : ; Xr] = A[X1; : : : ; Xr]=IA[X1; : : : ; Xr]:
J�a que hfiXj � fjXii � IA[X1; : : : ; Xr], vem que,

A[X1; : : : ; Xr]IA[X1; : : : ; Xr] ' A[X1; : : : ; Xr]=hfiXj � fjXiiIA[X1; : : : ; Xr]=hfiXj � fjXii :
Portanto, I 0 = ker � ' IA[X1; : : : ; Xr]=hfiXj � fjXii �e isomorfo ao ideal de E emX 0. Al�em disso, I 0(fi) = I �f1fiXi; : : : ; frfnXi� = hXiiA[I](fi):
Logo, I 0 �e localmente principal. Segue-se que E j,! X 0 imerge em codimens~ao 1.Portanto, E �e um divisor de Cartier de X 0.Como E �e um divisor de Cartier efetivo, o �brado vetorial O(E) associado possuiuma se�c~ao regular s, tal que E = [Z(s)].

O s�! O(E)
Dualizando, temos o ideal I(s) = I(s�), imagem da se�c~ao dual.

O cc

Q1
GGG

GGG
GGG
oo s� O(�E)

yyyyssss
ssss

ss

I(s)
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Localmente, tomar a restri�c~ao deste diagrama ao divisor E, signi�ca tensorizar porO=hfi, onde f �e a equa�c~ao local do divisor de Cartier efetivo E. Logo,

O 
 (O=hfi) ii
TTTTTT

TTTTTT
TTT
oo s� O(�E)
 (O=hfi)

ttttjjjjjj
jjjjjj

jjjj

hfi 
 (O=hfi)
Localmente, podemos ver a se�c~ao dual s� como multiplica�c~ao pela equa�c~ao local f .Por simplicidade vamos continuar chamando s�sua restri�c~ao a E. Observe que mul-tiplica�c~ao por f agora �e um mapa nulo em O=hfi, no entanto, em hfi=hf 2i �e umisomor�smo.

O=hfi gg

OOOO
OOOO

OOO
oo s� O(�E)
 (O=hfi)

�uuuukkkkk
kkkkk

kkkk

hfi=hf 2i
Portanto, o feixe conormal a E �e isomorfo a OX0(�E)jE. Assim,

TE ,! TX 0jE � NEX 0 ' OX0(E)jE:
Agora, OX0 = ^A� I � I2 � : : :. Ent~ao, OX0(1) = ^I � I2 � : : : = IOX0 = OX0(�E).J�a que j�OX0(1) = OP(N )(1), vem que j�OX0(E) ' OP(N )(�1), como qur��amos. �

3 Classes Caracter��sticas

Iremos aqui, de�nir alguns dos principais conceitos de teoria da interse�c~ao. Listaremosalgumas propriedades de classes de Chern e de Segre, sem demonstra�c~oes. Paramaiores detalhes, pode-se consultar W. Fulton [5] ou [6] e I. Vainsencher [17].De�ni�c~ao 8 Seja X um esquema. Um divisor de Cartier D em X �e dado por umacobertura aberta a�m de X, juntamente com um elemento invert��vel fi no anel totalde fra�c~oes K(Ui) do anel de coordenadas �(Ui), tal que fifj �e invert��vel em �(Uij), comUij = Ui \ Uj; 8 i; j.Nota�c~ao. D = (fUig; fi), onde os fi's s~ao as equa�c~oes locais do divisor.De�ni�c~ao 9 Seja D = (fUig; fi) um divisor de Cartier em X. O ciclo associado aD �e de�nido por [D] =X ordV (D)Vonde cada V �e uma subvariedade fechada de X de codimens~ao 1, e o coe�ciente �edado por ordV (D) = ordVi(fi); Vi = V \ Ui 6= ;;onde ordVi(fi) = ` (OX;Vi=hai)� ` (OX;Vi=hbi), com fi = ab .
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Seja D = (fUig; fi) um divisor de Cartier em X. O �brado em retas associado a D,denotado por O(D), �e de�nido pelas fun�c~oes de transi�c~ao fij = fifj em Uij.Proposi�c~ao 3.1 Seja L! X um �brado em retas sobre uma variedade. Ent~ao existeum divisor de Cartier D em X tal que O(D) �e isomorfo a L.De�ni�c~ao 10 Seja z = Pki=0mi[Pi] um ciclo em Pn. Se mk 6= 0, de�nimos o graude z por, degz = mk:Se X �e uma subvariedade de Pn e [X] = z como acima, de�nimos o grau de X comosendo, degX = degz = mk:De�ni�c~ao 11 Seja L um �brado em retas e seja V uma subvariedade de X. Seja Dum divisor de Cartier em V tal que O(D) seja isomorfo �a restri�c~ao LjV . De�nimosc1(L) \ V := [D]Seja C�X o grupo de ciclos sobre X. Dizemos que dois ciclos s~ao racionalmenteequivalentes, se esses diferem por um divisor de uma fun�c~ao racional. Seja A�X ogrupo de ciclos de X m�odulo equivalência racional. Para um ciclo arbitr�ario z =PmiVi, de�nimos o operador 1a classe de Chernc1(L) : C�X ! A�Xz =PmiVi 7! c1(L) \ z := Pmic1(L) \ Vi:De�ni�c~ao 12 Seja D um divisor de Cartier em X e seja V uma subvariedade dedimens~ao k. De�nimos a classe de interse�c~ao de V com D pela f�ormulaD:V = c1(O(D)) \ V em Ak�1(V \ jDj)onde jDj �e o suporte do divisor D.Proposi�c~ao 3.2 (Propriedades da 1a classe de Chern)(a) Seja X uma variedade de dimens~ao n e seja D um divisor de Cartier em X.Ent~ao, c1(O(D)) \ [X] = [D]:(b) Sejam L, M �brados em retas sobre X. Ent~ao,c1(L
M) = c1(L) + c1(M):(c) Seja f : X 0 ! X um mor�smo plano. Ent~ao, para cada ciclo z 2 C�X valef �(c1(L) \ z) = c1(f �L) \ f �zonde L �e um �brado em retas sobre X.(d) (F�ormula de proje�c~ao) Seja p : X 0 ! X um mor�smo pr�oprio. Ent~ao, para cadaciclo z0 2 C�X 0 temos, p�(c1(p�L) \ z0) = c1(L) \ p�z0:



3. CLASSES CARACTER�ISTICAS 53
Lema 3.3 Seja X uma variedade e seja L ! X um �brado em retas. Se z �e umciclo equivalente a zero em X, ent~ao

c1(L) \ z = 0:
Portanto, a 1a classe de Chern induz um operador, denotado ainda por c1(L) : A�X !A�X, que leva \classes" de k-ciclos em \classes" de (k � 1)-ciclos.
Proposi�c~ao 3.4 Seja X � Pn uma subvariedade fechada de dimens~ao k e grau d,como na de�ni�c~ao 10. Seja h = c1(O(1)). Ent~ao,

degX = hk \ [X]:
Classicamente denotamos, degX = Z Xhk.Seja f : F ! X um �brado vetorial de posto r+1. Construiremos classes de Segresi e de Chern ci, como operadores em A�X, o grupo de ciclos m�odulo equivalênciaracional. Ff

��X oo p P(F ) oo OF (1)De�ni�c~ao 13 Seja z 2 AkX. Temos ent~ao p�z 2 Ak+rP(F ). De�nimos
si(F ) \ z = p�(c1(OF (1))r+i \ p�z) 2 Ak�iX:

O operador si(F ) : A�X ! A�X �e a i-�esima classe de Segre do �brado vetorial F .
Proposi�c~ao 3.5 (Propriedades das classes de Segre)(a) s0(F ) = 1, ou seja, �e o operador identidade.(b) si(F ) = 0, para i < 0 e para i > dimX.(c) Seja g : X 0 ! X um mor�smo plano e z 2 A�X. Ent~ao,

si(g�F ) \ g�z = g�(si(F ) \ z):
(d)(F�ormula de proje�c~ao) Seja p : X 0 ! X um mor�smo pr�oprio e z0 2 A�X 0. Ent~ao,

p�(si(p�F ) \ z0) = si(F ) \ p�z0:
(e) Se E;F s~ao �brados vetoriais sobre X e z 2 A�X, ent~ao

si(E) \ sj(F ) \ z = sj(F ) \ si(E) \ z:
(f) Se F �e um �brado em retas, temos

s1(F ) = �c1(F ):
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De�ni�c~ao 14 Seja F ! X um �brado vetorial, e dimX = n. De�nimos o operadorclasse de Segre total de F pela f�ormula,

s(F ) = s0(F ) + s1(F ) + � � �+ sn(F ):
Sabendo que s0(F ) = 1, e que os operadores si(F ) e sj(F ) com i; j � 1 s~ao nilpotentese comutam, temos que s(F ) �e invert��vel no anel End(A�X) dos endomor�smos deA�X. De�nimos ent~ao,
De�ni�c~ao 15 A classe de Chern total de F , �e o operador que de�ne a inversa deSegre, ou seja,

c(F ) = s(F )�1 = c0 + c1 + c2 � � � = 1� s1 + s21 � s2 + � � �
As classes de Chern satisfazem a propriedades an�alogas �as formulas de Segre listadasna proposi�c~ao (3.5). Por�em, temos a acrescentar outras duas propriedades:
Proposi�c~ao 3.6 (Propriedades das classes de Chern)(a) Seja F ! X um �brado de posto r + 1. Ent~ao, ci(F ) = 0, para i > r + 1.(b) (F�ormula de Whitney) Seja F 0� F � F 00 seq�'uência exata de �brados vetoriais.Ent~ao, c(F ) = c(F 0)c(F 00);
isto �e, para cada k, ck(F ) = X

i+j=k ci(F 0)cj(F 00):
A �ultima propriedade das classes de Chern, vale tamb�em para as classes de Segre. Aprova desse fato, usa uma importante t�ecnica, conhecida como Princ��pio da cis~ao.
Teorema 3.7 (Princ�ipio da cis~ao) Seja fEig uma fam��lia �nita de �brados vetoriaissobre X. Ent~ao existe um mor�smo plano f : X 0 ! X tal que(a) Cada f �Ei admite �ltra�c~ao por sub�brados cujos quocientes sucessivos s~ao �bradosde posto 1.(b) O homomor�smo f � : A�X ! A�X 0 �e injetivo.

Para �nalizar as nossas notas, vamos calcular a classe de Chern total de TPn, o�brado tangente de Pn. Considere a seq�uência de Euler:
O� O(1)�n+1 � TPn:

Seja h = c1(O(1)). Ent~ao, pela f�ormula de Whitney temos que c(TPn) = (1 + h)n+1.
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4 C�alculo com o singular

int i,j,n; n=3;def comma=",";string st="(";for(i=1;i<=n;i++){for(j=1;j<=n;j++){st=st+"x"+string(i)+string(j)+comma;}}st;for(i=1;i<=n;i++){for(j=1;j<=n;j++){st=st+"y"+string(i)+string(j)+comma;}}st;st=string(st[1..size(st)-1])+")";st;execute("ring r=0,"+st+",dp");ideal xx,yy;for(i=1;i<=n^2;i++){xx[i]=var(i);yy[i]=var(i+n^2);}matrix X[n][n]=xx[1..n^2];matrix Y[n][n]=yy[1..n^2];string(X);X,Y=subst(X,X[n,n],X[n,n]-trace(X)),subst(Y,Y[n,n],Y[n,n]-trace(Y));hilb(std((ideal(X*Y-Y*X))));SINGULAR /A Computer Algebra System for Polynomial Computations / version3-0-0 0<by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ May 2005FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \(x11,x12,x13,x21,x22,x23,x31,x32,x33,(x11,x12,x13,x21,x22,x23,x31,x32,x33,y11,y12,y13,y21,y22,y23,y31,y32,y33,(x11,x12,x13,x21,x22,x23,x31,x32,x33,y11,y12,y13,y21,y22,y23,y31,y32,y33)// 1 t^0// -8 t^2// 2 t^3// 31 t^4// -32 t^5// -25 t^6// 58 t^7// -32 t^8// 4 t^9// 1 t^10
// 1 t^0
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// 6 t^1// 13 t^2// 10 t^3// 1 t^4// dimension (proj.) = 11// degree (proj.) = 31Auf Wiedersehen.
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