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Resumo

Macedo, Abiel Costa. Método de Ponto Proximal para Otimizacao. Goiania,
2009. 60p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

O Método de Ponto Proximal é um método bastante estudado na Otimizacdo continua,
em especial na Otimizacao convexa. Nosso objetivo € usd-lo para minimizar fun¢des que
ndo sejam necessariamente convexas € assim ampliar o alcance deste método. O trabalho
serd elaborado sobre funcdes dadas como o supremo de fun¢des diferencidveis. Com
relacdo as fungdes diferencidveis serd exigido que o gradiente seja Lipschitz. Finalmente,
mostraremos que o método, aplicado a esta classe de fung¢des, fica bem definido e a

sequéncia gerada converge para um ponto de minimo.

Palavras—chave

Otimizagdo Continua, convergéncia local e Método de Ponto Proximal.



Abstract

Macedo, Abiel Costa. Proximal Point Method for Optimization. Goiania,
2009. 60p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemdtica e Estatistica, Univer-
sidade Federal de Goiés.

The Proximal Point Method is quite studied in continuous Optimization, specially in the
convex Optimization. Our goal is to use the method to minimize functions that are not
necessarily convex, in order to expand the range of application of this method. The work
will be presented for objective functions given by supreme of differentiable functions.
With respect to these differentiable functions are required that its gradients are Lipschitz.
For concluding, will be shown that the proximal point method is well-defined and the

generated sequence converges for a minimizer of the objetive function.

Keywords

Continuous Optimization, local convergence and Proximal Point Method.
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Notacoes

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seguem aqui uma lista de notacdes utilizadas durante o texto.

. R € o conjunto dos nimeros reais.

. R é o conjunto dos vetores reais da forma x = (x1,x2,...,X,) -
||x|| é a norma euclidiana de x € R".
||x||1 é a norma da soma de x € R”.
(x,y) é o produto interno euclidiano entre x € R" e y € R".

. e; ¢ um vetor de zeros, com o valor 1 na posi¢ao i.

. f'(x,d) é a derivada direcional de uma fung¢io convexa calculado em x € R” numa

direcdo d € R".

. f°(x,d) é a derivada direcional generalizada de uma funco localmente Lipschitz

calculado em x € R" numa direcdo d € R".
df(x) é o subdiferencial de uma fungdo convexa calculado em x € R”.

d.f(x) é o subdiferencial generalizado de Clarke de uma fun¢fo localmente

Lipschitz calculado em x € R".
Bg(x) é a bola aberta com raio 8 e centro x € R”.
Bg|x] é a bola fechada com raio J e centro x € R”.

Lip; (V) € o conjunto das func¢@o g : R” — R” Lipschitz em V C R” com constante
L>0.

dom f € o dominio efetivo, ou apenas dominio, de f : R” — RU{+eo}.
L¢(c) é o cojunto de nivel ¢ € R de f.

int(V') € o conjunto dos pontos interiores de V. C R".
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17.

18.

19.

20.

conv(V) é o fecho convexo do conjunto V C R”.
fF=inf{f(x) : x € R"}.
argmin, . {g(x)} sdo os pontos x’ € R" onde g assume o valor minimo.

P(R™) é o conjunto das partes de R”.



Introducao

Nesta dissertacdo estudaremos o método de Ponto Proximal, introduzido por

Martinet [10] e Rockafellar [14], que se destina a resolver o problema

min f(x). (0-1)

xeR”

O método de ponto proximal é reconhecidamente uma ferramenta eficiente na resolugcao
de problemas de Otimizacgdo, através de aplicacdes direta ou no desenvolvimento de
métodos para Lagrangeanos Aumentados cldssicos ou generalizados. Os trabalhos [5]
e [6] fazem um estudo detalhado do método de ponto proximal e diversas aplicacdes.

Muitos trabalhos foram produzidos com o objetivo de estender o dominio de
aplicagdo deste método a outros contextos. Extensdes particularmente interessantes sao
aquelas que tratam do estudo de aplicagdes locais deste método, entre os quais citamos
Kaplan e Tichatschke [8], o qual é a base desta dissertacdo, Hare e Sagastizabal [3],
que aplica o método de Ponto Proximal a uma classe de fungdes conhecida como
"Lower — C%". Ainda em um contexto mais amplo citamos os trabalhos de Pennanen [11],
[12] e [13] que tratam da extensdo do método (local) a operadores mondtonos e a certas
classes de operadores ndo-mon6tonos.

Nosso objetivo principal € aplicar o método para minimizar funcdes do tipo
f:R" — RU{+eo}, que ndo sejam necessariamente convexas. Estas fungdes, sobre as
quais € aplicado o método, sd@o dadas como o supremo de fun¢des diferencidveis. Mais
especificamente, sejam 7 C R™, Q C R” um conjunto aberto e convexoe ¢ : R" x T —

R U {+eo}. Suponhamos que a fungio

¢ :R" — RU{+oo}
X = (PT<X) Z:(P()C,T),

seja continuamente diferencidvel em Q para todo T € 7. Defina f : R” — RU{+o0} como

[ (x) = sup @r(x).

teT

A sequéncia produzida pelo método de Ponto Proximal é formalmente descrita do seguinte
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modo. Dados a sequéncia {A;} de nimeros reais positivos e um ponto de partida xo €

dom(f), as iteradas sdo produzidas pela seguinte relacio:
k+1 . _ : M 112 —
7T = argmin, cpa f(x)—i—?Hx— II“ ¢, k=0,1,....

A boa defini¢cao da sequéncia gerada pelo método vem ao exigirmos, entre outras coisas,
que o gradiente das funcdes @ sejam Lipschitz e que f seja semicontinua inferiormente.
Mais ainda, impondo algumas condi¢des sobre f e seus subdiferenciais, em um deter-
minado conjunto de nivel, podemos garantir a convergéncia desta sequéncia para uma
solucdo do problema (0-1).

Esta dissertacdo estd dividida da seguinte forma. No Capitulo 1 € feita uma boa
explanacdo sobre andlise convexa onde sdo apresentados conceitos importantes como
conjuntos convexos, funcdes convexas, derivada direcional e subdiferencial de fungdes
convexas, com o intuito principal de ndo deixar didvidas com respeito aos resultados
utilizados nos Capitulos 4 e para tornar o trabalho auto contido. Quando € dito "ndo deixar
dividas", faz-se referéncia a forma da funcéo objetivo f : R" — R U {+e0} pois é pouco
comum na literatura trabalhar-se com este tipo de funcao, a qual acarreta maiores detalhes
nas provas de alguns resultados cldssicos para fungdes a valores reais, isto €, funcdes do
tipo f: R" — R. Um boa referéncia que trabalha com este tipo de funcdo é o livro de
Hiriart-Urruty, J.-B e Lemaréchal, C. [4].

No Capitulo 2 fazemos uma andlise de convergéncia do método de ponto proxi-
mal para problemas de Otimizacdo convexa.

No Capitulo 3 fazemos uma introducao a Teoria Diferencial Generalizada, onde é
estendido os conceitos de diferenciabilidade de funcdes convexas para fungdes localmente
Lipschitz. Esta extensdo € devida a Clarke, F. H. [2].

Por fim no Capitulo 4 definimos formalmente as funcdes as quais aplicamos
o método de ponto proximal e ainda € enunciamos e demonstramos o teorema de

convergéncia do método, que € o resultado principal desta dissertacao.



CAPITULO 1

Analise Convexa

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos de andlise e andlise convexa, como
conjuntos convexos, funcdes convexas, derivada direcional e subdiferencial de fungdes

convexas.

1.1 Elementos de Analise

Nesta secdo apresentamos alguns conceitos bdsicos de andlise que terdo uma
importancia crucial neste trabalho. Neste secdo fizemos uso das seguintes referéncias [1],

[7].

Definicao 1.1 Seja W C R" um subespago linear. Dizemos que p : W — R é um funcional

subaditivo se para todo x,y € W tivermos

p(x+y) < p(x)+p().

Dizemos também que p € positivamente homogéneo se para todo x € R" et € Ry \ {0}

p(tx) = 1p(x).

Proposicao 1.2 Sejam W C R" um subespaco linear e p : W — R um funcional subadi-

tivo, positivamente homogéneo. Entdo temos as seguintes propriedades.
i) p(0)=0,
ii) p(—x) = —p(x),
iii) para todot € R temos p(tx) > tp(x).
Prova. (i) Tome x = 0. Como p € positivamente homogéneo temos que p(0) = 1p(0),
qualquer que sejat > 0. Logo p(0) = 0. (if) Agora, de i, juntamente com a subaditividade

de p, obtemos que 0 = p(x —x) < p(x) + p(—x) entdo p(—x) > —p(x). (iii) Combinando

os itens i e ii com p ser positivamente homogéneo o resultado segue. 0
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Definicao 1.3 (Funcional Linear) Seja W C R" um subespaco linear. Dizemos que h :

W — R é um funcional linear se para todo x,y € W e t,r € R tivermos
h(tx+ry) = th(x) + rh(y).

Teorema 1.4 (Hahn-Banach) Sejam W C R" um subespaco linear proprio ndo vazio,
p: R" — R um funcional subaditivo, positivamente homogéneo e h: W — R um funcional
linear tais que

h(x) < p(x), VxeW.

Entdo existe um funcional linear H : R" — R tal que

H(x) =h(x), VxeWw e H(y) <p(y), VyeR" (1-1)

Prova. Suponhamos inicialmente que m < n seja a dimensdo de W. Assim tome z € R"\ W
e W’ o subespago gerado por z e W. Desta forma, se w € W' entdo w = 1z + x, para algum

x €W et eR. Agora defina A’ como
W(tz+x)=th'(z) +h(x), xeW, teR,
onde //(z) = ¢ serd um niimero constante tal que
tc+h(x) < p(tz+x), VxeW, teR. (1-2)
Com /' assim definido, 4’ é um funcional linear sobre W' satisfazendo
B(x)=h(x), VxeWw e W) <pl), Vyew.

Assim falta apenas mostrar que sempre € possivel escolher este nimero c. Para isso,

observe que (1-2) é equivalente a

c< p(z+§) —h(;)a

parat > 0. Parat < 0, pela Proposi¢ao 1.2 item ii, (1-2) é equivalente a

X X
> p(—z—=)—h(>
¢> —p(~z=7) = h(;

).

Para o caso em que ¢ = 0 qualquer numero ¢ serve. Entdo, dados y',y"” € W, pela

Proposicao 1.2 item ii teremos

(") —h(y") <p(y" =y)=p0'+z—y —2) <p(y'+2)+p(—y —2),
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que implica
—h(y")+p(y"' +2) = —h(y') — p(—=y —2).

Fazendo ¢ = infyrey (—h(y") + p(y" +2)) e ¢ = supycy (—h(y') — p(—)' —z)) teremos
que ¢’ > ¢. Assim tomando ¢ € [¢”, '], (1-2) € satisfeita. Repetindo este processo um
numero finito de vezes encontramos um funcional linear H que satisfaz (1-1). O

Teorema 1.5 (Riesz) Seja h: R" — R um funcional linear. Entdo existe s € R" tal que

h(x) = (s,x), VxeR"

Prova. Seja ey, ep,...,e, a base candnica de R". Assim qualquer que seja x € R”
existem xp, x3,...,X, tais que x = xjej + xpe2 + - -+ + xpe,. Portanto tomando o vetor
s = (h(ey), h(ea),...,h(e,)) o resultado segue. O

Definicao 1.6 Sejam g : R" — R", V C R" e L > 0 uma constante. Dizemos que g é

Lipschitz em V, com constante L > 0, se

llg(x) =gl < Ljlx—yll, Vx,yeV.

Denotamos o conjunto de todas as fun¢des Lipschitz em V, com constante L, por Lip; (V).
E importante ressaltar que nesta dissertacio tabalhamos com funcgdes definida em R” que

tomam valores em R U {+eo}, isto &,
fiR" = RU{+Hoo}.
Chamamos de dominio efetivo, ou apenas dominio, de f o conjunto
domf={xeR": f(x) < Hoo}.

Vejamos agora alguns conceitos e resultados para este tipo de funcgao.
Defini¢do 1.7 Sejam Q C R" ¢ f : R" — RU{+oo}. Dizemos que f : R* — RU {+oo} ¢

a restri¢do de f ao conjunto Q se

) = fx),  xeqQ,

+o0, caso contrdrio.

Usamos a seguinte notacdo f = f, o para a restri¢do de f ao conjunto €.
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Com relagdo a diferenciabilidade de f : R” — RU {+4o0} em um ponto consideraremos
o conceito usual de diferenciabilidade, notando apenas que este ponto deve pertencer ao
interior do dominio de f. Naturalmente se define a diferenciabilidade sobre um conjunto

V C R”", novamente, notando apenas que V C int(dom f).

Definicdo 1.8 Sejam f: R" — RU{+e}, V C R" e L > 0 uma constante. Dizemos que
f € Lipschitz em 'V, com constante L > 0, se V C dom(f) e

|f(x) = f()| < Lllx—yl, Vx,yeV.

A definicdo seguinte é dada para caracterizar a notacao usada.

Definicdo 1.9 Defina bola aberta e bola fechada com centro em x € R" e raio & como

sendo, respectivamente,
Bs(x) ={yeR":[x—y[| <8},  Bs]={yeR":[x—y|| <3}

Definicdo 1.10 A funcdo f: R" — RU{+eo} é dita Lipschitz em x € R", com constante
Ly > 0, se existe & > 0 tal que f € Lip; (Bs(x)). E ainda, f ¢ dita localmente Lipschitz
emV se ela é Lipschitz em cada ponto x € V e localmente Lipschitz se ela é localmente

Lipschitz em dom f.
Observacao 1.11 Note que o dominio de uma fungdo localmente Lipschitz é aberto.

Definicdo 1.12 Seja f : R" — RU {+4oo}. Dizemos que f é semicontinua inferiormente
em x € R" quando
liminf /() > f(x).
y—x

Dizemos ainda que f é semicotinua inferiormente se é semicotinua inferiormente Vx € R".

Definicdo 1.13 Seja f: R" — RU{+oo}. Dizemos ainda que f é semicontinua superior-
mente em x € R" quando
limsup f(y) < f(x).

y—x
Dizemos ainda que f é semicotinua superiormente se é semicotinua superiormente

Vx € R™

1.2 Conjuntos Convexos

Nesta secdo definiremos o que vem a ser conjuntos convexos e daremos algumas

propriedades. Neste sec@o fizemos uso das seguintes referéncias [15], [14] e [4].
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Defini¢iio 1.14 Um conjunto C C R" é dito convexo se, para todo o € [0,1] e x, X' € C,
o+ (1—a)x eC.

Definicao 1.15 Seja X € R" um conjunto ndo vazio. Chamamos de fecho convexo de X o

conjunto

-

-
conv{X} = {Zoc,-xizoc,-e 0,1, x;eX,i=1,2,...,r, o =1}.
i=1

1

Proposicao 1.16 Seja X € R" um conjunto compacto. Entdo o fecho convexo de X é

compacto.

Prova. Primeiro mostraremos que, se x € conv{X} entdo existem {y',y?,...,y"T!1} c X
e €[0,1],i=1,2,...,n,n+1, tais que

n+1 n+1

X = Z)\.l’yi, Z}\'izl-
i=1

i=1

Mostremos, pela definicio de fecho convexo existem {x', x?,... . x"} C X e A; € [0,1],

i=1,2,...,r,tais que
r r
x:Zkix’, Zkizl.
i=1 i=1

De fato, para r < n+ 1 o resultado é obvio. Suponhamos entao que r > n+ 1, onde A; # 0,

2 r

i=1,2,...,r. Assim {x! —x", x> —x",..., x"1 -

x"} C R" é um conjunto linearmente

dependente, isto é, existe {Y1,Y2,...,Yr—1}, Vi # O para algum i, tal que
r—1 )
Y v =2 =0. (1-3)
i=1

Agora, tome Y, = — Zf;ll Y faca (v, /Mi,) = max;—1 2. (Yi/Ai) e defina
A Vi ¥
_—y _ﬂ_’) oy Dy
P ( i Ai Yo !
Consequentemente 3; > f3;,, = 0, e ainda
r r 7\11 r r
YBi=YhN-—"Y =Y N=1,
i=1 i=1 Yim i=1 i=1

que, juntamente com (1-3), nos d4

r . r . xi r . r .
Y Bix' =) Aix' — Y—'" Yix' =) hix' =x.
i=1 i=1 im =1 i=1
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Assim, por B; = 0, podemos reindexar a sequéncia {f3;} tal que

r—1 ] r—1
ZBixl:x7 ZBlzl
i=1 i=1

Repetindo este processo um nimero finito de vezes obteremos A; >0, parai=1,2,...,n+

1, e um conjunto {y', y?,...,y" "1} c {x',x%,..., ¥} C X, tais que

n+1 n+1

Zkiyi:x, Z?»,-zl.
i=1 i=1

. k A . ~ . k
Sendo assim, tome agora {x*} C conv{X } uma sequéncia qualquer. Entdo existem A >0

ex{-‘ €Xvparai=1,2,--- ,n+1, tais que

k
n+1

obter subsequéncias {x"/} e {kfj } tais que

Como X é compacto e (M, A, ..., Ak ) € B [0] para todo k, na norma da soma, podemos

. kj = . kj 5
limx’ =% €X, lim A7 =A; >0,
Jj—oo Jj—oo
para cada i, com Z?ill A; = 1. Entdo

n+1 ki ki n+l_
lim % = lim Y A7x7 =} Aw =75,
=1 i=1

implicando que x € convX. Portanto, toda sequéncia contida em convX possui uma

subsequéncia convergente, isto €, convX € compacto. 0

Definicao 1.17 (Funcional de Minkowski de um conjunto convexo) Seja C C R" um

conjunto convexo e aberto tal que 0 € C. Para todo x € R" defina p : R" — R por
p(x) =inf{oe>0:a 'x € C}.

O funcinal p é denominado funcional de Minkowski de C. A proposi¢do seguinte item i

implica que o funcional de Minkowski estd bem definido.

Proposicao 1.18 Sejam C C R" um conjunto convexo e aberto, tal que 0 € C, e p o

funcinal de Minkowski de C. Entdo temos as seguintes propriedades

i) existe M > 0 tal que 0 < p(x) < M||x|| qualquer seja x € R";
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i) C={xeR":p(x) <1};

iii) p é um funcional subaditivo e positivamente homogéneo.

Prova. (i) Como C é aberto e 0 € C, existe 8y > 0 tal que Bg,(0) C C. Assim, para todo
x € R"\ {0}, temos que dpx/(2||x||) € C implicando que

2
p(x) < —llxll,  VxeR™
do

Portanto tome M = 2/3.
(ii) Se x € C, como C ¢ aberto, (1 +¢€)x € C, para € > 0 suficientemente pequeno. Assim
p(x) <1/(14¢€) < 1,isto é,

CC{xeR":px) <1}

Agora, se p(x) < 1, existe o € (p(x),1) tal que o~'x € C. Por outo lado, como C é
1

convexo, x = o0 'x)+ (1 —a)0 € C. O que mostra a igualdade.
(iii) Dado r > 0 e x € R" faca y = tx. Entdo

: y . , x , o

p(tx) = p(y) =inf{a>0: 5 € C}=inf{ra’ >0: o € C}=1p(x), o=
Agora tome x,y € R" e € > 0 arbitrdrios. Pela defini¢do de p existem 7,7’ > 0 tais que
p(x)<r <px)+e, ply) <r’' <pl)+eex/r,y/r" € C.Parar=7r+r", aconvexidade
de C implica que
x+y rFx My

—S+=2€C,
r rr rr

Assim p(x+y) <r=r"+r" < p(x)+ p(y) 4+ 2e. Como € é arbitrario o resultado segue-se.
0J

O préximo teorema também € conhecido por Teorema da Separacgao.

Teorema 1.19 (Primeira forma geométrica de Hahn-Banach) Sejam Cy C R" e C; C R"
conjuntos convexos ndo vazio e disjuntos. Suponhamos também que C; seja aberto. Entdo
existem a € R"\ {0} e ¢ € R tais que

(a,x) <c<{a,y) VxeCi,VyeC(,.

Para demonstrar este teorema usaremos o seguinte resultado.

Lema 1.20 Sejam C C R" um conjunto convexo, aberto e ndo vazio e xo € R"\ C. Entdo
existe a € R"\ {0} tal que (a,x) < {(a,xo) para todo x € C.

Prova. Inicialmente tome yy € C e faga C' = C —yp = {x—yo : x € C}. Deste modo, temos

que x’ = xo—yo ¢ C' e C' é convexo, aberto e ndo vazio. Assim tomando W = {zx" : t € R},
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h: W — R um funcional linear, definido por h(x) = h(tx') = ¢, e p o funcional de

Minkowski de C’ temos, pela Proposi¢do 1.2 item iii, que
p(x) = p(tx') > tp(x') > t = h(x).
Entdo, pelo Teorema de Hahn-Banach (1.4), existe H : R"” — R, funcional lienar, tal que
H(x) < p(x), Vx e R", H(x)=h(x) VxeWw.

Assim, pela Proposi¢do 1.18 item ii, H(x) < 1 = H(x') para todo x € C’, isto é,
H(x) < H(xo) para todo x € C. Portanto usando o Teorema de Riesz 1.5 o resultado
segue-se. 0

Prova.(Teorema 1.19) Primeiro facamos C=C, —C; = {x—y: x € C3, x € C}}. Assim
0 ¢ C e C ¢é aberto, convexo, pois C; e Cp sdo convexos, disjuntos e C, é aberto
(C = Uyec, C2 —)- Entdo, pelo Lema 1.20 existe a € R" \ {0} tal que

{a,x) <0, VxeC,

isto é,
(a,x) < {a,y) VYxeC;,VyeCQC,.

Tomando ¢ € [sup,c, {(a,x),infyec, (a,y)] obtemos o resultado. O

O préximo teorema também € conhecido por Teorema da Separagdo Estrita.

Teorema 1.21 (Segunda forma geométrica de Hahn Banach) Sejam C; C R" e C; C R”
conjuntos convexos ndo vazio e disjuntos. Suponhamos também que C seja fechado e C>

compacto. Entdo existem a € R"\ {0} e ¢ € R tais que
(a,x) <c<{a,y) VxeCi,VyeC(,.

Prova. Primeiramente observe que, por C; € fechado, C, € compacto e C; NC, = 0, existe
€ > 0 tal que C] = Cj + B¢(0) e C) = C, + B¢(0) sdo disjuntos. Pois, se ndo, existiriam
sequencias x* € Cy e y* € C, tais que ||x* —yk|| < 1/k, como C, é compacto, passando
a uma subsequéncia temos que lim;_... y* = 7, entdo x% — § e assim, por C; e C, serem
fechados, y € C; NC; que ndo pode ser. Assim C} e C} sdo abertos, convexos e disjunto.

Entdo, pelo o Teorema 1.19, existem a € R" e ¢ € R tais que

(ax) <c<{ay) VxeC, Vyea,
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entao
€ €
<a,x+§z>§c§<a,y+5w>, VxeCy, Vye(C, Vz,weadB(0),

onde dB;(0) denota a fronteira da bola. Observando que a € R"\ {0}, faga z =a/||a|| e

w = —a/||a|| o que nos da
€ €
(a,x) + EHaH <c<{a,y)— EHaH Vx e C, Vy € C.

Assim o teorema fica demonstrado. ]

Definicao 1.22 Seja C C R" um conjunto convexo. Dizemos que v € R" é uma dire¢do de
recessdo de C quando
x+tvedC, VxeC,VteRy.

Proposicao 1.23 Seja C C R" um conjunto convexo, fechado, ndo vazio. Entdo C é

ilimitado se, somente se, existe uma direcdo de recessdo v € R".

Prova. Se existe uma direcio de recessdo v € R”, C € ilimitado, pois C conterd pelo menos
uma semi reta.

Suponhamos que C ¢ ilimitado. Assim tome x € C fixo e {x*} C C\ {x}, uma
sequéncia tal que ||x* — x| tende para infinito. Tome ainda {V}, definida por v} =
(x* —x)/||x* — x||, e v um ponto de acumulagio de {V*}. Observe que, pela convexidade

de C,
t

t
x+nk= (1— k )x—{— k xkEC,
[ —x]| [l —x]|

para k suficientemente grande. Como C € fechado, x+tv € C.

Agora mostraremos que y+tv € C qualquer que sejay € C et > (0. Assim tome y € C
et >0,sey=x+tv para algum ¢/ > 0 o resultado é imediato. Entdo, supondo que

y # x+1t'v qualquer que seja ¢’ > 0, faga {y*} C C tal que y* = x + ktv para todo k e

vl

Iy* = x|

e v

bF = =)

OV =y =v+

Claramente limy_,, vk = v. Entdo, por C é convexo, fechado e

tiv tv
y_|_tvk:<1_ kH | >y+ kH | Fec,
vk —x|] [|y% —x||

para k maior que algum k’, segue-se que y + v = limy_..y +#v* € C. O que conclui a

prova. 0
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1.3 Funcoes Convexas

Nesta sec@o definiremos funcdes convexas e apresentamos alguns resultados
importantes sobre as mesmas. Neste secdo fizemos uso das seguintes referéncias [15],
[14] e [4].

Defini¢do 1.24 Dada f : R" — RU {+co} temos que

i) f é convexa se para todo x, y € R"
flox+(1—a)y) <of(x)+(1-a)f(y),  Voael01].

Se a desigualdade for estrita para todo o. € (0,1) e x,y distintos dizemos que f é

estritamente convexa.

ii) f é fortemente convexa, com médulo u > 0, se para todo x, y € R"
flo+(1=a)y) <af(x)+(1—0) f(y) —pou(1 —a) [x—y[*, Vee[0,1]. (1-4)

Observacao 1.25 Se uma fungdo f é convexa o dom f é um conjunto convexo. Pois se f
é convexa e x,y € dom f entdo f(ox+ (1 —a)y) € dom f para a € [0, 1].

Observacdo 1.26 Sejam f:R" — RU{+oe} convexa e C C dom f um conjunto convexo.
Entdo a fungdo f : R" — RU {+oo} definida por

) = fx),  xeC,

o0, caso contrdrio,

que é a restricdo de f a C, é convexa. Esta afirmacdo é imediatamente verificada. O

mesmo vale para fungoes estritamente convexas e fortemente convexas.

Teorema 1.27 Seja f: R" — RU{+o} uma funcdo convexa. Entdo, para toda cole¢do
de pontos {x1,x,...,x;} em R" e toda colecdo {0,0y, ...,04 } em R satisfazendo o; > 0,
i=1,2,....k e

k
ZOC,‘ =1,
i=1

vale a desigualdade de Jensen, isto é,

k k
f(; ;) < ; o f(x;).

Prova. Primeiro para k = 2 € imediato, sai da definicdo. Agora, suponha indutivamente

que a relagdo é verdadeira para k — 1. Tome agora as cole¢des {x;} e {o;}, com o; > 0
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k
parai=1,2,....ke ) o; =1.Se o4 € 0 ou 1, entdo nada hd para provar. Se ndo, fixe
i=1

k-1
o=y o
i=1

k—1
e faca@; ;= a;/auparai=1,....k— 1. Observe que @; > 0e Y o; = 1. Assim,
i=1

1=

k k—1
Z olix; = O Z ox; + (1 — O()Xk.
i=1 =1

Aplicando f no somatério e usando a convexidade de f e a hipdtese de indug@o chegamos

k k=1 k-1 k
FOY o) <af (Y %) + oy f(a) < Y ouf () + o f () = Y oif(x),
i=1 i=1 i=1 i=1

0 que conclui a prova. O

Definicio 1.28 Diz-se que uma fungdo f : R" — RU{+e} é localmente limitada em
V C dom f quando para todo xy €V existem ¢ >0 e 8 > 0 tais que | f(x)| < ¢, para todo
X e B5(x0) cV.

Teorema 1.29 Se f : R" — RU {+o} é convexa, entdo f é localmente limitada no

interior do dominio de f.

Prova. Dado x( € int(dom f), assim € possivel tomar um “cubo” C C dom f, de vértices
X1,X2, ...y Xm, (m = 2") e com centro em xp. Assim para todo ponto x € C podemos

encontrar escalares o, 0, ..., O, tais que

m
x:Z(x,'x,-, a; >0, Zai: )
i=1 j

pois C = conv{x},x2,...,x, }. Sendo f uma fungdo convexa vale a desigualdade de Jensen

< f(x) < i) :=C.
fx) < izzlalf(xz) > lrglagnf(xl) ¢
Por outro lado, para qualquer x € C, podemos escolher y € C, tal que xo = (1/2)x+(1/2)y.

Entao | |
F0) £ 5£(0)+ 570,

Mas isso implica |
£ 2 2(f(x0) = 3£(3)) = 2f(x0) — .
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Portanto, qualquer que seja x € int(dom f) € possivel tomar ¢ > 0 e 8 > 0 tais que | f(x)| <
¢, para todo x € Bg(xp) C int(dom f), isto &, f € localmente limitada em int(dom f). [J

Teorema 1.30 Seja f : R" — RU {4} uma funcdo convexa. Entdo f é localmente

lipschitz no interior do dominio de f.

Prova. Dado x € int(dom f) pelo teorema anterior existem ¢ > 0 e & > 0, tais que

|f(x)| < c, para todo x € Byg(x). Assim tome y, y' € Bg(xo), com y # Y, e faca

/_
y// = yl+8ﬁ € Bzg(X()).

Observe que y' € [y,y”], segmento ligando y e y”, mais precisamente,

r_ Hy/_yH y// y
3+ [y =yl S+ ly =l

Aplicando a convexidade de f e fazendo algumas manipulagdes, obtemos

/ Hyl_y” "
fO)—fly) < m[f(y )= f)]-

Como [f(y")| <ce|f(y)| < c, temos que

=1 =]
S+ v — vl - —2c.
5+Hy/_yH[f(y )= )] < 5 c

Assim, /
106 - 100 < e

Como y e y' sdo quaisquer obtemos a desigualdade anéloga trocando y por y'. Portanto,

2
FO) = O < S =5l

Como x € int(dom f) é qualquer, f € localmente lipschitz em int(dom f). O

Proposi¢do 1.31 Sejam T C R! e y: R" x T — RU {+o0}. Defina g : R" — RU {+oo0}
como

g(x) = supy(x,T) = sup Y (x).

teT teT
Se yr : R" — RU {+oo} ¢é fortemente convexa com mddulo u > 0, para todo © € T
(respectivamente, convexa) entdo g também é fortemente convexa com modulo u > 0

(respectivamente, convexa).
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Prova. Seja x,y € R", pela definicao,
ye(owe+ (1 —a)y) < oe(x) + (1 — )y () +po(l —a)[x—y[*,  VTeT.
Assim, pelas propriedades de supremo e defini¢do de g temos

glox+ (1 —a)y) < og(x) + (1 —a)g(y) +po(1 — o) x — y[|>.

Portanto g € fortemente convexa com mdédulo u. O caso considerando apenas convexidade
¢ imediato, u = 0. 0

Definicdo 1.32 Seja [ : R" — RU{+o0}. Serd chamado de conjunto de nivel da funcdo
f associado a d € R o conjunto Ly(d) definido por

Li(d) = {x €R": f(x) < d}.

Proposi¢iio 1.33 Seja f: R" — RU{+oo}. Entdo

i) Se f é convexa, L¢(d) é um conjunto convexo qualquer que seja d € R;

ii) Se f é semicontinua inferiormente, L¢(d) é fechado qualquer que seja d € R.

Prova. (i)Dado d € R, tome x,y € L¢(d) e a € [0,1]. Como f é convexa temos que
ox+ (1l —o)yedomfe

flox+(1—a)y) <af(x)+(1-0a)f(y) <ad+ (1 -a)d =d,

entdo ox+ (1 —a)y € L¢(d). Portanto L¢(d) é convexo qualquer que seja d € R.
(ii)Dado d € R, seja {y*} C Lf(d) uma sequéncia que converge para § € R" entdo

f) < h;ninff(yk) <d.

Portanto y € L¢(d), isto é, L¢(d) é fechado qualquer que seja d € R. O

Proposicao 1.34 Seja f: R" — RU {+4oo} uma fungdo convexa semicontinua inferior-
mente. Se existe d € R tal que Lg(d) é limitado, entdo todo conjunto de nivel de f é

limitado.

Prova. Para demonstrarmos esta proposi¢do consideramos o problema equivalente. Se
existe d € R tal que L (d) é ilimitado provaremos que para qualquer ¢ € R, tal que L¢(c) #
0, o conjunto Ly (c) também ¢ ilimitado. Assim sendo, se ¢ > d temos que L¢(c) O Ly(d)



1.3 Funcdes Convexas 26

¢ ilimitado. Entdo considere ¢ < d. Podemos observar que, pela Proposi¢ao 1.23, Ly(d)

possui uma diregdo de recessido v € R”. Agora como L¢(c) C Ly(d) a semi reta
X+tv, x€L¢(c), t>0,

estd toda contida em Ly(d) e pela convexidade de f temos que

1 1 1 1
tv) = 1—— — ot <|1—— — ol
) =5 (15 )x g rram ) < (123 ) 700+ ot om),
qualquer que seja o0 > 1. Fazendo o tender para infinito, temos
flx+mv) < f(x)<c Ve > 0.

Portanto x+1v € Ly(c) para todo ¢ > 0, o que prova que L¢(c) ¢ ilimitado. O

Definicdo 1.35 Seja f : R" — R U {+4o0} uma fungcdo convexa e d € R". A derivada
direcional de f é a funcao f'(-,d) : R" — RU{—co, 4-o0} que é definida por

fr+1d) - f(x)

lim x € dom f,
f(e,d) = § 10 f
—oo x ¢ domf.

Dizemos que f’(x,d) é a derivada direcional de f no ponto x na dire¢do de d.

Observacdo 1.36 Note que, se x € (ddom f)Ndom f entdo existe d € R" em que x+td ¢
dom f para todo t > 0. Neste caso, f'(x,d) = +oo.

Teorema 1.37 Seja f: R" — RU {+oo} uma funcdo convexa. Entdo, para x € dom f e

d € R", temos que a derivada direcional de [ em x na direcdo d satisfaz

) — ing L) =S

>0 t

(1-5)

Se ainda, x € int(dom f) a derivada existe, isto é, f'(x,d) ¢é finita.

Prova. Inicialmente seja @ : R\ {0} — RU {40} definida por

flx+1d) — £x)

a(r) = HEE

Se x € (ddom f) Ndom f e d for uma diregdo para a qual f(x+td) = +oo, qualquer que
seja t > 0, teremos que P(7) = +oo, para t > 0, assim 1-5 fica estabelecida. Agora se d

ndo for uma destas dire¢des ou x € int(dom f) entdo mostraremos que ® € crescente para
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t > 0 e limitada inferiormente no caso x € int(dom f). Para isso tome 71, 1, € € R tais que

0<1t <t <eex+td € dom f qualquer que seja r € (0,€). Entdo temos que

L (0 f (et o) — i f (et i) + (12— 1) £(2)).

D(1) — (1) = P

distribuindo (1/#;) e usando a convexidade de f teremos

(1) — D(11) = <t—1f(x+t2d)+ (1= 1)~ f <%(x+tzd) - f_l)x)) >0

n\n 15}

Deste modo, da dltima expressao e da definida ®, ® € crescente para r > 0. Entdo

TR . _ o Sletid) — f(x)
f(x,d)= ltlll‘(l)lq)(t) = }25@0) = t11>1£ . .

Se x € int(dom f) escolha € > 0 tal que x+td € dom f qualquer que sejat € (—¢,€), assim

usando novamente a convexidade de f

o) @ (—78) MG td) + 3 () +Lf (xt;zgd) +(1=1) f(x) ~2/0)
1 L 1 — gy — _
(1) — d (_78) > 2f(x—|— 2d) + 2t;4(x 2d) f() > f(x)t/4f(x) -0
Portanto f’(x,d) > —oo. E bom ressaltar que € depende de x e de d. O

Teorema 1.38 Seja f : R" — RU {4} convexa e x € int(domf). Entdo f'(x,-) é

subaditiva, positivamente homogéneo e
|f' (x,d)| <K |d].

Definicao 1.39 (Subdiferencial) Seja f : R" — RU {+e} uma funcdo convexa. O sub-
diferencial de f em x € R" é o conjunto df (x) definido por

{seR": (s,d) < f'(x,d) Vd € R"}, x € dom f
af (x):=
0. x ¢ dom f

Teorema 1.40 Seja f : R" — RU {+eo} uma fungdo convexa e x € int(dom f). Entdo

i) of(x) € ndo vazio, convexo e compacto,

i) f'(x,d) = max{(s,d) :s € df(x)}.
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Os Teoramas 1.38 e 1.40 ndo serdo demonstrados agora suas provas serdo feitas em um

contexto mais amplo no Capitulo 3 (Teoremas 3.2 e 3.5 combinados com o Teorema 3.9).

Teorema 1.41 Sejam f,g : R" — RU {+o0} funcdes convexas e x € dom f Ndomg tais
que df(x) e dg(x) sejam ndo vazios. Entdo

A(f +8)(x) = 9f (x) +0g(x).
Prova. Tome s € df (x) e w € dg(x), entdo pela defini¢do temos

(s,d) < f'(x,d), (w,d) < g'(x,d) Vd € R".

Em consequéncia das propriedade de limite temos que

(f+ ) (x.d) = lim L&) = I +8lx+1d) — ()

in t = f(x,d)+ ¢ (x.d).

Entao
(s+wd) < f'(x,d)+¢ (x,d) = (f+g)(x,d), VdeR"

portanto s +w € 9(f + g)(x).
Suponhamos agora que exista z € d(f + g)(x) \ (df(x) + dg(x)). Pela compacidade de
df(x) 4+ dg(x) e pelo Teorema da Separacéo Estrita 1.21 existe a € R" tal que

(awts) <c<lag) < (Fe)(ma)=f(na)+d(ma)  Ywedf(x), Vseag(),
que € um absurdo pois, pelo Teorema 1.40, exite um wo + 5o € (df(x) +dg(x)) tal que
{a,s0) = f'(x,a), (a,wo) = &' (x,a).

Portanto d(f + g)(x) = df (x) + dg(x). O

Proposicdo 1.42 Sejam f: R" — RU{+4oo} e x € dom f.

i) se f é convexa, entdo s € df(x) se, e somente se,

fO) > fx)+(s,y—x), VyeR" (1-6)

ii) se f éfortemente convexa com modulo p, entdo s € df(x) se, e somente se,

fO) = fx)+(s,y—x)+ullx—y|>,  VyeR" (1-7)
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Prova. (i)Primeiro suponhamos que s € df(x) entdo, pela defini¢cdo de subdiferencial e
pelo Teorema 1.37, temos que
fatily—x) - fx)

(s,y—x) < . ) VyeR" Vre(0,1].

Assim tomando t = 1 obtemos o que desejadvamos. Suponhamos agora que, para s € R",
(1-6) seja vélida. Entdo, paratodod € R" et € R+.

fx+1td)— f(x) > (s,td) .

Portanto

, . d) — )
7, d) :ltllr(r)lf(x+t t) fx) > lim (s.d) = (s.d).

que implica que s € df(x).
(if) Suponhamos que s € df(x), assim dividindo (1-4), parax#ye a € (0,1), por o(1 — )

temos

frtoaly—x) - fx) < fO) —f)

i _ul12
a Y E

fazendo o tender a zero pela direita temos que
FO) = f) —pllx=yI? > fxy—x) > (sy—x),  VyeR"
Suponhamos agora que para um s € R" seja valida (1-7). Entdo, paratodod € R" et € R+
flxtid) = f(x) > (s,2d) +tud|*,
dividindo a expressdo por ¢ e fazendo ¢ tender a O obtemos
f(x,d) > (s,d) +u|d|? > (s,d), VdecR"
Portanto s € df(x). O

Proposicdo 1.43 Seja f: R" — RU{+o} convexa e diferencidvel em x € int(dom f).
Entdo of (x) = {Vf(x)} qualquer que seja x € int(dom f).

Prova. Como f é diferencidvel em x € int(dom f) temos que

)t G S0 L Flebid) — £

=(V d Vd € R".
im £ i (Vf().d),  Vde
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Assim Vf(x) € df(x). Tome agora s € df(x). Entdo
(5,d) < (Vf(x),d), VdER"
Fazendo d = s — Vf(x) obtemos que |[s — Vf(x)||> < 0, isto é, s = Vf(x). Portanto

{Vf(0)} = 9f(x). U

Proposicio 1.44 Seja f : R" — R U {+oo} uma funcdo de classe C' tal que dom f seja

convexa. Entdo f é fortemente convexa com modulo u > 0 se, e somente se,

(VI) = VFx),y—x) >plly—x|>,  Vx,y€domf. (1-8)

Prova. Suponhamos f fortemente convexa, entdo para quaisquer x,y € dom f temos

flrtaly—x) = f(x) S af(y) —of(x) —uo(l —o)x—yl?,  Vae[0,1].

Tomando a € (0, 1), dividindo a expressdo por o(1 — o) e fazendo o tender a zero temos

pllx—yIIF < (VFE),x—y)+ f(y) — f(x),

e permutando x e y se obtém

llx=ylI* <(VFG),y—x)+ f(x) = f().

Portanto somando as duas ultimas expressao chegamos a (1-8).
Suponhamos agora que (1-8) seja vdlida. Dado x, y € dom f, x # y, faca w = oy + (1 —
o)x € dom f, paraa € (1,0). Pelo Teorema do Valor Médio existem & € (x,w) e € (w,y)

tais que

fw) =)+ (V&) w=x),  fw)=f)+{VSM),w=y).

Agora multiplicando a primeira igualdade por (1 — o), a segunda por o e somando-as

obtemos

fw) =af(y)+ (1 =) f(x) + (1 =) (Vf(§),w—x) +a({V(M),w—y),

consequentemente

fw) =af(y)+ (1 =) f(x) +a(l —a) (Vf(§),y —x) + (Vf(n),x—»).
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Dados que w € (x,y), § € (x,w) e € (w,y) entdo existe y > 0 tal que y —x =y(n —&).
Logo,
fw)=af(y)+(1—o)f(x) +yau(l —) (V) —=Vfn),n-E),

e por (1-8) temos

Fw) < af(y) + (1= o) f(x) +pa(l —a)llym — &),

portanto

Floy+ (1 —a)x) = ouf(y) + (1 — ) f (x) + o1 — )y — ||,

O que conclui a prova. 0J
A préxima proposicdo garante a existéncia de um unico minimo global para fungdes

semicontinuas inferiormente e fortemente convexas que possuem int(dom f) # 0.

Proposicdo 1.45 Seja f: R" — R U {+o0} uma fungcdo semicontinua inferiormente e
fortemente convexa com mddulo y > 0. Se int(dom f) # 0, entdo f possui um tnico

minimo global.

Para demonstrar esta proposi¢ao faremos uso do seguinte lema.

Lema 1.46 Seja f: R" — RU{+oo} uma funcdo fortemente convexa com médulo u > 0.
Se int(dom f) # 0, entdo L¢(c) € limitado, V¢ € R.

Prova. Tome x € int(dom f) e s € df(x), que é possivel pois pelo Teorema 1.40 df(x) # 0.
Suponha agora, por absurdo, que L¢(c) € ilimitado, isto &, existe {y*} C Ls(c)\ {x} tal
que limy_, 4 |[y* — x|| = +-oo. Pela Proposigio 1.42 teremos

k X k_
T T (o ) T v
o que implica
lim sup S0h) =
koo V=]
Que é um absurdo, pois {y*} C L¢(c) \ {x}. Logo L¢(c) é limitado. O

Prova.(Proposigdo 1.45) Primeiro observe que, pela Proposicdo 1.33, L¢(c) é fechado,
para ¢ € R e, pelo Lema 1.46, L¢(c) ¢ limitado, isto é, L¢(c) ¢ compacto. Entdo, tomando
c € Rtal que L¢(c) #0, f possui um minimo em L¢(c) que é um minimo global de f, pois
L¢(c) é um conjunto de nivel e f é semicontinua inferiormente. Como f ¢ estritamente

convexa, possui um o tinico minimo global, pois se existir x*, y* e U* ={u € R": f(u) <
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f(x),Vx € R"} tais que x* # y*, teremos que

£+ ) < 5160+ 3707 = £,

que € um absurdo. E assim fica provada a proposic¢ao. 0

Teorema 1.47 Seja f : R" — R U {+4oo} uma fungcdo convexa. Entdo x € dom f é um

minimizador de f se e somente se 0 € df (x).

Prova. Suponhamos que x seja um minimizador de f, isso implica que

fx)<fy)=f0)—0,y—x), VyeR"

Portanto, pela Proposicao 1.42, 0 € df(x). Reciprocamente, suponhamos que 0 € df(x),
pela Proposicdo 1.42, temos

fx) < f(y)—(0,y—x)=f(y), VyeR"

Portanto x € um minimizador de f. Il

Teorema 1.48 Suponhamos que T C R! seja um conjunto compacto, Q C R™ um conjunto
aberto, convexo e Y : R" x T — RU{+o} uma fungdo continua em Q x T. Dado T € T,
defina

Yy R — RU{+e}

X = W‘E(x) = y(x, T)'
Sejam Y = Yz o @ Testrigdo de Yy ao conjunto Q e g : R" — RU{+oo} definida por

8(x) = supyrr(x).

teT

Se i é diferencidvel em Q e [y é convexa, para todo t© € T. Entdo

(a) Q Cdomg, afungdo § = g|, € convexa e tem-se

g (x,d) :_myg(x)qfq—;(x,d), VxeQ, VdeR", (1-9)
Tel (x

onde T(x)={T€T:g(x)=wy(x7T) =maxcr Y(x,T)}.

(b) se Vyy é continua em QX T,

dg(x) =conv{V,y(x,7): T€T(x)}, x€Q.
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Prova. Como T é compacto e Y € continua em Q x 7" o Teorema de Weierstrass nos da

que T(x) # 0, para todo x € Q, e consequentemente g(x) < +oo. Logo Q C domg. J&

a convexidade de g é dada pela Proposi¢do 1.31, pois g(x) = suprerPe(x). Agora tome

x € Q. Assim para todo T € T (x) temos g(x) = PYz(x) e g(x+1d) > Pz(x +td). Portanto,
Bt rd) — 2(x) _ e+ 1d) G (x)

- Y

t t

qualquer que sejad € R" et > 0. Visto que g e  sdo convexas, fazendo 7 tender a O pela

direita na desigualdade acima obtemos
g/(xad) > ~ff(x,d) = <V\T!’f(x)v d>>
qualquer que seja T € T(x) e d € R". Logo,

g (x,d) > sup Pi(x,d) VdeR" (1-10)
TeT (x)

Agora dados d € R" e {}, tal que limy_,ofx = 0 e # > 0. Para todo k, definimos
K =x+1de e T(F). Como {T*} C T e T é compacto, podemos supor (tomando

uma subsequéncia, se for necessario) que limg_,..T¢ =T € T. Assim, temos que

Vo (6F) = mea%ka) > (xb), VrerT.
T

Passando ao limite quando k — oo, pela continuidade de {y em Q x T, obtemos que
ITIT(X) > \Tft(x), VteT.

Isto implica que T € T (x). Assim,

B0+ 1) = 3(x) _ Wl + 1) — ()
7% Tk

g(x,d) <

trocando Yz (x) por P (x), dado que T € T'(x), obtemos

g«/(x d) < W’Ek (X+tkd) — \Tf‘fk (X)
) > " .

Passando ao limite quando k — oo, obtemos

onde T € T'(x). Combinando essa expressdo com (1-10) e com o fato de x € Q, Q aberto,

obtemos a igualdade (1-9), o que prova a afirmagao a).
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Provaremos agora o item b). Para todo u € R" e todo T € T'(x), temos que

g(u) = max e (u) > Yz (u),

como g e Pz sdo convexas, usando Proposicao 1.42, obtemos
§u) = We(u) > Welx) + (VPe(x),u— x) = §(x) + (Va(x),u— ).
A relacdo acima vale para todo u € R”, entdo
V. yz(x) € 9g(x), V1T e T(x).

Como dg(x) € um conjunto convexo (Teorema 1.40), temos entdo que

conv{V,Pz(x) :T € T(x)} C convdg(x) = dg(x).

uma observagdo interessante € que 7' (x) =TN{t € T : Yz(x) = g(x)}, onde T é compacto

e {T: Pz(x) = g(x)} é fechado (pela continuidade de J em Q x T') para todo x € Q fixo.

Portanto 7' (x) é compacto para todo x € Q. Pela continuidade de V,J em Q x T, temos

entdo que o conjunto {V,Jz(x) : T € T(x)} é compacto Vx € Q. Assim a Proposi¢do 1.16

nos da que conv{V,Jz(x) : T € T(x)} € compacto.

Agora vamos mostrar que a inclusao ndo pode ser prépria, para isso suponhamos

que seja propria, isto €,

Jy € 9g(x) \ conv{V,Jz(x) : T € T(x)}.

Pelos Teorema da Separagdo Estrita, Teorema 1.21, existem a € R"\ {0} e ¢ € R tais que

<a7y> >c> <a7VlTI’_C(x)> )
qualquer que seja T € T'(x). O que implica que

{a,y) >c> max {a,Viz(x)) = g (x,a),

TeT (x)

onde a igualdade segue do item a) e da diferenciabilidade de J em Q. O que contradiz a

defini¢do, pois y € dg(x). Portanto,
0g(x) = conv{V,Jz(x) : T€ T(x)}, Vx € Q,

e assim o item b) segue da expressdo acima e do fato de x € Q, Q aberto.



CAPITULO 2

Método de Ponto Proximal Global

Neste capitulo aplicaremos o Método de Ponto Proximal para minimizar fungdes

convexas.

2.1 Meétodo de Ponto Proximal

Seja f: R" — RU{+e} uma fungdo convexa e semicontinua inferiormente. O

método de ponto proximal para resolver o problema de otimizacao

min £ (), @)

¢ definido formalmente do seguinte modo: Dados a sequéncia {A;} de nimeros reais

positivos e xo € dom(f) defina
A
K = argmin . {f(x)—f—?kﬂx—xk”z}, k=0,1,.... (2-2)

Vamos supor que int(dom f) # 0 e f é limitada inferiormente.

2.2 Analise de Convergéncia

Mostraremos que o método de ponto proximal estd bem definido e converge para

uma solu¢@o do problema (2-1) sempre que existir solucao. Inicialmente definamos

fr=inf{f(x) :x e R"}.

Lema 2.1 A sequéncia {x*} gerada pelo método de ponto proximal (2-2), com ponto

inicial x € dom f, estd bem definida. Além disso,

D) ) + /) = < FF), k=0,1,..
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i) {x*} C Ly(f(x0));
iii) 0 € df () + (M) (M =), k=0,1,...,
iv) a sequéncia {f(x*)} converge;
v) limy_e x5+ — xk|| = 0.
Prova. Como x° € dom f e f é semicontinua inferiormente, a boa definicdo da seqiiéncia

{xx} segue da Proposicdo 1.45. Os itens i e iii sdo imediatos. Basta aplicar os Teore-

mas 1.47 e 1.41 observando que x**'! € dom f minimiza a fungio
n 7\‘k )Ck 2
R" S o= f(x) + 5 e =1

Do item i, segue imediatamente que f(x*) < f(x*~1) < ... < f(x0), isto &, {f(x¥)} &
mondtona nio-crescente. Logo o item ii segue-se. Agora, como {f(x*)} é mondtona
nio-crescente e f é limitada inferiormente {f(xX)} converge e o item iv fica provado.

Finalmente o item v segue combinando os itens i € iv. OJ

Teorema 2.2 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (2-2), com

ponto inicial x° € dom f, entdo

1
Iy =2 < ||y—xk||2+x—k(f(y) — (), VyeRn

Prova. Pelo Lema 2.1 item iii temos que
0€df(x )+ M) =xb), k=0,1,...,

isto &, Ag(xF —x**1) € 9f(x¥*1). Como f é convexa, usando a Proposigio 1.42 item i

temos, apds simples manipulagdes algébricas, que

%k(f(y)—f(xk“))Z2<xk—xk“,y—xk“>, vy e R".

Por outro lado,
ly =212 = fly =P — 20 =y — M) )2,
Entdo, combinando as duas dltimas expressdes obtemos:

Iy =P <y P = I AP (1) - £A).
k
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k+1 —ka2

Como ||x ¢ maior ou igual a zero o resultado segue. O

Definicao 2.3 Uma sequéncia {zk } é dita Fejér convergente ao conjunto U C R" quando,
para todo z € U
||z—zk+1|] < Hz—zkH k=0,1,.... (2-3)

Lema 2.4 Seja {zk} é uma sequéncia Fejér convergente a U C R", conjunto ndo vazio.
Entdo {zk} é limitada. Se, além disso, U possui um ponto de acumulacdo da sequéncia

{z*}, entdo a sequéncia converge.

Prova. Tome z € U fixo. Usando a desigualdade triangular em (2-3) temos
I < llz=2l + Izl k=0,1,....

Assim, {7} ¢ limitada. Seja Z € U um ponto de acumulagio de {z*}. Assim, pela definicio
de Fejér convergéncia temos que a sequéncia numérica {||Z — z¢||} é monétona nio
crescente e possui zero como ponto de acumulagdo, logo converge para zero. Portanto
{z*} converge para Z. O
Agora vamos supor que o problema em (2-1) tem solucio, isto é,

U'={zeR": f(z) < f(y), VyeR"}#0.

Teorema 2.5 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (2-2) apli-
cado a f com ponto inicial x° € domf e A > 0, tal que Yoy 1/A = o. Entdo {xk}

converge para uma solucdo do problema (2-1).

Prova. Primeiro mostraremos que f(x*) converge para f*. Para mostrar isso suponha, por

contradicdo, que f(x*) ndio convirja para f*. Entdo existe um & > 0 e ko tal que
5> f(2)+8,  VzeU*, k>k.
Por outro lado, pelo Teorema 2.2 temos que

5
NP <le=d P =5y VZEU'  kZko.
k

|lz—x
Assim somando em k teremos
n

o
Y ;b—k<|\Z—xk°||2—||2—x"+l||2§||Z—xk°|\2, VzeU*, n > ko,
K=k,
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que contradiz a hipétese, logo f(x*) converge para f*. Agora como f(x*) — f(x**1) <0

temos, pelo Teorema 2.2, que
e =P <t =2 k=01,

Entdo {x} é uma sequéncia Fejér convergente a U*. Assim, pelo Lema 2.4, a sequéncia
¢ limitada e consequentemente possui um ponto de acumulagdo X € R". Mas na verdade

X € U* pois f € semicontinua inferiormente, isto €,
J* =Tliminf f(:") > /(%).

Portanto, pelo Lema 2.4, {x*} converge para ¥ € U*. O



CAPITULO 3

Teoria Diferencial Generalizada

Neste capitulo generalizamos os conceitos de diferenciacdo de funcdes convexas,
definidos no Capitulo 1, para funcdes localmente Lipschitz. Neste capitulo os principais

livros que foram utilizados como referéncia sdo [2] e [9].

3.1 Derivada direcional generalizada

Nesta secdo vamos apresentar o conceito de derivada direcional generalizada
segundo Clarke [2].

Definicdo 3.1 Seja f : R" — RU {+4oo} localmente Lipschitz e d € R". A derivada
direcional generalizada f°(-,d) : R" — RU{—oeo, 4o} ¢ definida por

fOy+td)—f(y)

limsup ” ) x € dom(f),
fled)=9
—oo x ¢ dom(f).

Dizemos que f°(x;d) é a derivada direcional generalizada de f em x na dire¢do de d. Se
f for localmente Lipschitz em x € R"” podemos calcular a derivada direcional de f em x

numa direcdo d € R” como

fxd) = limsupf(y—Hd) —f(y).

y—x t
110

Teorema 3.2 Sejam [ : R" — RU{+oo} localmente Lipschitz em x € domf e K, a

constante de Lipschitz. Entdo f°(x;-) é positivamente homogéneo, subaditiva e

1O(d)| < Kelld||,  VdeR™
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Prova. Primeiro mostraremos que |f°(x;d)| < K, ||d||. Usando algumas propriedades de

lim sup temos

td) —
12 d)| = limsupf(y+ t) f) < limsup
y—x y—x
10 t10

t -

Agora mostraremos que f(x;-) é positivamente homogéneo. Dado A > 0 temos

M) = limsup? O EMA—SO) o { fOo+Md) — f(y) }
y—x 4 y—Xx ?\I
t10 10
= Mim supf(y i Mkdt) —f) =Af0(x;d).
yox

110
O caso A = 0 é imediato. Para mostrar a subaditividade de f°(x;-) tome d,w € R”" entdo

Pld+w) :limsupf(y+t(d+W)) — /)

y—x t
t|0
twtd) — t w) —
< limsupl YTV ZFOX0) | SOV ZFO)
yox ! yox t
110 t10
e assim fO(x;d +w) < fO(x:d) + f°(x;w), o que conclui a prova. 0

Teorema 3.3 Seja f : R" — RU {4} localmente Lipschitz. Entdo f° é semicontinua

superiormente em dom f x R".

Prova. Tome {x'} € dom f e {d'} C R” tais que lim; ...x’ = x € dom f e lim; ...d’ = d.
Assim, pela defini¢io de limite superior, existem {y'} C R" e {t;} C R, \ {0} tais que
SO +ud) — f()

o 1 , . 1
Fod) < ; to Y xllHa<s, VieN, @D
l

onde foi usado que

f()’—l-tdi)_f(Y)‘

t

fO(x',d") = limsup
y—x!

t10

Assim, usando 3-1 e simples manipulagdes algébricas teremos que

SO HEd) = fO) O ad) = fO) | fO nd') = fO Fnd)
- t; t; t;

Y

(3-2)
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para i suficientemente grande. Por outro lado, como f é localmente Lipschitz, para i
suficientemente grande

[—oo

t; I

Tomando o limite superior em (3-2) e utilizando a dltima expressao teremos

fO +ud) = £()

limsupf?(x',d") < limsup ; < f%(x,d),
0 que conclui a prova. 0J

3.2 Subdiferencial generalizado

Nesta secdo estenderemos o conceito de subdiferencial. Esta extensdo também é
devida a Clarke [2].

Definicdo 3.4 Seja f: R" — RU {+eo} localmente Lipschitz. O subdiferencial genera-
lizado de f em x € R" é o conjunto d.f(x) definido por

{seR": (s,d) < f°(x,d), Yd € R"}, x € dom f,
0, x ¢ dom f.

d.f(x):=

Os elementos s € d.f(x) sdo chamados de subgradiente de f em x. De maneira andloga
a derivada direcional generalizada, se f for localmente Lipschitz em x € R” podemos

calcular o subdiferencial generalizado de f em x como
ocf(x)={seR": (s5,d) < f°(x,d) Vd e R"}.

Vejamos algumas propriedades deste subdiferencial.

Teorema 3.5 Seja f:R" — RU{+oo} localmente Lipschitz em x € dom f com constante
K.. Entdo

i) d.f(x) € ndo vazio, convexo e compacto;
ii) f°(x,d) =max{(s,d):se€df(x)}.

Prova. (i) Fagamos f?(d) := f°(x,d) para todo d € R". Entdo dado dj € R" exite w € R"

tal que f2(dp) = (w,dp). Assim, pelo Teorema 3.2, f¢ é subaditiva e positivamente
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homogéneo. Assim, pela Proposicdo 1.2 item iii, temos
f;(l‘do) > tf;(d()) = <W, l‘d()> , VvVt e R.

Portanto, pelo Teorema de Hahn-Banach 1.4 combinado com o Teorema de Riesz 1.5,

existe § € R" tal que
fo(xad) :fxo(d) > <§7d>7 VdERn, <'§7td0> = <W7td0>7 Vi eR.

Isto é, 5 € df (x).
Agora vamos mostrar a convexidade. Tome s,w € df(x) e A € [0, 1]. Assim, para

todo d € R” temos que
(Aw+ (1= X)s,d) = A{wd) + (1 1) (s,d) < f(x.d),

implicando que Aw + (1 —A)s € df(x), isto &, df (x) é convexo.

Finalmente vamos mostrar a compacidade. Tome & € df(x) e observemos que

817 = (&.8) < f*(x,8) < K:lEl-

Portanto df(x) é limitado. Basta agora provar que df(x) é fechado, para isso tome
€; € af(x) uma sequéncia que converge para & € R". Deste modo para todo d € R” temos
que

(&,d) = lim (&,d) < lim f°(x,d) = /*(x,d).

Portanto df(x) é fechado e isto conclui a prova do item i.

(ii)Pela defini¢do de subdiferencial
f(x,d) > (s,d), Vsedf(x), VdeR".

Usando argumento andlogo a prova que d.f(x) é ndo vazio, podemos mostrar que para
cada d € R" existe § € df (x) tal que

f(x,d) = (5,d).
Portanto o resultado segue combinando as duas ultimas espre. 0
Teorema 3.6 Seja f: R" — RU{+e} uma fungdo localmente Lipschitz. Entdo a apli-

cacdo d.f(+) : R" — P(R") é semi continua superiormente, isto é, se {y*} é uma sequén-

cia tal que limy_,_.y* =y e E¥ € .f(y*), entdo todo ponto de acumulacio & de {EF}
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pertence a d.f ().

Prova. Seja {€5} uma subsequéncia tal que & € 9. f(y*/) com lim ;... &% = &. Entdo
(g9,d) < f°(6M,d),  vdeR"

Assim, pelo Teorema 3.3, temos que

limsup (£9,d) = (&,d) < limsup f°(4%7,d) < *(y,d), ~ Vd ER".

Jj—oo Jj—oo

Portanto § € df (). O

Definicio 3.7 Seja f: R" — RU{+o0} localmente Lipschitz em x € dom f. Diremos que

x é um ponto estaciondrio de f quando 0 € df(x).

Proposicao 3.8 Sejam f: R" — RU{+eo} um fungdo localmente Lipschitz em x € dom f

e g:R" — RU{+oo} uma funcdo continuamente diferencidvel neste mesmo ponto. Entdo

9e(f+8)(x) € def (x) +{Ve(x)}-
Prova. Primeiro observamos que

(f+9)(x.d) = limsup |[LO T =10) | 0 +1d) —2(y)

y—x t t
110

Usando propriedades de limite superior, obtemos

(f+8)°(x:d) < f*(x:d) +(Vg(x), d),

assim dado & € d(f + g)(x) temos, pela defini¢do de subdiferencial e pelo Teorema 1.43,

que
(E.d) < (f+8)°(x:d) < fO(x;d) + (Vg(x),d),  VdeR"
Logo,
(E—Vg(x),d) < fOlx;d), VdeR",
o que implica que § — Vg(x) € df(x). Portanto & € df (x) +{Vg(x)}. O

Agora mostraremos que se f € convexa a derivada direcional e a derivada direcional gen-
eralizada coincidem em qualquer ponto no interior do dominio de f. Consequentemente

o subdiferencial e o subdiferencial generalizado também irdo coincidir.
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Teorema 3.9 Sejam f: R" — RU {+o0} convexa e x € int(dom f). Entdo
f'(xd)=f'(x,d), VdeR"

Prova. Seja x € int(dom f). Inicialmente observemos que pelo Teorema 1.30 f é local-
mente Lipschitz em x, assim a derivada direcional generalizada existe. Mostremos a igual-

dade. Usando propriedades do limsup € imediato concluir que

£2(x,d) :limsupf(y+td) —fy) > limsup flx+td) — £(x)

y—Xx t 110 t
110

=f'(x,d).  (3-3)

Agora, dado 0 > 0, pela defini¢ao de limsup,

td) —
f°(x,d) =lim sup sup fo+td) f(y).
el0|y—x||<ed O<r<e !

Como f € convexa, pelo Teorema 1.37, temos

fo(x,d):lim sup f(y+8d)_f(y)
el0|y—x[|<ed €

Por outro lado, f € localmente Lipschitz em x, entdo para € suficientemente pequeno

f(y+eci) —f f(x+802) —f)) 2?‘ ly—x|| <2K:8,  [ly—x| <ed.

Assim, combinado as duas ultimas expressoes € facil concluir que

£2(x.d) < lim’ (x+&d) — f(x)

+2K.:8 = f'(x,d) + 2K, V& > 0.
€l0 €

Logo f°(x,d) < f'(x,d), o que junto com (3-3) implica o resultado desejado. O



CAPiTULO 4

Método de Ponto Proximal Local

Neste capitulo aplicaremos o Método de Ponto Proximal para minimizar fungdes
ndo-convexas, que serdo divididas em dois casos. Enfatizamos que os resultados obtidos
sdo locais, pois dependem fortemente da escolha adequada de um certo conjunto de nivel

da fungdo objetivo.

4.1 A Funcao Supremo de Funcoées Diferenciaveis

Neste se¢do vamos estudar uma classe especial de fungdes dadas pelo supremo
de fungdes diferencidveis a qual serd nosso objeto de estudo neste cdpitulo.
Sejam T C R™, Q C R” um conjunto aberto e convexo e @ : R" X T — RU{+oo}.

Suponhamos que a funcao

0 :R" — RU{+w}
X = @ox) = 9(x,7),

seja continuamente diferencidvel em Q para todo T € 7. Defina f : R” — RU{+e0} como

f(x) = sup e (x). (4-1)

teT
Além disso, suponhamos que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
HO0) f ¢ semicontinua inferiormente;
H1) sup;c7 ||V (%)] :=supier [|Vi@(X,7T)|| < +oo, para algum X € QNdom f;

H2) Para cada t € T, o gradiente V@; := V,@(+,T) é Lipschitz em Q com constantes
L; > 0.

H3) L =suprerLy < +oo.

De agora em diante f denotard a funcdo definida em (4-1). Além disso, vamos assumir
que as hipéteses HO, H1, H2 e H3 sdo sempre vdlidas.
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Para simplificar a nota¢do vamos definir a seguinte funcéo: Dados € R" e A > 0
a fungdo fip 5 : R" — RU{+oo} € definida por

A
Fonn () = f(x) + Sl — 5. (4-2)

Proposiciao 4.1 Sejam x € R", A>0e¢ f(;wf) = f(;hf)‘g a restri¢do de [y ), definida em
(4-2), ao conjunto Q. Se N > L entdo a fun¢do f(;@) € fortemente convexa com modulo

L — L. Além disso, Q C dom(f) e como consequéncia, dom(f( 5)) = Q.

Prova. Sejamte€ T e @ = @ o> @ restricdo de @ ao conjunto Q como na Defini¢do 1.7.
Primeiramente note que @ é continuamente diferencidvel em Q2 e, além disso, as hipéteses
H1, H2 e H3 sdo satisfeitas para ¢;. Agoratome T € 7T e x,y € Q. De H2, H3 e da hip6tese
A > L, temos

(VPr(x) +hx = Ve (y) — Ay, x—y) > —L|px —y||* +Allx —y|* > 0.

Portanto, pela Proposigio 1.44, a fungio R” 3 x +— @ (x) + (A/2)|jx — &||> é fortemente

convexa com médulo A — L > 0 para todo T € T. Note ainda que

A
sup {0+ S | = o).

teT

Como a fungio R” 3 x +— §(x) + (A/2)||x — X||*> é fortemente convexa com médulo
A—L > 0, pela Proposicédo 1.31, f(m) também ¢é fortemente convexa com médulo A — L.

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

000 =0c0) + [ (Voly+1(6=) ~ V@s()x ) + (Ve(3)x ),

onde t€ T e x,y € Q. Agora usando o hipétese H2 e algumas manipulacdes algébricas

simples, obtemos da ultima expressao que

Be(0) < 9:3) + 1y —xIP + (V8e(0) x ).

Fazendo y = X na ultima expressdo, de H1 obtemos que sup,c7 ||V (X)|| = ¢ < 4o, 0

que implica, usando ainda desigualdade de Schwarz, que
, L 12 _
f@) < f@+ S lx =3 Hele =3l < Feo, VreQ,

pois, X € dom f e assim Q C dom(f). Assim concluimos a prova do teorema. 0J
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Corolario 4.2 A funcdo f é localmente Lipschitz em Q.

Prova. Primeiramente tome A > Lex,y € Qe f(;»’ =S 0@ restri¢do de fy y), definida
em (4-2), ao conjunto Q, ¥ € R”. Usando a desigualdade triangular obtemos, apds simples

manipulagdes algébricas o seguinte resultado
g 7 A 2 M (12
£ = £ O < |Fonn () = Fam O] + S Il =317 = S lly =17

Por outro lado, a Proposi¢éo 4.1 implica que f(x,x) é convexa. Como x — ||x — %||? também
€ convexa, segue do Teorema 1.30 que ambas sdo localmente Lipschitz em Q. Entao, pela

desigualdade acima, para x e y suficientemente proximos existem K, K> > 0 tais que

A A
@) = )| < Killx =yl + S Kallx =yl = (K1 + S Ko)|lx = y]| = K]lx =],

e assim concluimos que f € localmente Lipschitz em Q. 0

Proposicao 4.3 A seguinte inclusdo é vdlida:
conv{Vez(x) :T€ T (x)} Cdefl(x), Vx e Q,

ondeT(x)={t€T: f(x)=0x1)}

Prova. Tome x € Q. Como, pelo Coroldrio 4.2, f é localmente lipschitz em £ temos

flxd) = limsupf(y+td) —/0) > limsup flxtid) _f(X).

y—X t 110 t
t10

Agora, usando a defini¢do de f e do conjunto 7' (x) obtemos que

fo(x;d) > limsup (p’f(x+td) B ([)f(X).

t10 t

Como @ ¢ diferencidvel para todo T € T segue imediatamente da ultima expressao que
xd) > ¢h(x,d) = (Ver(x),d), VTeT(x), deR”,
isto é, Voz(x) € d.f(x) qualquer que seja T € T(x). Assim pela convexidade de d.f(x)

comv{Voz(x)|[T € T(x)} Cdcf(x).
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Exemplo 4.4 Seja f: R" — RU{+oo} continuamente diferencidvel em algum conjunto
convexo e aberto Q C R". Definamos @ : R" x [0,1] — RU {00} por

Q(x,1) = @ (x) := —1? + f(x).

Claramente f(x) = supte[()’l](pt(x) qualquer que seja x € R". Afirmamos que H1 ¢é
automaticamente satisfeita e ainda as hipoteses HO, H2 e H3 sdo satisfeitas se f possuir

as duas propriedades
HO0*) f é semicontinua inferiormente;
H2*) Vf € Lip; (Q);

De fato, pois
Vo, (x) = Vf(x).

4.2 Método de Ponto Proximal para a Funcao Supremo

Seja f : R" — RU{+e} como definida na segdo 4.1 e satisfazendo as condi¢des

HO, H1, H2 e H3. O método de ponto proximal para resolver o problema de otimizagao

min f(x), (4-3)

¢ definido formalmente da sequinte forma: Dados a sequéncia {A;} de nimeros reais

positivos e xo € dom(f) defina
: A
= argmin, _ga {f(x)%—?ka—kaz}, k=0,1,.... (4-4)
Vamos supor ainda que f seja limitada inferiormente, isto é, infycgn f(x) > —co.

4.2.1 Primeiro Caso

Nesta secdo aplicaremos o método de ponto proximal para minimizar fungdes
dadas pelo maximo de fungdes diferencidveis, sobre um conjunto de indices finito. A
prova de convergéncia serd fortemente baseada nos Teoremas 1.40 e 4.3.

Nosso objetivo € provar o seguinte teorema de convergéncia para o método de

ponto proximal.

Teorema 4.5 Sejamy € R" e T = {1,...,m} um conjunto de indices. Suponhamos que
{x: f(x) < f(y)} C Q. Escolhendo \. > 0 e {\} tais que

O<L:maTxLT<7uk§7L, k=0,1,.... (4-5)
TE
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Entdo a segqiiéncia {xk}, gerada pelo de método de ponto proximal com ponto inicial x°,

tal que f(x°) < f(y), estd bem definida e satisfaz uma das seguinte afirmacées:

k = x* para todo k > k. Neste caso, x* é um ponto

i) a seqiiéncia {x*} é finita, isto é, x
estaciondrio de f;

ii) a seqiiéncia {x*} é infinita e qualquer um de seus pontos de acumulagéo é ponto
estaciondrio de f.

Se além disso, tivermos as seguintes condigoes satisfeitas:

a) Ur ={zc Q: f(z) = infyepn f(x)} # 0;
b) Dados A € (L,A] e f(x) := f(x) + (A/2)]x|

que

2, existem co € [f*, f(y)) e d > 0 tais

Is@)l| >d >0, VxeLp(f(y)\Ls(co), Vs(x)eadfy(x)—Ax.

¢) L¢(co) € convexo, e f = f Lyt é convexo.

Entdo a sequéncia {xk}, gerada pelo de método de ponto proximal, converge para
x*eU*.

Observacao 4.6 Se f ¢é convexa, ndo constante em Q e com conjunto solugdo ndo vazio
e limitado, entdo as condicoes b e ¢ sdo automaticamente satisfeitas. Com efeito, como
f é convexa qualquer conjunto de nivel serd convexo, Proposicdo 1.33, a condicdo ¢ é
satisfeita.

Agora veremos que f satisfaz a condi¢do b. Seja 'y € Q tal que ¢ = f(y) > f*.

Entdo tomando cq € (f*, c) e z € U*, a convexidade de f nos dd:
(@) 2 f()+(s(x),z—x)  VxeLg(c)\Lg(co),  s(x) €9f(x) =afplx) —Ax.
Fazendo 8 = co — f* > 0, como ¢ > f(x) > co > f*, temos
(s(x),x=2) > f(x) = f(z) >8> 0. (4-6)

Por outro lado, como f é convexa e o conjunto solucdo é limitado segue da

Proposigao 1.34 que L¢(co) € limitado. Logo existe M > 0 tal que

M =sup{[lx—z] :x € L(e) \Ly(co) }.
Seja d = 8/M, entdo usando (4-6) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

0<d <[ls)lllle—zl <Mlise)ll,  VxeLp(c)\Lr(eo),  s(x) € dfalx) = Ax,
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que é a condicdo b.

Apresentamos abaixo um exemplo interessante mostrando que, em geral, a condi¢do b

nao vale para uma fun¢do convexa com conjunto solugao ilimitado.

Exemplo 4.7 Seja a fungdo f : R x Ry — R definida por

flxy) =

1+y

Figura 4.1: Funcgdo convexa que ndo satisfaz a condi¢do b.

Afirmamos que f é convexa e ndo satisfaz a condicdo b. Com efeito, o gradiente

e a hessiana de f sdo, respectivamente, dados por

2 —2x
¥ o) ( 2w 2 ) ) I+y  (1+y)?
X,y) = T 071 102 ] X,y) =
1+y (1+y) —2x 2)(2

(I+y)? (1+y)?

A hessiana de f possui determinante nulo e o termo 2/(1+y) > 0 para todo ponto
(x,y) € R xRy, o que implica que ela é semi-definida positiva. Logo f é convexa. Tome

c>¢>co>0= f*enote que

{(x,x?_2 —1):x€ R} C L¢(c)\Ly(co),
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e assim concluimos que

X—> 00 X— o0 X xz

2 2o — 2
lim Vf(x,=—1)= lim (—C,—C) = (0,0),
C

que contraria a condigdo b.

Antes de provarmos o Teorema 4.5 mostraremos alguns lemas importantes,
de maneira que sua prova serd consequéncia imediata destes lemas. Assumimos todas
as hipoteses do Teorema 4.5, exceto a, b e ¢ a menos que elas sejam mencionadas

explicitamente.

Lema 4.8 A sequéncia {xk }, gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado a f
com ponto inicial x° € {x: f(x) < f(y)} e {A} satisfazendo (4-5), estd bem definida e
(¥} {x: flx) < FO))-

Prova. Tnicialmente observe que, tomando ¥ € L¢(f(y)) e A € (L, Al foux)» definida em

(4-2), é semicontinua inferiormente e

Lf(x,f) (f()f)) - Lf(f(y)) C Q.. (4_7)

Assim, pela Proposicao 1.33, L fos (f(x)) é fechado. Por outro lado, pela Proposi¢do 4.1,

fon = Jon),

¢ fortemente convexa com mddulo (A — L). Assim, pelo Lema 1.46 juntamente com
(4-7), o conjunto Ly, . (f(¥)) € limitado, logo compacto. Note ainda que, como fi )
¢ semicontinua inferiormente, {3, ;) possui um minimo em Ly, ., (f(X)) que, obviamente,
¢ um minimo global de f ;) e ainda, de f(x,x) ser fortemente convexa juntamente com

(4-7), este é o inico minimo. Portanto, como x° € L¢(f(y)) e a sequéncia {A;} satisfaz
0<L:maIxL,~<7\,k§7u, k=0,1,...,
IS
o resultado segue por argumento trivial de inducao. O

Seja {x*} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado a f com ponto
inicial x° € L¢(f(y)) e {M} satisfazendo (4-5). Defina f; : R" — RU {+0} como

A
Fe®) 1= fy ) () = f () + 5 =4 (4-8)

Lema 4.9 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado a
f com ponto inicial X° € L¢(f(y)) e {\y} satisfazendo (4-5). Entéo
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i) il (X < (K, k=0,1,..., isto é {f(x*)} é mondtona ndo-crescente;
ii) {xk} C Ly(f(x0));
iii) 0 € . fr (1), k=0,1,...;
iv) a sequéncia {f(x*)} converge;

v) limy_. [|X* 1 —xk|| = 0.

Prova. Os itens i e iii seguem de x*T! minimizar a fungio f;, necessariamente a restricio
de fx a Q que é fortemente convexa, Proposi¢do 4.1, e do Teorema 1.47. Do item i,
segue imediatamente que f(x*) < f(x*=1) < ... < f(x9), isto &, {f(x*)} é monGtona
nio-crescente. Logo o item ii segue-se. Agora, como {f(x¥)} é monétona ndo-crescente
e f é limitada inferiormente, { f(xX)} converge e o item iv fica provado. E por fim o item

v segue combinando os itens i € iv. 0J

Lema 4.10 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado
a f com ponto inicial x° € L¢(f(y)) e {M} satisfazendo (4-5). Entdo {x*} satisfaz uma

das seguinte afirmagoes:

k

i) a seqiiéncia {xk} é finita, isto é, x* = x* para todo k > k. Neste caso, x* é um ponto

estaciondrio de f;

ii) a seqiiéncia {x*} é infinita e qualquer um de seus pontos de acumulacéo é ponto

estaciondrio de f.

Prova. Para cada k, segue do Teorema 1.48 combinando com a Proposi¢do 4.1 que
O fi (A*T1) = conv {V(pj(ka) + (=X j e T(ka)} , (4-9)

onde T(x*1)={jeT:q;(x*") = f(x*1)} . Por outo lado, 0 Lema 4.9 item iii implica

que

0e Bfk(xk“).
Assim, usando a ultima expressao junto com (4-9) concluimos que existem OLI;.Jrl >0, com
j e T (M), tais que
k+1 k+1 1k kil
0=} o7 Ve, )+ A" =), Y ofl=1 @10

jET(Xk'H) jGT(xk'H)

Deste modo temos duas possibilidades: a sequéncia {x*} é finita, isto &, x* = * parak >k

ou a sequéncia {x*} ¢ infinita
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No primeiro caso, de (4-10) obtemos

0= Y oc§+1V(pj(x’_‘), Y ocf“zl.
JET (xF) JET (xk)

Portanto, pela Proposicdo 4.3,0 € d. f (x’_‘ ), isto &, x* & um ponto estaciondrio de f. E i fica
provado.

No segundo caso, suponha ainda que {x*} possui um ponto de acumulacio .
Assim, pelo Lema 4.9 itens i e ii concluimos que X € L¢(f(y)). Agora considere a seguinte
sequéncia {a**1} C R™ definida por

ket 1 k+1 k+1 k+1 : 1
ot = (o, o), db T =0, jeT\T(M).

Como Y. jcp (k1) oclj‘.+1 = 1 nos temos ||0clj‘-+1||1 = 1 para todo k, onde || ||; denota a norma
da soma em R™. Sendo assim é possivel tomar {x**1} e {ocl;iJrl } subsequéncias de {x**1}

e {oc]j‘.+1 }, respectivamente, tais que

= %, lim of ! = @,

lim xkit! i

[— oo [—+oo

Como T finito podemos, passando a outra subsequéncia se necessario, assumir que
Tt =1 ) = =T.

Por outro lado, pelo Lema 4.9, limy_,.. ||x**! —x*|| = 0. Portanto tomando & = k; em (4-10)

e fazendo i ir a infinito, da continuidade de V@;, concluimos

0= Z_(ijV(pj(f), Z_OZJ'ZI.
jeT jeT
Como, claramente, T(x) D T, a expressdo anterior junto com a Proposi¢do 4.3 implica
que 0 € d.f (%), isto &, X € um ponto estaciondrio de f, o que prova o item ii. O
Assumindo também, daqui por diante, as condi¢des a, b e ¢ demonstraremos que a
sequéncia gerada pelo do método, com 1rTn€aTxLT <A <Aex®eLy(f(y)), converge para

um ponto solugdo x* € U*. Antes para isto precisaremos de dois resultados preliminares.

Lema 4.11 Seja {xk } a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado
a f com ponto inicial x° € L¢(f(y)) com A satisfazendo (4-5). Se a-¢ valem entdo existe
ko tal que

kaLf(C()), Vk>ko.

Prova. Tome x° € Ly (f(y))\ Ls(co), A € (L,A] e fy, como na condigdo b do Teorema 4.5.



4.2 Método de Ponto Proximal para a Fun¢do Supremo 54

Considere a seguinte igualdade

A M —A A
SO+ 55l =P = ) - =l = ) + 5 4 (4-11)

Suponha, por absurdo, que x* € L¢(f(y)) \ Lf(co) para todo k. Assim, como Tkjq € fujo
sdo convexas, Proposicdo 4.1, de (4-11) juntamente com a Proposicdo 4.9 obtemos

0 € ofi(x 1) = (afx(xk+1) T (k! —xk)> |

implicando assim que Ay (x* —x**1) € (93 (1) — Ax**1). Logo, pela condigdo b do
Teorema 4.5 J
MlE =k >d = =K > 5

o que pelo item v da Lema 4.9 é um absurdo. Portanto, a sequéncia {x*} entra no conjunto

L¢(co), isto é, x* € Ly(cp) para todo k maior que algum ko. O

Lema 4.12 Seja {xk } a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado
a f com ponto inicial x° € L¢(f(y)) e M satisfazendo (4-5). Entdo existe ko tal que

||x—xk+] ||2 < ||x—xk||2+%k(f(x) —f(xk+])), x € L¢(co), k> ko. (4-12)

Prova. Seja kg como no Lema 4.11. Entdo x* € L¢(co) para k > ko. Pelo o Lema 4.9
item iii temos que
0€afi(X*™h),  k>k.

Assim, como f Ly(eo) € convexa, do Teorema 1.41 juntamente com (4-8) temos
(=Y eaf (MY, k> ko,

e pela Proposicao 1.42

B = F) 2 20— A ) e La), k> ko

Por outro lado,
Iy =12 = fly = FHP? = 20—y =) A2,
Entdo, combinando as duas ultimas expressdo obtemos:

1
e < P [ P (0 = ) L) Vi ko
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k+1 —ka2

Como ||x ¢ maior ou igual a zero o resultado segue. O

Lema 4.13 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado
a f com ponto inicial x° € Li(f(y)) e {M} satisfazendo (4-5). Suponha que a-c valem.
Entdo {x*} converge para x* € U* C Q.

Prova. Seja kg como no Lema 4.11. Trocando em (4-12) x por z € U* C Lf(co) teremos
que
le=HP < =P k> ko, (4-13)

pois f(z) — f(x**1) < 0. O que implica que {x*} é limitada, ou seja,
< 2=l +llzll, k> ko.

Portanto {x*} C L/(f(y)) C Q possui um ponto de acumulagio ¥ € R". Como f é
semicontinua inferiormente e x* € Ly(co) para k > ko entdo % € Ly(co). Assim, pelo

Lema 4.10, x € estacionario. Como f| Lyteo) € convexa o Teorema 1.47 nos did que X € U*.

Por outro lado (4-13) mostra que {x*} converge para . O que conclui a prova. 0

Prova. Teorema 4.5 O teorema sai imediatamente combinando os Lemas 4.10e 4.13. O

4.2.2 Segundo Caso

Nesta secdo aplicaremos o método de ponto proximal para minimizar fungdes
dadas pelo supremo de fun¢des diferencidveis, agora, sobre um conjunto nao necessari-
amente finito. E importante observar que o caso anterior pode ser visto como um caso
particular deste, mas a sua prova foi feita pois usa uma técnica diferente da que serd usada
agora. A técnica que serd utilizada neste caso serd fortemente baseada no Teorema 3.6,
que se refere o subdiferencial de Clarke.

Assim nosso objetivo, aqui, é provar o seguinte teorema de convergéncia para o

método de ponto proximal.

Teorema 4.14 Seja y € R". Suponhamos que {x: f(x) < f(y)} C Q. Escolhendo & >0 e
{\} tais que
0<L=supL; <X <A, k=0,1,.... (4-14)

teT

Entdo a segqiiéncia {xk }, gerada pelo de método de ponto proximal, com ponto inicial X0

tal que f(x°) < f(y) estd bem definida e satisfaz uma das seguinte afirmagoes:
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k k

i) a seqiiéncia {xk} é finita, isto é, x* = x* para todo k > k. Neste caso, x* é um ponto

estaciondrio de f;
.. A k1 4 : . I d d lacdo é
ii) a seqiiéncia {x*} ¢ infinita e qualquer um de seus pontos de acumula¢do é ponto

estaciondrio de f.

Se além disso, tivermos as seguintes condigoes:

a) Ur ={z€Q: f(z) = infycpn f(x)} # 0;
b) Dados A € (L,A] e f(x) := f(x) + (A/2)]/x]

que

2, existem co € [f*, f(y)) e d > 0 tais

[s@)l| >d >0, VxeLp(f(y)\Ls(co), Vs(x)€dfnlx)—Ax;
¢) L¢(co) é convexo e f = f, Lyt é convexa.
Entdo a sequéncia {xk}, gerada pelo método de ponto proximal converge para x* € U*.

Observacao 4.15 Podemos observar que o Lema 4.8 também é vdlido, pois ndo depende
da finitudo do conjunto T. Assim isto nos dd que a sequéncia gerada pelo método de
ponto proximal aplicado a f, com Ay satisfazendo (4-14), estd bem definida. Observamos

ainda que o Lema 4.9 é vdlido neste caso.

Agora para demonstracdo do Teorema 4.14 sera de crucial importancia os seguintes lemas.

Lema 4.16 Para f satisfazendo as condigcoes do Teorema 4.14 e {xk} a sequéncia gerada
pelo método de ponto proximal (4-4) com ponto inicial x° € L¢(f(y)) e {\} satisfazendo

(4-14). A seguinte afirmacdo é verdadeira
Ofi(x) C 9ef(x) 4+ A (x — xb), x € Q.

Prova. E consequéncia imediata da Proposic@o 3.8 e comentério anterior ao Teorema 3.9.
OJ

Lema 4.17 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (4-4) aplicado
a f com ponto inicial X° € L¢(f(y)) e {M} satisfazendo (4-14). Entdo {x*} satisfaz uma
das seguinte afirmagoes:

k k

i) a seqiiéncia {xk} é finita, isto é, X" = xk para todo k > k. Neste caso, x* é um ponto

estaciondrio de f;
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ii) a seqiiéncia {x*} é infinita e qualquer um de seus pontos de acumulagéo é ponto

estaciondrio de f.

Prova. Dos Lemas 4.9, 4.16 e de (4-8) temos que
0 € dfi () C o f () + A (KT — x5,

e portanto A (xF — xX¥T1) € 9. f(x**1). Assim se x* = x* para k > k temos que 0 € . f(x),

ou seja, xk

€ um ponto estaciondrio de f.

Agora suponhamos que {x*} seja uma seqiiéncia infinita e ¥ = lim; .. x*/, onde
{x}i} ¢ uma subsequéncia de {x*}. Note que, pelo Teorema 3.6, df é semicontinua
superiormente. Entdo, como A (x¥ —x**1) € 9.f(xk*1) e Ay satisfaz 4-14, o Lema 4.9
item v junto com a semicontinuidade superior de df implica que
0 = lim A (XN —¥5) € 9f (%),

k— o0

e assim X € um ponto estaciondrio de f. 0
Observacao 4.18 Também é importante ressaltar que o Lema 4.13 também é verificado,
mas agora, usando o Lema 4.17 em lugar do Lema 4.10.

Prova.(Teorema 4.14) A demonstracao segue imediatamente dos Lemas 4.17 e 4.13. [

Exemplo 4.19 Conforme foi feito no Exemplo 4.4. Podemos tomar

x?In(x), x € (0,400),
fx)=10, x=0,
oo, X € (—00,0),

e Q= (g,d), com0<e< Ve~l < d, assim teremos satisfeitas todas as condi¢oes do
Teorema 4.14. (HO*) f é, obviamente, semicontinua inferiormente, (H2*) f" é limitada

em Q e, além disso, Q contém um conjunto de nivel de f.



Observacoes Finais

Nesta dissertagc@o, que tem como referéncia principal o trabalho de Kaplan, A. e
Tichatschke [8], fizemos um estudo do método de ponto proximal aplicado a uma classe
de fun¢des ndo convexas dadas formalmente por, dados 7 C R, Q C R"” um conjunto
aberto e convexo e @ : R" x T — RU {+co},

f(x) = sup@q(x).
teT
onde @z(x) = @(x,T) para todo x € R” e T € T. Ainda é assumido algumas propriedades
para as fungdes pertencentes a esta classe, de modo que se obtenha boa defini¢do e con-
vergéncia local do método. Em particular, a convergéncia local € garantida quando se
impde, entre outras coisa, a convexidade da fun¢do objetivo sobre um determinado con-
junto de nivel. Uma continuacao natural deste trabalho seria um estudo da convergéncia
local do método para fungdes "Lower — C>"como é apresentado em [3] e ainda nesta di-
recdo, mas em um contexto mais abrangente, a extensdo dos resultado para operadores

monodtonos seria também muito interessante.
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