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Resumo

Palhares, K. M.. Solubilidade de sistemas de duas formas aditivas de grau
impar e de trés formas aditivas cibicas sobre o corpo dos nimeros p-
adicos. Goiania, 2009. 64p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O presente trabalho é baseado nos artigos de H. Davenport e D. J. Lewis [10] e de E.
Stevenson [19], onde todos investigam a solubilidade nao trivial de sistemas de formas
aditivas sobre o corpo dos nimeros p-adicos para alguns casos particulares de nimero de
equagoes e graus. Motivado pela Conjectura de Artin e através da teoria de normalizacdo
de Davenport e Lewis, é verificado que sistemas de duas formas aditivas de grau impar
com no minimo 2k* + 1 variaveis e, para trés formas aditivas de grau trés, com nio menos

do que 28 varidveis, possuem solugdo p-adica ndo trivial.

Palavras—chave

Formas aditivas, Conjectura de Artin, Corpos p-adicos



Abstract

Palhares, K. M.. t. Goiadnia, 2009. 64p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This work is based on articles of H. Davenport and D. J. Lewis [10] and of E. Stevenson
[19], where every one investigate the non-trivial solubility of systems of additive forms in
p-adic fields for particular cases of the number of equations and degrees. The motivation
given by Artin’s conjecture and through of Davenport and Lewis’s normalization theory
it is verify that systems of two additive forms of odd degree with at least 2k> + 1 variables
and three additive forms of degree three, with no less than 28 variables have non-trivial

p-adic solution.
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Additive forms, Artin’s conjecture, p-adic fieds
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Introducao

Um problema cléssico, relacionado a sistemas de formas aditivas sobre o corpo
dos ndmeros p-adicos, é garantir a solubilidade ndo trivial p-adica de tais sistemas
encontrando uma relacdo entre o grau dessas formas aditivas e o nimero de varidveis.
Na década de 20, E. Artin conjecturou que um sistema de formas aditivas de grau k em n
varidveis,

fi = anxt+.. +apk=0,
: (0-1)

R = amxlf + ... +aRnxﬁ =0,

com coeficientes inteiros tem solucdo p-ddica ndo trivial, se n > Rk> + 1.

Na verdade, a conjectura ndo se restringe apenas a formas aditivas, mas também
a polindmios homogéneos em geral. Porém, em 1966, Terjanian [20] apresentou um
contra-exemplo a conjectura exibindo uma forma quartica 2-adica com 18 varidveis sem
zeros 2-adicos ndo triviais; mais tarde ele deu outro contra-exemplo com 20 varidveis.
Generalizando a construcdo de Terjanian, Browkin [3] deu contra-exemplos, para cada
primo p, de polindmios com a quantidade de varidveis menor do que k. Entretanto, para
formas aditivas, até hoje ndo foi apresentado nenhum contra-exemplo a conjectura e nem
foi provado sua veracidade por completo.

Nas décadas de 50 e 60 foram obtidos importantes resultados relacionados
a Conjectura de Artin. Dentre esses resultados, em 1952, Lewis [16] provou que a
conjectura € verdadeira para R =1 e k = 3 e, em 1963, Davenport e Lewis [7] garantiram
a validade da conjectura para R =1 e k > 3, ja que as condicdes de solubilidade para
k = 2 eram conhecidas (provado por H. Hasse [2] em 1924). Davenport e Lewis [10], em
1967, mostraram que a conjectura de Artin era verdadeira para R = 2 e k impar e, para
k qualquer, eles conseguiram estimar n > 7k>. Estudos mais recentes feitos por Briidern
e Godinho [5] em 2002, melhoraram essa estimativa para n > 8k%. Outra contribui¢do

importante de Davenport e Lewis [9] mostra que as condigdes

n > 9R?kIn (3Rk),  para k fmpar,



n>48R%k*In (3Rk*),  para k > 2 par,

sdo suficientes para se obter solugdes p-ddicas em sistemas de R formas. Este resultado
também j4 foi melhorado em 1988 por Low, Pitman e Wolff [17] que provaram que as
cotas

n>2R’kInk, para k impar,

n > 48Rk>1n (3Rk?), para k > 2 par,

sdo suficientes. Em 1998, Briidern e Godinho [4] provaram que n > R3k? garante a
solubilidade p-adica de (0-1), que foi melhorada por Knapp [14] com a cota n > 4R%k>.

Além desses resultados mencionados, vérios outros resultados ja foram obtidos
e novas técnicas ainda estdo sendo desenvolvidas acerca da conjectura. Havendo ainda
muito a desenvolver, o estudo de casos particulares de R € muito ttil para uma maior
compreensdo do tema. Com essa motivagdo, iremos demonstrar nessa dissertacdo a
validade da conjectura de Artin para dois casos: quando R = 2 e k € impar e quando
R =3 e k = 3. Veremos que hd uma certa diferenca entre as técnicas usadas para as
demonstracdes desses dois casos.

Provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1 Se k é impar e n > 2k* + 1, entdo, para todo primo p, duas equacées aditivas

de grau k tém solucdo p-ddica ndo trivial em comum.

Teorema 2 Trés equacoes aditivas cubicas com n varidveis tém solucdo p-ddica ndo

trivial em comum sen >28 e p#3oup #1.

Estes resultados se encontram em [10] e [19], respectivamente.

No desenvolvimento desses resultados utilizaremos como principais ferramentas
a teoria de normalizac¢do, desenvolvida por Davenport e Lewis, juntamente com o Lema
de Hensel e o Teorema de Chevalley, todos descritos no primeiro capitulo como resultados
preliminares para o desenrolar das demonstragoes.

No segundo capitulo apresentaremos o Teorema 1. Iniciaremos o capitulo
demonstrando um lema combinatério que nos serd bastante ttil como estratégia da
demonstracdo deste teorema. Na sec@o 2.2 deste capitulo serdo apresentados alguns re-
sultados sobre sistemas de congruéncias de formas aditivas e, ja na secao 2.3, exibiremos
uma estratégia geral para a demonstracdo do teorema principal do capitulo, provando-o
subsequentemente.

No terceiro capitulo também apresentaremos alguns resultados sobre sistemas de
congruéncias de formas aditivas de grau trés na secdo 3.1 e logo a seguir, na se¢do 3.2,

faremos a demonstracao do principal teorema do capitulo, o Teorema 2.



Este trabalho tem a inten¢@o de esclarecer melhor ao leitor os textos originais
desenvolvidos pelos precursores dos estudos dessa temética, tornando-os mais simples
por meio de uma leitura interessante e que faz parte da problematica acerca da Conjectura

de Artin, que muito falta para ser completamente solucionada.



CAPITULO 1

Preliminares

Considere o seguinte sistema de R formas aditivas de grau k

fi = allxll‘ “+..+ alnxlnC =0

: (1-1)

R = aRlx’f 4.+ aR,,x’,‘, =0
onde os coeficientes a;; sdo nimeros inteiros e n > R. Neste capitulo apresentaremos
resultados que irdo estabelecer condi¢des para que o sistema (1-1) tenha solu¢do nao
trivial em Q,, o corpo dos nimeros p-ddicos, para todo primo p, e iremos desenvolver

a teoria de p-normalizac¢do de sistemas de equacgdes aditivas, de grande relevancia no

decorrer de todo o trabalho.

1.1 Solucoes Nao Singulares

Definicdo 1.1 Sejay> 1. Uma solucdo & = (§1,...,&,) para o sistema de congruéncias:

N1 :anxlf +...+ alnxﬁ

0  (mod pY)
(1-2)

fr =apix¥ +.4+ agxt =0 (mod pY)

é chamada ndo singular se a matriz (a;;&;)rxn tem posto R médulo p.

O resultado pelo qual a principio estamos interessados, uma versao do Lema de
Hensel que logo apresentaremos, ¢ de grande importancia para esse trabalho, pois mostra
que, para garantir a solubilidade do sistema (1-1) em Q,, basta garantirmos uma solugio

ndo singular para o sistema (1-2), onde y depende da poténcia de p na fatoragio prima de
k.
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Assim, escreveremos k = p*kg, onde mdc(ky, p) = 1 e definiremos

T+2, sep=2
Y= T+1, set>0ep>2 . (1-3)

I, set=0

Antes de enunciar e demonstrar o resultado mencionado anteriormente, precisa-

remos do seguinte lema (ver [13]):

Lema 1.2 Se a congruéncia
*=m (mod pY)

tem solucdo, onde mdc(m, p) = 1 ey é como definido em 1-3, entdo a congruéncia

yY=m (mod p")

tem solucdo para todo v > .

Lema 1.3 (Lema de Hensel) Se o sistema de congruéncias (1-2) tem uma solu¢do ndo
singular, quando 'y é dado por (1-3), entdo o sistema (1-1) tem uma solucdo p-ddica ndo

trivial.

Prova.

Seja § = (&;,...,&,) a solugdo ndo singular de (1-2). Entdo existem R indices
j€{l,...n} em & tais que o determinante da matriz (a;;€;)rxr, para os indices j
convenientes, ndo € nulo médulo p. Sem perda de generalidade, podemos considerar

1,...,R os tais indices. Assim teremos

&1&2...§RD61‘<0102...CR) Z0 (IIlOd p),

onde o0s ¢;’s sdo as j-ésimas colunas da matriz (a;;).
Como o determinante das R primeiras colunas da matriz dos coeficientes de (1-2)
ndo € divisivel por p, entdo é possivel obter combina¢des lineares de f1, ..., fg, de forma

que se possa reescrever (1-2) na forma

(I)] = b]lxlf +Vy (XR_H,...,X,,) 0 (mod py)

(1-4)

Or = brrxXk  +WR(XR+1,-X%,) =0 (mod pY)

onde by1by;...bgg Z0 (mod p).
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Portanto, temos que

01(§) =0 (mod pY),....,0r(§) =0 (mod pY).

Além disso, por defini¢do de solugdo ndo singular, nenhum dos elementos &1, ...,Eg sdo

divisiveis por p, portanto b;€; Z 0 (mod p) implicando que

—bii€i = Wi(Er41,--,81) #0  (mod p) comi € {1,...,R}.

Seja v > vy um inteiro positivo, pelo Lema 1.2, existem 1y, ..., Mg tais que

bimf +Wi(Ers1, -, 60) =0 (mod pY),

ondei e {I,...,R}.

Assim, M1, ...,NR,ER L1, ..., & constitui uma solugdo de
fi=0 (mod pY),...fr=0 (mod p") (1-5)

onde nenhum dos elementos xi, ...,xg € divisivel por p.
Portanto, existe solu¢do para (1-5), para qualquer v > 7. Podemos formar entao

uma sequéncia de solucdes (agv),...,a,(qv)) do sistema (1-5) em Z7, onde Z, indica o

z

conjunto dos inteiros p-adicos. Como Z, € compacto (ver [13]), em cada uma das
coordenadas de (agv), e a,SV)) podemos determinar uma subsequéncia convergente {agvj )}
para um inteiro p-adico o; (note que tais subsequéncias sdo determinadas de modo que
cada coordenada i possua os mesmos indices V). Assim, temos que
- (v)) (Vi)y — N
filo, ..., 00) = filay . ..an ) =0 (mod p¥7), i€ {l,...R}
para todo v; > Y.

Logo, quando v; — o, temos | fi(Q,...,0) [,= 0, ou seja,
fi(ag,...,05) =0,i€{l,...,R}.

O

Com esse resultado, passamos agora a nos preocupar em encontrar solu¢do nao
singular para um sistema de congruéncias como em (1-2). Um importante resultado que
nos ajudard nessa procura € o Teorema de Chevalley, que estabelece uma relagao entre o
nimero de varidveis e os graus das formas aditivas para garantir solu¢do para o sistema

de congruéncias.
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Definicao 1.4 Definimos “o grau total de um polinémio f” como sendo o maior grau
dentre os graus de seus monomios, onde o grau de um monoémio é igual a soma dos graus

de suas varidveis.

Teorema 1.5 (Teorema de Chevalley) Sejam f,..., f;n polinomios em n varidveis, sem
termo constante e com graus totais dy, ...,d,,, respectivamente. Se n > d; + ... +d,,, entdo
existe (by,...,by) # (0,...,0) tal que

filb1,....;by) = ... = f(b1,....;b,) =0 (mod p)

tem um zero simultaneo para fi, ..., f,, modulo p.

Antes de iniciarmos a demonstracdo deste teorema precisamos de algums resul-

tados apresentados a seguir (ver [13]).

Lema 1.6 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p € N um niimero primo. Entdo n? =n

(mod p) para qualquer n € N.

Definicao 1.7 Sejam f e g dois polinomios em n varidveis, com coeficientes inteiros.

(i) Dizemos que f é congruente a g médulo m, denotado por f = g (mod m), se os

coeficientes dos termos de [ e g sdo congruentes modulo m.

(ii) Dizemos que f é equivalente a g modulo m se

flctyeyen) =glcryennycn)  (mod m)
para toda n-upla de inteiros (cy,...,cy).

Dado um polindmio f, vamos reduzir o grau de suas varidveis através de
sucessivas aplicacdes do Pequeno Teorema de Fermat, fazendo xl’.) = x; (mod p). Ao
final deste processo encontraremos um polindmio equivalente a f, onde todas as varidveis
apresentam graus menores do que p, e neste caso diremos que este polindmio equivalente

estd na “forma reduzida médulo p”.

Lema 1.8 Todo polinomio f é equivalente a um polinomio na forma reduzida cujo grau

total é sempre menor do que ou igual ao grau total de f.

Lema 1.9 Se o polinémio F(xy,...,x,) estd na forma reduzida e tem a propriedade de
que F(x1,....,x,) =0 (mod p) em todo ponto diferente de (ay,...,ay), e F(ay,...,a,) =1

(mod p), entdo
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Podemos, agora, demonstrar o Teorema de Chevalley.

Prova.Considere o seguinte polindmio

F(x1, o) = (=) (P = 1) (27 = 1),

Suponha que para qualquer (by,...,b,) # (0,...,0) o sistema fi,..., fr, =0 (mod p) ndo
possua solugao.

Note, entdo, que F(x1,...,x,) =0 (mod p) em todo ponto diferente de (0,...,0) e
F(0,...,0)=1 (mod p) (pelo Pequeno Teorema de Fermat). De acordo com o Lema 1.9,
F=(—-1)"x" ! 1)...(xﬁ_1 — 1), onde este dltimo polindmio tem grau total n(p — 1).
Portanto, o grau total de F' é no minimo n(p — 1), pelo Lema 1.8. Mas, pela defini¢do de
F temos que o graude F é (d; + ... +d,;)(p — 1), logo

d+..+d, >n.

Contradi¢do! 0

1.2 p-Normalizacao

Para iniciar a teoria de normalizagdo, consideremos o sistema (1-1) e definamos
fl; 7fR H Det CJl’ ch)

onde os sub-indices {ji,..., jr} sdo todos os arranjos possiveis de R termos distintos do

conjunto {1,...,n}. O nimero de subconjuntos distintos, que denotaremos por M, serd

=nn—1)...(n—(R-1)).

O préximo resultado estabelecerd algumas propriedades de ¥:

Lema 1.10 (i) Se f!(x1,...,x,) = Ffi(p¥x1,...,p%x,), onde ©; € Zoe i € {1,...,R}, entdo

kRMO

ﬁ(fllaaflle) =p " ﬁ(flw"afR)

onde®=0;+...4+06,.
(ii) Se f!'(x1,....x%n) = Zled,-jfj, para i€ {1,...,R}, com d;j € Q e Det(d;;) =
D #£ 0, entdo
S, f1) = DMO(f1, ..., fr)-
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Prova.
(i) Inicialmente, vamos supor que f!(x1,...,x,) = fi(p®x1,x2,...,x,), onde i €

{1,...,R} e, neste caso, 6 = 0. Assim obtemos

fi= pPand +and +.+ apx
(1-6)

/
fa= PPardt +apxt +.4 aged

Seja c;- a j-ésima coluna da matriz dos coeficientes do sistema (1-6). Temos que

{ Det(c), ,....c}.)) = p*®.Det(cj,,....cj), sel€{ji,....jr}
Det(c’jl,...,c}R) =Det(cj,...,Cjg), se 1 €{j1,.-,Jr}

Veja que existem £ conjuntos {ji,..., jr} tais que 1 € {ji, ..., jr}. Entdo

ﬁ(fll; 7fR H Det ]17 »C )

.]]7 >]R

kRM (¢]

= II Delcj,nciy)- ] Det(c),..cl) =

]e{j17“->jR} 1¢{]177JR}

Repetindo esse processo para as outras variaveis x», ..., X,, Uma por uma, obteremos o caso

(f17 7fR)-

geral
fi= pPPanxt +.+ pOay,ak

; (1-7)
fe= Pagik +.+ pOrag,k
onde 8 = 0; + ... + 0, Para qualquer conjunto { i, ..., jg} temos que
Det(c’ Ciys- ,c;-R) :pkejl,,'pkejR,Del(le,...,CjR)- (1-8)

Efetuando o produto dos determinantes descritos em (1-8) para todos os conjuntos
{Jj1s---, Jr}, concluimos que cada termo pkOii aparece % vezes nesse produto. Assim,

kRMel kRM(-)n

13(flla 7fR> H Det c]17 CjR):kayeﬁ(flv"wfR)'
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(ii) Agora suponha que

" __ n Lk "k
1= A et apX,

" __ n k "k
fR= agpx; +..+ agx,

. 1 < 2. . " __ 1/
Seja c a j-¢sima coluna da matriz A” = (aij)Rxn. Temos que

R
/!
aj; =Y dip-ay,
h=1

e, assim,

d11 le ay] ... dinp
A// —
de N dRR arly ... dprp

Obtemos entdo a igualdade

Det(c'y ,...,cl.) = D.Det(cjy, ...,cjp)

€, consequentemente

ﬂ(f”a"'v 1/21) :DMﬂ(flw"afR)‘

Definicao 1.11 Dois sistemas de formas como em (1-1), sdo ditos p-equivalentes se um
pode ser obtido do outro por uma combinacdo das operacoes (i) e (ii) do Lema 1.10, onde

01,...,0, sdo inteiros e cada d;; é racional com D # 0.

Note que, se um sistema do tipo de (1-1) possui solucdo p-adica ndo trivial, entdo qualquer

sistema equivalente a ele também possui.

Definicao 1.12 Sejam f; =0,..., fr = 0 as equacdes de um sistema de formas aditivas de
grau k onde O(f1,..., fr) # 0. De todos os sistemas p-equivalentes a fi =0,...,fr =0,
com coeficientes inteiros, consideremos aquele cuja poténcia de p que divide O(f1, ..., fr)

seja minima (poténcia ndo negativa). Diremos que tal sistema é p-normalizado.

Considere A = (a;;) a matriz dos coeficientes do sistema (1-1) e ¢; a sua j-ésima

coluna.

Definicao 1.13 Dizemos que x; estd no nivel [ se p divide todos os elementos da coluna

cj, mas le ndo divide todos os elementos de c;.
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Antes de enunciar o préximo lema, iremos reescrever o sistema (1-1) de outro modo,
separando as varidveis por niveis. Utilizando apenas reordenag@o e mudanga de variaveis
obteremos um sistema dividido em niveis menores do que k. Desse modo, teremos o

seguinte sistema:
( fu +pfiz +.+ Pl =0

o1 +pfo 4.+ pPKlp =0
(1-9)

 fri +pofre At Pl =0

onde f;; sdo formas diagonais de grau k nas varidveis x;.

Note que a existéncia de solugdo ndo trivial em Q, para (1-9) implica na
existéncia de solu¢do ndo trivial em Q, para (1-1). Note ainda que, as formas de cada
coluna possuem as mesmas varidveis e ao menos um dos coeficientes de x, presentes em

alguma das formas, é co-primo com p.

Lema 1.14 (Davenport e Lewis) Um sistema p-normalizado de formas aditivas f, =

0,..., fr = 0de grau k, pode ser escrito na forma
fi=Fi(x1,..0sx5) + PGi(Xss1, ey Xn) (1-10)

parai € {l,...,R}, onde
5§ 2

1S

Mais ainda, se 1 < j <s, entdo pelo menos um dos coeficientes de algum x ; ndo é divisivel
por p. Além disso, para 1 <t <R, se Ay é a matriz dos coeficientes das formas no nivel
zero e q; representa o menor niimero de colunas, ndo nulas moédulo p, em qualquer t

combinacoes lineares das linhas de A, independentes modulo p, entdo

> nt
qr = RE
Prova. Para obter (1-10) basta aplicar sobre o sistema o método da separacdo por niveis,
como Vvisto anteriormente, onde s representa o nimero de varidveis do nivel zero do
sistema.
Inicialmente iremos mostrar que s > 7.

Assim, considere o conjunto de formas aditivas,

P fi(PX1, o DXy Xt 1 oo X0) = PR, o Xs) + Gi(Xgg 10 Xn) (1-11)

Note que estas formas sdo obtidas de fi(xy,...,x,) através de uma combinagdo das

operacdes (i) e (ii) do Lema 1.10, com 8 = s e D = p~X. Portanto, o valor de ¥ para
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esse novo conjunto de formas sera

kRMs

ﬁ(p_lf{w“ap_lflle):p . _RMﬁ(fla"'afR)'

Como estas novas formas (1-11) possuem coeficientes inteiros, segue da minimalidade de
sistemas p-normalizados que
kRM's ks

—“RM >0 = —>1 = s>
n n

S

Agora, para a outra parte da demonstracdo, considere fi,...,f/ quaisquer ¢
combinagdes lineares de f7, ..., fg independentes médulo p e sejam FY, ..., F; as formas das
mesmas combinagdes lineares de F1, ..., Fg. Para obtermos um conjunto de R combinag¢des
lineares basta completarmos as novas formas com R —t elementos de fi,..., fg ou
Fy,...,Fgr. Seja ¢; o menor numero de varidveis que aparecem em pelo menos uma das
combinagdes FY, ..., F{ com coeficientes ndo divisiveis por p. Chamaremos essas varidveis

de x1,...,x4. Considere as formas

o :
P fi(PX1, . DXy X 41, s X)) Parai = 1,...,¢

F1(PX1y ooy PXgy s Xgy 41, s Xn) Parai =t +1,...,R.

Além de possuir coeficientes inteiros, essas formas foram obtidas de fi,..., fr por uma
combinagdo das operagdes (i) e (ii), com 8 = g, e D = p~'Dy, onde Dy é o determi-
nante da matriz utilizada na operagdo (ii) para obter f{,..., f/ de fi,..., fr. Assim, pela
minimalidade de sistemas p-normalizados, temos que

kRq; nt

kRM g,
—-tM>0 = >t = q > —.
n n kR

Como queriamos. 0

Proposicao 1.15 Suponha que qualquer sistema do tipo (1-1) que possua a propriedade
3(f1,.-., fr) # 0, possua solugcdo p-ddica ndo trivial. Entdo, todo sistema do tipo (1-1)

tal que §(f1, ..., fr) = 0, também possui solucdo p-ddica ndo trivial.

Prova.Considere o sistema (1-1) e suponha que 3(fi, ..., fr) = 0. Vamos construir uma

sequéncia de formas aditivas

F00, ) = al L 4axk =0 (i=1,..,R), -12)

in
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com coeficientes inteiros, tais que cada ag.‘ ) a;j seja divisivel por pt e ( fl(“ ), e fl({' )) #
() (1) (1)

0. Basta tomarmos a;;’ = aij+q;; ij

Por hipétese, os sistemas (1-12) t€m solucdes p-adicas ndo triviais, digamos

p(“), com ¢;;’ conveniente.

g(ﬂ) = (Fpg“ ),...,E_,,(f )) € Z;,. Como as equagdes sdo homogéneas, podemos assumir que
ao menos uma das coordenadas de ﬁ(") ndo € divisivel por p. Como Z, € compacto, a
sequéncia {&E" )} de cada coordenada s = 1,...,n possui uma subsequéncia convergente
{§§"f)} para um inteiro p-ddico &;, nem todos iguais a zero. Agora note que, pela

continuidade de f;,
Jim fi(§%) = £i(&)

J

e, como fi(”j)(&(“f)) =0,
|fl.(§(uj)) ), = |ﬁ(§(#./))_fi(“f)(§(uj)) lp
= |5 (e —al )y EME,
< pH.

Portanto f;(§) = 0, isto é, o sistema (1-1) tem solug@o p-ddica néo trivial.

O

Este resultado ird nos permitir assumir, de agora em diante, que em (1-1) temos
9(f1,..., fr) # 0 e, mais ainda, no decorrer do trabalho iremos considerar apenas sistemas

p-normalizados.



CAPITULO 2

Sistemas de duas formas aditivas

Neste capitulo nosso objetivo € investigar a solubilidade de um sistema de duas

equagdes aditivas com n varidveis e grau k > 0 como o sistema

k k
= a1xy+...+ax =0
{f 1 1 n“*n (2_1)

g= blxlf—l—...—i—bnxﬁ =0

onde os coeficientes a; € b; sdo inteiros. Estamos interessados na solubilidade deste
sistema sobre o corpo dos nimeros p-adicos, para todo p primo.

Para este caso, a Conjectura de Artin diz que se o nimero de varidveis for no
minimo 2k% + 1, entiio o sistema do tipo de 2-1, possui solugio p-adica ndo trivial. Mas,
entretanto, neste trabalho serd confirmada a conjectura apenas para k impar.

Enfim, nosso objetivo € provar o seguinte teorema (ver [10]):

Teorema 1 Se k é impar e n > 2k*> + 1, entdo, para todo primo p, as equacdes

aditivas (2-1) tém solucdo p-ddica ndo trivial em comum.

2.1 Um pouco de combinatoria

Para provar o Teorema 1 precisamos significativamente do lema combinatorial

demonstrado a seguir:

Lema 2.1 Seja S a unido de w conjuntos ndo-vazios e disjuntos Si,...,S,,, onde w > 2.
Seja li :’ S,’

, e suponha que
Lh>liparai = 1,....w. (2-2)

Faca
m=LU+..+1l,, g=0Lb+..41,. (2-3)

Seja & um inteiro positivo e defina r por

r=min{{m/(25+1)],[¢/(8+1)]}. (2-4)
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Entdo, existem r conjuntos disjuntos Ty, ..., T, contidos em S tais que
28+1<| T |<28+2, (2-5)

parai=1,...,r, e
| Ti| = | TiNS;[=8+1, (2-6)

parai=1,...,re j=1,...,w. Aléem disso, existe

s =min{[m/2],q} (2-7)

pares disjuntos de elementos de S tais que nenhum par se encontra em um mesmo conjunto
S;.

Prova. A prova da primeira afirmacdo serd por indu¢@o em r. O resultado € trivialmente
verdadeiro se r = (. Basta provar a validade de (2-5) e (2-6) para r > 1. Assim, supon-
hamos que a primeira afirmacdo do lema é verdadeira para r — 1 conjuntos, isto é, de
acordo com a defini¢do para r em (2-4), temos que existem r — 1 conjuntos disjuntos
Ti,...,T,_1 contidos em § tais que valham (2-5) e (2-6).

Para iniciarmos a demonstracdo, consideremos um conjunto 7" formado por
elementos de S, convenientemente. Sejam S, ..., S}, os conjuntos dos elementos restantes
dos conjuntos S, ...,S,, depois da retirada de seus elementos para compor 7. Seja w' o
nimero de conjuntos S que ndo sdo vazios e sejam ainda m’, ¢’ e r’ definidos para os
conjuntos S;- assim como m, q € r foram definidos para os conjuntos S ;. Veja que devemos

renumerar 0s conjuntos S'j de modo que
S| 12] 851> 2 Sl [2 1,

ou seja,
/ / /
h>hb>..>0,>1.

Note que a hipétese de indugdo assegura que podemos encontrar r — 1 conjuntos
no conjunto S’ = § — T com as propriedades (2-5) e (2-6). Basta entdo provarmos que o

conjunto 7" existe, também satisfazendo (2-5) e (2-6), e satisfazendo

¥>r—lew >2, parar> 1. (2-8)

Provando assim a existéncia dos r subconjuntos desejados de S.
Por (2-4), temos

m> 28+ 1)req> (8+1)r. (2-9)
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Podemos supor que
Lh>b>...>1,>1.

Se I} > I, aretirada de um Unico elemento de S; diminuird m por 1 mas ndo mudard g,
desde que [y —1 > [; para j =2,...,w. Se [} = I, a retirada de algum elemento de S
diminuird m e g por 1, j4 que o nimero de elementos no maior conjunto, agora S3, ndo foi
diminuido. Usando estas duas operacdes podemos obter conjuntos para que a igualdade
valha em ao menos uma das sentencas em (2-9). Por exemplo, inicialmente iremos retirar
de Sy elementos, de modo que /1 > [ para j =2,...,w, at€ que a primeira sentenca de (2-9)
seja uma igualdade; se chegarmos em um momento em que /; = [, e a primeira sentenca
ainda € uma inequacdo estrita, entdo usamos a segunda operagao, havendo a possibilidade
da segunda sentencga ser uma igualdade, e assim por diante. Logo, poderemos supor que se
existe a inequacgdo estrita na primeira delas, entdo /; = [;. Assim, € suficiente considerar
os dois casos:
m= 28+ 1)req> O+ 1)r; (I

m> 28+ 1)r,qg=0+1)rely =h; ()

Caso (I). Neste caso, w > 3, pois se w = 2, terifamos

m=NL+heqg=1,

Lh+Db B (28+1)r

2 2
Para essa parte da demonstragio temos dois subcasos: paral; < delj > 0.

1
dai, g < =(0+ E)r, que é impossivel.

Se l; <4, entdo | S; |< S para j=1,...,w. Neste caso, formemos 7 com 28+ 1

elementos de S, o que j satisfaz (2-5). Dai, como | 7 NS, |< §, para cada j, entdo

| T|—-|TNS;| = 26+1-|TNS;|
> 20+1-86=0+1

e (2-6) também ¢ satisfeito. Além disso, (2-8) vale quando r > 1, desde que

m=m—(28+1)=(28+1)(r—1)

d=m-l>m—1>m-8=028+1)(r—1)-8>(8+1)(r—1).

Assim, ' = r—1 e desde que m’ e ¢’ satisfaz a condi¢do (I) temos, como no pardgrafo
anterior, que w' > 3.
Agora suporemos que /; > 8. Podemos satisfazer (2-5) e (2-6) fazendo T consis-

tir de d elementos de S; e 8+ 1 elementos de S5, ..., S,,, mas ndo todos do mesmo conjunto
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(note que, como w > 3, isto é possivel). Se r > 1, entdo
m =m—|T|=(28+1)r—(28+1)=(28+1)(r—1)

e, trivialmente,
qd>q—(28+1).

Colocando
g= (0+1)r+a,onde o> 0,

teremos ¢’ > (8+1)(r— 1)+ (a—9).
Sea>d,entdoqg > (8+1)(r—1),comr =r—1lew >3.
Agora suponha que o < §. Temos

h=m—q=23+1)r—[(8+1)r+a] =ér—a.

Se I, < dr — 9, podemos formar T com 8 — o elementos de S;, de modo que assim
I} = dr—3, e pegando &+ o+ 1 elementos dos conjuntos Ss, ..., S, com a condi¢do
de que ndo seja pego mais que & elementos em um mesmo conjunto. Isto é possivel ja
que g = (8+1)r+a > 3+ 1+ o e o niimero de elementos de todos os conjuntos dentre

$7,...,8y, com excessao de S,, € a0 menos
L+..+ly,=q—L>0@+1)r+o—(0r—98)=r+o+06>a+1.

Depois de formar este conjunto 7T, teremos exatamente m' = (26 + 1)(r—1) e ¢’ =
m —1{=0+1)(r—1),onder =r—1lew >3.

Agora suponha que o0 < & e Ip > 0r — & > [3. Iremos formar 7' tomando o
elementos de S; e d elementos de S;, que é possivel jd que r > 2 implicaem I, > dr—8 =

d(r—1) > 3. Tomemos ainda um elemento de S3 para compor 7. Temos entdo que
1=0—38<8r-38,

m = (28+1)(r—1)

gd=m—1>0+1)(r—1).

Assim, ¥ =r—1lew > 3.
Finalmente suponha que, o < & e [, > &r — 8 > [;y1, onde ¢t > 3. Fagamos
li=0r—90+m; parai=1,....,t. Entdo, como /; < /| temos que

[ <dr—oa=0r—04+m;<or—a=mn;<0d—a.
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Além disso,
g=h+..+L,>bh+..+L=(t—1)0r—=38)+nM2+...+1,,

dai
M+ 4N < ¢—(—1)(8r—38) <g—2(r—9)
= (0+1)r+oa—20r+26
= —0—1)r+20+a<d+a+1.

Assim, formaremos 7 tomando & — o elementos de S1, e 0+ o+ 1 de Sy, ..., S,,,
com a condi¢@o de que ndo seja tomado nem mais que & € nem menos que 1; elementos
emcada S;, parai=1,...,z7. Isto é possivel jaque [, > 8,13 > d,emo+...4+M; < d+a+1.
Com esta escolhade T, temos que m' = (28+1)(r—1)eq = (8+1)(r—1),dai ¥ =r—1
ew >3.

Caso II. Para este caso temos
g=0+1)r,m=28+1)r+p,comPB>0el; =1b.

Se w = 2, temos que /] = I, = (8 + 1)r e podemos, obviamente, formar 7 tomando
3+ 1 elementos de S; e 8+ 1 elementos de S». Com esta escolha, temos [j =1}, = ¢’ =
8+ 1)(r—1)em =2(8+1)(r—1), daf a condicéo (2-8) é vilida.

Se w > 3, temos

B+..+ly=q—hbh=q—li=qg—(m—q)=2q—m=r—.
Assim, [} =l =dr+Pe,comols <r—p,
Lh—L=0r+PB—-L>0r+PB—r—B=O@—-1)r+2p>8—-1+2p>8+1,

desde que r > 1 e 3 > 1. Consequentemente, /3 <[] — (3+ 1). Para satisfazer (2-5) e (2-6),

formaremos 7' tomando 0 + 1 elementos de S; e 3+ 1 de 5. Logo,
1=bL=8r+B—-8—-1=8(r—1)+B—-1>3(r—1),

m=m—(28+2)>(28+1)(r—1)

q=q—-@+1)=@+1)(r—1),

dai ¥’ =r—1e,ser>1,entdo w' > 2. Assim, (2-8) € satisfeito. Isto completa o prova da

primeira afirmacdo do lema.
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Agora provaremos a segunda afirmacdo. Precisamos mostrar a existéncia de
. m
s =min{.q}

pares disjuntos de elementos de S, onde nenhum par se encontra em um mesmo conjunto
Sj. Se m > 2gq, entdo I} > g e podemos obviamente formar g < % pares tomando um
elemento de S e um elemento dos conjuntos S»,...,S,,. Se m < 2¢q, podemos formar tais
pares, par por par, escolhendo um elemento de cada dois maiores conjuntos. Este dltimo

processo nos dard 5 < g pares disjuntos.
0J

2.2 Congruéncias

Nesta sec@o apresentaremos alguns resultados de congruéncias necessarios para

a prova do Teorema 1. Primeiro consideraremos as congruéncias

k ko —
= ajx{+...+ax, = 0 (mod
f 141 nip ( p) (2_10)
g = bi+..+bxt = 0 (mod p)
onde ao menos um coeficiente de cada par a;, b; ndo € divisivel por p.
Consideremos
d=mdc(k,p—1), k=p*dko, ondemdc(ko,p)=1. (2-11)

Se J;, € o conjunto das m-ésimas poténcias modulo p, entdo Ji = Js. Concluimos
este fato de um resultado da Teoria Elementar dos Numeros que afirma que, para

a,k,p € N, com p primo e d = mdc(k, p— 1), a congruéncia

*=a (mod p)

tem solugdo se, e somente se, a congruéncia

X=a (mod p)

também tem solucao (ver [13], cap. 4).
Lema 2.2 Se n > 28+ 1, entdo as congruéncias (2-10) tém uma solucdo ndo trivial.

Prova. Pelo Teorema de Chevalley, demonstrado no capitulo anterior, vimos que o sistema

de congruéncias (2-10) tem solugdo se n > 2k, isto é, se n > 2k + 1. Note entdo que, pelo
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que foi afirmado no pardgrafo anterior, isto € o mesmo que dizer que (2-10) tem solugdo
sen>20+1.

Lema 2.3 Se n > 28+ 1 e toda forma o.f +Bg, (o, # 0,0 (mod p)) contém ao menos

O+ 1 varidveis com coeficientes ndo divisiveis por p, entdo as congruéncias (2-10) tém

A — aixy ... dpXp (2 12)
b1X1 bnxn

tem posto 2 modulo p, isto é, o sistema (2-10) tem solugcdo ndo singular.

uma solugdo cuja matriz

Para provar este lema precisaremos de outros dois resultados (ver Apéndice).
Lema 2.4 Seja p um primo e
k
F(xp,.oXm) = alx]f + ...t amx,,,

onde k divide p—1 e onde a...a,, Z0 (mod p). Entdo, se m < k, o niimero de classes de

restos mddulo p distintas, diferentes de zero, representadas por F é ao menos m(p—1) /k.

Lema 2.5 Seja p um primo e k um fator de p — 1. Sejam G,H formas aditivas de grau k

emyi,...,ys, onde s > k. Seja Y, ...,Y, classes de restos modulos p ndo nulas, onde

u>(p—1)(2k—s)/k.
Entdo existem yy,...,ys, nem todos nulos médulo p, tais que,

G(y1,..,ys) =0 (mod p)

H(ylv"'vyS>EOOMYi (mOd p)

para algum i.

Agora podemos provar o Lema 2.3.
Prova. Desde que J;, = J5, podemos assumir, sem perder a generalidade, que k divide
p — 1. Pelo Lema 2.2, garantimos que o sistema (2-10) possui solucdo ndo trivial.
Tomemos uma solugdo que tenha o maior nimero possivel de xi,...,x, # 0. Através de

permutacgdo de varidveis, podemos supor que esta solucao é

(&1,...,ER,0,...,0),
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onde cada &; # 0. Podemos assumir que esta solugdo € singular e, portanto,
aibj—biaj=0 (mod p)paral < j<R. (2-13)

Se existem valores de j maiores do que R, para que (2-13) valha, entdo pegamos estes
valores, seja de R+ 1,...,r, e de outro modo facamos r = R. Vamos supor que a; # 0
(mod p). A forma g; = ajg — b1 f tem seus r primeiros coeficientes nulos. Iremos
trabalhar com o par de formas f,g; ao invés de f,g.

Podemos escrever

fo= a4 +axdt Apk+. A
g = Biyk+ ...+ By,

onde todos o0s a;’s e todos os B;’s ndao sao nulos médulo p. Temos
r+s=n>2k+1,
e pela segunda hipdtese do lema temos
s>k+1.

Caso 1. Suponha r > k. Como s > k—+ 1, pelo Teorema de Chevalley, existe uma

solu¢do de gy =0 (mod p) com yy, ..., ys ndo todos nulos. Para esta solugéo, temos
A4+ +AY£0  (mod p),

caso contrério, (&1,...,&,,y1,...,ys) seria solu¢do de f = g; =0, com mais de R valores
nao nulos, contrariando a construcao.
Pelo Lema 2.4, com m = k < r, a forma alx’f +...+ arx’rC assume todos os valores

diferentes de 0. Em particular, ela assume o valor
—(Af+ . +AyY),

e obviamente, faz com que xp, ..., x, sejam nem todos nulos. As congruéncias f =g; =0

agora tem a solugdo

(X1, eees Xpy V1 eees Vs )

e esta € ndo singular com x;y; #Z 0 para algum i < r e algum j <, e ;B; # 0, como
comentado anteriormente.
Caso II. Suponha r < k. Temos que s =n —r > 2k —r. Pelo Lema 2.4, a forma

alxll‘ + ...+ a,x* assume ao menos r(p — 1) /k valores nio nulos distintos. Chame estes
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valores de —v1, ..., —Yu, onde
puzr(p—1)/k>(2k—s)(p—1)/k.
Pelo Lema 2.5, existe uma solu¢do de g = 0 com yy, ..., ys, nem todos nulos, para que
Aly’f +..+AY =0
ou

Aly’f +... +Asy’s‘ =Y,

para algum j. A primeira alternativa é impossivel pelo mesmo motivo mencionado no

Caso I. Logo, as congruéncias f = g; = 0 t€m a solucdo

(xla -~-7xr7)’17~--7)’s)7

e esta € novamente ndo singular, com x;y; # 0 para algum i < r e algum j <. O

Lema 2.6 Se cicy...c5.1 #0 (mod p), entdo a congruéncia
ek + .. +05+1x’§+1 =0 (mod p) (2-14)

tem uma solucdo com x; Z0 (mod p).

Prova. Como J; = Jg, podemos trocar k por  em (2-14). Se a conclusido do lema nao é

verdadeira, entdo
ci —|—czxg + ...+ CSngH Z0 (mod p)

para todo x2, ...,x5. 1. Dai, pelo Pequeno Teorema de Fermat,
(c1 +cxd+ ... +C5+1xg+1)p*1 —1=0 (mod p)

para todo x2,...,x5, ;. Como € bem conhecido, isto implica que a congruéncia se torna

uma identidade quando, em cada produto de poténcias na expansao da parcela do lado

esquerdo, xg-’ € trocado por x;, para cada j repetidamente, até cada expoente ser no maximo
p — 1. Mas, essa expansdo, contém um termo

5 .8 p—1)/8 _ _p—1 _p-—1

a(xz...x5+1)( )3 — ax X

coma#0 (mod p), que ndo é afetado por tais operagdes. Todos os outros termos contém

ao menos uma das varidveis xa,...,x5; | com uma poténcia menor do que p — 1. Dai, o
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polindmio ndo pode ser reduzido a uma identidade e isto prova o lema. 0

Lema 2.7 Se 8= (p—1)/2 > 3, entdo a congruéncia
X=di¥i +..+dsx =0 (mod p)
tem uma solucdo ndo trivial moédulo p.

Prova. Observe que, se dermos a cada varidvel x; os valores 0 ou 1, nés obtemos 28 valores
para a forma x. Como existem no maximo p valores distintos de ¥ (mod p) e como

20>28+1=p, para 8 > 3, no minimo dois destes valores sdo congruentes. Digamos
A&} + ... +dsEs=dmi +...+dgn§  (mod p),

e entao
dy (& —nf) + ... +d5(E§—m§) =0 (mod p).

Mas &f — ni.‘ =0, lou —1 (mod p) e, a0 menos uma dessas diferencas ndo é nula. Como

0, 1 e -1 estdo em Ji, entdo nds obtemos a solu¢io necessaria. 0

Lema 2.8 Secy,...,cy,d\,...,d, sdo inteiros e n > (28+ 1)™, entdo as congruéncias

I = clx’f + ot opxk

0 d pm
0 (mod p™), @-15)

B = dixf+.. +axk = (mod p™),

tém uma solucdo xi, ..., x, de inteiros nem todos divisiveis por p.

Prova. Provaremos por indu¢ao em m. O resultado é verdadeiro para m = 1, pois para
algum i, se tivermos ¢; = d; =0 (mod p), a solugiio obviamente existe. Se este ndo é o
caso, podemos aplicar o Lema 2.2.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para m — 1. Vamos dividir as n varidveis
em 28+ 1 conjuntos disjuntos de modo que cada conjunto contenha ao menos (28+1)"~!

varidveis. Isto € possivel, pois por hipétese

n

> (26+1)"1
n>(286+1) Og028+1

> (28+1)m 1

Sejal’; = Zcixf eB;= Zdixf-‘, onde os somatdrios tém as varidveis do j-€simo

conjunto. Pela hipétese de indugdo, para cada j, o par de congruéncias

;=0 (modp™ '), B;=0 (modp™ ')
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tem solugdes §(j ), com nem todas as coordenadas divisiveis por p. Fagamos entdo
Li(EW) =pmt.q;eB;(EW) = pmLs;.
Agora, para cada j, multiplique Q(j ) por uma varidvel ¢; e veja que
Lj(EV) = Pm_l-ijf e B;(EVt;) = pm_l.sjtj?,

logo
F:pm_IY(t17"'7t28+])7 B :pm_lﬁ(tla"'at28+])7

onde 7y e  sdo formas aditivas de grau k. Para o caso m = 1, as congruéncias

Y(t1,..strsi1) =0 (mod p), B(t1,...,tr511) =0 (mod p)

tem uma solugdo, com nem todos os #/s divisiveis por p, pelo Lema 2.2. Mas, entdo,

tlé(l)a "'7t25+1§(26+1)

€ uma solucao de (2-15). Isto prova o Lema 2.8. 0

Considere a seguinte adaptacdo do Lema de Hensel para sistemas de duas formas aditivas:

Lema 2.9 Se as congruéncias
f=0 (mod pY), g=0 (mod pY), (2-16)

onde f, g sdo as formas da esquerda em (2-10) e Y é como foi definido no Capitulo 1, tém

uma solucdo ndo singular nos inteiros, ou seja, para o qual a matriz

alxy ... AaNXN
(2-17)
b1x1 bNXN
tem posto dois modulo p, entdo as equagoes (2-10) tém uma solugcdo p-ddica ndo trivial.

O lema a seguir é semelhante ao Lema 1.14 para sistemas com duas formas
aditivas, mas que menciona também quanto ao nimero de varidveis em outros niveis

além do nivel zero. Fato que precisaremos mais adiante.

Lema 2.10 Um par de formas aditivas p-normalizadas, como em (2-1), de grau k pode
ser escrito como
f=fo+pfi+.. .+ ficr,

o (2-18)
g=g8g +pg1+...+0" 8k-1,
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onde f;, gi sdo formas com m; varidveis, onde estes conjuntos de varidveis sdo disjuntos
para i € {0,1,....k — 1}. Mais ainda, cada uma das m; varidveis estdo explicitas em ao

menos uma das formas f;, g; e temos
n
mo+...+mj_y > %para jell,. .k (2-19)

E mais ainda, se q; denota o niimero minimo de varidveis que aparecem explicitamente
em uma combinagdo linear ndo trivial modulo p, Yf; + ug;, entdo

2j+1)

n
mo+...+mj_1+q;> % para j € {1,...,k}. (2-20)

Prova.Como foi dito no Capitulo 1, através de separacdo por niveis, podemos escrever
(2-1) como estd em (2-18) e, obviamente, os conjuntos de varidveis de cada par f;, g; sdo
disjuntos.

Agora provaremos que as formas f; e g; sdo vazias se j > k. Isto segue da
propriedade de minimalidade de O(f,g). Sejam a,-xi.‘ e bixf.‘ termos arbitrérios de f,g com
a;, b ndo divisiveis por p* simultaneamente, entio poderfamos diminuir a poténcia de p
de 9(f,g) usando a operagdo (i) do Lema 1.10 colocando x; = p~'x, sempre preservando
a caracteristica inteira dos coeficientes do sistema.

Sejam xi,...,x,, onde m = my + ... +m;_1, as varidveis em fo,g0; f1,815 -3

fj—1,8j—1. Entdo temos as formas

f/ = p_jf(p)(,'] yoory PXmy Xm+-1, "'7xl’l)7

g =D g(PX1, ey PXiny Xt 1 ey X

com coeficientes inteiros e que sdo equivalentes a f,g. Pelo Lema 1.10
O(f,g) = p 2D pP = lmy (£ g)

e, pela definicdo de sistema normalizado,

—2jn(n—1)4+2k(n—1)m>0=m> %,

provando (2-19).
Para provar (2-20) podemos supor, sem perda de generalidade, que g; € o niimero
de varidveis que aparecem explicitamente em g;. Considere Xpy1,...,Xm1q €SSas tais

varidveis, com g = q;. Entdo, as formas

/! —7
f =p Jf(pxl,...,pxm+q,xm+q+1,...,xn),
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" —j—1
8§ =D / g(pxla"'7prH+q7merq+17"'7xn)7

tem coeficientes inteiros e sdo equivalentes a f, g. Pelo Lema (1.10),
ﬁ(f”,g”) _ p—(2j+1)n(n—1)p2k(n 1)( m+q (f7 )

Assim, m+q > (j+ %)n /k, implicando (2-20). Isto completa a prova do Lema 2.10.
0

Lema 2.11 Cada par de formas aditivas com coeficientes racionais e O # 0 é

equivalente a um par f, g p-normalizado possuindo as seguintes propriedades:

(i) go contém exatamente qq varidveis explicitas.
(ii) Uma das formas fi, g\ contém exatamente q varidveis explicitas.

(iii) go tem a forma

mo—qo

g0=p 2Zocx +p Y B+ Z Yixk (2-21)

u+1 mp—qo+1

onde Bui1; s Bmg—qo> Ymo—go+1s -+ Ymy A0 s@o nulos modulo p, e
mo~+v—N/k>u> (mo—qo)/p, (2-22)

onde v é o niimero de varidveis explicitas g1. Mais ainda, se a; é o coeficiente de
x; em fo, entdo as razoes a;/P; (mod p), com u+1 <i<mgy— qo, dividem-se em

conjuntos de razoes iguais com nenhum conjunto contendo mais do que u razoes.

Prova. Por defini¢do, cada par de formas aditivas com ¥ # 0 é p-equivalente a um par
p-normalizado. Se f, g é um par p-normalizado, entdo existem Youp Z 0 (mod p) tais
que Yo f + uog contém exatamente gg varidveis explicitas. Neste caso, um dos dois pares

p-equivalentes

f> Yof +uog ou Yof +uog, &

também é um par p-normalizado, pois a poténcia de p que divide ¥ continua sendo a
mesma ja que Yo e yp ndo sdo divisiveis por p. Dai, sem perda de generalidade, podemos
assumir que f, g tem a propriedade (i).

Agora suporemos que g1 contém mais que ¢ varidveis explicitas. Entdo existem
Y1 eu;,comy; 0 (mod p) tal que y; f1 +u1 g1 contém exatamente g varidveis explicitas
médulo p. O par f' =7, f +u1g, g é p-equivalente ao par p-normalizado f, g, satisfaz (i)
e é tal que f] contém exatamente ¢ varidveis explicitas. Dai podemos assumir que f, g
satisfaz (i) e (ii).
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Agora nés podemos supor que

k k
fo= ayx;+... +am0xmo

80 = p(clxlf+...+cm0_qox],;10_qo) +(bm0—QO+1xfno—q0+l'"bmoxfno)

Y

onde ai,...,amy—qy € bmg—gy+1; ---»bmy N30 sdo nulos médulo p. As razodes c;/a; (mod p)
dividem-se no mdximo em p conjuntos. Apds uma renumera¢do de varidveis, podemos
supor que

ci/ar  (mod p),...,cy/a, (mod p)
€ o conjunto com o maior nimero de elementos. Assim,

moy — 4o
p

u>

Mais ainda, f, ¢ = ajg — cipf é um par de formas p-normalizado que é p-equivalente a
f, g e que satisfaz (i) e (if). Além disso, g;, tem a forma (2-21).
Agora multipliquemos as mg — u + v varidveis por p,onde u+1 <i < mgou x; é

uma das v varidveis com coeficientes em g} ndo nulos médulo p. Entdo

/ 2. 1

8§ =P8,
onde g’ é uma forma aditiva com coeficientes inteiros, e
ﬂ(f, g//) _ p72n(nfl)+2k(n71)(m07u+v)ﬁ(f, g).
Como f, g é p-normalizado, segue que
—2n(n—1)+2k(n—1)(mp—u+v) >0,

logo,
k(mop—u+v) > n,

e isto implica 2-22. Isto completa a prova do Lema 2.11. 0

2.3 Demonstracao do Teorema 1

Para a demonstracdo do teorema principal desse capitulo iremos tragar um plano

geral. A estratégia serd decompor o conjunto das m varidveis que aparecem em fj, go em
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conjuntos disjuntos Sy, Sy, ..., S; tais que as subcongruéncias

Za =0 (mod p), Zb =0 (mod p)
i€X; ieX;

para j = 1,...,¢, tem uma solugao ﬁ(j ) ndo trivial médulo p.
Se x;estaem X;, para j=1,...,1 fixaremos x; = §§j)yj e se x; estd em X fixaremos

x; = 0. Entao teremos
f(xh "'7xl’l) = pCI)l (y17 ces Yty Xmp+1, "'7x11)7

8(x1, e xn) = PYI(VL, s Vs Xmg 15 -5 Xn) -

Se a solugdo EW) & tal que

aig)’
Aj= bigl(j) , parai €S, (2-23)

tem posto dois médulo p, diremos que y; € uma varidvel primdria de nivel um. As
varidveis em @, ¥ que ndo sdo primdrias, mas que tem um coeficiente ou em | ou em
Y1 ndo divisivel por p sdo ditas varidveis secunddrias de nivel um. Veja que a quantidade
de variaveis secundarias de nivel um sdo ao menos m;.

Agora decomponha as varidveis primdrias e secunddrias de nivel um em con-
juntos disjuntos Sj,S1, ..., S de forma que os pares de subcongruéncias associadas aos
conjuntos S’ ..., S, tenham uma solugio /) nio-trivial médulo p em comum. Se uma
varidvel estd no conjunto S’, para j = 1,...,s, faremos ela ser igual ao produto de uma
nova variavel z; pela solugao n(j ) e se a varidvel estd em S, fixaremos ela como igual a 0,

como feito anteriormente. Assim teremos
2
f(xlv ---7xn) =p CI)Z(Z17"'7ZS7xm0+m1+1a "'7~xn)7

g(x1, . xy) = pz‘Pz(zl,...,zs,xm0+m]+1, ey Xp)-

Se o conjunto S} contém uma varidvel primaria de nivel um cujo valor na
solucao n(j) ndo € divisivel por p, diremos que a varidvel associada z; € uma varidvel
primdria de nivel dois. E novamente, varidveis que nao sdo primdrias de nivel dois, mas
cujos coeficientes em P, ou em W, ndo sdo divisiveis por p, constituem as varidveis
secunddrias de nivel dois.

Continuando esse processo pode-se aumentar os niveis. Tal processo nos garante

que alguma solug¢dode f,g =0 (mod p), com varidveis primarias nao todas nulas médulo
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p, terd a matriz
aypxy ... apXx
A= m (2-24)
bixi ... byx,

Na verdade em nossa demonstracdo niao precisaremos aumentar mais o nivel

com posto dois médulo p.

além do nivel dois. Dai, a prova do Teorema 1 se baseia em provar que existem ao menos
(28 4 1)¥~! varidveis primdrias de nivel um ou ao menos (28 + 1)Y~2 varidveis primarias
de nivel dois, pois assim, pelo Lema 2.8, conseguiremos garantir uma solu¢ao nao singular

para o sistema

® =0 (mod p" ), W =0 (modp'),

ou
® =0 (modp"?), W¥,=0 (modp'?),

respectivamente. Logo, teremos uma solug¢@o das congruéncias f =0 (mod pY), g =0
(mod pY) para o qual a matriz A tenha posto dois médulo p. Segue entdo do Lema 2.9 que
as equagoes f =0, g = 0 tem uma solucdo p-adica nao trivial em comum.

Iremos seguir essa estratégia em trés casos separados de acordo com os valores
de d:parad# (p—1)/20ud# p—1;parad=(p—1)/2 >3 e parad =1 quando p = 3.
Em todos os casos suporemos que B(f, g) # 0 e que f, g tem as propriedades especificadas
no Lema 2.10.

Inicialmente consideremos o sistema (2-18) e consideremos as m variaveis das
formas fj e go. Iremos dividir essas varidveis em conjuntos cujas razdes dos coeficientes
associados a essas varidveis em fj e go, a,-bl-_l, sejam iguais médulo p. Digamos que esses

conjuntos sejam S, ..., Sy, onde
’ S1 |: mo — qo Z‘ Sj ‘ para j =2,...,w.
Pelo Lema 2.1, podemos formar

r:min{ {;jl} ’ [sqfl”

conjuntos disjuntos de varidveis 71, ..., T, onde

284+1<|T;|<26+2

|Tj|_|ijSl|26+l7
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paraj=1,....,ret=1,...,w, ou seja, as subformas
_ _ k
Fj=Yier,aix; € Gj = Yicr, bix}

sdo tais que existem ao menos 8+ 1 razdes médulo p dentre ab; 1, i € T}, que sao distintas
de alguma razdo especifica. Logo, pelo Lema 2.3, as congruéncias F; = 0 (mod p) e
G;=0 (mod p) tem uma solugdo em comum i(j ) para que A; dado em (2-24) tenha posto
dois médulo p. Assim, cada um dos conjuntos 77, ..., 7, contribuem com uma varidvel
primdria de nivel um.

Nosso objetivo passa a ser entdo mostrar que
r> Q8+ 1)1 (2-25)
Pois, mostrando isso, teremos pelo Lema 2.8, que as congruéncias
®(y1,...,9r,0,..,0) =0 (mod p¥ 1),

Wi (y1,..s9r,0,...,0)=0  (mod p 1),

possuem solu¢do em comum com nem todas as varidveis divisiveis por p. Dai poderemos
concluir que tais congruéncias sdo soliveis com alguma varidvel primdria ndo divisivel
por p e, portanto, as hipéteses do Lema 2.9 sdo validas.

Portanto provemos (2-25).

Consideremos k = p*dko, onde mdc(p,ko) = 1 e & = mdc(p — 1,k). Como

consideraremos n > 2k + 1, pelo Lema 2.10
my>2k+1 e qo>k—+1.

Veja que, se T=0,entdoy=1emy > 20+ 1 e gop > 0+ 1. Assim, neste caso,
r > 1 e (2-25) vale. Mas, se T > 0, entdo Y= T+ 1 e, para mostrar que (2-25) vale para

todos os casos de 9 estudados adiante, é suficiente mostrar que
mo> 28+ 1)1 e go>(8+1)(2841)" (2-26)

De fato, mostrar (2-26) é equivalente a mostrar (2-25) ja que

T+1
> my >(28—|—1)
—20+1 7 20+1

=(20+1)"

q0

> > T,
r_8+1 > (20+1)
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Agora estudaremos os casos mencionados anteriormente.

2.3.1 Solubilidade das equacoes (2-1), quando o # (p — 1)/2 ou d #
p—1

Sejad < (p—1)/2,entdio p>5ed<(p—1)/3,ouseja, p >35+1.
Facamos primeiramente 3 < 8 < (p — 1)/2. Temos que

go>k>p'8>(38+1)%8 > (26+1)°(5+1)

para todo T > 1, ja que
) 20+1

, o> 3.
5+1° 3541 Paees

Ainda temos que
mo > 2k >2p"8 > 228 +1)°(8+1) > (28 + 1)1
Mas,se d=2<(p—1)/2,entiop > T e

qo>k+1>0p"+1>27"+1>35"=(8+1)(20+1)°

mo>2k+1>474+1>5"1

paratodot > 1.
Agora,sed=1<(p—1)/2,entiop >5Se

Go>k+1>54+1>23"=(3+1)(28+1)°

mo>2k+1>25"+1>3" =25+ 1),

para todo T > 1.
Assim, para todos os valores de § < (p — 1)/2, a relagdo (2-26) é vilida e,

consequentemente para este caso, o sistema (2-1) possui solu¢do p-adica nao trivial.

2.3.2 Solubilidade das equacdes (2-1), quando 6 = (p—1)/2 > 3.

Consideremos & > 3 e assim teremos p > 7. Vamos supor que (2-26) nédo é

verdadeiro para este caso.
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Inicialmente suporemos que
mg > 2qo (2-27)

Neste caso, construiremos os conjuntos 7; de forma que eles irdo consistir de d varidveis
do maior subconjunto de razdes iguais médulo p e § varidveis dos outros subconjuntos.
Claramente, existem

>

d

de tais conjuntos. As subcogruéncias correspondentes a cada conjunto sao da forma

alx’f—i—...—l—ag,xlg—k Alylf—l—...—l—Ag,y’é =
Bly]f—i—...—i—Bgylé =

0
(mod p), (2.28)
0 (mod p),

onde aj...agB;j...Bg # 0 (mod p). Pelo Lema 2.7, a segunda congruéncia tem uma

solucdo nao trivial médulo p, digamos 1. Seja
A=Amf+ . +ams.
Se A#0 (mod p), entdo pelo Lema 2.6, a congruéncia
arf +...+asf+A=0 (mod p) (2-29)

tem uma solucdo e, desta solu¢dao, a0 menos um de xy,...,x5 ndo € divisivel por p. Mas,
se A=0 (mod p), entdo podemos aplicar o Lema 2.7 para obter uma solucgéo de (2-29)
com ao menos um de xp,...,x5 nao divisivel por p.
Em qualquer caso, o par de congruéncias (2-28) tem uma solu¢do comum para
que a matriz
( aixy ... agxs Ayr ... Agys >
0O .. O By .. Bgys

tenha posto dois médulo p.
Como gg > k > p*d temos que

1> 95y 251

Assim, existem ao menos (28 + 1)* varidveis primdrias de nivel um e segue entdo que,
para p impar, as hipéteses do Lema 2.9 sdo vélidas.

Finalmente podemos supor que mo < 2¢gg — 1. Suponhamos ainda, por absurdo,
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que
my < (28+1)"! = pttl ou o< (8+1)(28+1)"=(8+1)p". (2-30)

Na verdade suporemos que
mo <2p*(8+1)—2.

Isto € possivel ja que, de outra forma,
mg <2p*(8+1)—1=p"(28+2) -1 =p™' 4 p*—1>p™,

mo+1 _ ptHlypt  piptD)
> =

_ . T
52 5 =p*(6+1),

q0 =

contrariando (2-30).

Pelo Lema 2.1, podemos formar r conjuntos, que chamaremos de conjuntos

primérios por contribuirem com ao menos uma variavel primdria de nivel um, onde

min mo q0 > min 2k+1 k+1
r = _— e
20+1'3+1 - 26+1'd+1

: T—1 pTS
mm{Zp J, 51 }

> ptil(zs_ 1)7

Vv

jaque
pro 19(20+1) 0(20+1)

st1- 7 511 ¢ 541 oL

(2-31)

Notemos entdo que ndo garantimos uma quantidade suficiente de varidveis

primdrias de nivel um.
Como mop < 2p*(8+1) —2, segue do Lema 2.10 que

my >4k+1—mp>4p"d+1—[2p*(8+1)—2]=2p*(6—1)+3,

g1 >3k+1—mo>3p"d+1—2p*(8+1)—2]=p"(6—2)+3.

Portanto, pelo Lema 2.1, podemos formar

min{%, (Il} >p*(8—2)+1>p™!

(2-32)

pares de varidveis secunddrias de nivel um, onde cada par consiste de varidveis cujas

razdes dos coeficientes (a;b; 1) nao sao congruentes médulo p.

Por (2-31) e (2-32) podemos formar p*~! conjuntos disjuntos Tj’ de varidveis

primdrias e secunddrias de nivel um, onde cada conjunto Tj’ consiste de 26 — 1 varidveis
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primdrias e um par de varidveis secunddrias cujas razdes de seus coeficientes sao diferen-
tes modulo p. Agora, pelo Lema 2.2, as subcongruéncias correspondentes a cada Tj’ tem
uma solucdo ndo trivial em comum e em tal solucao os valores para as varidveis primarias
nao podem ser todos nulos médulo p, ja que as varidveis secunddrias possuem as razoes
de seus coeficientes diferentes médulo p. Assim, cada um dos conjuntos Tj’ dao origem
a uma varidvel primdria de nivel dois e, ja que existem p*~! = (26 +1)*"! conjuntos T/,
segue do Lema 2.8 que as hipéteses do Lema 2.9 sdo validas. Logo, as equagdes (2-1) tem

uma solugdo p-ddica ndo trivial quando 6 = (p—1)/2 > 3.

2.3.3 Solubilidade das equacoes (2-1), quando p =3ed=1

Neste caso k = 3% e, pelo Lema 2.10, temos

2k% 41
mOZ%Z k+ =2k+- = my>23"+1;
>n>2k2+1_k 1 N LY
WO=5 ="k 2% 90 = ’
2n _ 2(2k%41) .
m0+m1>7> k :4k+% = mo+m >43" +1;
3n _ 3(2k*+1) 3
> > T ) 34— >33"41.
mo—|—(]1_2k_ ok +2k = mo+qr > +

A estratégia aqui serd dividir em casos pelos valores de m; e g;, onde iremos mostrar que
existem 3% varidveis primdrias de nivel um ou 3! varidveis primarias de nivel dois e
assim verificar a validade das hipoteses do Lema 2.9.

Caso 1. Suponha que mg > 3! e gy > 2.3%, entdo pelo Lema 2.1 podemos

. mo q0 o (3¢l 237 .
' mm{28+1’6+1}—mm{ 302

conjuntos disjuntos dentre as varidveis de fy, go que determinam as varidveis primarias

encontrar

de nivel um.
Caso 2. Suponha que go > 4.3 e m; > 3% Como my > 2.3 + 1, entiio pelo
Lema 2.1

23741 4.3 1
erin{ + }:2.3“1.

307 2

Logo, podemos construir 2.3%~! conjuntos disjuntos dentre as varidveis de fy, go, onde
cada conjunto possui uma varidvel primaria de nivel um. Agora, formemos 3*~! conjuntos
consistindo de duas varidveis primdrias de nivel um e uma varidvel de f1, g;. Pelo Lema
2.2, cada uma das subcongruéncias correspondentes aos conjuntos formados por essas trés

varidveis tem uma solu¢@o ndo trivial médulo 3. Como a varidvel que ndo € primdria tem
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ao menos um coeficiente ndo nulo médulo 3 dentre as duas equacdes, podemos garantir
que ao menos uma das varidveis primdrias ndo € divisivel por 3, caso contrédrio teriamos
uma soluco trivial. Assim, cada um dos 3*~! conjuntos determina uma varidvel primaria
de nivel dois, como queriamos.

Caso 3. Suponha que go > 43V e m <3N Veja que, neste caso, mg >

11.3%! 2. Basta usarmos o Lema 2.10 e verificarmos que
mo>43"+1—m >43"+1-3""=113""+1.

Além disso, por causa do Caso 1, podemos supor que 2.3% > go > 4.3, Ento fixemos

% =23"14q, onde o0 < 37!

(caso o > 3%"!, contrariariamos nossa hipétese de que 2.3% > go).

Segue do Lema 2.1 que podemos construir

= min{@,@} —23% 14

3°2
conjuntos disjuntos com as varidveis de fo, go, onde cada conjunto determina uma varidvel
primdria de nivel um.

Primeiramente consideremos m| + o > 3% 1. Daf podemos considerar as varia-
veis primdrias e secunddrias de nivel um para construirmos 3*~! conjuntos disjuntos onde
cada conjunto possui duas varidveis primarias, como feito no Caso 2. Assim, conseguire-
mos determinar as 3°~! varidveis primdrias de nivel dois.

Agora suponhamos que m + o, < 3%, Facamos
T=3"1 —m;—a>0.
Neste caso,

my>43"+1—my=43"+1+T+0—-3"'=113""40+T+1,

my—2qo—3T > 113" o+ T+1-2(43""420+1) 3T
= 33! 30-2T+1>33"!~a—T)=3m >0.
Sabemos ainda que existem mg — go varidveis em fo,go com coeficientes em

go divisiveis por 3 e, consequentemente, tais varidveis tém coeficientes em fy que sdo

congruentes a 1 ou —1 médulo 3. Como

mo—qo > 3T +qo > 3T +4,
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podemos encontrar 7 conjuntos formados, cada um, por trés destas varidveis que
acabamos de mencionar tais que seus coeficientes sejam iguais modulo 3. Dai, cada
subcongruéncia correspondente a cada conjunto possui solu¢gdes ndo triviais tais como
(1,1,1) ou (1,—1,0), etc., o que nos garante a existéncia de uma varidvel secundaria de
nivel um, onde podemos escolher seu coeficiente em ®; para que ndo seja divisivel por
3. Ainda temos my — 3T > 2q( varidveis no nivel zero e, as g varidveis que restam serao

no maximo mo — 37T — qo > qo. Contudo, podemos usar o Lema 2.1 para encontrarmos

min{M,@} _ D _ 3l g
3 2 2

conjuntos disjuntos que determinam varidveis primdrias de nivel um. Assim, temos
2.3%! @ varidveis primdrias e m; + T varidveis secundérias de nivel um. Como o+ T +
m; = 3", podemos, como anteriormente, construir 3*~! conjuntos disjuntos com duas
varidveis primdrias e uma varidvel dentre o restante de varidveis primdrias e as varidveis
secunddrias de nivel um. Dai, garantimos as 3% — 1 varidveis primdrias de nivel dois, como
fizemos anteriormente, provando o Caso 3.

Para os casos restantes, suporemos que
341 <gg<43" L

Facamos
T—1

3
% =231 B, onde 0 < B <

Ser4 suficiente mostrar que existem ao menos 2.3%~! — B varidveis primérias e 37! 4+

(2-33)

variaveis secunddrias de nivel um, onde existem ao menos [ pares disjuntos de varidveis
secunddrias cujas razdes de seus coeficientes em P; e ¥ sejam diferentes modulo
3. Mostrando isso poderemos decompor as varidveis primdrias e secunddrias de nivel
um em ao menos 3%~! conjuntos disjuntos de trés elementos, onde cada conjunto terd
duas varidveis primdrias € uma varidvel secunddria ou uma primdria e duas varidveis
secunddrias de nivel um com as razdes de seus coeficientes diferentes médulo 3. Em
qualquer um dos casos, cada subcongruéncia correspondente a cada um dos conjuntos
construidos possui solucdo, de modo que a variavel primdria ndo € divisivel por 3. Logo,
cada um dos 3*~! conjuntos determinario uma varidvel primdria de nivel dois.

De acordo com os argumentos anteriores, provemos entao os préximos casos.

Caso 4. Suponha que gy < 4.3%°!, m; > 3! +B e g; > B. Como mg > 2.37,
pelo Lema 2.1 podemos determinar ao menos 2.3%~! — B varidveis primérias de nivel um.
Além disso, como m; > 3! 4+ B > 2B, a dltima afirmacido do Lema 2.1 nos diz que

podemos formar

. mj
- >
min (2L,q1) > B
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pares de varidveis de f1,g; cujas razdes dos seus coeficientes sejam diferentes. Assim
temos m; > 3! + B varidveis secunddrias, como desejavamos.

Caso 5. Suponha que go < 4.3 1,371 <m; <3 +Beg; >P. Como no Caso
4, podemos formar [3 pares de varidveis secunddrias cujas razdes de seus coeficientes em
®; e ¥, sio diferentes médulo 3. Veja que, como B < (3°~! —1) /2 e precisamos mostrar
que existem ao menos 3*~! +B > 3B+ 1 varidveis secundarias, entdo ainda resta mostrar
que existem mais [3 varidveis secunddrias de nivel um. Podemos ver que essas varidveis
derivam dos 3 conjuntos formados por trés varidveis de fy, go selecionadas como no Caso
3 de modo que em cada trio os coeficientes de fy sdo todos congruentes a 1 ou todos
congruentes a -1 médulo 3 e os coeficientes em gq sdo nulos médulo 3. Isto é possivel ja

que

v

23741 (4371 -2B)
6371 431 2B +1
2371428

2.2B+1)+2B  (por (2-33))
3p+4 (pois T > 1).

mo — 4o

(AVARIY,

V

Caso 6. Suponha neste caso que go < 4.3%"!, m; > 37! e g; < B. Desse modo
teremos mg > 3.3" — B +2, ja que mo+¢q; > 3.3+ 1. Além disso

my—2qo—3p>3"1>0 (2-34)

Suponha primeiramente que f] contém exatamente g; varidveis com coeficientes

nao divisiveis por 3. Por (2-34),

A%

3 +3B+q0
3514384 (4.3 —2B)
> 3B+4 (pois T > 1),

mo — 4o

v

logo, podemos encontrar 3 conjuntos disjuntos contendo trés varidveis de fy, go tais que
as varidveis em todos esses trios tenham os coeficientes iguais médulo 3 em fy e em go
eles sejam nulos médulo 3. Como no Caso 3, cada um destes conjuntos determina uma
varidvel secunddria de nivel um, com coeficiente em @ ndo divisivel por 3. Temos entdo
ao menos mj + B > 3°~! 4 B varidveis secundarias de nivel um. Como ¢; < Bem; >3,

existem ao menos ]
3* —i— 1
—qr>m—p>—F—>p
varidveis secunddrias de nivel um com coeficientes em CI>1 divisiveis por 3. Assim, existem

B pares disjuntos de varidveis secunddrias cujas razoes dos coeficientes de ®; e ¥ sdo
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diferentes médulo 3.

Restaram mq — 3 varidveis em fp, go depois da retirada dos B conjuntos. Como
mo—qo— 3P > qo, depois da retirada das 3 varidveis, o conjunto restante de razdes iguais
de maior cardinalidade contém mg — go — 3P varidveis. Podemos, portanto, usar o Lema
2.1 para construir

-3
mind M0=3P B0\ _ b 551y
3 2 2

conjuntos dentre as varidveis restantes em fy,go, obtendo assim 2.3%"! — B varidveis
primadrias, fato que restava demonstrar.

Suponha agora que g contém exatamente ¢; varidveis com coeficientes nao
divisiveis por 3. Por (2-22), no Lema 2.11, se u € o nimero de varidveis em gp com

coeficientes divisiveis por 9, entdo

Mas, como
mo—qo>3.3"—B+2— (4371 —2B) =531+ B+2,

existem ao menos 5.3%~! B 42 varidveis em gy com coeficientes nulos médulo 3. Assim

temos que

5371 2
u> +B+ o B

e existem mais que [3 varidveis em go com coeficientes divisiveis por 9 e, como

(mo—qo) —u>(my—qo) —(mo+q1—%) = F—q1—qo
> 2.3"-B—qo
> 23743 14B-1>8B,

existem ao menos [} varidveis em go com coeficientes divisiveis por 3 e ndo por 9. Assim,
podemos encontrar 3 pares de varidveis em fj, go onde cada par contém uma variavel com
coeficiente em gg divisivel por 9 e uma varidvel com coeficiente em g( divisivel por 3 e
ndo por 9. As razoes dos coeficientes das varidveis de fy e de cada par 7; sdo da forma
ai(90;) ! e a;j(3u;) "', com a;a;u; # 0 (mod 3). Para cada par T; faremos x; = —a;w €
x; = a;w;. Logo, w; € uma varidvel secunddria de nivel um com seus coeficientes em ¥y
nio nulos médulo 3. Agora temos ao menos 3*~! -+ B varidveis secunddrias de nivel um e,
como no caso anterior (de f] com g varidaveis), existem [ pares de varidveis cujas razoes
dos coeficientes sdo diferentes médulo 3. Ainda hd mg — 2 varidveis restantes de fp, go

e, como mgy — qo — 2P > qo, podemos, como anteriormente, construir 2.3%~! — B varidveis
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primdrias de nivel um, completando a prova para este caso.

Caso 7. Suponha que go < 4.3 ! e m; < 37!, Facamos ainda
c=3"1—m >0.

Assim, como mg +m; > 4.3+ 1, temos que

my > 43°+1-m =43"+1-(3"!-0)
my > 12371314140
mg > 113 '4+1+40

mo —2qo — 2B — 3° 113" +1+6-2(4.3"1 —2B)—2p—3.3%"!
= 2B+1+0-3""! (2-35)

> 2B—1>0 (poisT>1ec>0).

Por (2-22) existem ao menos (my — qo)/3 > 3%"! > B varidveis em fp,go com
coeficientes divisiveis po 9. Além disso, ndo existe mais do que mg +m; — 7 de tais
varidveis, ja que

+v——<my+m ——
m 1% m m .
0 L 0+my——

Assim, existem

(mo—qo) —u> (mo—qo) — (mo+my—3) = F—qo—m
> 23" 43714233158

varidveis em go com coeficientes divisiveis por 3 e ndo por 9. Assim, podemos formar os
BB pares de razodes diferentes médulo 3 para obter as 3 varidveis secunddrias de nivel um
com seus coeficientes em ¥| ndo nulos médulo 3. Ainda restaram mg — go — 2 varidveis

em fo,go com coeficientes nulos médulo 3 em go. Mas,

my—qo—2p > (113" '4+1+0)— (431 -2B)—2B
= 73" 1+1+40
> 7371 42=33"1443"142

> 3371412,

Dai, podemos formar 3*~! trios das varidveis restantes de fo,go tal que para cada trio
os coeficientes em fp sdo todos iguais a 1 ou -1 médulo 3 e, os coeficientes em g,

sao mutualmente congruentes médulo 3. Fazendo uma escolha conveniente para as trés
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varidveis, como no Caso 3, estes trios nos garante 371 yaridveis secundarias de nivel um
com coeficientes em ¥ nulos médulo 3. Finalmente, como my — go — 2P — 3 > qo, 0
maior conjunto de razdes iguais médulo 3, apés a retirada dos B pares e os 3%~ ! trios,

excede go. Logo, podemos usar o Lema 2.1 a fim de obter

_ _ T
mind M0 28737 d0 _d0 1 g
3 272

conjuntos das varidveis restantes, o que nos fornecerd as 2.3%~! — B varidveis primarias
de nivel um desejadas, completando a prova para este Gltimo caso.

Portanto, as equacdes (2-1) sdo soldveis quando p =3 e d = 1.

2.3.4 Demonstraciao do Teorema 1

Teorema 1. Se k é impar e n > 2k*> + 1, entdo, para todo primo p, as equagcées
aditivas (2-1) tém uma solucdo p-ddica ndo trivial.
Prova. Como foi dito no Capitulo 1, podemos assumir que f,g, de (2-1), € um sistema
p-normalizado e que O(f,g) # 0. Observe que quando k é impar & também ¢ e os casos
desenvolvidos nas sub-se¢des 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3 apontam todas as possibilidades para os

valores de 8. Logo, as equagdes aditivas (2-1) tem uma solugdo p-dadica ndo trivial. [



CAPITULO 3

Sistemas de trés formas aditivas cubicas

Neste capitulo iremos verificar a validade da Conjectura de Artin com relagdo a
solubilidade de um sistema de trés equagdes aditivas cibicas sobre o corpo dos nimeros
p-adicos, para p # 3 ou p # 7. Para este caso particular, a Conjectura diz que o sistema
terd solugdo se possuir uma quantidade de varidveis superior a 27.

Considere entdo o seguinte sistema de trés formas aditivas cubicas com n
variaveis

F=aix}+..+apx; = 0
G=bx}+..+bx; = 0 (3-1)
H= clx? +odex = 0

onde os coeficientes sdo inteiros. Como principal objetivo deste capitulo, iremos provar o
seguinte teorema:

Teorema 2 Trés equacoes aditivas ciibicas com n varidveis tém solucdo p-ddica
ndo trivial em comum sen > 28 e p #3 ou p # 7.

Mas, com o Lema de Hensel (1.3), visto no capitulo 1, o nosso objetivo passa a

ser provar o seguinte lema:

Lema 3.1 Se F, G, H ¢ um trio de formas p-normalizadas com n > 28 varidveis e p # 3

ou p #7, entdo as congruéncias
F=G=H=0 (mod p)

tem uma solucdo ndo singular.

Como os coeficientes das equacdes sdo inteiros, consideraremos entdo cada
forma com os coeficientes no corpo [, que sdo congruentes aos coeficientes originais.
Diremos que o posto de uma forma € o nimero de varidveis que aparecem nela explicita-
mente, isto €, o numero de varidveis cujos coeficientes nao sdo nulos médulo p.

Assumiremos que F, G, H sdo formas diagonais cubicas com exatamente 28

varidveis p-normalizadas. Em particular, pela conclusdao do Lema 1.14, temos que

my > 10e go > 4.
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Considere ainda f,g,h as formas no nivel zero das respectivas formas F,G,H. Como
mg > 10 podemos assumir que o sistema f = g =h =0 (mod p) tem exatamente 10
varidveis, pois mesmo que ndo tenha apenas 10, basta considerarmos o restante das

varidveis iguais a 0. Assumiremos, a partir de agora, um sistema equivalente ao original,

da forma
fEaxi+..+a +x3 =0 (mod p),
g=bix} +...+bx3 +x3 =0 (mod p), (3-2)
h=cix}+...+ 0 +x3, =0 (mod p).

Se R denota o posto minimo de alguma forma af + Bg + Y, onde a, B, y ndo sdo todos
nulos médulo p, entdo segue do Lema 1.14 que R > 4. Temos ainda que R < 8, pois,
mesmo se obtivermos 9 ou 10 varidveis a partir de alguma combinagao linear de f, g e A,
ainda podemos fazer outra combinacdo de modo que R < 8 por causa das varidveis x, y e

Z.

Proposicao 3.2 Definamos a funcdo

onde F, =T, —{0}.

(i) Se p# 1 (mod 3) entdo ¢ é um isomorfismo.

.. o - —1
(ii) Se p=1 (mod 3) entdo | Im@ |= P~

Esta proposi¢do nos diz que, se p # 1 (mod 3), todo elemento de F,, é cubo de algum
elemento do préprio conjunto. Dai, com relacdo ao nosso sistema, podemos dizer que as
formas diagonais cibicas sdo formas lineares e podem ser resolvidas com x Z0, y %20 e
zZ£0 (mod p), de maneira que a solugdo serd ndo singular. Mas, se p =1 (mod 3), entdo
[F IS Im@] = 3, ou seja, podemos formar trés classes laterais de Im@ em F7, de forma que
F, = ImoUAIme U BIm¢ (unido disjunta). Diremos que A e B sdo representantes das
classes ndo ctibicas de IF,. Entdo, de agora em diante, assumiremos que p =1 (mod 3) e
p>T.

Para provar o Lema 3.1 e, assim o Teorema 2, precisaremos ainda de alguns
resultados relacionados a congruéncias que serdo apresentados a seguir, nos lemas de 3.3
a3.10.
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3.1 Congruéncias

Lema 3.3 A congruéncia
ax> +by  +c¢z2=d  (mod p)
sempre é soliivel se abcd 0 (mod p).

Prova. A prova segue do Lema (2.4), tomando k = 3. 0

Lema 3.4 A congruéncia
3 3 3 _
ax’+by’+cz>=0 (mod p) (3-3)

sempre é soliivel com ao menos uma das varidveis x, y ou z ndo nulas modulo p.

Prova. Seja F f, o grupo dos cubos dos elementos de F),. Podemos assumir que abc # 0,
caso contrdrio o resultado seria verdadeiro. Vimos que, se p# 1 (mod 3), entdo [}, = IE‘?, e
a forma ax> + by +¢z3 pode ser vista como uma forma linear, que é soltvel. Por exemplo,

sea= k% eb= k%, entdo poderemos reescrever a congruéncia (3-3) assim:
(k1x)® + (kay)? +¢z2 =0 (mod p)

e (1,—k, 'k1,0) seria solugdo. Mas, se p =1 (mod 3) entdio, dado & ¢ IF?,, temos a unido
disjunta

* _ T3 3 23
Fj = F3 USF3 USFS.

Demonstraremos agora para este caso.

Suponha que ao menos dois dos coeficientes a, b e ¢ pertencam a mesma classe,
que indicaremos por AF3, com A = 1, §, ou 8%. Podemos escrever entio, por exemplo,
a= kki’ eb= kkg e, da mesma maneira que no pardgrafo anterior, poderemos reescrever

a congruéncia (3-3) assim:
AMkix)® +A(koy)} +¢22 =0 (mod p)

e (1,—k; 'k1,0) seria solugdo.
Assim, resta o caso onde a, b e ¢ se encontram em diferentes classes de IF;;.
O seguinte resultado, encontrado em [15] e adaptado de acordo com nosso interesse,

completa a prova do Lema 3.4:
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Lema 3.5 Se p=1 (mod 3), entdo existe um elemento ndo nulo & de F,, que ndo estd
em IF; e tal que a equagdo
1486 =287

tem solugdo em IF),.

Prova. Seja W um conjunto de elementos ndo nulos de F), da forma p? — 1. J4 que temos
(p —1)/3 elementos da forma p> e temos que retirar o 1 desse grupo de elementos (pois
W € um conjunto de elementos ndo nulos), entdo W contém exatamente ’%1 —1= %
elementos distintos. Seja W~! o conjunto dos inversos multiplicativos dos elementos de
WefacaV = IF;; U WU W1, Entdo V contém no maximo p — 3 elementos. Seja & algum
elemento ndo nulo de IF,, que ndo estd em V. Claramente, 6 e 1 + d ndo estdo em ]F;’,, pois
se 1+ O estivesse em F?, terfamos 0 € W. E ainda temos que 8! nao estd em V, assim
1+ 8! ndo estd em IF;, e conseqiientemente 1 + & ndo estd em SIFf,. Como —1 esta em
IE‘?,, 1+ # 0, logo, segue que 1+ J estd em 82]]:7‘;’7. O

Como abc # 0, entdo podemos considerar a equagao (3-3) como sendo
oy’ +p=0 (mod p).

Agora vamos supor entdo, que O € SIF?, e B € 83, isto &, existem o, B’ € F;’ tais que
o =83 e B = &°B". Afirmamos que (1,0/~!,#) é solugio desta tltima equacdo, para
algum ¢ € 3, basta usarmos o lema anterior. Isto completa a prova do Lema 3.4. 0

Lema 3.6 Se p=1 (mod 3) e p >, a congruéncia
3 3_
ax’+by’ =c¢ (mod p)

sempre é soliivel desde que abc 0 (mod p).

Prova. Para provarmos esse lema vamos citar o seguinte resultado (ver Teorema 3 em [6]):
Seja
ai...an 20 (mod p) e mde(p—1,k) < pT_l

entdo, alx]f + ...+ a,,xﬁ representa todos os restos modulo p ou representa ao menos

(2n—1) (;p_flllz) + 1 restos mddulo p.

Fazendo k = 3 e n = 2 temos que ax’ + by’ representa ao menos

(2.2 — 1)(1(;’__]2) +1= 3.pr1 + 1 = p restos médulo p, incluindo o zero. Note que
mdc(p —1,3) = 3, pois p = 1 (mod 3). Dai, em particular, ax® + by’ = ¢ (mod p)

possui solucao. [
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Lema3.7 Sep=1 (mod 3), p>7eab#0 (mod p), a congruéncia
ax> +by’+72=0 (mod p)
sempre é soliivel com xy Z0 (mod p).

Prova. Suponha que a e b sio ambos cubos médulo p. Assim, facaa = o’ e b = B>. Logo,
temos que (1,—aB~!,0) é solucio da congruéncia acima.
Agora, suponha que b ndo é um cubo. Fagamos y = —1 e, usando o Lema 3.6,

concluimos que a congruéncia
3, 3_
ax’+z°=b (mod p)
possui solucdo. Veja que, caso x = 0 entdo b seria um cubo. Contradi¢do! Dai, xy # 0. [J

O préximo Lema € um caso particular do Teorema de Chevalley (ver capitulo 1).

Lema 3.8 O sistema

A} + et apxy = (mod p)

C—

0
b1x}+...+bx; = 0 (mod p)
clx%—i—...%—cnxn =0

(mod p)

tem uma solugdo ndo trivial se n > 9.
Lema 3.9 Considere as formas

f=az +ws+asry +z
g =12} + b3 + b3z3 +23
onde cada varidvel estd explicita em ao menos uma das formas [ e g e onde toda

combinacdo linear ndo trivial destas duas formas tem ao menos posto dois modulo p.

Sejam a e b inteiros, ndo nulos médulo p, simultaneamente, entdo as congruéncias

{fza (mod p)
g=b (mod p)

tem uma solug¢do em comum com ao menos duas das varidveis 71, ..., 25 ndo nulas modulo

p-
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Prova. E suficiente resolver o sistema homogéneo

{ Mz + . +azry +7 +az2=0 (mod p) (34)

b1z} + baz3 + b3z +z2 +bz'=0  (mod p)

com z # 0 e com duas outras varidveis nao nulas médulo p.
Seja S o posto minimo de alguma combinagdo linear ndo trivial médulo p
das formas em (3-4). Por hipétese, S > 2. Substitua as formas em (3-4) por formas

equivalentes f’ e g/, onde
=0+ ...+ ouzy 423+

e onde g’ tem posto S, isto €, onde g’ possui apenas S varidveis explicitas. Podemos dizer
que z; estd em g’ e portanto tal varidvel pode ser eliminada de f”.
Assim, demonstremos o lema para cada valor de S.

Se § =2 podemos assumir, sem perda de generalidade, que
/3 3
g =71 +B2. (caso 1)

Para resolver f' = g’ =0 (mod p), fagamos z; = zp = 0. Dai a equagdo f' =0 (mod p)
torna-se
3 3 3 3 _
0373 + 0423 +2z2+0z° =0  (mod p),

onde o340t Z 0 (mod p). Tomemos zs, z Z 0 tal que
BHor’=-8#0 (mod p).
Conseqiientemente, pelo Lema 3.6, a congruéncia
0323 +0uz3 =8  (mod p)

tem solug¢do. Podemos garantir que z3 ou z4 £ 0 , pois 8 # 0. Assim, z e duas outras
varidveis ndo sdo congruentes a zero.

Se § = 3, temos dois casos e podemos fazer
g =7+ +B7 (caso II)

ou
g = Z? + [322% + B3Z%. (caso 1)

Em qualquer caso, podemos usar o Lema 3.7 para resolver g =0 (mod p) com duas ou
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trés varidveis ndo congruentes a zero, incluindo z no caso 11, pois z # 0 por hipétese. A
equacgdo /' =0 (mod p) torna-se uma equagdo, possivelmente ndo homogénea, de trés
variaveis. No caso I, podemos usar o Lema 3.3 ou 3.4 para resolvé-la, com ao menos uma
varidvel ndo nula médulo p. No caso 111, fagamos z = 1 e, usando o Lema 3.6, concluimos
que a equagdo tem solugdo.

Suponha que S = 4. Assim, ou
g = Z? + Bzz% + [33Zg + B> (caso IV)

ou
g =2 +PB2z + B3z + Puzi (caso V).

No caso IV, vamos resolver ¢’ =0 (mod p) escolhendo z3, z % 0, de modo que B3z3 +
Bz> # 0. Facamos [33z§ + Bz = —¢. Agora temos que a equagio resultante, com as
varidveis z; € z2, tem solugdo, basta usarmos o Lema 3.6.

Assim, a equagdo /' =0 (mod p) torna-se uma equagdo, possivelmente ndo
homogénea, de duas varidveis (z4 € z5). Se tal equacao € homogénea, facamos z4 = z5 = 0.
Caso contrario, podemos concluir que ela € solivel pelo Lema 3.6.

Para resolver g =0 (mod p), considerando o caso V, vamos escolher represen-

tantes A e B para as duas classes de restos nao cibicos médulo p tal que
1+A+B=0 (mod p).

Isto é possivel, pois se Ag e By sdo representantes arbitrarios, o Lema 3.4 diz que a
congruéncia
X +A0y’ +Byz2 =0 (mod p)

tem uma solug¢do ndo trivial. Como Ay, By € AoB, ! ndo sdo cubos médulo p, esta
solugdo satisfaz a tltima equacdo com xyz # 0. Assim, podemos tomar A = Agy’x > e
B = Boz’x~3. Sem perda de generalidade, podemos assumir que os coeficientes ndo nulos
de g’ sdo restritos aos valores 1, A e B.

Dai, um dos quatro coeficientes ndo nulos de g’ — 1, B2, B3 e B4 — € repetido.
Digamos f; = B;, onde algum 3 pode ser 1, o coeficiente de z:f. Resolvamos g’ = 0
(mod p) fazendo § = z; = —z; e as duas varidveis restantes congruentes a zero. A equagio

f"=0 (mod p) passa a ter a forma
24+dE +az2=0 (mod p),

onde o #Z 0 (mod p). Pelo Lema 3.7, esta dltima congruéncia € solivel, com &z # 0 (e

daf temos que z;z;z Z 0).
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Finalmente, suporemos S = 5. Entdo podemos assumir
¢ =23+ Bz + Bazs + Bazi + Bsz2. (caso VI)

Como anteriormente, vamos resolver a congruéncia g =0 (mod p) assumindo que os
cinco coeficientes ndo nulos de g’ estdo restritos aos valores 1, A e B. Primeiro suponha
que existem dois pares de coeficientes congruentes: digamos, 3; = 3; e f; = 3;. Fagamos
ainda & = z; = —z;, M = zx = —z e a varidvel restante congruente a zero. A equacdo f' =0

(mod p) passa a ter a forma
&+ +0z2 =0 (mod p), (3-5)

onde o'’ # 0, caso contrdrio estarfamos em um dos casos anteriores. Note que neste
caso 00304 # 0. Pelo Lema 3.7 temos que (3-5) possui solucdo com Mz # 0 e, conse-
qiientemente, z;z;z Z 0.

Se ndo existem dois pares de coeficientes congruentes em g’ entdo as possibili-

dades para os coeficientes, com excessdo de permutacdes, sao :

i) 1 A A A B,
(i) 1 B B B A,
i) B 1 1 1 A

Suponha que em cada caso para a forma de g/, os coeficientes estejam dispostos nesta
ordem, do primeiro ao quinto. Se ndo estiver, basta renumerar convenientemente as
varidveis. Se a4 £ —1 (mod p), podemos resolver g =0 (mod p) comE=z = —z3 ¢
N=2z1 =z4 =2z5. Mas, casooy = —1 (mod p), entdo necessariamente a3 Z —1 (mod p),
pois sendo estariamos em um caso anterior com S = 3. Neste caso, resolveremos g’ =0
(mod p) com& =1z, = —z4 €M =2z =23 = z5. Para os dois casos, f/ =0 (mod p) passa
a ter a forma (3-5). Sendo Nz # 0, basta usarmos o Lema 3.7 novamente. Isto completa a

prova deste lema. 0

Lema 3.10 Um sistema da forma

X+ awd + ...+ agwy =0 (mod p),
biw3 + ... +bews +)° =0 (mod p),
cws + ...+ cowp +z2 =0  (mod p),

onde dy 0 e algum a; # 0, tem uma solugcdo ndo singular.
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. 3,3 30,3 ox
Prova. Digamos que a; # 0. Fagamos w;yz # 0 tal que bywy +y° e cywj +z” sdo ambos
ndo congruentes a zero. A segunda e a terceira equacgdes passam a ter a forma daquelas
equagoes do Lema 3.9 com as varidveis wy,..., wg, que possui solucdo. Dai, a primeira
equagdo torna-se uma equacao de x; e x2, que é solivel. De fato, basta usar o Lema 3.6 se

a equacgdo ndo for homogénea ou x; = x, = 0 se a equacao obtida for homogénea. Note

que
aiwi 0 0
Det | byw; y 0 | =ajwiyz#0.
C1W1 0 z
Portanto, a solu¢@o encontrada é nao singular. 0J

3.2 Demonstracao do Teorema 2

Nesta sec¢do provaremos o Lema 3.1 considerando as cinco possibilidades para
R, o nimero minimo de varidveis em alguma combinacao linear das formas f, g, 4, como

mencionado no inicio do capitulo.

Lema 3.11 Suponha que p # 3 ou 7. Se R = 4 entdo as congruéncias
f=g=h=0 (mod p) (3-6)

tem uma solucdo ndo singular.

Prova. Podemos assumir que o sistema €

alx? + .+ a4xi-|— a5x§ + ... +a7x% -I-)Cg =0 (mod p)
blx? +...+ b4xi+ b5x§ +... +b7x§ —I—xg =0 (modp) (3-7)
esx3 + ...+ c70 +x3, =0 (mod p)

onde ¢; 20, i € {5, 6, 7}, e onde podemos assumir a;b; Z 0, para i € {1, 2, 3, 4},
caso contrario (3-7) terd a forma do sistema no Lema 3.10 e daf j4 teria uma solugdo ndo
singular.

Como na prova do Lema 3.9, podemos assumir que o ¢; esta restrito aos valores
1, A e B. Dai, existe um par de coeficientes congruentes no conjunto dos coeficientes de
h. Digamos que ¢; = ¢, onde algum ¢ pode ser 1, o coeficiente de x?o. Faca & =x; = —x;

e faga as duas varidveis restantes congruentes a zero. O sistema (3-7) passa a ser

(mod p),

alx?+...+a4xi+a§3 —I—xg =
(mod p).

b1x3 + ...+ bax; + bE? +x3 =
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Agora seja & = 1 e escolha xg # 0 tal que a +x§ = —a % 0. Assim as equagOes anteriores

passam a ter a forma

{ alx?+..-+a4xi (mod p),

o
bix}+...+bax; +x3 =B (mod p),

onde o e B ndo sdo ambos congruentes a zero. Estas equagdes sdo equivalentes modulo
p aquelas que ocorrem no Lema 3.9. Logo, elas possuem uma solu¢do em comum, com
algum x; 20,1 € {1,...,4}. Concluimos entdo que (3-7) possui uma soluc@o nio singular,
onde a ndo-singularidade existe por causa das variaveis &, xg € x;, com i € {1,...,4,}, pois
b; Z0. OJ

Lema 3.12 Suponha que p # 3 ou 7. Se R =5 entdo as congruéncias (3-6) tem uma

solucdo ndo singular.

Prova. Podemos assumir que o sistema €

alx?—|—...—|—a3x§+ a4xi—|—...—|-a7)€% +X§ =0 (mod p)
blx? 4.+ b3x%+ b4xi +...+ b7x% +X3 =0 (mod p) (3-8)
caxy + ...+ 0733 +x3, =0 (mod p)

onde ¢; Z0,i € {4,..., 7} e onde podemos assumir que a;b; # 0, comi € {1, 2, 3}, como
no Lema 3.11. Assim como na prova do caso VI do Lema 3.9, podemos resolver 7 =0

(mod p) com duas varidveis & e 1. Reescrevendo o sistema temos

{ a3+ .. +azxy +a&d +am? 43 = (mod p)

b1x3 + ...+ b3xy + bE + b’ +x3 = (mod p)

onde podemos assumir que a varidvel & estd explicita no sistema. Se ndo estivesse o
sistema seria equivalente médulo p a um sistema do tipo do Lema 3.10 e portanto teria

uma solu¢d@o ndo singular.

Considere 1 = 1 € escolha xg # 0 tal que o’ —i—xg = —a # 0. O sistema passa a
ser
a1} + ...+ azx3 + a&? =o (mod p)
b1+ ...+ b3y +bE +x3 =B (mod p).

Este sistema € equivalente médulo p a um sistema do tipo do Lema 3.9. Portanto, ele tem
uma solucgdo com x; Z 0 para i € {1,2,3,9}. Consequentemente, (3-8) possui solu¢do néo
singular, onde a ndo-singularidade existe pelas varidveis 1, xg e x; para i € {1,2,3,9},
pois b; Z 0.
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Lema 3.13 Suponha que p # 3 ou 7. Se R = 6 entdo as congruéncias (3-6) tem uma

solucdo ndo singular.

Prova.Podemos assumir que o sistema €

alx? + azx%-l- a3x§ + ...+ a7x§ -I—xg =0 (mod p)
blx% + bzx%—l— b3x§ + .+ b7X% —I—Xg =0 (mod p) (3-9)
C3x§ + ...+ C7X% +X?Q =0 (mod p)

onde ¢; 20, i € {3,..., 7}, e onde a;b; £ 0, para i = 1, 2, como na prova do Lema 3.11.
Vamos resolver 2 =0 (mod p) com duas varidveis & e 1 assumindo que ¢; estd restrito
aos valores 1, A e B. Logo, existem ao menos dois pares de coeficientes congruentes no
conjunto {cs, ..., ¢7, 1}. Digamos ¢; = cj € ¢k = c;, onde algum ¢ pode ser 1, o coeficiente
de x?o. Seja & = x; = —xj, N = xx = —x; e faca o restante das varidveis de 4 congruentes

a zero. O sistema (3-9) passa a ser

a3 +axes +ald +am? +x3 =

bixi + byx3 +b&* +b'n? +x3 =

0
(mod p), (3-10)
0 (mod p),

onde podemos assumir que as varidveis & e 1 estdo explicitas no sistema, pois, de outro
modo, o sistema seria equivalente médulo p a um sistema do tipo do Lema 3.10 e assim
ja teria uma solucao ndo singular.

Agora, fagca 1 = 1. O sistema anterior passa ter a forma de um sistema equiva-
lente médulo p ao sistema do Lema 3.9. Assim, ele tem uma solu¢do com ao menos duas
varidveis ndo congruentes a zero. Se & # 0, esta solugdo de (3-9) tem ao menos cinco
varidveis ndo nulas moédulo p — x;, x;, x¢, x; € outra varidvel de (3-10), garantida pelo
Lema 3.9). Se esta solucao fosse singular, entao poderiamos formar uma combinacao lin-
ear médulo p ndo trivial de f, g e h de posto menor que 6. Assim, (3-9) seria equivalente
modulo p a um sistema com R < 5, uma contradi¢do pois R = 6. Portanto, uma solugdo
para (3-10) com § # 0 s6 pode ser ndo singular. Se § = 0, entdo xg, x9 # 0 ou xg, x; Z 0
ou x9, x; Z 0 ou x1, x, # 0. Em cada um dos casos, a solucdo de (3-9) é ndo singular,
pois, de outro modo, o sistema seria equivalente médulo p a um sistema como o do Lema
3.10. OJ

Lema 3.14 Suponha que p # 3 ou 7. Se R =1, entdo as congruéncias (3.7) tem uma

solugdo ndo singular.
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Prova.Podemos assumir que o sistema é

ax; +ax + .. tae +x3 =0 (mod p)
blx? +b2x§ +..+ b7x% —i—xg =0 (mod p) (3-11)
€23 + .. + 0703 +x3, =0 (mod p)

onde ¢; Z0,onde i =2,..., 7,e ajb; Z0.

Como nas provas dos lemas anteriores iremos assumir que os coeficientes da
forma 4 sdo 1, A ou B. Como h4 sete coeficientes nesta forma, teremos a possibilidade de
termos trés pares de coeficientes congruentes € as seguintes possibilidades para ca, ..., ¢7,

desconsiderando as permutacoes:

(i) A, A, A, B, B, B
(i) A, 1, 1, B, B, B;
(i) B, 1, 1, A, A, A;
(iv) B, A, A, A, A, A,
(v A, B, B, B, B, B;
(vi) A, 1, 1, B, 1, 1.

Suponha inicialmente que existam trés pares de coeficientes congruentes no
conjunto {c3,..., ¢7, 1}. Digamos ¢; = ¢j, ¢y = ¢; € ¢, = ¢y, onde algum dos ¢’s pode ser
1, o coeficiente de x?o. Para resolver h=0 (mod p), facamos { =x; = —xj, N =x = —x;,
V =X, = —Xx, € a varidvel restante faca ser congruente a zero.

Se ndo existem trés pares de coeficientes congruentes, entdo considere 0s casos
de (i) a (vi), citados anteriormente, na ordem em que estdo dispostos.

Nos casos de (i) até (v), note que se as = ag € bs = bg terifamos a quinta e
sexta coluna linearmente dependentes, voltando assim em um tipo de sistema ja estudado.
Logo, podemos assumir que as congruéncias as = ag € bs = bg ndo sdo satisfeitas ao

mesmo tempo. Suponha que a, # —as ou by # —bs. Resolvamos h =0 (mod p) fazendo
E=x3=—X4,NM=X6=—X7€V =X =Xx5 = X]0.

Caso contrério, se ap) = —as € by = —bs teremos ap # —ag ou by Z —bg e podemos

resolver n =0 (mod p) fazendo

E=x3=—Xx4,NM=x5=—Xx7€V =X =X = X]0.
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No caso (vi), h =0 (mod p) pode ser resolvido de maneira semelhante, como por

exemplo, fazendo
E=x3=—X4,M=Xg = —Xx7, V= X2 = X5 = X10.
Com cada uma das escolhas anteriores para &, 1 e v, o sistema (3-11) passa a ser

alx% + a3 +and+d'V? —|—x§ =

bixi +bE> + M + "3 +x =

(mod p),
(mod p),

onde as varidveis &, 1 e v estdo explicitas no novo sistema, pela maneira que elas foram
escolhidas. Seja § = 1. O sistema anterior passa a ter a forma de um sistema equivalente
moédulo p ao do Lema 3.9. Assim, existe uma solu¢do com ao menos duas das varidveis
ndo nulas modulo p. Se esta solugdo fosse singular, poderiamos formar uma combinagdo
linear médulo p ndo trivial de f, g e & de posto menor do que sete, uma contradi¢ao. Dai
existe uma solucdo ndo singular para (3-11).

OJ

Lema 3.15 Suponha que p # 3 ou 7. Se R = 8, entdo as congruéncias (3.7) tem uma

solugdo ndo singular.

Prova. Podemos assumir que o sistema é

ale +...+ a7x% +x§ =0 (mod p)
b1} + ...+ b7 +x3 =0 (mod p) (3-12)
1 + .o+ 0733 +xj, =0 (mod p)

onde ¢; Z0,onde i € {1,...,7}. Pelo Lema 3.8, existe uma soluc¢do ndo trivial para (3-12).
Se nesta solucdo ha exatamente duas varidveis que ndo sdo nulas médulo p, podemos fazer
(3-12) ser equivalente médulo p a um sistema do tipo do Lema 3.10 e dai concluirmos
que o sistema possui uma solug@o ndo singular. Se trés ou mais varidveis na solu¢do ndo
sd0 congruentes a zero, entdo necessariamente, ela € nao singular, caso contrdrio existiria
uma combinacdo linear médulo p nao trivial de f, g € & de posto menor do que oito, o
que seria uma contradi¢do. 0
Lema 3.1 Se F, G, H é um trio de formas p-normalizadas com n > 28 varidveis e

p # 3 ou 7, entdo as congruéncias
F=G=H=0 (mod p)

tem uma solugdo ndo singular.
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Prova. A conclusao segue dos Lemas 3.11 a 3.15. 0
Enfim podemos demonstrar o Teorema 2.

Teorema 2 Trés equagcoes com n varidveis como em (3-1) tem solucdo ndo trivial em
comum, nos inteiros p-ddicos, sen > 28 e p#3ou 7.

Prova. Se O(F, G, H) # 0, basta aplicarmos entdo o Lema de Hensel e o Lema 3.1 (se
O(F, G, H) =0, segue como no Capitulo 1). 0J
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Lema 2.4 Seja p um primo e
_ k k
F(X1,.c0iXm) = a1X] + ... + amx,,,

onde k divide p— 1 e onde aj...a,, 0 (mod p). Entdo, se m < k, o niimero de classes de

restos (mod p) distintas, diferentes de zero, representadas por F é ao menos m(p — 1) /k.

Prova.O nimero de classes de restos distintas, incluindo o zero, representada por a,-xf.‘ é

1+ (p—1)/k. Pelo Teorema de Cauchy-Davenport (ver [6]), na adi¢do das classes de
restos (mod p), o nimero de classes distintas representadas por alx’lC + azxé € a0 menos
2[1+(p—1)/k]—1=1+2(p—1)/k. Logo, o niimero de classes distintas representadas
por F é ao menos 1 +m(p — 1)/k, onde uma destas € a classe 0. O]

Lema 2.5 Seja p um primo e k um fator de p — 1. Sejam G, H formas aditivas de

grauk emyy,...,ys, onde s > k. Sejam 1, ..., Yu classes de restos (mod p) ndo nulas, onde

p>(p—1)(2k—s)/k.

Entdo existem yy,...,ys, nem todos = 0, tais que,

G(y1,...,ys) =0 (mod p)

H(y1,...,y5) =0 ouy; (mod p)

para algum i.

Prova. Seja By, ..., Bp classes de restos ndo nulas diferentes de 1, ..., yu. Entdo

p=p—1-pu<(p—1)(s—k)/k

Considere o polindmio

o

(1-G" YT LeBp(I=y0 (=327,

i=1
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Este polindmio contém o termo

—1 —1
1 Boyy

de grau total s(p — 1) e, todos os outros termos tem grau menor, ja que o grau da primeira
parte do polindmio é
(p—Dk+pk<s(p—1).

Pelo principio usado na prova do Lema 2.4, o polindmio ndo poderd ser = 0 para todos
os valores de yi,...,ys. Ele serd =0 se yy,...,ys forem todos 0, desde entdo G=H =0

(mod p). Dai, que existam yy, ..., s, ndo todos = 0, tais que
G =0 (mod p) e H % B; (mod p)

para todo i. Esta dltima sentenca implica que H = 0 ou H = vy; para algum j. Isto prova o

lema. Ul
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