Universidade Federal do Espirito Santo
Centro Tecnolégico

Programa de Pos-Graduagao em Engenharia Civil

Rodrigo Silveira Camargo

Técnicas Eficientes de Correcao de Erros na Analise

Dinamica de Estruturas no Dominio da Freqiiencia

Vitoria
Abril de 2008



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Rodrigo Silveira Camargo

Técnicas Eficientes de Correcao de Erros na Analise

Dinamica de Estruturas no Dominio da Freqiiencia

Dissertagao apresentada ao Programa de Pés-
Graduacao em Engenharia Civil da Universidade
Federal do Espirito Santo, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Engenha-
ria Civil.

Orientador: Prof. Dr. Walnério Graga Ferreira.

Vitéria
Abril de 2008



Dados Internacionais de Catalogagao-na-publicacao (CIP)
(Biblioteca Central da Universidade Federal do Espirito Santo, ES, Brasil)

C172t

Camargo, Rodrigo Silveira, 1982—
Técnicas eficientes de correcao de erros na andlise dinamica de estruturas no

dominio da freqiiéncia / Rodrigo Silveira Camargo. — 2008.
131 f. : il

Orientador: Walnério Graga Ferreira.
Dissertacao (mestrado) — Universidade Federal do Espirito Santo, Centro

Tecnoldgico.

1. Teoria das estruturas. 2. Dinamica estrutural. 3. Fourier, Transformacoes
de. I. Ferreira, Walnorio Graca. II. Universidade Federal do Espirito Santo. Centro

Tecnolégico. III. Titulo.
CDU: 624




Rodrigo Silveira Camargo

Técnicas Eficientes de Correcao de Erros na Analise

Dinamica de Estruturas no Dominio da Freqiiéncia

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds-Graduacgao em Engenharia Civil da Uni-
versidade Federal do Espirito Santo, como requisito parcial para obtencao do titulo de

Mestre em Engenharia Civil.

Aprovada em 25 de abril de 2008.

Prof. Dr. Walnorio Graga Ferreira
Universidade Federal do Espirito Santo
Orientador

Prof. Dr. Webe Joao Mansur
Universidade Federal do Rio de Janeiro
Examinador Externo

Prof. Dr. Antonio Manoel Ferreira Frasson
Universidade Federal do Espirito Santo
Examinador Interno



A minha mae Deborah e & minha tia Dalila,
que sao as pessoas que mais me ajudaram a

concretizar este trabalho.



Agradecimentos

Agradeco a toda a minha familia, pelo constante estimulo passado durante os dois anos
de mestrado, e pelos bons momentos promovidos, que me ajudaram a levar este trabalho

de forma sempre agradavel até o final.

Ao professor Walnorio Graga Ferreira, por todo o conhecimento transmitido em todos esses
anos de trabalho e companheirismo, pelo incentivo constante em desenvolver pesquisas e
por contribuir enormemente para formar minha visao do mundo académico, que sera tutil

por toda minha vida.

Ao professor Antonio Manoel Ferreira Frasson, pela disposicao em contribuir com novas

idéias e ao professor Webe Joao Mansur, que muito bem nos acolheu nas viagens a COPPE.

A minha grande amiga Juliane Klug Loose, por sua colaboragao e amizade em incontaveis

momentos durante o mestrado e também durante a graduacao.

A todos os professores e funcionarios do mestrado em engenharia civil da UFES com quem

pude conviver durante todo esse tempo.
Ao NEXEM, que tem sido meu local de suporte e estudo nos 1ltimos anos.

A CAPES, pela concessao da bolsa de estudos e apoio financeiro.



Resumo

Este trabalho apresenta os métodos mais utilizados para andlise dinamica de sistemas
estruturais, no dominio do tempo ou da freqiiéncia, para sistemas com um ou multiplos
graus de liberdade. Foi feita inicialmente uma revisao sobre a transformada de Fourier.
Foi mostrada a formulagao da transformada discreta de Fourier, e a origem dos erros ine-
rentes ao processo de discretizacao foi analisada usando o teorema da convolucao. Apods
uma exposicao da formulacao matemaética para analise dindmica de sistemas com um
grau de liberdade, foi apresentado um método para correcao da resposta estaciondria
obtida pela DFT, que, dependendo de fatores como o intervalo de discretizacao ou o
tempo estendido, pode diferir consideravelmente da resposta exata. Foi mostrado como
a correcao desta resposta pode ser feita em termos das fungoes unitarias transientes ou
estacionarias de resposta. A alta eficiéncia deste algoritmo foi demonstrada através de
exemplos numéricos, nos quais a resposta obtida por DF'T com um tempo estendido ina-
dequado é corrigida e comparada a resposta obtida com um tempo estendido adequado,
e também as respostas obtidas por outros métodos, como através da integral de Duhamel
ou pela ImFT. A correcao também foi aplicada as respostas das equacoes desacopladas do
método da superposicao modal para resolver sistemas com multiplos graus de liberdade.
Foram analisadas as formagoes das matrizes de massa, rigidez e amortecimento propor-
cional de Rayleigh, além das propriedades de ortogonalidade e normalidade da matriz de
modos em relagao as matrizes de massa e rigidez. Por fim, sao apresentados programas
desenvolvidos para o software MATLAB, para o calculo da resposta de sistemas com um

ou multiplos graus de liberdade, bem como para aplicacao da corre¢ao proposta.

Palavras-chave: Anélise dindmica no dominio da freqiiéncia. Transformada discreta de

Fourier. Transformada implicita de Fourier.



Abstract

This work presents the most used methods for dynamic analysis of structural systems, in
time or frequency domain, for single- or multiple-degrees-of-freedom systems. Initially, a
review about Fourier transform is made. The formulation of the discrete Fourier trans-
form was shown, and the origin of the errors that are inherent to the discretization process
was analyzed using the convolution theorem. After an exposure of the mathematical for-
mulation for dynamic analysis of single-degree-of-freedom systems, a method for corretion
of the stationary response obtained using DFT (which, depending of factors such as the
discretization interval or the extended period, may differ considerably from the exact
response) was described. It was shown how it is possible to correct this response both
in terms of the unitary transient response or stationary response functions. The high
efficiency of this algorithm is demonstrated through numerical examples, in which the re-
sponse obtained using DFT with an inadequate extended time is corrected and compared
to the response obtained with an adequate extended time, as well as to the responses
obtained using other methods, like the Duhamel integral of the ImFT. This correction
was also applied to the responses of the uncoupled equations of the modal superposition
method, to solve MDOF systems. The formation of the mass, stiffness and damping ma-
trices were analyzed, as well as the orthogonality and normality properties of the modal
matrix with respect to the mass and stiffness matrices. Finally, programs developed for
the MATLAB software are shown, for the calculation of the response of SDOF or MDOF

systems, and also for the application of the proposed correction.

Keywords: Dynamic analysis in the frequency domain. Discrete Fourier transform. Im-

plicit Fourier transform.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e objetivos

A resposta de um sistema estrutural (tal como uma torre ou um edificio) a um carrega-
mento é dependente de varios fatores, e, principalmente, do proprio carregamento. Para
carregamentos periédicos (ciclicos), o calculo da transformada discreta de Fourier (DFT)
com o uso do algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT) se mostra extremamente
poderoso, tanto na precisao quanto na velocidade de calculo da resposta. Um carrega-
mento peridédico implicard também em uma resposta periddica (estaciondria), e por isso,
ambos podem ser facilmente analisados em termos de suas transformadas de Fourier, que

expressos em forma discretizada constituem grande parte da eficiéencia do algoritmo FFT.

Para o caso de um carregamento nao-periédico (transiente), a resposta de um sistema
sera também nao-periédica, o que faz suas analises em termos de suas transformadas de
Fourier dificultadas. O uso do algoritmo FFT causara, por isso, uma periodizagao em
ambas, com periodo arbitrario. Em outras palavras, isso significa que ao se usar FFT
para encontrar a resposta a um carregamento transiente, encontrar-se-4 nao a resposta
ao carregamento original, mas sim a uma versao periodizada deste. O carregamento ori-
ginal devera ser truncado em algum ponto, a partir do qual se repetird indefinidamente.
E claro que a resposta obtida a esse carregamento induzido nao é igual a resposta real

do sistema ao carregamento original, até mesmo porque a resposta ao carregamento in-



1.1 Motivacgao e objetivos 15

duzido serd também periddica, enquanto que a resposta ao carregamento original serd
transiente. Ainda assim, ao menos dentro do intervalo de um periodo de truncamento,
pode-se tornar a resposta obtida tao préoxima quanto possivel da resposta real, desde que

tomados cuidados especificos.

Em engenharia, normalmente carregamentos transientes podem ocorrer em forma semel-
hante a de pulsos, ou seja, sao aplicados durante um determinado tempo e cessam dai em
diante, periodo a partir do qual a estrutura esta em vibracao livre, e é amortecida até o
repouso. Além disso, é usual a estrutura ter condicoes iniciais nulas, ou seja, deslocamento
e velocidade nulos. Um dos modos de se minimizar os erros entre as respostas calculada
e real é o de usar o que se chama de tempo estendido, ou seja, definir para o periodo
de repeticao induzida do carregamento um valor suficientemente alto para que, depois
de cessada a aplicagao do carregamento, a estrutura literalmente “tenha tempo” para
ser amortecida até atingir novamente condicoes iniciais nulas antes da agao do préximo
periodo induzido pela periodizagao. O valor do tempo estendido é claramente dependente
de fatores como a rigidez e fator de amortecimento do sistema, ou a duracao da aplicacao
efetiva do carregamento, e existem diversas recomendacoes para possiveis valores a se

usar.

Entretanto, pode ser necessario um tempo estendido muito grande para assegurar o re-
torno do sistema a condigoes iniciais nulas até o proximo periodo do carregamento. A
discretizacao do periodo dado pelo tempo estendido em um ntimero arbitrario de pontos
poderd, com isso, ser nao muito refinada, com poucos pontos, ou ser refinada o suficiente,
mas com um numero muito grande de pontos. Além disso, muitas vezes o dado de inter-
esse da andlise é o deslocamento maximo do sistema, o que acontece nao muito depois do
fim da acao do carregamento, e freqiientemente muito antes de o sistema atingir o repouso
novamente. Portanto, levar em consideracao a resposta muito depois do fim da acao do

carregamento pode ser um desperdicio de armazenamento computacional.

O problema, entao, é discutir uma maneira eficaz de se encontrar uma aproximacao sufi-
cientemente precisa da resposta transiente de um sistema a um carregamento, partindo-se

de sua resposta estacionaria correspondente, num periodo arbitrario.

Assim, os objetivos deste trabalho sao: revisar, em termos fisicos, os procedimentos para
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encontrar a resposta transiente de sistemas lineares, dentre os quais o procedimento clas-
sico da DFT e a ImFT; estudar o comportamento de sistemas estruturais quando sub-
metidos a cargas peridédicas ou nao-periédicas, bem como os algoritmos computacionais
utilizados normalmente; examinar a natureza e as magnitudes dos erros que podem resul-
tar de seus usos; apresentar um procedimento eficiente para calcular a resposta transiente
de uma estrutura linear, a partir de sua resposta estacionaria a uma extensao periddica do
carregamento original, fazendo uso da superposicao de uma funcao corretiva a resposta
estaciondaria, efetivamente transformando-a na resposta transiente desejada; analisar a
formulacao do método da superposicao modal para solucao de sistemas com multiplos
graus de liberdade; aplicar o procedimento proposto também nas solucoes das equagoes
desacopladas do movimento; demonstrar a superioridade do procedimento apresentado

com o uso de exemplos numéricos.

1.2 Estado da arte

Mesmo sendo bem fundamentada ha muitos anos, foi somente a partir do desenvolvimento
do algoritmo da transformada rapida de Fourier, ou FFT (do inglés, fast Fourier trans-
form), por Cooley e Tukey[6] em 1965, que a andlise dinamica no dominio da feqiiéncia
se tornou de uso corrente. Em areas como no estudo de interagao solo-estrutura e fluido-
estrutura, onde as forcas de interacao sao dependentes da freqiiéncia, ou para sistemas
modelados com amortecimento histerético, a analise no dominio da freqiiéncia é impres-
cindivel e, gracas a eficiéncia excepcional do algoritmo FFT, esta tornou-se competitiva
com a analise no dominio do tempo. Desde o seu surgimento, varias versoes do algoritmo
FFT tem sido apresentadas, para adapta-los aos seus varios campos de aplicacao, tomando

partido da forma especifica como se mostram os dados de trabalho em cada campo.

Um dos trabalhos sobre dinamica estrutural que tratam da analise no dominio da fre-
qiiéncia é o de Clough e Penzien[5], devido & abordagem detalhada de todos os elementos
esenciais para a analise no dominio da freqiiéncia. Clough e Penzien detalham toda a
formulagao tradicional, ou seja, aquela que utiliza o algoritmo FFT para célculo das trans-

formadas discretas de Fourier, tanto para coordenadas fisicas quanto para coordenadas
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modais.

Segundo Claret,[4] a andlise de sistemas complexos no dominio da freqiiéncia mostrou-
se atrativa, a principio, por ser esta uma solucao teoricamente exata, cuja estabilidade
independe da grandeza do intervalo de tempo de integragao. Outros aspectos, porém, sao
motivo de pesquisas nesse sentido, como o tratamento dos amortecimentos estrutural e

dependente da freqiiéncia.

Um avanco consideravel foi alcancado com a formulacao matricial para calculo da res-
posta de sistemas lineares com um grau de liberdade, desenvolvido por Venancio-Filho
e Claret[15] em 1992. Nesse algoritmo, as transformadas direta e inversa de Fourier sao
calculadas implicatamente por meio de multiplicagoes entre matrizes, tirando proveito de
propriedades de poténcias de ntimeros complexos. Essa abordagem foi posteriormente
estendida por Venancio-Filho e Claret[14] e Ferreira[7] para sistemas com multiplos graus

de liberdade, tanto lineares quanto nao-lineares.

Outro ponto importante da formulacao matricial estd no fato de que se pode obter um
historico de resposta em um nimero de pontos menor do que o niimero de pontos N em
que o carregamento foi dividido, o que nao se consegue usando o algoritmo FFT, mesmo
com toda a minimizacao de esfor¢co computacional por este introduzida. Neste contexto,
a formulagao matricial proposta por Venancio-Filho e Claret se torna uma alternativa ao
uso do algoritmo FFT, onde o niimero de termos requeridos para a resposta é escolhido
arbitrariamente, sendo a escolha desvinculada do nimero de termos da transformada

discreta de fourier.

Em sistemas com multiplos graus de liberdade, assume-se que certas propriedades sejam
validas para as forcas de amortecimento atuantes numa estrutura, da mesma forma como
sao validas para as forcas de rigidez e inércia. Quando isso ocorre, diz-se que o amortec-
imento é proporcional, e a matriz modal proveniente da vibragao livre nao amortecida é
ortogonal a matriz de amortecimento. Por causa disso, o sistema de equagoes modais de
movimento é desacoplavel, e a resposta em coordenadas fisicas pode ser encontrada pela
superposicao da resposta em coordenadas modais, tanto no dominio do tempo quanto no

dominio da freqiiéncia, caracterizando o método da superposi¢ao modal.
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Vantagens do método da superposi¢ao modal cédssico, tais como: 6tima interpretacao fisica
do comportamento do sistema através das freqiiéncias naturais e dos modos normais e
economia de esfor¢co computacional devido ao truncamento modal, justificam o grande
nimero de pesquisas que tém sido desenvolvidas para a sua adaptacao na andlise de
sistemas com amortecimento nao proporcional. O método de superposicao modal classico
¢ empregado em andalise dinamica de sistemas lineares, principalmente pela possibilidade
de se representar o comportamento de certos sistemas com a utilizacao de um numero
reduzido dos modos de freqiiéncias mais baixas. Assim, a sua utilizacdo em sistemas

dinamicos nao-lineares dar-se-ia pela mesma razao.

O método das pseudo-forcas, que também pode ser empregado para sistemas com todos
os tipos de nao-linearidades, utiliza o método classico de superposicao modal. Neste
método, os termos responsaveis pelo acoplamento das equacoes modais de movimento sao
transferidos para o lado direito dessas equacgoes e tratados como pseudo-forcas. Como
citado por Calenzani,[2] o sistema é resolvido por um processo iterativo, ou no dominio
do tempo como fazem Claret e Venancio-Filho (1991) e Ibrahimbegovic e Wilson (1988),
ou no dominio da freqiiéncia como Jangid e Datta (1993), ou por processo hibrido, no

tempo e freqiiéncia, como proposto por Aprile et al (1994).

O amortecimento dos tipos nao-proporcional e dependente da freqiiéncia sao predomi-
nantes em sistemas dinamicos solo-estrutura, e é em face da necessidade da andlise de
fundacgoes, enterradas ou apoiadas em solos pouco rigidos. Modernamente, o estudo do
amortecimento desperta grande interesse no controle de vibracoes, como ocorre em estru-
turas de edificios muito altos e em estruturas de aeronaves. No caso de amortecimento
nao-proporcional, o sistema de equagoes modais de movimento nao ¢ mais desacoplavel e

o classico método da superposicao modal nao é mais empregado.

A introducao de materiais viscoelasticos na engenharia de estruturas exige, com maior
razao, a pesquisa de métodos para analise dinamica nao-linear, considerando amortecimen-
tos ndo-proporcional e dependente da freqiiéncia. De acordo com Claret,[4] Hurty e Ru-
binstein (1964) sugerem a utilizagdo de modos complexos para desacoplar as equagoes de
movimento de sistemas dinamicos dotados de amortecimento nao-proporcional. Claret[4]

ainda afirma que Singh (1980), Veletsos e Ventura (1986), Singh e Ghafory Ashtiany
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(1986), Borino e Muscolino (1986), Singh e Suarez (1987) e Chen e Taylor (1987) em-
pregam modos complexos na andlise desse tipo de sistema, variando entre um e outro
autor o processo utilizado na extragao dos modos complexos e na sua superposicao para

calculo da resposta.

1.3 Descricao sumaria

No capitulo 2, os conceitos fundamentais da transformada de Fourier sao revisitados,
com énfase especifica nos pontos de maior aplicacao na analise dinamica de sistemas
estruturais. A interpretacao fisica que se tira de sua definicao é apresentada mostrando-se
como a série de Fourier é um caso particular da transformada de Fourier. Em seguida,
usa-se o teorema da convolugao para discutir a origem dos erros gerados naturalmente pelo
calculo numérico das transformadas, num processo chamado de discretizacao. Por fim, as

vantagens do algoritmo FFT sobre o calculo direto das transformadas sao comentadas.

O capitulo 3 apresenta a formulagao matematica para andlise dinamica de sistemas com
um grau de liberdade. Mostra o modelo massa-mola-amortecedor que se usa na represen-
tacao de sistemas, bem como a aplicacao de técnicas do calculo diferencial para encontrar
sua solucao exata. Atencao especial é dada para a resposta exata de sistemas em vibracao
forcada ou livre. O uso da transformada de Fourier para encontrar a resposta de sistemas
é discutido, introduzindo a andlise no dominio da freqiiéncia. Mostra-se também como
uma formulacao matricial pode ser utilizada para célculo da DF'T, analisando-se alguns
de seus principais aspectos. Além disso, um método para corre¢ao dos erros inerentes ao
procedimento da DF'T é apresentado sob duas abordagens: uma em termos das chamadas

fungoes transientes de resposta e outro em termos das fun¢oes permanentes de resposta.

No capitulo 4, o método da superposicao modal é descrito para encontrar a resposta
dinamica de sistemas com multiplos graus de liberdade. Apés a dedugao da equagao do
movimento para sistemas MDOF, é feita uma discussao sobre a formacao das matrizes de
massa e de rigidez. No estudo da vibracgao livre, discute-se como obter as freqiiéncias e
os modos naturais de vibragdo de um sistema. As propriedades de ortogonalidade e/ou

normalidade sao deduzidas, e suas aplicagoes na simplificagao de calculos computacionais
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sao apontadas nas discussoes subseqiientes. Por fim, a superposicao modal em si é ap-
resentada, mostrando o desacoplamento das equagoes do movimento, além da origem e

aplicacao do amortecimento proporcional de Rayleigh.

O capitulo 5 é dedicado a aplicacao de toda a formulacao apresentada em problemas
praticos de engenharia estrutural. Sao resolvidos tanto sistemas com um quanto com
miultiplos graus de liberdade, com amortecimento viscoso e, no caso de sistemas MDOF,
proporcional. Sao feitas comparagoes entre os métodos da integral de Duhamel, DFT e
ImFT. O método de correcao da resposta estacionaria é aplicado e comparado a solugoes

obtidas com maior esforco computacional, com um ou mais graus de liberdade.

No capitulo 6 sao mostradas conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Transformada de Fourier

2.1 Definicao

Na matematica, uma transformada é, simplificadamente, um operador que, quando apli-
cado a uma funcao, tem como resultado uma segunda funcao. Transformadas atuam
de forma andaloga as préprias funcoes, que podem ser entendidas como operadores que,
quando aplicados a uma quantidade (um escalar, um vetor, etc), tém como resultado
uma segunda quantidade. Pode-se entender, portando, que transformadas sao fungoes de

funcoes.

Normalmente o uso de transformadas tem por objetivo uma simplificacao: se é desejado
encontrar o resultado de calculos aplicados a uma dada funcao, mas estes sao muito
complexos, entao pode ser mais simples aplicar os calculos a transformada desta funcao, e
em seguida resgatar o resultado desejado através de uma segunda transformada, chamada
transformada inversa. E, de um modo geral, esses “calculos” sao encontrar solugoes de

equagoes diferenciais.

A transformada de Fourier de f(t) é uma transformada especifica definida por:

Flw) = /_ ety (2.1)
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Dada uma fungao qualquer f(t), a transformada de Fourier, quando aplicada, retornard
uma segunda fungao F(w). Nota-se que a variavel dependente ¢ também é alterada, sendo

a funcao resultante dependente de w, uma segunda variavel.

Uma transformada que, quando aplicada a F'(w), é capaz de retornar novamente a fungao
original f(t), é chamada transformada inversa de Fourier. Por esse motivo, a Eq. (2.1) é

também chamada transformada direta de Fourier.

A transformada inversa de Fourier é definida por:

£(t) = = /OOF(w)ei“tdw (2.2)

:ﬁ N

Se um par de fungoes f(t) e F'(w) satisfaz as Egs. (2.1) e (2.2), entao diz-se que elas
formam um par de transformadas de Fourier. As duas fungoes que compdem esse par
carregam a mesma quantidade de informacao, tanto é que se pode obter uma a partir
da outra e vice-versa. Por isso, pode-se dizer que as duas funcgoes sao a mesma, porém

exibidas em “pontos de vista” diferentes, ou seja, em dominios diferentes.

Particularmente na transformada de Fourier, se a funcao f(t) expressa uma grandeza em
funcao do tempo (ou seja, no dominio do tempo), diz-se que a sua transformada F'(w)

estara no dominio da freqiiéncia.

Vale ressaltar que, pela propria definicao da transformada, um par de transformadas de
Fourier nao necessariamente serd composto por duas fun¢oes puramente reais. Brigham|[1]
demonstra que, se uma func¢ao f(¢) no dominio do tempo for real, sua transformada F'(w)
no dominio da freqiiéncia serd também real somente se f(t) for uma funcao par, ou seja,
tal que f(t) = f(—t). Na maioria das aplicagoes, esse nao é o caso, e F'(w) serd uma

funcao complexa.

2.1.1 Série de Fourier

Toda fungao f(t) pode ser decomposta como uma soma (finita ou infinita) de outras

funcoes que obedecem a um certo critério. Essa soma é chamada de série. Existem
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diversos tipos de séries, e cada uma prescreve uma maneira de se encontrar as parcelas
que quando somadas retornarao a fungao original f(¢) (chamados termos). Por exemplo,
para uma constante a qualquer, a série de Taylor em torno de a decompoe uma fungao
f(t) da seguinte forma:

f'(a)
1!

f"(a)
2!

@—W+£¥%—W+m

©4n)(g
ity =310y = ey +

o (t—a)+

n=0
Na série de Taylor, os termos sao fungoes que possuem o formato dado pelo somatoério
que a define. De uma forma geral, o que diferencia uma série de outra é o formato de seus

termos.

Fungoes também podem ser decompostas em harmonicos, que sao sendides ou cossendides
com diversas amplitudes e angulos de fase. Por exemplo, as fungdes sent, 3cos(2wt),
—3sen(8t) + 5cos(8t) e —sen(4nt 4+ m/4) representam harmonicos. A grosso modo, har-
monicos sao funcgoes cujos gréaficos sao sendides ou cossendides com uma dilatacao ou
contracao qualquer nos eixos horizontal ou vertical, e com uma translacao qualquer no

eixo horizontal.

A série que decompoe funcgoes em harmonicos se chama série de Fourier, e é definida por:

[e.e]

flt) = % + ; [An cos (@) + B, sen (@)} (2.3)

onde:
c+T
A, = %/ f(t) cos (?) dt (2.4a)
c+T
&:%/ f@w(%ﬁ)ﬁ (2.4D)

A série de Fourier é valida para decompor fungoes periddicas em uma série de harmonicos.
Por causa disso, nas Eqgs. (2.4), os limites de integragdo cobrem um periodo completo

qualquer da fungao f(t), onde ¢ é um escalar qualquer e T' é o periodo de f(t).
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2.1.2 Interpretacao fisica

Compreender o significado da transformada de Fourier se torna mais facil fazendo antes

uma andalise sobre algumas caracteristicas da série de Fourier.

Primeiramente, nota-se que a expressao dentro do somatério da Eq. (2.3) é uma combi-
nacao linear de seno e cosseno, ou seja, € um harmonico. Como ja dito, a série de Fourier
decompoe uma funcao em harmonicos, e é justamente essa expressao a que representa

esses harmonicos, e que, quando somados, retornarao a fungao original.

Nota-se, ainda na Eq. (2.3), que n faz parte dos parametros das fungoes seno e cosseno,
na expressao 2mnt/T. Isso significa que os harmonicos gerados pela série de Fourier tém
freqiiéncias maltiplas. O primeiro harmonico terda o mesmo periodo 7' da fungao original
(e, portanto, mesma freqiiéncia). O segundo harmoénico terd o dobro da freqiiéncia do

primeiro, o terceiro tera o triplo, e assim por diante.

A amplitude e a fase de cada harmonico (digamos, o n-ésimo) seré dada pelos coeficientes
A, e B,, nas Egs. (2.4). Por isso, pode-se afirmar que esses coeficientes determinam quais

sao as freqiiéncias presentes na fungao original, e quais sao suas amplitudes e fases.

2.1.2.1 Identificagao de harmoénicos com a série de Fourier

Vejamos o que acontece, portanto, ao se decompor a fungao genérica f(t) = A cos(wt),
que é uma cossendide simples com periodo T' = 27 /w. Substituindo nas Egs. (2.4), temos

como resultado:!

A — _ Ansen(2mn) . B, -
(1 —n?)

_ 2Ansen®(mn)
(1 —n?)

No Apéndice A.1, hda uma demonstracao completa dos calculos necesséarios para se chegar

a essas express()es.

LA, e B, sdo indefinidos para n = 1. Entretanto, seus limites quanto n — 1 existem, e sio esses
limites os adotados como sendo os valores de A,, e B, paran = 1. O mesmo acontece em outras situacoes
ao longo deste texto.
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Tabela 2.1: Harmonicos que compoem f(t) = A cos(wt).

n A, B,
1 A 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0

Na tabela 2.1, vemos os valores de A,, e B,, para os primeiros cinco harmonicos. Percebe-
se que todos os resultados sao nulos, com excecao de A;, que vale exatamente A. Isso
significa que o somatdério da Eq. (2.3) desaparece e, por isso, no unico termo restante, a

substituicao de A, = A resulta na composicao da funcao original novamente.

A tabela 2.1 mostra de uma maneira clara como a série de Fourier “detectou” a presenca
de um tnico harmonico na funcao original, indicando sua amplitude como sendo igual a

A e indicando também que este harmonico estd em fase com o cosseno.

Decompondo agora, com o uso das Egs. (2.4), uma sendide simples f(t) = Asen(wt), com

perido T' = 27 /w, temos: (demonstragao no Apéndice A.2)

_ 2Asen*(mn)
— w(1—n?)

_ Asen(2mn)

An (1 —n?)

e B, =

Agindo de modo semelhante, coloca-se os valores de A,, e B, para os primeiros cinco
harmonicos na tabela 2.2, e o que se vé é que a série de Fourier mais uma vez “detectou”
a presenga de um unico harmoénico em f(t), com amplitude A e dessa vez em fase com o

seno.

Assim, por exemplo, pode-se inferir que a série de Fourier “detectara” a presenga de trés

harmonicos na fungao f(t) = 5sen(2nt) — 3 cos(6mt) + sen(8nt), que tem periodo 7' = 1.
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Tabela 2.2: Harmonicos que compoem f(t) = Asen(wt).

n A, B,
1 0 A
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0

Tabela 2.3: Harmonicos que compoem f(t) = 5sen(2nt) — 3 cos(67t) + sen(8nt).

n A, B,
1 0 5
2 0 0
3 -3 0
4 0 1
5 0 0
6 0 0

De fato, pode-se mostrar? que, com f(t) e T assim definidos, obteremos:

10sen?(mn)  3nsen(27n)  8sen?(wn)
A, =
(1 —n?) (9 — n?) (16 — n?)
_ 5sen(2mn) N 6nsen’(mn)  4sen(27n)
(1 —n?) 7(9—n2)  7(16 —n?)

B, =

26

Realmente, como se pode ver na Tabela 2.3, os tinicos valores nao-nulos sao os valores 5 e

1 para B, e —3 para A,, respectivamente no primeiro e quarto harmonicos para B,, (em

fase com o seno) e no terceiro harmonico para A,, (em fase com o cosseno). Isso também

pode ser constatado plotando-se os graficos de A,, e B,, em funcao de n, como mostrado

na Figura 2.1.

Essa capacidade de “detectar” freqiiéncias presentes em uma fungao tem muitas aplicagoes

em ramos da fisica e engenharia, entre outras areas. No entanto, a série de Fourier tem

alguns limitadores. Talvez o principal seja o fato de que estd detecta apenas freqiiéncias

ZAtravés das Egs. (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) dos Apéndices A.1 e A.2, tomando adequadamente o

valor de k£ como 1, 3 ou 4.
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miultiplas, como ja foi citado. Por conseqiiéncia disso, apenas fungoes periddicas podem

ser mais precisamente expressas na forma dada pela série de Fourier.

Ainda como conseqiiéncia, na aplicagdo das Eqs. (2.4), o periodo T' deve ser escolhido
como um multiplo inteiro do periodo de f(¢). Caso contrario, o somatorio da série resultard
numa func¢do que é a repeti¢ao infinita apenas do segmento de f(t) que estd dentro do

periodo T escolhido, e que é diferente da funcao original.

2.1.2.2 Identificagao de harmoénicos com a transformada de Fourier

A transformada de Fourier, assim como a série, também apresenta essa caracteristica de
“identificar” freqiiéncias, porém de uma forma bem mais genérica e poderosa. Da mesma
forma como procedido com a série, calculemos agora a transformada de Fourier de uma
fungao harmonica genérica f(t) = Acos(wpt). Com f(t) assim definido, parte-se da Eq.

(2.1) e, apds alguma manipulagao, chega-se a: (demonstragao no Apéndice A.4)
F(w) = / Acos(wot)e™tdt = Amd(w + wy) + ATd(w — wp)

onde d(w) é a fungao delta de Dirac, ou simplesmente delta, e é(w — wy) e 0(w + wp)
representam a fungao delta com uma translagao horizontal da quantidade wy para a direita
e para a esquerda, respectivamente. A Fig. 2.2 mostra o resultado da aplicacao da

transformada.

A funcao delta, por representar uma funcao com um pico infinitamente grande numa dada
abscissa, geralmente é representada simplesmente por uma seta vertical nessa abscissa. O

tamanho dessa seta (positivo ou negativo) indica a area por ela englobada. Simplificada-

Figura 2.1: Amplitudes dos harmonicos da série de Fourier de f(t) = 5sen(2nt) —
3 cos(67t) + sen(8xt).
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—W wo

Figura 2.2: Transformada de Fourier de f(t) = A cos(wyt).

mente, o tamanho da seta indica o valor pelo qual a funcao delta esta multiplicada. O

Apéndice A.3 contém mais detalhes sobre essa fungao.

Nota-se que a aplicacao da transformada resultou numa expressao que, por si s6, identifi-
cou a freqiiéncia angular e a amplitude do harménico que compoe f(t). Caso a freqiiéncia
angular desse harmonico fosse outra, as setas das funcoes delta estariam a uma outra
distancia do eixo y. Caso sua amplitude fosse outra, as setas teriam outros tamanhos.
Entretanto, aparentemente, ainda nao se pode interpretar completamente onde esta al-

guma informacao sobre a fase desse harmonico.

Para isso, vamos analisar o que resulta da aplicacao da transformada de Fourier sobre a
funcao f(t) = Asen(wpt). A demonstracao desses cdlculos se encontra no Apéndice A.5,

e resulta em:

Flw) = / Asen(wot)e ™ dt = Amid(w + wy) — ATid(w — w)

—00

Como se pode ver, a transformada da funcao seno é puramente complexa, enquanto que
a transformada da funcao cosseno é puramente real, e isso pode ser visto na Figura 2.3.
Portanto, a informagao sobre a fase (e também sobre a amplitude) de cada harmoénico
¢é dada simultaneamente pela parte real e pela parte complexa da transformada. Isso é
analogo ao modo com que, na série de Fourier, a informacao sobre a fase e amplitude do

n-ésimo harmonico é dada simultaneamente por A,, e B,,.
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Im(F(w))

wo

—W

A

Figura 2.3: Transformada de Fourier de f(t) = Asen(wot).

2.1.2.3 Identificagao de freqiiéncias de funcgoes nao-periddicas

E importante notar que em momento algum nesse texto houve restricao quanto a apli-
cagao da transformada de Fourier. Esta nao precisa ser aplicada somente sobre funcoes
peridédicas e nem tampouco “detectard” apenas freqiiéncias miltiplas, como é o caso da
série de Fourier. Isso pode ser mostrado através de um exemplo com a funcao retangular

ou fung¢ao pulso unitdrio, definida por:

1, se|t| <

N

ret(t) =
0, selt| >

D=

A funcao ret(t) é aperiédica, pois s6 é composta de um tdnico “salto” retangular entre
t =—1/2et=1/2. Por isso, a aplicagdo da série de Fourier (Eq. (2.3)) retornard uma
fungao que é uma periodizagao “forgada” de ret(t). Fazendo, nas Eqs. (2.4), ¢ = —T/2,

assumindo 7" > 1 e desenvolvendo, temos:

2 [T 2mnt 9 [T/ 2mnt
A, = / ret(t) cos (ﬂ) dt = —/ 1-cos <ﬂ> dt =
. T T ) s T
1 2m™n 2mn
= —|sen| — | —sen| — || =
™ 2T 2T
~1/2

= b (F) +o (F)] = oen ()
= - sen T sen T = . sen T

=l
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2 [T 2mnt 2 (T 2mnt
B, = TZ ret(t) sen (WTR) dt = T /T/2 1-sen <7TTTL> dt =

O fato de que B, = 0 para todo n significa que ret(t) contém apenas harmonicos em
fase com o cosseno. Com A, e B, poder-se-ia elaborar uma tabela semelhante a Tabela
2.3, mas para melhor visualizacao, pode-se representar o valor de A, em funcao de n
inteiro como infinitos pontos distintos em um grafico, como mostrado na Figura 2.4b para
T = 2. Na Figura 2.4a, é mostrada a fungao resultante da aplicacao da série de Fourier
sobre ret(t), com T" = 2. Nota-se que a fungao retangular, originalmente aperiddica, é

retornada “forcadamente” periodizada.

Pode-se imaginar, portanto, que o aumento progressivo do periodo 7T fara a funcao retor-
nada pela série de Fourier ser cada vez menos periddica, até o ponto em que T = o0, e
a série de Fourier reproduzira perfeitamente ret(t). Da Figura 2.4a até a Figura 2.4f, sdo
mostradas as fungoes retornados pela série, bem como seus componentes harmonicos, para
T = 2,4 e 8. Nota-se que os pontos que representam os componentes harmonicos se tor-
nam cada vez mais préximos e que, embora a amplitude do grafico de uma maneira geral
esteja diminuindo, ele mantém sempre a mesma forma. E possivel imaginar, portanto,
que para valores de T ainda maiores, a série de Fourier “detectard” ainda mais harmoni-
cos, e suas amplitudes e freqiiéncias estarao distribuidas entre os pontos que aparecem na

Figura 2.4f.

Agora calculemos a transformada de Fourier de ret(t):?

9 ‘ 1/2 ‘
Fw) = / ret(t)e_w'fdt:/ e dt =

o0

e 12
e 1 (_Lw M)
g - = —1€ 2 —e2 —
—iw —iw
1/2

-2 <w) 2 (w)
= —sen|(—)=—sen|—
—w 2 w 2

it

3Lembrando que [ e~ *dt = e::: esent = =,
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f(t) 172”An
T=2
. 0,8+
0,4+
: : : : : : — t — 1 w
O 1 2 3 4 5 6 7 8 0 o dr 6w * 87
(a) (b)
ft) 0,614n
) | 0,4+
0,2+
— -t — T
Of 1 2 3 4 5 6 7 8 0 on ., 4w 6w * 87
(c) (d)
ft) 0,344
T=8 |
) | 0,2+
01+ °
— 1Ly € LA e TL LN
O ' 1 2 3 4 5 6 7 8 0 2me, w67 8w
(e) ()
ft) 1,24 F(w)
aperiddica
1 81
0,4+
— | N e~
O 1 2 3 4 5 6 7 8 U om\__Ar 6T 81
(8) (h)

Figura 2.4: Comportamento da série de Fourier com o aumento progressivo de 7.
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O gréfico de f(t) = ret(t) estd mostrado na Figura 2.4g e o gréifico de F'(w) estd mostrado
na Figura 2.4h. Nota-se que esta tltima mostra que F'(w) é um gréfico continuo que tem
a mesma forma das distribuicoes de freqiiéncias da série de Fourier com qualquer valor
de T, ou seja, que a transformada de Fourier de ret(t) contém a mesma quantidade de

informacao que a fungao aperiddica ret(t).

Na verdade, a transformada de Fourier identifica qualquer harmonico da func¢ao original,
e, de um modo mais abrangente, sua forma complexa identifica simultaneamente todas
as freqiiéncias possiveis da funcao original. Essa caracteristica faz da transformada de
Fourier umas das ferramentas mais importantes da ciéncia, abrangendo campos como
fisica, engenharia, matematica aplicada, quimica, processamento de sinais, astronomia,

geologia, otica, entre outros.

2.2 Transformada discreta de Fourier (DFT)

A definigdo das transformadas de Fourier, mostrada nas Egs. (2.1) e (2.2), torna muito
dificil seu calculo por meios computacionais. Primeiro, porque o resultado das transfor-
madas é uma funcao continua, e é extremamente dificil e demorado tratar de funcoes
continuas analiticamente em computadores. Por meio de softwares, ¢ muito mais eficiente
tratar da funcao discretizada, ou seja, na forma de pontos discretos igualmente espacados.
Além disso, em casos praticos, muitas vezes a func¢ao f(t), cuja transformada estd sendo
calculada, pode representar o resultado de dados obtidos experimentalmente, e por isso

também conhecida apenas em pontos discretos.

Em segundo lugar, porque os limites de integracao das transformadas tornam o ntimero
de pontos discretos infinito. Computacionalmente, é preciso efetuar os calculos apenas

num intervalo finito de pontos, ou seja, truncar as integracoes.

Essa discretizagao transforma as integrais das transformadas de Fourier em somatorios.
Da mesma forma, o truncamento transforma os limites —oo e oo em valores préprios
definidos. E claro que esses procedimentos converterao os resultados antes exatos obtidos

pelas Egs. (2.1) e (2.2) em aprozimagoes, induzindo a erros que devem ser reduzidos
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Tabela 2.4: Freqiiéncias discretas.

m Lm Win
0 0 0
1 1 Aw
2 1

2Aw

N/2—1 N/2—-1 (N/2-1)Aw
N/2 N/2 N/2Aw

N/2+1 —-N/2+1 (—=N/24+1)Aw

N/2+2 —N/2+2 (—=N/242)Aw

-2 -2 —2Aw

N
N -1 -1 —Aw

com a escolha apropriada do espacamento entre os pontos discretos e do intervalo de

truncamento.

As Egs. (2.1) e (2.2), quando ajustadas como explicado, sdo as equagoes da transformada

discreta de Fourier, ou, do inglés, discrete Fourier transform (DFT), definidas por:

N-1
Flwp) =AY f(t,)e W ,m=0,...,N—1 (2.5)
n=0
Aw o
Ft) = 2257 Fwn)e™™ n=0,...,N—1 (2.6)
™
m=0

Para a aplicacao das equacoes acima, adota-se um periodo T' para o truncamento de
f(t). Dentro desse periodo, sao tomados N pontos discretos, igualmente espagados por

At =T/N. O valor de f(t) no n-ésimo ponto é dado por f(t¢,), para o qual t,, = nAt.

Da mesma forma, a transformada discreta F'(w) de f(t) terd como resultado N pontos,
separados pelo intervalo Aw = 27 /T. O valor do m-ésimo ponto é F'(w,,), para o qual

Wi = MmAw, com pu,, dado pela Tabela 2.4.

Essa definicao “diferenciada” de w,, apenas reflete a periodicidade induzida tanto para os
pontos discretos f(t,) quanto para os pontos discretos F'(w,,). De fato, w,, = wnin, €

essa defini¢ao de w,, é necessaria por adequacao puramente matemaética.
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Figura 2.5: Variaveis envolvidas no calculo da transformada discreta de Fourier.

As varidveis das Eqs. (2.5) e (2.6) sao mostradas de forma mais clara na Figura 2.5.

2.2.1 Convolucao

Um dos operadores matematicos tuteis para o entendimento das particularidades da trans-
formada de Fourier é a convolugao. Esta é aplicada a duas fungoes quaisquer f(t) e g(t), e
tem como retorno uma terceira funcao que, de uma certa forma, representa a “quantidade
de sobreposicao” entre f(¢) e uma versao espelhada e transladada no tempo de g(t). E

simbolizada por um asterisco (x) e definida por:

o0

£(t) * gt) = / " gt — 7)dr = / g(r) f(t - 7)dr (2.7)

—00

A wvisualizagao do resultado da aplicacao entre duas fungoes f(t) e g(t) requer uma andlise
cuidadosa da Eq. (2.7). De inicio, vé-se que a varidvel 7 é introduzida e, por causa
disso, dentro da integral, hd uma troca de variavel, e as duas fungoes sao efetivamente

dependentes de 7.

Boa parte dessa visualizacao é alcancada analisando o parametro ¢ — 7. Como a variavel
de integragao é 7, entao a presenga da parcela —7 no parametro significa que f(7) sera
multiplicada por uma versao invertida de g(7). Além disso, a presenga da varidvel ¢ no
parametro indica que, além de invertida, g(7) terd seu grafico transladado de ¢t. Apds a
integracao, 7 desaparece e o resultado sera funcao apenas de t. Por isso, a construcao do
grafico da fungao resultante pode ser entendido como a integragao do produto entre f(7)

e g(—7) simultaneamente com o “deslizamento” de g(—7) em relagao a f(7).
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Figura 2.6: Etapas da construcao grafica da convolucao entre duas funcgoes.
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A Figura 2.6 mostra, em etapas, como se pode “construir” a convolucao entre duas funcgoes.
A funcéo f(t) é definida por f(t) = 0,8e 1% e g(t) tem valor igual a 0,6 para |t| < 0,7
e igual a 0 para |t| > 0,7. Ambas sdo mostradas em linha cinza, ¢ a funcao g(—7) ¢é
mostrada com translagoes de —1 a 1. O produto entre elas é mostrado em linha preta,
e a area abaixo do produto é destacada, com indicacao do seu valor. A direita, o valor
numérico da drea é usado, juntamente com o deslocamento dado em g(—7), para construir

o gréfico da convolugao entre f(t) e g(t).

2.2.1.1 Teorema da convolugao

Esta ¢ uma propriedade importante da convolugao, pois a relaciona diretamente com a
transformada de Fourier. Sejam f(t) e g(t) duas fungoes quaisquer, e sejam F(w) e G(w)
suas respectivas transformadas de Fourier. O teorema da convolucao afirma que as funcoes
f(t)*g(t) e F(w) - G(w) formam um par de transformadas de Fourier. Da mesma forma,

as fungoes f(t)-g(t) e F(w) * G(w) também formam um par de transformadas de Fourier.

Denotando o operador da transformada de Fourier por F, o teorema da convolucao pode

ser escrito matematicamente na forma:

F{U@) «g®) = F{O)- Flgt)}
FU@-g9@)y = FUO}+F{gt)}

Se a variavel t representa tempo, f(t) e g(t) estardo no dominio do tempo e suas trans-
formadas estarao no dominio da freqiiéncia. Pelo teorema da convolucao, o produto entre
elas resulta numa funcao cuja transformada é a convolugao das transformadas de f(t)
e g(t). Em outras palavras, multiplicagdo no tempo equivale a convolugao na freqiién-
cia. Similarmente, multiplicacao na freqiiéncia equivale a convolucao no tempo. Uma

demonstracao do teorema da convolu¢ao pode ser encontrada em Brigham.[1]
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2.2.2 Analise de erros

Como afirma Calenzani,[2] os erros decorrentes da utilizagao da transformada discreta de
Fourier, em vez da transformada cldssica, podem nao apenas estar associados somente as
aproximacoes feitas quando se substitui as integrais por somatorios. Existem realmente
erros que sao inerentes ao processo de obtengao de N pontos discretos da funcao original,

ao truncamento e a obten¢ao de N pontos discretos na fungao transformada.

Segundo Meirovitch apud Calenzani,[2] a derivacao das transformadas discretas de Fourier
envolve trés passos: discretizacao no dominio do tempo, truncamento no dominio do
tempo e discretizacao no dominio da freqiiéncia. Todo o processo de transformacao de
uma funcao continua do tempo em uma funcao equivalente discretizada esta mostrado na

Figura 2.7.

Seja, agora, uma fungao f(t) qualquer e sua transformada direta F'(w), de acordo com
a Figura 2.7a. Seja Ag(t) uma fungdo definida como um trem de impulsos unitarios
separados por um intervalo At e Ag(w) sua transformada direta (Figura 2.7b). E seja,
também, z(¢) uma fun¢ao definida como valendo 1 num intervalo de comprimento T' =
NAt (que engloba, portanto, N impulsos) e 0 nos demais pontos, e sua transformada
direta X (w), como a Figura 2.7d indica. Por tltimo, seja A;(¢) uma fungao semelhante a
fungao Ay(t), porém, com impulsos de amplitude igual a % e separados por um intervalo

T. Ela e sua transformada direta A;(w) sdo mostradas na Figura 2.7f.

A primeira parte do processo de discretizagao é a discretizagao no dominio do tempo. Faz-
se isso multiplicando a fungao f(t) pela fungao Ay(t). Logo, pelo teorema da convolugao,
a transformada de Fourier da funcdo resultante é a convolucdo das funcdes F(w) e Ag(w).
Os resultados das duas operagoes estao na Figura 2.7c. O resultado no dominio do tempo
¢ um trem de impulsos com amplitude modulada pela fungao f(t), e no dominio da
freqiiéncia, é a superposicao da funcao F'(w) repetida em intervalos iguais a Aw = 27 /At.
Isso gera a primeira fonte de erros, o fenomeno de aliasing, que é a contaminacao entre

um periodo e outro no espectro de freqiiéncias.

A segunda parte é o truncamento, que é a multiplicagdo da fungao f(t)Aq(t) pela fungao

x(t). Da mesma maneira, faz-se a convolucao entre as fungoes F(w) * Ag(w) e X(w) e o
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Figura 2.7: As etapas de discretizagao de uma fungao e de sua transformada.
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resultados estao na Figura 2.7e. No dominio da freqiiéncia, ocorrem mais erros devido ao
efeito rippling, que sao as ondulagdes que surgem no espectro, por causa da convolugao

efetuada.

A terceira parte é a discretizacao no dominio da freqiiéncia. Dessa vez, é feita uma
multiplicacdo no dominio da freqiiéncia entre as funcoes F(w) * Ag(w) * X (w) e Aj(w).
Consequentemente, é feita uma convolugao entre as fungoes f(t)A¢(t)z(t) e Ai(t), e o
resultado final da discretizacao é mostrado na Figura 2.7e. Nessa tltima parte, a funcao no
dominio do tempo se torna periédica e, no dominio da freqiiéncia, ela se torna discretizada.
A escolha do intervalo entre os impulsos da funcdo A;(w) como sendo igual a 27/T é
proposital, e faz com que os impulsos da fungdo A;(t) sejam espacados em exatamente

T = NAt. Por isso, nessa etapa, nao ocorre o efeito de aliasing no dominio do tempo.

Comparando as Figuras 2.7a e 2.7g, vé-se que a discretizacao de f(t) nao difere da fungao
original, a menos de uma constante, enquanto que a discretizagao de F'(w) é ligeiramente
diferente de F'(w). Isso mostra que trabalhar com pontos discretos, em vez de com fungoes
continuas, induz a erros, originados dos efeitos de aliasing e rippling. Para minimizar o
efeito de aliasing, deve-se tomar a fungao Ag(t) com impulsos unitérios mais préximos,
ou seja, deve-se tomar valores pequenos de At. Com isso, os impulsos da funcio Ag(w)
estarao mais afastados, e ocorrera menor interferéncia entre as freqiiéncias de um periodo
e outro. Para minimizar o efeito rippling, deve-se fazer a fungao x(t) englobar o maior
numero de pontos possivel, ou seja, deve-se tomar valores grandes de N. Assim, a funcao
X (w) estard mais proxima de uma fungdo impulso unitario, e menor influéncia ela tera

na convolucao do processo de truncamento.

A relacao que existe entre as fungoes discretizadas da Figura 2.7g é andloga a relacao que
existe entre as fungoes continuas da Figura 2.7a. Enquanto que as ultimas se relacionam
pelas transformadas de Fourier, as primeiras se relacionam pelas transformadas discretas

de Fourier, dadas pelas Egs. (2.5) e (2.6).
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2.3 Transformada rapida de Fourier (FFT)

A transformada rapida de Fourier (do inglés, fast Fourier transform, ou FFT) é um
algoritmo muito eficiente para calcular a transformada discreta de Fourier e sua inversa.
Existem muitos algoritmos para calcular a DF'T eficientemente, e, por isso, é certo dizer
que existem muitos algoritmos FFT. Entretanto, o algoritmo mais conhecido e difundido
¢, com larga margem, o desenvolvido por J. W. Cooley e J. W. Tukey em 1965 e, por isso,

a expressao FFT se refere quase sempre a esse algoritmo especificamente.

O algoritmo de Cooley-Tukey, como é conhecido, lan¢ga mao de propriedades de nimeros
complexos, particularmente do fator e quando N é uma poténcia de 2, ou seja, quando
N =27, v € Z. Segundo Brigham,[1] o niimero de multiplica¢oes complexas necessarias
para o calculo direto da DFT a partir da Eq. (2.5) ou da Eq. (2.6) é N?, enquanto que,

com o uso da FFT, esse valor é reduzido para Nv/2.

Isso significa que a razao entre os nimeros de multiplicagdes complexas com e sem o uso

da FFT é:
N? 2N 2t

Ny/2 vy

Essa razao cresce enormemente com o aumento de 7, o que significa que, quanto maior o

nimero de pontos determinado para o calculo usando FFT, maior serd a vantagem que
se tem sobre o mesmo cédlculo usando DFT. Por exemplo, para N = 1024 = 29 temos
v = 10 e, assumindo-se que o tempo de calculo computacional é proporcional ao niimero
de multiplicagoes complexas, a razao acima indica que o tempo de calculo com o uso de

FFT é 204, 8 vezes menor que com DFT.
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Capitulo 3

Analise dinamica de sistemas com

um grau de liberdade

3.1 Visao geral sobre analise dinamica de estruturas

Em engenharia de estruturas, um dos pontos de maior importancia ¢ a determinagao dos
esforcos internos que surgem em um sistema como conseqiiéncia da aplicacao de esforgos
externos (cargas, ou carregamentos). Conhecer os valores numéricos desses esforcos inter-
nos permite dimensionar com precisao as medidas da estrutura, determinar um material

adequado para ser utilizado, entre outras coisas.

Durante os cursos de graduacao, diversas disciplinas tém como topico principal o estudo
de técnicas e procedimentos que visam determinar justamente esses esforcos, tais como
Mecanica, Estruturas Isostaticas, Fstruturas Hiperestdticas, além da mais abrangente Re-

sisténcia dos Materiais.

Entretanto, essas disciplinas sao focadas no estudo de esforcos que surgem como conse-
qliencia de cargas estaticas, isto €, cuja intensidade, dire¢ao, ponto de aplicacao ou dis-
tribuigao sao invariaveis com o tempo. De fato, esse tipo de carregamento é extremamente

comum, e é encontrado em todos os campos de engenharia.
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Mas também sao de extrema importancia as cargas dinamicas, isto é, com alguma pro-
priedade variavel com o tempo. Ha casos em que os esforcos internos que surgem em uma
estrutura submetida a um carregamento dinamico de intensidade baixa sao bem maiores
que os que surgiriam se esta fosse submetida a um carregamento estatico de intensidade
alta. Por esse e outros motivos, em alguns campos, o estudo dos efeitos gerados por car-
gas dinamicas (ou seja, a andlise dindmica) é imprescindivel, como no projeto de pontes

e torres, na construgao de estruturas em locais sujeitos a terremotos, entre outros.

Os esfor¢os internos de um sistema sao diretamente relacionados as deformagoes (ou deslo-
camentos) sofridas por este. Por esse motivo, andlises dinamicas sao normalmente feitas
com o objetivo de encontrar os deslocamentos. Como os carregamentos sao varidveis com
o tempo, os deslocamentos também sao. Por isso, uma funcao que expressa um desloca-
mento em funcao do tempo é chamada historico de resposta do sistema, ou simplesmente

resposta.

Diz-se que um sistema que permite apenas um tipo de deslocamento tem um grau de
liberdade, e pode-se a ele se referir por SDOF, do inglés, single degree of freedom. Quando
um sistema permite multiplos deslocamentos de suas partes, diz-se que este tem maultiplos
graus de liberdade, e pode-se a ele se referir por MDOF, do inglés, multiple degrees of

freedom.

3.1.1 Modelo para sistemas com um grau de liberdade

Para sistemas com um grau de liberdade, o procedimento adotado é o de supor toda a
sua massa m concentrada em um unico ponto, que pode se deslocar no mesmo sentido
do grau de liberdade permitido pelo sistema. Como esse deslocamento acontece em uma
tunica dire¢ao, pode-se expressé-lo por uma funcao escalar v(t), que pode assumir valores
positivos ou negativos, significando deslocamentos no mesmo sentido ou contrarios a um
dado referencial. A varidvel ¢ representa o tempo, e as derivadas ©(t) e #(t) da resposta

sao, respectivamente, a velocidade e a aceleracao do sistema.

A rigidez é representada pela constante elastica k, expressa em unidade de forca por

unidade de distancia. Assume-se que essa rigidez obedece a lei de Hooke, ou seja, exerce
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Figura 3.1: Modelo para sistema SDOF e diagrama de corpo livre da massa m.

seu efeito por uma forca de intensidade diretamente proporcional, com mesma direcao e

sentido oposto ao deslocamento do sistema. Matematicamente, temos fg = —kv(t).

O amortecimento do sistema é representado pela constante de amortecimento ¢, expressa
em unidade de forca por unidade de velocidade. Este é uma aproximacao do arraste com
0 meio em que o sistema estd imerso (na grande maioria das vezes, o ar), juntamente
com o atrito generalizado de suas partes internas. Assim, é expressa por uma forca de
intensidade diretamente proporcional, com mesma dire¢ao e sentido oposto a wvelocidade

do sistema, ou seja, fp = —co(t).

A carga dinamica que atua no sistema é expressa por uma fungao escalar p(t), atuante na

massa m e na mesma dire¢ao do deslocamento a ela permitido.

Um conjunto de unidades comuns dentro do sistema internacional de unidades (SI) é o
kN para o carregamento p(t), kg para a massa m, kNs/m para o amortecimento ¢ e kN/m

para a rigidez k.

Essas caracteristicas fazem sistemas SDOF serem, na realidade, matematicamente idén-
ticos a sistemas massa-mola-amortecedor, como o mostrado na Figura 3.1a. E possivel
ver que os pequenos roletes da massa m permitem o deslocamento linear ao longo de
uma tnica direcao, dando ao sistema uma tnica liberdade. A rigidez e o amortecimento
do sistema sao representados pela mola k e pelo amortecedor ¢, ligados a massa e com
uma extremidade fixa. Logo acima da massa esta o referencial do deslocamento v(t) e do

carregamento p(t), indicando qual é a posigao nula e o sentido tomado como positivo.

A Figura 3.1b mostra um diagrama de corpo livre da massa do sistema. As forgas que

nela atuam sao o carregamento p(t), a forca elastica fg(t) e a forca de amortecimento
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fp(t).! Aplicando a segunda lei de Newton & massa m e rearrumando, fica:

Y F = mi(t)

p(t) — ku(t) — co(t) = mi(t)

mi(t) + co(t) + kv(t) = p(t) (3.1)

A Eq. (3.1) é uma equagao diferencial de segunda ordem em v(t) que rege o deslocamento
do sistema em funcao do tempo. Ea equacao fundamental dos sistemas SDOF, e por
isso é chamada equag¢do do movimento. Sua solucao v(t) é a resposta do sistema e é a

incognita a ser encontrada, por qualquer método que se queira.

3.2 Solucao exata da equacao do movimento

Por se tratar de uma equagao diferencial, dependendo do carregamento p(t), a equagao do
movimento pode ser resolvida exatamente com o uso do célculo diferencial. A Eq. (3.1) é
ordindria e, por causa do termo p(t) # 0, tembém ¢é nao-homogénea. Por esse motivo, sua
solucao serd a soma de uma solucao chamada complementar com uma solucao chamada
particular. A solucao complementar serd a solugao da equagao homogénea equivalente,
que é:

mi(t) + co(t) + kv(t) = 0 (3.2)

Ja a solugdo particular depende da forma de p(t) e serd abordada mais tarde.

Wale ressaltar o principio de D’Alembert, em que a parcela mii(t), que representa a inércia da massa
do sistema, é considerada uma pseudo-forga f;(t) = —mw(t). Esse principio, que para sistemas SDOF
constitui apenas uma interpretacao alternativa das forgas que atuam na massa, torna-se importantissimo
em sistemas MDOF (explicados mais adiante), quando a aplicagdo da segunda lei de Newton nao pode ser
feita diretamente, uma vez que todas as forgas em um dado elemento do sistema dependem de propriedades
de todos os outros elementos.
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3.2.1 Solugao complementar

Inicialmente, dividimos a Eq. (3.2) por m, definimos w = y/k/m como sendo a fregiiéncia

2

natural do sistema® e a rearrumamos da seguinte forma:

c
t —o(t —u(t) =0
B(8) + So(t) + o)
t) + —o(t) + wo(t) =0
( )—l—mv()—i-w v(t)
Cuja equagao caracteristica é:
P24+ Sstw?=0 (3.3)

m

A Eq. (3.3) é uma equacao algébrica do segundo grau na variavel s, e sua solugao é obtida

primeiramente encontrando o valor do discriminante:

Sabemos que o sinal de A determina se a equacao caracteristica tera raizes complexas
conjugadas, raizes reais iguais ou raizes reais distintas, e isso depende diretamente do

amortecimento c. Vejamos:

A <0 — c < 2mw
A=0 — c = 2mw
A>0 — c> 2mw

O valor 2mw recebe o nome de amortecimento critico e é simbolizado por c¢.. Esse nome
vem do fato de que este é o valor para o amortecimento ¢ que determina trés comportamen-
tos diferentes do sistema, como serd visto mais a frente. Define-se também a razao entre o
amortecimento do sistema e o amortecimento critico como sendo a tazxa de amortecimento,

definida por:
c c

f=— =

Ce  2mw

2A explicacio do motivo de w se chamar fregiéncia natural do sistema esta mais & frente, na andlise
da Eq. (3.29), na pdgina 55.
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Quando & < 1, temos que ¢ < ¢., e 0 amortecimento ¢ é dito subcritico. Similarmente,
quando £ = 1, o amortecimento é critico e quando & > 1, é supercritico. A solucao

complementar é encontrada de modo diferente para cada caso.

3.2.1.1 Amortecimento subcritico

Se ¢ < ¢, as rafzes complexas conjugadas da Eq. (3.3) sao:

=/(5)" — w2
2

<
m

512 =
Rearrumando:

S12 = ——j:\/ —_ \/ —w2:
' 2m me 2m

= —§Wilw\/ <2mw>2+WQ=—§wiiw\/1—7§2:

w?

= —¢wtiwp

Na expressdao acima, definiu-se wp = wy/1 — &2. Agora, pelo cédlculo diferencial, sabe-
se que a solugao da Eq. (3.2) quando sua equacdo caracteristica tem raizes complexas

conjugadas é:

v(t) = KRV cos[Im(sy)t] + KoeReE)! senTm(s,)1]

v(t) = Kie %t coswpt + Kqe St senwpt (3.4)

Onde as constantes K; e Ky dependem das condigoes iniciais v(0) e v(0), e deverao ser
encontradas apds a formagao da solugao geral pela soma da Eq. (3.4) com a solugao

particular, a ser determinada mais adiante.
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3.2.1.2 Amortecimento critico

Se ¢ = ¢, as raizes reais e iguais da Eq. (3.3) sao:

—%i\/ﬁ_ c 2mw

_—— = —— = —

2 2m 2m

Pelo célculo diferencial, sabe-se que a solu¢ao da Eq. (3.2) quando sua equacao carac-

teristica tem raizes reais e iguais é:

ve(t) = Kie®' + Kote®

v.(t) = Kie "+ Kyte ™ (3.5)

Onde, da mesma forma, as constantes K; e K> dependem das condigoes iniciais v(0) e
0(0), e deverao ser encontradas apés a formagao da solugao geral pela soma da Eq. (3.5)

com a solucao particular, a ser determinada.

3.2.1.3 Amortecimento supercritico

Se ¢ > ¢, as raizes reais distintas da Eq. (3.3) sdo encontradas da mesma forma que para

0 caso em que ¢ < Cg:

51,2 = = —fw + iwD

No entanto, como se sabe que sao raizes reais e que & > 1, é preferivel expressa-las sem

que dependam de i, da seguinte forma:

s10 = —&wtiwp = —fwEiwy/1—§2 =
= wtwy&-1=-wto

Na expressao acima, definiu-se © = w+/&? — 1. Agora, pelo calculo diferencial, sabe-se

que a solugao da Eq. (3.2) quando sua equagao caracteristica tem raizes reais e distintas
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ve(t) = Kie®' + Kye® =
— Kle(—ﬁw-i-@)t + KQe(—ﬁw—Q)t —
— Klefﬁwted)t + KQefgwtefd)t

ve(t) = e (Kqe™ + Kye ) (3.6)

Onde, mais uma vez, as constantes K; e Ky dependem das condigoes iniciais v(0) e v(0),
e deverao ser encontradas apds a formagao da solugao geral pela soma da Eq. (3.6) com

a solugao particular.

3.2.2 Solucgao particular

Como j4 foi dito, a solugao particular dependerd do carregamento p(t) na Eq. (3.1). Na
pratica, dificilmente um carregamento pode ser expresso por uma fun¢ao conhecida, mas
hé pelo menos um caso que simula razoavelmente bem alguns tipos de carregamentos

reais, que é quando o carregamento é harmonico.

Este é o caso em que o carregamento p(t) é uma combinacao linear de seno e cosseno,
isto é, p(t) = p1 coswt + po sen wit. E importante lembrar que a freqiiéncia angular do
carregamento (ou freqiéncia angular de excita¢ao) nao é necessariamente igual a freqiién-
cia angular do sistema w. Assim, dividindo-se a Eq. (3.1) por m, substituindo p(t) pelo

carregamento harmonico e lembrando que ¢/m = 2w, temos:

mi(t) + co(t) + kv(t) = picost + ps sen Wit

i(t) + 26w (t) + w?u(t) = Prosmt + 22 senwt (3.7)
m m

Pelo célculo diferencial, sabe-se que a solugao particular para esse valor de p(t) é:

v,(t) = Cy coswt + Cy senwt (3.8)
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Onde €4 e O sao constantes que ja podem ser determinadas. A derivadas de v,(t) sdo:

0,(t) = —wCy senwt + wCy cos wt

i,(t) = —Ww*C} coswt — W*Cy sen wt
Substituindo v, () e suas derivadas na Eq. (3.7), temos:

—2C coswt — w2 Cy sen wt — 2éwwCy senwt +

+26wwCy cos Wt + w?C coswt + w?Cosenwt = P cos wt + P2 sen wt
m m
[(W? = @*)C1 + (2ww)Cs] coswt +
+ [(w?* = &%) Cy — (26ww)Cy] sent = Prosmt + 22 senmt (3.9)
m m

Agora definimos = @W/w como a razao entre a freqiiéncia de excitagdo e a freqiiéncia

natural. Assim, temos:
w? — % = w? - At = W1 - 67 e 2w = 2¢Bw?

Ap6s substituigao desses valores na Eq. (3.9), igualamos os coeficientes que multiplicam

0s senos e os cossenos nos dois membros da equagao, resultando no sistema em C e Cy:

w1 — *)Cy 4+ 26pw?C, =2
—256&)201 + w2(1 — /62)02 = %
Dividindo ambas as equacoes por w?, temos:?
(1-p%)Ci+(268)C, =]

—(263)C1 + (1= p%)Cy =R
A solugao desse sistema é:

_ (1= 8%)p1 — (26B)p2
k[(1—5%)* +(266)%]

3Lembrando que mw? = k.

c,— 2B+ (1= ) 3.10)

k(1= 22+ (269)7

Ch
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Substituindo os valores de C e Cy na Eq. (3.8), temos:

oy (t) = (1—3%)p1 — (2£6)p2 cos Tt + (268)p1 + (1 — B%)po

k(1= 872+ (269)Y k(1= 52)% + (266)%

sen wt (3.11)

Que é a solugao particular da Eq. (3.1) para o caso de p(t) ser um carregamento harmonico.
Também sao tteis os casos em que p(t) é um harmoénico em fase com o cosseno ou com
o0 seno, respectivamente quando p, = 0 ou p; = 0, para os quais a Eq. (3.11) se reduz,

respectivamente, a:

_ D ! — 3?) cosw sen w
v, (%) b2 ! 5 [(1— %) senwt — (2£3) coswt|

Tk (1 522+ (269)

3.2.3 Solugao geral para vibragao forcada

A solugao geral da Eq. (3.1) serd finalmente dada pela soma da solu¢do complementar
com a solucao particular. As Egs. (3.4), (3.5) e (3.6) sao as solugbes complementares para
amortecimento subcritico, critico e supercritico, enquanto que a Eq. (3.11) é a solugao

particular para carregamento harmonico.

No caso especifico em que o carregamento sobre o sistema é nulo, ou seja, p(t) = 0, diz-se
que o sistema esta em wvibracdo livre, ou seja, esta posto a vibrar apenas pela acao de sua
rigidez, sem esforco externo. Embora nao tenha sido abordado, a solugao particular para
este tipo de carregamento ¢, obviamente, v,(t) = 0. Encontraremos também uma solucao
geral para este caso. Em todos os demais casos em que p(t) # 0 para qualquer ¢, diz-se

que o sistema esta em wvibracdo forcada.

A solucao geral sera encontrada somando-se uma das trés solucoes complementares men-
cionadas anteriormente (conforme o nivel de amortecimento do sistema) com a solugao
particular. Matematicamente:

v(t) = ve(t) + v,(t) (3.12)

Logo em seguida, deve-se determinar as constantes K e K, de v.(t), a partir das condigoes

iniciais v(0) e v(0).
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Pode-se usar este procedimento para qualquer tipo de carregamento, bastando-se conhecer

a sua solucao particular correspondente para a Eq. (3.1).

3.2.3.1 Amortecimento subcritico

Nesse caso, temos que v.(t) é dado pela Eq. (3.4) e v,(t) é dado pela Eq. (3.11). En-
tretanto, como v,(t) independe das condigoes iniciais do sistema, apenas para simplificar,
pode-se utilizar equivalentemente a Eq. (3.8), na qual C; e Cy sdo definidos nas Egs.

(3.10). Portanto, apds substituigdo na Eq. (3.12), temos:
v(t) = Cy coswt + Cysenwt + Kie %t coswpt + Kqe St senwpt (3.13)
Partindo de v(0), fica:

v(0) = Cicos0+ Cysen0 + K€’ cos0 + Kye’sen0

Agora calculando v(t), temos, apés alguns algebrismos:
0(t) = —wC senwt+0Cy cos wt+e ! [(Kywp — Kiéw) coswpt — (Kywp + Kyéw) senwpt]
Dessa vez, partindo de 0(0):

9(0) = —wCO;sen0 +wCycos0 + e [(Kowp — K1éw) cos 0 — (Kjwp + Kaéw)sen 0] =

= ng + KQWD — Klfu) = GCQ + KQ(.L)D - [U(O) — Cl] fw
0(0) —wCs + [v(0) — C1] Ew

K, = 3.15
) o) (3.15)

3.2.3.2 Amortecimento critico

Nesse caso, temos que v.(t) é dado pela Eq. (3.5) e v,(t) é dado pela Eq. (3.11). Mais uma
vez, como v,(t) independe das condigoes iniciais do sistema, para simplificar, a Eq. (3.8),

com C; e Cy definidos nas Eqgs. (3.10), serd utilizada equivalentemente. Apds substituigao
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na Eq. (3.12), temos:

v(t) = Cycoswt + Cysenwt + Kie " + Kote ™! (3.16)
Partindo de v(0), fica:

v(0) = Cicos0+ Cysen0+ K€’ + Ky-0-¢°

Agora calculando v(t):
0(t) = —wC) senwt + wCs coswt + e [Ky — w(K; + Kot)]
Agora, partindo de v(0):

9(0) = —wCisen0+wCscos0+ e’ [Ky — w(K| + Ky -0)] =
= wCQ+K2_CUK1 :wCQ+K2—W[U<O)—C1]
Ky, = 9(0) —wCy+ wlv(0) — C] (3.18)

3.2.3.3 Amortecimento supercritico

Nesse caso, temos que v.(t) é dado pela Eq. (3.6) e v,(t) é dado pela Eq. (3.11). Nova-
mente utiliza-se as Egs. (3.8) e (3.10) para definir v,(t) e, apés substituigao na Eq. (3.12),

temos:

v(t) = Oy cosWt + Cysenwt + e~ (Kie® + Kye ™) (3.19)

Partindo de v(0):

v(0) = Cicos0+ Cysen0+ €’ (Kie® + Kye?)
K1 + K2 = U(O) — Cl (32())
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Agora calculando v(t) a partir da Eq. (3.19):
o(t) = —wCy senwt + wCy coswt + e~ EF O [ (—fw + ) + Ko(—Ew — )]
Agora, partindo de v(0):

o(t) = —wC, senwt + WCy coswt + €” [Ki(—&w + )e” + Ko(—fw — )]
0(t) =00y + Ky (—€w + @) + Ko(—Ew — ©)

Ky (—€w + &) + Ko(—Ew — &) = 0(0) — TCy (3.21)

Resolvendo o sistema formado pelas Egs. (3.20) e (3.21), temos:

[0(0) = WCs] + [v(f)) — Ci] (fw +w)

2w
[0(0) = WCs] + [v(0) — O] (§w — @)

~

2w

K, =

(3.22)
K2 = —

3.2.4 Solugao geral para vibragao livre

Nas Egs. (3.13), (3.16) e (3.19), a solugao geral para carregamento harmonico foi expressa
como a soma de uma solugao complementar (que variou para cada um dos trés tipos de
amortecimento) com uma solugao particular dada pela Eq. (3.8), que é v,(t) = C} coswt+

Cysenwt, para a qual as constantes C; e Cy sao definidas pelas Eqs. (3.10).

Entretanto, para o caso de um sistema em vibragao livre, a solugao particular é v,(t) = 0.
Notemos que a solugao particular dada pela Eq. (3.8) se torna nula se fizermos C; e Cs
nulos. Por isso, as solugoes gerais para vibragao livre serao um caso especifico das solugoes

gerais para vibracao for¢cada, onde C e Cs sao nulos.

Portanto, substituindo C; = 0 e Cy = 0 nas Eqs. (3.13), (3.14) e (3.15), encontraremos a

solucao geral para o caso de amortecimento subcritico, que sera:

0(0) +v(0)éw

Wp

v(t) = e " |v(0) coswpt + senwpt (3.23)

Substituindo C; = 0 e Cy = 0 nas Egs. (3.16), (3.17) e (3.18), encontraremos a solucao
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geral para o caso de amortecimento critico:
v(t) = e (1 + wt)v(0) 4 to(0)] (3.24)

E, por fim, substituindo C; = 0 e Cy = 0 nas Egs. (3.19) e (3.22), encontraremos, depois
de muita arrumacao, a solucao geral para o caso de amortecimento supercritico, que sera:

0(0) + v(0)&w

v(t) = e %" |v(0) cosh &t +
w

senh wt (3.25)

3.2.5 Solucgao geral para sistemas sem amortecimento

Sistemas sem amortecimento sao aqueles em que ¢ = 0. Este é um caso particular do
amortecimento subcritico, mas é de importancia e deve ser analisado em detalhes. O fato

de que c=01levaa =0 e também a wp = w.

Para encontrar a solucao geral para sistemas em vibracao forcada com carregamento har-

monico e sem amortecimento, primeiramente substituimos esses valores nas Eqs. (3.10),

obtendo:
b1 P2
Ch = ——< Cy = ———= 3.26
T R Tt 520
Em seguida, substituimos £ = 0 e wp = w nas Egs. (3.14) e (3.15), obtendo:
0(0) —wCq
Ki=o0)-C e K=—t— (3.27)

E para finalizar, substituimos também & = 0 e wp = w na Eq. (3.13):
v(t) = Cy coswt + Cy senwt + K coswt + K, sen wt (3.28)

Resumindo, a solucao geral é a Eq. (3.28) com C} e Cy definidos pelas Egs. (3.26) ¢ K
e K, definidos pelas Egs. (3.27).

E interessante perceber que a Eq. (3.28) é a soma de dois harménicos com freqiiéncias @ e
w. Isso significa que, quando essas duas freqiiéncias sao muito préximas, ocorre o fenomeno

de batimentos, ou seja, a resposta serd um unico harmoénico modulado por um outro
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harmonico de freqiiéncia muito baixa. Obviamente, as freqiiéncias nao podem ser iguais,
pois assim a carga p(t) excitaria o sistema em sua prépria freqiiéncia natural, fazendo a
amplitude da resposta tender a infinito. Matematicamente, isso nao seria possivel pois se

W =w, entdao =1, e a Eq. (3.26) teria uma divisdo por zero.

Ja para sistemas em vibragao livre e sem amortecimento, substituimos ¢ = 0 e wp = w

na Eq. (3.23), e obtemos:

v(t) = € |v(0)coswt + 3(0) +vu()O) L “ senwt
v(t) = v(0)coswt + @ sen wt (3.29)

Nota-se que, nesse caso, ao contrario do caso com amortecimento subcritico, a freqiiéncia
angular da resposta nao é wp, e sim w. Assim, w também é chamado fregiiéncia natu-
ral do sistema, porque é igual a freqiiéncia angular de vibracao do sistema livre e sem

amortecimento.

3.2.6 Comparacoes entre respostas

A Figura 3.2 resume o comportamento de um mesmo sistema para os trés casos de amortec-
imento: subcritico (inclusive nulo) em linhas pretas, critico em linha tracejada e super-
critico em linhas cinzas. Na figura, o sistema esta em vibracao livre e tem condi¢oes

iniciais positivas.

Ja a Figura 3.3 resume o comportamento de um mesmo sistema sujeito a vibracao forcada
por um carregamento senoidal. Assim como na Figura 3.2, as linhas pretas mostram a
resposta com amortecimento subcritico (inclusive nulo), a linha tracejada, a resposta com
amortecimento critico e as linhas cinzas, com amortecimento supercritico. Além disso,

para comparagao, o carregamento é mostrado em linha fina cinza.

E, por fim, a tabela 3.1 mostra, de forma resumida, todas as respostas exatas para sistemas

SDOF, em vibracao livre ou forcada, com qualquer tipo de amortecimento.
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§=2 (=18 ¢—16

£=1,4

£=1,2
/ é-:

-~ — — —

Figura 3.3: Resposta de um sistema em vibragao forcada para amortecimentos variados.

Tabela 3.1: Solucoes exatas para vibragoes livres e forcadas em fungao de &.

tipo de vibragao forcada vibragao livre
amortecimento p(t) = p1 coswt + py senwt p(t) =
nulo (£ =0) Egs. (3.26), (3.27) e (3.28) Eq. (3.29)
subcritico (0 < ¢ < 1) Egs. (3.10), (3.13), (3.14) e (3.15)  Eq. (3.23)
critico (€ = 1) Eqgs. (3.10), (3.16), (3.17) e (3.18)  Eq. (3.24)
supercritico (§ > 1) Egs. (3.10), (3.19) e (3.22) Eq. (3.25)
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3.3 Métodos no dominio da freqiiéncia

3.3.1 Meétodo classico

Uma outra maneira de se resolver a equagao do movimento é com o uso da transformada
de Fourier. Simbolizando o operador da transformada por F, pode-se aplica-la a ambos

os membros da Eq. (3.1) e fazer as seguintes arrumagoes:

F{mi(t) + co(t) + kv(t)} = F{p(t)}
mF{o(t)} + cF{o(t)} + kF{v(t)} = P
t)

—mF{vt)} +iwcF{u(t)} + kF{v(t)} = P(
—0*mV (@) + iwcV (@) + kV(w) = P
(—@*m +iwec+ k)V (@) = P
V@) = —w2m+1@'wc+kp(w>
V(@) = H@Pw) (3.30)

Na Eq. (3.30), as transformadas fazem a mudanca de dominio e, conseqiientemente,
de varidvel independente. Foi escolhida a varidvel @ (em vez de simplesmente w) para
representar o dominio da freqiiéncia, para diferencia-la da freqiiéncia natural do sistema
w= \/k:/_m Foi definida ainda a func¢ao complexa de resposta na freqiiéncia, representada

por H(w) e dada por:
1

- —*m + iwe + k

(3.31)

Agora notemos que a Eq. (3.30) j4 é a resposta do sistema ao carregamento p(t), sé
que expressa no dominio da freqiiéncia. Para encontrar a resposta no dominio do tempo,

deve-se aplicar a transformada inversa de Fourier, da seguinte forma:

v(t) = % h V(@)e™do
o(t) = % h H@)Pw)e™'dw (3.32)

Em resumo, o procedimento para encontrar a resposta com o uso da transformada de

Fourier é, inicialmente, encontrar a transformada de Fourier do carregamento p(t), multiplicé-
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lo pela func@o complexa de resposta na freqiiéncia H (@) e encontrar a transformada inversa

de Fourier desse produto.

Um fato interessante sobre o modo como se chegou a Eq. (3.30) é que, aparentemente, nao
foi preciso estabelecer condicoes iniciais para resolver a equacao do movimento. Acontece
que a solugao de equagoes diferenciais requer integragoes que induzem o aparecimento
de constantes, que por sua vez determinam uma familia de solugoes. A aplicacdo das
condicoes iniciais serve, portanto, para especificar uma unica dentre as muitas solugoes

na familia.

A primeira vista, parece que a transformada de Fourier resolve equagoes diferenciais re-
sultando, sem necessidade de aplicacao de condicoes iniciais, em uma tnica solugao, e nao
em uma familia, o que é uma contradicao. Entretanto, nao é isso que ocorre, pois ha
condigoes implicitamente aplicadas na propriedade F{v(t)} = iwF{v(t)}, que estipulam

que v(t) — 0 quando ¢t — 4o00.*

Esse procedimento tem a vantagem de ser matematicamente mais simples, pois evita-
se diferentes modos de solucao em funcao do tipo de amortecimento, como foi o caso
da solugao usando cdlculo diferencial. Entretanto, dependendo da fungao p(t), pode ser
muito dificil efetuar as integrais das transformadas. Mais ainda, na maioria das vezes,
o carregamento ¢ conhecido experimentalmente, por meio de medicoes, e quase nunca se

pode expressa-lo na forma de uma fungao analitica.

A verdadeira vantagem no uso da transformada de Fourier para resolver a equacao do
movimento estd no uso de sua forma discreta, a DFT. Com p(t) expresso na forma de

pontos discretos, as formas equivalentes as Eqs. (3.30) e (3.32) com o uso da DFT sao,

4Fazendo a integracdo por partes:

/oo v(t)e” @ldt = [W] io —/Oo o(t)e_mdt

—00 —ww — oo —w

Pode-se ver que essa expressao resultard na propriedade F{o0(t)} = iwF{v(t)} somente se o termo entre
colchetes for igual a zero, o que s6 ocorre se v(t) — 0 quando ¢ — £oo. Portanto, ao se aplicar essa
propriedade, se estd automaticamente assumindo que v(t) se comporta dessa maneira. Por isso, na familia
de solucoes, a transformada de Fourier encontrara especificamente aquela com esse comportamento, o que
é perfeitamente aceitavel se v(t) representa uma grandeza fisica.
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respectivamente:
N-1
P(@y) = At Y plt,)e ™ m=0,...,.N—1 (3.33)
n=0
AL — — 2w 21
o(tn) = - W;)H(wm)P(w )R n=0,...,N—1 (3.34)

Como j4 foi visto, uma conseqiiéncia inerente ao processo de discretizacao de p(t) e v(¢)
¢ a periodizacao de ambas. Por isso, deve-se escolher um periodo 7}, para o truncamento
destas, que serda chamado tempo estendido. Naturalmente, N é o ntimero de pontos em
que o tempo estendido sera dividido, At = T,,/N é o intervalo de separacao entre os pontos
discretos no tempo e Aw = 27 /T, é o intervalo de separacao entre os pontos discretos na

freqiiéncia.

3.3.1.1 Escolha do tempo estendido

Como ja foi exposto, o processo de discretizacao de uma funcao acaba por transforma-la
em uma funcao periédica. Com a aplicacao da transformada discreta de Fourier, o car-
regamento transiente também sera periodizado, e com o periodo igual ao tempo estendido.
Assim, a resposta obtida sera a resposta a excitacao ja periodizada. A proépria resposta
serd, portanto, também periédica. O tempo estendido deve ser adequadamente escolhido
de maneira que a resposta do carregamento de um periodo praticamente se anule até que
encontre o carregamento do periodo seguinte. Caso isso nao aconteca, a resposta sera
obtida, no periodo seguinte, como tendo condigoes iniciais nao nulas, o que pode fazé-la

diferir da resposta exata.

A Figura 3.4a mostra um carregamento em forma de “pulso” e sua resposta exata cor-
respondente, também chamada resposta transiente. Ja a Figura 3.4b mostra a resposta
obtida com o uso da DFT para o mesmo carregamento. A periodizacao induzida pela
DFT faz com que somente o trecho em linha preta seja calculado efetivamente, embora a

resposta seja obtida como se a carga fosse periddica, com um periodo 7,.

Percebe-se na Figura 3.4b que o tempo estendido foi escolhido adequadamente, pois a

resposta obtida com DFT difere muito pouco da resposta exata. As duas respostas sé sao
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semelhantes porque, apos o “término” efetivo da aplicacao da carga, o sistema tem tempo

suficiente para retornar as condicoes iniciais nulas que tinha em t = 0.

Ja a Figura 3.4c mostra, para o mesmo sistema e o mesmo carregamento, uma escolha
de um tempo estendido pequeno demais. E possivel ver que o sistema nao retorna as
condigoes iniciais antes do inicio do préximo periodo do carregamento, e isso faz com que

a resposta obtida por DFT difira consideravelmente da resposta exata.

V\\/\,\/\AI\/\I\AAAA t

I LA

u(t)
/\,\/\nl\l\l\/\/\v,\v.\ ¢
\' UVVVVV
p(?)
‘ t
T |
(b)
v(t)/\\
Ly .
I
(1) W

<T{

()

Figura 3.4: Comparagao entre a resposta transiente e as respostas estacionarias com um
tempo estendido adequado e um inadequado.
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As respostas obtidas por DF'T sao periddicas, e, por isso, sao também chamadas respostas

estaciondrias, ou permanentes.

Mansur et al apud Calenzani[2| afirma que o tempo estendido pode ser escolhido obser-

vando o decaimento da resposta do sistema a um impulso unitario, que é:

v(t) = ;6_5‘” sen(wty/1 — &2?)

wy/1—¢&2

Limita-se o termo exponencial a uma tolerancia 10~%, da seguinte maneira:

e T < 107
In10
Tp > Oéf—w

Ainda segundo Mansur et al, bons resultados sao obtidos com a = 2.

3.3.1.2 Vantagens da analise no dominio da freqiiéncia

A solucao da equagao do movimento com o uso da transformada de Fourier possui algumas
vantagens sobre a solugao encontrada pelo calculo diferencial, e uma das maiores estd no
fato de que a transformada de Fourier passa pelo dominio da freqiiéncia antes de resultar

na resposta final.

Isso é importante quando o sistema tem propriedades dependentes da freqiiéncia e, particu-
larmente, quando o amortecimento depende da freqiiéncia de excitagao, ou seja, quando
¢ = c¢(w). Nesse caso, basta que se substitua c¢(@) na Eq. (3.31) e se siga o resto do
procedimento normalmente, como feito por Camargo[3], Ribeiro[9] ou Ferreira[8|, por

exemplo.

3.3.2 Um método para correcao da resposta permanente

Como ja foi mostrado, a escolha de um tempo estendido adequado é essencial para garantir

uma boa precisao na resposta permanente final. Porém, dependendo dos parametros do
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sistema e da precisao que se busca alcancar, um valor adequado pode ser relativamente
grande, e isso pode significar um esforco computacional muito alto, requerendo um tempo

maior de calculo.

Além disso, o aumento do tempo estendido apenas permite um livre retorno do sistema
ao repouso e, grande parte das vezes, o ponto de interesse que se pretende analisar estd
nos momentos iniciais da aplicacao do carregamento. Nessas situacoes, a maior parte
da resposta é calculada mas nao é 1til para andlise, constituindo um esforco de calculo

“inutil”.

Utilizar um tempo estendido menor, no entanto, fard a resposta permanente encontrada
diferir excessivamente da resposta transiente. Veletsos e Ventura[13, 12| apresentam um
método para corrigir uma resposta permanente calculada por DF'T com um tempo esten-

dido qualquer, e aproxima-la da resposta transiente.

O método se baseia no fato de que, uma vez que o carregamento é o mesmo tanto para
a resposta transiente quanto para a permanente, entao a diferenca entre elas deve se
originar de diferencas entre os estados iniciais das duas respostas. Da mesma forma,
se uma resposta for conhecida, a outra pode ser determinada pela superposi¢ao de uma
resposta (em vibragao livre) chamada corretiva, que assegura que o estado inicial da

resposta permanente se conformard ao da transiente.

Se chamarmos v,(t) a resposta permanente obtida pela DFT entao a resposta transiente

v;(t) pode ser determinada por:

ve(t) = vs(t) + C(2)

Onde ((t) é a resposta corretiva que representa o efeito das condigoes iniciais nao satis-

feitas.

Ainda segundo Veletsos e Ventura,[13, 12] dois métodos podem ser utilizados para calcular
¢(t). No primeiro, esta é expressa em termos das fungoes unitarias transientes de resposta,
enquanto que, no segundo, esta é expressa em termos das func¢oes unitarias permanentes

de resposta. Essas fungoes serao explicadas a seguir:
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g(t) h(t)

/N .
NV =4

(a) (b)

Figura 3.5: Fungdes unitdrias transientes de resposta g(t) e h(t).

3.3.2.1 Resposta corretiva em termos das fungoes transientes de resposta

As fungoes unitdrias de resposta sao fungdes que representam a resposta exata de um
sistema em vibragao livre a um deslocamento inicial unitério (representada por g(t)) e a
uma velocidade inicial unitaria (representada por h(t)), respectivamente. Dependendo do
amortecimento, sao determinadas pelas Eqs. (3.29), (3.23), (3.24) e (3.25), ap6s substitu-
icao de v(0) = 1 e ©(0) = 0 para encontrar g(t) ou de v(0) = 0 e ¥(0) = 1 para encontrar
h(t).

Entretanto, por praticidade, fagamos as substitui¢oes na Eq. (3.23), que se refere ao caso

mais comum de amortecimento, que é o subcritico. O resultado é:°

w
g(t) = e %! |:COS wpt + tw sen th}
Wp

1
h(t) = e S [—senth}
Wp

Os graficos de g(t) e h(t) estdo mostrados na Figura 3.5.

A fungao corretiva seria, portanto, uma combinacao linear de g(t) e h(t), ou seja:

¢(t) = ag(t) + bh(t)

As constantes a e b devem ser determinadas a partir das condigdes iniciais obtidas em v, (t)

e das condicoes iniciais pretendidas para a resposta transiente vy(t) (geralmente nulas),

c

5 é a taxa de
mw

SLembrando que w = /k/m é a freqiiéncia natural de vibraciao do sistema, & =
amortecimento do sistema e wp = wy/1 — £2 é a freqiiéncia natural do sistema amortecido.
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ou seja:

v:(0) = v5(0) +€(0) e ©,(0) = 5(0) + ¢(0)

Substituindo os valores de ¢(t) e {(t) = ag(t) 4 bh(t), temos o sistema:

v:(0) = vg(0) 4+ ag(0) + bh(0)

(0) = 15(0) 4 ag(0) + bh(0)
Cuja solugao, sabendo-se que g(0) = h(O) =1eg(0)=h(0)=0,é
a = v(0) — vg(0) e b= 1(0) — 05(0)
Finalmente, no caso em que as condigoes iniciais pretendidas para v,(t) sdo nulas, fica:

a = —uv,(0) e b= —v,(0)

3.3.2.2 Resposta corretiva em termos das fungoes permanentes de resposta

As fungoes ¢(t) e h(t) sdo chamadas fungoes unitarias transientes de resposta porque
descrevem a resposta transiente de um sistema a condigoes iniciais unitarias. De modo
semelhante, as funcoes unitarias permanentes de resposta descrevem a resposta de um
sistema em vibragao livre a uma série periédica de variagoes unitarias de deslocamento e
a uma série periddica de variagoes unitarias de velocidade. Essas fungoes sao representadas

por g(t) e h(t), respectivamente.

Além disso, o periodo entre as variacoes unitarias de deslocamento e velocidade é igual ao
periodo utilizado no célculo de v,(t) pela DFT. E importante notar que embora g(t) tenha
sofra wvariagoes unitarias de deslocamento, ela nao necessariamente tera condigao inicial
de deslocamento §(0) = 1. Da mesma maneira, embora h(t) sofra variagcdes unitarias de

velocidade, ela nao necessariamente tera condicao inicial de velocidade E(O) =1

A funcao g(t) pode ser encontrada encontrando-se e substituindo-se as constantes K; e Ko

nas Eqs. (3.4), (3.5) ou (3.6) (conforme o nivel de amortecimento), a partir das seguintes
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condicoes iniciais:

Em seguida, troca-se v.(t) por g(t) ou h(t), conforme o caso. Veletsos e Ventura[13] a-
presentam g(t) e h(t) apenas para amortecimento subcritico, derivados da Eq. (3.4). As

respostas sao:

e & T 3

g(t) = 1 — e s coswpT, — ——=—=—=senwpT), | | coswpt +

A /1= ¢

Sl ¢

_ by > T
e coswpl’, + senwpT, senwpt
A /—1 — S2 /—1 — 52 p p

B —Ewt
h(t) = ZDA [(6_5“% sen wDTp) coswpt + (1 — e Tr cog wDTp) sen th]

Para os quais:

A=1+e 2 22T co5)pT,

Os graficos de g(t) e h(t) estao mostrados na Figura 3.6.

Neste segundo método, a resposta corretiva ((t) é expressa como uma combinagao linear
de g(t) e h(t), ou seja:
¢(t) = ag(t) + bh(t)

[

N /N 1\ t\/\ /\/\t
SN R AR
(a) (b)

Figura 3.6: Fungoes unitérias estacionarias de resposta g(t) e h(t).
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E, similarmente ao primeiro método, chegamos ao sistema:

v(0)

0(0)

Porém, agora nao se pode simplificar g(0),

da solucao da equacao matricial:

Ql

SH

h

v(0) 4 ag(0) + bh(0)

35(0) + @§(0) + bh(0)

(0), 3(0) e h(0), e a solugao do sistema vira

Caso o amortecimento do sistema seja critico, as funcdes g(t) e h(t) serdo dadas por:

efw(t+Tp)

gt) = —x (e —1)(1 + wt) + wT,]
_ e_w(t""Tp)
h(t) = T [Tp + t(e“’Tp — 1)j|
Onde:
A = 1+ ewit o 2efwt

Caso o amortecimento do sistema seja supercritico, as fungoes g(t) e h(t) serao:

(—w — ©)el-Ewto)t

(—€w + @)el-8w—@)t

e(_&d"";’)t

—20 [1 — e(-EHdTy]

20 [1 — el-&—a)Ty)]
e(_gw_d)t

20 [ — el-&wranT)

T 001 — ot

3.3.3 Método da transformada implicita de Fourier (ImFT)

O calculo da resposta de um sistema com o uso da transformada discreta de Fourier é por

meio dos somatdérios definidos nas Eqgs. (3.33) e (3.34). Como a multiplicagdo de matrizes

envolve a soma de produtos entre linhas e colunas, pode-se tirar proveito disso e definir

matrizes especiais que, quando multiplicadas, calculam a DFT, efetuando os somatorios

que a definem.
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O calculo da DFT por meio dessa formulagao matricial é chamado de método da trans-
formada implicita de Fourier (ou ImFT, do inglés Implicit Fourier Transform), pois a
resposta é obtida por produtos entre matrizes, sendo a DF'T calculada implicitamente nas

multiplicagoes.

Para isso, definimos inicialmente um vetor p contendo o carregamento discreto:

p={ o) plt) plt) - pltrr) b (3.35)

Definimos também uma matriz E*, com N x N elementos, e elemento genérico dado por:

-mn

E*, ., = e 2% om=0,...,N—1  n=0,... N—1

)

Ou, explicitamente:

e’ e’ e’ e’

eo e % e % e_%(N_l)
E* = 60 6_% 6_% e 6_%(1\[_1)

PP 2T (N-1) 674&” (N-1) 67%(N71)(N71)

Desse modo, a Eq. (3.33), que é a transformada discreta do carregamento p(t), pode ser

reescrita em forma matricial da seguinte maneira:

P = AtE*p (3.36)

O vetor P assim definido conterd os elementos P(w,,) da transformada discreta de Fourier

sobre os elementos do vetor p.

Agora, define-se uma matriz E, semelhante & matriz E*, porém, com elemento genérico

dado por:

Eppp = 2N ,m=0,...,N—1 n=0,...,N—1

)

E também a matriz H, que é uma matriz diagonal N x N, cujos elementos sao a fungao
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complexa de resposta na freqiiéncia tomada nas freqiiéncias discretas w,

[ H(@o) 0 0o |
H(@) 0
H= : H (@) : (3.37)
0
0 0 H(wy-1) |

Os tempos discretos da Eq. (3.35) e as freqiiéncias discretas da Eq. (3.37) sao definidos
normalmente como na DFT, ou seja, t, = nAt e W,, = u,Aw, onde u,, é dado pela

Tabela 2.4.5

Com E, H e P assim definidos, a Eq. (3.34) pode ser reescrita em forma matricial da
seguinte forma:
AG
v=—"EHP
2

O vetor v conterd a resposta no dominio do tempo nos tempos discretos. Finalmente,

substituindo-se em v a Eq. (3.36), temos a forma mais compacta:

Aw 1 27T, 1 1
— “YEH (AtE*p) = — L P EHE*p = —EHE*p = —
V= o BHAED) = 000 N P=N P=QNP
Onde:
e = EHE* (3.38)

A matriz e, que multiplica o vetor p na Eq. (3.38), tem em si as trés etapas necessarias
para encontrar a resposta do sistema: a transformada direta de p(t), a multiplicagao pela

funcao complexa de resposta na freqiiéncia, e a transformada inversa.

A transformada implicita de Fourier nao exige que o nimero N de pontos de discretizacao
seja uma poténcia de 2, como exige o algoritmo original da transformada rapida de Fourier
(FFT), para calcular a DFT eficientemente. E, mais ainda, pode-se encontrar a resposta
do sistema nos primeiros S pontos apenas, caso o comportamento dinamico deste possa ser
descrito com um nimero menor de pontos. Para isso, basta usar a formulacao apresentada

tomando os primeiros S x 1 elementos do vetor p, os primeiros S X N elementos da matriz

6Considerando Aw em lugar de Aw.
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E e os primeiros N x S elementos da matriz E*. A matriz H fica inalterada. Com isso,

a matriz e sera S X S e a resposta serd obtida no vetor v, que tera S elementos.

A matriz e tem varias propriedades uteis. Partindo-se dos elementos genéricos de E, H e

E*, pode-se escrever um elemento genérico de e como sendo:

N-1 N-1
imk _orikn
Emm = ExHyp  E*pn = g XN Hype N =
k=0 k=0
N-1
2w
= Hj, e N Fm=m) ,m=0,...,N—1 n=0,...,N—1(3.39)
k=0
De onde se pode obter que:
N-1 N-1
27mi 27
_ “Zkl(m4+1)—(n+1)] hk(m—m) __
Cm+1n+l = g Hk,ke N ( )= ) - Hk,ke N ( ) = €Emn
k=0 k=0

Isso significa que a matriz e é uma matriz do tipo Toeplitz, ou seja, os elementos ao longo de
suas diagonais sao todos iguais. Essa propriedade facilita a implementagao computacional
da formulagao, uma vez que nao é necessario calcular todos os elementos da matriz, apenas
os da primeira linha e da primeira coluna. Isso causa uma redugao dréastica no esforco
computacional requerido para o célculo da ImFT, pois, ao invés de calcular N? elementos,

serd necessario calcular efetivamente apenas 2N — 1 elementos.

Uma melhor maneira de representar a matriz e seria como a seguir, onde N é tomado

arbitrariamente como sendo igual a 5:

€0,0 €01 €02 €03 €04
€10 €00 €o0,1 €02 €03
€= | e0 €10 €00 €01 €02

€30 €20 €10 €00 €o,1

€40 €30 €20 €10 €00
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Um outro fato que facilita ainda mais a implementagao computacional vem de:

N-1 ) N-1 _
LN i1 = Hy pe FMO-(N=340] — §™ g SHERCN+)
k=0 k=0
N-1 N-1
= Hkvke_%kNe%kj = Z Hka(l) . e%k[(j—i_l)_(l)} - 6]'_:,_171
k=0 k=0

Isso significa que, para um j qualquer, o elemento de ordem N — j + 1 na primeira linha
de e ¢ igual ao elemento de ordem j+ 1 da primeira coluna de e. Assim, s6 é efetivamente
necessario calcular apenas a primeira coluna de e, pois os elementos da primeira linha

podem ser encontrados a partir desta.

Outra importante propriedade a ser considerada no algoritmo da ImFT esta relacionado
a condicao de causalidade. A condicao de causalidade requer que eventos futuros nao
interfiram em eventos passados. Assim, uma conseqiiéncia direta da causalidade é que a
matriz e seja triangular inferior, o que ndo acontece, como se pode ver na Eq. (3.39).
Soares Jr. e Mansur[11] afirmam que a matriz e reflete a periodicidade dos algoritmos da

DFT e e sera triangular inferior somente se o periodo 7}, for infinito.

Ainda segundo Soares Jr. e Mansur, a primeira linha da matriz e é igual a uma linha
virtual de ordem N + 1 que seguiria apds a N-ésima, e assim por diante. Se o periodo
da forca aplicada for adequadamente estendido, os elementos nulos da parte triangular
superior de e serao multiplicados por elementos nao-nulos de p e os elementos nulos
de p serao multiplicados pelos elementos nao-nulos da parte triangular superior de e.
Portanto, se o periodo nao é estendido adequadamente, um comportamento nao-causal

pode aparecer tanto no procedimento da ImFT quanto no da DFT.

Entretanto, no procedimento da ImF'T, pode-se desprezar a parte triangular superior de
e impondo que todos os elementos acima da diagonal principal sejam nulos. A condigao
de causalidade esta representada, com a periodicidade inerente aos algoritmos da trans-
formada de Fourier eliminada. Como conseqiiéncia direta, a extensao do periodo nao
mais dependerd das caracteristicas do carregamento, e em vez disso sera definida pelas

propriedades fisicas do sistema.
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No exemplo abaixo, a matriz e é representada com N arbitrariamente igual a 5:

€0,0 0 0 0
€10 €0,0 0 0

€= | e €10 €p O

o o o O

€30 €20 €10 €00

€40 €30 €20 €10 €00

A formulacao matricial também pode ser usada com o amortecimento dependente da
freqiiéncia. Assim, como na formulagao cldssica, basta usar a Eq. (3.31), que define

H (@), com o amortecimento substituido pela expressao que o define.
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Capitulo 4

Analise dinamica de sistemas com

multiplos graus de liberdade

4.1 Visao geral sobre sistemas com miultiplos graus

de liberdade

A idéia de um sistema com miltiplos graus de liberdade requer primeiramente que se
relembre o conceito de corpo rigido. Este é um corpo que, apesar de ter dimensoes
considerdveis (em oposicdo a um ponto material), é considerado como constituido por
partes que ndo se deformam umas em relacao as outras. Para a maioria das aplicagoes
fisicas, supor que um corpo se comporta como um corpo rigido é correto, e leva a resultados
suficientemente precisos, tanto é que praticamente todos os conceitos de mecanica sao
ensinados desde os niveis fundamentais de ensino usando corpos rigidos. E claro que o
corpo rigido é apenas um modelo matemdtico que assume que as deformagoes do corpo
sao negligiveis quando sob carregamento ou vibragao. Pode-se considerar que seu estado é
completamente descrito permitindo-se um tnico deslocamento, e estes formam os sistemas
com um grau de liberdade, ou SDOF. Entretanto, ha corpos para os quais o deslocamento
relativo de suas partes é tal que é impossivel descrever com precisao sua configuracao, se

forem considerados como corpos rigidos.
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Em termos fisicos, nenhum corpo é perfeitamente rigido ou tem apenas um grau de liber-
dade. Na realidade, quando sob carregamento ou vibragao, todos os corpos apresentam
infinitos deslocamentos relativos de suas partes. Conforme o grau de precisao com que
se deseja descrever a configuracao de um corpo, pode ser necessario levar em conta os
deslocamentos de suas partes, e corpos assim formam os sistemas com multiplos graus de
liberdade, ou MDOF. Assim, de modo muito simplificado, um sistema MDOF é aquele

que requer mais de uma variavel para definir seu estado ou configuracao.

Muitos sistemas em dinamica estrutural tém multiplos graus de liberdade. Um exemplo
tipico que demonstra a impossibilidade de representar um sistema com um unico grau de
liberdade é o de um edificio com muitos andares. De modo geral, ao se considerar toda
a massa e todo o carregamento atuante em um edificio concentrado em um tunico ponto,
como em um sistema SDOF, a resposta obtida para aquele ponto é muito diferente da

resposta real.

Outros sistemas normalmente analisados como MDOF vao desde os mais simples edificios,
porticos e vigas até as pontes e barragens, que podem ter um enorme grau de complexi-

dade, com centenas ou milhares de graus de liberdade.

4.2 Equacao do movimento

A Figura 4.1 mostra uma viga horizontal sujeita a um carregamento dinamico vertical
qualquer. Ao contrario de sistemas SDOF, nao se pode adotar que toda a massa da
viga esteja concentrada em um tnico ponto, uma vez que seus esforcos internos surgirao
como conseqiiéncia aos deslocamentos diferenciados em cada ponto, além de ao carrega-
mento. Assim, para representar os infinitos deslocamentos da viga, que é continua, deve-se
discretizd-la, dividindo-a em N porgdes (cada uma com um ou mais graus de liberdade),
e estudando suas interagoes com as demais porgoes em resposta aos carregamentos que

nelas atuam.

A Figura 4.1, na verdade, representa qualquer outro tipo de estrutura. Uma viga foi

ilustrada somente pelo fato de que a visualizacao dos fatores fisicos envolvidos no calculo
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A s

Figura 4.1: Discretizacao de um sistema com multiplos graus de liberdade em elementos.

de todas as forcas atuantes se torna mais simplificada para este tipo de estrutura.

Analogamente a equacao do movimento para sistemas SDOF, também é possivel definir
uma equagao que rege o movimento de sistemas MDOF. Isso é feito considerando-se
o equilibrio dinamico de cada um dos N elementos discretos da estrutura. O i-ésimo
elemento estd sujeito as mesmas forcas dinamicas a que um sistema SDOF esta, que sao o
carregamento p;(t), a forca de rigidez f;;(t), a for¢a de amortecimento fp;(¢). De acordo
com o principio de D’Alembert, a soma dessas forcas deve ser igual a pseudo-forca de

inércia fr,(t), e, por isso, sera valido para cada elemento:

pi(t) — fsi(t) — fpi(t) = fri(t)
fri®) + foi(t) + fsi(t) = pi(t) i=1,2,3,...,N (4.1)

A fim de expressar simultaneamente as relacoes que existem em todos os N elementos do

sistema, é preferivel adotar a forma matricial, definindo os seguintes vetores:

() = { a® fral®) fial®) - Snl) b
i) = { fouslt) Foolt) foal®) - fon®) }
f50) = { foal®) fual) Ssal®) o Fen(®) )
p0) = {ml) ml) ml) - pult) b

Desse modo, a Eq. (4.1) fica:
f1(t) + fp(t) + £s(t) = p(t) (4.2)

Agora, lembremos que os N elementos ndo sao independentes entre si, uma vez que a

estrutura é continua e hé interacao entre eles. Por isso, a forca de rigidez fg;(t) que atua
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no i-ésimo elemento nao deverd depender somente do i-ésimo deslocamento v;(t). Deve,
na verdade, depender dos deslocamentos de todos os elementos, em maior ou em menor
grau para cada um. Isso significa que, por exemplo, a forga de rigidez fg1(t) que atua no

primeiro elemento serd dada por:

fs1(t) = kivi(t) + kiova(t) + kisvs(t) + - - - + kivon (2)

Onde os coeficientes k definem a maior ou menor dependeéncia de fg;(t) em relagdo ao

deslocamento de cada elemento. De uma forma geral, para o i-ésimo elemento, temos que:

fsﬂ'(t) = kilvl(t) + kigvg(t) + kigvg(t) 4+ 4 k‘iNUN(t) ,i = 1, 2, 3, Ce ,N

Correspondendo a N equagoes que podem ser escritas na seguinte forma matricial:

4 A B I 4 )\

fs1(t) kin ki kis - kin v1(t)

fs2(t) ko1 koo ks oo+ kon vo(t)

fs3(t) = | ka1 ks ks - ksn |- wus(t) (4.3)
\ fon(t) ) i kni kne kns - knn It un(t) )

Para simplificar, pode-se definir:

( 3\ r T

v1(t) ki ki ks - kin

vo(t) ko1 koo keg -+ kon

v(t) = vs(t) € kK= ks1 ks ksg -+ ksn
\ un(t) ) i kni kno ks -+ knn |

O vetor assim definido é chamado vetor de deslocamentos, e simbolizado por v(t). J& a
matriz quadrada é chamada matriz de rigidez, e é simbolizada por k. Assim, a equacao

matricial que expressa as forcas de rigidez fica da seguinte forma:

fo(t) = kv(t) (4.4)

Expande-se a idéia de generalidade utilizada na forca de rigidez também para a forca de
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amortecimento. Dessa vez, o i-ésimo elemento estara sujeito a um amortecimento que
depende nao apenas da velocidade do i-ésimo elemento, como das velocidades de todos os

N elementos, da seguinte forma:

fD,i(t) = Cﬂ@l(t) + CiQ/lIJQ(t) -+ Cigl')g(t) 4+ 4 CiN@N(Tf) ,i = 1, 2, 3, “vey N

Similarmente, ao se definir a matriz de amortecimento ¢ por:

i1 C2 C3 -+ CIN
Co1 Co2 Co3 -+ CaN
C= | c31 €32 C33 -+ C3N
CN1 CN2 CN3 - CNN

Poder-se-a expressar as forgas de amortecimento por:

£ (t) = cv(t) (4.5)

Finalmente, as forcas de inércia também sao generalizadas e dependem das aceleragoes

de todos os N elementos,! da seguinte forma:

f[yi(t) = m,lvl(t) + mlz’llg(t) + mlgvg(t) + -4 mlNUN(t) ,i = 1, 2, 3, Ce ,N

Assim, definimos a matriz de massa m por:

miyy M2 Mg -+ NN
moy Moz Moz -+ TaN
m= 1 mg M3z M3z -+ M3N
my1 Mmpy2 M3 - MNN

£ um pouco anti-intuitivo imaginar a resisténcia & mudanga de velocidade em um elemento como sendo
dependente dos demais. E de aceitacao mais imediata que esta dependa apenas do proprio elemento, e
que, portanto, fr;(t) = m;191(¢). Com isso, a matriz m seria uma matriz diagonal. De fato, essa
consideragao também é vélida, sendo um caso especial para m, chamado de matriz de massa concentrada,
que ¢ explicada mais & frente.
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E as forgas de inércia serao:

£(t) = m¥ (1) (4.6)

Assim, substituindo as Eqs. (4.4), (4.5) e (4.6) na Eq. (4.2), temos:
mv(t) + cv(t) + kv(t) = p(t) (4.7)

A Eq. (4.7) é a equagdo do movimento para sistemas com maltiplos graus de liberdade.

4.2.1 Matriz de massa
4.2.1.1 Matriz de massa consistente

Como ja mostrado, a matriz de massa, de modo geral, é composta por elementos nao
necessariamente nulos e depende do sistema. Entretanto, a divisao da estrutura em N
elementos causa intuitivamente uma impressao de que a massa individual de cada elemento
é que teria influéncia na resposta final. Isso gera, inclusive, a impressao de que seriam
necessarias N massas (uma para cada elemento), fazendo um “vetor de massas” mais

adequado do que uma matriz.

Entretanto, por generalidade o procedimento nao é este, e, assim, os elementos da matriz
de massa nao correspondem diretamente as massas dos elementos em que a estrutura foi
dividida. Sechim[10] demonstra e apresenta as matrizes de massa locais para elementos

de trelica plana, viga e pértico plano, que sao, respectivamente:

mL | 2 1
m=—
6 |1 2

156 22I 54 —13L |
mL | 20 412 131 —3I?

C420 | 54 130 153 —22L

_13L —31? —22I 4I?
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40 0 0 T 0 0
0 156 22L 0 54 —13L
CmL| 0 2L 4L* 0 13L 3L
TTB0 5 0 0 w0 o 0
0 54 13L 0 153 —22L
0 —13L —3L2 0 —22L 4L

Onde L é o comprimento do elemento e m é a sua densidade linear de massa. KEssas
matrizes locais devem ser acopladas para formar a matriz global do sistema, de acordo
com o tipo de elemento que o forma. A matriz assim formada é a chamada matriz de

massa consistente.

4.2.1.2 Matriz de massa concentrada

Por outro lado, supor a massa de cada elemento concentrada em seu ponto de deslo-
camento nao é um procedimento errado, e na verdade é o procedimento mais simples
para definir a matriz de massa. Uma matriz assim formada é chamada matriz de massa

concentrada, e tem o seguinte formato:

my 0 0 0

0 mg O 0
m=1 0 0 mg 0

0O 0 0 my

Ainda segundo Sechim,[10] se mais do que um grau de translacdo esta especificado em
qualquer n6, a mesma massa pontual estara associada a cada grau de liberdade. De outra
forma, a massa associada a qualquer grau de liberdade rotacional sera zero por causa da
hipdtese de que uma massa pontual nao possui inércia rotacional. Portanto, a matriz de
massa concentrada é uma matriz diagonal que incluird zeros nos elementos da diagonal

associados aos graus de liberdade rotacional.
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— b1 ka1 ki knt A oz ko ke
1 ' [

_v Ji{ y ]

0O 1 2 / i N 1 2 / i N

Figura 4.2: Formagao da matriz k a partir de deslocamentos unitarios nos elementos de
uma estrutura.

—_
N
D

4.2.2 Matriz de rigidez

A partir da Eq. (4.3), a matriz de rigidez de um sistema pode ser determinada a partir de
um procedimento especifico. Suponhamos, por exemplo, que, para um i-ésimo elemento
qualquer, seu deslocamento seja unitario, e que todos os demais deslocamentos do sistema
sejam nulos. Matematicamente, temos que vg(t) = 1 se k =i e v(t) = 0 se k # i. Desse

modo, a Eq. (4.3) se reduz a:

fsa() k1
fs2() ki
fs3(t) = | ks { v;(1) }

fsn(t) ki

/ L .

Como v;(t) = 1, os elementos da i-ésima coluna de k sdo iguais as forcas de rigidez
que surgiram como conseqiiéncia aos deslocamentos unitario do i-ésimo elemento e nulos
dos demais. Assim, fazendo-se o mesmo procedimento com ¢ variando de 1 até N, serd
possivel obter os elementos de todas as colunas da matriz k, definindo-a completamente.
A Figura 4.2 mostra uma viga (que representa uma estrutura qualquer) com deslocamento
unitario no primeiro elemento e nulo nos demais, e também com deslocamento unitario no
segundo elemento e nulo nos demais. As forcas necessarias para manter todos os demais
elementos com deslocamentos nulos sao numericamente iguais aos elementos da matriz k.
Repetindo o processo de provocar deslocamentos unitarios em todos os N elementos, é

obtida a matriz k completamente.

E claro que as forcas de rigidez de cada configuracao de deslocamentos unitarios e nulos

serao encontradas supondo-se o equilibrio de cada elemento. Sechim[10] demonstra que
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as matrizes locais de rigidez para elementos de trelica plana e viga sao, respectivamente:

k:A_E Lol (4.8)
Ll -1 1
[ 12 6L —12 6L |
L BI| 6L 41* —6L 2I?
L\ 12 —6L 12 —6L
6L 212 —6L 4I2

Onde, para cada elemento, L é seu comprimento, A é a area de sua secao transversal, [
¢é seu momento de inércia de area em relacao a um eixo horizontal e £ é o médulo de
elasticidade do material de que ¢é feito. Mais uma vez, a matriz de rigidez global do sistema

deve ser montada por acoplamento das matrizes locais de rigidez de cada elemento.

Além disso, pode-se demonstrar que, para um elemento de portico plano como o da Figura

4.3, sua matriz local de rigidez é:

EA 2
+ir s

Onde ¢ = cosf e s = senb.

S

_ 12L§108

EA
LC

EA ;2
Bl
12
+_362

simétrica

_EA2

7 C
6ET1 12E71 2
—zS TTs s
EA
1 _TE‘ICS
6 12
¢ T oS
4FE1 6E1
L L2
EA 2
+i s

EA
12%105
+

3

CS

_EA 2

12E1 2
R

__6EI

EA
I ¢
N 12L]§Ics
BA g2
L

12E1
+

3 c?

__6EI
L2

4E1

(4.9)
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Figura 4.3: Elemento genérico de pértico plano com 6 graus de liberdade.

4.3 Vibracao livre de sistemas MDOF

A andlise de vibragao livre em sistemas SDOF envolve encontrar, sem carregamento, a
resposta do sistema a condi¢oes iniciais dadas. Como foi visto, se nao houver amorteci-
mento, a resposta do sistema serd sempre uma vibragao natural com freqiiéncia angular

unica w = /k/m, independentemente das condi¢oes iniciais.

Em um sistema MDOF, multiplas vibracoes simultaneas sao permitidas. Porém, ha inter-
feréncia entre as vibragoes de todos os elementos, uma vez que estes interegem uns com
os outros. De maneira geral, na resposta a uma perturbacao inicial, nenhum elemento

estard vibrando em uma freqiiéncia fixa com o tempo, e esta sera bem “desorganizada’”.

Entretanto, em um sistema qualquer, é possivel definir um conjunto de deslocamentos
iniciais para cada elemento, de modo a induzir uma resposta sincronizada, ou seja, tal que
todos os elementos do sistema vibram com a mesma freqiiéncia. Esta freqiiencia é chamada
freqiiencia natural do sistema. Como se vai mostrar mais adiante, em sistemas MDOF,
ha mais de uma configuragao inicial que gera uma vibragao sincronizada, e, portanto mais
de uma freqiiéncia natural para um dado sistema. Na realidade, ha tantas freqiiéncias

naturais quantos graus de liberdade em um mesmo sistema.

4.3.1 Freqiiéncias naturais de vibragao

Se um sistema nao possui amortecimento e nao esta submetido a carregamento, entao sua

matriz de amortecimento ¢ é uma matriz quadrada nula e o vetor de carregamentos é um
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vetor nulo, ou seja, p(t) = 0. Assim, a Eq. (4.7) fica:
mv(t) +kv(t) =0 (4.10)

Agora vamos supor que v(t) representa um sistema em vibracao livre, ou seja, esta vi-
brando em uma de suas freqiiéncias naturais. Nessa situacao, todos os elementos vibram

sincronizadamente e com a mesma freqiiéncia w, e é correto assumir que:
v(t) = vsen(wt + 0)
E que, portanto:
V(t) = —w*Vsen(wt + 0) = —w?v(t)

Onde v # 0 representa a configuracao de deslocamentos iniciais capaz de gerar uma
vibragao livre estavel no sistema e ¢ é um angulo de fase qualquer. Substituindo v(t)

assim definido de volta na Eq. (4.10), fica:
—w’mvsen(wt + 0) + kvsen(wt + 0) = 0
O termo sen(wt + 0) pode ser cancelado, reescrevendo a equagao da seguinte forma:
(k —w’m)v =0 (4.11)

A Eq. (4.11) representa um sistema de equagoes lineares em v para o qual a solugdo
trivial v = 0 nao é possivel, pois, por definigdo, v é nao-nulo. Por isso, a Eq. (4.11) sé
terd solugdo ndo-trivial se o termo entre parénteses (que ¢ uma matriz quadrada) tiver
determinante nulo, ou seja:

det(k — w?m) = 0 (4.12)
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Da élgebra linear, temos que a Eq. (4.12) é a equagdo caracteristica de um problema de
autovalores? na varidvel w. Essa equacdo tem o mesmo nimero de solucoes que a ordem
da matriz quadrada k. Em um sistema com N graus de liberdade, k serd uma matriz
quadrada N x N, e isso corresponde a N valores diferentes para w, indicando que existem

N freqiiéncias diferentes para as quais o sistema vibra livremente de modo estavel.

Assim, o conjunto de N solucoes pode ser colocado num vetor de freqiiéncias naturais w,

definido por:

T
w:{wl w2 w3 oo wN}

Vale ressaltar também que a Eq. (4.12) é andloga a defini¢ao da freqiiéncia natural de

vibrag@o para sistemas SDOF, w = \/k/m.

4.3.2 Modos naturais de vibracao

Seja w, a n-ésima freqiiéncia de vibragao livre de um dado sistema, ou seja, w, é a n-
ésima solugao da Eq. (4.12). Agora, fagamos a substituicao de w, na Eq. (4.11). Por
definicao, isso a torna um sistema indeterminado, isto é, existem infinitos v que sao
solugoes. Particularmente, se ha uma solugao v, entao av também sera solucao, se o € R.
Conclui-se que o conjunto completo de solugoes v pode ser determinado se uma solugao

particular qualquer for determinada.

A interpretacao fisica é que, como Vv representa uma configuracao de deslocamentos no
sistema, entao a configuracao que coloca o sistema em vibragao livre estavel (na n-ésima
freqiéncia w,) tem uma forma definida, mas ndo uma amplitude definida. Por isso,
cada freqiiéncia w, corresponderd a uma vibragao com um formato diferente, ou seja,

correspondera a um modo natural de vibra¢ao diferente.

2Um autovetor de uma matriz quadrada A é um vetor x tal que o resultado do produto matricial
Ax é um multiplo do préprio x. Matematicamente, Ax = Ax, onde A é um escalar que indica o fator
de multiplicidade. Por isso, A é um autovalor associado ao autovetor x. Desenvolvendo-se a igualdade,
temos Ax — Ax = 0, e daf, (A — AI)x = 0, que corresponde & Eq. (4.11) pré-multiplicada por m~1,
se fizermos x = Ve A = m'k. A existéncia de m~! é garantida imediatamente se m é uma matriz
de massa concentrada, pois seu determinante corresponderd ao produto dos elementos de sua diagonal,
que sao as massas dos elementos do sistema. Como nenhum deles tem massa igual a 0, temos que o
determinante de m ¢é diferente de 0, e que, portanto, sua inversa existe. Se m é uma matriz de massa

consistente, também é possivel provar que det(m) # 0.
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Chamemos de v, um modo qualquer de vibracao associado a freqiiéncia w,,. Em outras
palavras, seja v,, uma solucao particular qualquer no conjunto de solucoes dado pela
Eq. (4.11) com w substituido por w,. Para especificar v,, de modo tnico no conjunto
de solugoes, escolhe-se uma solugao de acordo com um critério qualquer. Por exemplo,

pode-se escolher v,, de modo que seu primeiro elemento seja igual a 1, ou seja:

T
Vn = {Uln Vop U3n - UNn} =

T
= {1 Von Usp - UNn}

Vale lembrar que nao hé obrigatoriedade de que o elemento escolhido para ter um valor
prescrito seja o primeiro, e nem de que o valor prescrito seja 1. Todo o procedimento
descrito a seguir pode ser efetuado da mesma forma prescrevendo-se o valor de qualquer

elemento de v,,.

(n)

Agora pode-se definir a matriz quadrada E Yok— w2m e, assim, reescrever a Eq. (4.11)

da seguinte forma:

E 'v,=0
Ou, na forma expandida:
[~ n r(n r(n r~(n } ( ) ( )
EY | EY B EyY 1 0
BBy B B | | | |0
EY | By B By =140
BV | Exo Eny - Enn | Lowe ) (O

As linhas horizontais e verticais sao adicionadas para destacar a multiplicacao envolvendo
o primeiro elemento de v,,. Para isso, pode-se também reescrever a equagao anterior na

seguinte forma simbélica:

1 0

Von 0

Em que Ef;) ¢ um vetor-linha, E(()Tll) ¢ um vetor-coluna, E(()TS) ¢ uma matriz quadrada
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(N —1)x (N —1) e vg, é o vetor v,, com o primeiro elemento removido. Efetuando-se a
multiplicacao, chega-se a duas equacgoes:

(n) .

10 Von = 0

EY +E

~ (n

EOl

Os elementos de v,, (com excegao do primeiro, igual a 1) sdo encontrados resolvendo-se a

segunda equacao, da seguinte forma:

. = (n)y _14(n)
Von = _(Eoo ) 1Em

Ja a primeira equacao é redundante, pois a substituicao de v, apenas a torna verdadeira.

Por fim, é comum expressar v, na forma adimensional, dividindo-o por um elemento

qualquer 0, na forma de um vetor de modo ¢,:

¢n:{¢1 G2 ¢3 0 QN }T:Al {1 Ugn U3p -+ OUnp }T (4.13)

Vkn

Se o elemento escolhido é o primeiro, ¢, serd numericamente igual a v, obtido anterior-

mente.

Cada freqiiéncia de vibragao w, corresponde a um modo de vibracao ¢,, e os N modos

de vibragao podem ser representados juntos numa matriz de modo ®:

¢11 ¢12 ¢13 o ¢1N
¢21 ¢22 ¢23 U ¢2N

P o1 P2 @P3 - Py | = 31 P32 P33 0 P3N (4.14)

¢N1 ¢N2 ¢N3 (bNN

E valido lembrar que os vetores de modo ¢,, sao linearmente independentes, pois sao, na
verdade, autovetores. Essa propriedade é fundamental para o estabelecimento do método

da superposicao modal, que sera visto mais a frente.
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4.3.3 Propriedades de ortogonalidade

Os vetores de modo ¢,, tém uma série de propriedades que sao 1teis no desenvolvimento
que seguird para encontrar a resposta de sistemas MDOF pelo método da superposicao

modal. Sao propriedades de ortogonalidade.

Dois vetores u e v sdo definidos como ortogonais se o produto interno (u,v) entre eles é

nulo. A definicao mais generalizada do produto interno entre u e v é:3

(u,v) =u’Av = v Au

Onde A é uma matriz quadrada qualquer. Na definicao mais utilizada do produto interno,
A ¢ a matriz identidade, mas, caso contrério, se (u,v) = 0, diz-se que os vetores u e v

sao ortogonais em relacdo a A.

4.3.3.1 Uso da lei de Betti

Em um sistema, o trabalho realizado por um carregamento estatico p ¢ igual ao produto
plv, onde v é o vetor que representa a configuracao de deslocamentos estaticos que o
sistema assume em resposta ao carregamento p. Posto de outra forma, esse trabalho
¢ a soma dos produtos escalares entre cada forca do carregamento e seu deslocamento

correspondente.

Dados dois carregamentos estaticos p,, € p,, € seus deslocamentos estaticos correspon-
dentes, v,,, e v,, a lei de Betti diz que o trabalho realizado pelo carregamento p,, sobre
os deslocamentos v,, é igual ao trabalho realizado pelo carregamento p,, sobre os desloca-

mentos v,,, ou seja:

T T
pmvn - pn Vm

Uma demonstragao e prova da lei de Betti é dada por Clough e Penzienl5].

Consideremos agora a Eq. (4.11), reescrita na seguinte forma, para um modo de vibragao

3 Assumindo-se que u e v sdo vetores reais.
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I,
f]?,m f[3,m f]4,m f[l,n "

I5m

’

f]l,m

! T

Ul,m V2,m U3,m Va,m Us,m

ﬁl,n 1/}2,’0 @3.'”

f]4,n

Figura 4.4: Comportamento de forcas inerciais como forgas aplicadas para dois modos de
vibragao quaisquer m e n.

n qualquer:

kv, = w’mv, (4.15)

Na qual o membro direito representa as forgas estaticas de inércia —f; e o membro direito
representa as forcas estaticas de rigidez fs. Portanto, pode-se considerar que a vibragao
livre envolve deslocamentos produzidos por forcas inerciais atuando como se fossem car-
gas aplicadas. Dessa forma, os dois modos de vibracao m e n mostrados na Figura 4.4

representam dois carregamentos estaticos e seus deslocamentos correspondentes.

Aplicando a lei de Betti aos dois sistemas da Figura 4.4 e substituindo f; ,, e f;, na Eq.

(4.15), temos:

Ve = —f,Vn
Wi (mv,,)'v, = Wi(mv,)'v,,

T

Como m ¢ uma matriz simétrica, temos que m = m”, e, por isso, (mv,)" = v, m.

Substituindo, temos:

Notemos agora que os produtos matriciais que aparecem nos dois membros sao o produto
interno entre os dois modos de vibragao v,, e v,, e, portanto, sao escalares. Por isso,

pode-se rearrumé-los da seguinte forma:

Supondo que dois modos diferentes de vibracao tenham freqiiéncias diferentes, temos a
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primeira das condicoes de ortogonalidade:
Tmv, =0 W 7 Wn (4.16)

Uma segunda relacao de ortogonalidade é obtida pré-multiplicando-se a Eq. (4.15) por

~T .
v,,, obtendo:

v kv, = Wiy mv,
De onde se obtém, observando a Eq. (4.16):
vikv, =0 , Win # Wn (4.17)

Agora, dividindo-se as Eqs. (4.16) e (4.17) por dois valores quaisquer de v,, e v, repre-
sentaremos as condigoes de ortogonalidade em fungao dos vetores de modo ¢,, e ¢,, que

se tornam:

ol me, =0 m#n (4.18a)

oL ke, =0 m#n (4.18b)

As propriedades mostradas aqui sao de aplicagao bastante direta no desenvolvimento que
vira a seguir. Entretanto, outras propriedades semelhantes existem, demonstradas por

Clough e Penzien.[5]

As relagoes (4.18) mostram que quaisquer dois vetores de modo diferentes de um mesmo
sistema sao ortogonais tanto com relacao a matriz de massa m quanto em relacao a
matriz de rigidez k. Isso mostra também que os vetores de modo ¢,, formam um conjunto

linearmente independente.

4.3.3.2 Normalidade

Ja foi ressaltado anteriormente que é comum expressar os modos de vibracao através de
um vetor de modo adimensional ¢, em vez de por um vetor de deslocamentos v,. Foi
indicado que o vetor de modo é obtido dividindo-se todos os elementos de v, por um

elemento qualquer de referéncia, pertencente a v,. Dessa forma, ¢, tera seus elementos
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com mddulo menor ou igual a 1.

Essa operacao que torna os vetores de deslocamento modal adimensionais é chamada nor-
malizacao. Isso favorece o calculo numérico dos vetores de modo, pois reduz a possibilidade
de imprecisao causada por operacoes envolvendo valores excessivamente diferentes. En-
tretanto, nao ¢ a unica maneira de se normalizar, uma vez que um multiplo qualquer de
¢, dado por k@, com k£ € R também é um vetor de modo que representa igualmente o

modo de vibragao dado por ¢,,.

Um critério de normalizacao bastante util é o de, a partir de vetores de deslocamento v,,,

obter vetores de modo ¢, tais que:

Pode-se ver que esse critério estabelece que o produto interno entre cada vetor de modo
e ele mesmo deve ser unitario, ou seja, que o médulo* com relacdo & matriz de massa seja
unitario. Vetores de modo normalizados dessa forma sao ditos ortonormais, pois, com

relagado a matriz de massa, além de serem ortogonais entre si, tém modulo unitario.

Essa normalizacao é conseguida calculando-se primeiro, para cada v,,, o valor escalar:

E em seguida, obtendo-se cada vetor de modo por:
(ﬁn = @nMn_l/Q

Onde ¢,, representa o n-ésimo vetor de modo ortonormalizado. Uma conseqiiéncia da

ortonormalizagao é que:

A ortonormalizacao tem sua maior utilidade em programas de computador para analise

dinamica. Pode-se tirar proveito da relacao acima e do moédulo unitario dos vetores de

4Lembrando que a definicio generalizada do médulo de um vetor u com relacio a uma matriz quadrada
qualquer A ¢ |lu|| = y/(u,u). Se a matriz A for igual & matriz identidade, o médulo de um vetor assume

a forma convencional |[u|| = ||[{u1, u2,us,...,un}|| = V12 +u2 +u2 + -+ uZ,.
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modo com relacao a m para simplificar calculos e reduzir o tempo para obtencao da

resposta.

4.4 Resposta de sistemas MDOF por superposicao

modal

4.4.1 Coordenadas normais

A maneira utilizada até aqui para representar um conjunto de deslocamentos estaticos
U, n = 1,2,..., N num dado sistema foi a de utilizar um vetor de deslocamentos v =
{v1,v9,...,un}, cujos N elementos, positivos ou negativos, determinam o deslocamento
de cada no do sistema. Esse método é o mais direto possivel, pois, obviamente, pode-se
representar qualquer conjunto de deslocamentos dando-se a v diretamente os valores que

se queira.

Uma segunda maneira de se fazer isso é com o uso dos N vetores de modo ¢,,. Como j&
foi dito, os vetores de modo resultam dos autovetores do sistema de N equagoes dado pela
Eq. (4.11), e, por isso, sao linearmente independentes. Esse fato faz com que os vetores
de modo gerem todo o espago vetorial de N dimensoes, ou seja, qualquer vetor v possa

ser escrito como combinagao linear dos ¢,,, isto é:

V=001Y1 + ¢oYo+ @3Ys+ -+ PNYN = i ¢nYy (4.19)
n=1
Onde os Y,, sao coeficientes escalares. Em notagao matricial, temos:
v=®Y (4.20)
Onde Y é um vetor que contém os coeficientes Y,,, ou seja:

T
Y:{yl Yy Y3 --- YN}
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Figura 4.5: Formacao de um conjunto qualquer de deslocamentos v a partir dos vetores
de modo ¢,.

Assim é possivel indicar um conjunto de deslocamentos estaticos num dado sistema nao
diretamente por seus N valores numéricos, mas por um conjunto de N coeficientes Y,,.

Esses coeficientes recebem o nome de coordenadas normais.

A Figura 4.5a mostra trés possiveis vetores de modo para um sistema composto por uma
viga engastada, com trés graus de liberdade. Multiplicando-se cada um deles por um
coeficiente e somando-se os vetores resultantes, pode-se obter um vetor qualquer v, como

mostra a Figura 4.5b.

Se o conjunto de deslocamentos que se pretende formar é variavel com o tempo, ou seja,
se v é composto por funcoes do tempo ¢, a mesma formulacao pode ser utilizada, porém,

cada coordenada normal serd dependente do tempo. Assim, a Eq. (4.20) se tornara:
v(t) = ®Y(t) (4.21)

Onde:
Y(t):{Yl(t) Ya(t) Ya(t) - YN(t)}

A Eq. (4.21) sempre tem solu¢ao em Y (t), pois a matriz ®, por ser formada por um

conjunto de vetores linearmente independentes, tem determinante diferente de zero. Um
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fato interessante é que nao é necessario resolver a Eq. (4.21) simultaneamente para todos
os N elementos de Y(t). Digamos, por exemplo, que se queira determinar a n-ésima

coordenada normal Y, (¢). Pré-multiplicando-se a Eq. (4.19) por ¢l m, temos:
Gumv(t) = $,m1Yi(t) + GumoYs(t) + -+ + ymYo(t) + - + G men V(1)

Por causa da propriedade da ortogonalidade em relacao a matriz de massa, todas as

parcelas da soma sao nulas, exceto a n-ésima, resultando em:

¢va(t) = ¢Zm¢nYn(t)
De onde se tira que:

_ ¢ mv(t)

= grmg

n=123,...,N

Caso a matriz ® seja nao apenas ortogonalizada, mas também ortonormalizada, o de-
nominador da fracao da equacao acima sera igual a 1, nao precisando ser calculado e

simplificando consideravelmente o calculo de Y, ().

4.4.2 Equacoes desacopladas do movimento

E possivel resolver a Eq. (4.7), que é a equacdo do movimento para sistemas MDOF,

utilizando propriedades estabelecidas até aqui. Repetindo-se a equacao:
mv(t) + cv(t) + kv(t) = p(t)

Inicialmente, expressamos a resposta v(t) em fun¢ao de suas coordenadas normais Y (),

ou seja, v(t) = ®Y(t). Assim, a equagao do movimento fica:

m®Y(t) + c®Y(t) + k®Y(t) = p(2t)
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Agora, para cada n tal que 1 <n < N, pode-se pré-multiplicar a equacao acima por ¢Z,
obtendo:
G, m®Y (t) + ¢ c®Y (1) + p kPY (1) = H,p(t) (4.22)

Analisemos agora o produto matricial ¢ m®. Uma vez que ¢. m é um vetor-linha e & ¢
uma matriz quadrada, o resultado é também um vetor-linha. Entretanto, relembrando-se
a Eq. (4.14), temos que a matriz quadrada ® pode ser entendida como um vetor-linha

cujos elementos sao vetores-coluna, ou seja:

C=|¢ ¢ P35 - Oy

Assim, o produto matricial ¢. m® resulta em:

orm® = { ¢'mep, $Tme, Tm; - Plme, - Plmey |

Como os vetores de modo sao ortogonais em relagao a matriz de massa, temos:

pim®={0 00 - ¢'mg, - 0}

Que, apdés multiplicagao pela derivada segunda do vetor de coordenadas normais, Y(t),
resulta em:

PrmPY(t) = ¢ ' me,V,(t) (4.23)

Lembrando que os vetores de modo também sao ortogonais a matriz de rigidez, temos,
equivalentemente:

L k®Y () = ke V(1) (4.24)

Nesse ponto, pode-se assumir que as condigoes de ortogonalidade também sao aplicaveis
4 matriz de amortecimento c, ou seja, que ¢l ce, = 0, se m # n. Nesse caso, temos
também que:

PLeDY (t) = L,V (t) (4.25)

Por fim, a substituicao das Eqs. (4.23), (4.25) e (4.24) na Eq. (4.22) resulta em:



4.4 Resposta de sistemas MDOF por superposi¢cao modal 94

Que, finalmente, pode ser reescrita como:
MY, (t) + C, Yo (t) + K, Yo (t) = Py(t) n=1,23,...,N (4.26)

Se forem feitas as seguintes definigcoes:

M, = ¢l me, (4.27a)
C, = ¢lco, (4.27b)
K, = ¢ ko, (4.27¢)
P(t) = ¢,p() (4.27d)

Que sao, respectivamente, a massa generalizada, o amortecimento generalizado, a rigidez

generalizada e o carregamento generalizado.

A Eq. (4.26) é uma equagao algébrica, e ndo matricial. Portanto, é a equacao de um grau
de liberdade relatva ao n-ésimo modo. Isso significa que a equagao do movimento para
sistemas com multiplos graus de liberdade, Eq. (4.7) foi desacoplada em N equagoes de

um grau de liberdade, que podem ser resolvidas por qualquer dos métodos de solucao de

sistemas SDOF.

Cada equacao terd como resposta uma funcao Y, (t), e todas elas retornam o vetor de
coordenadas normais Y(f). Em seguida, a resposta do sistema expressa na forma de

deslocamentos pode ser encontrada calculando-se v(t) = ®Y ().

Agora é vélido fazer algumas simplificagoes na Eq. (4.26). Inicialmente, pode-se definir,
de modo andlogo a taxa de amortecimento em sistemas SDOF, a taxa de amortecimento

modal &,:
Cy

&n = 2M,w,

(4.28)
Faz-se a substituicao de &, na Eq. (4.26), dividindo-a em seguida por M,,, obtendo:

Vo(t) + 26,0,V (1) + %Yn(t) _b ]’\}(“

(4.29)

Em seguida, partindo-se da Eq. (4.15), kv,, = w?>mv,,, podemos dividi-la por um elemento
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qualquer de Vv,, e pré-multiplicé-la por ¢?, obtendo:
¢,k = w,d,me,
Observando as Eqgs. (4.27a) e (4.27¢), temos, assim:
K, =w>M, (4.30)
Que, apos substituicao na Eq. (4.29), resulta em:

n@+%wﬂw+ﬁn@=&@

4.4.3 Amortecimento proporcional de Rayleigh

Como foi visto, a Eq. (4.28) define a taxa de amortecimento modal &,, o que é uma se-
gunda maneira de determinar o amortecimento de um sistema MDOF, ou seja, em vez de
determinar uma matriz de amortecimento c, determina-se um vetor de taxas de amortec-
imento & = {£1,£2,&3,...,&{n}. De fato, é mais conveniente expressar o amortecimento
dessa forma pois, em muitos casos, a taxa de amortecimento para cada modo pode ser

determinada experimentalmente ou estimada com precisao suficiente.

Entretanto, segundo Clough e Penzien,[5] hd pelo menos dois casos em que o amorteci-
mento nao ¢ bem expresso pelas taxas de amortecimento, e uma matriz de amortecimento
explicita é necessaria. Esses casos sao o de andlise nao-linear, para o qual os modos
nao sao fixos, mudando por causa de mudancas na rigidez, e o de andlise de um sistema
linear com amortecimento nao-proporcional. Em ambos os casos, é necessario calcular

adequadamente uma ou até mesmo mais de uma matriz de amortecimento proporcional.

O desacoplamento da equacao do movimento para sistemas MDOF em N equacoes SDOF
na forma da Eq. (4.26) sé foi possivel gragas a suposicao de que os vetores de forma
também sao ortogonais a matriz de amortecimento ¢, conforme a Eq. (4.25). A maneira

mais simples de construir uma matriz ¢ com essa caracteristica é tirando proveito de que
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Figura 4.6: Amortecimento de Rayleigh como combinagao de amortecimentos propor-

cionais a massa e a rigidez.

as matrizes m e k ja possuem a essa caracteristica, definindo-a como:
c =aom+ ak (4.31)

Por ser proporcional as matrizes de massa e de rigidez, o amortecimento assim definido
é chamado amortecimento proporcional de Rayleigh. Agora, fazendo a pré-multiplicacao

por @I e a pés-multiplicagdao por ¢, temos:

¢£C¢n = ¢f(a0m+a1k)¢n
Gpchn = aod,moy, + a1¢ ke,

Agora, aplicando as Eqgs. (4.27), (4.28) e (4.30), temos:

2w M€, = aoMn—l—alwiMn
2

g+ awy,
= 2wy,
E dai:
ag a1Wy,
n=— 4.32
f=on T (4.32)

Com o amortecimento proporcional, a taxa de amortecimento é composta por uma parcela
referente a propporcionalidade com a matriz de massa e outra referente a proporcionali-
dade com a matriz de rigidez. A Figura 4.6 mostra a relacao que se faz entre a taxa de

amortecimento e a freqiiéncia wy,.

Pode-se encontrar os coeficientes ag e a; se forem obtidas duas taxas de amortecimento
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modais &, e &,,, correspondentes a duas freqiiéncias naturais w, e w,,. Substituindo esses
valores na Eq. (4.32), temos o sistema:

— _q al1wWm
£m T 2wm + 2

__ ag ajw
b= o + g

2wn
Que, escrito em forma matricial, fica:
Em 1| Vwm wm ao
2
£n 1/Wn Wn ai
Cuja solucao é:
Qo WimWn, Wn —Wm o
=2 .
ai wh, Win —1/wn l/wn 51

Normalmente, como raramente se tem informagoes detalhadas sobre a variacao da taxa
de amortecimento com a freqiiéncia, assume-se ou busca-se que as freqiiéncias de controle
W € wy, sejam tais que &, = &, = £. Dessa forma, a solucao se simplifica em:

ag 26 WmWn

_ (4.33)
ai Wm + Wn 1

Segundo Clough e Penzien,[5] é recomendavel que w,, seja escolhida como a freqiiéncia
fundamental do sistema MDOF e que w, seja escolhida entre as maiores freqiiéncias que

contribuem significativamente para a resposta dinamica.
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Capitulo 5

Exemplos numéricos

5.1 Reservatoério sob rajada de vento

A Figura 5.1a mostra um desenho esquemético de um reservatorio elevado. A forma da
estrutura é tal que permite apenas deslocamentos horizontais na direcao indicada por
v(t) na figura. Logo, a estrutura pode ser representada por um sistema com um grau de

liberdade.

A massa do reservatério é m = 10 t = 10000 kg. A rigidez lateral total dos pilares de
sustentagao é k = 40000 kN/m e o coeficiente de amortecimento viscoso da estrutura é
¢ = 120 kNs/m. Para simular o efeito de uma rajada de vento lateral na estrutura, serd
considerada a aplicacao do carregamento transiente mostrado na Figura 5.1b, que atua

durante 0,05 s, com um pico de 400 kN.

——— (1) p(t) (kN)
p(1)
m=10 t

400+

k=40000 kN /m

t(s)

0,025 0,050
(a) (b)

Figura 5.1: Representacao do reservatorio e carregamento atuante.
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Figura 5.2: Comparacao entre respostas obtidas pelo método da integral de Duhamel,
DFT e ImFT.

Inicialmente, foi feita uma comparacao entre as respostas obtidas no dominio do tempo
(integral de Duhamel) e no dominio da freqiiéncia, usando a DFT e a ImFT. Em todos
os procedimentos, o intervalo de tempo utilizado foi At = 0,0025 s. O tempo estendido
adotado foi T}, = 1,28 s, e, portanto, o nimero de pontos discretos no tempo ¢ N = 512.
No procedimento ImFT, foi usado S = 160, de modo que somente o primeiro 0, 4 segundo
fosse calculado, pois é nesse intervalo de tempo que se espera encontrar os maiores deslo-
camentos. Nos demais procedimentos, a resposta foi calculada em todos os pontos, mas

somente os 160 primeiros sao mostrados na resposta, para comparagcao.

As respostas sao mostradas na Figura 5.2. Como se pode ver, as respostas sao pratica-

mente coincidentes.

Nota-se pelas respostas que as condic¢Oes iniciais nulas foram bem representadas pelas
trés formulacoes. Particularmente no uso da DF'T, isso se deveu ao fato de que o tempo
estendido 7}, = 1,28 s ¢ suficiente para o retorno quase total do sistema ao repouso, ou

seja, T, foi escolhido adequadamente.

Agora vejamos como seria a resposta obtida por DF'T caso o tempo estendido fosse dividido
em N = 105 pontos, ao invés de N = 512 pontos. Mantendo-se o mesmo intervalo de
tempo At = 0,0025 s, o periodo estendido seria 7}, = 0,2625 s. A resposta estaciondria

obtida é mostrada em linha preta na Figura 5.3. Nota-se que a periodizacao induzida pela



5.2 Shear building de trés pisos 100

O DFT sem correcao

0,010 X DFT com correcao
0,005+
—
-0,005-
-0,010+

Figura 5.3: Comparacao entre respostas obtidas pela DF'T com e sem a correcao proposta
por Veletsos e Ventura.

DFT faz com que o sistema apresente um forte desvio das condigoes iniciais nulas, e, por
causa disso, toda a resposta difere consideravelmente da resposta mostrada na Figura 5.2,

obtida com a escolha de um tempo estendido adequado.

Pode-se utilizar, assim, o método proposto por Veletsos e Ventura[13, 12] para corregao
desta resposta estaciondria e obter a resposta transiente correspondente. Utilizando a
resposta corretiva em termos das funcoes transientes de resposta, é obtida a resposta
mostrada em linha cinza na Figura 5.3. Como se pode ver, a resposta corrigida é muito

mais proxima a resposta correta mostrada na Figura 5.2.

5.2 Shear building de trés pisos

Considera-se agora um edificio com trés pavimentos do tipo shear building, cujos pilares
de sustentacao permitem deslocamentos horizontais para cada piso. O shear building tem,

portanto, trés graus de liberdade, conforme mostra o desenho esquematico da Figura 5.4a.

No primeiro piso (inferior), atua um carregamento horizontal transiente e constante du-
rante 0, 38 s, cessando a partir desse instante, como mostra a Figura 5.4b. Deve-se utilizar
o método da superposicao modal para encontrar o histérico de deslocamentos de cada piso

individualmente, considerando o amortecimento proporcional de Rayleigh com uma taxa
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—0—>Un(t) p(t) (kN)
mi1=150 t

k1=1000 kN/cm 2000

me=150 t 1 ]

k»=1000 kN /cm
m3=150 t ¢ — p(2)
k3=1000 kN /cm

(a) (b)

Figura 5.4: Representacao do shear building e carregamento atuante no primeiro piso.

de amortecimento de 15% para o 12 e o 32 modos.

Utilizando uma matriz de massa concentrada e utilizando a Eq. (4.8) para montar a

matriz de rigidez global, temos, para o sistema em questao:

100 1 -1 0
m=150x10kg | 0 1 0 e k=100x10° N/m | -1 3 -2
001 0 -2 5

Além disso, o carregamento do sistema é representado pelo vetor de carregamento:

p)={0 0 pt) }

Para o qual p(t) é a fungao mostrada graficamente na Figura 5.4b. Resolve-se a equagao
caracteristica do sistema, dada pela Eq. (4.12), e as freqiiéncias naturais sdo, com aprox-

imagao de quatro digitos decimais:

T
w = { 16,6488 39,1091 64,7557 }

Neste ponto, sdo obtidos também os vetores de modo utilizando a Eq. (4.13). J& a matriz
de amortecimento é obtida a partir da Eq. (4.33) considerando £ = 0, 15, w; = 16,6488 e

ws = 64, 7557. Levando ag e a; assim obtidos a Eq. (4.31), o resultado é, com aproximacao
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de quatro digitos decimais:

0,9645 —0,3685 0
c=1x10°Ns/m | —0,3685 1,7016 —0,7371
0 —0,7371  2,4386

Agora foi utilizado um intervelo de tempo At = 0,01 s para discretizar os primeiros
T, = 2 s do carregamento p(t), em um total de N = 200 pontos discretos de tempo. Pelo
método da superposi¢do modal, usa-se as Eqgs. (4.26) e (4.27) para desacoplar a equagao
matricial do movimento e gerar 3 equagoes de um grau de liberdade. Resolvendo cada

equagao utilizando a DFT, temos o resultado mostrado na Figura 5.5a.

Pode-se ver que os trés pisos tém condicoes iniciais nulas em ¢ = 0, indicando que o tempo

estendido 7T}, = 2 s foi adequado.

Agora as equagoes desacopladas sao resolvidas utilizando um tempo estendido 7, = 0,6 s
e com o mesmo valor At = 0,01 para o intervalo de discretizacao no tempo. As re-
spostas estacionarias, obtidas em um tempo de calculo comparativamente bem menor,
sao mostradas na Figura 5.5b, e indicam que a escolha de 7}, foi inadequada, pois as
respostas dos trés pisos tém condigoes iniciais nao-nulas, além de outras distorcoes, entre
as quais exemplos bastante visiveis estao nos deslocamentos mais exagerados dos pisos
(especialmente do terceiro, que é o superior) e na resposta do primeiro e segundo pisos

por volta de t = 0,1 s.

Finalmente, usa-se o método proposto por Veletsos e Ventura para correcao das respostas
transientes desse sistema MDOF. Um detalhe importante é que as equagoes desacopladas
dadas pela Eq. (4.26) tém resposta para o vetor de coordenadas modais Y (t). Como as
condigdes iniciais v(0) = 0 e v(0) = 0 correspondem as coordenadas modais Y () = 0 e

Y(t) = 0, a correcio deve ser feita sobre os Y, (t).

Utilizando a resposta corretiva em termos das fungoes transientes de resposta, os desloca-
mentos dos trés pisos sao mostrados na Figura 5.5¢c. Como se pode ver, as respostas dos

trés pisos sao muito similares as respostas obtidas com um tempo estendido adequado,

'Devido ao fato de que os vetores de modo sdo linearmente independentes.
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O Terceiro piso
X Segundo piso
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1,0+

054 ¢

O Terceiro piso
X Segundo piso
<& Primeiro piso

Figura 5.5: Respostas obtidas no shear building pelo método DFT utilizando 7, = 2 s,
T, = 0,6 s e fazendo a correcao proposta por Veletsos e Ventura com 7}, = 0,6 s.
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6 m

lpl(t) A lpl(t)

! 3 m

(a) (b)

Figura 5.6: Representacao do portico com carregamento e sua discretizagao em elementos
finitos.

mostradas na Figura 5.5a.

5.3 Poértico discretizado por elementos finitos

Analisemos agora o pértico mostrado na Figura 5.6a. Trata-se de um pértico com 6 m de
largura e 3 m de altura, com duas cargas pontuais atuando. Faz-se a discretizacao deste
em elementos finitos, como mostra a Figura 5.6b. Suas propriedades fisicas sao mostradas

na Tabela 5.1.

A matriz de rigidez do portico foi montada usando-se a Eq. 4.9, e foi criada uma matriz
de massa do tipo concentrada. Utilizou-se uma matriz de amortecimento proporcional,

com amortecimento de 1% para o 12 e 0 24° modos.

A fim de explorar o método da superposicao modal para carregamentos transientes, o

sistema foi resolvido para duas combinagoes de carregamentos py(t) e po(t), mostradas,

Tabela 5.1: Propriedades fisicas do pértico da Figura 5.6.

m = 238 kg/m massa por unidade de comprimento dos elementos.
A =0,0303 m? area da secao transversal dos elementos.
I, =0,000592 m* momento de inércia da secao transversal dos elementos, para um

eixo perpendicular ao plano do pértico, passando pelo centro de
gravidade da se¢ao transversal dos elementos.
E =205 GPa Modulo de elasticidade longitudinal do material dos elementos.
N =69 Numero de graus de liberdade do sistema.
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pi(t) (kN) pa(t) (kN)

2000+ 2000+

(s)

L t(s) — ¢
0,01 0,02 0,04 0,05 0,06
(a) (b)

Figura 5.7: Primeira combinacao de carregamentos analisada.
pi(t) (kN) pa(1) (kN)

2000 2000+

: : t(s) : t(s)
0,04 0,08 0,12 0,04 0,08 0,12

() (b)

Figura 5.8: Segunda combinag¢ao de carregamentos analisada.

respectivamente, nas Figuras 5.7 e 5.8.

Foi utilizado um intervalo de tempo At = 0,002 s, e os deslocamentos horizontal e vertical
do né central do pértico (né6 A da Figura 5.6b), calculados para o primeiro 0,4 s (ou seja,
para os primeiros 200 pontos) sdo mostradas na Figura 5.9. A Figura 5.9a mostra a
resposta a combinacao de carregamentos da Figura 5.7 e a Figura 5.9b, a resposta a

combinacao da Figura 5.8.
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O Deslocamento vertical
X Deslocamento horizontal

O Deslocamento vertical
X Deslocamento horizontal

(b)

Figura 5.9: Respostas do n6 central do pértico aos carregamentos das Figuras 5.7 e 5.8.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

H4& a necessidade de aprofundamento no estudo e desenvolvimento de procedimentos para
analise dinamica com eficiéncia maior que os usados tradicionalmente, visto que o niimero
de projetos desenvolvidos que envolvem avaliacoes dinamicas tem se tornado cada vez
maior. Além disso, raras sao as analises desenvolvidas no dominio da freqiiéncia, sendo
feitas em sua maioria apenas no dominio do tempo. Tendo em vista que ha sistemas
que tém propriedades fisicas dependentes da freqiiéncia, percebe-se que tal estudo tem

importancia apreciavel.

Este trabalho apresentou os métodos mais comumente utilizados para analise dinamica de
sistemas estruturais, tanto no dominio do tempo quanto no dominio da freqiiéncia, para

sistemas com um ou multiplos graus de liberdade.

Foi feita inicialmente uma minuciosa revisao sobre a transformada de Fourier, especial-
mente de suas propriedades com maior relevancia para o estudo de sistemas dinamicos.
Foi mostrado como a transformada de Fourier se torna uma importante ferramenta em
varios campos da ciéncia e em particular em andlise dinamica, gracas a sua capacidade
de “indentificar” freqiiéncias em sinais, como por exemplo em carregamentos. Seu célculo

numérico, a transformada discreta de Fourier, foi apresentado e o teorema da convolugao
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foi usado para mostrar a origem dos erros inerentes ao processo de discretizacao.

Apos uma exposicao da formulagao matematica para anélise dindmica de sistemas com um
grau de liberdade, foi apresentado o método descrito por Veletsos e Ventura[l3, 12] para
correcao da resposta estacionaria obtida pela DFT. Foi demonstrado como, dependendo
de fatores como o intervalo de discretizacao ou a escolha do tempo estendido, esta res-
posta pode diferir consideravelmente da resposta exata. Foi mostrado como a corregao
desta resposta pode ser feita em termos das fungoes unitarias transientes de resposta ou
das funcoes unitarias estacionarias de resposta. Nesse ultimo caso, além das expressoes
algébricas das func¢oes unitarias para o caso de amortecimento subcritico , foram derivadas
também as expressoes algébricas para os casos menos comuns de amortecimentos critico

e supercritico.

A alta eficiéncia deste algoritmo foi demonstrada através de exemplos numéricos, nos
quais a resposta obtida por DFT com um tempo estendido pequeno demais é corrigida
e comparada a resposta obtida com um tempo estendido adequado, além de comparada
também as respostas obtidas por outros métodos, como através da integral de Duhamel

ou pela ImFT.

Com relacao a sistemas com multiplos graus de liberdade, foi feita uma ampla discussao
sobre a formacao das matrizes de massa, rigidez e amortecimento. Particularmente so-
bre esta tultima, foi apresentada a matriz de amortecimento proporcional de Rayleigh,
e foi demonstrado como esta atende a uma condi¢ao necessaria para o desacoplamento
das equacoes modais de movimento. As identidades matematicas que demonstram as
propriedades de ortogonalidade da matriz de modo em relagao as matrizes de massa e
rigidez sao apresentadas, e é mostrada a aplicagao de tais propriedades ao método da
superposicao modal. E mostrado também como a normalidade (e, por conseqiiéncia, a
ortonormalidade) da matriz de modo tem aplicacdo na simplificagdo de célculos para a

solucao por computador de sistemas MDOF.

Por fim, foram desenvolvidos programas para o software MATLAB, para o célculo da
resposta de sistemas com um ou multiplos graus de liberdade, bem como para aplicagao
da correcao proposta por Veletsos e Ventura. Os cédigos-fonte dos programas sao apre-

sentados nos apéndices.
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6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

e Fazer comparacoes de tempos de processamento entre algoritmos, com e sem a
aplicagao de correcao, explorando possiveis melhores combinagoes de escolha de

tempo estendido e/ou intervalo de discretizagdo no tempo.

e Estudar e implementar programas para calculo de respostas de sistemas com outros

amortecimentos, como o do tipo nao-viscoso ou nao-proporcional.

e Avaliar as os efeitos de diferentes janelamentos na etapa de truncamento no tempo,

durante a discretizacao para o célculo da DFT.

e Estudar as varias propriedades da matriz e do procedimento da ImF'T. Esta pode ser
inteiramente determinada calculando-se somente sua primeira coluna, que € inclusive

a funcao de Green do problema.
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Apeéendice A

Demonstracoes matematicas

A.1 Série de Fourier da funcao cosseno

Pretende-se calcular os valores de A, e B, de acordo com as Eqgs. (2.4), para a fungao
genérica f(t) = Acos(wt), cujo periodo é Ty = 2w /w. Os limites de integragao das Egs.
(2.4) exigem que se determine um periodo 7" para a aplica¢do da série. Para que a série
resulte numa fungao idéntica a f(t), é preciso que T seja escolhido como um miltiplo
inteiro do perfodo de f(t), ou seja, que T = kTy = 2knw/w, sendo k € Z. A Figura A.1

ilustra esse fato.

f(t)=Acos(wi) o

SN N Y N N
SR =R =alan=ah

2T

w w w

Figura A.1: Os limites das integrais das Eqs. (2.4) para f(t) = Acos(wt) devem ser um
miltiplo inteiro do periodo de f(t).
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Calculando inicialmente A,,, a substituicao de f(¢) e T' na Eq. (2.4a) resulta em:

2 [T 27mnt
A, = T/ f(t) cos (T) dt

2k

Aw [o wnt
= —/ coswt cos (—) dt
km Jo k

Neste ponto, deixa-se de lado temporariamente o termo fora da integral, para recupera-lo

1 vé-se que:

mais a frente. Recorrendo-se a uma tabua de integrais,
sen(a — b)t  sen(a + b)t

20a=b)  2fatp) ¢

/ cosat cosbt dt =

Que, quando aplicada na resolugao da integral do problema, resulta em:

2km

w

{sen[(l —n/k)wt] N sen[(1 4+ n/k)wt] }
2(1 = n/k)w 2(1 +n/k)w

Agora, aplicando esta integral indefinida aos limites de integracao, fica:

sen[2km(1 —n/k)]  sen[2kmw(1 + n/k)]

20 = n/k)w 2 +n/kw Y
_ sen(2km — 2nm) | sen(2km + 2nT)
 2(1—n/k)w 2(1+n/k)w

Recupera-se o termo previamente retirado, cancela-se w e coloca-se 1/2 em evidéncia:

A Aw {sen(Zlm —2nm)  sen(2kw + 2717T):|

T | 20 —n/e 21+ n/Rw
A [sen(2km — 2nm) N sen(2km + 2nm)
- 2kn 1—n/k 1+n/k

Agora, os numeradores das duas fragoes podem ser expandidos usando as identidades:

sen(a —b) = sena cosb—senb cosa

sen(a+0b) = sena cosb+senb cosa

Apés expansao e simplificando, (lembrando que, como k é inteiro, sen(2k7) = 0 e cos(2k7) =

!Essa integral pode ser encontrada usando-se a identidade cos at cosbt = (cos(a + b)t + cos(a — b)t) /2.
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1), temos:

sen(2km — 2nmw) = sen(2km)cos(2nm) — sen(2n7) cos(2km) = — sen(2nm)

sen(2km + 2nm) = sen(2kw) cos(2nm) + sen(2nm) cos(2km) = sen(2n)

Finalmente, continuando:

A, =

Aw [ — sen(2nm) sen(2n) }
kr |2(1 —n/k)w  2(1+n/k)w
_ Asen(2nm) —1 1

B 2k (1—n/k+1+n/k)
_ Asen(2nm)  n/k

km 1 —n?/k?
__Asen(2nm) nk
B kr k2 —n?
Ansen(2n)
T (ke —n?) (8.1)

Agora calcularemos B,, de forma andloga. Substituindo f(¢) e 7' na Eq. (2.4b):

2 c+T 2 t
B, = T/c f(t)sen (WTH) dt
Aw [ (wnt)
= — coswt sen | — | dt
km J, k

Da mesma forma, remove-se temporariamente o termo fora da integral e, por consulta a

uma tabua de integrais,? sabe-se que:

cos(a —b)t  cos(a+b)t

2a—b)  20a+d) ¢

/ cosat senbt dt =

Aplicando na integral do problema:

2km

{cos[(l —n/k)wt]  cos[(1+ n/k)wt] } -
2(1 —n/k)w 2(1+n/kw

2Essa integral pode ser encontrada usando-se a identidade cos at senbt = (sen(a+b)t —sen(a —b)t)/2.
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Usando os limites de integracao, fica:

cos2km(1 —n/k)]  cos[2km(1+n/k)] 1 N 1
2(1 —n/k)w 2(1+n/k)w 21 —=n/k)w  2(1+n/k)w
1 — cos(2km — 2nm) 1 — cos(2km + 2nm)

T 20— T 2 tnjk)w

Recupera-se o termo previamente retirado, cancela-se w e coloca-se 1/2 em evidéncia:

B Aw [_ 1 —cos(2km —2nmw) 1 — cos(2km + 2n7r)}

T 2l —n/kw | 2(l+n/k)w
A [ 1—cos(2kr —2nm) 1— cos(2km + 2nm)
2km 1—n/k 1+n/k

Expande-se os cossenos usando as identidades:

cos(a —b) = cosa cosb+sena senb

cos(a+0b) = cosa cosb—sena senb

Como k é inteiro, sen(2km) = 0 e cos(2km) = 1, e apds a expansao:

cos(2km — 2nm) = cos(2km) cos(2nm) + sen(2km) sen(2nm) = cos(2n)

cos(2km + 2nm) = cos(2k7) cos(2nm) — sen(2k7) sen(2nm) = cos(2nm)

Continuando, e com o uso da identidade 1 — cos 2a = 2sen? a, fica:

5 A [_ 1 —cos(2nm) 11— cos(zm)}

er | 1=n/k | 1+n/k
A [ 2sen’(nm)  2sen’(nr)
kr | 1—n/k " 1+4njk

Que, por fim, resulta em:

B — Asen?(nm) ( -1 N 1 )
km 1—n/k  1+n/k

2Asen*(nmt)  n/k

 kr 1—n2/k?
2Asen®(nw) nk

a km k? — n?
2 An sen?(nr)

n(k2 —n?)

(A.2)
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A, B,
N\ 4] /i\ /
| \
\
PN aN T N A N 0
4 N NS4 1 U2 3 4

Figura A.2: No calculo da série de Fourier para f(t) = Acos(wt), A, e B, sdo nulos para
todo n € Z, exceto para n = +1, em que A, = +A.

E interessante notar que as Egs. (A.1) e (A.2) sio definidas para todos os valores de
n, exceto para n = k, que, como se pode ver na Figura A.l, representa justamente
o harmonico que identifica a freqiiéncia de f(t). Isso pode parecer incoerente, mas os
limites de A,, e B, quando n — k sao definidos, ou seja:

lim A, = A e lim B, =0

n—k n—k

Para ilustrar esse fato, na figura A.2, é mostrado o gréfico de A, e B,, em funcao de n,
para o caso k = 1. Nota-se que, apesar de ambas as func¢oes oscilarem muito, para os
valores inteiros de n, ambas valem sempre zero, exceto A, para n = k = 1. Para outros
valores de k, o grafico tém a mesma forma, porém, a curva de A,, tem os dois maximos

quando n coincide com k.

A.2 Série de Fourier da funcao seno

A expansao em série de Fourier da sendide genérica f(t) = Asen(wt) é extremamente
semelhante a demonstragao do Apéndice A.1. Da mesma forma, ao aplicar as Eqs. (2.4),
um valor para o periodo T' devera ser adequadamente escolhido para que a série resulte
numa funcao idéntica a f(t), e para isso, 1" devera ser igual a um miltiplo inteiro do

periodo de f(t), ou seja, T' = 2k7/w, em que k € Z. Isso estd mostrado na Figura A.3.

Nesse caso, os passos seguidos na aplicacao da Eq. (2.4a) para encontrar A,, sdo andlogos

aos seguidos para encontrar o valor de B, na Eq. (A.2), com a diferenca que alguns
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fl)=Asen(wt) o

SN T
) NZ I NG 5 B N

™ T =

w w w

Figura A.3: Os limites das integrais das Eqs. (2.4) para f(t) = Asen(wt) devem ser um
multiplo inteiro do periodo de f(t).

valores positivos se tornam negativos e a integral a ser utilizada é:

_cos(a—b)t  cos(a+b)t
2(a —b) 2(a+ )

/sen at cosbt dt = +C

O resultado encontrado sera:
_ 2Aksen®(nm)

A= = (A.3)

Para encontrar B,,, a demonstracao é anédloga a utilizada para encontrar A, na Eq. (A.1),

também com a diferenca de que ha a troca de alguns sinais e que a integral utilizada é:

sen(a —b)t  sen(a +b)t

2a—b)  2ath) ¢

/sen at senbt dt =

Com isso, encontra-se:

_ Aksen(2nm)

B, =
7(k? — n?)

(A.4)
Nas Eqgs. (A.3) e (A.4), A, e B, também sao indefinidos para n = k. Entretanto, seus

limites quando n — k existem, e valem:

lim A, =0 e lim B, = A

n—k n—k

Na Figura A.4, esta plotado o grafico de A,, e B, em fun¢ao de n, para k = 1, e nela é

possivel verificar esse fato com clareza.



A.3 Funcao delta de Dirac 118

-A

) 3 \ /1 i ) 3 A
|
|

Figura A.4: No cédlculo da série de Fourier para f(t) = Asen(wt), A, e B, sao nulos para
todo n € Z, exceto para n = +1, em que B, = +A.

A.3 Funcao delta de Dirac

Também conhecida por fun¢ao delta ou fun¢do impulso unitdrio e representada por §(t),
¢ uma funcao abstrata cujo valor é nulo para todo ¢ exceto em ¢t = 0, onde tem valor
infinito, de modo que sua integral total é 1. Em outras palavras, representa um pico

infinitamente grande que cerca uma &area unitaria. Matematicamente, é definida por:

d(t) =0, set#0
0 (A.5)
/ S(t)dt = 1

Em célculo avancado, a funcao delta faz parte de um grupo de fungoes chamadas de
funcoes generalizdas e, rigorosamente falando, nao é uma funcao, e sim uma distribuicao.
De fato, ndo ha uma fungao elementar que satisfaga as Eqs. (A.5). Entretanto, muitas

funcoes podem apresentar esse comportamento em situagoes envolvendo limites.

Uma das mais simples dessas é, por exemplo, uma fungao d(t) definida por:

i, see<t < —e
d(t) = (A.6)

0, set<—cout>e

Nota-se que, a medida em que € se aproxima de zero, o valor de d(0) se aproxima de +oc0.
Além disso, a drea abaixo do gréfico de d(t) é sempre igual a 1, independentemente do
valor de €. Assim:

lim d(t) = (t)

e—0

Uma das propiedades mais tteis da funcao delta é que, para uma fungao genérica h(t),
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temos:

/ T RS ()t = h(0) (A7)

E isso sera provado para a funcao delta substituindo-a por d(¢), mas também é valido
substituindo-a por qualquer fungao que se comporte como definido pelas Egs. (A.5) em

situagoes limites. Continuando:

/oo h(t)d()dt = / h(t)%dt L [ har (A3)

—00 —€ 2e —€

Vale lembrar que os limites das integrais se tornaram —e e € por causa da definicao dada

pelas Eqgs. (A.6).

Para continuar a partir deste ponto, é necessario relembrar o teorema do valor médio para
integrais definidas. Este teorema diz que, para uma fun¢ao continua h(t) definida num

intervalo [a, b, existe z € (a,b) tal que:

/ b h(t)dt = h(z)(b — a)

O ponto importante do teorema é o fato de que z é um valor dentro dos limites do intervalo
de integracao, ou seja, entre a e b. Aplicando o teorema na Eq. (A.8), temos:
1 [ 1

%/ h(t)dt = gh(Z)[e — (=€) = h(z) (A.9)

A demonstracao até agora é valida para a funcao d(t). Entretanto, para provar a pro-
priedade dada pela Eq. (A.7), devemos observar o comportamento desta no limite em que
e — 0. Nesse limite, temos que o intervalo de integragao da equagao (A.8) se “fecha” em
torno de zero. De acordo com o teorema do valor médio, z esta dentro desse intervalo,
isso faz, no limite, o valor valor encontrado h(z) convergir para h(0), provando assim a

propriedade dada pela Eq. (A.7).
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A.4 Transformada de Fourier da funcao cosseno

Varios artificios podem ser aplicados para se chegar a essa resposta analiticamente, e um
deles faz uso de uma propriedade a qual se pode chegar calculando-se, primeiramente, a
transformada inversa de Fourier da fung¢ao d(w), que, partindo-se da Eq. (2.2), é calculada

por:
1 [~ ,
—/ S(w)e*tdw (A.10)
™ —00
Agora, observando a propriedade dada pela Eq. (A.7), vemos que, se trocarmos a variavel
independente ¢ por w e fizermos h(w) = ™!, esta integral se torna idéntica a da Eq.
(A.10). Aplicando a propriedade e continuando, temos:

% (W) h(w)dw = ——h(0) = S0 = =

Ora, se a transformada inversa de Fourier de 6(w) ¢ 5=, entdo a transformada direta de

% é igual a J(w), ou seja, a partir da Eq. (2.1), temos:

> ]' —twt . :
/_Oo(%)e dt = §(w) , € assim
/ g = 2ms(w) (A1)

Essa propriedade nos permitira encontrar a transformada direta de Fourier de uma cossendide

genérica dada por A cos(Bt), juntamente com a identidade trigonométrica:
eix + e—i:p

COST =

Assim:

/ Acos(Bt)e ™'dt = A/ cos(Bt)e™ “'dt

oo iBt —iBt
~ A / e A e g
s 2
— é * 'LBt fzwt elet 71wt)dt
2 )
_ g oo —ztw Bdt+_/ 77/7& erB
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Por fim, utilizando a Eq. (A.11), fica:

> : A A
/ Acos(Bt)e ™tdt = 527r5(w — B) + 527r5(w + B)

= And(w— B)+ And(w + B)

A.5 Transformada de Fourier da funcao seno

Age-se de modo andlogo ao utilizado para encontrar a transformada direta da funcao

cosseno. No entando, a identidade trigonométrica que sera utilizada ¢é a seguinte:

eia: _ e—i:v
Senxr = -
21

Portanto, partindo-se de uma sendide genérica Asen(Bt) e da Eq. (2.1), temos:

/ Asen(Bt)e ™ ™'dt = A/ sen(Bt)e “dt

oo iBt _ ,—iBt
= A / e
oo 21
A [ . . . .
— 2_ <€1Btefzwt o e*'LBtefzwt>dt
tJ
2t J_o 2t J_o

Apés utilizar a Eq. (A.11):

/ Asen(Bt)e ™“'dt = ;27T5(w — B) — ;271’(5(&) + B)
o i i

A

= T(S(u) — B) — %(5@) + B)

Agora, lembrando que 1/i = —1, fica:

/ Asen(Bt)e ™'dt = Arid(w + B) — Arié(w — B)

(e 9]



122

Apeéendice B

Programas para Matlab

Foram desenvolvidas rotinas para encontrar a resposta de sistemas SDOF (pelos métodos
da integral de Duhamel, transformada discreta de Fourier e transformada implicita de
Fourier) e de sistemas MDOF (pelo método da superposi¢ao modal) quando sujeitos
a carregamentos. Essas rotinas foram desenvolvidas na linguagem de programacao do
software de calculo numérico MATLAB. Para organizar as rotinas em mddulos, admite-se

que os programas estejam em diretérios que obedecem a estrutura da Tabela B.1.

Todos os diretorios deverao ter os arquivos principais e os arquivos secundarios. Os
principais efetuam os calculos necessarios para encontrar a resposta e sao especificos para
cada rotina, e estao listados a seguir. Os secundarios servem para alimentar os principais
com os dados do problema, e devem ser editados conforme o problema que se deseja

resolver, desde que cumpram suas funcoes.

Na Tabela B.3 sao apresentados os significados das varidveis utilizadas nos programas.
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Tabela B.1: Estrutura de organizagao dos programas desenvolvidos.

Diretoério Arquivos principais Arquivos secundarios

Duhamel resposta.m carregamck.m
carregatp.m
carregacondicoesiniciais.m

DFT resposta.m carregamck.m
omegabarra.m carregatp.m
H.m

ImFT resposta.m carregamck.m
omegabarra.m carregatp.m

carregaS.m
CorrecaoT correcao.m
carregagh.m
CorrecaoE correcao.m
carregagh.m

MDOF resposta.m carregatp.m

Tabela B.2: Funcoes dos arquivos secundarios.

Arquivo Funcao
carregamck.m Dar valores as variaveis m, ¢ e k.
carregatp.m Nos programas para solugao de sistemas SDOF, dar

valores aos vetores t e p. No programa para solugao
de sistemas MDOF, dar valores ao vetor t e a matriz
p-

carregacondicoesiniciais.m Dar valores as variaveis vO e vOlinha.

carregaS.m Dar um valor a variavel S.
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Tabela B.3: Significados das principais variaveis utilizadas nos programas.

Variavel Significado

ii V-1

m Massa do sistema SDOF.

c Amortecimento do sistema SDOF.

k Rigidez do sistema SDOF.

t Vetor-linha contendo os tempos discretos do carregamento e de avaliacao
da resposta.

P Nos programas para solucao de sistemas SDOF, é um vetor-linha com
os valores discretos de carregamento nos tempos indicados por t. No
programa para solugao de sistemas MDOF, é uma matriz retangular cujas
colunas indicam os valores dos carregamentos para cada tempo discreto
indicado por t. Portanto, o niimero de colunas ¢ igual ao nimero de
tempos discretos e o nimero de linhas é igual ao niimero de graus de
liberdade.

P Vetor-linha contendo a tranformada discreta de Fourier do carregamento
em p para sistemas SDOF.

v Nos programas para solucao de sistemas SDOF, é um vetor-linha con-
tendo a resposta do sistema nos tempos indicados por t. No programa
para solucao de sistemas MDOF, é uma matriz retangular cujas colunas
indicam os valores da resposta para cada tempo discreto indicado por t.

v Vetor-linha contendo a tranformada discreta de Fourier da resposta em
v para sistemas SDOF.

v0 Deslocamento inicial do sistema SDOF.

vOlinha Velocidade inicial do sistema SDOF.

S Numero de pontos de avaliacao da resposta pelo método da ImFT.

N Numero de tempos discretos do carregamento e de avaliagao da resposta.

deltat Intervalo At entre tempos discretos.

deltaomega Intervalo Aw entre freqiiéncias discretas.

omega Freqiiéncia natural de vibragao w do sistema SDOF.

csi Taxa de amortecimento £ do sistema SDOF.

omegaD Freqiiéncia natural de vibragao do sistema SDOF amortecido wp.

mm Matriz de massa do sistema MDOF.

cc Matriz de amortecimento do sistema MDOF.

kk Matriz de rigidez do sistema MDOF.

OMEGA Vetor-coluna de freqiiéncias naturais do sistema MDOF.

nn Numero de graus de liberdade do sistema MDOF.

fi Matriz de modos de vibracao ®.

MG Vetor-coluna de massas generalizadas M,,.

KG Vetor-coluna de rigidezes generalizadas K.

CSI Taxa de amortecimento conhecido para avaliagao do amortecimento pro-
porcional em cc.

modo Vetor-linha com dois elementos contendo os modos do sistema MDOF
com amortecimento conhecido dado por CSI.

CSIG Vetor-coluna de taxas de amortecimento generalizadas.

PG Vetor-coluna de carregamentos generalizados P, (t).
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B.1 Integral de Duhamel

Programa resposta.m:

% Para rodar, este programa assume que as seguintes varidveis j& est8o carregadas:
% m,c,k,v0,vlinha0,deltat,p,t

% Isso se faz executando previamente os seguintes programas:

% carregamck

% carregacondicoesiniciais

% carregatp

clear n
[n,x]=size(p);
clear x

clear omega ccrit csi omegaD
omega=sqrt (k/m) ;
ccrit=2*m*omega;
csi=c/ccrit;
omegaD=omega*sqrt (1-csi~2);

clear A B
A(1)=deltat/(2*m*omegaD)*p (1) *cos (omegaD*t (1) ) *exp(-csi*omega*deltat) ;
B(1)=deltat/(2*m*omegaD)*p (1) *sin (omegaD*t (1) )*exp(-csi*omega*deltat) ;

for i=2:n
A(i)=A(i-1)*exp(-csi*omegaxdeltat)+deltat/(2*m*xomegaD)* (p(i-1)*cos(omegaD*t (i-1))*

exp(-csi*omegaxdeltat)+p(i)*cos(omegaD*t(i)));
B(i)=B(i-1)*exp(-csi*omega*deltat)+deltat/ (2*m*omegaD)*(p(i-1)*sin(omegaD*t (i-1))*

exp(-csi*omega*deltat)+p(i)*sin(omegaD*t(i)));

end

clear v
for i=1:n
v(i)=A(i)*sin(omegaD*t (i))-B(i)*cos(omegaD*t(i));
v(i)=v(i)+(vO*cos (omegaD*t (i))+(vlinhaO+vO*csi*omega)/omegaD*sin(omegaD*t (i)))*exp
(-csixomegaxt(i));
end

plot(t,v,’r-’);

B.2 Transformada discreta de Fourier

Programa resposta.m:

% Para rodar, este programa assume que as seguintes varidveis ja est8o carregadas:
% m,c,k,deltat,p,t

% Isso se faz executando previamente os seguintes programas:

% carregamck

% carregatp
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clear ii N deltaomega
ii=sqrt(-1);
[N,x]=size(p);

clear x
deltaomega=2+*pi/N/deltat;

clear P V H
for j=1:N
P(j)=0;
for i=1:N
P(j)=P(§)+p(i)*exp(-ii*2*pi*(i-1)*(j-1)/N);
end
WF(§)=F(j)/n;
P(j)=deltat*P(j);
V(j)=H(omegabarra(j,deltaomega,N),k,m,c)*P(j);
end
P=P’;
V=V’

clear v
for i=1:N
v(i)=0;
for j=1:N
v(1)=v(i)+V(j) *exp(ii*2*pi* (i-1)*(j-1)/N);
end
v(i)=v(i)*deltaomega/ (2*pi) ;
end
v=real(v’);

clear temp
temp (1)=v(1);
for i=2:N
temp (1)=v(N-(i-2));
end
v=temp’;
clear temp

plot(t,v,’r-x’);
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Programa omegabarra.m:

function x=omegabarra(n,deltaomega,N)
if n-1<N/2
x=(n-1)*deltaomega;
else
x=-(N-(n-1))*deltaomega;
end

Programa H.m:

function x=H(omegan,k,m,c)
x=1/(k-m*xomegan~2+sqrt (-1) *c*omegan) ;
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B.3 Transformada implicita de Fourier

Programa resposta.m:

% Para rodar, este programa assume que as seguintes varidveis j& est8o carregadas:
% m,c,k,deltat,p,t,S

% Isso se faz executando previamente os seguintes programas:

% carregamck

% carregatp

% carregaS

clear ii N deltaomega
ii=sqrt(-1);
[N,x]=size(p);

clear x
deltaomega=2*pi/N/deltat;

%====== Reduz o vetor p a S elementos
clear temp
for i=1:S
temp (1)=p(i);
end
clear p
p=temp;
clear temp

clear W q

W=exp (2*pi*ii/N) ;

for i=1:N;
q(1)=w~(i-1);

end

%====== Criag8o do vetor H

%====== (E a diagonal da matriz H)

clear H

H(1)=1/k;

for i=2:N/2+1
H(i)=1/(-omegabarra(i,deltaomega,N) "2*m+k+ii*omegabarra(i,deltaomega,N)*c);
H(N-i+2)=conj(H(i));

end

clear r

for i=1:S
r(i)=0;
for j=1:N;
r(1)=r(1)+H(j) *q(rem((i-1)*(j-1) ,N)+1);
end

%====== Calculo da resposta
clear v
for i=1:S

v(i)=0;
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for j=1:i
v(i)=v(i)+real(r(i-j+1)*p(j));
end
end

Y====== Reduz o vetor t a S elementos
clear temp
for i=1:S
temp (i)=t(1);
end
clear t
t=temp;
clear temp

%====== Exibi¢8o da resposta em grafico
plot(t,v);

Programa carregaS.m:

clear S
S=160;

B.4 Correcao transiente

Programa correcao.m:

% Para rodar, este programa assume que as seguintes varidveis ja est8o carregadas:
% m,c,k,v0,vlinha0,deltat,t,v,N
% Isso se faz executando previamente qualquer um dos programas de solugdo de sistemas SDOF.

carregagh

clear yO ylinhaO

yo=v(1);
ylinhaO=(v(2)-v(1))/deltat;
clear a b

a=v0-y0;

b=vlinhaO-ylinhaO;
v=v+axg+bxh;
plot(t,v,’r-’);

Programa carregagh.m:

clear omega csi omegaD
omega=sqrt (k/m) ;
csi=c/(2*m*omega) ;
omegaD=omega*sqrt (1-csi~2);
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clear g h

for i=1:N
g(i)=(cos(omegaD*t (i) )+csi*omega/omegaD*sin(omegaD*t (i)))*exp(-csi*omega*t(i));
h(i)=(1/omegaD*sin(omegaD*t (i)))*exp(-csi*omega*t(i));

end

g=g’;
h=h’;

>

B.5 Meétodo da superposicao modal

Programa resposta.m:

clear

f======== Exemplo do shear-building de 3 pavimentos (retirar apenas um simbolo de "%")
% Para rodar, este programa assume que as seguintes varidveis j& est8o carregadas:

% mm,kk,CSI,modo,deltat,pp,t,S

% Isso se faz executando previamente os seguintes programas:

% carregamck

% carregatp

% carregaS

% Calcula o vetor de freqiiéncias naturais do sistema,
% armazenando em OMEGA.
OMEGA=sqrt (eig(kk*inv (mm))) ;

% Extrai o nimero de graus de liberdade.
[nn,aux]=size (OMEGA) ;
clear aux;

% Encontra os nn vetores dos modos naturais de vibragio
% do sistema, armazenando na matriz fi.
for i=1:nn
E=kk-0MEGA (i) ~2*mm;
for y=1:nn-1
for x=1:nn-1
E00(y,x)=E(y+1,x+1);
end
EO01(y,1)=E(y+1,1);
end
vOn=-inv (E00) *E01;

fi(1,i)=1;
for j=1:nn-1
fi(j+1,1)=von(j);
end
end

fi=real (fi);

% Calcula o vetor de massas generalizadas.
MG=fi’*mm*fi*ones(nn,1);
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% Calcula o vetor de rigidezes generalizadas.
KG=MG.*0OMEGA . "2;

% Calcula a matriz de amortecimento proprocional de Rayleigh.
A=2xCSI/(OMEGA (modo (1) )+0MEGA (modo (2))) * [OMEGA (modo (1)) *OMEGA (modo (2)) 11;
cc=A (1) *mm+A (2) *kk;

% Calcula o vetor de amortecimentos generalizados.
CSIG=fi’*cc*fi*xones(nn,1)/2./MG./0MEGA;

% Calcula o vetor de carregamentos generalizados.
PG=£f1i’*pp;

% Calcula a resposta de cada um dos n sistemas desacoplados
% de 1 grau de liberdade, armazenando cada resposta numa
% coluna da matriz YY. As respostas s8o vetores de coordenadas
% normais. A matriz YY serad retangular, e cada coluna esta
% associada a um tempo.
[aux,nl=size (PG) ;
clear aux
cd ..
cd ’Duhamel’
for z=1:nn

% Prepara as varidveis necessdrias para a solugdo do z-ésimo sistema de 1 grau de liberdade.

m=1;

c=2*CSIG(z)*0OMEGA(z) ;

k=0MEGA (z) ~2;

v0=0;

v1inha0O=0;

deltat=0.01;

clear p

for i=1:n

p(i1)=PG(z,1i);

end

p=p’/MG(z);

% Encontra a resposta.

resposta

%cd . .\’CorrecaoT’

hcorrecao

%cd . .\’Duhamel’

pause

% Armazena a resposta em YY.

for i=1:n

YY(z,i)=v(i);

end
end
cd ..
cd ’MDOF’

% Multiplica as matrizes YY e fi’, efetivamente multiplicando
% as coordenadas normais pelos vetores de forma, obtendo

% os vetores de resposta reais, com os deslocamentos em

% fung8o do tempo. O resultado é a matriz V, que é

% retangular, e tem a mesma "estrutura" de YY.

V=£ix*xYY;
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