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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

IMPLEMENTAÇÃO EM PARALELO DO MÉTODO DE ARNOLDI/LANCZOS

COM REINÍCIO IMPLÍCITO

George Oliveira Ainsworth Jr.

Março/2009

Orientadores: Carlos Magluta

Fernando Luiz Bastos Ribeiro

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho apresenta uma implementação em paralelo do método de Ar-

noldi/Lanczos com reinício implícito para a solução de problemas de autovalor dis-

cretizados pelo método dos elementos finitos. O método de Arnoldi/Lanczos utiliza

um esquema de reinício implícito para melhorar a convergência da faixa do espec-

tro desejada, controlando a ortogonalidade da base do subespaço de Krylov. A

implementação é voltada para arquiteturas de memória distribuída, visando a uti-

lização de clusters de pc’s. Na solução em paralelo empregou-se uma estratégia de

subdomínio por subdomínio e dois tipos de particionamentos de malha são utili-

zados: particionamento sem sobreposição e particionamento com sobreposição de

domínios. Para o armazenamento dos coeficientes foi utilizado estruturas de dados

comprimidas no formato CSRC e CSRC/CSR. Discute-se a paralelização das opera-

ções de álgebra linear computacional presentes nos métodos baseados no subespaço

de Krylov e no esquema de reinício implícito. Para comprovar a eficiência e aplica-

bilidade da implementação, mostram-se exemplos numéricos envolvendo problemas

simétricos e não-simétricos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

PARALLEL IMPLEMENTATION OF THE IMPLICITLY RESTARTED

ARNOLDI/LANCZOS METHOD

George Oliveira Ainsworth Jr.

March/2009

Advisors: Carlos Magluta

Fernando Luiz Bastos Ribeiro

Department: Civil Engineering

This work presents a parallel implementation of the implicitly restarted

Arnoldi/Lanczos method for the solution of eigenproblems approximated by the

finite element method. The implicitly restarted Arnoldi/Lanczos uses a restart

scheme in order to improve the convergence of the desired portion of the spectrum,

maintaining the orthogonality of the Krylov basis. The presented implementation

is suitable to be used in distributed memory architectures, specially pc’s clusters.

In the parallel solution, the subdomain by subdomain approach was implemented

and overlapping and non-overlapping mesh partitions were used. Compressed data

structures in the formats CSRC and CSRC/CSR were used to store the global ma-

trices coefficients. The parallelization of the operations of numerical linear algebra

presented in both Krylov and implicitly restarted methods are discussed. In order

to point out the efficiency and applicability of the proposed algorithms, numerical

examples are shown.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Motivação e relevância

Diversas aplicações científicas são modeladas através de problemas de autovalor

generalizado do tipo:

Ax = λBx (1.1)

onde A , B ∈ Cn×n, λ é o autovalor e x 6= 0 é o autovetor. Quando B = I (Matriz

Identidade), o problema de autovalor é chamado de problema padrão.

Dentre as áreas que possuem aplicações onde autovalores e autovetores precisam

ser calculados, podem-se citar: vibrações de sistemas mecânicos, macro-economia,

física quântica, técnicas de cadeia de Markov, reações químicas, estabilidade em

hidrodinâmica [2, 3], ranqueamento de páginas de internet [4]. Essas aplicações dão

origem a problemas com características distintas no que se refere a simetria e ao

tipo do problema, padrão ou generalizado.

Desde Jacobi que em 1846 propôs, apesar de não conhecer a notação matricial,

o primeiro algoritmo para cálculo de autovalores e autovetores de problemas auto-

adjuntos [5], vários métodos têm sido propostos. A maioria desses métodos baseiam-

se num procedimento de Rayleigh-Ritz do tipo:

1



Algoritmo 1.1 Algoritmo do método de Rayleigh-Ritz para Ax = λx

1: Calcule uma matriz ortonormal V cujas colunas gerem o subespaço S de dimen-

são k

2: Calcule a projeção de ordem k × k de A em S: T = V TAV

3: Resolva Ty = θy

4: θ = λ e x = V y

São exemplos desses métodos: iteração por subespaços [6, 7, 8], que é um método

muito difundido na análise estrutural, o método de Jacobi-Davidson [9, 10, 11].

Particularmente, quando o subespaço S é um subespaço de Krylov, gerado pela

base:

{
v1, Av1, A

2v1, · · · , Ak−1v1
}

(1.2)

onde, v1 6= 0, é um vetor arbitrário, k é a ordem do subespaço, e uma projeção

ortogonal (condição de Galerkin) é utilizada para calcular V , o algoritmo (1.1) dá

origem aos métodos de Arnoldi [12] e Lanczos simétrico [13]. Quando no passo 2 do

Algoritmo (1.1) é utilizada uma projeção oblíqua (condição de Petrov-Galerkin), o

método resultante é a versão não simétrica do método de Lanczos.

Estes métodos são bastante adequados quando a quantidade de autovalo-

res/autovetores relevantes na análise é muito menor que a ordem n do sistema de

equações original. Este é o caso dos problemas físicos que ocorrem em Engenharia.

Pacotes de domínio público como ARPACK [14], Anasazi [15] e SLEPc [16], entre

outros, ajudaram a popularizar os métodos de Arnoldi e Lanczos.

A complexidade dos problemas da engenharia moderna requer a modelagem de

problemas físicos com alto grau de discretização, envolvendo sistemas da ordem de

milhões e até dezenas de milhões de equações. Tornam-se necessários, portanto, o

desenvolvimento de algoritmos eficientes e o emprego de supercomputadores para

viabilizar a solução destes problemas. Nas últimas décadas, com a redução do custo

dos computadores pessoais (PC’s) e a difusão da tecnologia de rede local de compu-

tadores, os clusters de PC’s têm tomado conta do cenário que antes era dominado

2



pelos supercomputadores de processamento paralelo massivo (da sigla em inglês

MPP - massive parallel processing) e multiprocessamento simétrico (da sigla em

inglês SMP - symmetric multiprocessing), como mostra o gráfico da figura (1.1) :

1998 2000 2002 2004 2006 2008
Ano

0

20

40

60

80

100
%

 d
os

 to
p 

50
0

SMP
Clusters
MPP

Figura 1.1: Participação das arquiteturas SMP, MPP e cluster no top 500 super-

computadores - fonte: top500 website [1]

Métodos baseados no subespaço de Krylov, por sua característica iterativa, têm

se mostrado como uma excelente opção no que se refere à paralelização. Por se

basearem em operações algébricas simples envolvendo os três níveis de operações da

BLAS (Basic Linear Algebra Set - conjunto básico de álgebra linear) [17, 18, 19] sua

paralelização é bastante fácil. Em arquiteturas de memória distribuída, os métodos

de Lanczos e Arnoldi podem ser implementados, quando há um domínio associado

ao problema, em esquemas de decomposição de domínio [20, 21, 22]. Alternativa-

mente, pode-se empregar técnicas de subdomínio por subdomínio (para a solução

de sistemas de equações lineares: [23, 24, 25]). No caso de não haver uma malha

associada, métodos de particionamento de grafos de matrizes, tais como particiona-

mentos 1d ou 2d [26] podem ser usados, inclusive em pacotes de domínio público

como PARPACK e SLEPc.
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1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo a implementação em paralelo do método de Ar-

noldi/Lanczos com reinício implícito para a solução de problemas de autovalor gene-

ralizado discretizados pelo método dos elementos finitos. A implementação é voltada

a arquiteturas de memória distribuída, visando, principalmente, a utilização de clus-

ters de pc’s. Na solução do problema de autovalor em paralelo, adotou-se, de maneira

inédita, a estratégia de subdomínio por subdomínio e o emprego de estruturas de

dados comprimidas.

Os algoritmos implementados permitem um tratamento geral de problemas si-

métricos e não-simétricos, abrangendo uma vasta gama de problemas da engenharia

moderna que devido à complexos modelos físicos e geométricos requerem discreti-

zações com número de incógnitas de ordem superior a 106. O esquema de reinício

implícito utilizado é o mais eficiente e estável método empregado para reiniciar a fa-

toração de Arnoldi/Lanczos, evitando o aumento do número de passos da fatoração

e os problemas decorrentes desse aumento. Apresenta-se também a paralelização

do esquema de de reortogonalização proposto por Daniel et al. [27] que é um algo-

ritmo que combina eficiência computacional e precisão. Para o armazenamento dos

coeficientes derivados da aproximação de elementos finitos, empregam-se estruturas

de dados comprimidas para alto desempenho nos formatos CSRC e CSRC/CSR. O

primeiro para blocos quadrados de matrizes e o segundo para blocos retangulares,

como seá visto no capítulo 3. O modelo de comunicação adotado [24, 23] é baseado

no protocolo MPI [28] de troca de mensagens, tratando-se de um esquema ótimo,

no sentido que não há comunicação desnecessária entre processos adjacentes.

1.3 Revisão bibliográfica

Os trabalhos pioneiros, ainda nos anos cinquenta de Lanczos [13] e Arnoldi [12]

lançaram os fundamentos básicos dos métodos baseados no subespaço de Krylov.

Esses trabalhos descreviam processos de projeção de uma matriz no subespaço de
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Krylov, onde a matriz resultante era de ordem menor do que o sistema original. Ao

final do processo, os autovalores eram calculados via método da bisseção aplicado

ao polinômio característico da matriz projetada.

Em termos práticos, esses algoritmos não tiveram grande aplicabilidade, pois em

muitas aplicações, os autovalores relevantes na análise aparecem fora de ordem e

por isso uma grande quantidade de passos precisam ser computados implicando em

perda de ortogonalidade dos vetores da base do subespaço. A perda de ortogona-

lidade está associada a erros de truncamento e, principalmente, segundo Wilkinson

[29], a convergência dos valores de Ritz (isso é facilmente demonstrado através de

um argumento simples como será mostrado no capítulo 2). Paige [30], quase vinte

anos após Lanczos e Arnoldi, propôs o uso de processos de reortogonalização uti-

lizando os autovetores dos passos já computados. Um aspecto que deve ser levado

em conta nesta metodologia é que os autovetores podem não estar suficientemente

aproximados. Como alternativa, Daniel e outros propuseram uma técnica [27] que

usa os vetores da base já computados, corrigindo a falta de ortogonalidade.

Além do problema de ortogonalidade, a quantidade de passos a serem calculados

ainda era um empecilho ao desenvolvimento dos métodos de Arnoldi e Lanczos. O

custo de armazenamento dos vetores da base do subespaço de Krylov eram proibi-

tivos, principalmente numa época onde os computadores não dispunham de muita

memória. Com o entendimento das propriedades do subespaço de Krylov e sua re-

lação com a minização de ||p(A)v||2 (Ederlyi, [31]), Manteuffel [32] foi o primeiro a

usar técnicas de aceleração polinomial na solução de sistemas de equações algébri-

cas. Saad [33], baseando-se nessas técnicas, propôs um algoritmo iterativo baseado

no método de Arnoldi, onde a iteração era reiniciada através de um vetor de partida

pré-condicionado por um polinômio de Tchebychev ou um polinômio formado por

uma combinação linear dos vetores de Ritz associados aos valores de Ritz da porção

desejada do espectro. Essas técnicas de reinício (reinício explícito) possibilitaram

manter o número de passos da fatoração de Arnoldi/Lanczos num tamanho pequeno,

ao mesmo tempo que a contribuição dos autovetores desejados na aproximação era
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incrementada. Ainda nos anos 80, foram publicados importantes trabalhos sobre

transformação espectral, cujo objetivo é a melhoria da convergência dos autovalores

e autovetores. Vale destacar Ericsson e Ruhe [34] e Nour-Omid e outros [35].

Sorensen [36], por sua vez, sugeriu que ao invés de reiniciar a iteração com os

polinômios sugeridos por Saad, poderia-se usar uma combinação da fatoração de

Arnoldi/Lanczos em k passos (para k � que a ordem do sistema) com o implicitly

shifted QR [37, 38]. A combinação desses dois algoritmos dá origem ao método de

Arnoldi/Lanczos com reinício implícito. Lehoucq [39] analisou e propôs a primeira

implementação desse algoritmo em 1995 que posteriormente deu origem ao ARPACK

[14]. O próprio Lehoucq [40, 41] fez estudos importantes sobre o comportamento de

convergência do método de Arnoldi e sua relação com a iteração por subespaços.

Na COPPE, alguns trabalhos sobre o algoritmos de Lanczos foram realizados

ainda na década de 80. Vale destacar os trabalhos Marques [8, 42] que estudaram as

versões do método de Lanczos por blocos, baseando-se em Cullumm e Donath [43].

Métodos por blocos são bastante adequados quando há muitos autovalores com mul-

tiplicidade maior que um. Marques [42] também fez estudos considerando problemas

de ortogonalidade e algoritmos para tratar esses problemas. Mais recentemente, o

autor [44] realizou um trabalho sobre o método de Arnoldi/Lanczos, focando nas

particularidades da solução do problema de autovalor generalizado.

Métodos baseados no subespaço de Krylov têm sido implementados tanto em

arquiteturas de memórias distribuídas e compartilhadas. Para arquiteturas de me-

mória distribuída, há pacotes de domínio público como PARPACK [45], SLEPc

[16] e Anasazi [15]. A paralelização do método de Arnoldi/Lanczos com reinício

implícito pode ser dividida em dois estágios, a fatoração em k passos e a fase do

implicitly shifted QR. Na fase da fatoração, o produto da matriz pelo vetor é a

operação de maior custo computacional. Uma implementação eficiente em para-

lelo dessa operação deve levar em consideração um esquema de comunicação ponto

a ponto envolvendo processos vizinhos. Versões em blocos podem ser usadas, de

forma a melhorar a eficiência do produto matriz-vetor, tal como foi explorado por
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Guarracino e Perla [46]. Avanços significativos na paralelização do implicitly shifted

QR para arquiteturas de memória distribuída foram dados por Henry et al. [47], os

quais propuseram um esquema em paralelo no qual a matriz de Hessenberg obtida

durante o processo é particionada, resultando em blocos que são designados a cada

processo. Neste esquema o próprio implicitly shifted QR é empregado na solução do

problema de autovalor não-simétrico. Como alternativa, Sorensen havia proposto,

anos antes, que todos os processos tivessem a mesma cópia da matriz de Hessenberg,

desta forma, não há necessidade de comunicação durante o implicitly shifted QR,

esta alternativa é bastante adequada para o método de Arnoldi/Lanczos com reinício

implícito, uma vez que a ordem da matriz de Hessenberg/tridiagonal é muito menor

que a ordem do sistema original. A versão paralela do consagrado pacote ARPACK,

o PARPACK [45] usa essa estratégia, o usuário deve prover o produto matriz-vetor

correspondente à estrutura de dados utilizada na discretização do problema, o que

pode exigir a solução de um sistema de equações algébricas. O PARPACK não

possui, portanto, nenhuma rotina que realiza a comunicação dos resultados do pro-

duto matriz-vetor nem estruturas de dados apropriadas para a computação paralela.

Além disso, tanto o ARPACK quanto o PARPACK utilizam um modelo de comu-

nicação reversa com o usuário, que é um modelo de implementação que tem pontos

falhos do ponto de vista da boa prática de programação.

Novos esquemas de reinício da fatoração de Arnoldi e Lanczos foram propostos

por Emad et al [48], utilizando múltiplos reinícios explícitos para melhorar a conver-

gência. Com o objetivo de minimizar as etapas que envolvem operações com comu-

nicação global no método de Arnoldi, Hernandez et al [49] propuseram modificações

no processo de Gram-Schmidt, modificando a ordem e sequência das operações en-

volvendo produtos e escalares e cálculo de normas.
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Capítulo 2

O Método de Arnoldi/Lanczos

com Reinício Implícito

Neste capítulo será apresentado o método de Arnoldi/Lanczos com Reinício Im-

plícito. Princípios variacionais serão utilizados para a formulação dos métodos de

Arnoldi [12] e Lanczos [13]. Por fim, um esquema para reiniciar a fatoração de

Lanczos ou Arnoldi serão apresentados.

2.1 O Método de Arnoldi/Lanczos

2.1.1 Um Método Clássico para a Redução da Ordem do

Problema

Sem perda de generalidade, será adotado B = I no problema de autovalor generali-

zado (eq. 1.1):

Ax = λx (2.1)

ou, equivalentemente, seja o problema de autovalor padrão:

(λI − A)x = 0 (2.2)
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A solução da eq. (2.2), de ordem n, será substituída pela solução de um pro-

blema de ordem menor k. Para tanto, admite-se que os autovetores x podem ser

aproximados por uma base de vetores vi que gera o espaço k-dimensional K:

x̂ =
k∑
i=1

civi = [vi]c (2.3)

Na expressão anterior [vi] é uma matriz retangular cujas colunas são os vetores

vi e c é o vetor formado pelas constantes ci. Substituindo a expressão (2.3) na eq.

(2.2), obtém-se a expressão:

(λ̂I − A)[vi]c = 0 (2.4)

onde, λ̂ são os autovalores aproximados.

Considerando-se agora o problema padrão de autovalor à esquerda, têm-se:

ŷT (λ̂I − A) = 0 (2.5)

onde yT é o transposto dos autovetores à esquerda y.

De forma semelhante, os autovetores aproximados ŷ são dados por:

ŷ =
k∑
j=1

djuj = [uj]d (2.6)

onde uj são os vetores da base do espaço L de aproximação dos autovetores à

esquerda e dj são coeficientes constantes.

A eq. (2.4) será ponderada por [uj] e, para tanto, basta pré-multiplicar a mesma

equação por [uj], para obter:

[uj]T (λ̂I − A)[vi]c = 0 (2.7)

ou, em uma forma mais concisa,

(λ̂I − [uTj vi]−1[uTj Avi])c = 0. (2.8)
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A equação (2.8) é chamada de forma reduzida da eq. (2.2) e a matriz

[uTj vi]−1[uTj Avi]

é chamada de matriz reduzida.

Como foi usada uma aproximação com k elementos, a ordem da matriz reduzida

é, obviamente, k. Os vetores vi formam uma base para o espaço K que será usado

para aproximar os autovetores à direita e os vetores uj formam uma base para o

espaço L que, por sua vez, será usado na aproximação dos autovetores à esquerda.

Esse tipo de aproximação é conhecido como sendo o método de Petrov-Galerkin,

podendo ser escrito na forma:

((
λ̂I − Ax̂

)
, u
)

= 0,∀u ∈ L (2.9)

onde (·, ·) denota o produto interno tal que para x, y ∈ Rn :

(x, y) = xTy. (2.10)

Para o cálculo da matriz reduzida, é necessária a inversão de [uTj vi]. Por motivos

práticos, esse processo deve ser evitado, sobretudo devido à instabilidade numérica.

Lanczos [13] propôs uma condição que, uma vez adotada, supera essa dificuldade.

2.1.2 O Método de Lanczos

Lanczos adotou uma condição de bi-ortogonalidade1 entre as bases vi e uj, ou seja,

uTj vi = 0 quando i 6= j, tornando a avaliação de [uTj vi]−1 trivial, uma vez que essa

matriz se reduz a uma matriz diagonal. A eq. (2.8) se transformaria em:

(λ̂I −
[
uTj Avi

uTi vi

]
)c = 0 (2.11)

A partir de vetores v1 e u1 iniciais pode-se obter as expressões recorrentes que

fornecerão os demais vetores da base dos espaços de aproximação (K) e ponderação
1Bi-ortogonalidade é uma generalização de ortogonalidade em espaços de Hilbert, ver Brezinski

[50]
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(L):

vi+1 = Avi − αivi − βi−1vi−1 − γi−2vi−2 − δi−3vi−3 − ... (2.12a)

ui+1 = ATui − α
′

iui − β
′

i−1ui−1 − γ
′

i−2vi−2 − δ
′

i−3vi−3 − ... (2.12b)

As constantes αi, βi−1, γi−2, ..., α
′
i, β

′
i−1, γ

′
i−2, ..., são facilmente determinadas

aplicando a relação de bi-ortogonalidade uTj vi = 0, se i 6= j, como pode ser visto a

seguir:

uTi vi+1 = uTi Avi − αiuTi vi = 0 (2.13a)

uTi vi+2 = uTi Avi+1 − βiuTi vi = 0 (2.13b)

uTi vi+3 = uTi Avi+2 − γiuTi vi = 0, (2.13c)

etc...

Da mesma forma que,

uTi+1vi = uTi Avi − α
′

iu
T
i vi = 0 (2.14a)

uTi+2vi = uTi+1Avi − β
′

iu
T
i vi = 0 (2.14b)

uTi+3vi = uTi+2Avi − γ
′

iu
T
i vi = 0, (2.14c)

etc...

O conjunto de eqs. (2.13a - 2.14c) torna possível a determinação das constantes:

αi = uTi Avi
uTi vi

(2.15a)
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βi = uTi Avi+1

uTi vi
(2.15b)

γi = uTi Avi+2

uTi vi
, (2.15c)

α
′

i = uTi Avi
uTi vi

(2.16a)

β
′

i = uTi+1Avi
uTi vi

(2.16b)

γ
′

i = uTi+2Avi
uTi vi

, (2.16c)

etc...

Pelas eqs. (2.15a e 2.16a), αi = α
′
i. Outras identidades úteis podem ser encon-

tradas através de:

Avi = vi+1 + αivi + βi−1vi−1 + ... (2.17a)

uTi+1Avi = uTi+1vi+1 (2.17b)

De forma semelhante,

uTi A = uTi+1 + α
′

iu
T
i + β

′

i−1u
T
i−1 + ... (2.17c)

uTi Avi+1 = uTi+1vi+1, (2.17d)

portanto, βi = β
′
i. Um processo semelhante demonstra que uTi Avi+2 = 0, logo

γi = 0, da mesma forma que γ′i = 0. As outras constantes, através do mesmo

processo também se anulam e com isso as eqs. (2.12a e 2.12b) tornam-se:

vi+1 = Avi − αivi − βi−1vi−1, (2.18)

12



ui+1 = ATui − αiui − βi−1ui−1, (2.19)

onde,

αi = uTi Avi
uTi vi

(2.20)

βi−1 = uTi−1Avi
uTi−1vi−1

. (2.21)

Conhecendo-se esses termos, pode-se, agora, determinar a matriz reduzida de

ordem k:

[
uTj Avi

uivi

]
=



α1 β1 0 0 · · · 0

1 α2 β2 0 · · · 0

0 1 α3 β3 · · · 0

0 0 1 α4 · · · 0
... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 1 αk



(2.22)

O subespaço de Krylov aparece naturalmente através da abordagem adotada,

como pode ser visto nas eqs. (2.18 e 2.19). A forma tridiagonal da matriz mostrada

na eq. (2.22) é uma das consequências desse método.

2.1.3 O Método de Arnoldi Derivado do Método de Lanczos

Em seu trabalho, Arnoldi [12] , diferentemente de Lanczos, adotou o subespaço de

ponderação igual ao subespaço de aproximação para reduzir a ordem do problema.

Dessa forma, a matriz retangular que pré-multiplica a eq. (2.4) é igual à matriz

utilizada na aproximação:

[vj]T (λ̂I − A)[vi]c = 0 (2.23)
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Em outras palavras, trocou-se uma condição de Petrov-Galerkin, por uma con-

dição de Galerkin:

((
λ̂I − Ax̂

)
, v
)

= 0,∀v ∈ K (2.24)

Novamente fazendo com que vTj vi para i 6= j, a equação reduzida fica:

(λ̂I −
[vTj Avi]
[vTi vi]

)c = 0. (2.25)

Através da seguinte fórmula de recorrência, pode-se determinar os vi+1:

vi+1 = Avi − αivi − βi−1vi−1 − γi−2vi−2 − ... (2.26)

As constantes que determinam o vetor vi+1 são obtidas de maneira semelhante

ao método de Lanczos, logo:

αi = vTi Avi
vTi vi

, (2.27a)

βi = vTi Avi+1

vTi vi
, (2.27b)

γi = vTi Avi+2

vTi vi
, (2.27c)

etc...

Nenhuma dessas constantes se anulam, no entanto pode-se observar que:

vi+1Avi = vTi+1vi+1 (2.28)

e

vTi+jAvi = 0 se j > 1 (2.29)
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Agora, a matriz reduzida de ordem k se apresenta desse jeito:

[
vTj Avi

vivi

]
=



α1 β1 γi δi · · ·

1 α2 β2 γ2 · · ·

0 1 α3 β3 · · ·

0 0 1 α4 · · ·
... ... ... . . . ...

0 0 0 1 αk



. (2.30)

Essa matriz é uma matriz de Hessenberg superior, cujos elementos hij são

iguais a zero para i > j + 1.

Observado as eqs. (2.12a, 2.12b e 2.26), nota-se que, quando se utiliza uma

aproximação do tipo Galerkin e quando a matriz A é simétrica (A = AT ), as eqs.

(2.12a e 2.12b) se reduzem a uma só, que, por sua vez, é exatamente igual à eq.

(2.26), ou seja, o método de Lanczos se reduz ao método de Arnoldi. Inclusive

quando A = AT , a matriz de Hessenberg obtida pela fatoração de Arnoldi se reduz

à matriz tridiagonal característica do método de Lanczos. Por isso será adotada

a nomenclatura Arnoldi/Lanczos que, daqui para frente, significará que quando o

problema for não simétrico o método de Arnoldi será empregado, caso contrário será

usado o método de Lanczos.

2.2 Implementação do Algoritmo

2.2.1 Transformação Espectral

A convergência de algoritmos iterativos baseados em potências do tipo

A,A2, A3, ..., Ak é dominada pelo raio espectral1 da matriz A, portanto, os autova-

lores que apresentarão melhor convergência serão os de maior valor absoluto (Golub

e Van Loan [52]). A depender do problema em questão, os autovalores de menor

valor absoluto são os mais importantes para a análise, como, por exemplo, na análise
1Autovalor de maior valor absoluto de um operador (Bachman, Narici [51])
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dinâmica de estruturas, portanto, é preciso recorrer a uma transformação espectral,

para melhorar a aproximação desses autovalores:

(A− σB)−1Bx = θx (2.31)

onde,

θ = 1
λ− σ

, σ 6= λ (2.32)

Aplicando esta transformação espectral, melhora-se a convergência dos valores

de λ próximos a σ. Para o cálculo dos menores autovalores, basta escolher σ = 0.

Em geral, (A − σB)−1B não é simétrica em relação ao produto interno usual,

(x, y) = xTy, mesmo quando A e B o são. Para problemas simétricos , o produto

interno usual será substituído (para B não singular) por:

(x, y)B = xTBy (2.33)

Desta forma, (A − σB)−1B passa a ser simétrica em relação a esse produto

interno. Sendo assim, dois vetores, x e y, serão B-ortogonais quando xTBy = 0. A

norma induzida por esse produto interno será denotada por || · ||B.

Quando esse tipo de transformação é utilizada, o produto matriz–vetor será

realizado implicitamente nas etapas:

z = Bx (2.34a)

e depois resolve-se um sistema do tipo :

(A− σB)y = z (2.34b)

em função de y.

2.2.2 Fatoração de Arnoldi em k passos

O algoritmo do método de Arnoldi, para o problema de autovalor generalizado, pode

ser sumarizado tal como se segue:
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Algoritmo 2.1 Algoritmo da fatoração de Arnoldi em k passos se k0 = 0, se não
estende a fatoração em mais j passos (problema generalizado)

1: Entrada : A, B, Vk0 = [v1, v2, · · · , vk0 ], Hk0 , fk0 .

2: k = k0 + j;

3: Se (k0 = 0) então

4: Gera o vetor de partida v1, tal que ||v1|| = 1;

5: w1 = B−1Av1; T1 = vT1 w1;

6: f1 = w1 −H1v1;

7: k0 = k0 + 1;

8: Fim Se

9: Para i = k0, · · · , k − 1 faça:

10: βi = ||fi||;

11: vi+1 = fi
βi
; Vi+1 = [Vi, vi+1];

12: wi+1 = B−1Avi+1;

13: Ĥi =

 Hi

βie
T
i

;

14: h = V T
i+1wi+1;

15: Hi =
[
Ĥi h

]
;

16: fi+1 = wi+1 − Vi+1h;

17: Processo de Reortogonalização.

18: Fim Para

19: k0 = k
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O algoritmo (2.1) utiliza como processo de ortogonalização o método de Gram–

Schmidt com reortogonalização [53]. Esse método foi escolhido devido a sua sim-

plicidade de implementação. Na tabela (2.1) é mostrada uma comparação entre o

método escolhido e os métodos: MGS – Gram–Schmidt modificado, GSR – Gram-

Schmidt com reortogonalização e HO – Householder. dt modificado ou o método

de Householder [52]. Como pode ser visto nesta tabela, os métodos GS e GSM

realizam a mesma quantidade de operações e demandam a mesma quantidade de

armazenamento. Com relação ao método de Householder, sua implementação é um

pouco mais trabalhosa por usar vetores de diferentes ordens. Essa característica lhe

confere a ligeira vantagem no armazenamento e no número de operações, porém,

para valores de k usuais (k � n), essa vantagem torna-se irrelevante.

Tabela 2.1: Comparação entre as diversas implementações do Método de Arnoldi

(fonte [2])
GS GSM GSMR HO

Operações com ponto flutuante k2n k2n 2k2n 2k2n− 2
3k

3

Armazenamento (k + 1)n (k + 1)n (k + 1)n (k + 1)n− 1
2k

2

Conforme mostrado anteriormente, o método de Lanczos, em sua versão não

simétrica, gera dois subespaços, implicando na geração de duas bases bi-ortogonais.

Por outro lado, o método de Arnoldi só precisa de uma única base ortogonal, o que

reduz em quase metade o número de operações e, além disso, reduz os problemas

com perda de ortogonalidade. Diante dessas vantagens, fica justificada a escolha do

método de Arnoldi/Lanczos. O algoritmo da versão simétrica do método de Lanczos

é mostrado a seguir.
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Algoritmo 2.2 : Fatoração de Lanczos em k passos (σ = 0)
1: Input : A, B, Vk0 = [v1, v2, · · · , vk0 ], Tk0 , fk0 .

2: k = k0 + j;

3: Se (k0 = 0) então

4: Gerar vetor de partida: v1, com ||v1|| = vT1 Bv1 = 1;

5: w1 = A−1Bv1; T1 = vT1 Bw1;

6: f1 = w1 − T1v1;

7: k0 = k0 + 1;

8: Fim Se

9: Para i = k0, · · · , k − 1 faça:

10: βi = ||fi||B;

11: vi+1 = fi
βi
; Vi+1 = [Vi, vi+1];

12: wi+1 = A−1Bvi+1;

13: T̂i =

 Ti

βie
T
i

;

14: t = V T
i+1Bwi+1;

15: Ti =
[
T̂i t

]
;

16: fi+1 = wi+1 − Vi+1h;

17: Processo de reortogonalização.

18: Fim Para

19: k0 = k

2.2.3 Processo de Reortogonalização

Um dos grandes problemas de algoritmos baseados no subespaço de Krylov, é a

perda de ortogonalidade dos vetores que geram esse subespaço. Há dois motivos

que causam esse problema:

• Perda de precisão devido à aritmética de ponto flutuante com precisão finita;
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• A base calculada gera um subespaço invariante.

Devido à aritmética finita, a perda de ortogonalidade ocorre nos passos 17 e

18 do algoritmo (2.1), portanto há a necessidade de reortogonalizar os vetores que

formam a base do subespaço de Krylov. Vários esquemas têm sido propostos ([54]

e [55]), o esquema implementado foi o método proposto em [39], mostrado a seguir:

Algoritmo 2.3 Algoritmo do Processo de Reortogonalização
1: Se (||fi+1|| ≤ 0.717 · ||h||) então

2: Reortogonalização:

3: rnorm = ||fi+1||;

4: si+1 = V T
i+1fi+1; fi+1 = fi+1 − Vi+1s;

5: rnorm1 = ||fi+1||;

6: h = h+ si+1;

7: Refinamento Iterativo:

8: Se (rnorm1 > 0.717 · rnorm) então

9: ||fi+1|| = rnorm1

10: Senão

11: ||fi+1|| = rnorm1

12: Se (Primeira vez no refinamento iterativo) então

13: Reortogonalize novamente

14: Fim Se

15: Fim Se

16: Fim Se

Durante o processo de reortogonalização, há a necessidade de se calcular o vetor

resíduo, fi = Avi − αivi. Esse vetor será nulo se vi for um autovetor e portanto

αi é exatamente um autovalor do problema. Isso significa que foi computado um

subespaço invariante do problema. Como o vetor f = 0, o processo não consegue

avançar mais um passo. Quando isso acontece, um novo vetor de partida deve ser

gerado e a fatoração reiniciada.
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2.2.4 Método de Arnoldi com Reinício Implícito

Uma das desvantagens do método de Arnoldi é a impossibilidade de se prever a

priori o número de passos necessários para que os valores e vetores de Ritz sejam

boas aproximações dos autovalores e autovetores desejados. Em certos problemas,

com autovalores muito próximos ou repetidos, para a convergência da faixa do es-

pectro desejada, é preciso aumentar o número de passos realizados pela fatoração.

O aumento do número de passos acarreta em problemas de ortogonalidade e mais

demanda por memória, pois é preciso armazenar todos os vetores da base de Krylov,

sendo que cada vetor gerado tem a dimensão do número de equações do problema

original. Outro ponto negativo, é que para maiores valores de k (número de pas-

sos) o custo computacional do cálculo dos autovalores da matriz de Hessenberg ou

tridiagonal na ordem de O(k3), torna-se proibitivo.

Com essa dificuldade em mente, Saad [56] propôs reiniciar a fatoração com um

vetor de partida pré-condicionado. O pré-condicionador utilizado é um polinômio

construído de tal modo a “amortecer” as componentes relativas aos autovalores fora

da porção do espectro desejado na série finita de aproximação dos autovetores. Após

o pré-condicionamento, a fatoração de Arnoldi/Lanczos é reiniciada por completo.

Por isso, esse esquema recebeu o nome de reinício explícito.

Sorensen [36] baseou-se na conexão que há entre o double shift QR ([37] e [38])

e o método de Arnoldi/Lanczos para criar o método de Arnoldi/Lanczos com reiní-

cio implícito. Nesse método, a fatoração é reiniciada sem precisar descartar todos

os passos já computados, ou seja, recomeçando a partir de um determinado ponto,

mantendo o número de passos finais (k) constante. O método de reinício implí-

cito idealizado por Sorensen utiliza um polinômio calculado baseado no espectro da

matriz de Hessenberg ou tridiagonal de ordem k. O espectro é calculado e sepa-

rado em dois conjuntos disjuntos Ωd e Ωi, onde as aproximações dos autovalores

desejados estão no primeiro conjunto. As aproximações para o segundo conjunto

serão usadas como os shifts no double shift QR. De maneira análoga ao método de

Arnoldi com reinício explícito, esse processo também se equivale a reiniciar a fato-
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ração com um vetor de partida pré-condicionado, porém a aplicação do polinômio

pré-condicionador (q) é feita implicitamente. Esse polinômio tem como raízes os

elementos do conjunto Ωi :

q(λ) =
p∏
i=1

(λ− µi) (2.35)

onde, µi são os shifts associados aos autovalores da porção do espectro cuja conver-

gência não é importante para o problema.

Após a decomposição QR, as matrizes Hk e Vk são atualizadas e uma nova

fatoração é reiniciada a partir do passo k0, onde k0 = k − p. O processo é repetido

até que a convergência seja satisfeita. À medida que os autovalores convergem, o

número de shifts é decrescido, diminuindo o número de passos restantes que serão

recalculados. O algoritmo do método de Arnoldi/Lanczos com reinício implícito

pode ser visto a seguir:
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Algoritmo 2.4 Algoritmo do Método de Arnoldi/Lanczos com Reinício Implícito
1: Entrada : A, B, Vk, Hk e fk obtidos após o Algoritmo 2.1.

2: Para i = 1, 2, · · · , até convergência faça:

3: Calcular o espectro de Hk e selecionar p "shifts"µ1, µ2, · · · , µp

4: qT = eTk ;

5: Para j = 1, 2, · · · , p faça:

6: Fatorar [Q,R] = qr (Hk − µjI);

7: Hk = QTHkQ; Vk = VkQ;

8: q = qTQ;

9: Fim Para

10: k0 = k − p;

11: γk0 = Hk(k0 + 1, k0)

12: ζk0 = Q(k, k0)

13: Vk0 = Vk (1 : n, 1 : k0);

14: fk0 = γk0Vkek0+1 + ζk0fk;

15: Recomeçar uma nova fatoração utilizando o algoritmo 2.1 partindo do passo

k0 e aplicar mais p passos até atingir novamente o passo k.

16: Teste de convergência.

17: Fim Para

O algoritmo (2.4) é o mesmo para o método de Lanczos, apenas substituindo a

matriz de Hessenberg pela matriz tridiagonal. O processo de Schur [52] é utilizado

para o cálculo dos shifts. Após a convergência do processo de reinício implícito, o

mesmo processo de Schur é usado no problema de autovalor reduzido:

Hkc = λ̂c (2.36)

Por fim, o autovetor do problema original é dado por:

x = V c (2.37)
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Capítulo 3

Implementação em Paralelo

3.1 Introdução

Descreve-se neste capítulo uma implementação em paralelo do método dos elementos

finitos para a solução de problemas de autovalor generalizado utilizando o método

de Arnoldi/Lanczos com reinício implícito. Esta implementação é voltada para

arquiteturas de memória distribuída, visando a utilização de clusters de pc’s. A

formulação paralela desenvolvida neste trabalho adota o paralelismo do tipo SPMD

(single program multiple data - programa único, múltiplos dados), que requer uma

cópia idêntica do programa em cada processo. Cada cópia, por sua vez, opera em

conjuntos diferentes de dados. Este esquema é típico de arquiteturas de memória

distribuída, onde cada processo realiza tarefas locais e a comunicação é realizada

através de um protocolo de troca de mensagens. Na solução em paralelo adotou-se a

estratégia de “subdomínio por subdomínio” (SBS - subdomain by subdomain) [23].

A estratégia SBS é, no caso de métodos iterativos, uma alternativa aos métodos de

decomposição de domínio. Nos métodos de decomposição de domínio cada processo

executa tarefas locais relacionadas à sua partição e esquemas baseados na matrix

de complemento de Schur ou no método de Schwarz proveem a solução nas interfa-

ces. Diferentemente dos métodos de decomposição de domínio, no esquema SBS os

códigos sequencial e paralelo são exatamente os mesmos. A convergência, portanto,

não é alterada. Para o particionamento das malhas de elementos finitos, utilizou-se
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dois esquemas: com e sem sobreposição de domínios.

Uma implementação em paralelo eficiente do método dos elementos finitos requer

comunicação somente na etapa de solução do sistemas de equações. Assim sendo,

a comunicação presente na formulação desenvolvida requer comunicação somente

nos algoritmos dos métodos de Arnoldi e Lanczos. De fato, a presente formulação

requer comunicação somente nas operações de produto escalar e produto matriz-

vetor. No caso de um código de elementos finitos que utiliza métodos iterativos na

solução de equações algébricas, como o método do gradiente conjugado, consegue-se

ter redundância praticamente nula em termos de operações. Já no caso do GMRES

(generalized minimal residual- método do resíduo mínimo generalizado), em favor da

eficiência, é mais adequado permitir uma certa redundância referente à replicação da

matriz de Hessenberg, que é do tamanho da base do subespaço de Krylov utilizada,

cuja base deve ser muito menor que o número de equações do sistema original. No

caso do método de Arnoldi/Lanczos, a redundância nas matrizes de Hessenberg e

tridiagonal, respectivamente, eliminam a comunicação na fase de reinício implícito.

Uma alternativa a essa abordagem é o particionamento da matrizes de Hessenberg ou

tridiagonal, eliminando a redundância, tal como foi proposto por [47]. Esse esquema

comprovou-se ser menos eficiente e tem pior escabilidade, pois afeta a convergência.

As estruturas de dados utilizadas são comprimidas no formato CSRC e

CSRC/CSR [23]. Estas estruturas de dados permitem uma otimização do uso da

memória, redução das operações de ponto flutuante e elimina a comunicação na fase

de montagem dos coeficientes globais. São, portanto, estruturas de dados projeta-

das para computação de alto desempenho, viabilizando a solução de problemas com

elevado número de equações. Nas etapas que requerem comunicação, o esquema

empregado [24] é bastante eficiente, pois trata-se de um esquema ótimo no sentido

que não há comunicação desnecessária entre processos adjacentes.
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3.2 Particionamento sem sobreposição (“non-

overlapping”)

No particionamento sem sobreposição, o domínio original Ω é sub-dividido em n

sub-domínios Ωi, i = 0, . . . , n−1, onde n indica o número de processos, de tal forma

que:

Ω =
n−1⋃
i=0

Ωi; (3.1a)

Ωi ∩ Ωj = ∅ para i 6= j (3.1b)

O contorno original de Ω será denotado por ∂Ω, enquanto que as fronteiras

internas de Ω serão chamadas por ∂Ωint. O fecho de Ω é Ω̄ = Ω∪ ∂Ω, enquanto que

o fecho de uma partição Ωi é Ω̄i = Ωi ∪ ∂Ωi, onde ∂Ωi é o contorno de Ωi.

Consideremos agora a malha MΩ̄ como uma discretização de Ω̄. Supondo ser pos-

sível obter uma malha da partição sem sobreposição MΩ̄i ⊂ MΩ̄, cada sub-domínio Ωi

conterá neli elementos (Ei) e um conjunto N i formado pelos nnodei nós da partição

i.

N i = {ni1, ni2, . . . , ninnodei} (3.2a)

Ei = {ei1, ei2, . . . , eineli} (3.2b)

Cada nó da fronteira interna de um sub-domínio, pode pertencer a apenas uma

partição, o que não exclui o fato desse mesmo nó aparecer em duas ou mais par-

tições. Conseqüentemente, o conjunto N i dessa partição será formado por três

sub-conjuntos:

• o subconjunto N i,1 que contem os nós que se situam no interior do sub-domínio

ou no contorno externo da partição (∂Ω);
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• o subconjunto N i,2 formado por nós que pertencem ao sub-domínio e estão na

fronteira de duas ou mais partições;

• e por fim, o subconjunto N i,3 que tem como elementos os nós que estão na

fronteira interna da partição i, mas que pertencem a uma outra partição.

N i = {N i,1, N i,2, N i,3} (3.3)

Por sua vez, o conjunto de todo os nós da malha original é dado por:

N =
n−1⋃
i=0
{N i,1, N i,2} (3.4)

e o conjunto de nós que compõem o contorno interno das partições (N∂Ωint) é for-

mado por:

N∂Ωint =
n−1⋃
i=0

N i,2 (3.5)

A figura (3.1) mostra esquematicamente um particionamento sem sobreposição

de um domínio em 4 subdomínios.

Para melhor ilustrar o esquema de particionamento sem sobreposição, uma ma-

triz de coeficientes globais obtida para cada partição Ωi é mostrada a seguir:

Ai =


Ai11 Ai12 Ai13

Ai21 Ai22 Ai23

Ai31 Ai32 Ai33

 (3.6)

onde os sub-índices 1,2 e 3, são referentes a N i
1, N i

2 e N i
3 respectivamente. Os

coeficientes Ai11, Ai12, Ai13, Ai21 e Ai31 são globais, isto é, estão computadas todas as

suas contribuições e os demais são, nesse sentido, coeficientes parciais. Mantendo

os coeficientes de Aij, para i, j = 2, 3, parciais, elimina-se a comunicação na fase de

montagem das matrizes globais.
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Ω

⇓

Ωi

N i,1

N i,2

N i,3

N∂Ωint

Figura 3.1: Esquema de particionamento sem sobreposição

3.3 Particionamento com sobreposição (“overlap-

ping”)

No particionamento com sobreposição, será adicionada à malha sem sobreposição

da partição i (MΩ̄) um conjunto de elementos Ei,∗ = {ejk}, para j 6= i. Cada

elemento desse conjunto possui ao menos um nó que pertence a N i,2 e define-se

um novo conjunto de nós N i,4 formado pelos nós que estão conectados a algum nó
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pertencente a N i,2.

Ẽi = {Ei ∪ Ei,∗} (3.7)

Ñ i = {N i,1, N i,2, N i,3, N i,4} (3.8)

Há ainda, a necessidade de se definir mais um subconjunto de nós, N i,1a, que são

nós N i,1 no interior de Ωi que correspondem a N j,4 numa partição vizinha Ωj. Um

exemplo deste tipo de particionamento pode ser visto na fig. (3.2).

⇓

Ωi

N i,1

N i,1,a

N i,2

Ωi

N i,3

N i,4

Ei,∗

Figura 3.2: Esquema de particionamento com sobreposição

As matrizes de coeficientes obtidas pelo particionamento com sobreposição é
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retangular e todos os coeficientes são globais:

Ai =

 Ai11 Ai12 Ai13 0

Ai21 Ai22 Ai23 Ai24

 (3.9)

No método com sobreposição, todos os processos dispõem de toda a informação

para a montagem das matrizes globais, não há a necessidade de comunicação nessa

etapa.

3.4 Particionamento 1d para grafos de matrizes

Quando o problema de autovalor envolver matrizes de origem diversas, sem uma

malha associada, um esquema de particionamento por linhas 1d [26] será utilizado.

O particionamento 1d de uma matriz que pode ser visto na eq.:

A =



A0

A1

A2

...

An−1


(3.10)

onde, cada bloco Ai tem dimensões neqi × neq, sendo neqi o número de linhas

pertencentes ao processo i e neq é o número total de equações neq = ∑n−1
i=0 neq

i.

Esse particionamento é equivalente ao particionamento de malhas com sobreposição

e por isso a mesma estrutura de dados pode ser utilizada.

3.5 Estruturas de dados comprimidas

No método dos elementos finitos, as funções de interpolação e ponderação têm su-

porte compacto e por isso, as matrizes de coeficientes são esparsas. Dependendo

da complexidade das hipóteses físicas e geométricas adotadas na modelagem, o nú-

mero de equações resultantes torna o emprego de métodos diretos proibitivo. Como

alternativa, há os métodos iterativos. Nestes métodos, a operação de maior custo
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computacional é o produto matriz-vetor. Por isso, a escolha da estruturas de dados é

primordial no desempenho dessa operação. Essa escolha deve levar em consideração:

o número de operações de ponto flutuante, endereçamento indireto e a quantidade

de memória necessária para armazenar esses coeficientes.

Estruturas de dados comprimidas omo o CSR [57, 58] e o EDS (Edge-based data

structure - estrutura de dados baseada em arestas) [59, 60] são baseadas em gra-

fos. No método dos elementos finitos, o grafo está associado à malha e sempre será

não-direcionado, ou seja, sua matriz de incidências é simétrica, o que implica que

sempre que existir uma aresta ligando um vértice i ao j, haverá uma aresta ligando

o vértice j ao i. Ribeiro e Coutinho [61] realizaram um estudo comparativo entre

essas estruturas de dados e técnica de armazenamento de elemento por elemento,

neste estudo conclui-se que CSR e o EDS são equivalentes, diferenciando-se apenas

no modo como os coeficientes são armazenados. No EDS, os coeficientes são aces-

sados percorrendo as arestas do grafo, no CSR, esse acesso é realizado percorrendo

os vértices do grafo. O EDS traz algumas desvantagens por depender de uma or-

denação que permita, ao percorrer as arestas, acessar as equações de forma o mais

suave possível. O CSR, por sua vez, apenas necessita de uma otimização de largura

de banda para tornar o acesso ao vetor independente mais suave. Recentemente,

Ribeiro e Ferreira [23] propuseram uma variação do CSR, chamada de CSRC. Nesta

variante, a parte inferior da matriz é armazenada em formato CSR e a parte superior

em CSC, totalizando três arranjos reais que armazenam os coeficientes não-nulos e

dois arranjos inteiros. Os termos da diagonal principal são armazenados no arranjo

ad, o arranjo au armazena a parte superior da matriz e o arranjo al armazena os

coeficientes da parte inferior. Para matrizes simétricas, só é preciso armazenar a

parte inferior ou a parte superior da matriz. O arranjo inteiro ja contem o índice

da coluna para os coeficientes aij para j < i e o arranjo inteiro ia que aponta para

o primeiro coeficiente de cada linha. Por levar em consideração que o grafo é não-

direcionado, o CSRC precisa da metade da quantidade de memória usada pelo CSR

para armazenar o arranjo ja , outra vantagem reside no fato de usar dois arranjos
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reais para armazenar os termos de fora da diagonal, o que implica em acesso a me-

mória mais rápido. Os algoritmos que realizam o produto matriz-vetor para os casos

não simétricos são mostrados a seguir:

Algoritmo 3.1 Produto matriz-vetor (p = Au) utilizando o CSRC (não-simétrico)
1: Laço nas equações:

2: Para i = 1, ..., n faça:

3: ui = u(i);

4: t = ad(i) · ui

5: Laço sobre os coeficientes não-nulos da arte inferior das equações

6: Para k = ia(i), ..., ia(i+ 1)− 1 faça:

7: jak = ja(k);

8: t = t+ al(k) · u(jak);

9: Coluna Superior :

10: p(jak) = p(jak) + au(k) · ui;

11: Fim Para

12: p(i) = t;

13: Fim Para
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Algoritmo 3.2 Produto matriz-vetor (p = Au) utilizando o CSRC (versão simé-
trica)

1: Laço nas equações:

2: Para i = 1, ..., n faça:

3: ui = u(i);

4: t = ad(i) · ui

5: Laço sobre os coeficientes não-nulos da arte inferior das equações

6: Para k = ia(i), ..., ia(i+ 1)− 1 faça:

7: jak = ja(k);

8: s = al(k);

9: t = t+ s · u(jak);

10: Coluna Superior :

11: p(jak) = p(jak) + s · ui;

12: Fim Para

13: p(i) = t;

14: Fim Para

Como foi visto, o particionamento com sobreposição origina matrizes retangu-

lares. Para estes casos serão empregados as versões simétricas e não-simétricas do

CSRC/CSR, dividindo a matriz em duas submatrizes: uma com o grafo orientado

que será armazenada no esquema CSRC e uma outra com o grafo não orientado que

será armazenada no formato CSR tradicional [57], como pode ser visto na Fig. (3.3).

Para a parte armazenada com CSR, será necessário apenas um arranjo real a para

armazenar os coeficientes e dois arranjos inteiros, ia1 que aponta para o primeiro

coeficiente de cada linha e outro arranjo ja1 que contém os índices da coluna de

cada elemento em a.
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+⇒

CSRC : CSR :
ia(n), ja(m), al(m), au(m) ial(n), jal(k), a(k)

Sistema retangular com m + k arestas m arestas não-orientadas k arestas orientadas

Figura 3.3: Estrutura de dados para matrizes retangulares

Algoritmo 3.3 Produto matriz-vetor retangular (p = Au) utilizando o CSRC/CSR
(não-simétrico)

1: Laço nas equações:

2: Para i = 1, ..., n faça:

3: ui = u(i);

4: t = ad(i) · ui

5: Laço sobre os coeficientes não-nulos da arte inferior das equações

6: Para k = ia(i), ..., ia(i+ 1)− 1 faça:

7: jak = ja(k);

8: t = t+ al · u(jak);

9: Coluna Superior :

10: p(jak) = p(jak) + au(k) · ui;

11: Fim Para

12: Para k = ia1(i), ..., ia1(i+ 1)− 1 faça:

13: jak = ja1(k);

14: t = t+ a(k) · u(jak);

15: Fim Para

16: p(i) = t;

17: Fim Para
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Algoritmo 3.4 Produto matriz-vetor retangular (p = Au) utilizando o CSRC (si-
métrico)

1: Laço nas equações:

2: Para i = 1, ..., n faça:

3: ui = u(i);

4: t = ad(i) · ui

5: Laço sobre os coeficientes não-nulos da parte inferior das equações

6: Para k = ia(i), ..., ia(i+ 1)− 1 faça:

7: jak = ja(k);

8: s = al(k);

9: t = t+ s · u(jak);

10: Coluna Superior :

11: p(jak) = p(jak) + s · ui;

12: Fim Para

13: Para k = ia1(i), ..., ia1(i+ 1)− 1 faça:

14: jak = ja1(k);

15: t = t+ a(k) · u(jak);

16: Fim Para

17: p(i) = t;

18: Fim Para

3.6 Operações de níveis 1,2 e 3 em paralelo

Os Métodos de Arnoldi/Lanczos utlizam o processo de ortogonalização de Gram-

Schmidt [53] para gerar a base do subespaço de Krylov (
{
A0v1, A

1v1, . . . , A
k−1v1

}
).

Esse processo constitui o principal núcleo computacional desses métodos e sua prin-

cipais operações são: produto escalar e combinação linear entre vetores. No caso

específico do subespaço de Krylov, há ainda o produto matriz-vetor que é realizado

em cada passo do processo para que se possa obter o novo elemento da base. O

processo de ortogonalização de Gram-Schmidt pode ser visto no algoritmo:
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Algoritmo 3.5 Processo de ortogonalização de Gram-Schmidt
1: Entrada: conjunto linearmente independente de vetores {x1, x2, . . . , xn}

2: Cálculo α11 = ||x1||; v1 = x1
α11

3: Para j = 1, ..., n faça:

4: Para i = 1, 2, . . . , j − 1 faça:

5: αij = (xj, vi)

6: ṽ = xj − αijvi

7: Fim Para

8: αjj = ||ṽ||

9: vj = ṽ
αjj

10: Fim Para

Se o problema de autovalor é generalizado, nos métodos de Arnoldi/Lanczos é

preciso a solução de um sistema de equações em cada passo do processo de Gram-

Schmidt. O mesmo se aplica se uma transformação espectral é utilizada no problema

padrão. Para a solução do sistema de equações empregou-se os métodos do gradi-

ente conjugado pré-condicionado (PCG - preconditioned conjugate gradient) para

matrizes simétricas ou o GMRES (generalized minimal residual - resíduo mínimo

generalizado) para matrizes não-simétricas. O PCG (Algoritmo 3.6) é a versão

do algoritmo de Lanczos simétrico para a solução de sistemas de equações lineares

[62], enquanto que o GMRES (Algoritmo 3.7) é derivado do método de Arnoldi

[63]. Logo, esses métodos têm em comum as mesmas operações da álgebra linear

computacional. Essas operações podem ser classificadas, segundo a quantidade de

operações realizadas, em três níveis [52]. Um produto escalar e combinação linear

entre vetores são classificadas como sendo de nível um. Produtos envolvendo uma

matriz e um vetor são operações do nível dois. Na etapa do reinício implícito da

fatoração (Algoritmo 2.4) há produtos envolvendo duas matrizes, essas operações

com complexidade de O(n3) são classificadas como nível 3.
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Algoritmo 3.6 Algoritmo do método dos gradientes conjugados com pré-
condicionador diagonal

1: Entrada : A, D, b e x0

2: calcule r0 = b− Ax0, z0 = D−1r0 e p0 = z0

3: Para i = 0, 1, · · · , até convergência faça:

4: αj = (rj ,zj)
(Apj ,pj)

5: xj+1 = xj + αjpj

6: rj+1 = rj − αjApj

7: zj+1 = D−1rj+1

8: βj = (rj+1,zj+1)
(rj ,zj)

9: pj+1 = zj+1 − βjpj

10: Teste de convergência.

11: Fim Para

Para melhorar o grau de condicionamento das matrizes, foi utilizado um pré-

condicionador diagonal no PCG e no GMRES. A escolha desse pré-condicionador

pode ser justificada pela sua facilidade de implementação em esquemas de partici-

onamentos com ou sem sobreposição e pelo seu baixo custo computacional. Vale

destacar que, ao contrário de outros pré-condicionadores computacionalmente mais

caros, como a fatoração incompleta LU [57], o pré-condicionador diagonal não afeta

a convergência do método iterativo executado em paralelo.
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Algoritmo 3.7 Algoritmo do GMRES
1: Entrada : A, D, b e x0

2: calcule r0 = D−1(b− Ax0), β = ||r0|| e v0 = r0
β

3: Para j = 0, 1, · · · ,m faça:

4: w = D−1Avj

5: Para i = 0, 1, · · · , j faça:

6: hi,j = (w, vi)

7: w = w − hi,jvi

8: Fim Para

9: hj+1,j = ||w||

10: vj+1 = w
hj+1,j

11: Fim Para

12: Vm = [v1, · · · , vm]

13: Hm = [hi,j], i ≤ i ≤ j + 1, 1 ≤ j ≤ m

14: ym = H−1
m βe1

15: xm = x0 + Vmym

16: Se convergência foi atingida então

17: pare

18: Senão

19: vá para o passo 1

20: Fim Se

A paralelização das operações de cada nível será descrita a seguir.

3.6.1 Paralelização das operações de nível 1

O produto escalar, em ambos esquemas de particionamento, deve ser realizado ape-

nas com os coeficientes de N i,1 e N i,2, evitando erros de redundância:

αi = ui · pi = ui,1 · pi,1 + ui,2 · pi,2 (3.11)
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por fim, os produtos locais são acumulados em todos os processos via comunicação

coletiva:

α =
n−1∑
i=0

αi (3.12)

No particionamento sem sobreposição, as combinações lineares de dois vetores

são realizadas com todos os coeficientes em cada processo:


ui1

ui2

ui3

 =


ui1

ui2

ui3

+ α


pi1

pi2

pi3

 (3.13)

Essa mesma operação em partições com sobreposição é realizada apenas com as

componentes globais:

 ui1

ui2

 =

 ui1

ui2

+ α

 pi1

pi2

 (3.14)

3.6.2 Paralelização das operações de nível 2

O produto matriz-vetor é a principal operação dos métodos iterativos. Nos algorit-

mos adotados, há produtos matriz-vetor envolvendo matrizes esparsas e densas.

Matrizes esparsas:

No esquema sem sobreposição, cada processo realiza o seguinte produto:


pi,1

pi,2

pi,3

 =


Ai11 Ai12 Ai13

Ai21 Ai22 Ai23

Ai31 Ai32 Ai33




ui,1

ui,2

ui,3

 (3.15)

Após ser realizada essa operação, os coeficientes resultantes pi,2 e pi,3 são parciais.

No entanto, esses coeficientes de partições vizinhas se complementam, o que requer a

comunicação desses valores entre os processos para a sequência do processo iterativo.
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O produto matriz-vetor no esquema com sobreposição tem a forma:

 pi,1

pi,2

 =

 Ai11 Ai12 Ai13 0

Ai21 Ai22 Ai23 Ai24





ui,1

ui,2

ui,3

ui,4


(3.16)

As componentes ui,3 e ui,4 precisam ser obtidas de suas partições originais, nas quais

foram globalmente calculadas, após o resgate o produto matriz-vetor é realizado em

cada processo.

Matrizes densas:

No método de Arnoldi, um produto matriz-vetor denso precisa ser realizado para se

obter o vetor resíduo do passo i+ 1 (passo 16 do Algoritmo 2.2):

fi+1 = wi+1 − Vi+1h (3.17)

Um passo correspondente a esse também é encontrado no GMRES (passo 7 do Al-

goritmo 3.7). Cada coluna da matriz densa V (ordem neq × k) é resultante do

produto-matriz vetor esparso realizado na ortonormalização de Gram-Schmidt, por-

tanto a matriz V já se encontra particionada e seus coeficientes já estão globalmente

computados. Enquanto o vetor h de ordem k é obtido via:

h = V T
i+1wi + 1 (3.18)

Há duas formas de se executar esta operação: pode-se fazer um produto matriz-

vetor com a transposta de Vi+1, ou alternativamente, adotando o seguinte produto

interno:

(x, y) = xTy (3.19)

pode-se trocar o produto matriz-vetor por uma série de i + 1 produtos internos,

onde i designa o passo que está sendo computado pelo algoritmo. Utilizando os
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procedimentos para cálculo dos produtos internos já descritos, conclui-se que h é

exatamente o mesmo em todos os processos. Esta operação, aliada ao cálculo do

parâmetro β (norma do vetor resíduo), são as responsáveis pelo fato da matriz de

Hessenberg está replicada em todos os processos. No caso simétrico, a Eq. 3.18

reduz-se a apenas o cálculo do novo α, o que é feito através de um produto esca-

lar. Por isso, não há necessidade de comunicação no produto matriz-vetor denso

mostrado na Eq. 3.17. Nessa operação, utiliza-se a rotina de nível dois dgemv da bi-

blioteca BLAS [19] (Basic linear algebra set - conjunto básico de álgebra linear). Da

mesma forma, na fase final do algoritmo, alguns produtos matriz-vetor precisam ser

realizados para se obter os autovetores do problema original x a partir dos vetores

de Ritz y:

x = V y (3.20)

onde y os vetores de Ritz, são obtidos pela solução do problema de autovalor da

matriz de Hessenberg ou tridiagonal. Mais uma vez, a redundância dessas matrizes

é vantajosa, eliminando-se a comunicação nessas operações, pois y também se en-

contra replicado. Porém, durante a fase de impressão final dos resultados, todos os

processos precisam enviar seus autovetores x para o processo raiz.

3.6.3 Paralelização das operações de nível 3

Durante a fase de reinício implícito e da decomposição de Schur, dois produtos

matriz-matriz densos:

H = QTHQ (3.21)

T = QTTQ (caso simétrico) (3.22)

V = V Q (3.23)
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A matriz Q utilizada nesses produtos é obtida da fatoração QR com "shifts"duplos

da matriz de Hessenberg ou tridiagonal. Devido a redundância dessas matrizes,

os fatores Q e R são os mesmos em todos os processos. De forma semelhante ao

produto matriz-vetor denso, não há comunicação nessa operação. A rotina de nível

três da BLAS, dgemm é usada nesta operação.

3.7 Comunicação

O esquema de comunicação adotado utiliza uma biblioteca baseada no padrão MPI

[28] de troca de mensagens. As vantagens do uso do MPI residem na sua portabili-

dade e disponibilidade, pois várias implementações deste padrão estão gratuitamente

disponíveis em diversos repositórios na internet.

3.7.1 Comunicação nas operações de nível 1

Como foi visto, métodos baseados no processo de Gram-Schmidt requerem o cálculo

de produtos escalares e normas dos vetores da base a ser gerada. Quando realizadas

em paralelo, essas operações demandam comunicação coletiva, afim de que todos os

processos tenham o resultado do produto interno ou da norma corretamente com-

putado. Nesse caso, a rotina de comunicação coletiva do MPI, MPI_ALLREDUCE,

são usadas para comunicar e somar os valores parciais de cada processo.

Para a combinação linear de vetores, não há necessidade de comunicação, pois

a soma é realizada sobre a extensão local dos arranjos (Eqs. 3.13 para o caso

sem sobreposição e Eqs. 3.14 para o caso com sobreposição). Para o caso sem

sobreposição, há uma redundância na operação de soma devido aos coeficientes do

tipo três.

3.7.2 Comunicação nas operações de nível 2

A eficiência de um produto matriz-vetor realizado em paralelo depende diretamente

do esquema de comunicação adotado. Estudos comparativos sobre esquemas de
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comunicação em rotinas de produto matriz vetor podem ser vistos em [64, 65]. Estes

estudos comprovaram que rotinas de comunicação ponto a ponto do MPI, MPI_-

ISEND e MPI_IRECV , têm melhor desempenho do que as rotinas de comunicação

coletiva. As rotinas de comunicação ponto a ponto imediata têm como vantagem o

não bloqueio do fluxo ide execução do programa, sendo bastante adequadas para a

estratégia de subdomínio por subdomínio.

No esquema de comunicação adotado [24], cada processo recebe um número de

identificação (id) único que varia de zero a n − 1, onde n é o número de proces-

sos. Cada processo, por sua vez, possui dois buffers de comunicação, f1 (envio)

e f2 (recebimento) e uma lista de seus processos adjacentes. Os dois buffers estão

ordenados de tal forma que os coeficientes a serem recebidos ou enviados sejam aces-

sados seguindo a ordem crescente dos id’s dos vizinhos. O tamanho dos buffers é

igual ao total de coeficientes que devem ser comunicados. Dois arranjos contém os

mapeamentos que relacionam as posições a serem comunicadas dos arranjos locais

com suas posições nos respectivos buffers. O mapeamento das posições dos coefici-

entes a serem comunicados do aranjo p para o buffer de envio f1 pode ser visto nas

Figs. (3.4) e (3.5) para os casos sem e com sobreposição respectivamente. Como já

foi visto na seção 3.7.2, os coeficientes que devem ser comunicados no particiona-

mento sem sobreposição são aqueles do tipo 2 e 3 (blocos em azul e verde da Fig.

(3.4)). Enquanto que no particionamento com sobreposição, os coeficientes a serem

enviados são do tipo 1a e 2 (blocos em amarelo e azul da Fig (3.5)).

Durante a fase de comunicação imediata com MPI_ISEND e MPI_IRECV, um

arranjo auxiliar contém o mapeamento de quais blocos de coeficientes do buffer f1

devem ser enviados a cada vizinho. De forma semelhante, durante o recebimento,

há um arranjo auxiliar que faz a relação das posições do buffer f2 que devem ser

escritas por cada vizinho. Um segundo mapeamento é realizado entre as posições

do buffer f2 e as posições do arranjo p. Para o caso sem sobreposição, mostrado

na Fig. (3.6), os coeficientes recebidos são mapeados e somados com os respectivos

coeficientes do tipo 2 e 3 do arranjo local p. No caso do particionamento com
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Arranjo local p que contém os neqi coeficientes da partição i.

Mapemamento
arranjo local → buffer

Mapa fmap

Partição vizinha 1

Partição vizinha 2

Partição vizinha 3

Coeficiente do tipo 2

Coeficiente do tipo 1

Coeficiente do tipo 3

Buffer de envio f1:
f1(i) = p(fmap(i))

Coeficientes que serão comunicados

Figura 3.4: Mapeamento entre posições do arranjo local p para o buffer de envio f1

(caso sem sobreposição)

sobreposição, mostrado na Fig. (3.7), os coeficientes são mapeados para as posições

3 e 4 do arranjo local p. Como os coeficientes recebidos já se encontram globalmente

computados, os valores em p referentes a esses coeficientes são sobrescritos.

Uma característica do método sem sobreposição é que toda a comunicação entre

os processos é bidirecional. Isso se deve ao próprio esquema de particionamento, pois

na fronteira entre dois processos, todo nó do tipo dois equivale a um nó do tipo três na

partição vizinha e vice-versa. Como consequência, os mapeamentos que relacionam

as posições dos buffers de comunicação com os arranjos locais são idênticos. O

mesmo não acontece com o esquema com sobreposição, a comunicação entre dois

processos pode ser unidirecional, pois no particionamento com sobreposição, não

há uma obrigatória correspondência bidirecional como no caso de partições sem
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Arranjo local p que contém os neqi coeficientes da partição i.

Mapemamento
arranjo local → buffer

Mapa fmap

Partição vizinha 1

Partição vizinha 2

Partição vizinha 3

Coeficiente do tipo 2

Coeficiente do tipo 1a

Coeficiente do tipo 3

Coeficiente do tipo 1

Buffer de envio f1:
f1(i) = p(fmpa(i))

Coeficiente do tipo 4

Coeficientes que serão comunicados

Figura 3.5: Mapeamento entre posições do arranjo local p para o buffer de envio f1

(caso com sobreposição)

sobreposição.

3.7.3 Comunicação nas operações de nível 3

Conforme já foi dito na seção 3.6.3, não há comunicação nessas operações, pois

as matrizes envolvidas nesse tipo de operação, H, T e Q, são replicadas em cada

processador (ver Eqs. 3.21 a 3.23).

45



Arranjo local p que contém os neqi coeficientes da partição i.

Mapemamento
arranjo local → buffer

Mapa fmap

Partição vizinha 1

Partição vizinha 2

Partição vizinha 3

Coeficiente do tipo 2

Coeficiente do tipo 1

Coeficiente do tipo 3

Arranjo locap p:
p(fmap(i)) = p(fmap(i)) +
f2(i)

Buffer de recebimento f2

Coeficientes recebidos na comunicação

Figura 3.6: Mapeamento entre posições do buffer f2 para o arranjo local (caso sem

sobreposição)
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Arranjo local p que contém os neqi coeficientes da partição i.

p(fmap(i)) = f2(i)

Mapa fmap

Partição vizinha 1

Partição vizinha 2

Partição vizinha 3

Coeficiente do tipo 2

Coeficiente do tipo 1a

Coeficiente do tipo 3

Coeficiente do tipo 1

Buffer de recebimento f2

Coeficiente do tipo 4Coeficientes recebidos na comunicação

Figura 3.7: Mapeamento entre posições do buffer f2 para o arranjo local (caso com

sobreposição)
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Capítulo 4

Exemplos Analisados

Apresenta-se neste capítulo alguns resultados da implementação proposta do método

de Arnoldi/Lanczos com Reinício Implícito. Alguns exemplos foram escolhidos por

serem tradicionais “benchmarks” para rotinas de determinação de autovalores e

autovetores, outros exemplos são típicos da análise estrutural.

4.1 Critério de Convergência Adotado

Após k passos do algoritmo (2.1) a fatoração de Arnoldi/Lanczos é obtida:

CVk = VkHk + fke
T
k (4.1)

onde, Vk é a matriz cujas colunas são os vetores de Lanczos/Arnoldi, Hk é a matriz

de Hessenberg de ordem k, fk é o k-ésimo vetor resíduo e ek é o k-ésimo vetor da

base canônica do Rn. Para problemas de autovalor generalizado, a matriz C pode

ser C = A−1B se os autovalores desejados forem o de menor valor absoluto ou caso

contrário, C = B−1A.

Uma vez que foi adotada uma aproximação para os autovetores do tipo (x̂ = Vkc),

o problema de autovalor original é aproximado por:

Hkc = λ̂c (4.2)
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Como o par de Ritz (x̂, λ̂) é uma aproximação, a norma do resíduo (r = Cx̂−λ̂x̂)

é determinada por:

||Cx̂− λ̂x̂|| = ||CVkc− VkHkc|| = ||fk|||eTk c| (4.3)

Lehoucq ([39]) baseando-se na eq. (4.3) e nas propriedades de não-normalidade

(AHA 6= AAH) e defectividade (presença de autovalores repetidos), propôs que o

par (x̂, λ̂) é uma boa aproximação para os autovalores e autovetores de C, quando

a seguinte desigualdade é satisfeita:

||fk|||eTk c| ≤ tol · |λ̂| (4.4)

onde, tol é a tolerância especificada.

4.2 Resultados Obtidos com Execução Sequencial

Os exemplos numéricos foram escolhidos com o intuito de testar o método implemen-

tado, bem como verificar sua aplicabilidade, tanto em problemas simétricos quanto

não-simétricos. O primeiro exemplo é um problema de autovalor generalizado si-

métrico típico da análise estrutural. Os dois exemplos seguintes são benchmarks

conhecidos que fazem parte do conjunto de matrizes para testes de rotinas do re-

positório Matrix Market [66]. Esses exemplos são problemas de autovalor padrão

não-simétricos.

4.2.1 Arquibancada do estádio Mário Filho (Maracanã)

Na dinâmica de estrutural a determinação das frequências naturais e modos de

vibração recai na solução de um problema de autovalor simétrico. Em geral, apenas

os modos mais baixos são relevantes. O modelo utilizado representa a arquibancada

do estádio do Maracanã. A malha de elementos finitos gerada contém 115 elementos

de pórtico plano, totalizando 285 equações. Para este caso, foram calculados os

quatro menores autovalores, sendo necessário apenas um reinício implícito, com
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tolerância de 1 × 10−25. O método de iteração por subespaço [6, 67] é um método

consagrado na engenharia estrutural e foi utilizado na verificação dos resultados

obtidos da implementação proposta. Uma comparação entre as quatro primeiras

frequências naturais obtidas numericamente pode ser vista na tabela:

Tabela 4.1: Comparação das frequências naturais obtidas numericamente

Frequências obtidas Frequências obtidas com o método
Diferença (%)

com o método proposto (hz) de iteração por subespaço (hz)

2.6387 2.6385 0.008

3.2587 3.2579 0.025

4.1682 4.1683 0.002

7.1227 7.1311 0.118

como pode ser visto, as frequências naturais obtidas pelo método de Lanczos com

reinício implícito estão bastante próximas das frequências calculadas pela iteração

por subespaço.

As formas modais podem ser vistas nas figuras:
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Figura 4.1: Modo de vibração correspondente à f = 2.6387
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Figura 4.2: Modo de vibração correspondente à f = 3.2587
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Figura 4.3: Modo de vibração correspondente à f = 4.1682
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Figura 4.4: Modo de vibração correspondente à f = 7.1227

4.2.2 Benchmarks da Coleção do Matrix-Market

Matriz de Tolosa

A matriz de Tolosa é um conhecido benchmark da coleção NEP (Non-Hermitian

Eigenvalue Problem - problema de autovalor não-hermitiano) [66]. Essa matriz é

originada de problemas que surgem na análise da estabilidade de asas de avião em

pleno vôo. Neste exemplo, foi simulada a matriz de Tolosa com 2000 equações,

os autovalores mais relevantes são aqueles que possuem maior parte imaginária.

Trata-se de um problema não-simétrico mal condicionado com muitos autovalores

próximos. Para efeito de comparação dos resultados, são mostrados na tabela (4.2)
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os resultados obtidos com o ARPACK, nesta simulação foi usada uma base de Krylov

de dimensão igual a 300 e dois reinícios foram executados.

Tabela 4.2: Os seis autovalores com maior parte imaginária da matriz de Tolosa

(n=2000) calculados com o ARPACK (fonte: [?])

parte real de λ parte imaginária λ

-723.2940 -2319.859

-723.2940 2319.859

-726.9866 -2324.992

-726.9866 2324.992

-730.6886 -2330.120

-730.6886 2330.120

Com o objetivo de avaliar a implementação do método de Arnoldi com reinício

implícito, o mesmo problema foi simulado, calculando-se os seis autovalores de maior

parte imaginária, com uma base do subespaço de Krylov de mesma dimensão usada

no ARPACK. O processo de reinício implícito não precisou ser executado, isto é, os

autovalores convergiram após a aplicação dos primeiros 300 passos. Os resultados

podem ser vistos na tabela (4.3):

Tabela 4.3: Os seis autovalores com maior parte imaginária da matriz de Tolosa

(n=2000) obtidos com a implementação proposta

parte real de λ parte imaginária λ

-723.2940 -2319.8590

-723.2940 2319.8590

-726.9866 -2324.9917

-726.9866 2324.9917

-730.6886 -2330.1198

-730.6886 2330.1198

Como pode ser visto, os resultados obtidos pelo ARPACK e pela rotina proposta
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são numericamente os mesmos. A diferença no número de iterações pode ser justifi-

cada pela tolerância menor que o ARPACK usa por padrão, nesse caso a tolerância

usada na implementação proposta foi de 1 × 10−15, a qual, como pode ser visto,

conduz a bons resultados.

Problema de convecção-difusão

O problema de autovalor associado à discretização dos métodos usados na aproxi-

mação do problema de convecção-difusão (4.5) é importante na análise da estabili-

dade e do comportamento oscilatório da solução aproximada [68]. A aproximação

desse problema foi feita pelo método das diferenças finitas utilizando um grid de

m×m pontos e integra a coleção NEP. Neste benchmark a equação do problema de

convecção-difusão é dada por:

−∆u(x, y) + 2p1ux(x, y) + 2p2uy(x, y) = λ(p3u(x, y)) (4.5)

definida num quadrado unitário (Ω = [0, 1]× [0, 1]), com u = 0 em todo o contorno.

Neste problema de autovalor padrão de ordem 961, foram calculados seis autovalores

de maior módulo, sendo necessárias 79 iterações para a convergência dos mesmos.

A dimensão da base do subespaço de Krylov utilizada nesse exemplo foi 40. Para

este exemplo, o (k, l)-ésimo autovalor é dado pela equação (4.6):

λk,l = 4− σ + 2(1− β2) 1
2 cos(khπ) + 2(1− γ2) 1

2 cos(lhπ) (4.6)

onde, h = 1
m+1 , β = p1h, γ = p2h, σ = p3h

2.

Os seis maiores autovalores obtidos pela Eq. (4.6) são mostrados na tabela:
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Tabela 4.4: Os seis autovalores do problema de convecção-difusão (m = 31,p1 =

25,p2 = 50 e p3 = 250)

parte real de λ parte imaginária de λ (k, l)

4.9983 2.3896 (1,1)

4.9983 -2.3896 (1,31)

4.9982 2.3551 (1,2)

4.9982 -2.3551 (1,30)

4.9803 2.3896 (2,1)

4.9803 -2.3896 (2,31)

Tabela 4.5: Os seis autovalores do problema de convecção-difusão obtidos numeri-

camente
parte real de λ parte imaginária de λ

4.9982 2.3896

4.9982 -2.3896

4.9982 2.3550

4.9982 -2.3550

4.9803 2.3896

4.9803 -2.3896

A distribuição de todos os autovalores desse benchmark pode ser visto na figura:
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Figura 4.5: Autovalores do benchmark do problema de convecção-difusão (fonte: site

do Matrix-Market)

Apesar de ser um problema melhor condicionado do que a matriz de Tolosa, o

mair número de iterações necessárias para a convergência dos autovalores é justi-

ficada pela presença de muitos autovalores próximos, como pode ser observado na

Fig (4.5). Comparando os autovalores exatos (tab. 4.4) e numéricos (tab. 4.5),

nota-se que estão bem próximos, indicando que a implementação proposta está bem

acurada.

4.3 Resultados obtidos com execução em paralelo

Uma medida de performance do código paralelo é o speedup. O speedup de um

programa paralelo é definido como sendo a razão entre o tempo que uma tarefa é

executa por um único processo e o tempo de execução da mesma tarefa executada

por n processos, isto é, o speedup mostra quantas vezes o código paralelo é mais

rápido que o sequencial, esta razão é expressa por:

S(n) = T (1)
T (n) (4.7)

Em geral, 1 ≤ S(n) ≤ n, quando o speedup é maior que n, tem-se um superspee-

dup. Além do speedup, a eficiência é outro parâmetro utilizado como medida do uso
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dos processos, sendo dada por:

e(n) = S(n)
n

(4.8)

Para a execução em paralelo dos exemplos, foi utilizado um cluster de pc’s com

32 nós, cada nó possui um processador de núcleo duplo Intel Core2Duo com 8GB

de memória RAM conectados via LAN com um switch de 1GB. Os processadores

têm clock de 2.66 GHz e cache compartilhado de 6 MB. Todos os nós rodam o Cent

OS Linux com kernel 2.6.18, o compilador utilizado foi o Intel Fortran versão 10.1.

Para a obtenção dos particionamentos da malhas foi utilizada uma biblioteca do

programa METIS [69]. Como o processador Intel Core2Duo possui núcleo duplo,

pode-se executar dois processos em cada máquina. Para melhor comparar os re-

sultados dos speedups , adotou-se o seguinte critério: as curvas de speedups foram

traçadas com referência ao número de nós ou máquinas ao invés do número total

de processos. Quando apenas um núcleo do processador foi usado, o número de

processos e máquinas (nós) são os mesmos. Na utilização da tecnologia de núcleo

duplo, cada nó executou dois processos diferentes, sendo o speedup dado por:

S(n)núcleo duplo = T (2)
T (2 ∗ n) (4.9)

onde n designa o número de nós.

4.3.1 Caso 1: problema de elasticidade plana

Neste exemplo de elasticidade plana foi utilizado uma viga engastada discretizada

com elementos quadriláteros bilineares. Trata-se de um problema de autovalor ge-

neralizado simétrico, no qual foram calculados os três menores autovalores, sendo

utilizado um total de 20 passos no algoritmo de Lanczos com reinício implícito. Neste

exemplo, foi preciso apenas dois reinícios implícitos para que todos os autovalores

convergissem. Como era esperado, o número de iterações do PCG e do método de

Lanczos com reinício implícito foi o mesmo, tanto na execução sequencial quanto na

paralela. A tolerância empregada no cálculo dos autovalores foi de 1×10−15. A viga
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simulada tem 4 metros de comprimento, sessenta centímetros de altura e espessura

de 0.20 cm . Possui módulo de elasticidade de 24 × 109N/m2 e peso específico de

2200 N/m3. As principais características desse exemplo são mostradas na tabela:

Tabela 4.6: Informações da simulação do caso 1
Número de elementos 140,000

Número de equações 280,800

Número de iterações do
2

método de Lanczos com reinício implícito

Número de soluções
36

do sistema de equações (PCG)

Exemplos de particionamentos para 4, 32 e 64 processos são mostrados nas figu-

ras:

Figura 4.6: Particionamento em 4 subdomínios
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Figura 4.7: Particionamento em 32 subdomínios

Figura 4.8: Particionamento em 64 subdomínios

As três formas modais obtidas são mostradas nas figuras:
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Figura 4.9: Primeira forma modal f = 19.59 Hz
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Figura 4.10: Segunda forma modal f = 109.78 Hz
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Figura 4.11: Terceira forma modal f = 269.35 Hz

A Fig. (4.12) apresenta as curvas de speedup para a etapa de cálculo das matrizes

de elemento e montagem das matrizes globais.
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Figura 4.12: Speedups para a montagem de elementos do caso 1.

Por não possuir redundância no cálculo das matrizes de coeficientes, o partici-

onamento sem sobreposição (non-overlapping) é mais vantajoso do que o caso com

sobreposição (overlapping) no cálculo das matrizes de elemento e espalhamento na

matriz global. Para um número de processos menor que 16, os speedups estão pró-

ximos ao ideal.

São apresentados na Fig. (4.13) os speedups para o produto matriz-vetor. Nesta

operação não estão computados os tempos de comunicação, por isso a ocorrência de

superspeedups para número de máquinas maior que dois. Um aumento de número de

processos em paralelo e subsequente diminuição da quantidade de memória utilizada

por processo na operação, melhorou o uso da memória cache, resultando em melhores

speedups, principalmente quando os dois núcleos da máquina foram usados.
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Figura 4.13: Speedups para o produto matriz-vetor caso 1.

A comunicação referente à operação de produto-matriz vetor é contabilizada na

etapa de solução do sistema de equações. Os speedups do método de Lanczos com

reinício implícito e do tempo total de execução é governado pelo speedup do PCG,

como pode ser visto nas figuras (4.14) a (4.16):
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Figura 4.14: Speedups para a etapa de solução do problema de autovalor do caso 1.
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Figura 4.15: Speedups para a etapa de solução do sistema de equações (PCG) do

caso 1.
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Figura 4.16: Speedups para o tempo total de execução do caso 1.

Obteve-se superspeedups para um número de processos menor que 16, tal fato

pode ser explicado pela otimização da memória cache. Nesses casos, a fronteira
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interna gerada é pequena, por isso o tempo de comunicação é pequeno se comparado

às outras operações. À medida que o número de processos aumentou, mais fronteira

interna foi crida (vide Figs. 4.6,4.7,4.8) afetando a eficiência. A convergência no

PCG e no método de Lanczos não foi alterada, independente do número de processos

usados. Os speedups máximos obtidos são mostrados na tabela (4.7):

Tabela 4.7: Speedups máximos obtidos para o caso 1

Etapa Máximo speedup
Método de particionamento

(número de processos)

Montagem de elementos 29.62 Sem sobreposição (1 ×32)

Produto matriz-vetor (sem comunicação) 71.43 Com sobreposição (2 ×32)

PCG 12.70 Sem sobreposição (1 ×32 )

Lanczos com reinício impl. 12.76 Sem sobreposição (1 ×32)

Total 12.77 Sem sobreposição (1 ×32)

Tempos totais em (s) Sequencial Mínimo paralelo

5,346.24 418.77

4.3.2 Caso 2: casa de força da UHE de Peixe Angical

Como segundo exemplo, foram calculados as frequências naturais e modos de vibra-

ção de um modelo tridimensional discretizado com elementos tetraédricos da UHE

Peixe Angical. A malha correspondente ao modelo pode ser vista na figura (4.17):
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Figura 4.17: Malha do caso 2

As propriedades físicas utilizadas nesse exemplo estão explicitadas na tabela

(4.8):

Tabela 4.8: Propriedades físicas utilizadas no modelo da UHE Peixe Angical
Propriedades Físicas Casa de Força Solo

Módulo de elasticidade (MPa) 25× 103 53× 103

Coef. de Poisson (sem dimensão) 0.3 0.3

Peso específico (N/m3) 23× 103 0.0

O solo foi considerado na modelagem para melhor representar as condições de

restrição à casa de força, seus efeitos inerciais foram considerados nulos. Neste exem-

69



plo foram calculados 15 autovalores, sendo executados, no total, 60 passos. Para a

convergência dos autovalores, foram realizados dois reinícios implícitos e tolerância

adotada no critério de convergência foi de 1 × 10−13. As principais características

da simulação são mostradas na tabela (4.9):

Tabela 4.9: Informações da simulação do caso 2
Número de elementos 899,104

Número de equações 546,587

Número de iterações do
2

método de Lanczos com reinício implícito

Número de soluções
115

do sistema de equações (PCG)

As seis primeiras frequências são mostradas nas figuras de (4.18) a (4.23):
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Figura 4.18: Primeira forma modal
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Figura 4.19: Segunda forma modal
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Figura 4.20: Terceira forma modal
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Figura 4.21: Quarta forma modal
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Figura 4.22: Quinta forma modal
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Figura 4.23: Sexta forma modal

As figuras (4.24) e (4.25) mostram um exemplo de particionamento para 64

processos:
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Figura 4.24: Particionamento da malha do caso 2 em 64 processos

77



Figura 4.25: Particionamento da malha do caso 2 em 64 processos (casa de força

em detalhe)

As curvas de speedups obtidas para esse exemplo são mostradas nas figuras de

(4.26) a (4.30):
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Figura 4.26: Speedups para a montagem de elementos do caso 2.
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Figura 4.27: Speedups para o produto matriz-vetor caso 2.
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Figura 4.28: Speedups para a etapa de solução do problema de autovalor do caso 2.

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 0  5  10  15  20  25  30  35

Sp
ee

du
p

# de maquinas

Solver - caso 2

Perfeito
Non-overlapping com 1 core

Overlapping com 1 core
Non-overlapping com 2 cores

Overlapping com 2 cores

Figura 4.29: Speedups para a etapa de solução do sistema de equações (PCG) do

caso 2.
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Figura 4.30: Speedups para o tempo total de execução do caso 2.

Por não ter redundância na fase de montagem das matrizes globais, o partici-

onamento sem sobreposição (non-overlapping) teve melhor desempenho do que o

particionamento com sobreposição (overlapping). Para o particionamento sem so-

breposição, a utilização dos dois núcleos do processador foi vantajosa comparado

ao particionamento com sobreposição. O aumento no número de processos teve um

grande impacto na melhora da performance do produto matriz-vetor, otimizando o

acesso à memória cache. Assim como no exemplo anterior, os speedups do tempo

total e do método de Lanczos com reinício implícito foram governados pelo desem-

penho do PCG, uma vez que o tempo de solução do sistema de equações compõe

o tempo de solução do problema de autovalor que, por sua vez, compõe o tempo

total. Como característica intrínseca ao esquema de subdomínio por subdomínio, o

número de iterações do PCG e da fase de reinício implícito é o mesmo e independe

do número de processos. Os speedups máximos obtidos são mostrados na tabela

(4.10):
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Tabela 4.10: Speedups máximos obtidos para o caso 2

Etapa Máximo speedup
Método de particionamento

(número de processos)

Montagem de elementos 37.41 Sem sobreposição (1× 32)

Produto matriz-vetor 57.14 Com sobreposição (2× 32)

PCG 19.13 Sem sobreposição (1× 32)

Lanczos com reinício impl. 19.12 Sem sobreposição (1× 32)

Total 19.13 Sem sobreposição (1× 32)

Tempos totais em (s) Sequencial Mínimo paralelo

16,273.33 850.50

4.3.3 Caso 3: problema de convecção-difusão

Como terceiro exemplo, um problema de autovalor generalizado de um problema

de convecção-difusão aproximado com a formulação estabilizada SUPG (Streamline

Upwind Petrov-Galerkin) em elementos finitos. Como já foi visto, nesse tipo de

problema, os autovalores relevantes na análise de estabilidade do método são os de

maior valor absoluto. Para este caso, o algoritmo de reinício implícito realizou 34

iterações, resultando num tempo sequencial total de cerca de 14 horas. As principais

características dessa simulação são mostradas na tabela (4.11):

Tabela 4.11: Informações da simulação do caso 3
Número de elementos 1,280,000

Número de equações 1,824,803

Número de iterações do
34

método de Arnoldi com reinício implícito

Número de soluções
3260

do sistema de equações

A malha de hexaedros desse problema é uma malha estruturada. O algoritmo de

particionamento do METIS [69] tem melhor resultados, em termos de minimização
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das fronteiras internas, para malhas não-estruturadas. Por isso, o particionamento

desse exemplo foi feito numa ferramenta computacional específica para esse fim,

podendo ser visto para o caso de 64 partições na figura (4.31):

Figura 4.31: Particionamento em 64 subdomínios

As curvas de speedups desse exemplo são mostradas nas figuras de (4.32) a (4.36):
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Figura 4.32: Speedups para a montagem de elementos do caso 3.
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Figura 4.33: Speedups para o produto matriz-vetor caso 3.
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Figura 4.34: Speedups para a etapa de solução do problema de autovalor do caso 3.

84



 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 0  5  10  15  20  25  30  35

Sp
ee

du
p

# de maquinas

Solver - caso 3

Perfeito
Non-overlapping com 1 core

Overlapping com 1 core
Non-overlapping com 2 cores

Overlapping com 2 cores

Figura 4.35: Speedups para a etapa de solução do sistema de equações (GMRES) do

caso 3.
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Figura 4.36: Speedups para o tempo total de execução do caso 3.

Devido ao gargalo sequencial no cálculo dos shifts causado pela redundância da

matriz de Hessenberg, a solução do problema de autovalor teve pior eficiência do
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que o GMRES, ficando mais evidente nos casos com mais de 16 nós. Isso afetou os

speedups totais, diminuindo o impacto dos speedups do GMRES. Da mesma forma

que nos casos simétricos, as convergências do método de Arnoldi com reinício im-

plícito e do GMRES são as mesmas obtidas na execução sequencial e paralela. Os

speedups máximos para cada etapa da simulação são mostrados na tabela (4.12):

Tabela 4.12: Speedups máximos obtidos para o caso 3

Etapa Máximo speedup
Método de particionamento

(número de processos)

Montagem de elementos 33.03 Sem sobreposição (1× 32)

Produto matriz-vetor 38.21 Sem sobreposição (2× 32)

GMRES 21.48 Sem sobreposição (1× 32)

Arnoldi com reinício impl. 17.07 Sem sobreposição (1× 32)

Total 17.08 Sem sobreposição (1× 32)

Tempos totais em (s) Sequencial Mínimo paralelo

50,008.54 2,927.27
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Capítulo 5

Conclusões

Apresentou-se neste trabalho, uma implementação em paralelo do método de Ar-

noldi/Lanczos com reinício implícito para a solução de problemas de autovalor ge-

neralizado discretizados pelo método dos elementos finitos. O esquema de reinício

implícito juntamente com o procedimento de reortogonalização adotado demonstra-

ram ser bastante eficientes, mantendo a dimensão do subespaço de Krylov pequena

se comparada ao número de equações do problema original, porém sem perda de

precisão dos autovalores e respectivos autovetores. Em problemas com muitos au-

tovalores repetidos, ou até mesmo próximos, a escolha do tamanho da base é fun-

damental, pois o tamanho da base determina o número de shifts que serão usados

no esquema de reinício implícito para melhorar a convergência dos autovalores de-

sejados. Uma má escolha do tamanho da base pode acarretar a convergência da

faixa indesejada do espectro de maneira mais rápida que os autovalores desejados

conduzindo a resultados errôneos. Para problemas com muitos autovalores repetidos

ou próximos, a versão do método de Arnoldi/Lanczos em blocos é mais adequada e

pode ser implementada futuramente.

A implementação em paralelo proposta usando o esquema de subdomínio por

subdomínio utilizando estruturas de dados comprimidas demonstrou ser bastante

adequada na solução de problemas de autovalor pelos métodos de Arnoldi/Lanczos

e é a principal contribuição deste trabalho. Vale destacar que na solução em paralelo,

a convergência do esquema de reinício implícito independe do número de processos,
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sendo esta a principal característica do esquema de subdomínio por subdomínio.

O esquema de comunicação adotado, baseado no padrão MPI, está presente ape-

nas nas etapas de solução do problema de autovalor e do sistema de equações e

não há comunicação desnecessária entre processos adjacentes. Os exemplos analisa-

dos comprovam que, na estratégia de subdomínio por subdomínio, os esquemas de

particionamento com e sem sobreposição podem ser implementados com eficiência

equivalente, com ligeira vantagem para o participamento sem sobreposição. As es-

truturas de dados comprimidas nos formatos CSRC e CSRC/CSR comprovaram ser

estruturas eficientes no uso de memória, sendo apropriadas para a computação de

alto desempenho.

A implementação proposta é voltada para arquiteturas de memória distribuída

e foi testada num cluster de pc’s com processadores de núcleo duplo. O uso do

padrão MPI com o objetivo de aproveitar os dois núcleos do processador não é

a melhor alternativa para esse fim, apesar de apresentar superspeedups nas fases

de montagem de elemento e na operação de produto matriz-vetor. Na etapa de

solução do sistema de equações o uso do MPI para aproveitar a tecnologia de núcleo

duplo apresentou speedups bastante pobres. O padrão OpenMP é o mais adequado

para a utilização da tecnologia multicore e como sugestão de trabalho futuro, pode-

se implementar um esquema paralelo híbrido, utilizando o MPI para a memória

distribuída e o OpenMP para utilizar os diversos núcleos dos processadores num

esquema de memória compartilhada.
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