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“E somente nas misteriosas equacoes do amor que qualquer légica ou razao pode ser
encontrada.”

(John Nash)



Resumo

Neste trabalho vamos estudar um modelo matematico que descreve as oscilacoes
nao lineares de uma ponte suspensa. Este modelo é dado por um sistema de equacoes
diferenciais parciais que estao acopladas. Basicamente, estudaremos a existéncia e
unicidade da solugao fraca do sistema. Usaremos a teoria de operadores maximais
mondtonos para modelo linear e os semigrupos fortemente continuos de contracao para o

modelo nao linear.

Palavras chave: Suspensao de Pontes, Solucgoes Fracas, Teoria de Semigrupos.



Abstract

In this work we study a mathematical model which describes the nonlinear
oscillations of a bridge suspended. This model is given by a system of partial differential
equations which are coupled. Basically, we study the existence and uniqueness of weak
solution of the system. We use the theory of mazimal monotone operators to model linear

and strongly continuous semigroups of contraction for the nonlinear model.

Keywords: Suspension Bridges, Weak Solution, Semigroups Theory.
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Introducao

A grande maioria de fenomenos naturais sao modelados através das equacgoes
diferenciais (sejam estas equagoes do tipo ordindrias, parciais, estocasticas, funcionais,
integro-diferenciais, etc.) por este motivo a importancia do seu estudo. Em muitos casos
o comportamento assintotico destas equacoes nos levam a obter informagoes relevantes
dos fenomenos.

Um primeiro passo pra entendermos a dinamica assintética de um problema em
equacoes diferencias parciais é a existéncia e unicidade das solucoes.

Neste trabalho temos como objetivo analisar a existéncia e unicidade das solugoes
fracas de um modelo de suspensao de pontes, ou seja, um sistema de equagoes hipérbolicas

acopladas

;

Mp2es + W2gzne — F(y — 2) = f1, 2 €(0,1), t=>0,
MYt = BYez + Fy — 2) = fo, 2 €(0,1), =0,
2(0,t) = z(1,t) = 0,2,(0,%) = 2, (I,t) = 0,

y(0,t) = y(l,t) =0,

2(x,0) = z1(x), z(x,0) = 29(x),z € (0,1),

y(:L‘,O) = y1<5L‘), yt('r?O) = y2<x>7$ € (07 l)>

\

onde as constantes my, m., a, 3 sao positivas, as fungoes fi; e fo representam as forcas
externas do sistema, as quais geralmente dependem do tempo e F': R — R ¢é a fungao de
acoplamento do sistema com F'(0) = 0 (F pode ser linear ou nao).

Acontinuacao vamos descrever o desenvolvimento de nosso trabalho. No Capitulo

1, colocamos todas as ferramentas que usaremos para estudar o problema (P); isto é,

11
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veremos brevemente alguns resultados sobre os espacos de Sobolev e L (ver [4]), a teoria
de Operadores Maximais Mondtonos (ver [4]) e Semigrupos de Operadores Lineares (ver
[8], [14]), a relacao existente destas teorias, também as equagoes de primeira ordem semi-
linear, finalmente a minimizacao de fungdes convexas (ver [15] e [16]).

No Capitulo 2, estudamos a existéncia e unicidade das solugoes fracas do modelo de

suspens¢ao de pontes (P). Primeiramente estudamos o modelo linear, isto ¢, quando

F(€) = k¢,

Mp2et + OZgaae — k(y — 2) =0, € (0,1), t=0,
My — PYze + k(y —2) =0, z€(0,1), ¢>0,
2(0,t) = z(l,t) = 0, 2,(0,t) = 2,(I,t) = 0,

y(0,t) =y(l,t) =0

z(x

y(ZL‘,O) = yl(x)7 yt(l‘70) = yQ(l‘)?*r S (07l)

) =0,
,0) = z1(x), 2(z,0) = 25(z),z € (0,1),

\
Usando a teoria de operadores maximais mondtonos, principalmente o Teorema de Hille
- Yosida e seguindo o estudo feito nos artigos [3], [9] e as referéncias [4], [?], [15] e [16]
obtemos a existéncia e unicidade da solugao para o problema (L).

Para o estudo do modelo nao linear, isto é, do problema

)
2ot + 02 2ppne = F1(t, 2y, 2), x€(0,1), t=0,

Yt — b2y:mc = Fg(t,l',y,Z), VIS (07Z)7 t 2 07

2(0,t) = z(l,t) = 0, 2,(0,t) = z, (I, t) = 0,

(0,7) = 2(1,t) (0,2) = z(1, 1) (NL)
y(0,t) = y(l,t) =0,

2(x,0) = z1(x), z(x,0) = 29(z), 2 € (0,1),

y(.ﬁU,O) = yl(a:), yt(xv()) = y2(x)7x < (0>l>7

\
temos usado a teoria de semigrupos, seguindo os artigos [1], [2] e as referéncias [§] e
[14]. Também temos realizado o analise de estabilidade do sistema usando a funcional de

Liapunov, seguindo [10].



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo vamos apresentar os resultados necessarios para o

desenvolvimento de nosso trabalho.

1.1 Os Espagos L*(1)

Sejam € C R™ um subconjunto aberto com medida de Lebesgue || finita e

consideremos f : {2 — R uma funcao.
Definicao 1.1.1 Se p é um numero real satisfazendo 1 < p < 0o, definimos
LP(Q) = {f : Q — R; f € mensurdvel e / |fIPdz < oo} e
Q
» 1/p
ey = [ [ 1r@Pas]”
Se p = 00, definimos

L=(Q)={f:Q — R; f é mensurdvel e 3¢ > 0 tal que |f| < ¢ q.s. emQ} e

| fllzo) = inf {c;|f] < c q.5. em Q}.

Teorema 1.1.1 O espago LP(Q2) é um espago vetorial normado e || - || 1) € uma norma

para todo 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [4], pagina 57. a
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Observacao 1.1.1 Se f € L>(Q2), entio |f(z)| < || fllz=@) quase sempre em Q (ver [4],

pdgina 56).

Notagao: Seja 1 < p < oo; denotamos por p’ o expoente conjugado de p, isto é,

1 1
—+— =1 (p' =1 quando p = c0).
p 7

Quando p = 2 temos o seguinte espaco vetorial

L*(Q) = {f : Q — R; f é mensurével e / |f|Pdx < oo}
Q

o qual é um espaco de Hilbert com o produto escalar

. 9) e /f

Teorema 1.1.2 (Riesz-Fischer) O espaco LP(Q2) é um espaco de Banach para todo

1 <p<oo.
Demonstracao: Ver [4], pdgina 57. O

Teorema 1.1.3 LP(Q2) é um espago Reflexivo para todo 1 < p < oo e Separdvel para todo

1<p<oo.
Demonstracao: Ver [4], pagina 59. O

Denotemos por C(2) = {f : @ — R; f é continua} e por Cy(f2) como o espago das

fungoes continuas em €2 que tem suporte compacto, isto é
Co(2) ={f € C(Q) : existe um compacto K C Q tal que f(z) = 0,Vz € Q\K}.

Denotemos por 1x a funcao caracteristica do subconjunto K C €2, isto é, 1x : 2 — R
definida por

1, ze K
1k (z) =
0, ze€Q\K.
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Também denotaremos por C*(Q)) o espaco das fungoes k vezes continuamente

diferencidaveis em €2 e

C(Q) = () C* Q)

k>0
CH(S) = CH(Q) N Cy(Q)
CE () = C=(Q) N Cy(Q).

Definicao 1.1.2 Seja 1 < p < 00. Dizemos que a fungao f: Q — R pertence a LY (Q)

loc

se flg € LP(Q) para todo compacto K C €.

loc

Lema 1.1.1 Seja f € L} () tal que / fu=0,Vu € Cy(R2). Entao f =0 quase sempre
Q

em ).
Demonstracao: Ver [4], pdgina 61. O

Teorema 1.1.4 (Representacao de Riesz) Seja 1 < p < oo e seja ¢ € (LP(Q)).

Entdo existe um tnico u € L? tal que

o.hy= [, vrer@)
Além disso ||ull ) = l¢llzr@)y- A aplicagao T LP(Q) — (LP(Q)) definida por

(Tu, f) = /Quf, VfeLr(Q).
¢ uma isometria sobre (LP(Q)). Isto permite identificar L? () com (LP(Q))’.
Demonstracao: Ver [4], pagina 61. O
Teorema 1.1.5 (Densidade) O espago Cy(Q2) € denso em LP(Q2) para 1 < p < oc.
Demonstragao: Ver [4], pagina 62. O

Corolario 1.1.1 Seja Q C R"™ um aberto qualquer. Entao C§°(2) € denso em LP(§2) para

1<p< 0.

Demonstracao: Ver [4], pagina 71. O
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1.1.1 Teoremas de Stampacchia e de Lax-Milgram

Sejam H um espago de Hilbert real com o produto escalar (-,-}y : H x H — R e

a: H x H — R uma forma bilinear.
Definicao 1.1.3 A forma bilinear a é
a) Continua se eziste uma constante C > 0 tal que

la(u, v)| < Cllullalfolm,  Yu,ve H,

b) Coerciva se eziste uma constante o > 0 tal que

a(v,v) = al|vl3, VYve H.

Teorema 1.1.6 (Stampacchia) Seja a : H x H — R uma forma bilinear continua e
coerciva. Seja K C H wm subconjunto convezo, fechado e ndo vazio. Dado v € H', existe

um unico u € K tal que
a(u, v —u) = (p,v—u)y, Yve K

Além disso, se a é simétrica, entao u se caracteriza pela propriedade

ue K
a(u,u) — (p,u) = min{ Za(v.0) — (p.0)}
5 olu,u p,u) = min | sa(v, v ©, ) ¢
Demonstragao: Ver [4], pagina 83. O

Corolario 1.1.2 (Lax-Milgram) Seja a : H x H — R uma forma bilinear continua e

coerciva. Entdo, para todo p € H', existe um tinico w € H tal que
a(u,v) = (p,v), Vv e H.

Além disso, se a é simétrica, entdo u € caracterizado por

ueH
Sa(u,w) — (. u) = min { Ja(v,v) — (p.0) }.

Demonstracao: Ver [4], pagina 84. O
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1.2 Os Espacgos de Sobolev W"P([)

Nesta se¢ao vamos considerar 2 = (a,b) =: I como sendo um intervalo aberto limitado

ou nao e p um numero real satisfazendo 1 < p < oo.

Definigao 1.2.1 O Espaco de Sobolev WP (I) é definido como sendo o conjunto

W'P(I) = {u € LP(I) : 3g € LP(I) tal que /ugp’ = —/g(p,Vgp € Cy(I)}.
I I

Pelo Lema [1.1.1, se u € WHP(I), duas fungoes g1, g» € LP(I) que satisfazem

/W)’Z—/gjso, j=12
I I

para toda ¢ € Cj(I) coincidem em quase todo ponto. Portanto, exceto por modificacao
em um conjunto de medida nula, g é determinada de modo tinico e é chamada de Derivada

Fraca (ou derivada no sentido de distribugao) da fungao u e escrevemos como g = u’.

Quando p = 2, costuma-se indicar W2(I) por H'(I) de forma que W?(I) = H'(I).

Observagao 1.2.1 Se u € CYI)NLP(I) e u' € LP(I) (v € a derivada usual) entdo
u € WYP(I). Além disso a derivada usual de u coincide com a derivada de u no sentido

de WYP(I). Em particular se I € limitado, entdo C*(I) C W P(I) para todo 1 < p < oo.

Exemplo 1.2.1 A fun¢io u(z) = 3(|z] + ) € W'P(I) para todo 1 < p < oo, onde
I=(-1,1),(x) = H(x) e
1, s5e O<zxz<l1

H(z) =
0, se —1<zx<0.

De fato, dado o € CL(I)(isto é, p € CV(I) e p(—1) = 0 = (1)), temos
!AM@WQMx—/jOWQMx+[TW¢@Mx
:xmuﬂ;—lf¢@mx
= o)~ [ el
——/%mwm—lﬁwwm

:—z;mﬂwm.
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Como || H|[7, ) =1, seque H € LP(I).

Mas H ¢ W'P(I), V1 < p < oco. De fato, se existe g € L}, (I) tal que

[ s@rewar=— [ Hz)g (@) = - / Plopde =0

1
0,V € C3(0,1), logog =0 g.s. em (0,1)
0,V € C}(—1,0), logo g =0 q.s. em (—1,0),
pelo Lema 1.1.1 seque que g = 0 quase sempre em (—1,1) e portanto ¢(0) = 0, para toda

p € Cy(—1,1). Isto é um absurdo e portanto nao eziste tal fungdo g.

O espago WP(I) estd dotado da norma |[ullwrey = |lullze(ry + [[4/]| L) (ou pela

norma equivalente [Hu”jzp(l.) + HU,HZLP(I)]UP)-
O espaco H'(I) ¢ dotado do produto escalar
(u, ) (ry = (W, V) p2(ry + (W, V) 2y (1.1)

o qual define a norma
||U||H1(I) = (||U||%2(1) + ||u/||i2(1r))1/2 (1.2)

que é equivalente & norma Wh2(T).
Proposicao 1.2.1 As sequintes propriedades valem
i) Para 1 < p < oo o espago WHP(I) é um espaco de Banach.
ii) Para 1 <p < oo o espago WHP(I) é um espago de Reflexivo.
i11) Para 1 < p < oo o espago WHP(I) é um espago de Separdvel.
iv) HY(I) é um espago de Hilbert Separdvel.

Demonstragao: i) Seja (u,) uma seqiiéncia de Cauchy em W1?(I) entao dado € > 0,
dng € N tal que |[um — tp|lwiry < €, Vm,n > ng. Logo pela definicdo da norma em

WhP(I), temos

€ > ||um — Unllwrery = [tm — wnll Loy + [t — w2y, Vm,n > ng.
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Desta iltima expressao segue que (u,) e (u)) sdo seqiiéncias de Cauchy em LP(I). Como

LP(I) é um espago de Banach, entao u, — u e u/, — g em LP(I). Tem-se

/unso’ = —/u;% Vo € CH(I),
I I

pois u, € W'?(I) e quando n — oo, obtemos

/w’ = —/gsa, Vo € CH(I).
I I

Portanto u € W'?(I), v’ = g e ||u, — ul|wrey — 0.
i1) O espaco produto £ = LP(I) x LP(I) é reflexivo (ver [11], pagina 189). O operador

T:ueWh(I) — [u,u] € F é uma isometria de WP(I) em E, pois

ITulle = | Tl oy oy = lallzoy + e oy = Nuallwroq.

Portanto T(W?'?(I)) é um subespago fechado de E (ver [4], Nota 14, pégina 45).
Assim, T(W?'P(I)) é um espaco reflexivo (ver [4], Proposigao II.17, pdgina 45).
Conseqiientemente WP (I) é reflexivo.

i1i) Seja o espaco produto E = LP(I) x LP(I) é separavel (ver [12], pagina 238) e
a isometria T definida anteriormente, portanto T'(W?(I)) é separdvel (ver Proposi¢io
I11.22, [4], pagina 47). Por conseguinte W'?(I) é separavel.

iv) Como H'(I) é completo com a norma dada por (1.2) segue que H'(I) é um espago

de Hilbert. O

Teorema 1.2.1 (Densidade) Seja v € W' com 1 < p < oo. Entao eriste uma

sequencia (u,) em C§°(R) tal que un‘l — u em WHP(I).
Demonstracao: Ver [4], pagina 127. O

Teorema 1.2.2 Existe uma constante C' (dependente sé de |I| < 00) tal que

i) Nullzery < Cllullwrey, Yu € WH2(I), para todo 1 < p < oo, dito de outra forma,

Wi (1) — C(I) — L>®(I) com inclusdo continua para 1 < p < 0o.
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Além disso, quando I € limitado.
ii) A inclusao WHP(I) € C(I) é compacta para 1 < p < oo.
i11) A inclusao WH(I) C LY(I) é compacta para 1 < ¢ < oo.
Demonstracao: Ver [4], pdgina 129. a

Corolério 1.2.1 (Derivagao de um Produto) Sejam u,v € WP(I) com 1 < p < co.
Entao uwv € W'P(I) e

(wv) = u'v +uv'.
Além disso, verificamos a formula de integracdo por partes
/ u'v =u(x)v(z) —uly)v(y) — / w', Vr,yel.
y y
Demonstracao: Ver [4], pagina 131. O

Corolério 1.2.2 (Derivagao de uma Composta) Seja G € C*(R) tal que G(0) = 0
e seja v € W'P(I). Entao,

Goue W (I) e (Gou) = (G ou
Demonstracao: Ver [4], pagina 131. O

Definicao 1.2.2 Sejam m > 2 um inteiro e 1 < p < 0o um numero real, definimos

W™P(I) por recorréncia como o espago
Wm™P(I) = {u € W™ P(I) 4/ € W 12(1)},
Quando p = 2, temos H™(I) := W™2(I).
Observacao 1.2.2 a) u € W™P(I) se, e somenle se, existem m fungoes gi,...,Gm €
LP(I) tais que

/uchp:(—l)j/gjgp, Voe Cgo(I), VYj=1,2,....m
I I

onde D’ denota a derivada de ordem j de .
b) Quando u € W™P(I), denotamos por u' = gy, (u') = gz, ... u'™ = g,, as derivadas

da funcdo u até a ordem m, as quais também serdao denotadas por Du, D*u, ..., D™u.
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O espago W™P(I) é dotado da norma

m
el = lullo + > I1D%ullzoay-

a=1
O espago H™(I) é dotado do produto escalar
(w, v) gy = (U, v) 201y + Z(Dau, D) 2(py.
a=1

Definigao 1.2.3 Dado 1 < p < oo denotamos por Wy P(I) o fecho de C(I) em W'P(I).
Quando p = 2, denotaremos H}(I) = W,>(I).

O espaco Wy *(I) é dotado da norma induzida por WP(I); o espaco HZ(I) é munido
do produto escalar induzido por H'(I).

Observacao 1.2.3 O espaco Wol’p([) ¢ um espaco de Banach separdvel, é reflexivo para
1 <p<oo. O espago HY(I) é um espago de Hilbert separdvel.

Quando I = R tem-se que C}(R) é denso em W'P(R) (ver Teorema [1.2.1) em
conseqiiéncia W' (R) = WP (R).

Observagao 1.2.4 Usando uma seqiiencia reqularizante (o,) (ver [4], pdgina 70)

podemos verificar que
a) C°(I) € denso em WyP(I).
b) Sew e WHP(I) N Cy(I) entio u € WyP(I).
Teorema 1.2.3 Se u € W'P(I) entio u € WyP(I) se, e somente se u =0 sobre OI.

Demonstracio: Seja u € WyP(I) = CL(I), existe uma seqiiencia (u,) de C}(I) tal
que un‘l — wem W'P(I) e como W'P(I) — C(I) segue que u,, — u uniformemente em

I e conseqiientemente u = 0 em 9I; pois como
Ve > 0,3ng € IN tal que |u,(z) — u(x)| < ¢,Va € I,Vn > ng
e u, € C}(I), segue que

e > |uy(z) —u(x)] = |0 —u(z)| = |u(z)| = u=0, Vzedl.
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Reciprocamente, seja u € WHP(I) tal que u = 0 sobre 9I. Consideremos uma fungao
G € C'(R) definida por

0, selt| <1
G(t) =

t, selt| >2

y=G(1)

tal que |G(t)| < |t|, Vt € R.
Note que G € C'(R), G(0) = 0 e como u € W'P(I) do Corolério [1.2.2l segue que
1
u, € W(I) onde u, = —G(nu).
n

Por outro lado

Supp (uy) =={x € I 1 u,(z) #0} C{x € :|u,(x)] > 1/n},
pois
0, se [nu(z)| <1
u(z), selnu(z) = 2.
Assim, se |u(x)| > 1/n entdao u,(xz) # 0 . Entao o Supp (u,) é um compacto incluido

em I (isto segue do fato que u = 0 sobre 0I e u(x) — 0 quando |z| — oo, x € I). Por

conseguinte u, € Wy (I) pois u, € W' (I) e u, € Co(I).
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Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver [4], pdgina 54)

temos
Jitn =l = [ finle) = o)z 2= 0.

Note que existe uma constante C' independente de n € N tal que ||G'(nu)||p~m) < C e

como u, = 1[G o (nu)] = G'(nu) - /, segue que
lul | = |G (nu)||v'| < C|u'| g.s. em I.
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
o, = o = [ lia) = (@) =0,
Portanto u,, — u em W'?(I) e segue-se que u € Wy (I). O

Proposicao 1.2.2 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que I € limitado. Entdo

existe uma constante C' (dependente de |I|) tal que
lullwioy < Cle |y, Yu € Wy™(I).

. 1 . , . \
Dito de outro modo, em Wy (I) a quantidade ||u||zr(r) € uma norma equivalente a norma

de WP(I).
Demonstragio: Se u € Wy?(I) e I = (a,b) entio

uta)| = lule) = )| =| [ wOa| < [ et < v,

Assim, |[u|pe(r) < HU,HLl(I)'

Para 1 < p < o0, temos

/ 1/p 1/ ,
|u(x)|7’ < (/I|u’|d.l’>p < |:(/I|1|p d:E) p (/I|U/|pdx> p]p _ |]|p/p ”u/“g[)/p(l)

onde temos usado a desigualdade Holder (ver [4], pagina 56).

Entao integrando sobre o intervalo I tem-se

[ lut@Pde < 1P gy [ do = 11075 gy = TP
I
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disto resulta que

lullzey < Y] zo - (1.3)
Conseqiientemente,

lullwirmy < Cllwllzey,

onde C := 1+ |]]. O

Observacao 1.2.5 Se I ¢é limitado, a expressio (u',v')r2yy define sobre H{(I) um

produto escalar e, a norma associada, isto €, ||| 12(r), € equivalente ¢ norma de H'(I).

Definicao 1.2.4 Dados um inteiro m = 2 e um numero real 1 < p < 0o, definimos o

espago WiP(I) como o fecho de Cy*(I) em W™P(I). Equivalentemente
W P(I) = {u € W™P(I) :u= Du=...= D" 'u=0 sobre OI}.
Observacao 1.2.6 E conveniente distinguir bem entre
WeP(I) = {u € W*P(I) : u= Du =0 sobre I} e
W2P(I) N Wy P(I) = {u € W?P(I) : u = 0 sobre OI}.

Defini¢ao 1.2.5 (Dual de W, ”(I)) Definimos por W='"(I) o espaco dual de
WoP(I) com 1< p< oo epor HY(I) o espago dual de HE(I).

Observacao 1.2.7 a) Da teoria de espagos duais temos as sequinte inclusoes
Hy(I) c L*(I) c H (1)

com 1mersoes continuas e densas.

b) Se I € limitado, tem-se
WyP(I) C L*(I) € W= (1), para todo 1 < p < oo,

com imersoes continuas e densas.

c¢) Se I ndo € limitado, tem-se somente
Wol’p(f) c L*(I) c W_l’p/(f), para todo 1 < p < 2,

com imersoes continuas e densas.
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Os elementos de W~ (I) podem-se representar por meio de fungdes de L? (I); mais

precisamente, temos

Proposigao 1.2.3 Se F € WY (I) entio existem fo, fi € L' (I) tais que

(F,v) = /Ifov + /Iflv’, Yo e Wy P(I) e
] = max{ | foll Lo 1y, LFoll o 1y -
Quando I € limitado, pode-se tomar fo = 0.
Demonstracao: Seja o espago E = LP(I) x LP(I) munido da norma
|Plle = lhollLecry + [P ||r(ry,  onde  h = [ho, hq].

A aplicacao T : Wy *(I) — E definida por Tu = [u, v'] é uma isometria, pois ||Tu|z =
[ullzeny + 10l ey = lullyre oy

Seja. G = T(W,(I)), munido da norma induzida por E e S =T~': G — Wy *(I).

A aplicagdo G > h — (F,Sh) € R é um funcional linear e continua sobre G.
Pelo Teorema de Hahn-Banach (ver [4], Corolario 1.2, pagina 3) podemos estender este
funcional a um funcional linear e continua em FE, o qual denotaremos por ® : £ — R,
com [ @[ = || F.

Como ® € E' = L (I) x L (I), segue do Teorema da Representacio de Riesz (ver

Teorema [1.1.4) que existem fy, f; € LP'(I) tais que
<q),h> = /foho + /flhl, Vh = [ho,hl] € FE.
I I
Usando a desigualdade de Holder temos

(@, )] < / [fohol + / Al < Wfoll o 1 Boll ey + 12wy 1 Loy

< max{{| foll o (1ys L f1ll Lo iy HIBo | oy + max{| foll o 1y, L f1ll oy HI Pl 2oy
= max{|| foll . (1y: [l /1l o 1y Y[ ol 2o (1) + 1P || o))

= max{]| foll oo 1y [[f1ll o o I ol -
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Disto segue

[@|zr = sup (@, h)| < max{[|foll Lor 1y [ fill L 1y - (1.4)
heE
lIhllp<1
p'—2 p'—2
Tomando hg = ‘f0| fO e hy = L1l - {1, temos
TS TATA
p'—2 p'—2
ol = sup (0. > (o0 = [0y (LI ‘fl
heE ||f0||Lp (I) ||f1||
lIhllp<1
= foll o (1) + LAl Loy = max{| foll o (1 I f1ll 2o (1) }- (1.5)

De (1.4) e (1.5), segue que [[®[|p = maX{HfUHLP'(I)7 ||f1||Lp’(1)}~
Quando I ¢ limitado dotamos ao espago Wy (I) da norma ||v/||»(s) (ver Proposicio
1.2.2). Aplicamos o mesmo raciocinio da primeira parte com F = LP(I) e T : u €

WyP(I) — u' € LP(I) e obtemos (F,v) = /fw’, Vo € WEP(I). .
I

Imersoes de Sobolev

Seja I C R um aberto limitado. Para m € N e 1 < p < oo consideremos o espago de

Sobolev WP (I). O niimero net smoothness (f) definido por
1
net smoothness (f) :=m——, Vfe W™P(I) (1.6)
p

caracteriza as propriedades de suavidade dos elementos de W™P(I):

Esta quantidade é fundamental para as relacoes entre os diferentes espacos de Sobolev.

Teorema 1.2.4 (Imersoes de Sobolev) Seja k,m € N, 1 < p,q < 400 e seja I como

acima. FEntao as sequintes inclusoes sao continuas

( 1 1
Wkﬂ(])? 36m_—>k__aQ>p
p q )
(a menos quem — — = k,q = o)
Wme(I) C pl (1.7)
CHr(), se0<pu<m—k—~-<1,
p
(a menos quem — — € N).
L
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Além disso, para I limitado as inclusoes acima sao compactas no caso das inequacoes

1 1
estritas; m — — >k — — oum — — > k + u, respectivamente.
p q p
Demonstracao: Ver [5], pagina 23. O

1.2.1 Problema de Valor de Contorno

Considere o seguinte Problema

—u”—l—U:f em ]:(071) (18)

onde f é uma fungdo dada (por exemplo de C(I), ou de L*(I)). O problema (1.8) é
chamado de Problema de Dirichlet homogéneo.

Definicao 1.2.6 Uma Solucdo Cldssica de (1.8) ¢ uma funcdao u € C*(I) que verifica

(L.8) (no sentido usual).
Definigao 1.2.7 Uma Solug¢do Fraca de (1.8) ¢ uma fungio u € H}(I) que verifica

/Iu'v'—i-/luv: /fv, Vv € Hy(I). (1.9)

Proposigao 1.2.4 Para toda f € L*(I), existe uma tnica uw € H)(I) solugio de (1.9).

Além disso, u € caracterizado por
min 1/(1)’2+v2)—/fv :
veH (1) (2 )1 I
Este ¢ o chamado Principio de Dirichlet.
Demonstracao: Ver [4], pagina 136. O

Observacao 1.2.8 a) Toda solugao classica é solugao fraca. Isto seque da formula de
integracao por partes do Coroldrio 1.2.1.

b) Existéncia e Unicidade de uma solucao fraca, isto vem da Proposicao 1.2.4.
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¢) Regularidade e recuperacio da solugio cldssica. Se f € L*(I) e uw € H}(I) é uma

solucao fraca, entao w € H*(I). Com efeito, se u é uma solucio fraca de (1.8) temos

/Im/ _ /(u — ), VueCMI) C H(I)

e assim v € HY(I) poisu — f =u" € L*(I), isto é, u € H*(I).

Além disso f € C(I) entdo a solucio fraca v € C*(I). De fato, se f € C(I) e
u € HE(I), seque que u — f € C(I). Entio " € C(I) e daiu € C*(I) . A solugdo fraca
u € C%(I) é uma solugdo cldssica pois /(—u"—i—u— e =0, para todo p € CA(I) e como
Ci(I) € denso e, L*(I) (ver Coroldrio {.1.1), —u" +u=fqs emI. Comouée C*I)

seque que a ultima iqualdade € todo I.

Regularidade das Solucoes Fracas

Dado x € R" escrevemos z = (2/,x,) com 2’ € R"™} 2/ = (z1,79,...,2,1), |2| =
n—1 ) 1/2
( E xl> . Denotemos por
i=1

R} ={z=(2",2,) 12, >0}, Q={o=(2",2,):|2'| <lelx,| <1},

RQi=QNRY e Qo={z=(z,): || <lex, =0}

Para n = 3 podemos olhar nas figuras (1.1) e (1.2).

z z
3
R
P - T - ’ [
1 / \
M _ /‘Q N 1 Pl Q+
| 7 - ! i L
} i } } i
I -
| 1. -7 | A
L - | y ‘ T
I 0 |1 - N Sy
T st
| | - -
\ | \ -
| /—'wa,\\ e
( -1 \‘ //
/
X ~_ ,,,J‘,,,/ _ e

Figura 1.1: Os espagos Q e Qo. Figura 1.2: Os espagos R3 e Q..
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Definicao 1.2.8 Seja Q2 C R"™ um subconjunto aberto. Dizemos que ) € de Classe C™,
m > 1, se para todo x € I' existem uma vizinhanca U de x em R™ e uma aplicagcao bijetiva

H:Q — U tal que

HeC™Q), H'eC™U), HQ)=UNQ e H(Q)=UNT.

Dizemos que ) € de classe C'*° se ¢ de classe C™ para todo m.

Teorema 1.2.5 (Regularidade para o Problema de Dirichlet) Seja ©Q um aberto
de classe C* com T limitada (ou bem Q = R"). Seja f € L*(Q) e seja u € H(Q)

que verifica

/Vqup+/ug0—/f<p, Vi € Hy(Q).
Q Q 0

Entio u € H*(Q) e ||ullp2) < C||fl12(), onde C € uma constante que sé depende de €.

Além disso, se Q € de classe C™? e f € H™(Q) onde m > 1, entdo
ue H™(Q) com ||ullgmiz@) < C| f|lmm@)-

n _
Em particular, se m > 5 entdo u € C*(Q).

Por diltimo, se Q0 € de classe C* e f € C®(Q), entio u € C=(Q).

Demonstracao: Ver [4], pagina 182. O

1.3 Operadores Lineares, Semigrupos e Equacoes de
Evolucao

Nesta secao vamos definir os operadores maximais mondétonos como também vamos
ver alguns teoremas de existéncia e unicidade de solugoes para um problema de Cauchy

abstrato num certo espaco de Banach e alguns resultados da Teoria de Semigrupo.

1.3.1 Operadores Lineares Nao Limitados

Sejam FE, F' espacos de Banach reais e A : D(A) C E — F um operador linear.
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Definicao 1.3.1 Dizemos que um operador linear A ¢é limitado se existe uma constante
c 2 0 tal que
|Aullp < cllullg,  Vu € D(A).

Se A nao é limitado dizemos que A é um operador linear nao limitado.

Definicao 1.3.2 Seja A um operador linear. Definimos

i) O Grdfico de um operador A como sendo o sequinte conjunto

G(A) ={(u,Au) :ue D(A)} C Ex F.

i) A Imagem de um operador A como sendo o sequinte conjunto

R(A)={Au:ue D(A)} C F.

iii) O Nucleo de um operador A como sendo o sequinte conjunto

N(A)={ue D(A): Au=0} C E.

Defini¢ao 1.3.3 Dizemos que um operador A é fechado se G(A) € fechado em E x F'.

Observacao 1.3.1 Para mostrar que um operador é fechado procedemos da sequinte
forma. Toma-se uma seqiiéncia (u,) em D(A) tal que u, — u em E e Au, — f em

F'. Depois trata-se de verificar que
a) ue D(A) e
b) f=Au.

Definicao 1.3.4 Seja A: D(A) C E — F um operador ndo limitado com dominio denso.
O operador A* : D(A*) C F' — E' chama-se Adjunto de A, onde

DAY ={ve F :3c¢>0, tal que|(v, Au)| < c|ju| g, Yu € D(A)}
e A* € caracterizado pela relacdo

(v, Au)pr p = (A", u) pr p,  Vu € D(A), Vv e D(A").
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Proposicao 1.3.1 Seja A : D(A) C E — F um operador linear nao limitado com
dominio denso. Entdo A* ¢ fechado, isto é, G(A*) € fechado em F' x E'.

Demonstraciao: Seja v, € D(A*) tal que v, — v em F e A*v, — f em E'. Trata-se

de mostrar que v € D(A*) e A*v = f. Para isto utilizamos
(Un, Au) = (A%v,,u), Yu € D(A).
Fazendo n — oo, obtemos
(v, Auy = (f,u), Yu € D(A).
Por conseguinte v € D(A*) (pela definicao de D(A*)) e A*v = f. O
Seja H um espaco de Hilbert.
Definicao 1.3.5 Seja A: D(A) C H — H um operador linear nao limitado.
a) Diz-se que A é um operador Mondtono se
(Av,v) 20, Yve D(A).
b) Diz-se que A € um operador Maximal Mondtono se além de cumprir a parte (a),
satisfaz que R(I + A) = H, isto é€,

Vfe H Jdue D(A) tal queu + Au = f.

Proposicao 1.3.2 Seja A um operador mazimal mondtono. Entao
a) D(A) € denso em H.
b) A € fechado.

¢) Para todo A > 0, (I + \A) € bijetivo de D(A) sobre H, (I + NA)~" é um operador
limitado e ||(I + AA) |z == sup ||(I +AA) 'ul| < 1.

ueH
flull<1



Operadores Lineares Nao Limitados 32

Demonstracao: a) Seja f € H tal que (f,v) = 0, Vo € D(A). Comprovemos que
f =0. Com efeito, existe vg € D(A) tal que vy + Avg = f. Tem-se

0= <f, Uo) = <U0 + AU07U> = ||Uo||2 + <AU07U0> > ||v0||2 = 0.

Portanto vg =0e f = 0.

b) Para todo f € H existe um tnico u € D(A) tal que u + Au = f. Com efeito, se u
designa outra solucdo, entao tem-se (v — u) + A(u — u) = 0. Fazendo o produto escalar
com (u — u) e aplicando a monotonia de A se vé que u — u = 0. Por outro lado tem-se
|ul]? + (Au,u) = (f,u) e, por conseguinte aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

temos ||u|| < ||f]]. O operador

(I+A)': H — DA CH
fo—= (I+A) " f=u,

é um operador linear limitado de H em H e [[(I+A) || ¢ < 1; pois I, A sdo operadores
lineares, como u = (I + A)~' f segue ||(I + A)~' f|| < ||f]l, donde obtemos
sup [|(7+A)7'fIl < 1.

feHd
lFI<1

A € fechado. De fato, seja u, € D(A) tal que u, — u e Au, — f. Como u, =
(I+A) I+ Au, — (I+A) " u+f). Segue que u = (I+A) " Hu+ f), isto é, u € D(A)
eu+Au=u+ f.
¢) Suponhamos que para algum Ay > 0 tem-se R(I + \gA) = H. Mostraremos que para
todo A > % tem-se R(I + \A) = H.

Comengamos observando que, analogamente ao item (b), para todo f € H existe

u € D(A) tnico tal que u + \gAu = f. O operador

(I+XA)": H — DA CH
fo—= I+ NA)f=uq,

é um operador limitado e tem-se |[(I +XoA) ™|z < 1. Agora vamos resolver a equagao

u+Au=f, com X>0. (1.10)
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A
Multiplicando (1.10) por TO temos

A A
Tou + NAu = Tof,
disto segue
U+ AAu = /\Of—l—(l— )\O)u
0 - 2\ 2\ )
ou também
1 )\0 >\0
u= (I + MA) Tf—i—(l—y)u ) (1.11)

Ao

Se ‘1—%’ < 1, isto ¢, A > 2,

entdao (1.11) admite uma unica solugdo gragas ao
Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver [4], pagina 83). Com efeito, seja a aplicagdo
F: H — H, dada por

F(u) = (I+)\0A)1[%f+(1—%)u], ue H.

F € uma contracdo. De fato, dados uq,us € H, temos

|1 F(u1) — F(us)|| = ’([ +AAd) ™ [(1 - %)(m - Uz)] H
= ’(I + AA)7! .f(H)H(l — %)(m — uy)
<X

A A
1— 70‘ < 1. Disto segue que A > ?0 > 0.

Logo para F' ser uma contracao devemos ter
Entao pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach existe um tnico ponto u € H tal que
F(u) = u.
Sendo A ¢ maximal mondtono entdo I + A é sobrejetivo (A\g = 1). Pelo anterior
1 1

I + XA ¢é sobrejetivo para A > 5 e, portanto, também para A > 2% > > 50 > 0.

Conseqiientemente I + AA é sobrejetivo para todo A > 0. a

Definigcao 1.3.6 Seja A um operador maximal mondtono. Definimos o Resolvente de

A como sendo o operador

=T +2A) YA>0

e, a Regulizacao Yosida de A como sendo o operador

1
A)\:X(I—J)\>, YA > 0.
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Note que ||Jx||#m) < 1.
Proposicao 1.3.3 Seja A um operador mazimal mondtono. Verifica-se
a) Ayv = A(Jyw), Yo € HeVA > 0.
b) Ayv = Jy(Av), Yo € D(A) e VA > 0.
c) ||Axv]| < |JAv]|, Vv € D(A) e VA > 0.
d) }\iir(l)Jw:v, Vv e H.
e) }\11{(1) Ayv = Av, Yv € D(A).
f) (Ayv,v) 20, Vo € HeVA > 0.
g9) A < %llvll, Vv € HeVA> 0.

Demonstragao: a) Seja Jyv = (I + AA)"tv, Vo € H, VA > 0. Daf v = (I + MA)(Jyv).
Logo v = (Jyv) + AA(Jyv) e portanto Ayv = A(J\v).
b) Tem-se
Av = %[(1 F A — ] = %(1 FAA) (0 — Jyo)

e dai

JNAv = %(v — J\v).
c¢) Da parte (b) temos
[Axvll =[x (Av) | < [l Av]] < [ Av]l.
d) Suponhamos que v € D(A). Entao
lo = Syl = AllAxell < [|Av]],

por (c). Portanto /l\in}] J\v = 0.
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Passemos ao caso geral. Seja v € H e seja € > 0. Como D(A) = H (pela Proposicao

1.3.2) existe v; € D(A) tal que ||[v — v1]| < e. Tem-se

[Jyv =l < [[Jav = o || + [[Jaor = oi]| + [lor — |
< (v = o) + || Javr — o || + [[or — o]
= llv — vl + [[Jave — vi]| + flvr = o]
<2[lv —will + [ Javr — o]

< 2€e + || hvg — vq]|-
Desta ultima expressao temos
sup ||Jav — v|| < 2e + Asup || Avy ||
Portanto
lirf\ls(glp | v —v] <2 Ve>0

e, assim

/l\li% |Jxv —v|| = 0.
e) Colocando w = Av € H com v € D(A). Temos
[Axv = Av[| = [[Jx(Av) = Av|| = [|Jx(w) — w]|
Disto segue
}\lir(l) |Ayv — Av|| = }\li% | Jx(w) —w| =0, Yw € H.

Entao

}\11% |Axv — Av|| = 0.
f) Vv e H eV >0 temos
(Ayv,v) = (Ayv,v — Jy) + (Ao, Jyv)

— <A)\’U, )\A)\/U> + <A(J)\U)7 J)\/U>
= M| Ax||? 4+ (A(Jyw), Jyv).
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Portanto, da monotonia de A segue
(Ayv,v) > M| Ayv|]? > 0. (1.12)
g) De (1.12) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que
M Avv[* < [(Axo, v)| < [lAsw]l o],
Portanto
sl < el
O
Observacao 1.3.2 Da Proposi¢ao 1.3.3 seque que (Ax)aso € uma familia de operadores

limitados que “aprozimam” A quando X\ — 0. Note que ||A\|| ) explota quando A — 0.

<AU,, U’>H/,H

Definicao 1.3.7 Um operador A : H — H' é Coercivo se Tl
U\ g

— +00 quando

|ul||lg — +oo, onde H é um espago de Hilbert reflezivo.

1.3.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Seja E um espa¢o de Banach real ou complexo e Z(E) = {T : E — FE

T é linear continuo} o espago dos operadores lineares continuos de E em E com a norma

usual
Tx E
| T|| #(&) = sup |7z = sup ||Tz|g.
z€E Hx”E z€E
270 il =t

Defini¢ao 1.3.8 Um semigrupo de operadores lineares em E ¢ uma familia {T'(t) :

t >0} C Z(E) tal que
i) T(0) = I (Identidade em Z(F));
it) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Defini¢ao 1.3.9 Dizemos que o semigrupo {T'(t) : t > 0} é uniformemente continuo
se lim \T(t) — I|e@m) = 0, isto €, T(t)r — x, quando t — 0% uniformemente para
t—0

lzfle < 1.
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Defini¢ao 1.3.10 Dizemos que o semigrupo {T'(t) : t > 0} é fortemente continuo (ou
CY — semigrupo) se

lim T'(t)x = x, para cadax € E. (1.13)

t—0t

A equagao (1.13) € equivalente a

lim |T(t)x — z||g =0, para cadax € E.
t—0

Definicao 1.3.11 Se {T'(t) : t > 0} € um semigrupo fortemente continuo em E, seu

gerador infinitesimal é o operador A : D(A) C E — E, definido por

Ttz —
Az = lim LT =T
t—0t t
onde
T(t)x —
D(A)={z € E: lim () =2 existe}
t—0
T(t)x — dt
Observacao 1.3.3 Denotamos Ax = lim w = %T(t)tho’ Ve e D(A).
t—0 -

No que segue, as demonstracoes dos teoremas, corolarios e lemas podem ser vistas nos

livros [8], [14], [16] e [18].

Teorema 1.3.1 Se {T'(t) : t = 0} é um semigrupo fortemente continuo, entao existem

constantes w > 0 e M > 1 tal que
1T #) || 2my < Me**, Yt > 0. (1.14)

Corolario 1.3.1 Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo, entao para cada

x € E, a fungao t — T(t)x € continua de RT em E.

Teorema 1.3.2 Seja {T'(t) : t = 0} um semigrupo fortemente continuo e A seu gerador

infinitesimal. Entdo

a) para cada x € E,
1 t+h
lim 7 T(s)xds =T(t)x.

h—0 t
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b) para cada x € F,
t t
/ T(s)zds € D(A) ¢ A / T(s)zds) = (1) — .
0 0
¢) para cada x € D(A) et >0, T(t)xr € D(A) e

d
aT(t)x = AT (t)x = T(t)Ax, parat > 0.

d) para cada x € D(A) et,s >0 tem-se

T(t)z — T(s)x = / () Awdr = / t AT(r)zdr.

s

Corolario 1.3.2 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

{T'(t) : t > 0}, entdo D(A) é denso em E e A é um operador linear fechado.

Teorema 1.3.3 Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

{T(t):t >0} e D(A™) o dominio de A™. Entao m D(A™) é denso em E.

n=1
Definicao 1.3.12 Dizemos que um semigrupo fortemente continuo {T'(t) : t = 0} é um
semigrupo uniformemente limitado se no Teorema |1.5.1 temos w = 0. Se, além

disso tivermos que M =1, o semigrupo é chamado de semigrupo de contracgoes.

Definicao 1.3.13 Se A ¢ um operador linear em FE, ndo necessariamente limitado.
Dizemos que o Congunto Resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os nimeros
complexos X\, para os quais \XI — A € inversivel e (\[ — A)~ é um operador linear limitado
em F.

A familia R(\, A) = (M — A)™', X\ € p(A), é chamada de Resolvente de A.

Teorema 1.3.4 (Hille-Yosida) Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo fortemente continuo de contragcoes {T'(t) : t > 0} se, e somente se,

i) A € fechado e D(A) = E;
it) o conjunto resolvente p(A) de A contém R e para todo A > 0 e temos ainda

IR\, Al 2@ < 5 (1.15)

> =
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Lema 1.3.1 Suponha que A satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema [1.3.4 e seja

R\, A) = (M — A)~Y. Entao

lim AR(X\, A)z = x, para todo x € E. (1.16)

A—00
Definicao 1.3.14 Para cada A > 0, a Aproximacao de Yosida A, de A € definida
por

Ay = MR\ A) = ¥R(M\ A) — AL (1.17)

Lema 1.3.2 Suponha que A satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema|1.3.4. Se Ay € a

Aproximacao de Yosida de A, entdo

lim Ayz = Ax, para todo x € D(A). (1.18)

A—00
Lema 1.3.3 Suponha que A satisfaz as condicoes (i) e (ii) do Teorema |1.3.4. Se A,
¢ a Aproximacao de Yosida de A, entao Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente continuo de contragoes {e' : t > 0}. Além disso, para cada x € E,

A, >0, temos
ez — el g < t]| Ase — Ayz|, para todot > 0. (1.19)

Corolario 1.3.3 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de

contragoes {T(t) : t > 0}. Se Ay € a aprozimacdo de Yosida, entdo

T(t)x = lim ez, para todo x € E. (1.20)

A—00
Corolario 1.3.4 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de
contragoes {T(t) : t = 0}. O conjunto resolvente de A contém o semi-plano {\ : Re(\) >

0} e para tais \ tem-se
1

A A o < —.
HR( ) )HJ(E) Re()\)

(1.21)

Seja E' um espaco de Banach real ou complexo e £’ seu dual. Denotaremos o valor de

2 € E' em x € E por (z',z) ou (z,2'). Para cada = € E definimos o conjunto dualidade
F(x) C E' por

F(z) = {2 € B': Re(e’, 2) = ||o[% = /13- (1.22)

O Teorema de Hahn-Banach nos garante que F(z) # () (ver [4], pdgina 3).
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Defini¢ao 1.3.15 Um operador A é Dissipativo se para todo © € D(A) existe um
x' € F(x) tal que Re(Az,2") < 0.

Observagao 1.3.4 Quando E é um espaco de Hilbert, um operador A € dissipativo é

equivalente a dizer que —A € um operador mondtono.

O seguinte resultado nos da uma caracterizacao dos operadores dissipativos.

Teorema 1.3.5 Um operador A € dissipativo se, e somente se,
(M — A)z||lg = A|z||g, para todo x € D(A) e A > 0. (1.23)

Teorema 1.3.6 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear em E com dominio

denso.

i) Se A ¢é dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a imagem, R(AoI — A), de \oI — A
¢ I, entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de

contragcoes em E.

i1) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes
sobre E, entao R(A\ — A) = E para todo A > 0 e A € dissipativo. Além disso, para
todo x € D(A) e todo z' € F(z), Re(Az,z") <O0.

Corolario 1.3.5 Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se A e A*
sao dissipativos, entdo A € gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de

contragoes em FE.

1.3.3 Equacoes de Evolucao de Primeira e Segunda Ordem

Nesta secao apresentamos as equagoes de evolugao abstratas de primeira e segunda

ordem em um espaco de Hilbert.
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Equacao de Primeira Ordem Homogénea

Teorema 1.3.7 (Hille-Yosida) Seja A um operador mazimal mondétono em um espago

de Hilbert H. Entao para todo uy € D(A) existe uma tinica fungdo

u € Cl([o’ 00); H) N C([0,00); D(A))

tal que
d
Ll Au=0 em 0, 00)
dt (1.24)
u(0) = wuo.

Além disso, verifica-se
du
lu(®)l < lluoll e | Z-®)|| = Il Au@Il < Auoll, vt >0,
Demonstracao: Ver [4], pagina 105. a

Observacao 1.3.5 O dominio D(A) estd munido da norma do grdfico ||v|| + ||Av|| ou da

norma Hilbertiana equivalente (||v]|? + || Av||?)"/2.

Definicao 1.3.16 Definimos o espaco
D(A*) = {v € D(Ak_l) cAv € D(Ak_l)}, k (inteiro) > 2.

O espaco D(A*) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

k
<u7 U)D(Ak) - Z<Aju7 Ajv>

J=0

e a norma associada é

i 1/2
[ull peary = <Z HAjuH2> :
j=0

Os resultados seguintes nos garante que a solu¢do u do problema (1.24) serd mais

regular se hipdteses adicionais forem feitas sobre o dado inicial ug.

Teorema 1.3.8 Se ug € D(A*) com k > 2 entdo a solugiao u do problema (1.24) obtida

no Teorema 1.3.7 verifica

u € C* ([0, +00); D(A?))  para j=0,1,...,k.
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Demonstracao: Ver [4], pagina 111. O

Seja A: D(A) C H — H um operador linear nao limitado com D(A) = H. Se fazemos
a identificacdo H' = H podemos considerar A* como um operador nao limitado em H,

isto é gracas a Definicao 1.3.4l

Definicao 1.3.17 Dizemos que
e A ¢ simétrico, se (Au,v) = (u, Av), VYu,v € D(A).
e A ¢ auto-adjunto, se A* = A.

Proposigao 1.3.4 Seja A um operador mazimal mondtono. A € simétrico se, e somente

se, A ¢ auto-adjunto.
Demonstracao: Ver [4], pdgina 113. O

Observacao 1.3.6 Se A € um operador mondtono, inclusive simétrico, entao A* ndo é

necessariamente monotono; mas temos as sequintes equivaléncias

A mazimal mondtono <= A" mazimal mondtono

<= A fechado, D(A) denso, A e A* sao mondtonos.

Teorema 1.3.9 Seja A um operador mazimal mondtono e auto-adjunto, entdo para todo

ug € H, existe uma unica fungao

u € C([0,00); H) N C*((0,00); H) N C((0, 00); D(A))

tal que
d
U Au=0 em (0, 00)
dt (1.25)
u(0) = uo.

Além disso, verifica-se
du 1
lu®) < lluoll e | Z-®)|| = lAu@Il < Sl ¥t >0

u € C*((0,400); D(A"))  Vk,1 € N.
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Demonstracao: Ver [4], pagina 114. O

Observagao 1.3.7 Para t > 0 consideramos a aplicag¢io linear Sy(t) : D(A) — D(A),
definida por Sy (t)ug =: u(t), onde u(t) € a solugcio do Problema de Cauchy (1.24) obtida
no Teorema 1.3.7. Dado que ||Sa(t)ugl| = ||u(t)]] < ||uoll, pode-se extender Sa(t) por
continuidade e densidade a um operador linear continuo de H em H. Denotamos também

esta extensao por Sa(t). Podemos mostrar que Sa(t) tem as sequintes propriedades

a) Para cada t >0, Sa(t) : H — H ¢é um operador continuo e ||Sa(t)| ) < 1.
b) Sa(0) = Iy.
C) SA(t + S) = SA<t) o SA(S), vt,S > 0.

d) }in& |1Sa(t)ug — wollg =0, Vup € H.

>0

Uma familia {S(t) : t > 0} de operadores de £ (H) definida para cada valor do
parametro t = 0 e que satisfaz as propriedades acima é por definicao um Semigrupo
Fortemente Continuo de Contracoes.

Demonstra-se (pelo Teorema [1.3.7) que reciprocamente, dado um semigrupo
fortemente continuo de contragoes S(t), existe um operador A mazimal mondtono unico
tal que S(t) = Sa(t) para todo t > 0.

Estabelecemos assim uma correspondéncia bijetiva entre os operadores mazrimais

mondtonos e os semigrupos fortemente continuos de contracgoes (ver [4], pagina 110).

O seguinte resultado nos mostra a relacao entre os operadores maximais monotonos e

o gerador infinitesimal de semigrupos fortemente continuos de contragoes.

Corolario 1.3.6 Uma condi¢do necessaria e suficiente para que —A : D(A) C H — H
seja o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes {e =4 :

t >0} C Z(E) € que A seja um operador mazimal mondtono.

Demonstracao: Ver [16], pagina 26. O
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Em outras o Teorema 1.3.9 pode ser escrito sob o ponto de vista da teoria de

semigrupos da seguinte forma

Teorema 1.3.10 Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

de contragoes {e " : t > 0} C Z(E). Entdo, para todo uy € H, existe uma tinica fungdo

ue C([0,00); H)

tal que
d
L rAu=0 em 0, 00)
dt (1.26)
u(0) = up.
Demonstracao: Ver [§], pagina 111. O

Observacao 1.3.8 Do Teorema 1.3.10 podemos ver que so precisamos que o operador A

seja maximal mondtono e, assim, temos a existéncia e unicidade de uma solugao fraca.

Equacao de Primeira Ordem Semi-Linear

Consideremos o problema de valor inicial

W(t) + Au(t) = f(t,u(t)), t > to (1.27)

U(to) = Uog,
onde —A : D(A) C E — E é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
{T(t) :== e * : t > 0} de operadores lineares de um espaco de Banach E nele mesmo,

f:U C RxE — E éuma fungao continua sendo U um subconjunto aberto e (ty, ug) € U.

Defini¢ao 1.3.18 Uma Solugdo Fraca de (1.27) é uma funcgdao continua u : [ty,t;] — E
que satisfaz a equagao integral

t
u(t) = e Aty +/ e A9 (s, u(s))ds, parat € [to, t1]. (1.28)

to
Definigao 1.3.19 Uma Solug¢do Forte de (1.27) é uma funcao de classe C*((to, t1), E),
u: (to, t1) — E tal que (t,u(t)) € U e u(t) € D(A) para ty <t < t; e satisfaz (1.27) em

(to,tl).
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Teorema 1.3.11 Suponhamos que —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo {e=4' : t > 0} no espago de Banach E, U C R x E aberto e
f U — E continua e localmente Lipschitz com rela¢do a sequnda varidvel. Entdo,
para todo (to,ug) € U, existem t; > to e uma solugdo fraca u : [to,t1] — E de (1.27).
Além disso, se v : [tg,ts] — E € uma solugao fraca de (1.27), temos u(t) = v(t), para

t() < t < min{tl,tg}.

Demonstracao: Das hipoteses sobre f, existem 6 > 0 e constantes L, M > 0 tais que;
to <t < to+9, |lu—uol||p < 0 implica (t,u) € U, || f(t,u)||g < M. Se ainda, ||[v—ug||g < 9,
entao

1t u) = f(E0)lle < Liu = vl

Como —A é gerador infinitesimal de {e=" : ¢ > 0} segue ||e™7|| (5 < Myem 0 < 7 < 4,

)
He‘ATuo — upllp < 3 quando 0 < 7 < €. Escolhamos t; > % tal que
0 <t —to < min{ 0 Lo }
— min €r.
Lo IM M, 2MyL’ "

Seja C = {u : [to,t1] — E : u é continua e ||u(t) — wo|lp < d para tp < t < t1}.
Definindo p(u,v) = sup |[u(t) — v(t)| g, para u,v € C, segue que (C,p) é um espago

oststy

métrico completo. A aplicagao F' : C' — C dada por

t
(Fu)(t) = e~ A7ty +/ e A=) £ (s, u(s))ds, parat € [to,t],
to

¢é continua.

Entao, para u € C' e ty <t < tp, temos

(Fu)(t) = wol| 5 < fle™ " uo — wo| , + / le™ 0 F (s, u())| s

4] ! 4]
<——|—/MOMd$<—+MOM(t—t0)
2"/, 2

5 5
< =+ MM
+ Mo (QMMO

o
)= 5 =0

2 2
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Disto segue que F'(C') C C. Por outro lado, se u,v € C e ty <t < t1, entdo
|(Fu)(t) = (Fu)(®)]| 5 < /t [ 4= (F(s,u(s)) = f(s,0(5))) || pds
< /t [e= 4= ol £ (s, uls)) = F(s,0(s)) | pds

t
< MOL/ p(u,v)ds = MyLp(u,v)(t — to)
to
1

) < 5pu,v).

< MoLp(u, U)(QMOL

Logo p(Fu, Fv) < %p(u,v), para quaisquer u,v € C. Portanto F' tem um tnico ponto
fixo em C, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Este ponto fixo u(t) = (Fu)(t) é a
solugao desejada da equagao integral (1.28).

Sejam v : [tg,ts] — E outra solucao de (1.27) e t3 = min{ty,t2}. Consideremos o
conjunto I = {t € [ty,t3] : u(s) = v(s), para tg < s < t}. Entdo, I # 0 e limitado
superiormente. Seja a = sup I. Como I ¢ fechado, o € I. Se o > t3, entdo (o, u(a)) € U
e pela parte anterior, existe § > 0 tal que o problema w + Aw = f(t,w) com a condigao
inicial w(a) = u(«) tem solugao tinica w definida em [o, a + §]. Como u e v s@o solugoes
do problema acima, temos u(t) = v(t) = w(t), para t € [a,a + ], 0o que contradiz a

hipotese de a = sup I. Logo, o = t3. O

Teorema 1.3.12 Sejam —A : D(A) C E — E o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo de contracoes {T'(t) :t > 0} C Z(E) e f: Ry x E — E continua.
Suponhamos que f € localmente Lipschitz com relagao a sequnda varidvel. Além disso,

suponhamos que existem duas fungoes continuas h,k : Ry — R, tal que
1f (T 0)lle < k(7)[|vlle + A7), Y(7,v) € Ry x E.

Entao para cada (to,up) € Ry x E, o Problema (1.27) tem uma dnica solugdo u €

C([to, OO), E)
Demonstracao: Ver [18], pagina 261. O

Existem outros resultados os quais nos garantem a dependéncia continua com relagao
aos dados iniciais do problema de valor inicial (1.27). Maiores detalhes podem ser vistos

em [10], [14] e [18].
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1.3.4 Sistemas Dinamicos e Estabilidade de Liapunov

Definicao 1.3.20 Um Sistema Dindmico em um espaco métrico completo C' é uma

familia de aplicagoes {S(t) : C — C,t = 0} tal que
i) Para cadat >0, S(t) é continua de C' em C;
it) Para cada x € C, t — S(t)x é continua,
i1i) S(0) =1, I € a identidade de C;
iv) S(t)(S(s)x) = S(t+ s)x, para todo x € C et,s > 0.

Definicao 1.3.21 Seja {S(t),t > 0} um sistema dinamico sobre C' e para cada x € C,
seja y(z) = {S(t)z,t > 0} € a Orbita (ou semi-érbita positiva) através de x. Dizemos

que x é um Ponto de Equilibrio se y(v) = {z}.

Defini¢ao 1.3.22 Uma drbita v(x) (em alguns casos, o ponto x) é Estdvel , se y(y) —
v(z) quando y — x, y € C, uniformemente em t > 0; isto é, se dado € > 0, existe
d(e) > 0 tal que para todo t = 0, dist(y(z),v(y)) < € sempre que dist(x,y) < (), y € C.
Uma orbita é Instdvel se nao € estavel. Uma drbita v(x) é Assintoticamente Estdvel
Uniformemente se € estdvel e também existe uma vizinhan¢a V= {y € C : dist(z,y) <

r} tal que dist(y(x),v(y)) — 0 quando t — +o00, uniformemente para y € V.

Definigao 1.3.23 Seja {S(t),t = 0} um sistema dinamico sobre C. O Funcional de
Liapunov é uma funcdao continua V : C'— R tal que

: —1
V(z) = lim -

t—0tt

{(V(S(t)z) - V(z)} <0, VzeC.
Nio excluimos a possibilidade V(x) = —oo.

Teorema 1.3.13 Sejam {S(t),t > 0} um sistema dindmico sobre C' e 0 um ponto de
equilibrio em C'. Suponhamos que V € uma funcdo de Liapunov sobre C' que satisfaz
V(0) =0, V(z) = c(||z]]) para z € C, ||z|| = dist(x,0), onde ¢ : R — R é uma fungao

continua estritamente crescente, ¢(0) =0 e, ¢(r) > 0 para r > 0. Entao 0 é estdvel.
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Além. disso, suponhamos que V(z) < —ci(||z||), onde ¢; : R — R € também uma
fung¢ao continua, crescente e positiva, com ¢1(0) = 0. Entdo 0 € assintoticamente estdvel

uniformemente.

Demonstracao: Ver [10], pdgina 84. O

Equacao de Segunda Ordem

Vamos a introduzir um exemplo onde vamos usar a teoria de operadores maximais
mondtonos para transformar um problema de equagoes diferenciais parciais para um
problema de equacao de evolucao de segunda ordem e estudar a existéncia e unicidade
das solucoes deste problema.

Consideremos o problema de valor inicial e de fronteira

(

Uy — Uy + kuy =0, 0<zx<l,t>0ek >0

u(z,t) =0,2=0,1,t >0 (1.29)

u(z,0) =up(x), w(z,0)=vo(z), z€(0,0).

0
Veremos que o problema (1.29) é bem posto fazendo uma redugao de ordem para um
sistema de primeira ordem e em seguida aplicando o Teorema [1.3.7.
Sejam V' e H espagos de Hilbert com V < H e V denso em H e sejam A : D(A) C
H — H é um operador maximal monoténo e B : V — H é um operador linear continuo

e mondtono em H. O problema (1.29) pode ser escrito como uma equacao de evolugao
u (t) 4+ Bu'(t) + Au(t) =0, t>0. (1.30)

Sejam a : V x V — R uma forma bilinear, continua, simétrica e coerciva em V e
A : D(A) C H — H um operador nao limitado em H. O operador A é um operador

maximal monétono obtido de a, V' e H (ver [16], pdgina 19) com
a(u,v) = (Au,v)g, uwe D(A), velV. (1.31)

Note que a define um produto escalar em V' cuja norma é equivalente a norma em V.

Tomamos a como um produto escalar em V.
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Seja B : V — H continuo e linear e, suponha B monétono em H:
(Bu,u)y >0, uwelV.
O espaco H =V x H com o produto escalar
(u, vy = a(uy,v1) + (ug,v9) g, = (ug,uz),v=_(v1,v2) €EH
¢ um espago de Hilbert. Definimos o operador A : D(A) C ‘H — 'H dado por
Au = (—ug, Auy + Buy), u € D(A),

com dominio D(A) = D(A) x V.
Este operador aparece quando escrevemos (1.30) como um sistema de primeira ordem
u —v=20

v + Au+ Bv = 0.

A fungad u(t) = (u(t),v(t)), t > 0, é uma solugao da equagao
u'(t)+Au(t) =0, t>0, (1.32)

no espago H. Reciprocamente, a primeira componente da solugao de (1.32) satisfaz a
equagao de segunda ordem (1.30).

Vamos mostrar que o problema de Cauchy para (1.32) é bem posto. Pelo Teorema
1.3.7 é suficiente mostrar que A é maximal monétono em H. Primeiramente notemos que

para u = (u,us) € D(A) temos

(Au, u)y = ((—ua, Aus + Buz), (u1, u2))n
= a(—ug,uy) + (Auy + Bug, us) g
= —a(uy, ug) + (Auy, ug) g + (Bug, ug) g
= (Bug,ug)y = 0.

Assim, A é mondétono. Note a dependéncia deste cdlculo na escolha do produto escalar

em V e H. Vemos também que A é mondtono exatamente quando B é mondtono.
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Vamos mostrar que R(Al + A) = H. Dado f = (fi, fo) € H buscamos um u =
(u1,u2) € D(A) tal que Au+ Au = f, isto é,

U1 ED(A), us €V /\ul—u2:f1, /\U2+AU1—|—BU2:f2.

Este sistema é equivalente a
u; € D(A) : (NI +AB+ Auy = (A + B)f1 + fo,
uy = Aup — fi.
Assim é suficiente mostrar que a imagem de A1 + A\B + A é todo H. Se a forma bilinear
a(-,-) definida em V' por

a(u,v) = \{u,v)g + MBu,v)y +a(u,v); u,veV

é continua e coerciva o resultado desejado segue do Corolario 1.1.2, isto é, para cada

h € H existe um tnico
weV: alu,v)=(h,v)g, veEV,
e isto é equivalente a
u € D(A): (NI +AB+ A)u = h.

Assim, A é um operador maximal monétono em H.

A Equacao da Onda

Consideremos o seguinte problema: encontrar uma funcao u : I x [0, +oo[— R tal que

U — Uz = 0, em Q = Ix]0, 0]

u=0, sobre X =TIx]0,00[ (1.33)
1.

u(z,0) = ug(x), em [

\ut(xao) :Uo($>7 em [

onde x ¢é a variavel espacial, t é a variavel tempo, ug, vg sao as condigoes iniciais e I' é a

fronteira 0I.
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A equagao (1.33) é chamada de Equagao da Onda com condigoes de contorno do tipo
Dirichlet, esta equagao ¢ um modelo da propagacao de ondas (actstica, eletromagnética,
etc.) em um meio eldstico homogéneo I.

A condicao u = 0 sobre Y expressa que o material que vibra esta fixo na fronteira OI.
As condigoes iniciais representam o estado inicial do sistema; a configuragao inicial ug(x)

e a velocidade inicial vy(z).

Teorema 1.3.14 (Existéncia e Unicidade da Solucao Fraca) Suponhamos que uy €
H*(I)N Hy(I) e que vy € Hy(I). Entao existe uma tnica solugio do Problema (1.33)

u € C([0, 4+oc; H*(I) N Hy (1)) N C*([0, +oo[; Hy (1)) N C*([0, +oo; L*(1)).

Demonstracao: Consideremos u como sendo uma fungao definida em [0, +oo[ que
toma valores no espaco L*(I); isto é, para todo t > 0 fixo, u(t) designa a aplicacio

0
x — u(x,t). Fazendo v = —u, podemos escrever o Problema (1.33) em forma de um

ot
sistema de primeira ordem
ou
E — v = O,
O ; (1.34)
Ty Uzz = )
ot
e escrevendo U = (u,v) de forma que (1.34) passa a ser:
dU
o + AU =0, onde AU = (—v, —ug,).

Vamos aplicar o Teorema 1.3.7 no espago H = H{(I) x L?*(I), munido do produto

escalar:
(U1,U)g = /{(ul)x(UQ)a: + urug + U1vz}d$7
I

onde Uy = (u1,v1),Us = (ug,v2) € H.
Consideremos o operador nao limitado A : D(A) € H — H, definido por AU =
(—v, —Ugy) com

D(A) = (H*(I) N Hy(I)) x Hy(I).

Observemos que as condigoes de contorno estao incorporadas a definigao do espago H

0
e também que v = gh_ 0 sobre ..

ot
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Mostraremos que A + I é um operador maximal mondtono em H (ou seja A é um

operador maximal mondtono):
e A+ 1 é Mondtono. Se U = (u,v) € D(A), tem-se

(A+DU,U)g = (AU U)r + U3

—/vxum—/vu—/umv—i-/|u\2+/|v|2+/|ux|2
I I I I I I
— [out [+ [P+ [k
I I
ul? + |v|?
> /| | | | /|u|2+|v /|u$|2
/|u|2+|v|2 /| ‘2

e A+ é Maximal. Vamos provar que R(A+21) = H. De fato, dado F' = (f,g) € H,

temos que resolver a equacao AU + 2U = F| isto é, o sistema

—v+4+2u=f, eml,

(1.35)
—Uze + 20 =g, em [;
com u € H*(I)NHJ(I) e v e HY(I). De (1.35) deduzimos
— Uy + du = 2f + g € L*(I). (1.36)

Usando o Teorema 1.2.5 deduzimos que a equagao (1.36) possui uma tnica solugao

we H*(I)NHY(I). Entao v € H}(I) pois v = 2u — f onde u, f € Hy(I).

Como Uy = (ug,v9) € D(A), do Teorema [1.3.7 segue que existe uma solu¢ao do
problema
dU
— 4+ AU = 0 em [0,+0o0],
dt
U(0) = Uy,

com U = (u,v) € C*([0, +oo[; H) N C([0, +00[; D(A)). Assim,

u € CY([0, +ool; Hy(I)) N C([0, +ool; H*(I) N Hy(I)) e
v € CH[0,4+o0[; L2(1)) N C([0, +o00[; Hy(I)).
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Disto segue que

u € C([0, 4+oc; H*(I) N Hy (1)) N C*([0, +o00[; Hy (1)) N C3([0, +oo[; L*(1)).

1.4 Minimizacao de Funcgoes Convexas

Sejam H um espaco de Hilbert real separavel, K’ C H um subconjunto nao vazio e

F:H — (—00,+00] =: Ry uma fungao.

Defini¢ao 1.4.1 Dizemos que uma seqiiencia (x,) C H converge fracamente para

x € H se lim (z,,y)g = (z,y)u, para todo y € H.

Definicao 1.4.2 A funcdio F : H — R, € semi-continua inferior fracamente em
x € H se para toda seqiiencia (x,) C H que converge fracamente para x € H tem-se
F(z) < lim inf F(z,).

n—oo

Definicao 1.4.3 A funcdo F : H — R, é convexa se seu dominio D € convexo e para

todo x,y € D et € [0,1] temos
F(tz 4+ (1 —t)y) <tF(z) + (1 —t)F(y). (1.37)

Definicao 1.4.4 A funcao F' : K — R, é Gateaux diferencidvel ou simplesmente

G-diferencidvel em v € K se K é convexo e existe F'(x) € H' tal que

lim %[F(m +iy—z)) — F(z)] = F'(z)(y — z), Vy € K. (1.38)

t—0t

Teorema 1.4.1 (Kachurovskii) Sejam K convexa em H e F': K — Ry, uma fungao

G-diferencidvel para cada x € K, K = dom(F'). As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) F € conveza,
b) Para todo x,y € K temos F'(x)(y —x) < F(y) — F(x),

c¢) Para todo x,y € K temos (F'(z) — F'(y))(x —y) > 0.
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Demonstracao: Ver [15], pagina 173. O

Corolario 1.4.1 Seja F' : K — R, uma funcao G-diferencidvel e convera entao F €

semi-continua inferiormente em K.
Demonstracao: Ver [15], pdgina 174. O

Proposicao 1.4.1 (Weierstrass) Sejam K convexo fechado e F': H — R, uma fun¢ao

convexa e semi-continua inferior fracamente com dom(F)N K # (). Se

| %16111% F(x) = 400, (1.39)
T||—+00

entdo existe um ponto de minimo xy € K tal que F(xy) < F(y), Yy € K.

Demonstracao: Ver [16], pdgina 156. a



Capitulo 2

Dinamica de Modelos de Suspensao

de Pontes

Uma ponte suspensa ¢ um tipo de ponte sustentada por um arco invertido formado
por cabos de aco, do qual se suspende o tabuleiro da ponte mediante tirantes verticais de
suspensao (Figuras2.11e2.2). As primeiras pontes suspensas modernas, com plataformas
niveladas, sao datadas do século XIX, porém existem relatos desse modelo de ponte desde

o século III.

Figura 2.1: Ponte Suspensa Clifton. Figura 2.2: Ponte Suspensa Akashi-Kaikyo.

As pontes de suspensao simples, que sao utilizadas por pedestres ou por rebanhos de
animais, sao construidas seguindo os modelos das antigas pontes de corda Incas. Outro
tipo de pontes sao as pontes estaiadas, que sao um tipo de ponte suspensa por cabos
constituida de um ou mais mastros, donde partem cabos de sustentacao para os tabuleiros

da ponte (Figura 2.3).
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Figura 2.3: Ponte Estaiada Charilaos Trikoupis

Um modelo matemaético simplificado de uma ponte em suspensao é dado por um

sistema acoplado de equacgoes diferenciais parciais da seguinte forma

mbztt‘f’Oéme—FO(y_Z) :mbg+f17 YRS (071)7 t>07 (2 1)

MeYst — BYaw + Fo(y — 2) =meg + f2, 2 €(0,1), t=0,

onde a primeira equacao descreve as vibragoes do leito da ponte no plano vertical e a
segunda equagao descreve as vibragoes do cabo principal que esta suspenso por todos os
cabos amarrados a partir do leito da ponte. As constantes my; e m, sdo as massas por
unidade de comprimento do leito da ponte e o cabo, respectivamente; «, 5 sao a rigidez da
flexao da estrutura e o coeficiente forga de tensao do cabo, respectivamente e g representa
a gravidade. A funcao Fj representa a forca retida a qual é executada pelo leito da ponte
e pelos cabos suspensos a qual é transmitida através dos cabos amarrados, produzindo
assim o acoplamento entre os dois. As funcoes f; e fo representam forcas externas como
também forgas nao conservativas, que geralmente dependem do tempo.

Denotemos por z, e y, os deslocamentos estaticos (posigoes de equilibrio) os quais sao

as solugoes do sistema de equacoes

AZpgae — FO(y - Z) =mpg, T & (07 l) (2 2)

_ﬂyxx+F0(y_z) = m.g, S (Oal)

Subtraindo a equacao (2.2) da equacao (2.1), obtemos o seguinte sistema de equagoes:

mbztt_i_azxxxx_F(g_E/) :fb S (07l)> t> 07 (2 3)

MY — BYue + F(Y—2) = f2, 2 €(0,1), t=0.
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onde z =z — z,, y =y — ys € a fungao F' é dada por:

F(C) = FO(C"’ys _Zs> _FO(ys _Zs)-

Podemos ver facilmente que F'(0) = 0. No transcorrer deste trabalho vamos assumir que
os deslocamentos, denotados por z, y ao invés de z, y s@o medidos em relacao as posicoes

estédticas. Usaremos a equacao (2.3) como o modelo geral para a suspensao de pontes.

Cabos Laterais
Torres

Cabo Principal

Cabos Amarrados

- 1IN NI/ /]

Tramo Central

Tramo Lateral Tramo Lateral

Leito da Ponte

‘ I | I3 |

Figura 2.4: Geometria da Ponte Suspensa

Para entendermos melhor o modelo geral de suspensao de pontes, primeiro vamos

estudar o modelo linear.
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Vibracdo do Cabo

7
7,

] .

~
~~
~~
~

Cabos Nao Lineares
Vibracdo do Tabuleiro

Figura 2.5: Vibragao do Tabuleiro e do Cabo

2.1 Modelo Linear Abstrato

Um modelo linear é obtido através da sustentacao do leito da ponte com os cabos
amarrados conectados a dois cabos principais colocados simetricamente (suspensos), um
acima e outro abaixo do leito da ponte. Na auséncia de forcas externas (f; = fo = 0), a
dinamica linear de uma ponte suspensa em torno da posicao de equilibrio pode ser descrita
pelo seguinte sistema de EDPs acoplado linearmente

MpZy + g — k(y —2) =0, x € (0,0), t=>0,
t (y —2) (0,1) (2.4)

mcytt_ﬁya::v'i_k(y_z) =0, ze¢€ (O,Z), t > 0.

Neste caso, F'(§) = k&, onde k denota o coeficiente de rigidez dos cabos (amarrados)

ligando o leito da ponte ao cabo suspenso.
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Condicoes de contorno

Assumindo que o tabuleiro

fronteira sao dadas por

da ponte estd fixo nas extremidades, as condigoes de

;

2(0,t) = z(l,t) = 0,

y(0,t) =y(l,t) =0, (2.5)

2:(0,t) = z,(I,t) = 0.

\

No caso que o tabuleiro da ponte esta pendurada em ambas as extremidades as condigoes

de fronteira sao dadas por

(

\

2(0,t) = z(1,t)

y(()? t) = y(lv t)

222(0,1) = 242(1,1) = 0.

07
(2.6)

0,

Outras combinagoes, tais como a ponte pendurada em um lado e fixado no outro,

também sao usadas.

Condicoes iniciais

As condigoes iniciais sao dadas

2(x,0) = z(x),

y(7,0) = y1(z),

2(x,0) = z5(x),

Ye(z,0) = yo().

onde z1, 29, Y1, Y2 sdo fungdes de valor real definidas sobre (0,1).

2.1.1 Existéncia e Unicidade de Solugao

O problema (2.4) com as condigbes de contorno (2.5) e as condigoes inicias (2.7) pode

ser escrito no seguinte sistema
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/

MpZet + OW2pgee — k(y —2) =0, € (0,1), t=0,
mcytt_ﬁyg:x"i_k‘(y_Z) :O, T e (O,Z), t}O
2(0,t) = 2(1,t) = 0,2,(0,t) = 2,(,t) =0

(2.8)
y(0,t) = y(l,t) =0,

2(x,0) = z1(x), 2(x,0) = 29(x), 2 € (0,1)

\y(fE,O) = 3/1(1‘)7 yt(xvo) = 3/2(513);17 € (07l)a
onde as constantes my, m., a, 3 e k sao positivas.
Fazendo u = (z,y), o sistema (2.8) pode ser escrito da seguinte forma

(

uy + Cu =0, (x,t) € (0,1) x [0,00)
u(0,t) = u(l,t) =0, t € [0,00)

u(x,0) = ug(x), z € (0,1)

\ut(:c,O) = vp(x), x € (0,1),

onde

k k

B

2 __ 2
a = I b )
my me my me

uo(z) = (21(2), y1(2)), vo(@) = (22(2), ya(2)).

Consideremos os espacos de Hilbert
H := L*(0,1) x L*(0,1),

V= H}(0,1) x Hy(0,1),
W = (H*(0,1) N HF(0,1)) x (H*(0,1) N H(0,1)),
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munidos com os produtos escalares

1
<(¢1,¢1)7 (¢2»¢2)>H = /0 (mb¢1¢2 +mc¢1¢2)d$7
!
(b1, 1), (62, v))y = /0 ((1)sn(62)em + B2 )a ()e + k(i — 1) (¥ — ))d,

<(¢17 ¢1)7 (¢27 w2)>W = /0 (C(¢1)xazmz(¢2):pxmz + 9(¢1>x:px(¢2)zxw + £(w1>xw(w2)mx>dl‘
+ (01, ¢1), (62, ¥2))v, €, 0,6 >0;

COI1l as normas

l
16 ) = / (mal[? + mel|?)dz,
0
l
1@ ) = / (@l bual® + Blioa? + Kt — B)d,

l
16, )l = /0 (Clwaaal” + Ol dusal” + Eltual*)dz + 11(0, V)V,

respectivamente.

A norma ||(¢,%)]|? definida em V' é uma norma equivalente em H?(0,1) x H'(0,1)
e, conseqiientemente a norma ||(¢, )|}, definida em W é uma norma equivalente em
H*(0,1) x H?(0,1). Portanto temos as imersoes densas e compactas W C V C H pelo

Teorema de Rellich (ver [4]). Identificando H com seu dual H', obtemos o diagrama
WcVcH=HcV cwW

com imersoes densas e compactas.

Podemos olhar a equagao (2.9) como uma EDO de segunda ordem no espago H

p

uy +Cu =0, t €[0,00),
u(0) = wy, (2.10)

u(0) = wo,

\

onde o operador C' é definido da seguinte forma
C: DC)CH—H
D(C) ={u=(2,9) € H: Zpuza, Yze € L*(0,1), 2= 2, =y = 0 em {0,1}} (2.11)

Cu = (a*zgg0e — P(Y — 2), —b°Yuw + q(y — 2))
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Proposicao 2.1.1 O dominio do operador C' definido em (2.11) é dado por
D(C) = [H*(0,1) N H3(0,1)] x [H*(0,1) N H(0,1)] = W.
Demonstracao: Vamos provar que
D(C) C [H*(0,1) N H{(0,1)] x [H*(0,1) N Hy(0,1)]
De fato, se u = (z,y) € D(C) entao
Cu = (a* 2400w — P(Y — 2), =Yz + q(y — 2)) € H.

Isto €, a®zgpee — p(y — 2) € L?(0,1) € =%y + q(y — 2z) € L*(0,1). Como z,y € L*(0,1)
temos Zppee; Yze € L2(0,1) e conseqiientemente z € H*(0,1) ey € H?(0,1). Pelas condigoes
de contorno (2.5) segue que z € HZ(0,1) e y € H}(0,1). Portanto u € [H*(0,1)NHZ(0,1)] x
[H2(0,1) N H(0,1)].

Agora provaremos que
[H*(0,1) N HJ(0,1)] x [H*(0,1) N H(0,1)] € D(C).
De fato, se u € [H*(0,1) N HZ(0,1)] x [H?(0,1) N H}(0,1)] entao
ze€ HY0,1) e z¢€ HZ0,1)
y€ H*(0,1) e ye H0,]).

Logo, temos
Zozow € L2(0,1) e z=2,=0 em z¢€{0,l}
Yow € L2(0,1) ¢ y=0 em z¢€{0,1}.

Portanto u € D(C). O
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Proposicao 2.1.2 O operador C' € maximal mondtono e simétrico.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que C' é monétono. Seja u = (z,y) € D(C),

entao

(Cu,uypr = ((€*2aaw0 — DY = 2), =VYuw + 4y = 2)), (2,9))

_ /Ol (My(0° 2aaae — Py — 2))7 + Me(—bYaw + q(y — 2))y) dz

_ /Ol (M 0* 2awaaz — M Py — 2)2 — M b?Yaay + me q(y — 2)y) da
= /Ol (Q2pp002 — k(Y — 2)2 — BYpay + k(y — 2)y) dz

— /Ol (Zpz007 — BYuay + k(y — 2)?) da

= [ (el + B+ Ky ) o = [l > 0.

onde na tultima igualdade usamos duas vezes integragao por partes juntamente com as
condicoes de contorno.
Por outro lado, C' ¢ um operador simétrico. De fato, se u = (z,y),a = (2,9) € D(C),

entao

<CU, ﬂ>H = <(a2zxm:m - p(y - Z)7 _bzy:m + Q(y - Z))? (Z @»H

_ /0 (¥ mms = Py — )+ Mo Ve + 4y — ) do

— /0 l (M 0* 24000 Z — My P(y — 2)Z — Me 0P Yual +meq(y — 2)7) da
_ / (@ — Ky — 2)7 — Byl bly — 7 d

_ /0 (0amme? - Buel + by — 2§ — ) do

-/ (0 Bar) + D) ) + by — ) — D)

= [ @ B+ by = )T~ ) = G0, C

Mostremos agora que C' é maximal, isto é, R(I + C') = H. Em outras palavras dado

h € H queremos achar u € D(C) tal que (I + C)u = h. Na verdade vamos provar que
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I +C :V — H é sobrejetivo. Seja h € H fixo arbitrariamente. Resolver a equacgao
u+ C'u = h é equivalente a resolver o seguinte problema variacional: encontrar u € V' tal
que

(u+ Cu,v)g = (h,v)y, Yv €V, (2.12)

<U7U>H + <CU’7U>H = <hav>H7 VveV.
Consideremos a forma bilinear a(-,-) : V' x V' — R definida por
a(u,v) = (u+ Cu,v)g, w,veV.

A forma bilinear a(-,-) é induzida pelo operador I + C' e é simétrica.
E fAcil ver que operador I + C' é um operador mondtono e simétrico.

Consideremos agora o funcional F': V' — R definido por

F(0) = 5a(v ) o
1 (2.13)
= Sl + 3ol — (hoh, v V.

Resolver o problema variacional (2.12) é equivalente a resolver o problema de minimizagao

F(u) = min F(v).

veV

e [’ ¢ G-diferencidvel, usando a Definicao 1.4.4. De fato,

F'(u)w = lim 1{%((qutw) + C(u+ tw),u+ tw)y — (h,u + tw)y

t—0t

_ 1<u+OU,U>H+ (h»U>H}

2
~ 1{1< i+ ) + S + S+ H(Cu g
t_l)r(% 2u,uH 5w win + S {w, Wy + o (w,w)h u,u

2

(Cu wyg + = (Cw u) g + t2 (Cw,wyg — (h,u)g — t(h,w)y

— —(u,u)yg — %(C%WH + <h’u>H}

1< >+t
—(Ww.,Uu
g T

(Cw, w) g — <h,w>H}

= lim {%(u,wh{—k (w,wyg + = <C’u wy g + ;<CU},U>H

= (u,w)yg + (Cu,wyy — (h,w)y
=(u+Cu—hwy=(ut+Cu—hw, Yuwel.
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Desta tltima igualdade concluimos que F'(u) = u + Cu — h e com isto provamos que

F é G-diferencigvel.

Vamos mostrar agora que F' é convexa. Com efeito, dados u,v € V entao

(F'(u) = F'(v))(u—v) ={(u+Cu—h)—(v+Cv—"h),u—v)y
=(u—v,u—v)g+ (Clu—v),u—v)y
= lu—vlf + (Clu—v),u—v)g >0,

pelo Teorema [1.4.1.

Pelo Corolario 1.4.1/ concluimos que F' é semi-continuo inferiormente em V.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz na equagao (2.13)) temos

1
F(u) 2 Sllully: = 1Allallulv. (2.14)
De (2.14) segue que F'(u) — +oo se ||ul]ly — 4o00. Da Proposigao 1.4.1 concluimos
que F' atinge um minimo em V isto é, existe um v € V tal que F'(v) = 0. Disto segue

que (I + C)v = h. Portanto C' é maximal. O

Observacao 2.1.1 A demonstracao do Teorema 2.1.2 seque as idéias da demonstracao

do Lema 2.2 da referéncia [5].

Observagao 2.1.2 Seque da Proposicao 2.1.2 que o operador C' ¢é auto-adjunto pela
Proposi¢ao 1.3.4.

Observemos que na equagao (2.10) estamos olhando para u como sendo uma fungao

u:[0,00) — H que a cada t € [0,00) faz corresponder u(t) € H. Isto é,
u: [0,00) — H
t — u(t): (0,1) — R
r = ult)r:= u(x,t).

O problema (2.10) pode ser escrito como um sistema de primeira ordem

u—v=>0
(2.15)
v+ Cu = 0.
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Observemos que a gragas a condicao de contorno temos
v=u; = (z,y:) =0 sobre {0,1} x (0,00). (2.16)

Fazendo U = (u,v) o sistema (2.15) fica equivalente ao seguinte problema de Cauchy

abstrato no espaco H : =V x H

d
—U+AU:O, t €0, 00)
dt (2.17)

U(0) = Uy
onde Uy = (ug,v9) € A : D(A) C 'H — H é definido por AU = (—v, Cu).

O espago ‘H é um espaco de Hilbert munido do produto escalar

(@1, 91), (B2, 12) )5, = (D1, P2)v + (U1, Y2) -

O dominio do operador A é dado por
DA)={UeH: AU e H}={U =(u,v) e VX H:(-v,Cu) €V x H}
={U=(u,v)eVxH:veVeCue H}
={U=(u,v) eV xV:Cue H}.
Lema 2.1.1 O operador A é Maximal Mondotono em H.
Demonstracao: i) A é Mondtono. De fato, se U € D(A), temos
(AU,U)y = {(—v, Cu), (u,v)>H = (—v,u)y + (Cu,v) g
= (=2 =), (2.9)) + ((€*20awe — P(Y — 2), =VYau + @y — 2)), (21, 00))
= /Ol(—oaztmzm = Byralyz + k(=1 + 2)(y — 2) + M (aZagaa — Py — 2)) 2
+ Me(—=0yaa + gy — 2))ye)da
= /Ol(—aztmzm — BYaYe — k(Ye — 20) (Y — 2) + Q2pgaaze — k(Y — 2) 2
= BYaate + k(y — 2)ye)da
= /Ol(azmzztx + BYzaye — k(e — 20) (Y — 2) + QZpgaaze + k(y — 2) (g — 2¢)
— BYuaye)dx

l
- / <_azxzzwzt + azwxzzzt)dx = 07
0
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onde na antepeniltima e pentltima igualdade usamos integracao por partes e as condigoes
de contorno (2.106).

ii) A é Mazimal. De fato, vamos mostrar que R(/ + A) = H, isto ¢, dado F' = (f,g9) € H
temos que mostrar que existe U = (u,v) € D(A) tal que (I + A)U = F. Esta uiltima

igualdade é equivalente a encontrar
wv eV :u—v=f v+Cu=yq.

Em outras palavras queremos encontrar

weV: [+Cu=f+y,
v=u—f.

Assim é suficiente mostrar que a imagem de I + C' é todo H, pois se existe um v € V
satisfazendo (I + C)v =g — Cf.

Como u = v + f, segue que U = (u,v) € VxV, Cu=g—v e H (daqui U € D(A))
e, [ +A)U=F.

A sobrejetividade de I + C' : V — H segue da Proposicao 2.1.2. Portanto o operador

A é maximal. a
Lema 2.1.2 Para o operador A temos D(A) =W x V e D(A) € denso em H.

Demonstracao: Dado U = (u,v) € D(A) segue que u,v € V e Cu € H. Definindo
f := Cu, temos

(fiw)g = (Cu,w)y, Yw €V

<(f1a fQ)v (wla w2)> <(a22mm - (y - 2)7 _b2ym + Q<y - Z))a (wh w2)>H
l l
/(mbf1w1 + me faws)d / (0 2pzze — P(Y — 2))w1 + Me(—0*Yur + q(y — 2))w2)dz
0

0
l

(mbflwl + mcf2w2)dx = ((azxxxz - k(y - Z))wl + (—5%1« + k(y - Z))IUQ)CZQ?,

O\N

0

onde temos usado f = (f1, f2), u = (z,y) e w = (wy,wy).
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Da ultima igualdade segue que u = (z,y) é uma solugao fraca do problema eliptico

( k m
Zyxzr — a(y - 2) - gbfl em (Oa l)7
k m
<_ymm+_y_zz_cf €m Oala
ﬁ( ) 5 (0,1)
z =y =2z, =0 em{0,l}.

Ve

Como f = (f1, f2) € H entdo ¢y, s € L*(0,1), onde

k m k Me
<P1=—y+—bf1 e py=—2+—Ffo.
«Q Qo I} I}

Logo aplicando a teoria de regularidade para os seguintes problemas eliptico

(

k
Zraze T —2 =1 €m (07 l)u
(8%
z =z, = 0 em{0,l},
¢1 € L*(0,1),2 € H3(0,1)
\

(

Yo + 5y =2 em (0,1),

y = 0 em{0,l},

(P2 € L*(0,1),y € Hy(0,1),
concluimos que z € H*(0,1) e y € H?(0,1) (ver [6] e Teorema [1.2.5, respectivamente).
Portanto u = (z,y) € W.

Por outro lado, dado U = (u,v) € W x V temos u € W e v € V. Vamos mostrar
que Cu € H. Com efeito, pela definigao do operador C, se u € W = D(C') C V entao
Cu € H. Disto segue que U = (u,v) € D(A) e portanto D(A) =W x V.

Como as inclusoes W — V — H sao densas, segue que a inclusdo D(A) — H é

densa. O

Teorema 2.1.1 (Existéncia e Unicidade) Dado (z1,y1,22,92) € V X H, o problema

(2.8) tem uma unica solugao fraca
(z,9) € C([0,00), V) N C([0, 00), H).
Além disso, se (z1,y1, 22,y2) € W x V, entao

(z,9) € C(]0,00), W) N C([0,0),V) N C?([0, 0), H).
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Demonstracao: Como o problema (2.8) é equivalente ao problema (2.17) e A é um
operador maximal monétono pelo Lema 2.1.1, vamos aplicar Corolario 1.3.6/e o Teorema
1.3.10/ para o problema de Cauchy (2.17) com Uy = (21, 41, 22,92) € H. Entao existe uma
tnica solugao U € C([0,00), H), isto é,

Assim provamos a primeira parte do teorema.

Por outro lado, se Uy € D(A) e o operador A é maximal mondtono, segue do Teorema

1.3.7/ que existe uma tnica solucao
U € C([0,00), D(A)) N C*([0,00), H),
isto é,
(u,v) € C([0,00),W x V)N C([0,00),V x H)
(u,v) € C([0,00),W x V) e (u,v) € C*([0,00),V x H)
u € C([0,00), W) ev e C([0,00),V)euc C[0,00),V) ev € C[0,00), H)
u € C([0,00), W) eu; € C([0,00),V) eu e C([0,00),V) eu; € C([0,00), H)
u € C([0,00), W) N CH[0,00), V) N C?([0, 00), H)
(z,9) € C([0,00), W) N C* ([0, 0), V) N C%([0, 00), H).

Com isto provamos a segunda parte do teorema. O
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2.1.2 Analise da Energia do Sistema Linear

Seja o funcional £ : H — R, definido por

1

l
BU) =5 / {mlal? + mell? + alzael? + Blyal® + by — 2 fde,  (2.18)

onde U(t) = e AUy = (2(+,1),y(-,t), z:(-, 1), y:(-,t)) € H é uma solugao de (2.17) ou,

equivalentemente, do sistema (2.8)).

—At
b

Como {e > 0} é um semigrupo fortemente continuo de contragoes, pois o

operador A é maximal monétono, segue que {e A4 ¢

H.
Vemos que 0 é um ponto de equilibrio de H, pois v(0) = {e 410, > 0} = {0}.

> 0} é um sistema dinamico sobre

O funcional £ é um funcional de Liapunov, pois £ é continuo, F(0) = 0. Derivando FE

ao longo da solugao U(t) com relagao a t e usando as condigbes de contorno (2.5), obtemos

: 1 ('d
BOW) = [ g5 {mla + mluf + alzaal + Byl + Ky = =P

1

[
=5 / 2{mbztztt + MY + 2w Zawt + BYalur + Ky — 2) (Y — Zt)}dx
0

l
- / {mbztztt + meYiYie + QZprxrt — ﬁyawyt + k(y - Z) (yt - Zt)}dx
0

l
/ {(mbztt + O Zpgza — k(Y — Z)>Zt + (mcytt — BYee + k(Y — Z))yt}dff
0

0. (2.19)
Também temos
EU(t) Z c(|U(0) 1),

1
onde c(||U(t)||xn) = ZHU(UH%’ a qual é uma fungao continua e estritamente crescente,
com ¢(0) = 0 . Entao do Teorema [1.3.13 segue que a origem 0 ¢ estavel.

De (2.19) segue que o sistema é conservativo.
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2.2 Modelo Nao Linear Abstrato

Nesta segao vamos considerar o sistema geral (2.3) com as condigoes de fronteira (2.5).
O sistema (2.3) sera visto como uma EDO abstrata em um espago de Hilbert adequado.
A formulagao abstrata tem muitas vantagens, como veremos a seguir. Primeiramente

escrever a equagao (2.3) da seguinte forma

2+ @ 2pane = Fi(t,2,y,2), x€(0,1), t=0,

(2.20)
Uit — D2y = Bu(t,m,y,2), x€(0,1), t=0.
onde
1
Fl(@%% Z) = E(F(y - Z) + f1<2t>>7
1b (2.21)
Byt y,2) = ——(=F(y = 2) + fa(y))-
Consideremos os espagos H e V' como segue
H = L*0,1) x L*0,1),
(0,1) x LX(0,1) 0
V = H3(0,1) x Hy(0,1),
com seus respectivos produtos internos e suas normas dadas por
<(¢17¢2 ¢17¢2 >H <¢1’¢1>L2(Ol +<¢27¢2>L2(Ol)7
<<¢17¢2 ¢1,7/12 >V < ¢1 TT)H wl :1::):>L2 0,) +< ¢2 T 7/}2 >L2 (0,1)°
(2.23)
[P o)lE = ol Faon + 10201200
(o, )7 = 1(00)aellz20s) + 1(62)2llZ20)-

Pela desigualdade de Poincaré as normas

HUHHm(oz Z 1Dl 200y €

la|<m

ol on = Y 1Dz

laj=m
sao equivalentes e dai o espagco V' é um espaco de Hilbert. Note que a imersao V — H

¢ continua, densa e compacta. Se V' denota o dual topolégico de V e identificando
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H com seu dual temos V — H < V' com as inclusdes compactas. Note que V' =
H=2(0,1) x H7*(0,1), onde H*(0,1), s > 0, denota o espaco de Sobolev com expoente
negativo, para mais detalhes ver pagina 131 em [13].

Consideremos a forma bilinear ¢ : V x V' — R, definida por
¢(u,v) = a*((u1)za, (V1)2a) 22(0,0) + b*((u2)., (v2)2) 12(0,1)5 (2.24)
para todo u = (uy, uz),v = (v1,v2) € V.
Lema 2.2.1 A forma bilinear ¢ € continua, simétrica e coerciva

Demonstragao: Para d = a® + b?, temos

¢*(u,v) = a4|<(ul)xm (Ul)xr>|%2(o,z) + bﬂ((uz)x, (Uz)xM%Q(o,l)
+ 2a2b2|<(ul)mma (Ul)m>|L2(0,l)|<(U2)x, (UQ)x>|L2(O,l)

< @'l (ur)oo 220 | (v1)aal| 2200y + b 11 (u2)all 220 [ (v2)al 2201

+ 2a2b2H(U1)mHL2(o,l)H(Ul)mHLQ(o,l) | (u2)all L2011 (v2)al L2000

< @l (w)aa 2200 1012z 200 + 01 (u2)ell 220 | (02) 2l 220
+ a4||(u1)m||%2(0’l)||(v2)m||%2(0,l) + b4||(“l)x:c||%2(o,z)||(U2)w||%2(o,1)

< (a*+0bY) (||(U1)m||iz(o,z)\|(Ul)m||i2(o,z) + [ (u2)al 7200 1 (02)2 1 F20)
+ ||(u1)m||%2(o,z)||(U2)x||%2(o,1) + ||(Ul)m||%2(o,1)||(U2):c||%2(o,l)>

< (a® + 0 ul[ L]l

Assim ¢(u,v) < d||u||v]|v|lv, Vu,v € V, com isto mostramos que ¢ é continua.

Para mostrar que ¢ é simétrica temos

C(% U) = a2<<u1)xx7 (Ul)m>L2(o,l) + b2<(U2)x, (U2)x>L2(0,l)
= (12<('U1)m;, (Ufl)xa:>L2(0,l) + b2<(v2)x7 (u2)x>L2(O,Z)

= c(v,u).
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Similarmente, para dy = min{a?, b*} temos

C(U, U) == a2<(u1)xza (ul)xz>L2(O,l) + b2<(u2>ma (u2)z>L2(O,l)

> min{a®, b2}(<(u1)m, (U1)a) £2(0,) + ((U2)2, (u2)a:>L2(0,l))

= do([(w)zalI 720 + 1 (u2)ell72(0))
= do|lul)>, VueV;

isto mostra a coercividade.

Assim, existe um operador linear A € Z(V, V') tal que

c(u,v) = (Au,v)yry, Yu,v e V.

O operador A: D(A) C H — H é realizagda do operador

CLQ (ul)xxx:v

_b2 (UZ)mr

Au =

(2.25)

com a condigao de fronteira (2.5) e o dominio do operador A é definido por

D(A) = {(u1,u2) € H : (U1)saee, (U2)ee € L*(0,1), uy =
Do Lema 2.2.1 segue que o operador A é coercivo, pois

(Au, w)vry = c(u,u) > doflully

<AU, U>V’,V

— +oo quando ||u|ly — 4o0.
[l

entao,

(u1)z = ug = 0 em {0,1}}.

Y

Seja I = [0,00) C R. Consideremos o operador F:1x H — H definido por

Pt u) = Fi(t, ., uq(t,.), us(t,.))
’ Fy(t, . un(t,.), us(t, )

Agora definimos u(t) para t > 0, como

ult) = uy (t) _ z(t,.)

ua(t) y(t,.)

(2.26)
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as quais sdo fungdes definidas em (0,7). Assim estamos em condigoes de ver o sistema,
(2.20) como uma equacao diferencial de segunda ordem abstrata no espago de Hilbert H

da seguinte forma

(

uy + Au = F(t,u), t=0,

u(0) = uyp, (2.27)

kut(O) = 1y,

onde {ug, v} sdo dados por (2.7) e F': I x H — H satisfaz as seguintes hip6teses
H1) F ¢ uma funcao continua.

H?2) F é uma funcao Lipschitziana com relagao a segunda variavel.

Lema 2.2.2 O dominio do operador A definido em (2.25) é dado por

D(A) = [H*(0,1) " H2(0,1)] x [H*(0,1) N H3(0,1)] = W.
Demonstracao: Similar a demonstracao da Proposicao 2.1.1. a
Proposicao 2.2.1 O operador A definido em (2.25) é mondtono e simétrico.

Demonstracao: Primeiro mostraremos que A é mondtono. Seja u = (z,y) € D(A),

entao

<AU, U>H = <<a2zzmm:7 _b2ymc)7 (Za y)>H

! !
= / a2 2y ppnzdr — / bemyda:
0

0
l !
:az/ \zm]2d9[:+b2/ |y | d
0 0

= a2||zm||%2(0,l) + szny%?(o,l) 2 0,

onde na ultima igualdade usamos duas vez integracao por partes junto com as condigoes

de contorno.
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Mostremos que A é um operador simétrico. De fato, se u = (z,y),a = (Z,79) € D(A),

entao
<Au7 ﬂ)H - <(a22zzaxxa _b2yx$)7 (27 g)>H
l l l
= / (GZZxx:cxg - bzya:xg) dx = / GQZ:c:Egmcdx + / bzyxg]xda:
0 0 0
l
- / (a2zgzmx‘” - b2ygmz) dr = <<Zv y)u (a2gxzzmy _b2 ~£E£B)>H
0

Proposicao 2.2.2 O operador A definido em (2.25) € fechado.

Demonstracao: Seja (z,,y,) C D(A) uma seqiiéncia tal que (zn,y,) — (2,y) e
A(zn, Yn) — (n,C). Isto é,

2z, — zem H*(0,1) N HF(0,1) — L*(0,1),

Y, — yem H?*(0,1) N Hy(0,1) — L*(0,1),

aQ(Zn)mm —ne — b2(yn)m — ( em L2(O, ).

Sabemos que o operador Laplaciano é um operador fechado (ver 7], pdgina 160), assim
temos a convergéncia a®(2,)eeee — 0> Zezzz € —0*(Yn)ee — —b*yze em L%(0,1). Logo, pela
unicidade do limite temos 7 = a*2,000 € { = —0*Yue, ou seja, A(z,y) = (1,¢) e também

(z,y) € D(A), pois D(A) é denso em H. O

Observagao 2.2.1 O operador A é mazimal mondtono pela Observagao 1.3.6.

2.2.1 Existéncia e Unicidade de Solucgao

O problema (2.27) pode ser visto como

u 0 —I u 0
+ =1 .
v/, A 0 v F(t,u)
u(0) U
v(0) Vo
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ou equivalentemente

U(t) +AU(t) = F(t,U(t)), t=0, (2.28)
U(0) = Uy,

onde U = (u,us) = (u,v).
O problema (2.28) esta definido sobre o espago H = V x H, que é um espago de

Hilbert com o produto escalar

(1, 2), (1, 12) ), = (D1, Y1) + (B2, V2) -
O operador linear A : D(A) C H — H é dado por A(u,v) = (—v, Au) com dominio
definido por
DA) = {UeH: AU e H}
= {U=(u,v) e VxH:(—vAu) eV x H}
= {U=(wu,v)eVxH:veVeAuec H}
— (U= (u,v) €V XV :Au€ H}.

O operador nao linear F : I x H — H ¢ definido por F(t,U) = (0, F(t, u)).
Lema 2.2.3 O dominio do operador A é D(A) =W xV e D(A) é denso em H.

Demonstracao: Dado U = (u,v) € D(A) segue que u,v € V e Au € H. Definindo

f := Au, temos
(fyw)g = (Au,w)y, Yw e V

<(f1, fz), (wl, w2)>H = <(a22$xzx7 _bex:c)a (wl, w2)>H

l l l l
/ flwldw + / f2w2dx = / GQZxxxmwldx - / bezszdxu
0 0 0 0

onde temos usado f = (f1, f2), u = (z,y) e w = (wy, wy).

Da dltima igualdade segue que u = (z,y) é uma solugao fraca do problema eliptico

( S

Rrxazx — ? em (07 l);

f
“Yzz = b_i 2 (Oal)7

z =y =2, =0 emf{0,l}.
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Como f = (fi, f2) € H entiio o1, 22 € L2(0,1), onde 1 = 12 ¢ g, = 12

Logo aplicando a teoria de regularidade para os seguintes problemas eliptico

;

Zpzzz = @1 em (0,1),

z =z, = 0 em{0,l},

Y1 € L2(07 l),Z S HO2(0>Z)

\

;

Yz = P2 €IN (Oa l)7

y = 0 em{0,[},

|2 € L2(0.1),y € Hy(0,1),
segue que z € H*(0,1) e y € H*(0,1). Portanto u = (z,y) € W.

Por outro lado, dado U = (u,v) € W x V temos u € W e v € V. Vamos mostrar
que Au € H. Com efeito, pela defini¢ao do operador A, se u € W = D(A) C V entao
Au € H. Disto segue que U = (u,v) € D(A) e portanto D(A) =W x V.

Como as inclusées W < V' < H sdo densas, segue que a inclusao D(A) — H é densa.

O

Proposicao 2.2.3 O operador —A ¢é um gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente continuo de contragoes {T(t) :=e At 1t > 0} no espago de Hilbert H.

Demonstracao: O operador A é fechado. De fato, seja (u,,v,) uma seqiiéncia de
D(A) tal que (up,v,) — (u,v) e A(u,,v,) — (u,v). Entao, u, — v em W, v, — v em
V, —v, - uemV e Au, — v em H. Disto segue que © = —v. Como u, € D(A) e A é
um operador fechado, temos v € D(A) e Au = 7. Logo, (u,v) = (—v, Au) = A(u,v).

O dominio D(.A) é denso em H, pelo Lema 2.2.3.

*

Agora mostraremos que —A e (—.A)* sao dissipativos. Com efeito, dado U = (u,v),
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U = (u,v) € D(A), temos
(—AU, U)y = {(v,—Au), (W, 7)), = c(v, ) + { — Au,T),,
= C((Zt, yt): <§7 @) + <(_a2zw:m:x’ b2yxz)7 (gt; gt>>H
l l l l
= (12/ Zt:ca:zxxdm + b2/ ytmgxdx - 6LQ/' za:x:cxztdm + b2/ y:cxgtdx
0 0 0 0

l l l l
- GQ/ thx:r;a:xd-x - b2 / ytgxxdaj - (12 / ngmxdiU - b2 / yxgt:r:dw
0 0 0 0

= <’U, Aﬂ>H + C(U, —5) = <(u7 'U)a <_57 Aa))H
— (U, AUy,

Disto, segue que (—A)* = A, e

(=AU, U)y = ((v, — Au), (u,v)>H =c(v,u) + ( — Au,v>H
= (26, 00), (2,9) +( = A(2,9), (20, 90))

= C((Zt, yt), (Z, y)) + <(_a22xa;acm7 b2ymm>7 (Zt7 yt)>H

l 1 l l
= a2 / tharzxxdx + b2 / yt:tyxdx - (12 / Z:L‘a:xxztdx + bQ / ymcytdx
0 0 0 0

=0.

Logo, —A e (—A)* sao dissipativos. Pelo Corolario [1.3.5 segue que —A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de contragoes em H. O
Observacao 2.2.2 Do Coroldrio 1.3.6 seque que o operador A é maximal mondtono.

Teorema 2.2.1 (Existéncia e Unicidade) Suponhamos que F satisfaz as sequintes

hipoteses
(1) [1FE e < KL+ [I€Cle)-
(2) F € uma fungdo continua.
(3) F € localmente Lipschitziana com relagao a sequnda varidvel.

Entao para cada Uy € H o problema de Cauchy (2.28) tem uma inica solugao fraca

U e C([0, +00), H).
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Demonstracao: De (H1) segue que F é uma funcao continua. Também de (H2) segue

que existe uma constante K >0 tal que

IF(t.¢) = F(t,9) |l < Kll¢ = ¢ll, Vo,0 € H. (2:29)
e Fé Lipschitziana. De fato, dados u = (¢, ¢),v = (¢,1)) € H =V x H, temos

— ¢(0,0) + || F(t,¢) — F(t, )%
= Hﬁ(ta (b) - ﬁ(ta ¢)”12LI

Fazendo ¢ = (z,y) e ¥ = (1,(), como ¢, € V = HZ(0,1) x H}(0,1), segue que z,n €
HZ(0,1) e y,¢ € H}(0,1). Usando a Desigualdade de Poincaré (Proposigao [1.2.2) para

y,¢ € H}(0,1), concluimos que existem umas constantes Cy, Cy > 0 tais que

Yl 2200 < 1Yl 00 < Cillyzllz200);

(2.30)
¢ z2 00y < Kl a0y < CollCall 220,
Agora, para z,n € HZ(0,1), existem constantes d;,d2 > 0 tais que
2] L2(0,0) < 01| Zae ]| L2(0,0);
(0.) (0) (231)

191l 22(0,0) < S2l[Mwa || L2(0,0)-

Como para qualquer 6 € HZ(0,1) temos

0.9 = 10.65) = 00 = | [ uctrrar| < [ it

segue que z
0.6 < [ [ 1] < 102 o
e assim
1021200 < N[0l 220.)-
Logo, usando a desigualdade (1.3) obtemos
101 20,0 < V|0l £20,0),

onde ¥ := |I|?.
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Finalmente da parte direita de (2.29) e do mesmo raciocinio utilizando na obtengao

as desigualdades (2.30)) e (2.31)), obtemos

K¢ = oll5 = K21z = nll 7200 + K2[ly = CliZ200)

< K207/ (2 = MaallLz00) + K2CPI(y = QallZzo)

72 0 C? 2 2 2 2
< R2max { %, 7} (@1 = Ml + V210 = OallFaon)

2 Moo= 6= ) + 6, — il
= K2 maX{Z—z, i—;}”u — [

< szax{

Assim temos mostrado que F é Lipschitziana (global) sempre que F o é. Logo, F ¢é
localmente Lipschitziana.

Da Proposicao 2.2.3 segue-se que —A é um gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo de contracoes {T'(t) := e~ : ¢ > 0} no espaco de Hilbert H.

Do Teorema [1.3.11], para todo Uy € H a solugao do problema (2.28) é dado por
t
U(t) =T(t)Uy +/ T(t—s)F(s,U(s))ds, t€[0,tmaz)-
0

Como || F(t,U(t))|ln < K(1 + ||U||%) da hipdtese (1), usando o Teorema 1.3.12 e
tomando k(t) = K = h(t), segue que t,q, = +00. Portanto existe uma tnica solugao

U e C([0,+00), H). O

2.2.2 Analise da Energia do Sistema Nao Linear

Modelo Nao Linear

Se um dos conjuntos de cabos amarrados (estadias) acima ou abaixo do leito da ponte
é removido, o sistema linear estudado anteriormente se transforma em um sistema nao
linear (sem forgas externas) e pode ser descrito da seguinte forma

Mzt + OZpgee — kW (y —2) =0, 2 € (0,1), t=0,
! (2.32)

McYee — ﬁyxx + k"I’(y - Z) =0, z¢€ (0, l), t>0.
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onde ¥ : R — R é uma funcao definida por

07
we=1" *7 (2.33)

0, se&<O.
Este sistema (2.32) esta sujeito ao mesmo conjunto de condigoes de contorno (2.5) e as
iniciais (2.7).
Consideramos o funcional £ : H — R, definido por

1 l
BOW) =5 [ {mlad? + molul + alzua + Blus o+ ¥y = )P po, (230

onde U(t) = e ug = (2(-, 1), y(-, 1), 2:(-, 1), (-, 1)) € H é uma solugao de (2.32), sendo
{e_tA,t > 0} um semigrupo fortemente continuo de contragoes.

Vemos que 0 é um ponto de equilfbrio de H, pois ¥(0) = {e7*0,¢ > 0} = {0}.

O funcional £ é uma funcional de Liapunov, pois E é continua, F(0) = 0, derivando FE

ao longo da solugao u(t) com relagdo a t e usando as condigoes de contorno (2.5), obtemos

: 1 ["d
B(U() = 5 / ol melyl? + alza P + Blyal? + KDy — 2)? pda

2 dt
1/ d
- 5 2{metZtt + meYiYie + AZraRrat + 5%%7: + k‘I’(y - Z)EIIJCU - Z)}d.l’
0

l
= / {mbztztt + MYy + CZppeat — BYsayr + KV (y — 2) (Y — zt)}dx
0

l
/ {(mbztt + QZggze — KU(y — 2)) 2 + (Meysr — BYue + kU (y — Z))yt}dfc
0

0. (2.35)

Também temos
EU®)) = c(|U()]ln),

1
onde c(|U(t)||n) = ZLHU(t)H%’ a qual é uma fungdo continua e estritamente crescente,
com ¢(0) = 0 . Entao do Teorema [1.3.13 segue que a origem 0 é estével.

De (2.35) segue que o sistema é conservativo.

Observacao 2.2.3 Note que ainda neste caso trabalhamos com a norma do caso linear.
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Modelo Nao Linear Geral

Em geral a fungao F' do modelo (2.3) pode ser considerada como uma fun¢ao com seu
grafico situado no primeiro e terceiro quadrante do plano R?. Porém do ponto de vista
fisico, o problema s6 faz sentido se F' é uma funcao nao decrescente de seu argumento.
Em qualquer caso vamos a considerar o correspondente sistema homogéneo

) 1
2+ 0% 2ppee — —Fly—2)=0, x€(0,1), t=0,

lmb (2.36)
ytt—bzym—i-EF(y—z) =0, z€(0,0), t=0.

C

Este sistema nao linear geral (2.36) esta sujeito ao mesmo conjunto de condigoes de
fronteira (2.5) e as iniciais (2.7). Para facilitar nosso trabalho vamos considerar neste caso
my = me = m.

Definimos a funcao G : R — R dada por

¢
6(c) = | Flee (2.37)
0
Consideramos o espaco ‘H e o funcional £ : H — R definido por
E _ 1 : 2 2 2 2 b2 2 EG . d
W) =5 [zl + luel™ + a%leal” + 0yal” + — Gy = 2) pda, (2.38)
0 m

onde U(t) = S(t)Uy = (2(-,t),y(-,t), ze(-, 1), ye(+,t)) € H é uma solugao de (2.360) e
{S(t),t = 0} é o semigrupo fortemente continuo de contragdes em H.

Vemos que 0 ¢ um ponto de equilibrio de H, pois v(0) = {S(¢)0,¢ > 0} = {0}.

O funcional £ é uma funcional de Liapunov, pois E é continua, E(0) = 0. Derivando

E ao longo da solugao U(t) com relagao a t e usando as condigdes de contorno (2.5),

obtemos
. 1 [td 2
BO®) =5 [ G {1l + 1 + e+ Plan + ZGly—2) o
1

l

1

=5 / Q{thtt + Yelst + O 2uw Zamt + O YoYar + EF@ —2)(y — Z)t}dif
0

l
1
/{%%+%%+f%m%—ﬁm%+EF@—Qw—%ﬂM
0

: 1 1
A {(Ztt + agzwxx:v - EF(y - Z))'Zt + (ytt - beacac + EF(y - Z))yt}dm

= 0. (2.39)
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Também temos
E(U()) = c([[U(1)]l#),

1
onde c(||U(t)]|x) = ZHU(t)H%’ a qual é uma func¢do continua e estritamente crescente,
com ¢(0) = 0 . Entao do Teorema [1.3.13| segue que a origem 0 é estével.

De (2.39) segue que o sistema ¢é conservativo.

Modelo Geral com Amortecimento Dinamico

Em todos os modelos anteriormente descritos temos desprezado o amortecimento
aerodinamico para melhor entendimento do modelo. Considerando o modelo (2.3) e
incluido o amortecimento aerodinamico obtemos o seguinte sistema

1 1
2o+ @2 2ppae — —F(y — 2) + —fi(z) =0, x€(0,1), t=>0,
m m (2.40)

Yt — U* Yo + %F(y —2)+ %fg(yt) =0, xz€(0,0), t=0.
Este sistema geral com amortecimento (2.40) esta sujeito ao mesmo conjunto de
condicoes de fronteira (2.5) e as iniciais (2.7).
Para facilitar nosso trabalho neste caso também vamos supor que my = m, = m.
Usando o funcional de energia (2.38) e derivando este ao longo da solucao (z,y) de

(2.40) podemos verificar que

) 1 td 2
EU®®)) = 5/0 %{\ztf + e ? + a?|zpe|* + 0P lya)? + EGQJ — z)}da:

1

[

1

=5 / Q{thtt + Yelst + O 2awZant + O YoYar + EF@ —2)(y — Z)t}d:c
0

l
1
= / {thtt + Yty + a2za:a::£:czt - b2yma3yt + EF(y - Z) (yt - Zt)}dx
0

!
= /0 {(Ztt + % 2pppn — %F(y —2))z + (Yo — VYo + %F(y — z))yt}dx

!
-1 {fl(zt)zt + fz(yt)yt}dl“- (2.41)

m Jo

Desta tltima igualdade segue que se f;(€)€ > 0 para todo ¢ = 1,2, entdo E(t) < 0.

Conseqiientemente o sistema (2.40) é estavel.
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Precisamos de um resultado semelhante ao Principio da Invariancia de Lasalle para
concluir que o sistema é assintoticamente estavel se f;(¢{){ > 0, para todo i = 1, 2.

Sejam H, G como antes e V : ' H — R o funcional de Liapunov definido por

I 2
V(g1 2,0) = 5 / {msleal+melya+al(z1)aa 48 ()o [+ — Gl =) }do. (2.42)
0

Teorema 2.2.2 Consideremos o sistema (2.40) e suponhamos que as segquintes

afirmacgoes valem
(A1) fi(0) =0, fi(()¢ >0 para ¢ #0, i =1,2;
(A2) F(§)E >0 para § € R,

entdao o sistema € assintoticamente estdvel.

Demonstracao: Observe que

1 /[ 2
Et):=EU(t)) = 5/ {mb|zt\2 + Me|ye|? + a|ze|® + Bly)® + —G(y — z)}da:
0 m
= V<Z>y7 Ztayt)-

De (2.41) e de (A1) temos

1

E(t) = %V(Zvya Ztayt) = _E\/O {fl(zt)zt -+ fQ(yt)yt}dl' <0 (243)

sempre que z; # 0 ou y; # 0.

Assim, E(t) com t > 0 é uma func¢ao nao negativa monétona decrescente em ¢. Logo
tlgilo E(t) = 1o, para algum ¢ > 0.

Se 1o = 0 o resultado é imediato.

Se rg > 0, entao ao longo de qualquer solucao do sistema (2.40)) que comega na fronteira
do conjunto, E,, = {(z1,y1, 22, 42) € H: V < 1o}, E < 0, o sistema continua dissipando
energia e avanca em direcao a origem.

Mostraremos que E pode se anular em um intervalo J = [to, to + 7], isto é, E (t) =0

emt € J, e o decaimento de energia ainda permanece, se o estado estacionario ¢é atingido.
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Vamos mostrar isto pelo absurdo. Suponhamos que F se anula no intervalo .J, sem
ter atingido o estado estaciondrio. De (2.43), usando (A1) segue que z; = 0,y = 0 em J,
e dal z,y devem satisfazer o sistema

1

*Zpoee — —F(y —2) =0, x€(0,1),
m (2.44)

1
—b?Yyy + EF(y —2)=0, z€(0,0),

junto com as condigdes de fronteira (2.5), (2.6).

Seja 2%, 9% uma solucao nao trivial do sistema (2.44).

0

Multiplicando a primeira equagao por z° e a segunda por y° do sistema (2.44) e

integrando de 0 a [, obtemos

I I
1
az/ 20 Ade— — | Fy°—2°2%r =0, x€(0,1),
o . T 0, (2.45)
—b2/ y? yldw + —/ F(y° —2°) yde =0, z€(0,1).
0 mJo

Usando integracao por partes e as condigoes de fronteira no sistema (2.45) temos

/ 120 |?dx — —/ (y° — 2% 2%x =0, z€(0,1),
(2.46)
/|y 2dx + — /F(y —2%9%z =0, z€(0,1).

Somando as duas equagoes do sistema (2.46), e aplicando a definigdo de norma e produto

escalar em L?(0,1) temos
P By + P10 + (00 = 20,00 = )y = 0. (247
e (A2), obtemos
(F" =2 (0" = 2")) ooy = /0 P — X)) — (e >0
Logo,
@ o + P800 =~ (FO — 20,6 — 29} <O

Isto implica que 22, = 0 e y? = 0 em (0,1), assim 2°(x) = kix + ky e y°(z) = ks
m (0,1), onde ki, ks e k3 sdo constantes arbitrarias. Usando as condigoes de fronteira

obtemos 2° = 0 e y° = 0 em (0,7). Esta contradigao mostra o resultado. O



Analise da Energia do Sistema Nao Linear 86

Amortecimento estrutural e aerodinamico

Na presenca dos amortecimentos viscoso e estrutural, f; é uma funcao de z;, 2z, €

Zizzes. Podemos supor que f; é uma funcao linear, isto é

fl (Zta Zixas Zta:mcx) = M12t — V12%tax + Y13 %tzzzx

onde os coeficientes 712,713 dependem das propriedades metalirgicas dos materiais de
construcao enquanto 7; depende da geometria do leito da ponte, por exemplo, area de
superficie, forma, etc.

Para o cabo suspenso o amortecimento estrutural é desprecivel. Podemos supor que

o amortecimento viscoso ¢ linear, isto é, fy é dado por

f2<yt) = Y2Yt-

Das consideracoes fisicas temos 71, V12,713, 72 = 0. Substituindo as fungoes f; e f; no
sistema (2.40) temos
5 1 1
2+ " Zpppe — —F(Z/ - Z) + _fl(zt7 Ztxx Ztmz:m:) = Oa T € (07 l)7 t 2 07
lm 1m
ytt_b2ymc +—F(?J—2)+—f2(yt) :07 VIS (O7l)7 t20
m m
Considerando o funcional E definido em (2.38) temos

1 l

E(U(t)) = _E {fl (Zt7 Ztzxs thacaca:)zt + f2<yt)yt}dx
1 P
=, {(%zt — Y12%tze + N13%zaa) 2t + (729t)yt}dx
1 : 2 2
=", {71|Zt\ — V12%t2a 2t + V3%t + Vo U] }dx

1 l
- _E/ {71|Zt|2 + V12| 2t0|? + V18] Ztaa|* + 72|yt|2}dx <0.
0

Daf o sistema é assintoticamente estavel com respeito a origem (ver [1], [2]).
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