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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria básica de aplicações multilineares e polinômios entre espaços
de Banach. Investigamos a teoria de ideais de aplicações multilineares e polinômios e métodos para
se obter ideais de aplicações multilineares e polinômios a partir de ideais de operadores lineares. No
capítulo �nal, estudamos o ideal dos operadores absolutamente somantes e um pouco dos recentes
progressos da teoria não linear associada ao tema.

Palavras-Chave:
Ideais de Aplicações Multilineares, Ideais de Polinômios, Aplicações Multilineares Absolutamente

Somantes, Polinômios Absolutamente Somantes, Espaços de Banach.
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Abstract

In this work we have studied the basic theory of multilinear mappings and polynomials between
Banach spaces. We have investigated the theory of multilinear and polynomial ideals and studied
methods of creating ideals of multilinear mappings and polynomials from an operator ideal. In the
�nal chapter, we have investigated the ideal of absolutely summing operators and some recent results
of the associated nonlinear theory.

Key-Words:
Ideals of Multilinear Mappings, Ideals of Polynomials, Absolutely Summing Multilinear Mappings,

Absolutely Summing Polynomials, Banach Spaces.
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Introdução

A Análise Funcional surgiu nas primeiras décadas do século 20 abstraindo os conceitos de convergência
e continuidade. Um dos principais objetivos parecia ser uma tentativa de dar um tratamento uni�cado
para várias questões que foram estudadas separadamente por séculos. Desde a publicação do famoso
livro de S. Banach, em 1932, a Análise Funcional assumiu um papel fundamental na matemática
moderna e tem-se desenvolvido para caminhos não lineares. Nos últimos anos, a Medalha Fields,
prêmio máximo da matemática, foi, por duas vezes, concedida a pesquisadores da área de Análise
Funcional.
Na década de 60, com a redescoberta dos trabalhos de A. Grothendieck, �cou evidente a importância

de estudar classes especiais de operadores lineares. Segundo J. Diestel, H. Jarchow e A. Pietsch [12], o
�Resumé�de Grothendieck [15] é a fonte da teoria moderna de espaços de Banach. Contudo, apenas
no �nal da década de 60, as idéias de Grothendieck começaram a ser melhor compreendidas e reescritas
de forma mais acessível, com trabalhos de J. Lindenstrauss, A. Pelczyński, A. Pietsch e outros. Essa
�redescoberta� culminou com a introdução, por Pietsch, em 1970, da teoria abstrata de ideais de
operadores.
Em 1983, o próprio Pietsch generalizou o conceito de ideais de operadores para aplicações

multilineares, e tal idéia pode ser imediatamente adaptada para polinômios. Nas últimas duas décadas
muitos avanços têm sido obtidos na teoria de ideais de polinômios e aplicações multilineares e muitos
caminhos têm sido abertos para futuros trabalhos.
Levando em consideração a estreita relação entre polinômios e funções holomorfas, de certa forma

a teoria de ideais de polinômios pode ser vista como a uni�cação de desenvolvimentos de Análise
Funcional e Análise Complexa em Dimensão In�nita, via tipos de holomor�a. Nessa direção, o leitor
pode consultar o recente trabalho [5].
O presente trabalho é essencialmente dedicado à teoria de ideais aplicações multilineres e polinômios

entre espaços de Banach. No último capítulo, investigamos resultados recentes relacionados a ideais
de aplicações multilineares que generalizam o conceito linear de operadores absolutamente somantes.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

No Capítulo 1 procuramos escrever um texto relativamente auto-su�ciente, com os resultados
básicos da teoria de polinômios e aplicações multilineares entre espaços de Banach, ideais de polinômios
e ideais de aplicações multilineares. Não parece haver referência em português que abranja todo esse
conteúdo e, mesmo em outro idioma, não conhecemos um texto que contemple todos esses resultados
de forma relativamente didática.
No �nal do Capítulo 1 apresentamos dois métodos importantes de construção de ideais de aplicações

multilineares e ideais de polinômios a partir de ideais de operadores lineares. As principais fontes de
referência utilizadas nesse capítulo foram [2, 4, 7, 8, 9, 22, 23, 27, 28].
O Capítulo 2 é um estudo detalhado de [6]. Nele estudamos quais as condições que os ideais de

aplicações multilineares obtidas pelo método da fatoração e linearização devem satisfazer para que
sejam ideais simétricos.
O Capítulo 3 é dedicado ao estudo de operadores multilineares (e polinômios) absolutamente

somantes. O principal objetivo desse capítulo é o estudo de teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers no
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contexto multilinear e polinomial e o estudo de normas para o espaço das aplicações multilineares
absolutamente somantes em todo ponto. Os resultados desse capítulo encontram-se originalmente em
[1, 5, 9, 13].

Notação e Terminologia

� Em todo esse texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C. Ocasionalmente escreveremos
N0 := N[f0g, com N = f1; 2; 3; :::g:

� Usaremos o termo �operador�com o mesmo sentido de �função�. Se E e F são espaços vetoriais
normados sobre o corpo K, denotaremos por L (E;F ) o espaço dos operadores lineares contínuos
de E em F:

� Se E e F são espaços vetoriais normados sobre o corpo K, o grá�co de uma função u de E em F
é um subconjunto do produto cartesiano E � F formado pelos pares ordenados (x; u (x)), com
x 2 E. Denotamos o grá�co de u por Grafu; assim

Grafu = f(x; y) 2 E � F ; y = u (x)g :

Dizemos que u tem grá�co fechado se Grafu for fechado em E � F .

� Se u e v são funções, a composição u � v será às vezes denotada por uv:

� Na maior parte deste texto, E;F;G;Ei; Gi; ::: denotarão espaços de Banach. A norma de um
espaço de Banach (ou normado) E será usualmente denotada por k�k ; quando maior precisão for
necessaria, nós usaremos k�kE : Usaremos a norma do sup em espaços de funções, exceto menção
em contrário. O símbolo BE denotará a bola unitária fechada fx 2 E; kxk � 1g : Se x 2 E e
r > 0; os símbolos BE (x; r) ou B (x; r) denotarão bolas de centro x e raio r. Em cada situação
particular será mencionado se a bola é fechada ou aberta.

� O dual (topológico) de um espaço de Banach E será denotodo por E0:

� Um operador linear u de E em F é dito de posto �nito se a dimensão de u (E) for �nita.

� Se A for um conjunto e m 2 N, a notação Am denota o produto cartesiano de m cópias de A.

� Se j,k 2 N, escrevemos
�jk =

�
0 se j 6= k;
1 se j = k:

�jk é chamado de delta de Kronecker.
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Capítulo 1

Teoria Multilinear de Ideais entre
Espaços de Banach

1.1 Ideais de Operadores (Lineares)

Nesta seção faremos uma brevíssima introdução à teoria de ideais de operadores. A principal referência
utilizada é o livro [28], de autoria de A. Pietsch.

De�nição 1.1.1 Seja E um espaço vetorial sobre K. Uma quasi-norma é uma função k�k : E ! [0;1)
que satisfaz
(i) kxk � 0 para todo x em E e kxk = 0, x = 0;
(ii) k�xk = j�j kxk para todo x em E e � em K;
(iii) Existe uma constante c � 1 tal que kx+ yk � c (kxk+ kyk) para quaisquer x; y 2 E:

Quando c = 1; a quasi-norma é uma norma.

De�nição 1.1.2 Se 0 < p � 1, uma p-norma em um espaço vetorial E é uma função k�k : E ! [0;1)
satisfazendo
(i) kxk � 0 para todo x em E e kxk = 0, x = 0;
(ii) k�xk = j�j kxk para todo x em E e � em K;
(iii) kx+ ykp � kxkp + kykp para quaisquer x; y 2 E:

É fácil provar que toda p-norma é uma quasi-norma:

Proposição 1.1.3 Uma p-norma é uma quasi-norma, com constante c = 2
1
p :

Demonstração. De fato, para quaisquer vetores x e y, temos

kx+ ykp � kxkp + kykp ) kx+ yk � p

q
kxkp + kykp � p

q
(kxk+ kyk)p + (kxk+ kyk)p

e daí segue que
kx+ yk � 2

1
p (kxk+ kyk) :

1



De�nição 1.1.4 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os operadores lineares
contínuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços de Banach E e F; as componentes
I (E;F ) = L (E;F ) \ I satisfazem:
(i) I (E;F ) é um subespaço vetorial de L (E;F ) que contém os operadores de posto �nito;
(ii) A propriedade de ideal: se u 2 L (E;F ), v 2 I (F;G) e t 2 L (G;H) ; então tvu 2 I (E;H) :

De�nição 1.1.5 Um ideal normado (p-normado) de operadores (I; k�kI) é um ideal de operadores I
munido da função k�kI : I ! [0;1) tal que:
(i) k�kI restrita a I (E;F ) é uma norma (p-norma) para quaisquer espaços de Banach E e F ;
(ii) kidKkI = 1; com idK : K! K dada por idK (x) = x;
(iii) Se u 2 L (E;F ) ; v 2 I (F ;G) e t 2 L (G;H) ; então ktvukI � ktk kvkI kuk :

Se as componentes I (E;F ) são completas com respeito a k�kI ; nós dizemos que I é um ideal
completo (ou de Banach) de operadores. No caso de ideais p-normados, dizemos que I é um ideal
quasi-Banach.

De�nição 1.1.6 Dizemos que um ideal de Banach (I; k�kI) é injetivo se ku � vkI = kvkI sempre que
E;F;G são espaços de Banach, u 2 L (F;G) é uma isometria sobre a imagem e v 2 I (E;F ) :

A seguinte proposição será bastante útil em todo este texto:

Proposição 1.1.7 Seja (I; k�kI) um ideal normado de operadores. Então, ktk � ktkI para qualquer
t 2 I:

Demonstração. Sejam t 2 I (E;F ) ; ' 2 F 0 e x 2 E:
De�na

R : K!E : R (�) = �x:

Temos kRk = kxk. Note que
' � t �R = (' � t) (x) idK: (1.1)

Com efeito, para qualquer � 2 K, temos

(' � t) (x) idK (�) = � (' � t) (x) :

Como
(' � t �R) (�) = (' � t) (�x) = � (' � t) (x) ;

segue que
' � t �R = (' � t) (x) idK:

De (1.1), temos

j(' � t) (x)j = j(' � t) (x)j kidKkI = k(' � t) (x) idKkI = k' � t �RkI � k'k ktkI kRk :

Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que

kt (x)k = sup
k'k�1

j(' � t) (x)j � sup
k'k�1

k'k ktkI kRk = ktkI kxk :

Portanto ktk � ktkI :

Observação 1.1.8 Se ' 2 E0, então k'k = k'kI . De fato, como ' é de posto �nito, então ' 2 I e

k'kI = kidK � 'kI � kidKkI k'k = k'k : (1.2)

A igualdade segue de (1.2) e da Proposição 1.1.7.

2



1.2 Ideais de Aplicações Multilineares entre Espaços de
Banach

A seguir desenvolveremos os resultados básicos da teoria de aplicações multilineares entre espaços
normados. Veremos, por exemplo, versões mullineares do Teorema do Grá�co Fechado, Princípio da
Limitação Uniforme e do Teorema de Banach-Steinhaus.

1.2.1 Aplicações Multilineares

De�nição 1.2.1 Sejam m 2 N, E1; E2; :::; Em e F espaços vetoriais sobre K. Dizemos que uma
aplicação A : E1 � � � � � Em �! F é m-linear (multilinear) se é linear em cada variável. Mais
precisamente, A : E1 � � � � � Em �! F é m-linear (multilinear) se para todos x1 2 E1; :::; xm 2 Em e
i = 1; :::;m; os operadores

A(x1;:::;xi�1;�;xi+1;:::;xm) : Ei �! F

A(x1;:::;xi�1;�;xi+1;:::;xm) (y) = A(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xm)

são lineares.

Para cada m 2 N, nós denotamos o conjunto de todas as aplicações multilineares de E1� � � � �Em
em F por L(E1; :::; Em;F ). Quando F = K denotamos L(E1; :::; Em;F ) por L(E1; :::; Em) e quando
E1 = E2 = � � � = Em = E; escrevemos L(mE;F ). Vamos, por convenção, considerar L(0E;F ) = F .
Se m = 1, denotamos L(1E;F ) por L(E;F ). É fácil ver que o conjunto L(E1; :::; Em;F ) é um espaço
vetorial munido com as operações usuais de espaços de funções.

Se E1; :::; Em são espaços normados sobre K, E1 � � � � �Em também se torna um espaço normado
se considerarmos qualquer uma das normas naturais:

kxk1 = max
1�i�m

kxikEi

kxkp = (kxik
p
E1
+ � � �+ kxmkpEm)

1
p , (1 � p <1) ,

onde x = (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em. A menos que se mencione algo em contrário, usaremos a
primeira como norma usual em E1 � � � � � Em e escreveremos simplesmente k�k ao invés de k�k1 :
Se E1; :::; Em e F são espaços vetoriais normados, como E1 � � � � �Em é ainda um espaço vetorial

normado, há uma noção natural de continuidade de uma aplicação A : E1 � � � � � Em �! F
(continuidade de funções entre espaços métricos). Se B � E1 � � � � � Em; dizemos que A :
E1 � E2 � � � � � Em �! F é limitada em B se

sup
x2B

kA (x)k <1:

O próximo teorema nos apresenta várias equivalências sobre a continuidade de uma aplicação
multilinear:

Teorema 1.2.2 Seja m 2 N. Se E1; :::; Em e F são espaços normados sobre K e A : E1�� � ��Em �!
F é uma aplicação multilinear, então são equivalentes:
(i) A é contínua;
(ii) A é contínua na origem;

3



(iii) Existe uma constante M > 0 tal que

kA(x1; :::; xm)k �M kx1k � � � kxmk

para qualquer (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em;
(iv) A é uniformemente contínua sobre os limitados;
(v) A é limitada em toda bola com raio �nito;
(vi) A é limitada em alguma bola.

Demonstração. (i) ) (ii) Se A é contínua, então A é contínua em todo ponto, em particular,
na origem.

(ii) ) (iii) Como A é contínua na origem, dado " > 0, existe � > 0 tal que, para qualquer
x 2 E1 � � � � � Em, com kxk � �, temos kA(x)k � ". Sejam " = 1 e x = (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em
tal que xi 6= 0 para todo i = 1; :::;m. Então



( �x1

2 kx1k
;
�x2
2 kx2k

; :::;
�xm
2 kxmk

)





 = �

2
< �

e portanto 



A( �x1
2 kx1k

;
�x2
2 kx2k

; :::;
�xm
2 kxmk

)





 � 1:
Como A é multilinear, segue que

kA(x1; x2; :::; xm)k �
2m

�m
kx1k � � � kxmk :

Tomando M = 2m

�m temos o desejado. Caso xi = 0 para algum i = 1; :::;m, temos A(x) =
A(x1; :::; 0; :::; xm) = 0 e a desigualdade continua válida.

(iii) ) (iv) Seja a = (a1; :::; am) 2 E1 � � � � � Em. Então, para qualquer x = (x1; :::; xm) 2
E1 � � � � � Em, temos:

kA(x)�A(a)k � kA(x1 � a1; x2; :::; xm)k+ kA(a1; x2 � a2; x3; :::; xm)k

+ � � �+ kA(a1; a2; :::; am�1; xm � am)k �M kx1 � a1k kx2k � � � kxmk

+ � � �+M ka1k � � � kam�1k kxm � amk :

Se kxk,kak < r; então kxik < r e kaik < r para todo i = 1; 2; :::;m. Logo

kA(x)�A(a)k �Mrm�1(kx1 � a1k+ � � �+ kxm � amk) �Mrm�1m kx� ak :

Portanto A é uniformemente contínua sobre limitados.
(iv)) (i) É imediato.
(iii)) (v) Seja B uma bola com centro em (a1; :::; am) 2 E1�� � ��Em e raio r: Para qualquer

(x1; :::; xm) em B, existe uma constante M > 0 tal que

kA (x1; :::; xm)k �M kx1k � � � kxmk
�M (r + ka1k) � � � (r + kamk) :

Portanto A é limitada em B.
(v)) (vi) Óbvio.
(vi)) (iii) Suponha que A seja limitada numa bola aberta de centro (y1; :::; ym) e raio � > 0:

Existe N > 0 tal que
kA(y1 + x1; :::; ym + xm)k � N (1.3)
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para todo (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em com kxjk < � para todo j = 1; :::;m: Temos que

kA(x1; y2 + x2; :::; ym + xm) +A(y1; y2 + x2; :::; ym + xm)k = kA(y1 + x1; :::; ym + xm)k � N; (1.4)

para todo xj 2 Ej com kxjk < �; j = 1; :::;m.
De (1.3) e de (1.4) obtemos

kA(x1; y2 + x2; :::; ym + xm)k � N + kA(y1; y2 + x2; :::; ym + xm)k � N +N = 2N; (1.5)

para todo xj 2 Ej com kxjk < �; j = 1; :::;m.
Novamente

kA(x1; x2; y3 + x3; :::; ym + xm) +A(x1; y2; y3 + x3; :::; ym + xm)k (1.6)

= kA(x1; y2 + x2; :::; ym + xm)k � 2N;

para todo xj 2 Ej com kxjk < �; j = 1; :::;m.
De (1.5) e (1.6), temos

kA(x1; x2; y3 + x3; :::; ym + xm)k � 2N + kA(x1; y2; y3 + x3; :::; ym + xm)k � 2N + 2N = 4N;

para todo xj 2 Ej com kxjk < �; j = 1; :::;m.
Repetindo esse processo teremos que

kA (x1; :::; xm)k � 2mN;

sempre que kxjk < �, j = 1; :::;m: Então, para qualquer (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em com xj 6= 0,
j = 1; :::;m; temos 



A� �x1

2 kx1k
; :::;

�xm
2 kxmk

�



 � 2mN:
Pela multilinearidade segue facilmente que

kA(x1; :::; xm)k �
22m

�m
N kx1k � � � kxmk (1.7)

para todo 0 6= xj 2 Ej , j = 1; :::;m: No caso em que algum xj é nulo, é fácil ver que (1.7) também
vale.
Raciocínio similar serve para o caso de uma bola fechada.

Como foi visto na demonstração, não mostramos que a aplicação multilinear é uniformemente
contínua (vimos apenas a continuidade uniforme nos limitados). Na verdade, nenhuma aplicação
multilinear (m � 2) é uniformemente contínua, exceto a aplicação nula, como será visto a seguir:
Seja A : E1 � � � � � Em �! F uma aplicação m-linear não nula (m � 2). Então, existem

(x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em e r > 0 tais que kA(x1; :::; xm)k > r > 0: Tomemos " = r: Para
qualquer � > 0; como os xis são não nulos, podemos escolher � 2 R tal que 0 < � < �

kx1k , ou seja,
k�x1k < �. Daí 


(x1 + �x1; x2

�
; x3; :::; xm)� (x1;

x2
�
; x3; :::; xm)




 = k�x1k < �:

Mas 


A(x1 + �x1; x2
�
; x3; :::; xm)�A(x1;

x2
�
; x3; :::; xm)




 = 


A(�x1; x2
�
; x3; :::; xm)





= kA(x1; x2; x3; :::; xm)k > r:

Logo A não é uniformemente contínua.
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Para cada m 2 N, nós denotamos o conjunto de todas as aplicações multilineares contínuas de
E1 � � � � � Em em F por L (E1; :::; Em;F ). Quando E1 = � � � = Em = E; escrevemos L(mE;F ) e, se
F = K; usamos L (E1; :::; Em;K) = L(E1; :::; Em) e L(mE) = L(mE;K). Representamos L(1E;F ) por
L(E;F ).

A multilinearidade de uma aplicação foi de�nida em termos de suas variáveis, mas é importante
perceber que isso não pode ser feito com a continuidade, pois uma aplicação multilinear pode ser
contínua em cada variável, separadamente, sem ser contínua, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.3 Seja E = C([0; 1]) o espaço vetorial das funções contínuas de [0; 1] em R, munido da
norma kxk =

R 1
0
jx(t)j dt. A aplicação B 2 L(2E) de�nida por

B(x; y) =

Z 1

0

x(t)y(t)dt

é separadamente contínua.

De fato, como [0; 1] é compacto, para cada x 2 E, existe Cx <1 tal que

sup
jtj�1

jx(t)j = Cx <1:

Logo,

jB(x; y)j �
Z 1

0

jx(t)y(t)j dt � sup
jtj�1

jx(t)j
Z 1

0

jy(t)j dt = sup
jtj�1

jx(t)j kyk = Cx kyk :

Assim, B é contínua na segunda variável e, de modo análogo, tem-se que B é contínua na primeira
variável.
Para provar que B não é contínua, consideremos a seqüência

xn(t) =

�
n� n3t; se 0 � t � 1

n2

0; se 1
n2 � t � 1:

Temos

kxnk =
Z 1

n2

0

��n� n3t�� dt = Z 1
n2

0

(n� n3t)dt = 1

2n

e daí segue que (xn;xn) �! (0; 0): Mas B(xn; xn) não converge para B(0; 0) = 0, pois

B(xn; xn) =

Z 1
n2

0

�
n� n3t

�2
dt =

1

3
:

Portanto, B não é contínua.

A seguir veremos que a noção de norma em L (E1; :::; Em;F ) é naturalmente concebida a partir do
caso linear. Veremos também, um pouco mais adiante, que quando E1; :::; Em são espaços de Banach,
as aplicações m-lineares de�nidas em E1�� � ��Em são separadamente contínuas se, e somente se, são
contínuas.

Proposição 1.2.4 Seja m 2 N. Se E1; :::; Em e F são espaços normados sobre K, então a função
k�k : L (E1; :::; Em;F ) �! R de�nida por

kAk = supfkA(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g (1.8)

é uma norma em L (E1; :::; Em;F ) :
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Demonstração. Como A 2 L (E1; :::; Em;F ), pelo Teorema 1.2.2 temos que kAk está bem de�nida.
Vejamos que k�k satisfaz as condições de norma:
(i) É claro que kAk � 0 e, se kAk = 0; então

supfkA(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g = 0;

ou seja,
A(x) = 0;8x = (x1; :::; xm) 2 BE1 � � � � �BEm :

Sejam xj 2 Ej ; j = 1; :::;m: Se algum xj = 0 então A (x1; :::; xm) = 0: Caso contrário, se
x = (x1; :::; xm) ; temos

kA(x)k =




A( x1

kx1k
; :::;

xm
kxmk

)





 kx1k � � � kxmk = 0;
e portanto kA(x)k = 0; 8(x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em, ou seja, A � 0. É claro que se A � 0 então
kAk = 0:
(ii) Seja � 2 K. Temos

k�Ak = supfk�A(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g
= j�j supfkA(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g = j�j kAk :

(iii) Sejam A1; A2 2 L (E1; :::; Em;F ). Temos

kA1 +A2k = supfkA1(x) +A2(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g
� supfkA1(x)k+ kA2(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g

�
2X
j=1

supfkAj(x)k ;x 2 E1 � � � � � Em; kxk1 � 1g

= kA1k+ kA2k :

Portanto k�k é uma norma em L (E1; :::; Em;F ) :

Observação 1.2.5 Note que da própria de�nição de sup em (1.8) segue que se T 2 L (E1; :::; Em;F ),
então kTk é o ín�mo das constantes M tais que

sup
kxk�1

kTxk �M:

Teorema 1.2.6 Sejam E1; :::; Em espaços de Banach e F um espaço vetorial normado. Então a
aplicação A 2 L (E1; :::; Em;F ) é contínua se, e somente se, é contínua em cada variável.

Demonstração. Seja A uma aplicação m-linear contínua. Então, para cada i = 1; :::;m e cada
xj 2 Ej ; j = 1; :::;m, os operadores

A(x1;:::;xi�1;xi+1;:::;xm) : Ei �! F

A(x1;:::;xi�1;xi+1;:::;xm) (y) = A(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xm)

são contínuos. Com efeito,

A(x1;:::;xi�1;xi+1;:::;xm) (y)

 = kA(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xm)k
� kAk kx1k � � � kyk � � � kxmk

= kAk kx1k
[i]
� � � kxmk kyk

= C kyk ;
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onde C = kAk kx1k
[i]
� � � kxmk (

[i]
� � � signi�ca que kxik não esta envolvido).

A recíproca será provada por indução em m. Consideremos a aplicação bilinear A : E1�E2 �! F
contínua em cada variável. Para cada y 2 E2; a função de�nida por Ay(x) = A(x; y) é linear e contínua
e, para cada x 2 E1, temos Ax(y) = A(x; y); que também é linear e contínua. Pelo Teorema 1.2.2, com
m = 1, temos que, para todo y 2 E2

kA(x; y)k = kAx(y)k �Mx kyk :

Logo, se kyk � 1, temos
kAy(x)k = kA(x; y)k = kAx(y)k �Mx:

Considerando a família
F = fAy; y 2 BE2g ;

temos que
kAy(x)k �Mx 8Ay 2 F .

Como Ay está de�nida em um espaço de Banach, então, pelo Teorema da Limitação Uniforme existe
M > 0 tal que

kAyk �M; 8Ay 2 F .
Portanto, para quaisquer x 2 E1 e y 2 E2 com kyk � 1 e kxk � 1, temos

kA(x; y)k = kAy(x)k � kAyk �M

e concluímos que
kA(x; y)k �M kxk kyk ;8(x; y) 2 E1 � E2:

Assim, pelo Teorema 1.2.2, temos que A é contínua.
Suponhamos que toda aplicação (m� 1)-linear contínua em cada variável seja contínua.
Agora tomemos A uma aplicação m-linear contínua em cada variável. Para cada xm, a aplicação

Axm(x1; :::; xm�1) = A(x1; :::; xm) é (m�1)-linear contínua em cada variável e, por hipótese de indução,
contínua. Então existe Mxm > 0 tal que

kA(x1; :::; xm)k = kAxm(x1; :::; xm�1)k �Mxm kx1k � � � kxm�1k :

Se kxik � 1 para todo i = 1; :::;m� 1, temos

kA(x1; :::; xm)k �Mxm :

Considere a família
F =

�
Ax1;:::;xm�1 ;xi 2 BEi ; i = 1; :::;m� 1

	
:

Para cada xm 2 Em, temos

Ax1;:::;xm�1(xm)


 �Mxm para todo Ax1;:::;xm�1 em F :

Pelo Teorema da Limitação Uniforme, existe M > 0 tal que

Ax1;:::;xm�1



 �M; 8Ax1;:::;xm�1 2 F

e concluímos que, para todo xi 2 Ei com kxik � 1, i = 1; :::;m; tem-se

kA(x1; :::; xm)k =


Ax1;:::;xm�1(xm)



 �M kxmk �M

e portanto A é contínua.

O próximo resultado pode ser demonstrado diretamente, usando as bases dos espaços de dimensão
�nita envolvidos. Entretanto, apresentaremos uma demonstração alternativa, usando o teorema
anterior.
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Corolário 1.2.7 Se E1; :::; Em têm dimensão �nita, então toda T 2 L (E1; :::; Em;F ) é contínua.

Demonstração. De fato, toda aplicação linear de�nida em um espaço de dimensão �nita é contínua,
portanto a multilinear é contínua separadamente em cada variável. Como os espaços E1; :::; Em têm
dimensão �nita, eles são espaços de Banach e, pelo Teorema 1.2.6, a multilinear será contínua.

Teorema 1.2.8 (Teorema do Grá�co Fechado para Aplicações Multilineares) Sejam
E1; :::; Em e F espaços de Banach e A : E1 � � � � � Em �! F uma aplicação m-linear de grá�co
fechado. Então A é contínua.

Demonstração. Sejam xi 2 Ei; i = 1; :::;m �xados. Vamos mostrar que A(x2;:::;xm) : E1 �! F tem
grá�co fechado. Seja (yn)

1
n=1 uma seqüência em E1 com yn ! y em E1 e A(x2;:::;xm) (yn) ! z 2 F:

Como yn ! y em E1; temos

k(yn; x2; :::; xm)� (y; x2; :::; xm)k = k(yn � y; 0; :::; 0)k = kyn � yk

e assim
lim
n!1

(yn; x2; :::; xm) = (y; x2; :::; xm)

em E1 � � � � � Em: Como A (yn; x2; :::; xm) = A(x2;:::;xm) (yn) converge para z em F , temos
que ((yn; x2; :::; xm) ; A (yn; x2; :::; xm))

1
n=1 é uma seqüência no grá�co de A que converge para

((y; x2; :::; xm) ; z). Como A tem grá�co fechado, segue que ((y; x2; :::; xm) ; z) pertence ao grá�co
de A; ou seja,

z = A (y; x2; :::; xm) = A(x2;:::;xm) (y) :

Logo A(x2;:::;xm) tem grá�co fechado e, pelo Teorema do Grá�co Fechado, A(x2;:::;xm) é contínua. Do
mesmo modo mostra-se que A(x1;x3;:::;xm); :::; A(x1;:::;xm�1) são contínuas, e o Teorema 1.2.6 garante
que A é contínua.

O próximo teorema é uma versão do Teorema da Limitação Uniforme para Aplicações Multilineares.
Sua demonstração pode ser encontrada em [30], porém é complicada e usa o Teorema da Limitação
Uniforme no caso linear. Aqui apresentamos uma demonstração mais natural, simples e, tomando
m = 1; temos a demonstração original do caso linear.

Teorema 1.2.9 (Teorema da Limitação Uniforme para Aplicações Multilineares)
Sejam Ej ; j = 1; :::;m; espaços de Banach, F espaço vetorial normado e fTigi2I uma família de
aplicações m-lineares contínuas de E1 � � � � � Em em F . Se

sup
i2I

kTi (x1; :::; xm)k <1 para todo (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em; (1.9)

então
sup
i2I

kTik <1:

Demonstração. Para cada n 2 N seja

An =

�
(x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em; sup

i2I
kTi (x1; :::; xm)k � n

�
:

É facil ver que cada An é fechado e, de (1.9), segue que

E1 � � � � � Em =
S1
n=1An:
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Pelo Teorema de Baire, existe um inteiro positivo n0 tal que An0 tem interior não vazio.
Sejam int (An0) o interior de An0 , (a1; :::; am) 2 int (An0) e r > 0 tais que a bola aberta
BE1�����Em ((a1; :::; am) ; r) está contida em An0 :
Assim,

kTi (x1; :::; xm)k � n0

para todo i 2 I e todo (x1; :::; xm) 2 BE1�����Em ((a1; :::; am) ; r) : Pelo mesmo argumento usado na
demonstração (vi)) (iii) do Teorema 1.2.2, segue que

kTi (x1; :::; xm)k � 2mn0 (1.10)

para todo i 2 I e todo (x1; :::; xm) na bola aberta BE1�����Em (0; r) : Portanto,

sup
i2I

kTik �
2mn0
rm

:

O seguinte corolário é um versão natural do Teorema de Banach-Steinhaus para o caso de aplicações
multilineares.

Corolário 1.2.10 (Teorema de Banach-Steinhaus para Aplicações Multilineares) Sejam
E1; :::; Em espaços de Banach, F um espaço vetorial normado e (An)

1
n=1 � L (E1; :::; Em;F ) tal que

para cada xj 2 Ej, a seqüência (An(x1; :::; xm))1n=1 é convergente. Se

A(x1; :::; xm) = lim
n!1

An(x1; :::; xm);

então A 2 L (E1; :::; Em;F ) :

Demonstração. Claramente A é m-linear. Como (An(x1; :::; xm))
1
n=1 é convergente, segue que

(An(x1; :::; xm))
1
n=1 é limitada. Portanto

sup
n
kAn(x1; :::; xm)k <1 para todo (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em:

Logo, pelo Teorema 1.2.9, existe um número real C > 0 tal que

sup
n
kAnk < C:

Assim,
kAn(x1; :::; xm)k � kAnk kx1k � � � kxmk < C kx1k � � � kxmk ;

e, fazendo n!1; obtemos
kA(x1; :::; xm)k � C kx1k � � � kxmk ;

e A é contínua.

Teorema 1.2.11 Sejam fj1; :::; jrg � f1; :::;mg e fi1; :::; isg � f1; :::;mg com j1 < � � � < jr e
i1 < � � � < is tais que fj1; :::; jrg [ fi1; :::; isg = f1; :::;mg. Se E1; :::; Em; G são evn, a função

�fj1;:::;jrg : L (E1; E2; :::; Em;G) �! L (Ej1 ; Ej2 ; :::; Ejr ;L (Ei1 ; :::; Eis ;G))

de�nida por
�fj1;:::;jrg(A)(x)(y) = A(x; y);

com x = (xj1 ; :::; xjr ) 2 Ej1 � � � � � Ejr , e y = (yi1 ; :::; yis) 2 Ei1 � � � � � Eis , é uma isometria linear.
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Demonstração. Por simplicidade, vamos mostrar o caso jk = k; para k = 1; :::; n. Temos

�f1;2;:::;ng : L (E1; E2; :::; Em;G) �! L (E1; E2; :::; En;L (En+1; :::; Em;G)) ;

dada por
�f1;2;:::;ng(A)(x)(y) = A(x; y),

com x = (x1; :::; xn) 2 E1 � � � � � En, e y = (yn+1; :::ym) 2 En+1 � � � � � Em:
Primeiro vamos veri�car que �f1;2;:::;ng está bem de�nida.
Sejam � 2 K, (x1; :::; xn; yn+1; :::; ym) 2 E1 � � � � � Em e x 2 E1. Então

�f1;2;:::;ng (A) (x1 + �x; x2; :::; xn)(yn+1; :::ym)

= A (x1 + �x; x2; :::; xn; yn+1; :::; ym) (A é m-linear)

= A (x1; :::; xn; yn+1; :::ym) + �A (x; x2; :::; xn; yn+1; :::; ym)

= �f1;2;:::;ng (A) (x1; :::; xn)(yn+1; :::; ym)

+ ��f1;2;:::;ng (A) (x; x2; :::; xn)(yn+1; :::; ym):

Portanto �f1;2;:::;ng (A) é linear em relação à primeira variável. Fazendo as mesmas contas para as
outras variáveis teremos que �f1;2;:::;ng (A) é n-linear. De modo análogo, teremos que �f1;2;:::;ng (A) (x)
é (m� n)-linear.
Vamos ver agora que �f1;2;:::;ng toma seus valores em L (E1; E2; :::; En;L (En+1; :::; Em;G)). Dada

A 2 L (E1; :::; Em;G), para x 2 E1 � E2 � � � � � En �xo, temos

�f1;2;:::;ng(A)(x)(y)

 = kA(x; y)k � kAk kx1k � � � kxnk kyn+1k � � � kymk �M kyn+1k � � � kymk : (1.11)

Portanto,
�f1;2;:::;ng(A)(x) 2 L(En+1; :::; Em;G):

Além disso, de (1.11) temos também que

�f1;2;:::;ng(A) 2 L (E1; E2; :::; En;L (En+1; :::; Em;G)) :

Note que

�f1;2;:::;ng(A)

 = sup
kxk�1



�f1;2;:::;ng(A) (x)

 = sup
kxk�1

 
sup
kyk�1

kA (x; y)k
!
= kAk : (1.12)

Se B 2 L (E1; E2; :::; En;L (En+1; :::; Em;G)), seja A dada por

A(x; y) = B(x)(y):

Assim, A é multilinear e, como B e B(x) são contínuas, temos

kA(x; y)k = kB(x)(y)k � kB(x)k ky1k � � � kynk � kBk kx1k � � � kxmk ky1k � � � kynk ;

e portanto A 2 L (E1; E2; :::; Em;G) : Logo �f1;2;:::;ng(A) = B e �f1;2;:::;ng é sobrejetiva, e por (1.12),
�f1;2;:::;ng é injetiva. Também por (1.12) temos que �f1;2;:::;ng é simétrica.

Quando r = 1; escreveremos Ij em vez de �fjg; para qualquer j = 1; 2; :::;m:

Corolário 1.2.12 Se m 2 N e F é um espaço de Banach, então L(E1; E2; :::; Em;F ) é um espaço de
Banach para quaisquer espaços normados E1; E2; :::; Em:

Demonstração. Procederemos por indução em m: No caso m = 1, caímos no caso linear, e daí
L(E1;F ) é um espaço de Banach (esse é um resultado conhecido da Análise Funcional). Suponha
o resultado válido para m � 1. Pelo teorema anterior, L(E0; E1; E2; :::; Em;F ) é isometricamente
isomorfo a L(E0;L (E1; E2; :::; Em;F )) que é Banach, pois L (E1; E2; :::; Em;F ) é Banach por hipótese.
Logo L (E0; E1; E2; :::; Em;F ) é um espaço de Banach.
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1.2.2 Aplicações Multilineares Simétricas

Para cada m 2 N, nós denotamos por Sm o conjunto de todas as permutações de f1; :::;mg, isto é, o
conjunto de todos as bijeções � : f1; :::;mg �! f1; :::;mg :

De�nição 1.2.13 Sejam E e F espaços vetoriais sobre K e m 2 N. Dizemos que uma aplicação
m-linear A : E � � � � � E �! F é simétrica se, para quaisquer x1; :::; xm 2 E, tivermos

A(x1; :::; xm) = A(x�(1); :::; x�(m))

para toda permutação � 2 Sm:

Para cada m 2 N, denotamos por Ls(mE;F ) o espaço vetorial (subespaço de L(mE;F )) formado
por todas aplicações m-lineares de Em em F que são simétricas. Analogamente, denotamos por
Ls(mE;F ) o subespaço formado por todas as aplicações multilineares contínuas de Em em F que são
simétricas: Quando F = K, nós escrevemos Ls(mE;F ) = Ls(

mE), Ls(mE;F ) = Ls(mE) e, se m = 0,
escrevemos Ls(0E;F ) = L(0E;F ) = F:

De�nição 1.2.14 Para cada m 2 N e cada multi-índice 
 = (n1; :::; nk) 2 Nk0 , de�nimos8><>:
k
k = n1 + � � �+ nk


! =
kY
j=1

nj !

De�nição 1.2.15 Sejam A 2 L(mE;F ) e k � m: Para cada (x1; :::; xk) 2 Ek, e para cada

 = (n1; :::; nk) 2 Nk0 com k
k = m, de�nimos

Axn11 :::x
nk
k = A(

n1 vezesz }| {
x1; :::; x1; :::

nk vezes

;
z }| {
xk; :::; xk):

A seguir se A 2 Ls(mE;F ) e se x 2 E; usaremos a notação A(x) para denotar a aplicação (m� 1)-
linear

A(x)(x2; :::; xm) = A(x; x2; :::; xm):

Teorema 1.2.16 (Fórmula de Leibniz) Sejam E;F espaços vetoriais sobre K e A 2 Ls(
mE;F ).

Então para quaisquer x1; :::; xk 2 E, temos

A(x1 + � � �+ xk)m =
X

k
k=m

m!


!
Axn11 :::x

nk
k :

Demonstração. Por indução em m: Para m = 1; temos nj = 1 para algum j = 1; :::; k, e os demais
nulos. Logo X

k
k=1

1!


!
Axn11 :::x

nk
k = Ax1 + � � �+Axk = A(x1 + � � �+ xk):

Suponha a fórmula válida para um certo m � 1.
Seja

A 2 Ls(m+1E;F ):
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Sabemos que
A(x1 + � � �+ xk)m+1 = A(x1 + � � �+ xk)(x1 + � � �+ xk)m:

Como
A(x1 + � � �+ xk) 2 Ls(mE;F );

pela hipótese de indução, temos

A(x1 + � � �+ xk)m+1 = A(x1 + � � �+ xk)(x1 + � � �+ xk)m

=
X

k
k=m

m!


!
A(x1 + � � �+ xk)xn11 x

n2
2 :::x

nk
k

=
X

k
k=m

m!


!
Axn1+11 xn22 :::x

nk
k + � � �+

+
X

k
k=m

m!


!
Axn11 x

n2
2 :::x

nk+1
k

com 
 = (n1; :::; nk) 2 Nk0 e k
k = m. Para cada i = 1; :::; k, sejam �i =
�
�i1; :::; �

i
k

�
2 Nk0 ; tais que�

�ij = ni + 1; se j = i
�ij = nj ; se j 6= i;

para todo j = 1; :::; k e 

�i

 = �i1 + � � �+ �ik = m+ 1:

Logo

A(x1 + x2 + � � �+ xk)m+1

=
X

k�1k=m+1

m!

(�11 � 1)!�12 ! � � ��1k!
Ax

�11
1 :::x

�1k
k + � � �+

X
k�kk=m+1

m!

�k1 ! � � � (�kk � 1)!
Ax

�k1
1 :::x

�kk
k ;

e se � = (�1; :::; �k) 2 Nk0 , então

A(x1 + x2 + � � �+ xk)m+1 (1.13)

=
X

k�k=m+1
�1�1

m!

(�1 � 1)!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k + � � �+

X
k�k=m+1
�k�1

m!

�1! � � � (�k � 1)!
Ax�11 :::x

�k
k

=
X

k�k=m+1
�1�1

�1m!

�1!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k + � � �+

X
k�k=m+1
�k�1

�km!

�1! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k :

Note que X
k�k=m+1
�1=0

�1m!

�1!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k =

X
k�k=m+1
�k=0

�km!

�1! � � � (�k � 1)!
Ax�11 :::x

�k
k = 0;

e portanto podemos considerar as somas na última igualdade de (1.13) incluindo os casos �1 =
0; :::; �k = 0: Portanto,
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A(x1 + x2 + � � �+ xk)m+1 =
X

k�k=m+1

�1m!

�1!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k + � � �+

X
k�k=m+1

�km!

�1! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k

=
X

k�k=m+1

(�1 + � � �+ �k)
m!

�1!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k

=
X

k�k=m+1

(m+ 1)!

�1!�2! � � ��k!
Ax�11 :::x

�k
k :

Corolário 1.2.17 (Fórmula Binomial de Newton) Se A 2 Ls(
mE;F ) então para quaisquer

x; y 2 E temos

A(x+ y)m =
mX
j=0

�
m
j

�
Axm�jyj :

O seguinte teorema nos permite obter uma boa relação entre aplicações multilineares simétricas e
polinômios.

Teorema 1.2.18 (Fórmula de Polarização) Sejam E;F espaços vetoriais sobre K. Se A 2
Ls(

mE;F ) então

A(x1; :::; xm) =
1

m!2m

X
"i=�1

"1 � � � "mA(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)m;

para quaisquer x0; x1; x2; :::; xm 2 E:

Demonstração. Pela Fórmula de Leibniz temos

A(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)m =
X

k
k=m

m!

n0! � � �nm!
Axn00 ("1x1)

n1 :::("mxm)
nm

=
X

k
k=m

m!

n0! � � �nm!
"n11 � � � "nmm Axn00 :::x

nm
m ;

onde a soma é feita sobre todos n0; :::; nm 2 N0 tais que n0 + � � �+ nm = m. PortantoX
"i=�1

"1 � � � "mA(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)m =
X
"i=�1

"1 � � � "m
X

k
k=m

m!

n0! � � �nm!
"n11 � � � "nmm Axn00 :::x

nm
m

=
X

k
k=m

m!

n0! � � �nm!
Axn00 :::x

nm
m

X
"i=�1

"n1+11 � � � "nm+1m :

Se ni = 0 para algum i, temos "ni+1i = "i = �1, e daíX
"j=�1

"n1+11 � � � "nm+1m =

=
X

"j=�1;j 6=i
"n1+11 � � � "ni�1+1i�1 (1)"

ni+1+1
i+1 � � � "nm+1m +

X
"j=�1;j 6=i

"n1+11 � � � "ni�1+1i�1 (�1)"ni+1+1i+1 � � � "nm+1m = 0:

14



Logo X
"i=�1

"n1+11 � � � "nm+1m 6= 0) ni 6= 0 para todo 1 � i � m:

Note que se ni 6= 0 para todo i = 1; :::;m, segue que ni = 1 para todo i = 1; :::;m e n0 = 0. LogoX
"i=�1

"n1+11 � � � "nm+1m =
X
"i=�1

1 = 2m;

e portantoX
"i=�1

"1 � � � "mA(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)m =
X

k
k=m

m!

n0! � � �nm!
Axn00 :::x

nm
m

X
"i=�1

"n1+11 � � � "nm+1m

= m!2mA(x1; :::; xm):

Note que se A 2 Ls(mE;F ) e B 2 Ls(mE;F ) com Axm = Bxm para todo x 2 E, então

A(x1; x2; :::; xm) =
1

m!2m

X
"i=�1

"1:::"mA("1x1 + � � �+ "mxm)m

=
1

m!2m

X
"i=�1

"1:::"mB("1x1 + � � �+ "mxm)m = B(x1; x2; :::; xm);

ou seja, se A e B são aplicações simétricas que coincidem na "diagonal", então coincidem em todo o
domínio.

Observação 1.2.19 Uma outra interessante e útil fórmula de polarização é a seguinte, devida a Mazur
e Orlicz [20]: Se A 2 L(mE;F ) é simétrica, então

A(x1; :::; xm) =
1

m!

P
"j=0;1

(�1)m��"jA
�
x0 +

Pm
j=1"jxj

�m
para todo x0 2 E:

1.2.3 Ideais de Aplicações Multilineares

Como conseqüência natural da teoria de ideais de operadores, A. Pietsch [27] introduziu a noção de
ideais de aplicações multilineares, que começaremos a estudar a seguir.

De�nição 1.2.20 Se E1; :::; Em são espaços normados, A 2 L (E1; :::; Em;F ) é dita de tipo �nito se
existem n 2 N, '(j)i 2 E0j e bi 2 F com i = 1; :::; n e j = 1; :::;m; tais que

A (x1; :::; xm) =
nX
i=1

'
(1)
i (x1) � � �'(m)i (xm) bi:

O conjunto formado por essas aplicações é denotado por Lf (E1; :::; Em;F ). É fácil ver que
Lf (E1; :::; Em;F ) é um subespaço de L (E1; :::; Em;F ) :
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Note que o espaço vetorial Lf (E1; :::; Em;F ) satisfaz a propriedade de ideal, ou seja, se M 2
Lf (E1; :::; Em;F ) ; uj 2 L (Gj ;Ej) com j = 1; :::;m, e t 2 L (F ;H) então t � M � (u1; :::; um) 2
Lf (G1; :::; Gm;H) : De fato, seja M 2 Lf (E1; :::; Em;F ) da forma

M (x1; :::; xm) =
nX
i=1

'
(1)
i (x1) � � �'(m)i (xm) bi

e sejam uj 2 L (Gj ;Ej) com j = 1; :::;m, e t 2 L (F ;H) : Temos que

t �M � (u1; :::; um) (x1; :::; xm) = t �M (u1 (x1) ; :::; um (xm))

= t

 
nX
i=1

'
(1)
i (u1 (x1)) � � �'(m)i (um (xm)) bi

!

=

 
nX
i=1

t
�
'
(1)
i (u1 (x1)) � � �'(m)i (um (xm)) bi

�!

=

 
nX
i=1

'
(1)
i (u1 (x1)) � � �'(m)i (um (xm)) t (bi)

!

=

 
nX
i=1

�
'
(1)
i � u1

�
(x1) � � �

�
'
(m)
i � um

�
(xm) t (bi)

!
;

com '
(j)
i � uj 2 G0j e t (bi) 2 H. Portanto

t �M � (u1; :::; um) 2 Lf (G1; :::; Gm;H) :

De�nição 1.2.21 Um ideal de aplicações multilineares M é uma subclasse da classe de todas
aplicações multilineares contínuas entre espaços de Banach tal que, para todo m 2 N e espaços de
Banach E1; :::; Em e F , as componentesM (E1; :::; Em;F ) = L (E1; :::; Em;F ) \M satisfazem:
(i) M (E1; :::; Em;F ) é um subespaço vetorial de L (E1; :::; Em;F ) que contém as aplicações m-

lineares de tipo �nito;
(ii) A propriedade de ideal: se A 2 M (E1; :::; Em;F ) ; uj 2 L (Gj ; Ej) para j = 1; :::;m e

t 2 L (F ;H) ; então tA (u1; :::; um) 2M (G1; :::; Gm;H) :

Para cada m �xo,
Mm =

[
E1;:::;Em;F Banach

M (E1; :::; Em;F )

é chamado de ideal de aplicações m-lineares.

De�nição 1.2.22 Um ideal normado (resp. quasi-normado) de aplicações multilineares (M; k�kM) é
um ideal de aplicações multilineares munido da função k�kM :M�! [0;1) ; tal que:
(i) k�kM restrita a M (E1; :::; Em;F ) é uma norma (resp. quasi-norma, com constante não

dependendo dos espaços, dependendo eventualmente apenas do m) para quaisquer espaços de Banach
E1; :::; Em, F e todo m 2 N;
(ii) kidKmkM = 1, onde idKm : Km �! K é dada por idKm (x1; :::; xm) = x1 � � �xm para todo

m 2 N;
(iii) Se M 2M (E1; :::; Em;F ), uj 2 L (Gj ; Ej) para j = 1; :::;m e t 2 L (F ;H) ; então

ktM (u1; :::; um)kM � ktk kMkM ku1k � � � kumk :
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De maneira análoga, se m for um inteiro positivo �xo, sob as condições acima, dizemos queMm é
um ideal normado (quasi-normado) de aplicações m-lineares.
Se as componentes M (E1; :::; Em;F ) são completas com respeito a k�kM, nós dizemos que M é

um ideal completo de aplicações multilineares (em inglês, Banach ideal ou quasi-Banach ideal). De
modo análogo se procede paraMm:

Observação 1.2.23 Algumas vezes, chamaremos M e Mm simplesmente de ideais de aplicações
multilineares, mas o contexto deixará claro que conceito estamos usando.

Observação 1.2.24 As componentes de um ideal de aplicações multilineares M ou de um ideal de
aplicações m-linearesMm envolverão sempre espaços de Banach sobre o mesmo corpo (�xo) K.

Exemplo 1.2.25 Denotaremos por MA (E1; :::; Em;F ) o fecho de Lf (E1; :::; Em;F ) em
L (E1; :::; Em;F ) : De�nimos

MA =
[
m2N

E1;:::;Em;F Banach

MA (E1; :::; Em;F )

e, se T 2 MA, dizemos que T é aproximável. O conjunto (MA; k�k) é um ideal completo de
aplicações multilineares. De fato, se A 2 MA (E1; :::; Em;F ), uj 2 L (Gj ; Ej) com j = 1; :::;m e
t 2 L (F ;H), então existe uma seqüência (Ak)1k=1 em Lf (E1; :::; Em;F ) tal que lim

k�!1
Ak = A e

tAk (u1; :::; um) 2MA (G1; :::; Gm;H) para todo k 2 N. Daí

lim
k�!1

(tAk (u1; :::; um)) = t

�
lim

k�!1
Ak (u1; :::; un)

�
= tA (u1; :::; um) ;

e portanto tA (u1; :::; um) 2 MA (G1; :::; Gm;H) : É claro que kidKmk = 1 e, se M 2
MA (E1; :::; Em;F ), uj 2 L (Gj ; Ej) com j = 1; :::;m e t 2 L (F ;H) ; temos

kt �M � (u1; :::; um)k � ktk kM (u1; :::; um)k � ktk kMk ku1k � � � kumk :

Todas as componentes MA (E1; :::; Em;F ) de MA são de Banach, pois são subespaços fechados dos
espaços de Banach L (E1; :::; Em;F ) :

A seguir, veremos que as normas em ideais de multilineares têm comportamento semelhante ao
caso de ideais de operadores (lineares).

Proposição 1.2.26 Seja (M; k�kM) um ideal normado de aplicações multilineares. Então, kMk �
kMkM para qualquer M emM.

Demonstração. Sejam M 2M (E1; :::; Em;F ) ; ' 2 F 0 e xj 2 Ej �xos; j = 1; :::;m.
Para cada j = 1; :::;m; de�na

Rj : K!Ej : Rj (�) = �xj :

Temos kRjk = kxjk e

' �M � (R1; :::; Rm) (�1; :::; �m) = ' �M (�1x1; :::; �mxm) = �1 � � ��m (' �M) (x1; :::; xm) :

É fácil notar que
' �M � (R1; :::; Rm) = (' �M) (x1; :::; xm) idKm : (1.14)
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De (1.14), temos

j(' �M) (x1; :::; xm)j = j(' �M) (x1; :::; xm)j kidKmkM
= k(' �M) (x1; :::; xm) idKmkM
= k' �M � (R1; :::; Rm)kM
� k'k kMkM kR1k � � � kRmk :

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

kM (x1; :::; xm)k = sup
k'k�1

j(' �M) (x1; :::; xm)j

� sup
k'k�1

k'k kMkM kR1k � � � kRmk

= kMkM kx1k � � � kxmk :

Portanto kMk � kMkM :

Se 'j 2 E0j ; j = 1; :::;m e y 2 F , para quaisquer (x1; :::; xm) 2 E1 � � � � � Em denotamos
('1 
 � � � 
 'my) (x1; :::; xm) por '1 (x1) � � �'m (xm) y:

Proposição 1.2.27 Seja M um ideal normado de aplicações multilineares. Para 'j 2 E0j, y 2 F e
M = '1 
 � � � 
 'my 2 L (E1; :::; Em;F ) temos

kMkM = kMk = kyk k'1k � � � k'mk :

Demonstração. Como M (x1; :::; xm) = '1 (x1) � � �'m (xm) y, temos

kM (x1; :::; xm)k = k'1 (x1) � � �'m (xm) yk ;

e daí
kMk = kyk k'1k � � � k'mk :

Note que
M = t � idKm ('1; :::; 'm) ;

com t 2 L (K;F ), dada por t (k) = ky: Então, M 2M, pois idKm 2M e

kMkM � ktk kidKmkM k'1k � � � k'mk � kyk k'1k � � � k'mk :

Pela proposição anterior, temos

kMk � kMkM � kyk k'1k � � � k'mk = kMk

e o resultado segue.

1.3 Ideais de Polinômios entre Espaços de Banach

1.3.1 Polinômios Homogêneos

Na presente seção estudaremos algumas propiedades básicas a respeito de polinômios e aplicações
multilineares entre espaços de Banach, que ajudarão no estudo da teoria de ideais de polinômios entre
espaços de Banach.
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De�nição 1.3.1 Sejam E e F espaços vetoriais sobre K. Uma aplicação P : E �! F é um polinômio
homogêneo de grau m (ou um polinômio m-homogêneo) se existir A 2 L(mE;F ) tal que P (x) = Axm

para todo x 2 E: Dizemos que P é o polinômio m-homogêneo associado a A.

Denotamos por P (mE;F ) o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos de E em F . O
conjunto das funções constantes de E em F é denotado por P (0E;F ). Identi�camos P (0E;F ) com F
através da associação

	 : F ! f f : E ! F ; f é constanteg
	(a) = f dada por f(x) = a para todo x 2 E:

De�nição 1.3.2 Sejam E e F espaços vetoriais sobre K. Dizemos que a função P : E �! F é um
polinômio se P puder ser representado como uma soma P = P0+P1+ � � �+Pm, onde Pj 2 P

�
jE;F

�
para cada j = 0; :::;m. Se Pm 6= 0, dizemos que P é um polinômio de grau m.

Denotamos por P (E;F ) o espaço vetorial de todos os polinômios de E em F . Se F = K escrevemos
apenas P (E) :

Exemplo 1.3.3 A função P : K! K, de�nida por P (x) = axm; a 2 K, é um polinômio homogêneo
de grau m. Basta tomar A 2 L (mK) dada por A (x1; :::; xm) = ax1:::xm, e temos P (x) = Axm: Note
que esses são os únicos polinômios m-homogêneos de K em K. De fato, se A 2 L (mK) e x1; :::; xm 2 K,
temos

A (x1; :::; xm) = x1:::xmA (1; :::; 1) = ax1:::xm;

com a = A (1; :::; 1).

Proposição 1.3.4 Sejam E e F espaços vetoriais sobre K e m 2 N. Se P 2 P (mE;F ), então existe
uma única aplicação m-linear simétrica T 2 Ls (mE;F ) tal que P (x) = Txm para todo x 2 E:

Demonstração. Pela de�nição de polinômio homogêneo, existe uma aplicação m-linear A 2
L(mE;F ), tal que P (x) = Axm para todo x 2 E. Agora de�na a aplicação m-linear As, simétrica, por

As (x1; :::; xm) =
1

m!

X
�2Sm

A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
:

Logo

Asx
m =

1

m!

X
�2Sm

A (x; :::; x) =
1

m!
m!A (x; :::; x)

= Axm = P (x) :

Se Bsxm = P (x), segue que As e Bs coincidem na diagonal e, pela Fórmula de Polarização, coincidem
em todo o domínio; assim As é única.

As é chamada de simetrização de A; denotaremos por Â o polinômio homogêneo associado a A e
�P a multilinear simétrica associada a P .

Proposição 1.3.5 A função A �! Â é um isomor�smo (algébrico) de espaços vetoriais entre
Ls (

mE;F ) e P (mE;F ), para cada m 2 N.
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Demonstração. Pelo teorema anterior, para todo A 2 P (mE;F ) existe uma única aplicação m-linear
simétrica �A 2 Ls (mE;F ) tal que A (x) = �Axm, e portanto temos a bijeção. Agora, tomemos A1 e A2
em Ls (

mE;F ) e k 2 K. Temos

(kA1 +A2)
^
(x) = (kA1 +A2)x

m = kA1x
m +A2x

m =
�
kÂ1 + Â2

�
(x)

o que mostra a linearidade.

Teorema 1.3.6 Sejam E;F espaços vetoriais sobre K. O espaço vetorial P (E;F ) é soma direta
algébrica dos espaços P (mE;F ), m 2 N.

Demonstração. Pela de�nição, temos que P = P0 + � � � + Pm, com m 2 N e Pj 2 P
�
jE;F

�
,

j = 0; ::::;m. Seja P 2 P (E;F ) o polinômio identicamente nulo. Suponha

0 = P (x) = P0 (x) + � � �+ Pm (x) para todo x 2 E:

Seja r > 0. Temos
P0 (rx) + � � �+ Pm (rx) = 0

e daí
r0P0 (x) + � � �+ rmPm (x) = 0:

Dividindo ambos os membros por rm; obtemos

1

rm
P0 (x) + � � �+

1

r
Pm�1 (x) + Pm (x) = 0

e, fazendo r �!1, teremos que Pm (x) = 0 para todo x 2 E. Portanto

P (x) = P0 (x) + � � �+ Pm�1 (x) = 0:

Procedendo da mesma maneira, veri�ca-se que P0 (x) = � � � = Pm (x) = 0: Logo, se

P0 + � � �+ Pm = Q0 + � � �+Qm;

com Pj ; Qj 2 P
�
jE;F

�
, j = 0; ::::;m, temos Pj = Qj para todo j, e a soma é direta.

1.3.2 Polinômios Contínuos

Sejam E e F espaços normados sobre K. O subespaço de P (mE;F ) ; formado pelos polinômios m-
homogêneos contínuos, será denotado por P (mE;F ), e P (E;F ) denotará o subespaço de P (E;F )
formado pelos polinômios contínuos de E em F .
O próximo teorema fornece várias equivalências sobre a continuidade de polinômios:

Teorema 1.3.7 Sejam E e F espaços vetoriais normados sobre K, m 2 N, P 2 P (mE;F ) e
A 2 Ls (mE;F ) ; com Â = P: As seguintes a�rmações são equivalentes:
(i) A 2 Ls (mE;F );
(ii) P 2 P (mE;F );
(iii) P é contínuo na origem;
(iv) Existe uma constante M > 0, tal que kP (x)k �M kxkm, para qualquer x 2 E;
(v) P é limitado em toda bola com raio �nito;
(vi) P é limitado em alguma bola com raio �nito;
(vii) Se B � E é limitado, existe MB > 0 tal que

kPx� Pyk �MB kx� yk

para quaisquer x; y 2 B:
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Demonstração. (i) ) (ii) Temos que P (x) = (A � i) (x), onde i : E �! Em é dada por
i (x) = (x; :::; x) : Como A e i são contínuos, segue que P também é.
(ii)) (iii) Se P é contínuo, em particular, P é contínuo na origem.
(iii) ) (iv) Se P é contínuo na origem, então dado " = 1 existe � > 0 tal que, para todo x 2 E

com kxk � �; temos kP (x)k � ". Se x 6= 0, como



 �x
kxk




 = �; temos



P � �x

kxk

�



 � 1:
Logo, para todo x 6= 0; temos

kP (x)k �M kxkm ; com M =

�
1

�

�m
:

Se x = 0 a desigualdade continua válida.
(iv) ) (v) Seja B uma bola com centro em a 2 E e raio r > 0: Para todo x 2 B; temos que

kxk � kak+ r: Portanto, por (iv) segue que kP (x)k �M (kak+ r)m :
(v)) (vi) Óbvio.
(vi) ) (i) Sejam B (a; r) a bola aberta de centro a e raio r; e K > 0 tais que kP (x)k � K para

todo x 2 B (a; r). Pela Fórmula de Polarização, com x0 = a e x1; :::; xm 2 B
�
0; r

2m

�
; temos

kA(x1; :::; xm)k �
1

m!2m

X
"i=�1

j"1j � � � j"mj kA(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)mk

=
1

m!2m

X
"i=�1




Â(x0 + "1x1 + � � �+ "mxm)



� 1

m!2m

X
"i=�1

K =
K

m!
:

Sejam x1; :::; xm 2 E não nulos e yi = xir
2kxikm para cada i = 1; :::;m. Logo

rm kA (x1; :::; xm)k
2mmm kx1k � � � kxmk

= kA (y1; :::; ym)k �
K

m!
;

e conseqüentemente

kA (x1; :::; xm)k �
2mmmK

rmm!
kx1k � � � kxmk :

Note que se algum dos xi for nulo, teremos A (x1; :::; xm) = 0 e a desigualdade continua válida. Portanto
A é contínua.
O mesmo raciocínio pode ser usado se substituírmos �bola aberta�por �bola fechada�.
(i)) (vii) Para quaisquer x; y 2 E; temos:

kP (y)� P (x)k = kAym �Axmk = jjA (y; :::; y)�A (x; y; :::; y) +A (x; y; :::; y)�A (x; x; y; :::y)
+A (x; x; y; :::; y)� � � � �A (x; :::; x; y) +A (x; :::; x; y)�A (x; :::; x) jj
� kA (y � x; y; :::; y)k+ kA (x; y � x; y; :::; y)k+ � � �+ kA (x; :::; x; y � x)k
� kAk ky � xk kykm�1 + kAk kxk ky � xk kykm�2 + � � �+ kAk kxkm�1 ky � xk

� kAk ky � xk
�
kykm�1 + kxk kykm�2 + � � �+ kxkm�1

�
:

Agora, se kyk � r e kxk � r; tomando M = kAk (m� 1) rm�1, temos

kP (y)� P (x)k � kAk (m� 1) rm�1 ky � xk
=M ky � xk
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e o resultado segue.
(vii)) (vi) Óbvio.
Do Teorema 1.3.7 concluímos que se P 2 P(mE;F ), então

sup
kxk�1

kPxk <1:

Veremos, a seguir, que o espaço vetorial dos polinômios m-homogêneos contínuos é um espaço vetorial
normado se for munido com a norma

kPk = sup
kxk�1

kP (x)k :

Proposição 1.3.8 Seja P 2 P(mE;F ): Então
(i) sup

kxk=1
kP (x)k = sup

kxk�1
kP (x)k ;

(ii) sup
kxk�1

kP (x)k = inf fM � 0 : kP (x)k �M kxkm para todo x 2 Eg ;

(iii) kPk = sup
kxk=1

kP (x)k é uma norma em P (mE;F ) :

Demonstração. Note que
sup
kxk�1

kP (x)k <1

devido ao Teorema 1.3.7.
(i) Sejam C = fkP (x)k ; kxk � 1g e D = fkP (x)k ; kxk = 1g. Assim D � C, e portanto

sup
kxk=1

kP (x)k = supD � supC = sup
kxk�1

kP (x)k : (1.15)

Agora, se 0 6= x 2 E, com kxk � 1, então

kP (x)k
kxkm =





P � x

kxk

�



 � sup
kyk=1

kP (y)k

e daí

kP (x)k �
 
sup
kyk=1

kP (y)k
!
kxkm :

Tomando o supremo, com kxk � 1, obtemos

sup
kxk�1

kP (x)k � sup
kyk=1

kP (y)k : (1.16)

Portanto, de (1.15) e (1.16) temos

sup
kxk�1

kP (x)k = sup
kyk=1

kP (y)k :

(ii) SejaM > 0 tal que kP (x)k �M kxkm para todo x 2 E. Se kxk � 1, então kP (x)k �M: Logo

sup
kxk�1

kP (x)k �M

e segue que
sup
kxk�1

kP (x)k � inf fM � 0 : kP (x)k �M kxkm para todo x 2 Eg : (1.17)
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Agora vamos mostrar que

sup
kxk�1

kP (x)k 2 fM � 0 : kP (x)k �M kxkm para todo x 2 Eg :

Sejam x 2 E; x não nulo, e y = x
kxk : Então

kP (x)k
kxkm = kP (y)k � sup

kyk�1
kP (y)k

e portanto
kP (x)k � sup

kyk�1
kP (y)k kxkm para todo 0 6= x 2 E:

Caso x = 0; temos P (x) = 0, e a desigualdade continua válida. Logo

sup
kyk�1

kP (y)k 2 fM � 0; kP (x)k �M kxkm para todo x 2 Eg

e segue que
sup
kyk�1

kP (y)k � inf fM � 0; kP (x)k �M kxkmg : (1.18)

A igualdade segue de (1.17) e (1.18):
(iii) Como kP (x)k � 0 para todo x 2 E, então

kPk = sup
kxk=1

kP (x)k � 0:

Além disso,
kPk = 0) kP (x)k = 0 sempre que kxk = 1:

Logo, se 0 6= x 2 E; temos
kP (x)k =





P � x

kxk

�



 kxkm = 0;
e daí segue que P = 0:
Se k 2 K, para todo x em E; temos

kkPk = sup
kxk=1

kkP (x)k = jkj sup
kxk=1

kP (x)k = jkj kPk :

Finalmente, se P; P 0 2 P (mE;F ) então

kP + P 0k = sup
kxk=1

k(P + P 0) (x)k = sup
kxk=1

kP (x) + P 0 (x)k � sup
kxk=1

kP (x)k+ sup
kxk=1

kP 0 (x)k

= kPk+ kP 0k :

Portanto k�k é uma norma em P (mE;F ) :

O próximo resultado estabelece desigualdades clássicas entre as normas de A 2 Ls (mE;F ) e
Â 2 P (mE;F ) :

Teorema 1.3.9 Sejam E;F espaços normados sobre K. A aplicação

� : Ls (mE;F ) �! P (mE;F ) ;

de�nida por � (A) = Â, é um isomor�smo topológico. Além disso,


Â


 � kAk � mm

m!




Â


 :
23



Demonstração. A aplicação � é uma restrição da função dada na Proposição 1.3.5 (note que a
imagem de � realmente está em P (mE;F ) devido ao Teorema 1.3.7); portanto � é linear e injetiva.
O Teorema 1.3.7 também garante que � é sobrejetiva. Logo � é um isomor�smo algébrico.

Temos que



Â


 � kAk, pois 


Â (x)


 = kAxmk � kAk kxkm :

Seja x = (x1; :::; xm) 2 Em com kxk � 1: Usando a Fórmula da Polarização com x0 = 0, temos

kA(x1; :::; xm)k �
1

m!2m

X
"i=�1




Â("1x1 + � � �+ "mxm)


 � 1

m!2m

X
"i=�1




Â


 k("1x1 + � � �+ "mxm)km
� 1

m!2m

X
"i=�1




Â


 (kx1k+ � � �+ kxmk)m = 1

m!




Â


 (kx1k+ � � �+ kxmk)m
� 1

m!




Â


mm:

Portanto kAk � mm

m!




Â


 :
Corolário 1.3.10 Sejam m 2 N, E um espaço normado sobre K e F um espaço de Banach. Então
P (mE;F ) é um espaço de Banach.

Demonstração. Como Ls (mE;F ) é isomorfo a P (mE;F ), basta mostrar que Ls (mE;F ) é Banach.
Vamos mostrar que Ls (mE;F ) é fechado, pois como Ls (mE;F ) � L (mE;F ) ; e L (mE;F ) é Banach,
Ls (mE;F ) será Banach. Seja A 2 Ls (mE;F ). Então existe uma seqüência (An)1n=1 em Ls (mE;F ),
tal que limn!1An = A. Temos que

kAn (x1; :::; xm)�A (x1; :::; xm)k = k(An �A) (x1; :::; xm)k � kAn �Ak kx1k � � � kxmk

para quaisquer x1; :::; xm 2 E. Fazendo n �!1 na desigualdade acima, temos que

lim
n!1

An (x1; :::; xm) = A (x1; :::; xm)

para quaisquer x1; :::; xm 2 E: Como An 2 Ls (mE;F ) para todo n 2 N, então, para toda permutação
� 2 Sm; temos

An (x1; :::; xm) = An
�
x�(1); :::; x�(m)

�
:

Logo

A(x1; :::; xm) = lim
n!1

An(x1; :::; xn) = lim
n!1

An
�
x�(1); :::; x�(m)

�
= A

�
x�(1); :::; x�(m)

�
e portanto A 2 Ls (mE;F ).

Quando m = 2 e E é espaço de Hilbert, o Teorema 1.3.9 é bastante especial:

Proposição 1.3.11 Seja E um espaço de Hilbert. Então o isomor�smo natural � : Ls
�
2E;F

�
�!

P
�
2E;F

�
é uma isometria.
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Demonstração. Já sabemos que � é um isomor�smo. Sejam A 2 Ls
�
2E;F

�
e x; y 2 E. Pela

Fórmula de Polarização, temos

kA (x; y)k =





 1

222!

X
"i=�1

"1"2A ("1x+ "2y)
2







� 1

8

X
"i=�1




Â ("1x+ "2y)



� 1

8

X
"i=�1




Â


 k"1x+ "2yk2
=
1

8




Â


�kx+ yk2 + k�x� yk2 + kx� yk2 + k�x+ yk2�
=
1

8




Â


�2 kx+ yk2 + 2 kx� yk2� :
Pela Lei do Paralelogramo (veja [16]), temos

kA (x; y)k � 1

4




Â


 2�kxk2 + kyk2� = 1

2




Â


�kxk2 + kyk2� ;
e segue que

kAk = sup
kyk;kxk�1

kA (x; y)k � sup
kyk;kxk�1

1

2




Â


�kxk2 + kyk2� = 


Â


 :
Pelo Teorema 1.3.9, temos kAk =




Â


 :
Assim como para o caso multilinear, temos uma versão do Teorema da Limitação Uniforme para o

caso de polinômios homogêneos, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 1.3.12 (Teorema da Limitação Uniforme para Polinômios Homogênos) Sejam E
um espaço de Banach e F um espaço vetorial normado. Se fPigi2I é uma família de polinômios
m-homogêneos contínuos de E em F e

sup
i2I

kPi (x)k <1 para todo x 2 E; (1.19)

então
sup
i2I

kPik <1:

Demonstração. Para cada n 2 N, seja

An =

�
x 2 E; sup

i2I
kPi (x)k � n

�
:

É facil ver que cada An é fechado e, de (1.19), segue que

E =
S1
n=1An:

Pelo Teorema de Baire, existe um inteiro positivo n0 tal que An0 tem interior não vazio. Sejam
int (An0) o interior de An0 , a 2 int (An0) e r > 0 tais que a bola aberta BE (a; r) está contida em An0 :
Assim,

kPi (x)k � n0

para todo i 2 I e todo x 2 BE (a; r) : Pelo mesmo argumento usado na demonstração (vi) ) (i) do
Teorema 1.3.7, segue que

kPi (x)k �
2mmmn0
rmm!

(1.20)

25



para todo i 2 I e todo x 2 BE (0; r) : Portanto,

sup
i2I

kPik <1:

Essa demonstração também pode ser feita usando o Teorema 1.2.9 e a Fórmula de Polarização.

Corolário 1.3.13 (Teorema de Banach-Steinhaus para Polinômios Homogêneos) Sejam E
um espaço de Banach e F um espaço normado. Seja (Pn)

1
n=1 � P (mE;F ) tal que, para cada x 2 E,

a seqüência (Pnx)
1
n=1 é convergente. Se P é o limite pontual de (Pn)

1
n=1, então P 2 P (mE;F ) :

A demonstração deste corolário segue a mesma linha da demonstração do Corolário 1.2.10, usando
o Teorema 1.3.12 ao invés do Teorema 1.2.9.

Teorema 1.3.14 Sejam E e F espaços normados sobre K. O espaço vetorial P (E;F ) é soma direta
algébrica dos espaços P

�
iE;F

�
, i 2 N.

Demonstração. Seja P 2 P (E;F ). Vamos usar indução sobre o grau de P: Se o grau de P for
zero, temos, pelo Teorema 1.3.6, que existe P0 2 P

�
0E;F

�
tal que P = P0, e daí P0 2 P

�
0E;F

�
:

Suponhamos que o teorema seja válido para todo polinômio contínuo de grau menor que m > 0. Seja
P um polinômio contínuo de grau m: Então o polinômio

q (x) = P (�x)� �mP (x) ; com � 2 K e � 6= 0,

é contínuo e tem grau menor que m: Podemos escrever q como

q (x) = P (�x)� �mP (x) =
mX
j=0

�jPj (x)� �m
mX
j=0

Pj (x) =

mX
j=0

�
�j � �m

�
Pj (x) :

Tomando � 2 K, tal que �j � �m 6= 0 para todo j = 0; :::;m� 1, temos, por hipótese de indução, que
cada um dos Pj com j = 0; :::;m � 1; é contínuo. Note que Pm = P � P0 � � � � � Pm�1. Portanto
P = P0 + � � �+ Pm com Pj 2 P

�
jE;F

�
, j = 0; :::;m.

O subespaço de P (mE;F ) gerado pelas aplicações P (x) = ' (x)
m
b, com ' 2 E0 e b 2 F , é

denotado por Pf (mE;F ) e seus elementos são chamados de polinômios m-homogêneos de tipo �nito.
Denotamos por PA (mE;F ) o fecho de Pf (mE;F ) em P (mE;F ) ; e os elementos de PA (mE;F ) são
chamandos de polinômios aproximáveis.
Se A 2 Lf (mE;F ) (lembre da De�nição 1.2.20), temos que

A (x1; :::; xm) =

nX
i=1

'
(1)
i (x1) � � �'(m)i (xm) bi;

com '
(j)
i 2 E0 e bi 2 F: Logo

Â (x) = A (x; :::; x) =
nX
i=1

'
(1)
i (x) � � �'(m)i (x) bi:

Note que '(1)i (x) � � �'(m)i (x) bi pode ser escrito por uma combinação linear de certos ' (x)
m
b; com

' 2 E0 e b 2 F; e portanto Â 2 Pf (mE;F ).
Para perceber que cada '(1)i (x) � � �'(m)i (x) bi pode ser de fato escrito como combinação linear de

certos ' (x)m b; observamos as seguintes igualdades:
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� ('1 + '2)2 = '21 + '
2
2 + 2!'1'2

� ('1 + '2 + '3)3 = ('1 + '2)3 + ('1 + '3)3 + ('2 + '3)3 � '31 � '32 � '33 + 3!'1'2'3

� ('1 + '2 + '3 + '4)4

= ('1 + '2 + '3)
4
+ ('1 + '2 + '4)

4
+ ('1 + '3 + '4)

4
+ ('2 + '3 + '4)

4

� ('1 + '2)4 � ('1 + '3)4 � ('1 + '4)4 � ('2 + '3)4 � ('2 + '4)4 � ('3 + '4)4

+'41 + '
4
2 + '

4
3 + '

4
4 + 4!'1'2'3'4:

O caso geral tem uma formalização muito trabalhosa e não será feito.

1.3.3 Ideais de Polinômios

A noção de ideais de polinômios é uma adaptação natural do conceito de ideais de aplicações
multilineares.

De�nição 1.3.15 Um ideal de polinômios homogêneos, ou simplesmente um ideal de polinômios, é
uma subclasse Q da classe de todos os polinômios homogêneos contínuos entre espaços de Banach tal
que para todo m 2 N e quaisquer espaços de Banach E e F , as componentes Q (mE;F ) = P (mE;F )\Q
satisfazem:
(i) Q (mE;F ) é um subespaço vetorial de P (mE;F ) que contém os polinômios m-homogêneos de

tipo �nito;
(ii) A propriedade de ideal: se u 2 L (G;E), P 2 Q (mE;F ) e t 2 L (F ;H) ; então tPu 2

Q (mG;H) :

Se m 2 N for �xado,
Qm :=

[
E;F Banach

Q (mE;F )

é chamado de ideal de polinômios m-homogêneos.

De�nição 1.3.16 Um ideal normado (resp. quasi-normado) de polinômios
�
Q; k�kQ

�
é um ideal de

polinômios munido da função k�kQ : Q �! [0;1) ; tal que:
(i) k�kQ restrita a Q (mE;F ) é uma norma (resp. quasi-norma, com constante não dependendo

dos espaços, dependendo eventualmente apenas do m) para quaisquer espaços de Banach E e F e todo
m 2 N;
(ii) kidKkQ = 1, onde idK : K �! K é dada por idK (x) = xm;
(iii) Se u 2 L (G;E) ; P 2 Q (mE;F ), e t 2 L (F ;H) ; então ktPukQ � ktk kPkQ kuk

m
:

Se as componentes Q (mE;F ) são completas com respeito a k�kQ ; dizemos que Q é ideal de Banach
(resp. ideal quasi-Banach) de polinômios. De modo análogo se procede para Qm:

1.4 Métodos da Fatoração e Linearização

Existem diferentes maneiras de construir ideais de aplicações m-lineares ou ideais de polinômios a
partir de um ideal de operadores I. A seguir, estudaremos os métodos de fatoração e linearização, que
foram introduzidos em [27]. Os resultados que obteremos sobre os métodos de fatoração e linearização
foram, em sua maioria, retirados de [4, 7, 8]. Entretanto, nossa exposição tem a intenção de preencher
todos os detalhes, muitas vezes omitidos nas fontes originais.
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1.4.1 O Método da Fatoração

Dados os ideais de operadores I1; :::; Im, uma aplicação m-linear A 2 L (E1; :::; Em;F ) é dita do
tipo L (I1; :::; Im), em símbolos A 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ), se existem espaços de Banach
G1; :::; Gm, operadores lineares uj 2 Ij (Ej ; Gj), j = 1; :::;m, e uma aplicação m-linear contínua
B 2 L (G1; :::; Gm;F ) ; tais que A = B (u1; :::; um) :
Se I1; :::; Im são ideais normados de operadores e A 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) ; de�nimos

kAkL(I1;:::;Im) = inf kBk ku1kI1 � � � kumkIm

com o ín�mo tomado sobre todas as possíveis fatorações A = B (u1; :::; um) com uj 2 Ij e B aplicação
m-linear contínua.
Veremos que

�
L (I1; :::; Im) ; k�kL(I1;:::;Im)

�
é um ideal quasi-normado de aplicações multilineares.

Esse método de construir ideais de aplicações multilineares a partir de ideais de operadores é chamado
de método da fatoração.

Teorema 1.4.1 Se I1; :::; Im são ideais normados de operadores, então�
L (I1; :::; Im) ; k�kL(I1;:::;Im)

�
é um ideal quasi-normado de aplicações multilineares.

Demonstração. Sejam M;N 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ). Então, existem espaços de
Banach G11; G12; :::; G1m; G21; :::; G2m, operadores lineares sj 2 Ij (Ej ;G1j) ; tj 2 Ij (Ej ;G2j)
com j = 1; :::;m, e aplicações multilineares contínuas M0 2 L (G11; G12; :::; G1m; F ) ; N0 2
L (G21; G22; :::; G2m; F ), tais que

M (x1; :::; xm) =M0 (s1 (x1) ; :::; sm (xm)) e N (x1; :::; xm) = N0 (t1 (x1) ; :::; tm (xm)) :

De�na

i1j : G1j �! G1j �G2j (j = 1; :::;m) (1.21)

x �! (x; 0)

i2j : G2j �! G1j �G2j (j = 1; :::;m) (1.22)

y �! (0; y) :

Claramente i1j e i2j são lineares. Considere uj : Ej �! G1j �G2j de�nida por

uj (x) = i1j � sj (x) + i2j � tj (x) para todo j = 1; :::;m:

Como i1j e i2j são lineares, veri�ca-se facilmente que cada uj é linear. De�na

B : ((G11 �G21)� � � � � (G1m �G2m)) �! F

por
B :=M0 (�11; :::; �1m) +N0 (�21; :::; �2m) ;

com

�1j : G1j �G2j �! G1j (1.23)

(x; y) �! x
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�2j : G1j �G2j �! G2j (1.24)

(x; y) �! y:

Logo B é m-linear, contínua e

B ((x1; y1) ; :::; (xm; ym)) =M0 (x1; :::; xm) +N0 (y1; :::; ym) ;

e portanto

B (u1 (x1) ; :::; um (xm)) =M0 (s1 (x1) ; :::; sm (xm)) +N0 (t1 (x1) ; :::; tm (xm))

=M (x1; :::; xm) +N (x1; :::; xm) :

Como uj 2 Ij (Ej ;G1j �G2j) para todo j = 1; :::;m; segue que

(M +N) 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) :

Se � 2 K, e M 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ), �M pode ser escrito como

�M (x1; :::; xm) = �M0 (s1 (x1) ; :::; sm (xm)) ;

onde sj 2 Ij (Ej ;Gj) com j = 1; :::;m; e

�M0 2 L (G1; G2; :::; Gm; F ) :

Assim, �M 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) e portanto L (I1; :::; Im) é um subespaço vetorial de
L (E1; :::; Em;F ) :
Seja M 2 L (E1; :::; Em;F ) de tipo �nito. Logo, M é combinação linear de funções do tipo

'1 � � �'mb, onde 'j 2 E0j com j = 1; :::;m e b 2 F:
Seja T = '1 � � �'mb e de�na

B : K� � � � �K �! F : B (x1; :::; xm) = x1 � � �xmb:

Daí
T (x1; :::; xm) = B ('1 (x1) ; :::; 'm (xm)) = '1 (x1) � � �'m (xm) b;

com 'j 2 Ij (Ej ;K) e B 2 L (K; :::;K;F ). Logo T 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) : Como vimos que
L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) é espaço vetorial e as aplicações de tipo �nito são combinações lineares de
aplicações lineares como T , segue que

Lf (E1; :::; Em;F ) � L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) :

Propriedade de ideal: Sejam uj 2 L (Gj ;Ej) para j = 1; :::;m, A 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F )
e t 2 L (F ;H) : Como A 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) ; existem espaços de Banach L1; :::; Lm,
operadores lineares vj 2 Ij (Ej ;Lj) e B 2 L (L1; :::; Lm;F ) tais que A = B (v1; :::; vm) : Note que

M = t �A � (u1;:::; um) = t �B � (v1; :::; vm) � (u1;:::; um) :

Portanto M = J (z1;:::; zm) ; com zj = vj � uj 2 Ij (Gj ;Lj) e J = t �B 2 L (L1; :::; Lm;H). Assim

M 2 L (I1; :::; Im) (G1; :::; Gm;H)

e concluímos que L (I1; :::; Im) é um ideal de aplicações multilineares.
Agora vamos veri�car as condições da De�nição 1.2.22.

(I) Seja A 2 L (E1; :::; Em;F ) : Temos que

kAkL(I1;:::;Im) � 0;
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pois kBk � 0 e kujkIj � 0 para todo j = 1; :::;m, qualquer que seja a fatoração de A: Se A = 0; segue
claramente que

kAkL(I1;:::;Im) = 0:

Se A 6= 0 e A = B (u1; :::; um), então, usando a Proposição 1.1.7, temos

kAk � kBk ku1k � � � kumk � kBk ku1kI1 � � � kumkIm :

Logo
kAk � inf kBk ku1kI1 � � � kumkIm

e daí segue que
0 6= kAk � kAkL(I1;:::;Im)

(II) Vejamos agora que

k�AkL(I1;:::;Im) = j�j kAkL(I1;:::;Im) :

O caso � = 0 é imediato. Suponhamos � 6= 0:
Seja A 2 L (I1; :::; Im) : Se � 2 K, para cada expressão A = B(u1; :::; um); com B aplicaçãom-linear

contínua e uj 2 Ij , podemos escrever �A = (�B) (u1; :::; um) ; e portanto

k�AkL(I1;:::;Im) � k�Bk ku1kI1 � � � kumkIm (1.25)

= j�j kBk ku1kI1 � � � kumkIm :

Como (1.25) vale para toda expressão A = B(u1; :::; um); com B aplicação m-linear contínua e
uj 2 Ij , segue de (1.25) que

k�AkL(I1;:::;Im) � j�j kAkL(I1;:::;Im) : (1.26)

Agora se �A = M (v1; :::; vm) com B sendo uma aplicação m-linear contínua e vj 2 Ij com
j = 1; :::;m; temos A = M

� (v1; :::; vm) : Logo

kAkL(I1;:::;Im) �




M�





 kv1kI1 ::: kvmkIm ;
e portanto

j�j kAkL(I1;:::;Im) � kMk kv1kI1 ::: kvmkIm :

Pelo mesmo argumento usado anteriormente, segue que

j�j kAkL(I1;:::;Im) � k�AkL(I1;:::;Im) : (1.27)

De (1.26) e (1.27) temos k�AkL(I1;:::;Im) = j�j kAkL(I1;:::;Im) :
Agora vejamos que k:kL(I1;:::;Im) é uma quasi-norma.

(III) Sejam M e N em L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ). Podemos supor M;N não nulas.
Dado " > 0; existem espaços de Banach G11; G12; :::; G1m; G21; :::; G2m, operadores lineares

s0j 2 Ij (Ej ;G1j) ; t0j 2 Ij (Ej ;G2j) com j = 1; :::;m, e aplicações multilineares contínuas M 0
0 2

L (G11; G12; :::; G1m; F ) ; N 0
0 2 L (G21; G22; :::; G2m; F ), com

M (x1; :::; xm) =M 0
0 (s

0
1 (x1) ; :::; s

0
m (xm)) e N (x1; :::; xm) = N 0

0 (t
0
1 (x1) ; :::; t

0
m (xm)) ;

tais que

kM 0
0k ks01kI1 � � � ks

0
mkIm � (1 + ") kMkL(I1;:::;Im) ;

kN 0
0k kt01kI1 � � � kt

0
mkIm � (1 + ") kNkL(I1;:::;Im) :
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Considere

sj =
s0j

s0j

Ij kMk

1
m

L(I1;:::;Im) 8 j = 1; :::;m

e

M0 =

 
ks01kI1 � � � ks

0
mkIm

kMkL(I1;:::;Im)

!
M 0
0:

Então M =M0 (s1; :::; sm) ; com

kM0k � 1 + " e ksjkIj = kMk
1
m

L(I1;:::;Im) (1.28)

para todo j = 1; :::;m: De modo análogo, existem

N0 2 L (G21; G22; :::; G2m; F ) e tj 2 Ij (Ej ;G2j)

para todo j = 1; :::;m com N = N0 (t1; :::; tm) e

kN0k � 1 + "; ktjkIj = kNk
1
m

L(I1;:::;Im) (1.29)

para todo j = 1; :::;m: Em G1j �G2j ; considere a norma da soma. Sejam

uj : Ej �! G1j �G2j
de�nidas por

uj (x) = i1j � sj (x) + i2j � tj (x) para todo j = 1; :::;m;
com i1j e i2j dadas em (1.21) e (1.22). Considere também

B : ((G11 �G21)� � � � � (G1m �G2m)) �! F

dada por
B :=M0 (�11; :::; �1m) +N0 (�21; :::; �2m) ;

com �1j e �2j dadas em (1.23) e (1.24). Temos que B (u1; :::; um) = M + N e, como uj 2
Ij (Ej ;G1j �G2j), temos

kujkIj � ki1j � sjkIj + ki2j � tjkIj � ki1jk ksjkIj + ki2jk ktjkIj = ksjkIj + ktjkIj : (1.30)

Veja que

kB ((x1; y1) ; :::; (xm; ym))k = kM0 (�11; :::; �1m) ((x1; y1) ; :::; (xm; ym))

+N0 (�21; :::; �2m) ((x1; y1) ; :::; (xm; ym))k
= kM0 (x1; :::; xm) +N0 (y1; :::; ym)k
� kM0 (x1; :::; xm)k+ kN0 (y1; :::; ym)k
� kM0k kx1k � � � kxmk+ kN0k ky1k � � � kymk
� (1 + ") (kx1k � � � kxmk+ ky1k � � � kymk)
� (1 + ") (kx1k+ ky1k) � � � (kxmk+ kymk)

e portanto kBk � 1 + ":
Por �m, note que

kM +NkL(I1;:::;Im) = kB (u1; :::; um)kL(I1;:::;Im)
� kBk ku1kI1 � � � kumkIm
(1.30)
� (1 + ")

�
ks1kI1 + kt1kI1

�
� � �
�
ksmkIm + ktmkIm

�
(1.28) e (1.29)

� (1 + ")
�
kMk

1
m

L(I1;:::;Im) + kNk
1
m

L(I1;:::;Im)

�m
;
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assim
kM +Nk

1
m

L(I1;:::;Im) � (1 + ")
1
m

�
kMk

1
m

L(I1;:::;Im) + kNk
1
m

L(I1;:::;Im)

�
:

Como " > 0 é arbitrário, segue que

kM +Nk
1
m

L(I1;:::;Im) � kMk
1
m

L(I1;:::;Im) + kNk
1
m

L(I1;:::;Im) :

Logo k:kL(I1;:::;Im) é uma 1=m-norma. Pela Proposição 1.1.3, segue que k:kL(I1;:::;Im) é uma quasi-
norma.
Finalmente, vamos investigar se temos de fato um ideal quasi-normado. Devemos calcular a norma

da identidade e veri�car se a norma da composição de aplicações satisfaz as propriedades exigidas.
(Norma da Aplicação idKm). Seja

idKm : Km �! K
idKm (x1; :::; xm) = x1 � � �xm:

Note que idKm = idKm (id; :::; id) : Logo

kidKmkL(I1;:::;Im) � kidKmk kidkI1 � � � kidkIm = 1: (1.31)

Por outro lado, se idKm = A (u1; :::; um) temos

1 = kA (u1; :::; um)k � kAk ku1k � � � kumk � kAk ku1kI1 � � � kumkIm :

Daí segue que
1 � kidKmk : (1.32)

Logo, de (1.31) e (1.32), segue o resultado.
(Norma da composição). Seja M 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ). Dado " > 0; existem

N 2 L (G1; :::; Gm;F ) e sj 2 Ij (Ej ;Gj) ;

j = 1; :::;m com

M = N (s1; :::; sm) e kNk ks1kI1 � � � ksmkIm � (1 + ") kMkL(I1;:::;Im) :

Se T 2 L (F ;H) e uj 2 L (Gj ;Ej) então

T �M (u1; :::; um) 2 L (I1; :::; Im) (G1; :::; Gm;H) :

Note que

T �M (u1; :::; um) = T �N (s1; :::; sm) (u1; :::; um) = (T �N) (s1 � u1; :::; sm � um) ;

e segue que

kT �M (u1; :::; um)kL(I1;:::;Im) � kT �Nk ks1 � u1kI1 � � � ksm � umkIm
� kTk kNk ks1kI1 � � � ksmkIm ku1k � � � kumk
� kTk (1 + ") kMkL(I1;:::;Im) ku1k � � � kumk :

Como " > 0 é arbitrário, temos a desigualdade e concluímos que
�
L (I1; :::; Im) ; k�kL(I1;:::;Im)

�
é um

ideal quasi-normado de aplicações multilineares.

32



1.4.2 O Método da Linearização

Lembre que Ii; com i = 1; :::;m; é uma aplicação de�nida de L (E1; :::; Em;F ) em

L
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��
, dada por

Ii (A) (xi)
�
x1;

[i]:::; xm

�
= A (x1; :::; xm) :

Dados os ideais de operadores I1; :::; Im, uma aplicação m-linear A 2 L (E1; :::; Em;F ) é dita do
tipo [I1; :::; Im], em símbolos A 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ), se Ii (A) 2 Ii

�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��
,

para todo i = 1; :::;m.
Se I1; :::; Im são ideais normados de operadores e A 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ), de�nimos

kAk[I1;:::;Im] = max
�
kI1 (A)kI1 ; :::; kIm (A)kIm

	
:

Veremos que
�
[I1; :::; Im] ; k�k[I1;:::;Im]

�
é um ideal normado de aplicações multilineares. Esse

método de construir ideais de aplicações multilineares a partir de ideais de operadores é chamado
de método da linearização.

Teorema 1.4.2 Se I1; :::; Im são ideais normados de operadores, então
�
[I1; :::; Im] ; k�k[I1;:::;Im]

�
é

um ideal normado de aplicações multilineares.

Demonstração. Vamos primeiro mostrar que [I1; :::; Im] é um ideal de aplicações multilineares.

Se A;B 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) ; então Ii (A) ; Ii (B) 2 Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��

para todo

i = 1; :::;m: Como Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��
é subespaço vetorial de L

�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��
, temos

que

Ii (A) + �Ii (B) 2 Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��

para todo i = 1; :::;m e � 2 K: Como Ii é linear, segue que

Ii (A+ �B) 2 Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��

:

Logo A+ �B 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ).
Seja A 2 L (E1; :::; Em;F ) com A = '1 
 � � � 
 'mb; onde 'j 2 E0j com j = 1; :::;m e b 2 F: Note

que, para cada i = 1; :::;m; temos

Ii (A) : Ei �! L
�
E1;

[i]:::; Em;F
�
: Ii (A) (x) = 'i (x)'1 


[i]
� � � 
 'mb:

Logo Ii(A) é de posto �nito e conseqüentemente

Ii (A) 2 Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��

:

Logo
A 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) :

Como todas as aplicações multilineares de tipo �nito são combinações lineares de aplicações como A,
segue que [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) contém todas as aplicações multilineares de tipo �nito.
Propriedade de ideal: Sejam uj 2 L (Gj ;Ej) para j = 1; :::;m, A 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) e

t 2 L (F ;H) : De�na, para cada i = 1; :::;m;

 i : L
�
E1;

[i]:::; Em;F
�
�! L

�
G1;

[i]:::; Gm;H
�
:  i (R) = t �R

�
u1;

[i]:::; um

�
:

33



Note que  i é linear. Com efeito, se R;S 2 L
�
E1;

[i]:::; Em;F
�
e � 2 K, então

 i (R+ �S) = t � (R+ �S)
�
u1;

[i]:::; um

�
= t
�
R
�
u1;

[i]:::; um

�
+ �S

�
u1;

[i]:::; um

��
= t �R

�
u1;

[i]:::; um

�
+ �t � S

�
u1;

[i]:::; um

�
=  i (R) + � i (S) :

Além disso,

k ik � ktk ku1k
[i]
� � � kumk : (1.33)

Para cada i = 1; :::;m; temos

 i (Ii (A) (ui (xi)))
�
x1;

[i]:::; xm

�
= t � (Ii (A) (ui (xi)))

�
u1(x1);

[i]:::; um(xm)
�

= t (A ((u1 (x1) ; :::; um (xm))))

= Ii (t �A (u1; :::; um)) (xi)
�
x1;

[i]:::; xm

�
:

Logo
( i � Ii (A) � ui) (xi) =  i (Ii (A) (ui (xi))) = Ii (t �A (u1; :::; um)) (xi)

e então
Ii (t �A (u1; :::; um)) =  i � Ii (A) � ui 2 Ii

�
Gi;L

�
G1;

[i]:::; Gm;H
��

; (1.34)

para todo i = 1; :::;m; pois Ii (A) 2 Ii
�
Ei;L

�
E1;

[i]:::; Em;F
��

para todo i = 1; :::;m:

Agora vamos veri�car as condições da De�nição 1.2.22.
(i1) Note que

kAk[I1;:::;Im] = 0, kIi (A)kIi = 0; 8i = 1; :::;m
, Ii (A) = 0; 8i = 1; :::;m
, A = 0:

(i2) Para qualquer � 2 K, temos

k�Ak[I1;:::;Im] = max
�
kI1 (�A)kI1 ; : : : ; kIm (�A)kIm

	
= max j�j

�
kI1 (A)kI1 ; : : : ; kIm (A)kIm

	
= j�j kAk[I1;:::;Im] :

(i3) Sejam A e B em [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) : Então

kA+Bk[I1;:::;Im] = max
�
kI1 (A+B)kI1 ; : : : ; kIm (A+B)kIm

	
= max

�
kI1 (A) + I1 (B)kI1 ; : : : ; kIm (A) + Im (B)kIm

	
� max

�
kI1 (A)kI1 + kI1 (B)kI1 ; : : : ; kIm (A)kIm + kIm (B)kIm

	
� max

�
kI1 (A)kI1 ; : : : ; kIm (A)kIm

	
+max

�
kI1 (B)kI1 ; : : : ; kIm (B)kIm

	
= kAk[I1;:::;Im] + kBk[I1;:::;Im] :

(ii) Note que I1 (idKm) = r � idK, com

r : K!L
�
m�1K;K

�
x �! xidKm�1 :
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Com efeito,

r � idK (x1) (x2; :::; xm) = r (idK (x1)) (x2; :::; xm) = r (x1) (x2; :::; xm)

= x1idKm�1 (x2; :::; xm) = x1x2 � � �xm
= I1 (idKm) (x1) (x2; :::; xm) :

Logo, como krk = 1; temos

kI1 (idKm)kI1 = kr � idKkI1 � krk kidKkI1 = 1:

Por outro lado, como I1 (idKm) 2 I1(K;L
�
m�1K;K

�
); temos, da Proposição 1.1.7, que

kI1 (idKm)kI1 � kI1 (idKm)k = 1

e daí segue que
kI1 (idKm)kI1 = 1:

De modo análogo, teremos que kIj (idKm)kIj = 1 para todo j = 2; :::;m, e portanto

kidKmk[I1;:::;Im] = 1:

(iii) Sejam t 2 L (F ;H), uj 2 L (Gj ;Ej) e A 2 [I1; :::; Im] (E1; :::; Em;F ) : Temos

kIi (t �A (u1; :::; um))kIi
(1.34)
= k i � Ii (A) � uikIi
� k ik kIi (A)kIi kuik
(1.33)
�

�
ktk ku1k

[i]
� � � kumk

�
kIi (A)kIi kuik :

= ktk kIi (A)kIi ku1k � � � kumk :

Logo

kt �A (u1; :::; um)k[I1;:::;Im] = max
n
kIj (t �A (u1; :::; um))kIj ; j = 1; :::;m

o
� max

n
ktk kIj (A)kIj ku1k � � � kumk ; j = 1; :::;m

o
= ktkmax

n
kIj (A)kIj ; j = 1; :::;m

o
ku1k � � � kumk

= ktk kAk[I1;:::;Im] ku1k � � � kumk :

Portanto
�
[I1; :::; Im] ; k�k[I1;:::;Im]

�
é um ideal normado de aplicações multilineares.

1.4.3 Relação de Inclusão entre os Métodos de Fatoração e Linearização

A seguir, veremos que os métodos de linearização e fatoração respeitam uma relação de inclusão.

Proposição 1.4.3 Sejam I1; :::; Im ideais normados de operadores lineares. Então

L (I1; :::; Im) � [I1; :::; Im]

e
k�k[I1;:::;Im] � k�kL(I1;:::;Im) :
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Demonstração. Seja M 2 L (I1; :::; Im) (E1; :::; Em;F ) : Para " > 0, escolha M0 2 L (G1; :::; Gm;F )
e tj 2 Ij (Ej ;Gj) com

M =M0 (t1; :::; tm) e kM0k kt1kI1 � � � ktmkIm � (1 + ") kMkL(I1;:::;Im) : (1.35)

De�na, para cada j = 1; :::;m;

	j : Gj �! L
�
E1;

[j]:::; Em;F
�
: 	j (z)

�
x1;

[j]:::; xm

�
=M0 (t1 (x1) ; :::; z; :::; tm (xm)) :

Note que

k	jk � kM0k kt1k
[j]
� � � ktmk : (1.36)

Temos que

(	j � tj) (xj)
�
x1;

[j]:::; xm

�
= 	j (tj (xj))

�
x1;

[j]:::; xm

�
=M0 (t1 (x1) ; :::; tm (xm))

= Ij (M0 (t1; :::; tm)) (xj)
�
x1;

[j]:::; xm

�
:

Logo (	j � tj) = Ij (M) e, como tj 2 Ij (Ej ;Gj) para todo j = 1; :::;m; segue que

Ij (M) 2 Ij
�
Ej ;L

�
E1;

[j]:::; Em;F
��

para todo j = 1; :::;m: Note ainda que

kIj (M)kIj = k	j � tjkIj � k	jk ktjkIj
(1.36)
�

�
kM0k kt1k

[j]
� � � ktmk

�
ktjkIj

= kM0k kt1kIm � � � ktmkIm
(1.35)
� (1 + ") kMkL(I1;:::;Im) :

Portanto, como " > 0 é arbitrário, segue que

kMk[I1;:::;Im] � kMkL(I1;:::;Im) :

1.5 Ideais de Polinômios gerados por Ideais de Aplicações
Multilineares

Se m � 1, denotaremos a classe de todos os polinômios m-homogêneos contínuos entre espaços de
Banach por Pm.

De�nição 1.5.1 SejaM um ideal quasi-normado de aplicações multilineares. A classe

PM =
�
P 2 Pm; �P 2M;m 2 N

	
;

com kPkPM :=


 �P

M ; é chamda de ideal de polinômios gerado pelo idealM.

Vejamos que PM é de fato um ideal de polinômios:
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Proposição 1.5.2 SejaM um ideal de Banach de aplicações multilineares. Então PM é um ideal de
Banach de polinômios.

Demonstração. Sejam E;F espaços de Banach, P1; P2 2 PM (mE;F ) e k 2 K: Então �P1; �P2 2
M (mE;F ). ComoM (mE;F ) é um ideal temos que �P1 + k �P2 2M (mE;F ). Daí,

(P1 + kP2)
_ = �P1 + k �P2 2M (mE;F )

e portanto
P1 + kP2 2 PM (mE;F ) :

Se P é um polinômio m-homogêneo de tipo �nito, claramente �P é de tipo �nito e então
P 2 PM (mE;F ) :
Vamos veri�car a propriedade de ideal:
Sejam u 2 L (G;E), P 2 PM (mE;F ) e t 2 L (F ;H). Veja que

t �P (u; :::; u) (x; :::; x) = t �P (u (x) ; :::; u (x)) = tPu (x) = (tPu)
_
(x; :::; x) :

Segue que
(tPu)

_
= t �P (u; :::; u) 2M (mE;F ) (1.37)

e portanto
tPu 2 PM (mG;H) :

Note que k�kPM restrita a PM (mE;F ) é uma norma. De fato,
(i) Seja P 2 PM (mE;F ). Como kPkPM :=



 �P

M, temos que kPkPM � 0 para qualquer
P 2 PM (mE;F ).
(ii) Sejam P 2 PM (mE;F ) e � 2 K. Então k�PkPM = kAkM com A = � �P : Segue que

k�PkPM =


� �P

M = j�j



 �P

M = j�j kPkPM :

(iii) Sejam P;Q 2 PM (mE;F ) : Então kP +QkPM = kAkM, com A = �P + �Q e portanto

kP +QkPM =


 �P + �Q




M �



 �P

M +


 �Q

M = kPkPM + kQkPM :

Agora vamos determinar a norma da identidade de PM (mE;F ) : Para isso, note que (idK)
_
= idKm .

Assim
kidKkPM = kidKmkM = 1:

Sejam t 2 L (F ;H), P 2 PM (mE;F ) e u 2 L (G;E). De (1.37) segue que

ktPukPM =


t �P (u; :::; u)

M � ktk



 �P

M kukm = ktk kPkPM kukm :

ComoM é um ideal de Banach e como

_ : PM (mE;F ) �!M (mE;F ) : P �! �P

é uma isometria sobre a imagem, para provar que PM (mE;F ) é Banach basta mostrar que

_ (PM (mE;F ))

é fechada emM (mE;F ) : Mas isso não é difícil de veri�car. Com efeito, se

_ (Pn) �! A 2M (mE;F )

na norma de M, então


 �Pn �A

M ! 0. Logo, como k�k � k�kM, temos



 �Pn �A

 ! 0. Como

Ls (mE;F ) é fechado em L (mE;F ), segue que A 2 Ls (mE;F ). Logo Â 2 PM (mE;F ), pois�
Â
�_

= A 2 M (mE;F ) : Portanto A = _
�
Â
�
2 _ (PM (mE;F )). Segue que _ (PM (mE;F ))

é fechada e portanto PM é um ideal de Banach de polinômios.
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Observação 1.5.3 A Proposição 1.5.2 pode ser naturalmente adaptada para espaços quasi-Banach.

A seguir, se I é um ideal de operadores, usaremos a notação [I] = [I; :::; I]:

Proposição 1.5.4 Sejam I um ideal normado de operadores e P 2 P (mE;F ). Então P 2
P[I] (mE;F ) se, e somente se, o operador linear

�P : E �! P
�
m�1E;F

�
: �P (x) (y) = �P (x; y; :::; y)

pertence a I.

Demonstração. Se P 2 P[I] (mE;F ) ; então

I
�
�P
�
2 I

�
E;L

�
m�1E;F

��
:

De�na
M : L

�
m�1E;F

�
�! P

�
m�1E;F

�
:M (A) = Â

Daí
M � I

�
�P
�
: E �! P

�
n�1E;F

�
é tal que �

M � I
�
�P
��
(x) (y) =

�
M
�
I
�
�P
�
(x)
��
(y)

= \�
I
�
�P
�
(x)
�
(y)

= I
�
�P
�
(x) (y; :::; y) = �P (x; y; :::; y) = �P (x) (y) ;

para quaisquer x; y 2 E. Logo M � I
�
�P
�
= �P ; e portanto �P 2 I.

Reciprocamente, suponha �P 2 I.
De�na

N : P
�
m�1E;F

�
�! L

�
m�1E;F

�
: N (Q) = �Q:

Daí
N � �P : E �! L

�
m�1E;F

�
é tal que �

N � �P
�
(x) (y1; :::; ym�1) =

�
�P (x)

�_
(y1; :::; ym�1)

= �P (x; y1; :::; yn�1)

= I
�
�P
�
(x) (y1; :::; ym�1) :

Logo
N � �P = I( �P ):

Como �P 2 I, temos I
�
�P
�
2 I

�
E;L

�
m�1E;F

��
, e portanto

�P 2 [I; :::; I] :

Assim, segue que P 2 P[I] (mE;F ) :

É fácil ver que também há uma inclusão natural para os ideais de polinômios gerados pelos métodos
da fatoração e linearização.
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Proposição 1.5.5 Sejam Ii ideais normados de operadores, i = 1; :::;m. Então

PL(I1;:::;Im) � P[I1;:::;Im]

e
k�kP[I1;:::;Im]

� k�kPL(I1;:::;Im)
:

Demonstração. Seja P 2 PL(I1;:::;Im). Então �P 2 L (I1; :::; Im) e, pela Proposição 1.4.3, temos
�P 2 [I1; :::; Im]. Logo P 2 P[I1;:::;Im]: Ainda pela Proposição 1.4.3, temos

kPk[I1;:::;Im] =


 �P



[I1;:::;Im]
�


 �P

L(I1;:::;Im) = kPkPL(I1;:::;Im)

:

O seguinte resultado mostra que o método da fatoração para polinômios pode ser visto sob várias
formas diferentes, porém equivalentes:

Proposição 1.5.6 Seja I um ideal de operadores e P 2 P (mE;F ). As seguintes a�rmações são
equivalentes:
(i) Existe uma aplicação m-linear A 2 L (I) (mE;F ) tal que Â = P ;
(ii) Existem um espaço de Banach G, um operador linear u 2 I (E;G) e um polinômio Q 2

P (mG;F ) tais que P = Qu;
(iii) �P 2 L (I) (mE;F ).

Demonstração. (i) ) (ii) Como A 2 L (I) (mE;F ), então existem espaços de Banach
G1; :::; Gm, operadores lineares uj 2 I (E;Gj), j = 1; :::;m, e uma aplicação linear contínua
B 2 L (G1; :::; Gm;F ) com A = B (u1; :::; um). Considere G = G1 � � � � � Gm e de�na o operador
linear

u : E �! G

u (x) = (u1 (x) ; :::; um (x)) :

Sejam ij : Gj �! G dados por ij (x) = (0; :::; 0; x; 0; :::; 0) ; onde o x aparece na j-ésima entrada. Então

u =
mX
j=1

ijuj :

Como uj 2 I (E;Gj) para todo j = 1; :::;m; então ijuj 2 I (E;G) para todo j = 1; :::;m. Temos
também que I (E;G) é subespaço de L (E;G), e portanto

u =
mX
j=1

ijuj 2 I (E;G) :

Agora de�na Q : G �! F por
Q ((y1; :::; ym)) = B (y1; :::; ym)

e T : Gm �! E por

T
��
y
(1)
1 ; :::; y(1)m

�
; :::;

�
y
(m)
1 ; :::; y(m)m

��
= B

�
y
(1)
1 ; :::; y(m)m

�
:

Note que T é claramente m-linear e contínua, e T̂ = Q, pois se y = (y1; :::; ym); temos

T̂ ((y; :::; y)) = B (y1; :::; ym) = Q (y)
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Portanto Q 2 P (mG;F ) com

P (x) = Â (x) = A (x; :::; x) = B (u1 (x) ; :::; um (x)) = B (u (x)) = Q (u (x)) ;

e conseqüentemente P = Qu:
(ii)) (iii) Pela Fórmula da Polarização temos

�P (x1; :::; xm) =
1

m!2m

X
"j=�1

"1 � � � "mP ("1x1 + � � �+ "mxm)

=
1

m!2m

X
"j=�1

"1 � � � "mQ (u("1x1 + � � �+ "mxm))

=
1

m!2m

X
"j=�1

"1 � � � "mQ ("1u (x1) + � � �+ "mu (xm))

= �Q (u (x1) ; :::; u (xm))

= �Q(u; :::; u) (x1; :::; xm) ;

com u 2 I (E;G) e �Q 2 L (mG;F ) : Portanto �P 2 L (I) (mE;F ).

(iii)) (i) Como �P 2 L (I) (mE;F ), tome A = �P . Então A 2 L (I) (mE;F ) e Â =
^
�P = P .
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Capítulo 2

Ideais Simétricos

Em [14], K. Floret e D. García introduziram a noção de ideais simétricos de aplicações multilineares.
Neste capítulo forneceremos exemplos e contra exemplos de ideais simétricos e investigamos a simetria
dos ideais L (I1; :::; Im) e [I1; :::; Im], onde cada Ij é um ideal de operadores.
Lembre-se que se A 2 L (mE;F ) ; a aplicação m-linear simétrica asociada a A é dada por

As (x1; :::; xm) =
1

m!

X
�2Sm

A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
:

A referência básica desse capítulo é o artigo [6].

De�nição 2.0.7 Um ideal de aplicações multilinearesM é simétrico se As 2M (mE;F ) sempre que
A 2M (mE;F ) :

Ideais simétricos são comuns. Por exemplo, o ideal das aplicações multilineares de tipo �nito é um
ideal simétrico. A seguir damos um exemplo de um ideal que não é simétrico.

2.1 Exemplo de um ideal não-simétrico

Seja E um espaço vetorial normado. Uma seqüência (xj)
1
j=1 2 EN é dita fracamente absolutamente

somável quando, para cada ' 2 E0, a série
P1
j=1 j' (xj)j converge. Denotamos por lw1 (E) o conjunto

das seqüências fracamente absolutamente somáveis.
Um operador linear u 2 L (E;F ) é dito absolutamente 1-somante se (u (xj))1j=1 for absolutamente

somável em F sempre que (xj)
1
j=1 2 lw1 (E) : A teoria de operadores absolutamente somantes será

detalhada no Capítulo 3.
Uma aplicação bilinear A 2 L (E1; E2;F ) diz-se absolutamente (1; 1;1)-somante quando

(A (xj ; yj))
1
j=1 for absolutamente somável em F sempre que (xj)

1
j=1 2 lw1 (E1) e (yj)

1
j=1 for limitada

em E2:
A classe de todas as aplicações bilineares contínuas absolutamente (1; 1;1)-somantes entre espaços

de Banach é um ideal de aplicações bilineares, e nós denotamos por Las(1;1;1):
Vamos primeiro mostrar que Las(1;1;1) (E1; E2;F ) é subespaço de L (E1; E2;F ) : Para isso,

tomemos A;B 2 Las(1;1;1) (E1; E2;F ) e � 2 K. Então
1X
j=1

k(A+ �B) (xj ; yj)k =
1X
j=1

kA (xj ; yj) + �B (xj ; yj)k �
1X
j=1

kA (xj ; yj)k+ �
1X
j=1

kB (xj ; yj)k :
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Como A;B 2 Las(1;1;1) (E1; E2;F ), segue que
P1
j=1 k(A+ �B) (xj ; yj)k é convergente sempre que

(xj)
1
j=1 2 lw1 (E1) e (yj)

1
j=1 for limitada em E2: Logo A + �B 2 Las(1;1;1) (E1; E2;F ) e portanto

Las(1;1;1) (E1; E2;F ) é subespaço de L (E1; E2;F ).
Agora, vamos mostrar que Las(1;1;1) (E1; E2;F ) contém as bilineares de tipo �nito. Seja A 2

Lf (E1; E2;F ) : Então A é combinação linear �nita de aplicações do tipo B (x; y) = '1 (x)'2 (y) b, com
'1 2 E01; '2 2 E02 e b 2 F: Segue que

1X
j=1

kB (xj ; yj)k =
1X
j=1

k'1 (xj)'2 (yj) bk � kbk k'2k
�
sup
j
kyjk

� 1X
j=1

j'1 (xj)j <1; (2.1)

sempre que (xj)
1
j=1 2 lw1 (E1) e (yj)

1
j=1 for limitada em E2: Como Las(1;1;1) (E1; E2;F ) é um subespaço

vetorial; segue de (2.1) que Lf (E1; E2;F ) � Las(1;1;1) (E1; E2;F ) :
Resta apenas mostrar que Las(1;1;1) satisfaz a propriedade de ideal. Sejam A 2

Las(1;1;1) (E1; E2;F ) ; uj 2 L (Gj ;Ej) ; j = 1; 2 e t 2 L (F ;H) : Observe que, se u 2 L (G1;E1) e
(xj)

1
j=1 2 lw1 (G1) ; então (u (xj))

1
j=1 2 lw1 (E1) : Com efeito, para qualquer ' 2 E0, como ' � u 2 G01;

temos
1X
j=1

j' (u (xj))j =
1X
j=1

j(' � u) (xj)j <1;

e assim (u (xj))
1
j=1 2 lw1 (E1). O mesmo vale para l1 no lugar de lw1 . Segue que

1X
j=1

kt �A � (u1; u2) (xj ; yj)k =
1X
j=1

kt �A (u1 (xj) ; u2 (yj))k � ktk
1X
j=1

kA (u1 (xj) ; u2 (yj))k <1;

sempre que (xj)
1
j=1 2 lw1 (G1) e (yj)

1
j=1 é limitada em G2: Logo t �A � (u1; u2) 2 Las(1;1;1) (G1; G2;H)

e portanto Las(1;1;1) é um ideal.

Exemplo 2.1.1 O ideal Las(1;1;1) não é simétrico. De�na

A : l1 � l1 �! l1 : A (z; y) := z1u (y) ;

com z = (zj)
1
j=1 2 l1 e u : l1 �! l1 um operador linear limitado que não é absolutamente 1-somante

(por exemplo, a identidade). Vejamos que A é absolutamente (1; 1;1)-somante. Observe que, se
xj =

�
xij
�1
i=1

2 l1 e
' : l1 �! K : ' ((zk)1k=1) = z1;

então
1X
j=1

kA (xj ; yj)k =
1X
j=1



x1ju (yj)

 � kuk�sup
j
kyjk

� 1X
j=1

���x(1)j ���
= kuk

�
sup
j
kyjk

� 1X
j=1

j' (xj)j <1;

sempre que (xj)
1
j=1 2 lw1 (l1) e (yj)

1
j=1 é limitada em l1:

Seja At 2 L
�
2l1; l1

�
de�nida por At (x; y) := A (y; x) : Escolha yj = (1; 1; :::) para todo j: Como

u não é absolutamente 1-somante, temos que
1X
j=1



At (xj ; yj)

 = 1X
j=1

kA (yj ; xj)k =
1X
j=1

k1u (xj)k =
1X
j=1

ku (xj)k =1;

para alguma seqüência (xj)
1
j=1 2 lw1 (l1): Como As =

A+At

2 ; temos As =2 Las(1;1;1)

�
2l1; l1

�
; provando

que Las(1;1;1) não é um ideal simétrico.
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2.2 Estudo da simetria de [I1; :::; Im]

O próximo lema terá fundamental importância na demonstração do Teorema 2.2.2, que garantirá que
[I1; :::; Im] é simétrico se, e somente se, I1 = � � � = Im:

Lema 2.2.1 Se I1 e I2 são ideais de operadores tais que [I1; I2] é um ideal simétrico de aplicações
bilineares, então I1 = I2:

Demonstração. Seja u 2 I1 (E;F ). Vamos provar que u 2 I2 (E;F ). É claro que podemos supor
E;F 6= f0g. Fixe ' 2 E0 e a 2 E tais que ' (a) = 1. De�na A 2 L

�
2E;F

�
; T 2 L (F ;L (E;F )) por

A (x; y) := ' (y)u (x) e T (z) (y) := ' (y) z:

Segue que
(T � u) (x) (y) = T (u (x)) (y) = ' (y)u (x) = A (x; y) = I1 (A) (x) (y) :

Portanto I1 (A) 2 I1 (E;L (E;F )) : Por outro lado, como

I2 (A) (y) = A (�; y) = ' (y)u;

então I2 (A) é de tipo �nito. Logo I2 (A) 2 I2 (E;L (E;F )) e portanto A 2 [I1; I2]
�
2E;F

�
: Como

[I1; I2] é simétrico, segue que As 2 [I1; I2]
�
2E;F

�
:

A�rmamos que
2I (As) = I1 (A) + I2 (A) :

De fato,

A (x; y) = I1 (A) (x) (y)

A (x; y) = I2 (A) (y) (x) :

Logo

2I (As) (x) (y) = 2As(x; y) (2.2)

= 2

�
A(x; y) +A(y; x)

2

�
= A (x; y) +A (y; x)

= I1 (A) (x) (y) + I2 (A) (x) (y) :

Como I(As) 2 I2 (E;L (E;F )) e I2(A) 2 I2 (E;L (E;F )) ; segue, de (2.2), que

I1 (A) 2 I2 (E;L (E;F )) :

De�na o operador linear

U : L (E;F ) �! F

U (v) := v (a) :

Para qualquer x 2 E; temos

(U � I1 (A)) (x) = U (I1 (A) (x)) = I1 (A) (x) (a) = A (x; a) = ' (a)u (x) = u (x) :

Assim
U � I1 (A) = u:

Da propriedade de ideal, segue que u 2 I2 (E;F ) e portanto I1 � I2: A outra inclusão é análoga.
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Teorema 2.2.2 Sejam I1; :::; Im ideais de operadores. As seguintes a�rmações são equivalentes:
(a) [I1; :::; Im] é um ideal simétrico de aplicações multilineares;
(b) [I1; :::; Im] =

�
I�(1); :::; I�(m)

�
para toda permutação � do conjunto f1; :::;mg ;

(c) I1 = I2 = � � � = Im:

Demonstração. (c)) (b) Óbvio.
(b)) (a) Seja A 2 [I1; :::; Im] (mE;F ) : Então, usando (b), segue que A 2

�
I�(1); :::; I�(m)

�
(mE;F )

para toda � 2 Sm: Portanto Ij (A) 2 Ik
�
E;L

�
m�1E;F

��
para todo j; k = 1; :::;m: Fixe uma

permutação � e considere o operador R� : L
�
m�1E;F

�
�! L

�
m�1E;F

�
de�nido por

R� (B) (x2; :::; xm) := B

�
x�(1);

[��1(1)]::: ; x�(m)

�
:

Para quaisquer x1; :::; xm 2 E, temos

m!I (As) (x1) (x2; :::; xm) =
X
�2Sm

A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
=
X
�2Sm

I��1(1) (A) (x1)

�
x�(1);

[��1(1)]::: ; x�(m)

�
=
X
�2Sm

R�
�
I��1(1) (A) (x1)

� �
x�(2); :::; x�(m)

�
=
X
�2Sm

�
R� � I��1(1) (A) (x1)

�
(x2; :::; xm) :

Logo
m!I (As) =

X
�2Sm

R� � I��1(1) (A) :

Como I��1(1) (A) 2 Ik para toda � 2 Sm e todo k = 1; :::;m, temos I (As) 2 Ik
�
E;L

�
m�1E;F

��
para

todo k. Segue que As 2 [I1; :::; Im] (mE;F ) e portanto [I1; :::; Im] é um ideal simétrico de aplicações
multilineares.
(a)) (c) Pelo Lema 2.2.1, podemos assumirm � 3. Fixe j 2 f2; 3; :::;mg e seja T 2 [I1; Ij ]

�
2E;F

�
(novamente podemos supor E;F 6= f0g). Fixe ' 2 E0, a 2 E tais que ' (a) = 1 e de�na A 2 L (mE;F )
e  1 : L (E;F ) �! L

�
m�1E;F

�
por

A (x1; :::; xm) := ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm)T (x1; xj) ;

 1 (S) (x2; :::; xm) := ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm)S (xj) ;

onde \' (xj) signi�ca que ' (xj) não está envolvido no produto. Temos que

( 1 � I1 (T )) (x1) (x2; :::; xm) =  1 (I1 (T ) (x1)) (x2; :::; xm)

= ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm) I1(T ) (x1) (xj)

= ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm)T (x1; xj)
= A (x1; :::; xm) = I1 (A) :

Logo
I1 (A) 2 I1

�
E;L

�
m�1E;F

��
: (2.3)

De�na U : L
�
m�1E;F

�
�! L

�
m�1E;F

�
por

U (B) (x2; :::; xm) := B (x3; :::; xj�1; xj ; x2; xj+1; :::; xm) :
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Para quaisquer x1; :::; xm 2 E, temos

U �  1 � I2 (T ) (xj)
�
x1;

[j]:::; xm

�
= U ( 1 � I2 (T ) (xj))

�
x1;

[j]:::; xm

�
=  1 (I2 (T ) (xj)) (x2; :::; xj�1; x1; xj+1; :::; xm)

= ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm) I2(T ) (xj) (x1)

= ' (x2) � � �\' (xj) � � �' (xm)T (x1; xj)

= A (x1; :::; xm) = Ij (A) (xj)
�
x1;

[j]:::; xm

�
:

Portanto
Ij (A) = U �  1 � I2 (T ) :

Como I2(T ) 2 Ij (E;L (E;F )), segue que

Ij (A) 2 Ij
�
E;L

�
m�1E;F

��
:

Note que Ik (A) ; com k = 2; 3; :::;m e k 6= j; é um operador de tipo �nito. De fato,

Ik (A) (xk)
�
x1;

[k]:::; xm

�
= A(x1; :::; xm) = ' (xk)

mY
l=2
l 6=k;j

' (xl)T (x1; xj) :

Logo
Ik (A) (xk) = ' (xk)Z;

com ' 2 E0 e

Z(x1;
[k]:::; xm) =

mY
l=2
l 6=k;j

' (xl)T (x1; xj) :

Logo, Z 2 L
�
m�1E;F

�
e conseqüentemente Ik (A) é de tipo �nito. Assim, de (2.3) e do que acabamos

de provar, segue que
Ik (A) 2 Ik

�
E;L

�
m�1E;F

��
para todo k = 1; :::;m e portanto

A 2 [I1; :::; Im] (mE;F ) :

Usando nossa hipótese, segue que As 2 [I1; :::; Im] (mE;F ) : Ora,

As (x1; :::; xm) =
1

m!

X
�2Sm

A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
(2.4)

=
1

2(m!)

X
�2Sm

�
A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
+A

�
x�(j); x�(2); :::; x�(1); :::; x�(m)

��
=

1

2(m!)

X
�2Sm

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

� �
T
�
x�(1); x�(j)

�
+ T

�
x�(j); x�(1)

��
=

1

m!

X
�2Sm

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
Ts
�
x�(1); x�(j)

�
:

De�nindo
�m := f� 2 Sm;� (1) = 1 ou � (j) = 1g ;
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de (2.4) temos

m!I (As) (x1) (x2; :::; xm) =
X
�2�m

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
I (Ts)

�
x�(1)

� �
x�(j)

�
(2.5)

+
X
�=2�m

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
I (Ts)

�
x�(1)

� �
x�(j)

�
:

O operador linear V 2 L
�
E;L

�
m�1E;F

��
de�nido por

V (x1) (x2; :::; xm) :=
X
�=2�m

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
I (Ts)

�
x�(1)

� �
x�(j)

�
é de tipo �nito. Com efeito,

V (x1) = ' (x1)h;

com h 2 L
�
m�1E;F

�
dada por

h (x2; :::; xm) =
X
�=2�m

0@ Y
l 6=1;j;��1(1)

'
�
x�(l)

�
T (x�(1); x�(j))

1A :

Como m!I (As) 2 Ik
�
E;L

�
m�1E;F

��
para todo k = 1; :::;m; de (2.5) segue que o operador

R : E �! L
�
m�1E;F

�
dado por

R (x1) (x2; :::; xm) :=
X
�2�m

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
I (Ts)

�
x�(1)

� �
x�(j)

�
pertence a Ik

�
E;L

�
m�1E;F

��
para todo k = 1; :::;m: De�na f : L

�
m�1E;F

�
�! L (E;F ) por

f (B) (y) := B (y; a; :::; a) :

Daí
[(f �R) (x)] (y) = f (R (x)) (y) = R (x) (y; a; :::; a) :

Então, existem constantes k1 e k2; não nulas, tais que para quaisquer x; y 2 E,

[(f �R) (x)] (y) = k1I (Ts) (x) (y) + k2' (y) I (Ts) (x) (a) : (2.6)

Seja g : L
�
m�1E;F

�
�! F de�nida por

g (B) := B (a; :::; a) :

Como
(g � I (As)) (x) = g (I (As) (x)) = I (As) (x) (a; :::; a) = As (x; a; :::; a) ;
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e

As (x1; :::; xm) =
1

m!

X
�2Sm

A
�
x�(1); :::; x�(m)

�

=
1

m!

0BB@ X
�2Sm
�(1)=1

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
T (x1; x�(j))

+
X
�2Sm
�(j)=1

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
T (x�(1); x1)

+
X
�2Sm
�(j) 6=1
�(1) 6=1

'
�
x�(2)

�
� � � \'

�
x�(j)

�
� � �'

�
x�(m)

�
T (x�(1); x�(j))

1CCCCA ;

segue que, para todo x 2 E; temos

(g � I (As)) (x) = As(x; a; :::; a)

=
1

m!
(m� 1)!T (x; a) + 1

m!
(m� 1)!T (a; x) + 1

m!
[m!� 2 (m� 1)!]' (x)T (a; a)

=
1

m
T (x; a) +

1

m
T (a; x) +

m� 2
m

' (x)T (a; a) :

Como g � I (As) 2 Ik (E;F ) para todo k, e ' (�)T (a; a) é um operador de tipo �nito, então
(T (�; a) + T (a; �)) 2 Ik (E;F ) para todo k: Finalmente, seja  2 : F �! L (E;F ) dada por

 2 (z) (x) := ' (x) z:

Veja que

 2 (T (x; a) + T (a; x)) (y) = ' (y) (T (x; a) + T (a; x)) (2.7)

= 2' (y)Ts (x; a)

= 2' (y) I (Ts) (x) (a) :

De (2.6) e (2.7) temos

[(f �R) (x)] (y) = k1I (Ts) (x) (y) +
k2
2
 2 (T (x; a) + T (a; x)) (y) ;

para quaisquer x; y 2 E. Logo

f �R = k1I (Ts) +
k2
2
 2 � (T (�; a) + T (a; �)) :

Como R 2 Ik
�
E;L

�
m�1E;F

��
e como (T (�; a) + T (a; �)) 2 Ik (E;F ) ; pela Propriedade de Ideal segue

que I (Ts) 2 Ik (E;L (E;F )) para todo k. Logo Ts 2 [I1; Ij ]
�
2E;F

�
e portanto [I1; Ij ] é simétrico.

Segue do Lema 2.2.1 que I1 = Ij para j = 2; 3; :::;m:

2.3 Estudo da simetria de L (I1; :::; Im)

Nesta seção usaremos um pouco da teoria de produtos tensoriais em espaços de Banach. Precisamente,
usaremos o seguinte resultado: Se A 2 L(G1; :::; Gm;F ); então existe um espaço de Banach,
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denotado por G1
̂� � � � 
̂�Gm (cujos elementos são chamados de tensores, dentre os quais estão
elementos denotados por x1 
 � � � 
 xm, chamados de tensores elementares), e uma aplicação linear
AL : G1
̂� � � � 
̂�Gm ! F tais que

AL(x1 
 � � � 
 xm) = A(x1; :::; xm):

Por motivos óbvios, AL é chamada de linearização de A. Para mais detalhes sobre a teoria de produtos
tensoriais em espaços de Banach, sugerimos [11, 29].

Teorema 2.3.1 Sejam I1; :::; Im ideais de operadores. As seguintes a�rmações são equivalentes:
(a) L (I1; :::; Im) é um ideal simétrico de aplicações multilineares;
(b) L (I1; :::; Im) = L

�
I�(1); :::; I�(m)

�
para toda permutação � 2 Sm;

(c) I1 = � � � = Im:

Demonstração. (c)) (b) : É claro.
(b) ) (a) : Seja A 2 L (I1; :::; Im) (mE;F ) : Então, existem espaços de Banach G1;:::; Gm;

operadores lineares uj 2 Ij (E;Gj) ; j = 1; :::;m; e uma aplicação multilinear contínua B 2
L (G1; :::; Gm;F ) tais que A = B � (u1; :::; um) : Dada � 2 Sm, de�na

A� : E � � � � � E �! F e B� : G��1(1) � � � � �G��1(m) �! F

por

A� (x1; :::; xm) := A
�
x�(1); :::; x�(m)

�
;

B� (y1; :::; ym) := B
�
y�(1); :::; y�(m)

�
:

Note que B� está bem de�nida, pois

yj 2 G��1(j) para todo j = 1; :::;m, y�(j) 2 Gj para todo j = 1; :::;m:

Como uj : E �! Gj , temos u��1(j) : E �! G��1(j). É fácil ver que

A� = B�
�
u��1(1); :::; u��1(m)

�
:

De fato,

B�
�
u��1(1); :::; u��1(m)

�
(x1; :::; xm) = B�

�
u��1(1) (x1) ; :::; u��1(m) (xm)

�
= B

�
u1
�
x�(1)

�
; :::; um

�
x�(m)

��
= A

�
x�(1); :::; x�(m)

�
= A� (x1; :::; xm) :

Logo
A� 2 L

�
I��1(1); :::; I��1(m)

�
(mE;F ) = L (I1; :::; Im) (mE;F )

para toda permutação � 2 Sm: Como
m!As =

P
�2Sm

A�;

segue que As 2 L (I1; :::; Im) (mE;F ) e portanto L (I1; :::; Im) é um ideal simétrico de aplicações
multilineares.
(a) ) (c) : No que segue, será claro que podemos supor E 6= f0g : Sejam i; j 2 f1; 2; :::;mg e u 2

Ii (E;F ) : Fixe ' 2 E0; a 2 E tais que ' (a) = 1 e de�na A 2 L (mE;F ) ; B 2 L (K; :::;K; F;K; :::;K;F )
por (

A (x1; :::; xm) := ' (x1) � � �\' (xi) � � �' (xm)u (xi) ;
B (�1; :::; �i�1; z; �i+1; :::; �m) := �1 � � � b�i � � ��mz:
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Como

B � ('; :::; u; :::; ') (x1; :::; xm) = B (' (x1) ; :::; u (xi) ; :::; ' (xm))

= ' (x1) � � �\' (xi) � � �' (xm)u (xi) = A (x1; :::; xm) ;

temos que
A = B � ('; :::; '; u; '; :::; ') ;

e daí A 2 L (I1; :::; Im) (mE;F ) : Sendo L (I1; :::; Im) um ideal simétrico, segue que

As 2 L (I1; :::; Im) (mE;F ) :

Então existem espaços de Banach G1; :::; Gm, operadores lineares vj 2 Ij (E;Gj) e uma aplicação
multilinear contínua C 2 L (G1; :::; Gm;F ) tais que

As = C � (v1; :::; vm) :

Seja
CL : G1
̂� � � � 
̂�Gm �! F : CL (x1 
 � � � 
 xm) = C (x1; :::; xm) :

Considere também o operador linear ij : Gj �! G1
̂� � � � 
̂�Gm de�nido por

ij (z) := v1 (a)
 � � � 
 vj�1 (a)
 z 
 vj+1(a)
 � � � 
 vm (a) :

Assim

CL � ij � vj (x) = CL (ij (vj (x)))

= CL (v1 (a)
 � � � 
 vj�1 (a)
 vj (x)
 vj+1(a)
 � � � 
 vm (a))
= C (v1 (a) ; :::; vj�1 (a) ; vj (x) ; vj+1(a); :::; vm (a))

= As (a; :::; a; x; a; :::; a)

=
1

m!

X
�2Sm

A� (a; :::; a; x; a; :::; a)

= K1u (x) +K2' (x)u (a) ;

onde K1;K2 são constantes positivas. Como vj 2 Ij (E;Gj) e ' (�)u (a) é um operador de tipo �nito,
segue que u 2 Ij (E;F ). Portanto Ii � Ij e, como i e j são arbitrários, temos a igualdade.
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Capítulo 3

O ideal dos Operadores
Absolutamente (p; q)-Somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes surgiu na década de 50, a partir das idéias inovadoras
de Grothendieck [15]. Desde então, principalmente a partir do �nal da década de 60, com o famoso
artigo de Lindenstrauss e Pe÷czyński [18], a teoria de operadores absolutamente somantes tornou-se
um tema central na Análise Funcional. Na década de 80, com o trabalho de Pietsch [27], operadores
absolutamente somantes começaram a ser generalizados para o contexto não-linear e, nessa direção, o
estudo de ideais de polinômios/ aplicações n-lineares absolutamente somantes tem um papel central.

3.1 Teoria Linear

De�nição 3.1.1 Sejam 1 � p < 1 e E um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)
1
n=1 em E é

fortemente p-somável se a seqüência de escalares correspondente (kxnk)1n=1 estiver em lp:

Denotamos por lp (E) o espaço vetorial de todas as seqüências fortemente p-somáveis em E: Uma
norma natural em lp (E) é dada por

k(xn)1n=1kp :=
 1X
n=1

kxnkp
! 1

p

:

Não é difícil mostrar que
�
lp (E) ; k�kp

�
é completo. A demonstração é uma adaptação simples da

demonstração de que lp é completo.

De�nição 3.1.2 Sejam 1 � p < 1 e E um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)
1
n=1 em E é

fracamente p-somável se a seqüência de escalares (' (xn))
1
n=1 estiver em lp (E) para todo ' 2 E0:

Denotamos por lwp (E) o conjunto de todas as seqüências fracamente p-somáveis em E. Uma norma
natural em lwp (E) é dada por

k(xn)1n=1kw;p := sup
'2BE0

 1X
n=1

j' (xn)jp
! 1

p

: (3.1)

50



Usando o Teorema do Grá�co Fechado é possível demonstrar que lwp (E) ; com a norma dada em
(3.1), é um espaço de Banach (veja [13] ou [31] para mais detalhes em português).
Se u : E ! F é um operador linear limitado entre espaços de Banach e 1 � p < 1, as

correspondências

bus : lp (E)! lp (F ) : (xn)
1
n=1 ! (u (xn))

1
n=1buw : lwp (E)! lwp (F ) : (xn)

1
n=1 ! (u (xn))

1
n=1

sempre são operadores lineares limitados: Com efeito, se (xn)
1
n=1 2 lp (E), então

kbus ((xn)1n=1)kp = k(u (xn))1n=1kp � kuk k(xn)1n=1kp : (3.2)

De modo análogo pode-se mostrar que buw está bem de�nido. É claro que bus e buw são lineares e, por
(3.2), bus é contínua. Como

ku (x)k = kbus (x; 0; 0; :::)kp � kbusk kxk ; (3.3)

segue de (3.2) e de (3.3) que kbusk = kuk (também não é difícil mostrar que kbuwk = kuk): Se
1 � q � p <1, então as correspondências

bus : lq (E)! lp (F ) : (xn)
1
n=1 ! (u (xn))

1
n=1buw : lwq (E)! lwp (F ) : (xn)

1
n=1 ! (u (xn))

1
n=1

também são operadores lineares limitados. De fato, para qualquer (xn)
1
n=1 2 lq (E) ; temos

kbus ((xn)1n=1)kp = k(u (xn))1n=1kp � kuk k(xn)1n=1kp � kuk k(xn)1n=1kq :
O caso particularmente interessante é quando este processo induz um operador linear limitado de
lwq (E) em lp (F ) : Neste caso, temos a seguinte de�nição:

De�nição 3.1.3 Sejam 1 � p; q < 1 e u : E �! F um operador linear contínuo entre espaços de
Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p; q)-somante) se existir um operador
induzido

û : lwq (E)! lp (F )

(xn)
1
n=1 ! (u (xn))

1
n=1 :

Mais geralmente, dizemos que uma função f : E ! F; tal que f (0) = 0; é absolutamente (p; q)-somante
se

(f (xn))
1
n=1 2 lp (F )

sempre que (xn)
1
n=1 2 lwq (E) :

Denotamos por
Q
p;q (E;F ) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente (p; q)-

somantes de E em F: É fácil ver que
Q
p;q (E;F ) é subespaço vetorial de L (E;F ) :

Proposição 3.1.4 Seja u 2 L (E;F ) : São equivalentes:
(i) u é (p; q)-somante;
(ii) Existe C > 0 tal que 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� C sup
'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

; (3.4)
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para quaisquer x1; :::; xn em E e n natural;
(iii) Existe C > 0 tal que 1X

k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� C sup
'2BE0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

sempre que (xk)
1
k=1 2 lwq (E) :

Demonstração. (i) ) (ii) Suponha que u seja (p; q)-somante. Vamos mostrar que û tem grá�co
fechado. De fato, seja (xn)

1
n=1 uma seqüência de termos em lwq (E) (note que para cada n natural, temos

xn = (x
(j)
n )1j=1 2 lwq (E)); com (xn)

1
n=1 convergindo para

�
x(j)

�1
j=1

em lwq (E) e û (xn) convergindo para�
y(j)
�1
j=1

em lp (F ) : Como (xn)
1
n=1converge para

�
x(j)

�1
j=1

; dado " > 0; existe n0 natural, tal que

n > n0 )



x(j)n � x(j)




 � 



�x(j)n �1j=1 � �x(j)�1j=1





w;q

< "

para todo j = 1; 2; :::: Logo x(j)n
n!1�! x(j) para todo j = 1; 2; :::: Note que�

y(j)
�1
j=1

= lim
n!1

û (xn) = lim
n!1

�
u
�
x(j)n

��1
j=1

:

Segue que

lim
n!1

u
�
x(j)n

�
= y(j)

para todo j 2 N e, como u é contínua, temos que y(j) = u
�
x(j)

�
para todo j 2 N: Logo�

y(j)
�1
j=1

=
�
u
�
x(j)

��1
j=1

= û

��
x(j)

�1
j=1

�
:

Como û é linear, pelo Teorema do Grá�co Fechado, û é contínua. Portanto, para qualquer seqüência
�nita x1; :::; xn em E; 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= k(u (xk))nk=1kp = kû ((xk)
n
k=1)kp (3.5)

� kûk k(xk)nk=1kw;q = kûk sup
'2BE0

 
nX
i=1

j' (xi)jq
! 1

q

:

(ii)) (iii) Seja (xj)
1
j=1 2 lwq (E) : Então, usando (ii), temos




(u (xj))1j=1



p
=

0@ 1X
j=1

ku (xj)kp
1A 1

p

= sup
n

0@ nX
j=1

ku (xj)kp
1A 1

p

(3.6)

� sup
n
C sup
'2BE0

0@ nX
j=1

j' (xj)jq
1A 1

q

= C sup
'2BE0

sup
n

0@ nX
j=1

j' (xj)jq
1A 1

q

= C sup
'2BE0

0@ 1X
j=1

j' (xj)jp
1A 1

q

= C



(xj)1j=1




w;q
:

(iii)) (i) De (iii) segue facilmente que û
�
(xj)

1
j=1

�
2 lp (F ) sempre que (xj)1j=1 2 lwq (E).
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Proposição 3.1.5 O ín�mo dos C que veri�cam a desigualdade (3.4) de�ne uma norma emQ
p;q (E;F ), denotada por �p;q (u). Temos ainda �p;q (u) = kûk e, portanto, o ín�mo ainda satisfaz a

desigualdade (3.4).

Demonstração. É claro que

�p;q (u) � 0 para todo u 2
Y

p;q
(E;F ) ;

e
�p;q (u) = 0, u = 0:

Para qualquer � 2 K, temos 
nX
k=1

k�u (xk)kp
! 1

p

= j�j
 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� j�j�p;q (u) sup
'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

Daí
�p;q (�u) � j�j�p;q (u) : (3.7)

Por outro lado, de  
nX
k=1

k�u (xk)kp
! 1

p

� �p;q (�u) sup
'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

temos  
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� 1

j�j�p;q (�u) sup'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

Logo

�p;q (u) �
1

j�j�p;q (�u) ; (3.8)

e, de (3.7) e (3.8), segue que
j�j�p;q (u) = �p;q (�u) :

Agora, sejam u e v em
Q
p;q (E;F ) : Pela Proposição 3.1.4, temos 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� �p;q (u) sup
'2BE0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

(3.9)

e  1X
k=1

kv (xk)kp
! 1

p

� �p;q (v) sup
'2BE0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

; (3.10)

sempre que (xk)
1
k=1 2 lwq (E). Usando a Desigualdade de Minkowski, temos 1X

k=1

k(u+ v) (xk)kp
! 1

p

�
 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

+

 1X
k=1

kv (xk)kp
! 1

p

e segue de (3.9) e (3.10) que
�p;q (u+ v) � �p;q (u) + �p;q (v) :

Portanto �p;q (�) é uma norma em
Q
p;q (E;F ) :
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Note ainda que

kûk = sup
k(xj)1j=1kw;p�1




û�(xj)1j=1�



p
= sup
k(xj)1j=1kw;p�1

0@ 1X
j=1

ku (xj)kp
1A 1

p

(3.11)

� sup
k(xj)1j=1kw;p�1

�p;q (u)



(xj)1j=1




w;q
= �p;q (u) :

Segue de (3.5) e de (3.11) que �p;q (u) = kûk :

Denotamos por
Q
p;q a subclasse da classe de todos os operadores lineares entre espaços de Banach

que são absolutamente (p; q)-somantes.

Teorema 3.1.6 Se 1 � q � p <1, então
�Q

p;q; �p;q

�
é um ideal normado de operadores lineares.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach. Já vimos que
Q
p;q (E;F ) é um espaço vetorial

normado: Vamos mostrar que
Q
p;q (E;F ) contém os operadores de posto �nito. Para isso, vamos

mostrar que
u : E �! F : u (x) = ' (x) y

com ' 2 E0 e y 2 F; pertence a
Q
p;q (E;F ) : De fato, sejam x1; :::; xm em E: Caso ' = 0; é claro que

u 2
Q
p;q (E;F ) : Suponha ' 6= 0: Então 

mX
n=1

ku (xn)kp
! 1

p

=

 
mX
n=1

ky' (xn)kp
! 1

p

(3.12)

= kyk k'k
 

mX
n=1

j' (xn)jp

k'kp

! 1
p

� kyk k'k sup
 2BE0

 
mX
n=1

j (xn)jp
! 1

p

� kyk k'k sup
 2BE0

 
mX
n=1

j (xn)jq
! 1

q

:

Portanto u é (p; q)-somante. Temos ainda da Observação 3.1.7 que

kyk k'k = kuk � �p;q (u)

e, de (3.12), �p;q (u) � kyk k'k : Portanto,

kyk k'k = �p;q (u) :

Para u 2 Lf (E;F ) ; temos

u =
mX
j=1

'j (�) yj com 'j 2 E0 e y 2 F:

Como 'j (�) yj 2
Q
p;q (E;F ) para cada j = 1; :::;m; segue que u 2

Q
p;q (E;F ) :

Agora, sejam w 2 L (E0;E) ; v 2
Q
p;q (E;F ) e u 2 L (F ;F0) : Considere os operadores

ŵw : lwq (E0) �! lwq (E)

v̂ : lwq (E) �! lp (F )

ûs : lp (F ) �! lp (F0) :
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Note que
kŵwk = kwk ; kv̂k = �p;q (v) e kûsk = kuk :

Perceba ainda que, se (xn)
1
n=1 2 lwq (E0), temos

ûsv̂ŵw ((xn)
1
n=1) = ûsv̂ ((w (xn))

1
n=1) (3.13)

= ûs (vw (xn))
1
n=1

= (uvw (xn))
1
n=1 = duvw ((xn)1n=1) :

Portanto duvw = ûsv̂ŵw : lwq (E0) �! lp (F0) está bem de�nido e, assim, uvw 2
Q
p;q (E0; F0), com

�p;q (uvw) = kduvwk � kûsk kv̂k kŵwk = kuk�p;q (v) kwk :
Finalmente, provemos que �p;q (idK) = 1: Para qualquer x em K; temos

kxk = k(x; 0; 0; :::)kp = k(idKx; 0; 0; :::)kp (3.14)

� �p;q (idK) k(x; 0; 0; :::)kw;q = �p;q (idK) kxk ; 8x 2 K;

e, para qualquer (xn)
1
n=1 em lwq (K) ; obtemos0@ 1X

j=1

jidK (xj)jp
1A 1

p

�

0@ 1X
j=1

jidK (xj)jq
1A 1

q

(3.15)

=

0@ 1X
j=1

jxj jq
1A 1

q

= sup
'2BK0

0@ 1X
j=1

j' (xj)jq
1A 1

q

8 (xj)1j=1 2 l
w
p (K):

Logo 1
(3.14)
� �p;q (idK)

(3.15)
� 1:

Observação 3.1.7 Se u 2
Q
p;q (E;F ), pela Proposição 1.1.7 e pelo Teorema 3.1.6 segue que

kuk � �p;q (u) :

Proposição 3.1.8 Se 1 � q � p < 1, então
�Q

p;q; �p;q

�
é um ideal de Banach. Mais ainda, é um

ideal injetivo.

Demonstração. Seja (un)
1
n=1 uma seqüência de Cauchy em

�Q
p;q (E;F ) ; �p;q

�
: Como k�k � �p;q (�),

temos que (un)
1
n=1 é uma seqüência de Cauchy em L (E;F ). Seja u 2 L (E;F ) tal que

lim
n!1

un = u:

Como cada un é (p; q)-somante, segue que, para todo n natural, o operador ûn : lwq (E) ! lp (F )

está bem de�nido. Como kûnk = �p;q (un) ; temos que (ûn)
1
n=1 é de Cauchy em L

�
lwq (E) ; lp (F )

�
.

Logo, (ûn)
1
n=1 converge para algum w 2 L

�
lwq (E) ; lp (F )

�
: Assim, dado " > 0; existe n0 natural, tal

que

n � n0 ) sup
k(xj)1j=1kw;q�1




ûn �(xj)1j=1�� w �(xj)1j=1�



p
< ": (3.16)

Logo

n � n0 )



ûn �(xj)1j=1�� w �(xj)1j=1�




p
< "




(xj)1j=1



w;q

(3.17)
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para cada (xj)
1
j=1 2 lwq (E) :

Seja (xj)
1
j=1 2 lwq (E) e de�na

(yj)
1
j=1 := w

�
(xj)

1
j=1

�
2 lp (F ) : (3.18)

De (3.17) temos

n � n0 )

0@ 1X
j=1

kun (xj)� yjkp
1A 1

p

=



(un (xj))1j=1 � (yj)1j=1




p
< "




(xj)1j=1



w;q

: (3.19)

De (3.19) temos

n � n0 ) kun (xj)� yjk < "



(xj)1j=1




w;q
, 8j 2 N: (3.20)

Assim, para todo j 2 N,
lim
n!1

un (xj) = yj :

Como un converge para u, temos

lim
n!1

un (xj) = u (xj) (3.21)

para todo j 2 N, e segue que
u (xj) = yj (3.22)

para todo j 2 N: Note que, de (3.18) e (3.22), obtemos

(u (xj))
1
j=1 = (yj)

1
j=1 = w

�
(xj)

1
j=1

�
2 lp(F ) 8 (xj)1j=1 2 l

w
q (E) :

Logo

û : lwq (E)! lp (F ) : û
�
(xj)

1
j=1

�
= (u(xj))

1
j=1

está bem de�nido e portanto u é (p; q)-somante. De (3.19) e (3.22) segue que

n � n0 )

0@ 1X
j=1

kun (xj)� u(xj)kp
1A 1

p

< "



(xj)1j=1




w;q

e, como u 2
Q
p;q (E;F ) ; temos un ! u em

�Q
p;q (E;F ) ; �p;q

�
: Logo

�Q
p;q; �p;q

�
é um ideal de

Banach.
Agora vamos mostrar que

�Q
p;q; �p;q

�
é injetivo. Sejam u 2

Q
p;q (E;F ) e v 2 L (F ;G) um

isomor�smo isométrico sobre a imagem. Então8><>:
�Pn

j=1 ku (xj)k
p
� 1
p

=
�Pn

j=1 kv (u (xj))k
p
� 1
p � �p;q (v � u)




(xj)nj=1



w;q�Pn

j=1 kv (u (xj))k
p
� 1
p

=
�Pn

j=1 ku (xj)k
p
� 1
p � �p;q (u)




(xj)nj=1



w;q

e daí segue que �p;q (u) � �p;q (v � u) � �p;q (u) :
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Teorema 3.1.9 (Teorema da Inclusão) Suponha que 1 � qj � pj < 1 (j = 1; 2) satisfazem
q1 � q2; p1 � p2 e 1

q1
� 1

p1
� 1

q2
� 1

p2
. EntãoY
p1;q1

(E;F ) �
Y

p2;q2
(E;F )

para quaisquer espaços de Banach E e F . Mais ainda, para u 2
Q
p1;q1

(E;F ) temos

�p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) :

Demonstração. Podemos supor que q1 < q2, pois o caso q1 = q2 é simples. Nesse caso, devemos ter
também p1 < p2, e assim podemos de�nir 1 < q; p <1 por

1

q
=
1

q1
� 1

q2
e
1

p
=
1

p1
� 1

p2
:

Sejam u em
Q
p1;q1

(E;F ) e x1; :::; xn em E. Então, para �k = kuxkkp2=p (1 � k � n) ; temos

ku (�kxk)kp1 =



u�kuxkkp2=p xk�


p1 = �kuxkk kuxkkp2=p�p1 = kuxkkp2 :

Como u é (p1; q1)-somante, então 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

=

 
nX
k=1

ku (�kxk)kp1
! 1

p1

� �p1;q1 (u) sup
'2BE0

 
nX
k=1

�q1k j' (xk)j
q1

! 1
q1

:

Pela Desigualdade de Hölder para os conjugados q
q1
e q2
q1
, segue que

 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

� �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

�qk

! 1
q

sup
'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq2
! 1

q2

= �p1;q1 (u) k(�k)
n
k=1kq k(xk)

n
k=1kw;q2 :

Como p � q, temos  
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

� �p1;q1 (u) k(�k)
n
k=1kp k(xk)

n
k=1kw;q2

= �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

�pk

! 1
p

k(xk)nk=1kw;q2

= �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p

k(xk)nk=1kw;q2 :

Segue facilmente que  
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p2

� �p1;q1 (u) k(xk)
n
k=1kw;q2 :

Logo u 2
Q
p2;q2

(E;F ) e �p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) :
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3.2 Teoria Multilinear e Polinomial relacionada a Operadores
Absolutamente Somantes

Aplicações multilineares e polinômios que são absolutamente somantes em um dado ponto (e também
em todo ponto) foram introduzidas por M. Matos [19], e desenvolvidas em [5, 10, 24, 25, 26].
Um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers, que a�rma que em qualquer espaço de Banach de dimensão

in�nita existe uma sequência incondicionalmente somável que não é absolutamente somável, é válido
para polinômios absolutamente somantes em todo ponto (veja [19]), mas não vale para polinômios
absolutamente somantes (na origem). Nesta seção mostraremos um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers
que vale para polinômios absolutamente somantes em dado ponto não nulo. Veremos também um
teorema semelhante para aplicações multilineares absolutamente somantes. De�niremos ainda uma
norma natural para os ideais de polinômios e aplicações multilineares absolutamente somantes em
todo ponto. Os resultados desta seção, em sua maioria, aparecem em [1].

De�nição 3.2.1 Sejam m 2 N, p; q1; :::; qm � 1 e E1; :::; Em,F espaços de Banach. Uma aplicação
multilinear contínua T : E1�� � ��Em �! F é absolutamente (p; q1; :::; qm)-somante, (ou (p; q1; :::; qm)-
somante) no ponto (a1; :::; am) 2 E1 � � � � � Em quando,�

T
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)

�1
j=1

2 lp (F )

sempre que
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (Es) ; s = 1; :::;m:

Observação 3.2.2 No caso de uma aplicação A : E1�E2 ! F bilinear, quando p = q1 = 1 e q2 =1,
dizemos que A é absolutamente (1; 1;1)-somante (absolutamente (1; 1;1)-somante na origem) se
(A (xj ; yj))

1
j=1 2 l1 (F ) sempre que (xj)

1
j=1 2 l1 (E1) e (yj)

1
j=1 for limitada em E2. Este foi o caso

usado no Capítulo 2, para dar um exemplo de um ideal que não é simétrico.

Não é difícil provar que a classe de todas as aplicações multilineares de E1 � � � � � Em em F; que
são absolutamente (p; q1; :::; qm)-somantes em um dado ponto é um subespaço de L (E1; :::; Em;F ). De
fato, sejam T e A aplicações multilineares de E1�� � ��Em em F absolutamente (p; q1; :::; qm)-somantes
no ponto (a1; :::; am) em E1 � � � � � Em e k 2 K: Então�

T
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)

�1
j=1

2 lp (F )

e �
A
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
�A (a1; :::; am)

�1
j=1

2 lp (F ) ;

para qualquer
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (E) ; s = 1; :::;m: Logo�
(T + kA)

�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
� (T + kA) (a1; :::; am)

�1
j=1

=
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
+ kA

�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)� kA (a1; :::; am)

�1
j=1

=
�
T
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)

�1
j=1
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+k
�
A
�
a1 + x

(1)
j ; :::; am + x

(m)
j

�
�A (a1; :::; am)

�1
j=1

2 lp (F ) ;

para qualquer
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (E) ; s = 1; :::;m: Portanto T+kA é absolutamente (p; q1; :::; qm)-somante
em (a1; :::; am) 2 E1 � � � � � Em:
O espaço vetorial formado pelas aplicações multilineares de E1 � � � � � Em em F que são

(p; q1; :::; qm)-somantes em a 2 E1 � � � � � Em é denotado por L(a)as(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) : Quando
q1 = � � � = qm = q, nós escrevemos L(a)as(p;q) (E1; :::; Em;F ) : Uma aplicação multilinear de E1�� � ��Em
em F que é absolutamente (p; q1; :::; qm)-somante na origem é chamada simplesmente de absolutamente
(p; q1; :::; qm)-somante e o espaço veotrial de todas aplicações multilineares absolutamente (p; q1; :::; qm)-
somantes de E1 � � � � � Em em F é representado por Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ).
O espaço vetorial formado pelas aplicações multilineares de E1 � � � � � Em em F que são

absolutamente (p; q1; :::; qm)-somantes em todo ponto é denotado por Levas(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) :
Se p = q = q1 = � � � = qm; escrevemos Levas;p, Las;p e L

(a)
as;p, conforme o caso.

Proposição 3.2.3 T 2 Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal
que 0@ 1X

j=1




T �x(1)j ; :::; x
(m)
j

�


p
1A 1

p

� C

mY
s=1





�x(s)j �1j=1





w;qs

(3.23)

sempre que
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (Es) ; s = 1; :::;m: O ín�mo dos C tais que a desigualdade (3.23) é válida

de�nine uma norma em Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) e será denotada por �(p;q1;:::;qm) (�) :

Demonstração. De�na T̂ : lwq1 (E1)� � � � � l
w
qm (Em)! lp (F ) por

T̂

��
x
(1)
j

�1
j=1

; :::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

�
=
�
T
�
x
(1)
j ; :::; x

(m)
j

��1
j=1

:

Seja (xn)
1
n=1 uma seqüência em lwq1 (E1)� � � � � l

w
qm (Em) convergindo para

x =

��
x
(1)
j

�1
j=1

; :::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

�
e tal que

lim
n!1

T̂ (xn) = (zj)
1
j=1 2 lp(F ):

Para cada n natural, escrevemos

xn =

��
x
(1)
n;j

�1
j=1

; :::;
�
x
(m)
n;j

�1
j=1

�
2 lwq1 (E1)� � � � � l

w
qm (Em) :

Logo

lim
n!1

�
T
�
x
(1)
n;j ; :::; x

(m)
n;j

��1
j=1

= (zj)
1
j=1 (3.24)

e daí segue que

lim
n!1

T
�
x
(1)
n;j ; :::; x

(m)
n;j

�
= zj (3.25)

para todo j 2 N.
Dado " > 0; existe n0 2 N tal que

n > n0 ) kxn � xk < ":
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Note que

kxn � xk = max
1�k�m





�x(k)n;j�1
j=1

�
�
x
(k)
j

�1
j=1






w;qk

�




�x(k)n;j�1

j=1
�
�
x
(k)
j

�1
j=1






w;qk

para todo k = 1; :::;m. Daí

lim
n!1

�
x
(k)
n;j

�1
j=1

=
�
x
(k)
j

�1
j=1

, k = 1; :::;m:

Como para todo k = 1; :::;m e todo j 2 N,



�x(k)n;j�1
j=1

�
�
x
(k)
j

�1
j=1






w;qk

�



x(k)n;j � x(k)j 


 ;

segue que
�
x
(k)
n;j

�1
n=1

converge para x(k)j para todo j 2 N e k = 1; :::;m: Assim

lim
n!1

T
�
x
(1)
n;j ; :::; x

(m)
n;j

�
= T

�
x
(1)
j ; :::; x

(m)
j

�
: (3.26)

De (3.25) e (3.26) segue que

T
�
x
(1)
j ; :::; x

(m)
j

�
= zj (3.27)

para todo j 2 N. Logo

lim
n!1

T̂

��
x
(1)
n;j

�1
j=1

; :::;
�
x
(m)
n;j

�1
j=1

�
= lim
n!1

�
T
�
x
(1)
n;j ; :::; x

(m)
n;j

��1
j=1

(3.24)
= (zj)

1
j=1

(3.27)
=

�
T
�
x
(1)
j ; :::; x

(m)
j

��1
j=1

= T̂

��
x
(1)
j

�1
j=1

; :::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

�
:

Desse modo, pelo Teorema do Grá�co Fechado (Teorema 1.2.8), segue que T̂ é contínua.

Portanto, para
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (Es) ; s = 1; :::;m, temos0@ 1X
j=1




T �x(1)j ; :::; x
(m)
j

�


p
1A 1

p

=





�T �x(1)j ; :::; x
(m)
j

��1
j=1






p

(3.28)

=





T̂ ��x(1)j �1j=1 ; :::;�x(m)j

�1
j=1

�




p

�



T̂






�x(1)j �1j=1






w;q1

� � �




�x(m)j

�1
j=1






w;qm

:

A recíproca é clara.

Com a mesma idéia usada no caso linear, veri�ca-se que �(p;q1;:::;qm) (T ) =



T̂


 : É fácil ver que

�(p;q1;:::;qm) (T ) � 0 para qualquer T em Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) ; e que

�(p;q1;:::;qm) (T ) = 0,



T̂


 = 0, T = 0:

Para qualquer k 2 K

�(p;q1;:::;qm) (kT ) =



kT̂


 = jkj


T̂


 = jkj�(p;q1;:::;qm) (T ) ;
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e ainda, se T1; T2 2 Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ), temos

�(p;q1;:::;qm) (T1 + T2) =



T̂1 + T̂2


 � 


T̂1


+ 


T̂2


 = �(p;q1;:::;qm) (T1) + �(p;q1;:::;qm) (T2) :

Logo �(p;q1;:::;qm) (�) de�ne uma norma em Las(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) :

De�nição 3.2.4 Sejam p; q � 1; m 2 N e E;F espaços de Banach. Um polinômio m-homogêneo
contínuo P : E ! F é absolutamente (p; q)-somante, (ou (p; q)-somante) em a 2 E se

(P (a+ xj)� P (a))1j=1 2 lp (E)

para toda (xj)
1
j=1 2 lwq (E) :

Como acontece no caso de aplicações multilineares, é fácil veri�car que a classe de todos os
polinômios m-homogêneos P : E ! F absolutamente (p; q)-somantes em a 2 E, representada
por P(a)as(p;q) (

mE;F ), é um subespaço de P (mE;F ) : Os polinômios absolutamente (p; q)-somantes
em a = 0 são chamados simplesmente de absolutamente (p; q)-somantes, e o espaço vetorial de
todos os polinômios m-homogenêos absolutamente (p; q)-somantes de E em F é representado por
Pas(p;q) (mE;F ).
O espaço formado pelos polinômios m-homogêneos P : E ! F; absolutamente (p; q)-somantes em

todos os pontos, é denotado por Pevas(p;q) (mE;F ) : Se p = q; escrevemos Pevas;p, Pas;p e P
(a)
as;p, conforme

o caso.

3.2.1 Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers (TDR)

Enunciaremos abaixo o Teorema de Dvoretzy-Rogers (clássico). Sua demonstração pode ser encontrada
em vários textos especializados. Sugerimos [13] e, para uma exposição em português, sugerimos [3, 31].

Teorema 3.2.5 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja E um espaço de Banach de dimensão
in�nita. Então, para qualquer escolha de (�n)

1
n=1 2 l2 sempre existe uma seqüência incondicionalmente

somável (xn)
1
n=1 em E com kxnk = j�nj para todo n.

No nosso contexto, quando mencionamos o Teorema de Dvoretzky-Rogers �cará subentendido que
estamos nos referindo à versão fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers (veja [13, Theorem 2.18]):

Teorema 3.2.6 (Versão fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espaço de
Banach e 1 � p <1: Então idE é absolutamente p-somante se, e somente se, dimE <1:

O Teorema de Dvoretzky-Rogers para Aplicações Multilineares

Começamos mostrando algumas conexões entre L(a)as(p;q) (E1; :::; Em;F ) e L
(b)
as(p;q) (E1; :::; Em;F )

para a 6= b. Dados T 2 L (E1; :::; Em;F ) e a = (a1; :::; am) 2 E1 � � � � � Em, nós denotamos por Ta1 a
aplicação (m� 1)-linear de E2 � � � � � Em em F dada por

Ta1 (x2; :::; xm) = T (a1; x2; :::; xm) :
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Analogamente, de�nimos as aplicações (m� 1)-lineares Ta2 ; :::; Tam , as aplicações (m� 2)-lineares

Ta1;a2 = T (a1; a2; �; :::; �) ; :::; Tam�1;am = T (�; :::; �; am�1; am)

e as aplicações lineares

Ta1;:::;am�1 = T (a1; :::; am�1; �) ; :::; Ta2;:::;am = T (�; a2; :::; am) :

Proposição 3.2.7 Sejam a = (a1; :::; am) 2 E1�� � ��Em e T 2 L(a)as(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ). Então:
(i) Taj1 ;:::;ajr é (p; qk1 ; :::; qks)-somante, sempre que

f1; :::;mg = fj1; :::; jrg [ fk1; :::; ksg ;

com k1 � � � � � ks e fj1; :::; jrg \ fk1; :::; ksg = �;

(ii) T 2 L(b)as(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) para todo

b 2 f(�1a1; :::; �mam) ;�j 2 K; j = 1; :::;mg :

Em particular, T é (p; q1; :::; qm)-somante na origem.

Demonstração. (i) Para o operador linear Ta1;:::;am�1 ; observe que

Ta1;:::;am�1

�
x
(m)
j

�
= T

�
a1 + 0; a2 + 0; :::; am�1 + 0; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am) : (3.29)

Como T é (p; q1; :::; qm)-somante em a, de (3.29) temos que Ta1;:::;am�1 é (p; qm)-somante. Os casos
dos operadores Ta1;:::;am�2;am ; :::; Ta2;:::;am são análogos.
Para a aplicação bilinear Ta1;:::;am�2 ; observe que�

Ta1;:::;am�2

�
x
(m�1)
j ; x

(m)
j

��1
j=1

(3.30)

=
�
T
�
a1 + 0; a2 + 0; :::; am�2 + 0; am�1 + x

(m�1)
j ; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)

�1
j=1

�
�
T
�
a1; a2; :::; am�1; x

(m)
j

�
+ T

�
a1; a2; :::; am�2; x

(m�1)
j ; am

��1
j=1

=
�
T
�
a1 + 0; a2 + 0; :::; am�2 + 0; am�1 + x

(m�1)
j ; am + x

(m)
j

�
� T (a1; :::; am)

�1
j=1

�
�
Ta1;:::;am�1

�
x
(m)
j

�
+ Ta1;:::;am�2;am

�
x
(m�1)
j

��1
j=1

De (3.30), usando a hipótese e o caso anterior, segue que Ta1;:::;am�2 é (p; qm�1; qm)-somante. Os
outros casos de aplicações bilineares são análogas ao anterior. Procedendo de forma similar teremos
os demais casos.
(ii) Seja b = (�1a1; :::; �mam) :
Se �j 6= 0 para todo j, note que0@ 1X

j=1




T ��1a1 + x(1)j ; :::; �mam + x
(m)
j

�
� T (�1a1; :::; �mam)




p
1A 1

p

=

0@ 1X
j=1





T ��1a1 + �1
�1
x
(1)
j ; :::; �mam +

�m
�m

x
(m)
j

�
� T (�1a1; :::; �mam)





p
1A 1

p

= �1 � � ��m

0@ 1X
j=1





T �a1 + 1

�1
x
(1)
j ; :::; am +

1

�m
x
(m)
j

�
� T (a1; :::; am)





p
1A 1

p

:
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Portanto T é (p; q1; :::; qm)-somante em b = (�1a1; :::; �mam) ; �j 6= 0 para todo j:
Se �j = 0, para algum j; faremos o caso m = 3 (os casos m 6= 3 são similares):
Suponhamos que T é (p; q1; q2; q3)-somante em a = (a1; a2; a3) : De (i) ; sabemos que, na origem,

T é (p; q1; q2; q3)-somante, Ta1 é (p; q2; q3)-somante, Ta2 é (p; q1; q3)-somante, Ta3 é (p; q1; q2)-somante,
Ta1;a2 é (p; q3)-somante, Ta1;a3 é (p; q2)-somante e Ta2a3 é (p; q1)-somante.
�Caso �1 6= 0; �2 6= 0 e �3 = 0:
Segue facilmente das igualdades abaixo:

T (�1a1 + xj ; �2a2 + yj ; zj)� T (�1a1; �2a2; 0)

= �1�2

�
T

�
a1 +

xj
�1
; a2 +

yj
�2
; zj

�
� T (a1; a2; 0)

�
= �1�2

�
T (a1; a2; zj) + T

�
xj
�1
; a2; zj

�
+ T

�
a1;

yj
�2
; zj

�
+ T

�
xj
�1
;
yj
�2
; zj

��
= �1�2

�
Ta1;a2 (zj) + Ta2

�
xj
�1
; zj

�
+ Ta1

�
yj
�2
; zj

�
+ T

�
xj
�1
;
yj
�2
; zj

��
:

�Os casos �1 = 0; �2 6= 0; �3 6= 0 e �1 6= 0; �2 = 0; �3 6= 0 são análogos.
�Caso �1 6= 0; �2 = �3 = 0:
Segue de

T (�1a1 + xj ; yj ; zj)� T (�1a1; 0; 0) = �1

�
T

�
a1 +

xj
�1
; yj ; zj

��
= �1

�
T (a1; yj ; zj) + T

�
xj
�1
; yj ; zj

��
= �1

�
Ta1 (yj ; zj) + T (

xj
�1
; yj ; zj)

�
:

�Os casos �2 6= 0; �1 = �3 = 0 e �1 = �2 = 0; �3 6= 0 são análogos.
�Caso �1 = �2 = �3 = 0:
De (i) ; temos que T é (p; q1; q2; q3)-somante na origem.

O próximo resultado será importante na demonstração do Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para
Aplicações Multilineares (Teorema 3.2.9).

Lema 3.2.8 Se p � qj � 1, j = 1; :::;m e T 2 L (E1; :::; Em;F ) é de tipo �nito, então T é
absolutamente (p; q1; :::; qm)-somante em todo ponto.

Demonstração. Como p � qj � 1, j = 1; :::;m, para todo
�
x
(j)
k

�1
j=1

2 lwp (Ek) ; temos



�x(j)k �1j=1





w;p

�




�x(j)k �1j=1






w;qj

8j = 1; :::;m:

Vamos mostrar que para todo m 2 N, a aplicação

Bm : E1 � � � � � Em ! F : Bm (x1; :::; xm) = '1 (x1) � � �'m (xm) b;

com 'k 2 E0k; k = 1; :::;m e b 2 F; é absolutamente (p; p; :::; p)-somante na origem. Seja
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�
x
(j)
k

�1
j=1

2 lwp (Ek) ; k = 1; :::;m.

1X
j=1




Bm �x(j)1 ; :::; x(j)m

�


p = 1X
j=1




'1 �x(j)1 � � � �'m �x(j)m � b


p
�

1X
j=1

�
k'1k � � � k'm�1k




x(j)1 


 � � �


x(j)m�1


 kbk ���'m �x(j)m �����p
� C

1X
j=1

���'m �x(j)m ����p <1:
O caso geral (em todo ponto) é conseqüência simples do que foi mostrado.

A seguir, demonstramos uma versão do Teorema de Dvoretzky-Rogers no contexto de aplicações
multilineares.

Teorema 3.2.9 (Teorema de Dvoretzky-Rogers para Aplicações Multilineares) Sejam E
um espaço de Banach, m � 2 e p � 1: As seguintes a�rmações são equivalentes:
(i) E tem dimensão in�nita;
(ii) L(a)as;p (mE;E) 6= L (mE;E) para todo a = (a1; :::; am) 2 Em com ai 6= 0 para todo i ou ai = 0

para um único i;
(iii) L(a)as;p (mE;E) 6= L (mE;E) para algum a = (a1; :::; am) 2 Em com ai 6= 0 para todo i ou ai = 0

para um único i:

Demonstração. (ii)) (iii) Óbvio.
(iii)) (i) Suponha que a dimensão de E seja �nita. Sejam fe1; :::; eng e f'1; :::; 'ng bases de E e

E0 respectivamente, onde 'j (ek) = �jk. Cada x 2 E pode ser escrito por

x =
nX
j=1

'j (x) ej :

Daí, se T 2 L (mE;E), teremos

T (x1; :::; xm) = T

0@ nX
j1=1

'j1 (x1) ej1 ; :::;
nX

jm=1

'jm (xm) ejm

1A
=

nX
j1;:::;jm=1

'j1 (x1) � � �'jm (xm)T (ej1 ; :::; ejm) :

Pelo Lema 3.2.8, T é absolutamente p-somante em todo ponto, e isso contradiz (iii) :
(i) ) (ii) Seja a = (a1; :::; am) 2 Emcom ai 6= 0 para todo i ou ai = 0 para um único i: Fixe

k 2 f1; :::;mg tal que ai 6= 0 para todo i 6= k: Para cada i 6= k escolha 'i 2 E0 com 'i (ai) = 1 e de�na
T 2 L (mE;E) por

T (x1; :::; xm) = '1 (x1)
[k]
� � �'m (xm)xk:

Note que Ta1;:::;ak�1;ak+1;:::;am (x) = T (a1; :::; ak�1; x; ak+1; :::; am) = x para qualquer x 2 E: Logo, pelo
TDR, Ta1;:::;ak�1;ak+1;:::;am não é p-somante. Pela Proposição 3.2.7 (i), segue que T não é p-somante
em a:
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Corolário 3.2.10 Sejam E um espaço de Banach de dimensão in�nita, a = (a1; :::; am) 2 Em, m � 2
e p � 1: Se L(a)as;p (mE;E) = L (mE;E), então a cardinalidade do conjunto fi : ai = 0g é maior ou
igual a 2. Em particular, se L(a)as;p

�
2E;E

�
= L

�
2E;E

�
então a é a origem.

Demonstração. Com efeito, se L(a)as;p (mE;E) = L (mE;E), pelo Teorema 3.2.9, ai = 0 para mais de
um i, ou seja, a cardinalidade do conjunto fi : ai = 0g é maior ou igual a 2. A segunda a�rmação é
uma conseqüência imediata da primeira.

Teorema de Dvoretzky-Rogers para Polinômios Homogêneos

O seguinte resultado (fundamental para a demonstração do TDR para polinômios) será
demonstrado com um argumento mais simples que o original em [1]. Sua idéia é baseada numa
comunicação privada de R. Ryan a D. Pellegrino:

Proposição 3.2.11 P 2 P (mE;F ) é (p; q)-somante em a 2 E se e somente se �P é (p; q; :::; q)-
somante em (a; :::; a) 2 Em:

Demonstração. Se �P é (p; q; :::; q)-somante em (a; :::; a) 2 Em; como

P (a+ xj)� P (a) = �P (a+ xj ; :::; a+ xj)� �P (a; :::; a) ;

segue que P é (p; q)-somante em a:
Reciprocamente, suponha que P é (p; q)-somante em a: Sejam�

x
(k)
j

�1
j=1

2 lwq (E); k = 1; :::;m:

Usando a Fórmula de Polarização (Teorema 1.2.18), obtemos, para cada j 2 N, e cada x0 2 E,

m!2m
h
�P
�
a+ x

(1)
j ; :::; a+ x

(m)
j

�
� P (a; :::; a)

i
(3.31)

=
X
"i=�1

"1 � � � "mP
 
x0 +

mX
k=1

"k

�
a+ x

(k)
j

�!
�
X
"i=�1

"1 � � � "mP (x0 + "1a+ � � �+ "ma)

=
X
"i=�1

"
"1 � � � "mP

 
x0 +

 
mX
k=1

"ka

!
+

 
mX
k=1

"kx
(k)
j

!!
� P (x0 + "1a+ � � �+ "ma)

#
:

Se a = 0, usando (3.31) com x0 = 0, é fácil ver que �P é (p; q; :::; q)-somante.
Vamos supor a 6= 0: Como a igualdade (3.31) é válida para qualquer escolha de x0 em E, vamos

escolher x0 = (m+ 1) a: É claro que para essa escolha de x0; temos

x0 +
mX
k=1

"ka = �a 6= 0:

Como P é (p; q)-somante em a, então, para qualquer 0 6= � 2 K, temos que P é (p; q)-somante em �a:
Com efeito, basta observar as igualdades abaixo:

P (�a+ xj)� P (�a) = P
�
�
�
a+

xj
�

��
� P (�a) = �m

�
P

�
a+

1

�
xj

�
� P (a)

�
:

Logo, segue que P é (p; q)-somante em (x0 + ("1a+ � � �+ "ma)) e, de (3.31), temos que �P é (p; q; :::; q)-
somante em (a; :::; a) :
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Corolário 3.2.12 Seja P 2 P(a)as(p;q) (
mE;F ). Então P é (p; q)-somante em �a para todo � 2 K. Em

particular, P é (p; q)-somante na origem.

Demonstração. Pela Proposição 3.2.11, �P é (p; q)-somante em a: Segue da Proposição 3.2.7 que
�P é (p; q)-somante em �a para todo � 2 K. Novamente, pela Proposição 3.2.11, temos que P é
(p; q)-somante em �a para todo � 2 K. Quando � = 0 temos que P é (p; q)-somante na origem.

Teorema 3.2.13 (Teorema de Dvoretzky-Rogers para Polinômios Homogêneos) Sejam E
um espaço de Banach, m � 2 e p � 1. As seguintes a�rmações são equivalentes:
(i) E tem dimensão in�nita;
(ii) P(a)as;p (mE;E) 6= P (mE;E) para todo a 2 E, a 6= 0;
(iii) P(a)as;p (mE;E) 6= P (mE;E) para algum a 2 E, a 6= 0:

Demonstração. (ii)) (iii) Óbvio.
(iii) ) (i) Se E tem dimensão �nita, sejam fe1; :::; eng e f'1; :::; 'ng bases de E e E0,

respectivamente, tais que 'j (ek) = �jk: Dado P 2 P (mE;E), podemos escrever

�P (x1; :::; xm) = �P

0@ nX
j=1

'j (x1) ej ; :::;
nX
j=1

'j (xm) ej

1A
=

nX
j1;:::;jm=1

'j1 (x1) � � �'jm (xm) �P (ej1 ; :::; ejm) :

Pelo Lema 3.2.8, �P é absolutamente p-somante em todo ponto e, pela Proposição 3.2.11, P é
absolutamente p-somante em todo ponto.
(i) ) (ii) Seja a 2 E, a 6= 0. Escolha ' 2 E0 com ' (a) = 1 e de�na P 2 P (mE;E) por

P (x) = ' (x)
m�1

x: Suponha que P é p-somante em a 2 E. Pela Proposição 3.2.11 temos que �P é
p-somante em (a; :::; a) : De�na Pa 2 L (E;E) por

Pa (x) = �P (a; :::; a; x) :

Como
Pa (x) = �P (a+ 0; :::; a+ 0; a+ x)� �P (a; :::; a)

para qualquer x em E; temos que Pa é absolutamente p-somante. Note que

�P (x1; :::; xm) =
1

m!

mX
i=1

' (x1)
[i]
� � �' (xm)xi

para quaisquer x1; :::; xm em E: Logo

Pa (x) = �P (a; :::; a; x) =

�
m� 1
m!

�
' (x) a+

1

m!
x

para qualquer x em E; e assim

id (x) = m!Pa (x)� (m� 1)' (x) a:

Segue que o operador identidade de E é absolutamente p-somante. Pelo TDR concluímos que
dimE <1:
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3.2.2 Uma norma natural em Levas(p;q1;:::;qm) e P
ev
as(p;q)

Denotaremos
Levas(p;q1;:::;qm) =

[
m2N

E1;:::;Em;F Banach

Levas(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F )

e
Pevas(p;q) =

[
m2N

E;F Banach

Pevas(p;q) (mE;F )

Nessa seção veremos que há normas naturais para Levas(p;q1;:::;qm) e P
ev
as(p;q) que os tornam ideais

normados, mas suas de�nições necessitam de alguns cuidados e resultados auxiliares.

Caso Multilinear

Lema 3.2.14 Se T 2 Levas(p;q1;:::;qm) (E1; :::; Em;F ) e (a1; :::; am) 2 E1 � � � � � Em, então existe uma
constante Ca1;:::;am � 0 tal que

1X
j=1




T �a1 + x(1)j ; :::; am + x
(m)
j

�
� T (a1; :::; am)




p � Ca1;:::;am

sempre que
�
x
(s)
j

�1
j=1

2 lwqs (Es) e




�x(s)j �1j=1






w;qs

� 1; s = 1; :::;m:

Demonstração. Faremos para o caso m = 2. O caso geral é análogo. Sejam T 2
Levas(p;q1;:::;qm) (E1; E2;F ) e (a; b) 2 E1�E2: Note que os operadores T (a; �) e T (�; b) são absolutamente
(p; q1) e (p; q2)-somantes, respectivamente (isso é conseqüência da Proposição 3.2.7). Assim, pelas
Proposições 3.1.4 e 3.2.3, segue que0@ 1X

j=1

kT (a+ xj ; b+ yj)� T (a; b)kp
1A 1

p

�

0@ 1X
j=1

kT (a; yj)kp
1A 1

p

+

0@ 1X
j=1

kT (xj ; b)kp
1A 1

p

+

0@ 1X
j=1

kT (xj ; yj)kp
1A 1

p

� C1




(yj)1j=1



w;q2

+ C2




(xj)1j=1



w;q1

+ C3




(yj)1j=1



w;q1




(xj)1j=1



w;q2

� Ca;b

sempre que (xj)
1
j=1 2 Blwq1 (E1) e (yj)

1
j=1 2 Blwq2 (E2):

Teorema 3.2.15 As seguintes a�rmações são equivalentes para T 2 L (E1; :::; Em;F ) :
(i) T 2 Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) ;
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(ii) Existe C > 0 tal que0@ nX
j=1




T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

� C

 
kb1k+





�x(1)j �n
j=1






w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�n
j=1






w;q

!
;

para quaisquer n 2 N, x(k)j 2 Ek, bj 2 Ej ; com k = 1; :::;m e j = 1; :::; n;
(iii) Existe C > 0 tal que0@ 1X

j=1




T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.32)

� C

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!

para todo (b1; :::; bm) 2 E1 � � � � � Em e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 lwq (Er) ; r = 1; :::;m: Mais ainda, o ín�mo

de todas as constantes C para as quais a desigualdade (3.32) é satisfeita de�ne uma norma em
Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) ; e será denotada por k�kev(2)(p;q) :

Demonstração. (iii)) (i) e (iii)) (ii) são triviais.
(ii)) (iii) A mesma idéia de (ii)) (iii) da Proposição 3.1.4.
(i) ) (iii) De�na Gr = Er � lwq (Er), r = 1; :::;m, com a norma da soma, e considere a aplicação

m-linear
�p;q (T ) : G1 � � � � �Gm �! lp (F )

dada por��
b1;
�
x
(1)
j

�1
j=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

��
�!

�
T
�
b1 + x

(1)
j ; :::; bm + x

(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

�1
j=1

:

Vamos mostrar que �p;q (T ) é contínua.
O conjunto

F
k;
�
x
(1)
j

�1
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

=

(
(b1; :::; bm) 2 E1 � � � � � Em;





�p;q (T )��b1;�x(1)j �1j=1
�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

��




p

� k

)

é fechado em E1 � � � � � Em para todo número natural k e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 Blwq (Er); r = 1; :::;m: Com

efeito, para cada n natural, seja

F
k;
�
x
(1)
j

�n
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�n
j=1

=

(
(b1; :::; bm) 2 E1 � � � � � Em;





�p;q (T )��b1;�x(1)j �nj=1
�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
j

�n
j=1

��




p

� k

)
:

Assim
F
k;
�
x
(1)
j

�1
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

=
\
n2N

F
k;
�
x
(1)
j

�n
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�n
j=1

:
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Para cada
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 Blwq (Er); r = 1; :::;m e n �xo, a aplicação

Sn : E1 � � � � � Em ! [0;1);

dada por

Sn (b1; :::; bm) =
nX
j=1




�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

�


p ;
é contínua. Logo, cada F

k;
�
x
(1)
j

�n
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�n
j=1

é fechado, pois

F
k;
�
x
(1)
j

�n
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�n
j=1

= S�1n ([0; k]) :

Conseqüentemente, F
k;
�
x
(1)
j

�1
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

é fechado, pois é interseção de conjuntos fechados.

Considere
Fk :=

\
F
k;
�
x
(1)
j

�1
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

;

com a interseção tomada sobre todas
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 Blwq (Er); r = 1; :::;m.
Pelo Lema 3.2.14,

E1 � � � � � Em =
[
k2N

Fk:

Pelo Teorema de Baire, existe k0 tal que Fk0 tem interior não vazio. Seja (b1; :::; bm) um elemento do
interior de Fk0 : Assim, existe 0 < " < 1 tal que



�p;q (T )��c1;�x(1)j �1j=1

�
; :::;

�
cm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

��




p

� k0 (3.33)

sempre que kcr � brk < " e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 Blwq (Er); r = 1; :::;m.
Se 



�vr;�x(r)j �1

j=1

�



 < "

para todo r = 1; :::;m, temos

kvrk < " e





�x(r)j �1j=1





w;q

< " < 1:

Logo, usando (3.33), segue que



�p;q (T ) ���b1; (0)1j=1� ; :::;�bm; (0)1j=1��+ ��v1;�x(1)j �1j=1
�
; :::;

�
vm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

���




p

=





�p;q (T ) ��b1 + v1;�x(1)j �1j=1
�
; :::;

�
bm + vm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

��




p

� k0;

pois
k(bj + vj)� bjk = kvrk < "

e 



�x(r)j �1j=1





w;q

< " < 1:
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Portanto �p;q (T ) é limitada na bola de raio " e centro no ponto��
b1; (0)

1
j=1

�
; :::;

�
bm; (0)

1
j=1

��
2 G1 � � � � �Gm:

Pelo Teorema 1.2.2, segue que �p;q (T ) é contínua. Logo, se
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 lwq (E); r = 1; :::;m; temos

0@ 1X
j=1




�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

�


p
1A 1

p

(3.34)

=





�p;q (T )��b1;�x(1)j �1
j=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
j

�1
j=1

��




p

� k�p;q (T )k
 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:

Note que da de�nição de �p;q(T ) segue que

kTkev(2)(p;q) = k�p;q (T )k

e que o �ín�mo�é atingido.
Agora vamos mostrar que k�kev(2)(p;q) é realmente uma norma em Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) :
Claramente k�kev(2)(p;q) � 0 e kTkev(2)(p;q) = 0, T = 0.
Seja � 2 K, � 6= 0. Então0@ 1X

j=1




�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� �T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.35)

= j�j

0@ 1X
j=1




T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

� j�j kTkev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:

De 0@ 1X
j=1




�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� �T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

� k�Tkev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
;

obtemos 0@ 1X
j=1




T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.36)

�
k�Tkev(2)(p;q)

j�j

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:
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Por (3.35) e (3.36) temos k�Tkev(2)(p;q) = j�j kTkev(2)(p;q) :
Sejam T1; T2 2 Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) : Então0@ 1X

j=1




T1 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T1 (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.37)

� kT1kev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1
j=1






w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
e 0@ 1X

j=1




T2 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T2 (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.38)

� kT2kev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:

Pela Desigualdade de Minkowski, temos0@ 1X
j=1




(T1 + T2)�b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� (T1 + T2) (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

�

0@ 1X
j=1




T1 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T1 (b1; :::; bm)





1A 1

p

+

0@ 1X
j=1




T2 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T2 (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

e, pelas desigualdades (3.37) e (3.38), temos0@ 1X
j=1




(T1 + T2)�b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� (T1 + T2) (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

(3.39)

�

0@ 1X
j=1




T1 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T1 (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

+

0@ 1X
j=1




T2 �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T2 (b1; :::; bm)




p
1A 1

p

� kT1kev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!

+ kT2kev(2)(p;q)

 
kb1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
� � �
 
kbmk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:

Segue de (3.39) que
k(T1 + T2)kev(2)(p;q) � kT1kev(2)(p;q) + kT2kev(2)(p;q) ;

e portanto k�kev(2)(p;q) de�ne uma norma em Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) :
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Observação 3.2.16 A razão da notação ev(2) é que há uma de�nição anterior, devida a M. C.
Matos (veja [19]), que foi denotada na literatura por ev(1). A norma ev(2) tem algumas vantagens
computacionais (para detalhes comparativos entre as duas normas, veja [1]).

Na próxima proposição usaremos as notações da demonstração do teorema anterior.

Proposição 3.2.17 A aplicação

�p;q : Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) �! L (G1; :::; Gm; lp (F ))

é linear, injetiva e tem imagem fechada em L (G1; :::; Gm; lp (F )).

Demonstração. �p;q está bem de�nida pelo Teorema 3.2.15. É facil veri�car que �p;q é linear e
injetiva.
Seja (Tn)

1
n=1 uma seqüência em Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) com �p;q (Tn) convergindo para A na norma

k:kev(2)(p;q). Logo
k�p;q (Tn)�Akev(2)(p;q) ! 0

e daí segue que
k�p;q (Tn)�Ak ! 0;

pois k�k � k�kev(2)(p;q) : Portanto

�p;q (Tn) (x)! A(x) para todo x 2 G1 � � � � �Gm:

Note que
�p;q (Tn) ((0; (x1; 0; 0; :::); :::; (0; (xm; 0; 0; :::)) = (Tn (x1; :::; xm) ; 0; 0; :::) :

Se, para cada j 2 N, �j é a projeção na j-ésima coordenada, nós temos

lim
n!1

Tn (x1; :::; xm) = lim
n!1

�1 ((Tn (x1; :::; xm) ; 0; 0; :::)) (3.40)

= lim
n!1

�1 (�p;q (Tn) ((0; (x1; 0; 0; :::); :::; (0; (xm; 0; 0; :::)))

= �1

�
lim
n!1

[�p;q (Tn) ((0; (x1; 0; 0; :::); :::; (0; (xm; 0; 0; :::))]
�

= �1 (A ((0; (x1; 0; 0; :::); :::; (0; (xm; 0; 0; :::))) :

Assim, podemos de�nir T 2 L (E1; :::; Em;F ) por

T (x1; :::; xm) := lim
n!1

Tn (x1; :::; xm) :

Note que, de (3.40) segue que T está bem de�nida, e é fácil ver que T é m-linear, embora a
continuidade não seja, em princípio, clara. Entretanto, o Teorema de Banach-Steinhaus para aplicações
multilineares garante que T é contínua.
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Sejam (b1; :::; bm) 2 E1 � � � � � Em e
�
x
(r)
j

�1
j=1

2 lwq (Er) ; r = 1; :::;m: Para cada k 2 N,



�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

�k
j=1






p

=

0@ kX
j=1




�T �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

�


p
1A 1

p

= lim
n!1

0@ kX
j=1




�Tn �b1 + x(1)j ; :::; bm + x
(m)
j

�
� Tn (b1; :::; bm)

�


p
1A 1

p

= lim
n!1





�p;q (Tn)��b1;�x(1)j �k
j=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
j

�k
j=1

��




p

� lim
n!1

k�p;q (Tn)k
mY
r=1

 
kbrk+





�x(r)j �kj=1





w;q

!

= kAk
mY
r=1

 
kbrk+





�x(r)j �kj=1





w;q

!

� kAk
mY
r=1

 
kbrk+





�x(r)j �1j=1





w;q

!
;

mostrando que T 2 Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) :
Mais ainda, para todo j 2 N; temos

�j

h
A
��
b1;
�
x
(1)
i

�1
i=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
i

�1
i=1

��i
= �j

h
lim
n!1

�p;q (Tn)
��
b1;
�
x
(1)
i

�1
i=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
i

�1
i=1

��i
= �j

h
lim
n!1

�
Tn

�
b1 + x

(1)
i ; :::; bm + x

(m)
i

�
� Tn (b1; :::; bm)

�1
i=1

i
= lim
n!1

h
�j

��
Tn

�
b1 + x

(1)
i ; :::; bm + x

(m)
i

�
� Tn (b1; :::; bm)

�1
i=1

�i
= lim
n!1

h
Tn

�
b1 + x

(1)
j ; :::; bm + x

(m)
j

�
� Tn (b1; :::; bm)

i
= T

�
b1 + x

(1)
j ; :::; bm + x

(m)
j

�
� T (b1; :::; bm)

para todo j = 1; 2; 3; :::: Logo

A
��
b1;
�
x
(1)
i

�1
i=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
i

�1
i=1

��
= �p;q (T )

��
b1;
�
x
(1)
i

�1
i=1

�
; :::;

�
bm;

�
x
(m)
i

�1
i=1

��
:

Assim, �p;q (T ) = A, e portanto A pertence à imagem de �p;q:

Observe que se E é um espaço vetorial, F é um espaço de Banach e f : E ! F é uma aplicação
linear injetiva com imagem fechada em F , então a aplicação

k�kE : E �! [0;+1) : kxkE = kf (x)k

de�ne uma norma em E e, além disso, (E; k�kE) é um espaço completo. De fato, é óbvio que

kxkE � 0 para todo x 2 E

73



e
kxkE = 0, kf (x)k = 0, f (x) = 0, x = 0:

Para � 2 K, temos
k�xkE = kf (�x)k = k�f (x)k = j�j kf (x)k = j�j kxkE

e, para quaisquer x; y 2 E;

kx+ ykE = kf (x+ y)k = kf (x) + f (y)k � kf (x)k+ kf (y)k = kxkE + kykE :

Agora, seja (xn)
1
n=1 uma seqüência de Cauchy em E: Então (f (xn))

1
n=1 é uma seqüência de Cauchy

em F e, como F é espaço de Banach, segue que (f (xn))
1
n=1 converge, digamos para y 2 F: Como a

imagem de f é fechada, segue que existe x em E com f (x) = y. Logo (xn)
1
n=1 converge para x; pois

kxn � xkE = kf (xn � x)k = kf(xn)� yk :

Usando o Teorema 3.2.15, a Proposição 3.2.17 e a observação acima, segue que a correspondência

T 2 Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) 7! kTkev(2)(p;q) = k�p;q (T )k

torna Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ) um espaço de Banach.

A seguir, vemos que a norma natural para Pevas(p;q) (E;F ) é obtida de maneira similar ao caso
multilinear.

Caso Polinomial

Teorema 3.2.18 As seguintes a�rmações são equivalentes para P 2 P (mE;F ) :
(i) P 2 Pevas(p;q) (mE;F ) ;
(ii) Existe C > 0 tal que 

nX
k=1

kP (b+ xk)� P (b)kp
! 1

p

� C

�
kbk+




(xj)nj=1



w;q

�m
;

para quaisquer x1; :::; xn; b em E e n natural ;
(iii) Existe C > 0 tal que0@ 1X

j=1

kP (b+ xj)� P (b)kp
1A 1

p

� C

�
kbk+




(xj)1j=1



w;q

�m
(3.41)

para todo b 2 E e (xj)
1
j=1 2 lwq (E) : Mais ainda, o ín�mo de todas as constantes C para as quais a

desigualdade (3.41) é satisfeita de�ne uma norma em Pevas(p;q)(mE;F ); e será denotada por k�kev(2)(p;q) :

Demonstração. (iii)) (i) e (iii)) (ii) são óbvias.
(ii)) (iii) segue a mesma idéia da demonstração da Proposição 3.1.4.
(i)) (iii) De�na G = E � lwq (E) e o polinômio m-homogêneo

�p;q (P ) : G! lp (E) :
�
b; (xj)

1
j=1

�
7�! (P (b+ xj)� P (b))1j=1 :

Para todo k 2 N e (xj)1j=1 2 lwq (E) ; considere

Fk;(xj)1j=1 =

�
b 2 E :




�p;q (P )�b; (xj)1j=1�



p
� k

�
:
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Para todo k 2 N e (xj)1j=1 2 Blwq (E); note que Fk;(xj)1j=1 é fechado. Basta seguir a mesma idéia que foi
usada para mostrar que F

k;
�
x
(1)
j

�1
j=1

;:::;
�
x
(m)
j

�1
j=1

é fechado, na demonstração do Teorema 3.2.15.

Seja
Fk :=

\
(xj)

1
j=12Blwq (E)

Fk;(xj)1j=1 :

Assim, pelo Lema 3.2.14 (na verdade, um caso particular do Lema 3.2.14),

E =
[
k2N

Fk:

Pelo Teorema de Baire, existe k0 tal que Fk0 tem interior não vazio. Seja b um elemento do interior
de Fk0 : Assim existe 0 < " < 1 tal que


�p;q (P )�c; (xj)1j=1�




p
� k0 (3.42)

sempre que kc� bk < " e (xj)
1
j=1 2 Blwq (E).

Se 


�v; (xj)1j=1�


 < ";

temos
kvk < " e




(xj)1j=1



w;q

< " < 1:

Logo, usando (3.42), segue que


�p;q (P ) h�b; (0)1j=1�+ �v; (xj)1j=1�i



p

=



�p;q (P ) h�b+ v; (xj)1j=1�i




p

� k0;

pois
k(b+ v)� bk = kvk < "

e 


(xj)1j=1



w;q

< " < 1:

Portanto �p;q (P ) é limitada na bola de raio " e centro no ponto
�
b; (0)

1
j=1

�
2 G. Pelo Teorema

1.3.7, �p;q (P ) é contínuo e portanto0@ 1X
j=1

kP (b+ xj)� P (b)kp
1A 1

p

=



�p;q (P )�b; (xj)1j=1�




p
(3.43)

� k�p;q (P )k
�
kbk+




(xj)1j=1



w;q

�m
:

Note que




�p;q (P )�b; (xj)1j=1�



p
=

0@ 1X
j=1

kP (b+ xj)� P (b)kp
1A 1

p

(3.44)

� kPkev(2)(p;q)
�
kbk+




(xj)1j=1



w;q

�m
:

Portanto, de (3.43) e (3.44), obtemos kPkev(2)(p;q) = k�p;q (P )k : A demonstração de que k:kev(2)(p;q) é
uma norma é similar ao que foi feito no caso multilinear.
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Observação 3.2.19 Procedendo como no caso multilinear, é possível mostrar que Pevas(p;q) (E;F ) ; com
a norma k�kev(2)(p;q) ; é Banach.

3.2.3 Levas(p;q) é um ideal normado completo

Nessa seção provaremos que Levas(p;q) com a norma k�kev(2)(p;q) é um ideal normado completo. Como
veremos a seguir, a norma k�kev(2)(p;q) da identidade é 1. Essa é uma boa propriedade da norma
k�kev(2)(p;q), que não é compartilhada pela norma k�kev(1)(p;q) de�nida em [19] (para mais detalhes a
respeito da norma k�kev(1)(p;q), veja [1]).

Proposição 3.2.20 Sejam m 2 N e idKm : Km ! K dada por idKm(x1; :::; xm) = x1 � � �xm. Então

kidKmkev(2)(p;q) = 1 para todo p � q � 1.

Demonstração. Note que

kidKmkev(2)(p;q) � kidKmkas(p;q) � kidKmk = 1:

Assim, basta mostrar a desigualdade contrária. Vamos fazer o caso m = 3 (os outros casos são

análogos). Dados b1; b2; b3 2 K e
�
x
(1)
j

�1
j=1

;
�
x
(2)
j

�1
j=1

;
�
x
(3)
j

�1
j=1

2 lwq (K), usando a desiguladade de
Minkowski, temos0@ 1X

j=1

���idK3 �a1 + x(1)j ; a2 + x
(2)
j ; a3 + x

(3)
j

�
� idK3 (a1; a2; a3)

���p
1A 1

p

=

0@ 1X
j=1

���a1a2x(3)j + a1a3x
(2)
j + a2a3x

(1)
j + a1x

(2)
j x

(3)
j + a2x

(1)
j x

(3)
j + a3x

(1)
j x

(2)
j + x

(1)
j x

(2)
j x

(3)
j

���p
1A 1

p

q�p
� ja1a2j

0@ 1X
j=1

���x(3)j ���q
1A 1

q

+ ja1a3j

0@ 1X
j=1

���x(2)j ���q
1A 1

q

+ ja2a3j

0@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A 1

q

+ ja1j

0@ 1X
j=1

���x(2)j x
(3)
j

���q
1A 1

q

+ ja2j

0@ 1X
j=1

���x(1)j x
(3)
j

���q
1A 1

q

+ ja3j

0@ 1X
j=1

���x(1)j x
(2)
j

���q
1A 1

q

+

0@ 1X
j=1

���x(1)j x
(2)
j x

(3)
j

���q
1A 1

q

� ja1a2j

0@ 1X
j=1

���x(3)j ���q
1A 1

q

+ ja1a3j

0@ 1X
j=1

���x(2)j ���q
1A 1

q

+ ja2a3j

0@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A 1

q

+ ja1j

240@ 1X
j=1

���x(2)j ���q
1A0@ 1X

j=1

���x(3)j ���q
1A35 1

q

+ ja2j

240@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A0@ 1X

j=1

���x(3)j ���q
1A35 1

q

+ ja3j

240@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A0@ 1X

j=1

���x(2)j ���q
1A35 1

q

+

240@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A0@ 1X

j=1

���x(2)j ���q
1A0@ 1X

j=1

���x(3)j ���q
1A35 1

q
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=

0B@ja1j+
0@ 1X
j=1

���x(1)j ���q
1A 1

q

1CA
0B@ja2j+

0@ 1X
j=1

���x(2)j ���q
1A 1

q

1CA
0B@ja3j+

0@ 1X
j=1

���x(3)j ���q
1A 1

q

1CA� ja1a2a3j
�
 
ja1j+





�x(1)j �1
j=1






q

! 
ja2j+





�x(2)j �1
j=1






q

! 
ja3j+





�x(3)j �1
j=1






q

!

=

 
ja1j+





�x(1)j �1
j=1






w;q

! 
ja2j+





�x(2)j �1
j=1






w;q

! 
ja3j+





�x(3)j �1
j=1






w;q

!
:

Logo, segue que kidK3kev(2)(p;q) � 1:

Proposição 3.2.21 (Levas(p;q); k�kev(2)(p;q)) é um ideal completo de aplicações multilineares entre
espaços de Banach.

Demonstração. Tudo o que precisamos mostrar é que Levas(p;q) satisfaz a propriedade de ideal e a
desigualdade (iii) da De�nição 1.2.22. Sejam uj 2 L (Gj ;Ej) ; j = 1; :::;m, T 2 Levas(p;q) (E1; :::; Em;F ),
t 2 L (F ;H) e (a1; :::; am) 2 G1 � � � � �Gm. Então0@ 1X

j=1




t � T � (u1; :::; um)�a1 + x(1)j ; :::; am + x
(m)
j

�
� t � T � (u1; :::; um) (a1; :::; am)




p
1A 1

p

� ktk

0@ 1X
j=1




T �u1 �a1 + x(1)j � ; :::; um �am + x(m)j

��
� T (u1 (a1) ; :::; um (am))




p
1A 1

p

� ktk kTkev(2)(p;q)

 
ku1 (a1)k+





�u1 �x(1)j ��1j=1





w;q

!
� � �
 
kum (am)k+





�um �x(m)j

��1
j=1






w;q

!

� ktk kTkev(2)(p;q) ku1k � � � kumk
 
ka1k+





�x(1)j �1j=1





w;q

!
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kamk+





�x(m)j

�1
j=1






w;q

!
:

Segue que Levas(p;q) satisfaz a propriedade de ideal e que

kt � T � (u1; :::; um)kev(2)(p;q) � ktk kTkev(2)(p;q) ku1k � � � kumk :

3.2.4 Pevas(p;q) é um ideal normado completo

Proposição 3.2.22 Sejam m 2 N e idKm : K! K dada por idKm(x) = xm. Então

kidKmkev(2)(p;q) = 1 para todo p � q � 1.

Demonstração. Note que

kidKmkev(2)(p;q) � kidKmkas(p;q) � kidKmk = 1:

Basta mostrar que kidKmkev(2)(p;q) � 1. Dados b 2 K e (xj)
1
j=1 2 lwq (K), temos0@ 1X

j=1

jidKm (a+ xj)� idKm (a)jp
1A 1

p

=

0@ 1X
j=1

j(a+ xj)m � amj
p

1A 1
p
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=

0@ 1X
j=1

����mam�1xj + � m
2

�
am�2x2j + � � �+

�
m
2

�
a2xm�2j + amxm�1j + xmj

����p
1A 1

p

q�p
� m jajm�1

0@ 1X
j=1

jxj jq
1A 1

q
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�
m
2

�
jajm�2

0@ 1X
j=1

jxj j2q
1A 1

q
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� � �+ jmaj

0@ 1X
j=1

jxj j(m�1)q
1A 1

q

+

0@ 1X
j=1

jxj jmq
1A 1

q

� m jajm�1
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j=1

jxj jq
1A 1

q
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�
m
2

�
jajm�2

0@ 1X
j=1

jxj jq
1A 2

q

+ � � �

� � �+ jmaj

0@ 1X
j=1

jxj jq
1A

m�1
q

+

0@ 1X
j=1

jxj jq
1Am

q

�

0B@jaj+
0@ 1X
j=1

jxj jq
1A 1

q

1CA
m

=

�
jaj+




(xj)1j=1



q

�m
=

�
jaj+




(xj)1j=1



w;q

�m
:

Logo, concluímos que kidKmkev(2)(p;q) � 1:

Proposição 3.2.23 (Pevas(p;q); k�kev(2)(p;q)) é um ideal completo de polinômios entre espaços de Banach.

Demonstração. Do mesmo modo da Proposição 3.2.21, basta mostrar que Pevas(p;q) satisfaz a
propriedade de ideal e a desigualdade (iii) da De�nição 1.3.16. Sejam u 2 L (G;E), P 2
Pevas(p;q) (mE;F ), t 2 L (F ;H) e a 2 G: Daí0@ 1X

j=1

kt � P � u (a+ xj)� t � P � u (a)kp
1A 1

p

� ktk

0@ 1X
j=1

kP (u (a+ xj))� P (u (a))kp
1A 1

p

(3.45)

� ktk kPkev(2)(p;q)
�
ku (a)k+




(u (xj))1j=1



w;q

�m
� ktk kPkev(2)(p;q) kuk

m

�
kak+




(xj)1j=1



w;q

�m
:

Segue que Pevas(p;q) satisfaz a propriedade de ideal. De (3.45) temos

kt � P � (u)kev(2)(p;q) � ktk kPkev(2)(p;q) kuk
m
:

Portanto Pevas(p;q) é um ideal completo de polinômios.
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