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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria bdsica de aplicagoes multilineares e polindmios entre espagos
de Banach. Investigamos a teoria de ideais de aplicagoes multilineares e polindomios e métodos para
se obter ideais de aplicagoes multilineares e polindmios a partir de ideais de operadores lineares. No
capitulo final, estudamos o ideal dos operadores absolutamente somantes e um pouco dos recentes
progressos da teoria nao linear associada ao tema.

Palavras-Chave:

Ideais de Aplicagbes Multilineares, Ideais de Polinémios, Aplicacoes Multilineares Absolutamente
Somantes, Polindmios Absolutamente Somantes, Espacos de Banach.
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Abstract

In this work we have studied the basic theory of multilinear mappings and polynomials between
Banach spaces. We have investigated the theory of multilinear and polynomial ideals and studied
methods of creating ideals of multilinear mappings and polynomials from an operator ideal. In the
final chapter, we have investigated the ideal of absolutely summing operators and some recent results
of the associated nonlinear theory.

Key-Words:

Ideals of Multilinear Mappings, Ideals of Polynomials, Absolutely Summing Multilinear Mappings,
Absolutely Summing Polynomials, Banach Spaces.
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Introducao

A Anilise Funcional surgiu nas primeiras décadas do século 20 abstraindo os conceitos de convergéncia
e continuidade. Um dos principais objetivos parecia ser uma tentativa de dar um tratamento unificado
para vérias questoes que foram estudadas separadamente por séculos. Desde a publicagdo do famoso
livro de S. Banach, em 1932, a Anédlise Funcional assumiu um papel fundamental na matemética
moderna e tem-se desenvolvido para caminhos nao lineares. Nos tltimos anos, a Medalha Fields,
prémio maximo da matemadtica, foi, por duas vezes, concedida a pesquisadores da drea de Andlise
Funcional.

Na década de 60, com a redescoberta dos trabalhos de A. Grothendieck, ficou evidente a importancia
de estudar classes especiais de operadores lineares. Segundo J. Diestel, H. Jarchow e A. Pietsch [12], o
“Resumé” de Grothendieck [15] é a fonte da teoria moderna de espacos de Banach. Contudo, apenas
no final da década de 60, as idéias de Grothendieck comegaram a ser melhor compreendidas e reescritas
de forma mais acessivel, com trabalhos de J. Lindenstrauss, A. Pelczynski, A. Pietsch e outros. Essa
“redescoberta” culminou com a introdugao, por Pietsch, em 1970, da teoria abstrata de ideais de
operadores.

Em 1983, o préprio Pietsch generalizou o conceito de ideais de operadores para aplicagoes
multilineares, e tal idéia pode ser imediatamente adaptada para polindmios. Nas tltimas duas décadas
muitos avangos tém sido obtidos na teoria de ideais de polinémios e aplicagoes multilineares e muitos
caminhos tém sido abertos para futuros trabalhos.

Levando em consideragao a estreita relacao entre polindmios e fung¢oes holomorfas, de certa forma
a teoria de ideais de polindmios pode ser vista como a unificagdo de desenvolvimentos de Anélise
Funcional e Anilise Complexa em Dimensao Infinita, via tipos de holomorfia. Nessa diregao, o leitor
pode consultar o recente trabalho [5].

O presente trabalho é essencialmente dedicado & teoria de ideais aplicagoes multilineres e polinbmios
entre espacos de Banach. No tltimo capitulo, investigamos resultados recentes relacionados a ideais
de aplicagoes multilineares que generalizam o conceito linear de operadores absolutamente somantes.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1 procuramos escrever um texto relativamente auto-suficiente, com os resultados
bésicos da teoria de polinomios e aplica¢oes multilineares entre espagos de Banach, ideais de polindmios
e ideais de aplicagoes multilineares. Nao parece haver referéncia em portugués que abranja todo esse
conteudo e, mesmo em outro idioma, ndo conhecemos um texto que contemple todos esses resultados
de forma relativamente didética.

No final do Capitulo 1 apresentamos dois métodos importantes de construcao de ideais de aplicagGes
multilineares e ideais de polindmios a partir de ideais de operadores lineares. As principais fontes de
referéncia utilizadas nesse capitulo foram [2, 4, 7, 8, 9, 22, 23, 27, 28].

O Capitulo 2 é um estudo detalhado de [6]. Nele estudamos quais as condigbes que os ideais de
aplicagoes multilineares obtidas pelo método da fatoragao e linearizacao devem satisfazer para que
sejam ideais simétricos.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de operadores multilineares (e polindémios) absolutamente
somantes. O principal objetivo desse capitulo é o estudo de teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers no
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contexto multilinear e polinomial e o estudo de normas para o espago das aplicacdoes multilineares
absolutamente somantes em todo ponto. Os resultados desse capitulo encontram-se originalmente em

(L, 5,

9, 13].

Notacao e Terminologia

Em todo esse texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os

espagos vetoriais sempre serdo considerados sobre K = R ou C. Ocasionalmente escreveremos
Ny :=NU{0}, com N={1,2,3,...}.

Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “funcao”. Se E e F sao espagos vetoriais
normados sobre o corpo K, denotaremos por £ (E; F') o espago dos operadores lineares continuos
de F em F.

Se E e F sao espagos vetoriais normados sobre o corpo K, o grafico de uma fungao v de £ em F
¢ um subconjunto do produto cartesiano E x F formado pelos pares ordenados (z,u (x)), com
x € E. Denotamos o grafico de u por Graf,; assim

Grafy ={(z,y) € Ex Fiy =u(x)}.
Dizemos que u tem gréfico fechado se Graf, for fechado em E x F.

Se u e v sao fungdes, a composicao u o v serd as vezes denotada por uv.

Na maior parte deste texto, E, F,G, F;,G;, ... denotarao espacos de Banach. A norma de um
espago de Banach (ou normado) F serd usualmente denotada por ||-|| ; quando maior precisao for
necessaria, nés usaremos |[|-|| 5 . Usaremos a norma do sup em espacos de fun¢oes, exceto mengao
em contrério. O simbolo Bg denotard a bola unitaria fechada {x € E;|jz|| <1}. Se x € E e
r > 0, os simbolos Bg (z,7) ou B (x,r) denotardo bolas de centro z e raio . Em cada situagao
particular serd mencionado se a bola é fechada ou aberta.

O dual (topolégico) de um espago de Banach E sera denotodo por E’.
Um operador linear 4 de E em F' ¢ dito de posto finito se a dimensdo de u (E) for finita.
Se A for um conjunto e m € N, a notacao A™ denota o produto cartesiano de m cépias de A.

Se j,k € N, escrevemos

S = 0 se j #k,
FTN 1 se j =k.

01 ¢ chamado de delta de Kronecker.



Capitulo 1

Teoria Multilinear de Ideais entre
Espacos de Banach

1.1 Ideais de Operadores (Lineares)

Nesta se¢ao faremos uma brevissima introdugao a teoria de ideais de operadores. A principal referéncia
utilizada é o livro [28], de autoria de A. Pietsch.

Definigao 1.1.1 Seja E um espago vetorial sobre K. Uma quasi-norma é uma fungao ||| : E — [0, 00)
que satisfaz

(@) ||zl > 0 para todo x em E e ||z|| =0 < x = 0;

(i1) || Az|| = |A| |z|| para todo x em E e X em K;

(ii1) Existe uma constante ¢ > 1 tal que ||z +y|| < c(||lz| + |lyll) para quaisquer x,y € E.

Quando ¢ = 1, a quasi-norma é uma norma.

Definigdo 1.1.2 Se 0 < p < 1, uma p-norma em um espago vetorial E é uma fungao ||| : E — [0, 00)
satisfazendo

(@) ||zl = 0 para todo x em E e ||z|| =0 < x = 0;

(#) ||Az|| = || ||z|| para todo x em E e A em K;

(i63) 1z + yII” < ol + lgll” para quaisquer 2,y € E.

E fécil provar que toda p-norma é uma quasi-norma:

. - ) . 1
Proposicao 1.1.3 Uma p-norma é uma quasi-norma, com constante ¢ = 27».

Demonstragao. De fato, para quaisquer vetores x e y, temos

l +yll” < l=ll” + llyll” = Iz + yll < (/Hxll” +yll” < {/(IISCH +1yID” + (el + Nyl

e daf segue que
1
o +yll <27 (=l + llyll) -



Definigao 1.1.4 Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe L de todos os operadores lineares
continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espagos de Banach E e F, as componentes
I(E;F)=L(E;F)NZT satisfazem:

(1) Z(E,F) é um subespago vetorial de L (E; F) que contém os operadores de posto finito;

(79) A propriedade de ideal: seuw € L(E;F),veI(F,G)ete L(G,H), entiotvu €I (E;H).

Definicao 1.1.5 Um ideal normado (p-normado) de operadores (Z, ||-||7) é um ideal de operadores T
munido da fungao ||-||; : Z — [0,00) tal que:
(@) |||l restrita a T (E; F) é wma norma (p-norma) para quaisquer espagos de Banach E e F;
(1) ||idk||; =1, com idg : K — K dada por idg (v) = «;
(i13) Seue L(E,F),veI(F;G)ete L(G;H), entio |toull; < ||t]||v] 7 |lu] -

Se as componentes 7 (E; F') sdo completas com respeito a ||-||;, nés dizemos que Z é um ideal
completo (ou de Banach) de operadores. No caso de ideais p-normados, dizemos que Z ¢ um ideal
quasi-Banach.

Definicao 1.1.6 Dizemos que um ideal de Banach (Z,|-||7) é injetivo se |uov|; = ||v|; sempre que
E,F,G sao espagos de Banach, uw € L (F,G) é uma isometria sobre a imagem e v € T (E; F).

A seguinte proposicdo serd bastante 1itil em todo este texto:

Proposicao 1.1.7 Seja (Z,||-||;) um ideal normado de operadores. Entdo, ||t|| < ||t|; para qualquer
tel.

Demonstragéo. Sejam t € Z(E; F),p € F' ez € E.
Defina
R:K—FE:R()\ = Az

Temos | R|| = ||z||. Note que
potoR=(pot)(x)idxk. (1.1)

Com efeito, para qualquer A € K, temos
(pot)(x)idg (A) = A(pot)(z).
Como
(potoR)(A) = (pot)(Ax) =A(pot)(z),

segue que
potoR=(pot)(z)idxk.

De (1.1), temos
[(pot) (@) = [(pot) (@)]llidxlly = l[(pot) (z)idkllz = llp ot o Rllz < el ¢l 1B -

Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que

[t (@)[| = sup |(pot) (@) < sup [l@l |tz Bl = [tz [l -
llell<1 llell<1

Portanto ||t|| < |[t]|l;. =

Observacgao 1.1.8 Se ¢ € E', entdo ||| = ||¢||z. De fato, como ¢ é de posto finito, entdo p € T e

Iellz = llidk o @l < llidx|lz |2l = llell - (1.2)
A igualdade seque de (1.2) e da Proposi¢io 1.1.7.



1.2 Ideais de Aplicacoes Multilineares entre Espacos de
Banach

A seguir desenvolveremos os resultados bdsicos da teoria de aplicacbes multilineares entre espagos
normados. Veremos, por exemplo, versdes mullineares do Teorema do Gréfico Fechado, Principio da
Limitagao Uniforme e do Teorema de Banach-Steinhaus.

1.2.1 Aplicagoes Multilineares

Definigao 1.2.1 Sejam m € N, FEy, FEs,...,E,, e F espagos vetoriais sobre K. Dizemos que uma
aplicagio A : Eq X -+ X E,, — F é m-linear (multilinear) se é linear em cada varidvel. Mais
precisamente, A : By X -+ X Ep, — F é m-linear (multilinear) se para todos 1 € Ey,...;xy, € By, €
i=1,...,m, os operadores

Alay,.. B, — F

A(zl,...,zi,l,~,mi+1,...¢zm) (y) = A(:CL vy Li—15 Yy Tit1s ey xm)

5Ti—1,"Ti41 s Tm)
sao lineares.

Para cada m € N, nés denotamos o conjunto de todas as aplicacoes multilineares de Ey X -+ X E,
em F por L(Ey,...,E,; F). Quando F' = K denotamos L(Fj, ..., E,,; F) por L(E\,..., E,,) e quando
Ey =FEy=-.--=E,, = E, escrevemos L(™FE;F). Vamos, por convengao, considerar L(°E; F) = F.
Se m = 1, denotamos L(*E, F) por L(E;F). E facil ver que o conjunto L(E, ..., E,,; F) é um espaco
vetorial munido com as operacoes usuais de espagos de fungoes.

Se Ey, ..., E,, sdo espacos normados sobre K, F; X --- X E,,, também se torna um espago normado
se considerarmos qualquer uma das normas naturais:

Il = mase i,

1
lll, = (lzillg, + - + lzmlE, )7, (1 <p<oo),

onde © = (21,...,&) € F1 X --- X E,. A menos que se mencione algo em contrério, usaremos a
primeira como norma usual em E; X --- X E,, e escreveremos simplesmente ||-|| ao invés de ||| .

Se Ei, ..., E,, e F sao espagos vetoriais normados, como F; X --- X E,, é ainda um espago vetorial
normado, hd uma nog¢do natural de continuidade de uma aplicaggo A : Fy X --- x E,, — F
(continuidade de fungdes entre espagos métricos). Se B C FE; X --- X E,,, dizemos que A
FE{ X By x---x FE,, — F ¢ limitada em B se

sup || A (2)] < oo.
z€EB

O préximo teorema nos apresenta virias equivaléncias sobre a continuidade de uma aplicagao
multilinear:

Teorema 1.2.2 Sejam € N. Se 1, ..., E,, e F sdo espagos normados sobre K e A: By x---x E,, —
F é uma aplicagao multilinear, entdo sao equivalentes:

(i) A é continua;

(i) A é continua na origem;



(#i) Existe uma constante M > 0 tal que
[A@ 1, o ) || < M [y - - [[m]]

para qualquer (X1, ..., Tm) € By X -+ X Ep;
(iv) A ¢é uniformemente continua sobre os limitados;
(v) A é limitada em toda bola com raio finito;
(vi) A ¢é limitada em alguma bola.

Demonstracgao. (7) = (i1) Se A é continua, entdo A é continua em todo ponto, em particular,
na origem.

(i) = (iit) Como A é continua na origem, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, para qualquer
x € By X -+ X Ep, com ||z]| <, temos ||A(z)|| <e. Sejame=1ex = (21,....,2m) € EB1 X -+ X Ey
tal que z; # 0 para todo ¢ = 1,...,m. Entao

H( dxq 7 Sz - STm, )H:5<5
2|z ]l” 2zl 2 |z | 2
e portanto

HA( o Oz - O%m )Hgl.

2|l 2zl 2 |lzml
Como A é multilinear, segue que
m

[A(z1, T2, oy o) || < sm zall - [l -

Tomando M = g% temos o desejado. Caso x; = 0 para algum ¢ = 1,...,m, temos A(z) =

A(z1,...,0,...,2,,) = 0 e a desigualdade continua vélida.
(#i1) = (iv) Seja a = (a1,...,am) € E1 X -+ X E,,. Entdo, para qualquer z = (21, ...,Tm) €
FEi x --- x E,,, temos:

[A(2) — A(a)|| < [|A(1 — a1, 22, .., mm) || + | Aar, 22 — a2, @3, ..., T ) |

+oo At Alar, 6z, o e rs @ — am) || < M|y = ax[| {22l - [l |
+o A Mlaal- - flam -l lzm = aml-

Se ||lz|l,lla]l < 7, entdo ||z;|| < r e ||a;|| < r para todo i = 1,2,...,m. Logo
1A@) = A(@)l| < Mr™ = (llz = arll + - + [Jom — amll) < Mr™ " 'm |lz — al|.

Portanto A é uniformemente continua sobre limitados.

(iv) = (i) E imediato.

(#31) = (v) Seja B uma bola com centro em (aq, ..., ay,) € E1 X - -+ X Ep, e raio r. Para qualquer
(z1,...,2m) em B, existe uma constante M > 0 tal que

[A @1, oy @) [| < M|z ]] - [l |
S M (r+ flagll) - (r + llaml]) -

Portanto A ¢ limitada em B.
(v) = (vi) Obvio.
(vi) = (#4i) Suponha que A seja limitada numa bola aberta de centro (y1, ..., ym) € raio 6 > 0.
Existe N > 0 tal que
[Ayr + 215 ey Yy + Tm) [ S N (1.3)



para todo (z1,...,Tm) € Eq X --- x Ep, com ||z;|| < 0 para todo j = 1,...,m. Temos que
HA(xhyQ + T2y ey Ym + m’m) + A(yhyQ + T2y oy Ym + ij)” - ”A(yl + L1y oy Ym + me)H S Na (14)

para todo z; € E; com ||z;|| <4, j =1,...,m.
De (1.3) e de (1.4) obtemos

||A($17y2 +x2, .. Ym + xm)” <N+ ||A(y1,2/2 + 22,y Ym + wm)” <N+ N =2N, (15)

para todo z; € E; com ||z;|| <4, j =1,...,m.
Novamente

||A(£171,$2,y3 + T3, Ym + zm) + A(l'la Y2,Y3 + T3, s Ym + xm)” (16)
= ||A($1,y2 + z2, ..., Ym + xm)” < 2Na

para todo z; € E; com ||z;|| <4, j =1,...,m.
De (1.5) e (1.6), temos

||A($17332,y3 + T3y -y Ym + J?m)H S 2N + ||A($1, Y2,Y3 + T3y -y Ym + xTR)H S 2N + 2N = 4N7

para todo z; € E; com ||z;|| <4, j =1,...,m.
Repetindo esse processo teremos que

A (z1, ..., zm)|| < 2N,

sempre que ||z;|| < 6, j = 1,...,m. Entdo, para qualquer (z1,...,2my) € By X --- x E,, com z; # 0,
7 =1,...,m, temos
HA< oz | Som )H <2"N,
2z 2|z
Pela multilinearidade segue facilmente que
22m
A, oy 2m)ll < - Nllzal] - flam | (1.7)

para todo 0 # z; € Ej, j = 1,...,m. No caso em que algum z; ¢ nulo, é fcil ver que (1.7) também
vale.
Raciocinio similar serve para o caso de uma bola fechada. =

Como foi visto na demonstracdo, ndo mostramos que a aplicagdo multilinear é uniformemente
continua (vimos apenas a continuidade uniforme nos limitados). Na verdade, nenhuma aplicagio
multilinear (m > 2) é uniformemente continua, exceto a aplicagdo nula, como serd visto a seguir:

Seja A : Fy x --- x E,, — F uma aplicacdo m-linear nao nula (m > 2). Entdo, existem
(15 ey Tm) € By X +-- X Epy e r > 0 tais que ||A(x1,...,2m)|| > 7 > 0. Tomemos ¢ = r. Para
qualquer § > 0, como os x;s sdo nao nulos, podemos escolher A € R tal que 0 < A < Hm‘s—lu, ou seja,
[IAz1|| < 6. Dai

x T
H(xl + Az, 72,903, ey Ton) — (21, 72,153, ,xm)H = |[Azq|| < 6.
Mas
HA(ZEl + Azq, m—;,xg, ey Tyn) — Ay, %756'3, ,xm)H = HA()\xl, %,1‘3, ey mm)H

= [JA(z1, T2, T3, ooy T ) || > T

Logo A nao é uniformemente continua.



Para cada m € N, nés denotamos o conjunto de todas as aplicagoes multilineares continuas de
Ey x- - X Epem Fopor L(Ey,...,E,; F). Quando By = --- = E,;, = E, escrevemos L("™E; F) e, se
F =K, usamos L (E1, ..., Ep;K) = L(E, ..., ) e L(ME) = L(™E;K). Representamos L(1E; F) por
L(E;F).

A multilinearidade de uma aplicac¢éo foi definida em termos de suas varidveis, mas é importante
perceber que isso nao pode ser feito com a continuidade, pois uma aplicacdo multilinear pode ser
continua em cada varidvel, separadamente, sem ser continua, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.3 Seja E = C([0,1]) o espago vetorial das fungoes continuas de [0,1] em R, munido da
norma ||z| = fol |z(t)|dt. A aplicagdo B € L(*E) definida por

1
Ble.y) = [ syt
0
é separadamente continua.

De fato, como [0, 1] é compacto, para cada x € E, existe C,, < oo tal que

sup |z(t)| = Cp < 0.
[t]<1

Logo,

|B(z, y)l S/O |z(t)y ()] dt < |§;J<p1|$(t)|/0 ly(t)| dt = Elu<P1|w(t)\ lyll = Callyll -

Assim, B é continua na segunda varidvel e, de modo andlogo, tem-se que B é continua na primeira
varidvel.
Para provar que B nao é continua, consideremos a seqiiéncia

on(t) = n —n’t, seOStﬁ#
"0, se 7712 <t<1.
Temos
a a
n2 nZ 1
l|lzn ] :/ }nfn?’t}dt: / (n —n3t)dt = —
0 0 2n
e daf segue que (zy,x,) — (0,0). Mas B(z,,,,) ndo converge para B(0,0) = 0, pois

1

nZ 3,\2 1
B(xp,xn) :/0 (n—n’t)"dt = 3

Portanto, B nao é continua.

A seguir veremos que a noc¢ao de norma em L (Ey, ..., Ey,; F') é naturalmente concebida a partir do
caso linear. Veremos também, um pouco mais adiante, que quando FEy, ..., E,, sdo espacos de Banach,
as aplicacoes m-lineares definidas em F X --- X F,, s&o separadamente continuas se, e somente se, sa0
continuas.

Proposigao 1.2.4 Seja m € N. Se Ey,...,E,, e F sio espagos normados sobre K, entio a fun¢io
Il : £(Eq, ..., Em; F) — R definida por
|All = sup{|[A(z)[|;z € Ey X -+ X Ep, [[z]lo, <1} (1.8)

é uma norma em L (Ey,...,Ep; F).



Demonstragdo. Como A € L (En, ..., E,; F), pelo Teorema 1.2.2 temos que || A estd bem definida.
Vejamos que ||-|| satisfaz as condigbes de norma:
(1) E claro que ||A]| > 0 e, se ||A]| = 0, entdo

sup{[|A(z)|[;z € By X -+ X Ep, ||z, <1} =0,
ou seja,
A(z) =0,Yx = (21, ..., Zm) € Bp, X -+ X Bg, .
Sejam z; € FEj,j = 1,..,m. Se algum z; = 0 entdo A(z1,..,zn) = 0. Caso contrario, se
x = (21, ..., Ty ), temos
z1 T,

2]l |l

4@l =4 ) [

e portanto ||A(z)|| = 0, ¥(21, ..., &) € E1 X --- X E,,, ou seja, A = 0. E claro que se A = 0 entéo
[A]l = 0.
(43) Seja A € K. Temos

[AA]

sup{[[AA(z)||;z € Er X -+ X Ep, [J]| o <1}
[Alsup{[[A(2)[ ;2 € Ex x -+ X B, [[2]| o <1} = [A[[|A]].-

(#i1) Sejam Ay, As € L(E4, ..., Ey; F). Temos
[ A1 + Azl = sup{[|A1(z) + Az(2)[| ;2 € By x -+ X By, |2 oo <1}
< sup{[|Av(2)|| + [|A2(z)] ;2 € Ex x -+ X By, [|2f| o <1}

2
< swp{ll4; @)z € By x -+ x By, ol <1
j=1

= [[Avl] + [ Azl

Portanto ||-|| ¢ uma norma em £ (Eq,...,E,; F). =

Observagao 1.2.5 Note que da prdpria definicao de sup em (1.8) seque que se T € L (En, ..., Ep; F),
entdo ||T|| é o ifimo das constantes M tais que

sup |Tz| < M.
llzll<1

Teorema 1.2.6 Sejam Ei,..., E,, espagos de Banach e F um espago vetorial normado. FEntdo a
aplicagio A € L (En,...,Eny; F) é continua se, e somente se, é conlinua em cada varidvel.

Demonstragao. Seja A uma aplicagdo m-linear continua. Entdo, para cada i = 1,...,m e cada
x; € Fj,j=1,...,m, os operadores

Awryemiorwigsem) P Bi — F
A(zl,...,a:,i,l,xprl,“.,wm) (y) = A(l‘l, vy Li—19 Yy Lt 1y ey l‘m)

sao continuos. Com efeito,

||A(1:1,4..,7;1',1,xi+1,.“,7;m) (y)H = ||A($1, o Li—1, Yy Tidds -y zm)”
< Azl - Myl - - i

[l
= [[Al 2l llzm ]yl
=Clyl,



onde C' = || A|| ||z1]| . | | (-[%]- significa que ||z;|| ndo esta envolvido).

A reciproca sera provada por indugdo em m. Consideremos a aplicagao bilinear A : Fy x By — F
continua em cada varidvel. Para cada y € Es, a funcao definida por A, (z) = A(x,y) é linear e continua
e, para cada x € F1, temos A, (y) = A(z,y), que também é linear e continua. Pelo Teorema 1.2.2, com
m = 1, temos que, para todo y € F»

[A(z, y)Il = A= (W)l < Mo [lyll -

Logo, se ||ly|| < 1, temos
[Ay (@) = A, y)[| = Az ()] < Ma.
Considerando a familia
F={Ay;y € Bg,},

temos que
|Ay(x)|| < M, VA, €F.

Como A, estd definida em um espago de Banach, entdo, pelo Teorema da Limita¢do Uniforme existe
M > 0 tal que
|Ayl| < M, VA, €F.

Portanto, para quaisquer x € Eq e y € Ep com |ly|| <1 e |z] <1, temos
[A(z, y)l| = |4y (@) < Ayl < M
e concluimos que
[A(z, )l < M lz|[ [yl V(2,y) € Ex x Ea.

Assim, pelo Teorema 1.2.2, temos que A é continua.

Suponhamos que toda aplicagdo (m — 1)-linear continua em cada varidvel seja continua.

Agora tomemos A uma aplicagdo m-linear continua em cada varidvel. Para cada x,,, a aplicacdo
Az, (1,0, Tm—1) = A(Z1, ..., Tp,) € (Mm—1)-linear continua em cada variavel e, por hipétese de indugao,
continua. Entao existe M, > 0 tal que

[A(z1, s zm) || = [As,, (@1, s Tm—1) || £ Ma,, (21| @m—1]]-
Se ||z;|| <1 para todo ¢ =1,...,m — 1, temos
[A(z1, )| < My,

Considere a familia
F = {Aw17,..)IWL71;£L‘i S BEi,’i =1,...m— 1} .

Para cada z,, € E,,, temos

HAml,_“’xmfl(azm)H < M, paratodo Ay, . 4, , em F.
Pelo Teorema da Limitagao Uniforme, existe M > 0 tal que
[Azs,czm | S My YAgy oy € F

e concluimos que, para todo x; € E; com ||z;|| <1,4=1,...,m, tem-se

HA(xlvmvxm)” = HAM Im—l(xm)H <M ||{L'm|| <M

e portanto A é continua. m
O préximo resultado pode ser demonstrado diretamente, usando as bases dos espagos de dimensao

finita envolvidos. Entretanto, apresentaremos uma demonstragao alternativa, usando o teorema
anterior.



Coroldrio 1.2.7 Se Fy, ..., E,, tém dimensdo finita, entio toda T € L (E1, ..., Ep; F) é continua.

Demonstragao. De fato, toda aplicacao linear definida em um espago de dimensao finita é continua,
portanto a multilinear é continua separadamente em cada varidvel. Como os espagos FEj, ..., E,, tém
dimensao finita, eles sdo espagos de Banach e, pelo Teorema 1.2.6, a multilinear serd continua. m

Teorema 1.2.8 (Teorema do Grafico Fechado para Aplicagées Multilineares) Sejam
FEy,...,E, e F espacos de Banach ¢ A : E1 X --- X E,, — F uma aplicacio m-linear de grdfico
fechado. Entdo A é continua.

Demonstragao. Sejam z; € Fj, i = 1,...,m fixados. Vamos mostrar que A, . .,.): E1 — F tem

grifico fechado. Seja (y,),.; uma seqiiéncia em F; com y, — y em By e A, 20 (yn) — 2z € F.
Como y, — y em F7, temos

H(ynvx% 7$m) - (y,x% 7$m)H = H(yn - y707 70)” = ”yn - y”

e assim
lim (ynax% "'7x7n) = (yax% "'7x7n)
n—oo
em E; x -+ x E,. Como A(yn,T2,....;Tm) = A, . a.) (Yn) converge para z em F, temos

que ((Yn, 22, Tm) , A (Yn, T2, ..., )y € uma seqiiéncia no grafico de A que converge para
((y,x2, ..., Tm),2). Como A tem grifico fechado, segue que ((y,zsa,...,2Zm),2) pertence ao gréfico
de A, ou seja,

z=A (y7 z2, -~-axm) = A(mz,...,rm) (y) .

Logo A(a,,...,z,,) tem grifico fechado e, pelo Teorema do Gréfico Fechado, A(,,, ... ,,) ¢ continua. Do
mesmo modo mostra-se que A, zo 20y Azy,.z,,_,) 30 continuas, e o Teorema 1.2.6 garante
que A é continua. m

O préximo teorema é uma versdo do Teorema da Limitagao Uniforme para Aplicacoes Multilineares.
Sua demonstra¢ao pode ser encontrada em [30], porém é complicada e usa o Teorema da Limitagao
Uniforme no caso linear. Aqui apresentamos uma demonstra¢do mais natural, simples e, tomando
m = 1, temos a demonstracao original do caso linear.

Teorema 1.2.9 (Teorema da Limitagao Uniforme para Aplicacoes Multilineares)
Sejam Ej,j = 1,..,m, espacos de Banach, F espaco vetorial normado e {T;};c; uma familia de
aplicacoes m-lineares continuas de 1 X --- X E,, em F. Se

sup | T; (1, ..., Tm)|| < 00 para todo (x1,...,%Tm) € E1 X -+ X By, (1.9)
i€l

entao
sup || T3] < oo.
iel

Demonstragao. Para cada n € N seja

A, = {(ml,...,xm) € Ey X -+ X Epssup | T; (21, ooy )| < n}
iel

E facil ver que cada A, é fechado e, de (1.9), segue que

By x o x By =2 An.



Pelo Teorema de Baire, existe um inteiro positivo ng tal que A,, tem interior ndo vazio.
Sejam int (A,,) o interior de A,,, (a1,...,am) € int(A,,) e r > 0 tais que a bola aberta
B, x...xE,, ((a1,...,amm) ;1) estd contida em A, .

Assim,

||T‘Z (zla axm)” <no
para todo ¢ € I e todo (21,...,%m) € Bg,x...xg,, ((a1,...;am) ;7). Pelo mesmo argumento usado na
demonstracao (vi) = (i44) do Teorema 1.2.2, segue que

1T (@1, s 2m) || < 2™no (1.10)
para todo i € I e todo (z1, ...,y ) na bola aberta Bg, x...xg,, (0;7) . Portanto,

ano

,r-m

sup || T <
iel

]
O seguinte corolédrio é um versao natural do Teorema de Banach-Steinhaus para o caso de aplicagoes
multilineares.

Coroldrio 1.2.10 (Teorema de Banach-Steinhaus para Aplicagdes Multilineares) Sejam
B\, ..., E,, espagos de Banach, F um espago vetorial normado e (A,),—; C L(E,...,Ey; F) tal que
para cada z; € Ej, a seqiéncia (Ap(21,...,Tm)), ., € convergente. Se

Az, ooy ) = lim A (21, .0y Tn),

entao A € L(Eq,...,En; F).

Demonstracao. Claramente A ¢ m-linear. Como (A, (z1,...,%m)) ., € convergente, segue que
(Ap (21, .y Tm)) ey € limitada. Portanto

sup ||An (21, ..., Tm)|| < 0o para todo (z1,...,2m) € E1 X -+ X Ep,.
n

Logo, pelo Teorema 1.2.9, existe um nimero real C' > 0 tal que

sup |4, < C.
n
Assim,
[An(z1, s zm) || < [[Anll Jz1]l - lzmll < Cllzall - lzmll
e, fazendo n — oo, obtemos
[A(z1, s zm) | < Cllzall - [[zm]l

e A é continua. m

Teorema 1.2.11 Sejam {j1,...,5-} C {1,...m} e {i1,...,is} C {1,....,m} com j1 < --- < j, e

i1 <o <is tais que {ji, ..., Jr U i1, ...nis} = {1,...,m}. Se Eq, ..., E,,, G sao evn, a fungdo
é{jlv--ij} . ,C (El,EQ, ceny Em; G) — E (EjUEjz? ceey Ej'r‘; ,C (Eilv ceey EZS,G))

definida por
Py (A)@)(y) = Alz, y),

com x = (xj,,....2;) € B, XX Ej , ey= (Yi,,....,¥i.) € By, X --- x E;_, é uma isometria linear.
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Demonstracao. Por simplicidade, vamos mostrar o caso ji = k, para k = 1,...,n. Temos
q){l,Q,...,n} L (E17 E27 eeey E’m7 G) — L (E17 E23 ey En7 L (En+17 ceey Em7 G)) 3
dada por
12,0} (A) (@) (y) = Az, ),
com & = (21, ...,2n) € By X -+« X Ep, e Yy = (Ynt1y --Ym) € Eng1 X -+ X Epy.
Primeiro vamos verificar que ®1 5 . ) estd bem definida.
Sejam A € K, (21, ..., Tn, Ynt1s -y Ym) € B1 X -+ X By e x € Ep. Entao
q){l,Q,.A.,n} (A) (1’1 + )\.’JC, T2y eny xn)(yn+1, ym)
= A(x1 + A2, T2,y ooy Ty, Ynt 15 -y Ym) (A € m-linear)
=A (.’IJ], s Ty Yn+1, ym) + AA (.’II, T2y ey Ty Yn+41s -0y ym)
=Pp12 ny (A) (@1, Z0) Ut 1s o, Ym)
+ Aq){l,Q,.A.,n} (A) (ﬂ?, L2y -ees xn)(yn+17 ceey ym)

Portanto @715 . n) (A) € linear em relagdo a primeira varidgvel. Fazendo as mesmas contas para as
outras varidveis teremos que ®1 5, ) (A) € n-linear. De modo andlogo, teremos que @15 . 3 (A) ()
é (m — n)-linear.

Vamos ver agora que ®y 5 . ) toma seus valores em L (E1, By, ..., En; L (Eny1, ..., By G)). Dada
Ae L(Ey,..,En;G), parax € Ey X By X -+ x E, fixo, temos

[21.2 .y A @ W) = A, I < NA 2l Naal lynaall - lymll < Mllyagall - lymll - (111)

Portanto,
(I){l,Q,...,n}(A)(x) € ‘C(En—i-l, R G)

Além disso, de (1.11) temos também que
@{1,2,...,'”}(14) €L (E17 EQa ey En; L (En+1; ey Em; G)) .
Note que
12012,y (A)] = sup [ @12, 01 (A) (2)]| = sup ( sup [|A(z,y)] | =A]. (1.12)
llzll<1 lzlI<1 \llyll<1
Se Be L(Ey,E2,....Ey; L(Epyq, ..., B G)), seja A dada por
Az, y) = B(z)(y).
Assim, A é multilinear e, como B e B(z) sdo continuas, temos
1A, )l = B@) W) < IB@)| lyall - lynll < IBIHzall - - llm lyall - lynll

e portanto A € L (E1, Ey, ..., En; G) . Logo @19 ny(A) = B e @15 . ») € sobrejetiva, e por (1.12),
D19, ny €injetiva. Também por (1.12) temos que @19, n} €simétrica. =

veey

Quando r = 1, escreveremos I; em vez de @y, para qualquer j = 1,2,...,m.

Coroldrio 1.2.12 Sem € N e F' é um espago de Banach, entio L(E1, Es, ..., Ep; F) é um espago de
Banach para quaisquer espacos normados F1, Fo, ..., E,.

Demonstracao. Procederemos por indugao em m. No caso m = 1, caimos no caso linear, e daf
L(Ey; F) é um espago de Banach (esse é um resultado conhecido da Anélise Funcional). Suponha
o resultado valido para m > 1. Pelo teorema anterior, L(Ey, FE1, Es, ..., E;,; F) é isometricamente
isomorfo a L(Eqg; L (Fy, Ea, ..., Ep; F)) que é Banach, pois £ (F1, Es, ..., E,; F) ¢ Banach por hipétese.
Logo L (Ey, E1, Es, ..., Epy; F) € um espago de Banach. ®
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1.2.2 Aplicagoes Multilineares Simétricas

Para cada m € N, nés denotamos por S, o conjunto de todas as permutacgoes de {1,...,m}, isto &, o
conjunto de todos as bijegoes o : {1,...,m} — {1,...,m}.

Definigao 1.2.13 Sejam E e F espagos vetoriais sobre K e m € N. Dizemos que uma aplica¢ao
m-linear A: E X --- x B — F é simétrica se, para quaisquer x1, ..., T, € E, tivermos

A(l‘l, ceey l‘m) = A(f[,‘g(l), ceey l‘g(m))
para toda permutagdo o € S,,.

Para cada m € N, denotamos por Ls(™E; F') o espago vetorial (subespago de L(™FE; F')) formado
por todas aplicagoes m-lineares de E™ em F que sdo simétricas. Analogamente, denotamos por
Ls(™E; F) o subespago formado por todas as aplica¢oes multilineares continuas de E™ em F que s&o
simétricas. Quando F = K, nés escrevemos Ly(™E; F) = Ly(™E), Ls("E; F) = L(™E) e, se m =0,
escrevemos L,(°E; F) = L(°E; F) = F.

Definigao 1.2.14 Para cada m € N e cada multi-indice v = (n1,...,ny) € N§, definimos

=m0+ 4,

k
Al = Hnj!
i=1

Definigao 1.2.15 Sejam A € L(™E;F) e k < m. Para cada (v1,...,x1) € E*, e para cada
v = (n1,...,n1) € NE com ||| = m, definimos
ny vezes ng vezes
Azt oalr = Az, . a0, o, Ty o, ).

A seguir se A € L;(™E; F) ese x € E, usaremos a notacao A(x) para denotar a aplicagdo (m — 1)-
linear

A(Jj)(aj% ~--7xm) - A(.’E,Jfg, ...,.’Em)_

Teorema 1.2.16 (Férmula de Leibniz) Sejam E, F espagos vetoriais sobre K e A € Ly(™E; F).
Entao para quaisquer x1, ...,z € E, temos

|
Iyll=m
Demonstragao. Por indugdo em m. Para m = 1, temos n; = 1 para algum j = 1,..., k, e os demais
nulos. Logo
1!
Z —'Az;’l...xzk =Axy + -+ Az, = A(z1 + -+ + xp).
~!
IvlI=1

Suponha a férmula vilida para um certo m > 1.
Seja
A€ L,("ME;F).
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Sabemos que

Az + -+ xk)m'H =A(wy + -+ xp) (T + - F )™
Como
A(xy+ -+ x) € Ly(ME; F),
pela hipétese de indugao, temos
A(x1+-~-+$k)m+1 =A(xy + - o)y )™
|
= Z E'.A(ah + o rg)at e xzk
[yll=m
e Z T Azn1+1xn2 xzk + “en +
I
vll=m
b3 M aaprage e
Ivll=m "
com v = (ny,...,n) € N§ e [|7]| = m. Para cada i = 1,...,k, sejam 8° = (81, ..., ) € N, tais que

{

szni+1, sej=1

B; = nj’ se ] # 7;7
para todo 7 =1,....k e 4 4 4
187 =Bi+- + B =m+1.
Logo
Almy + a2+ + ap)"
m! m! gk
- A‘Tll' + -+ Azt ®,
|51|Z7n+1 (B = D! B! Iﬂklz—;n-s-lﬂk! (B = D)
ese 8= (B1,....0r) € NE, entdo
Ay + 29+ +ap)™ ! (1.13)
m! m)
= ) O PN < — P
— )8! ! ... 1 1 k
18]l=m+1 (51 ) 62 Bk 1Bl =mt1 51 (ﬁk )
B1>1 Br>1
prim! 5 B! 5 s
- T gttt e $ WAl
18] =m+1 I8 =m41 7R
Br121 Br>1
Note que
Blm' 8 Bkm'
O L YD o L SO
| 1 k —1 1 ’
HﬁH ﬂl Bol- - B! Hﬁ” m+1 Bt (Br )!

e portanto podemos considerar as somas na ultima igualdade de (1.13) incluindo os casos (1

0, ..., 8k = 0. Portanto,
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m! m!
Alxy +xo 4+ xk)val — Z 617141311. B Z X 5k Azﬂl...xgk
1

18limmr 11021 B! I8ll=m+1
m
— - 7%1 1 p ﬁk
IﬁI—ZMH Grte ) g g
— Iﬁlz: 51'52 Aa:[fl xf’“.

Coroldrio 1.2.17 (Férmula Binomial de Newton) Se A € L ,(™E;F) entio para quaisquer

z,y € E temos
m ..
Alx +y)" = <)Azm
(z+y) ;0 ; v

O seguinte teorema nos permite obter uma boa relacao entre aplicagoes multilineares simétricas e
polinémios.

Teorema 1.2.18 (Férmula de Polarizagao) Sejam E,F espagos wvetoriais sobre K. Se A €
L,(™E; F) entdao

A1,y ) = m'2m Z €1 emA(xo + 121 + -+ emam)™,
g;==%1
PAra QUAISQUET T, L1, T2, ey Ty € .

Demonstracao. Pela Férmula de Leibniz temos

m)!
m n n N
Ao +erm+- Femtm)™ = Y ———— Az’ (18)™ . (EmTm)
ne Nyt
Ivll=m
— E %811...5%WA.’I,‘00...$Z$L,
lvll=m

onde a soma ¢ feita sobre todos ng, ..., N, € Ny tais que ng + - - - + n,, = m. Portanto

E 51 Alxg +e1m1 + -+ emTm)™ E 1" Em E ert e AxgC Ly
=+l lIvll=
|
_ § m: "o nm E 5n1+1 ._E"lvn"l'l
nO' ... n . m !
lvll=m m! ei=+1
Se n; = 0 para algum ¢, temos E”IH g; = £1, e daf
ni+1 nm+1
§ €1 T Em -
ej=%1
o ni+1 n;—1+1 nip1+1 nm+1 n1+1 m_1+1 niy1+1 N +1 __
= E €1 gl (Deh ‘ + gl (=D ey =0.
ej==%1,j7#1 ej==%1,j7#1
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Logo

Z 57111+1.,,5'sz+1 # 0= n; # 0 para todo 1 <17 < m.
Ei::tl

Note que se n; # 0 para todo i = 1,...,m, segue que n; = 1 para todo i =1,...,m e ng = 0. Logo

2 :Enl—i-l . er—i-l § 1_2m

e;=+1 e;=+1
e portanto
m! 1 1
Z e1-emA(zo+eariz1+ - Fepman)” = Z ————Azg® Z gt gnm®
ei==%1 yll=m 0" ! ei=%1
=m2mA(x1, .., Tiy).
[

Note que se A € Ly("™E;F) e B € L,(™E;F) com Az™ = Bz™ para todo z € E, entdo

m
A($17$27 --~7-Tm) = om E €1.- E»,,LA(51$1 +--+ 5m$m)
ml2 e,==%1

= m'2m Z E1.. 87,,B(€1£E1 + - +€mxm)m = B(l‘l,l‘g, "'amm)a
=+1

ou seja, se A e B sdo aphca(;oes simétricas que coincidem na "diagonal", entao coincidem em todo o

dominio.

Observagao 1.2.19 Uma outra interessante e util formula de polariza¢do é a sequinte, devida a Mazur
e Orlicz [20]: Se A € L("™E; F) é simétrica, entdo

ATy, ey Ty) = — S (—1)mTEeEiA (:Co + Z;—n:lfjmj)

M- e;=0,1

para todo xg € F.

1.2.3 Ideais de Aplicagoes Multilineares

Como conseqiiéncia natural da teoria de ideais de operadores, A. Pietsch [27] introduziu a nogao de
ideais de aplicagoes multilineares, que comecaremos a estudar a seguir.

Definicao 1.2.20 Se Ej, ..., E,, sdo espag¢os normados, A € L (FE1,...,Ey; F) é dita de tipo finito se
existem n € N, ga(j) € E’ eb€e Fecomi=1,...nej=1,...,m, tais que

A (.131, ceey ‘rrn) = Z(pgl) (1‘1) ‘e (pgm) ({1:7”) bz

z

O conjunto formado por essas aplicacbes é denotado por Ly (Ei,...,En;F). E facil ver que
Lf(Eq,....Eyn; F) é um subespago de L (En, ..., Ep; F).
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Note que o espago vetorial Lf (En, ..., En,; F) satisfaz a propriedade de ideal, ou seja, se M €
Li(Er, ... B F), uj € L(Gj;E;) com j =1,...,m, et € L(F;H) entdo t o M o (uy,...,un) €
Ly (Gy,...,Gn; H) . De fato, seja M € Ly (En, ..., Ep; F) da forma

M (21, @) = Zgogl) (1)~ @Em) () b;
i=1

esejam u; € L(Gj;Ej) comj=1,...,m,et e L(F;H). Temos que

to Mo (Ut .y Um) (X1, ey @Ty) =0 M (ug (1) ooy Uy (1))

=t (Zw?’ (ur (20)) -~ o™ (i (2m)) m)
= (Zt (&1 () ™ (am (2) b)>
(Z%(‘D (ur (1)) 0™ (um () (b»)

_ (i (901(‘1) ° Ul) (z1) - (cpz(-m) o um> (xm)t (bz)> ,

i=1

com @Ej) ou; € G} et(b;) € H. Portanto

toMo (ul,...,um) S £f (Gl,,Gm,H) .

Definicao 1.2.21 Um ideal de aplicagées multilineares M ¢é uma subclasse da classe de todas
aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach tal que, para todo m € N e espagos de
Banach FEy,...,E,, e F, as componentes M (E1,...,E; F) = L (E1, ..., En; F) N M satisfazem:

(1) M(Ey,....Ep; F) é um subespago vetorial de L (E, ..., Eyn; F) que contém as aplicagdes m-
lineares de tipo finito;

(13) A propriedade de ideal: se A € M(E1,...,E;F), u; € L(Gj,E;) para j = 1,...,m e
te L(F;H), entao tA(uy,...,um) € M(G1,....,Gp; H) .

Para cada m fixo,
Mo, = U M (Ey, ..., Ep: F)

FEi,..., E.,F Banach

¢é chamado de ideal de aplicagoes m-lineares.

Definigao 1.2.22 Um ideal normado (resp. quasi-normado) de aplicag¢des multilineares (M, [|-|| 1,) €
um ideal de aplicagoes multilineares munido da fungao ||-|| \, : M — [0,00), tal que:

(@) |I[[og restrita a M (En,...,Epn; F) é uma norma (resp.  quasi-norma, com constante nao
dependendo dos espagos, dependendo eventualmente apenas do m) para quaisquer espagos de Banach
FEi,...E,, F etodo m e N;

(it) [lidgm ||\ = 1, onde idgm : K™ — K é dada por idgm (T1,...,Tm) = T1--- Ty para todo
m € N;

(i13) Se M € M(En,...,En; F), uj € L(G;,Ej) para j=1,...m et € L(F;H), entio

JEM (ur, oyt g < NI D Ly N - et
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De maneira andloga, se m for um inteiro positivo fixo, sob as condigoes acima, dizemos que M,, é
um ideal normado (quasi-normado) de aplicagdes m-lineares.

Se as componentes M (E1, ..., Ey,; F)) sdo completas com respeito a ||-|| 4, nés dizemos que M &
um ideal completo de aplicagoes multilineares (em inglés, Banach ideal ou quasi-Banach ideal). De
modo andlogo se procede para M,,.

Observagao 1.2.23 Algumas vezes, chamaremos M e M,, simplesmente de ideais de aplicagdes
multilineares, mas o contexto deixard claro que conceito estamos usando.

Observagao 1.2.24 As componentes de um ideal de aplicagées multilineares M ou de um ideal de
aplicagoes m-lineares M, envolverdo sempre espagos de Banach sobre o mesmo corpo (fixo) K.

Exemplo 1.2.25 Denotaremos por My (E1,....,En;F) o fecho de Ly(E1,..,En;F) em
L(E1, ..., Emn; F) . Definimos

My = U M (Bry .oy B F)

meN
Eq,...,Em,F Banach

e, se T € My, dizemos que T é aprozimdvel. O conjunto (Mu,|||) é um ideal completo de

aplicagcées multilineares. De fato, se A € M (E1,...,En;F), u; € L(G4,E;) comj =1,..,me
t € L(F;H), entio existe uma seqiéncia (Ay)pe, em Ly (Er,...,En; F) tal que klim A, = A e

tAg (U1, ooy Upm) € My (G1, ... G H) para todo k € N. Dai

— 00

lm (tAg (U1, ...y tm)) =1 (klim A (ug, ..., un)) =tA (U1, -, Um) ,

e portanto tA(uy,...,un) € Mua(Gr,....Gm;H). E claro que |idgm| = 1 e, se M €
Ma(Er, .., By F), u;j € L(Gj,Ej) comj=1,...mete L(F;H), temos

[t oMo (ur,...;um)|| <M (wr, o wm) || < [ M ]l - ]l -
Todas as componentes My (E1, ..., Em; F) de M4 sio de Banach, pois sio subespagos fechados dos

espagos de Banach L (Ey,...,E,; F).

A seguir, veremos que as normas em ideais de multilineares tém comportamento semelhante ao
caso de ideais de operadores (lineares).

Proposigao 1.2.26 Seja (M, ||| () um ideal normado de aplicagoes multilineares. Entdo, || M| <
| M|| », para qualquer M em M.

Demonstracao. Sejam M € M (Ey,...,En; F), p € F' e xj € Ej fixos, j = 1,...,m.
Para cada j = 1,...,m, defina

Rj 'K —>Ej : Rj ()\) = )\.’Ej.
Temos || R;|| = ||z;] e
poMo (R, ... Rpp) (M, o Am) = @0 M (AM1Z1, ooy A @) = A1 A (o M) (21, ..oy T -
E facil notar que

poMo(Ry,...Rn) = (po M) (x1,....;xm) idgm. (1.14)
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De (1.14), temos

[(po M) (x1,.cc,zm)| = [(po M) (T1,....zm)]| ||idgm
=||(¢o M) (z1,..., Tm) idgm
=|lpo Mo (Ry,.... B)ll oy
< el 1M1 pg (B (1R -

M

M

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

M (21, ...; &) = sup |(p o M) (1, ... Tm)]

llell<i

< sup [ [[M ]|y, [|B1][-- - [[ Bl
llell<1

= (1M g llall- - flwm ] -

Portanto [|M|| < [[M]|,,.

Se p; € Ej,j = 1,.,m ey € F, para quaisquer (z1,...,%,,) € Ei X -+ X Ep, denotamos
(901 R Somy) (xlv "'7m7n) por @1 (‘xl) o Pm (ZL’m) Y.

Proposicao 1.2.27 Seja M um ideal normado de aplicacées multilineares. Para ¢; € E]’-, ye Fe
M=o ® - Qeny € L(E,....Ey; F) temos

M| g = 1M1 = [yl leall - - llomll -
Demonstragao. Como M (x1,...,Tm) = ©1 (1) - - @m (Tm) y, temos

M (21, s 2m) || = llpa (21) - - m (@) 9l

e daf
1M = llyll Il - - - |omll -

Note que
M =toidgm (P1,-s ©m) s

com t € L (K; F), dada por t (k) = ky. Entao, M € M, pois idxkm € M e

M| pg < 1] iz | g llpall - - llomll < lyll ll@all- - lpmll -

Pela proposigao anterior, temos

M| < [[M ]| nq < [yl llall - lpmll = [ M]]

e o resultado segue. m

1.3 Ideais de Polindmios entre Espacos de Banach

1.3.1 Polin6mios Homogéneos

Na presente secao estudaremos algumas propiedades bdsicas a respeito de polinémios e aplicacoes
multilineares entre espagos de Banach, que ajudarao no estudo da teoria de ideais de polinémios entre
espacos de Banach.
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Definigao 1.3.1 Sejam E e F' espagos vetoriais sobre K. Uma aplicagdo P : E — F é um polinémio
homogéneo de grau m (ou wm polinémio m-homogéneo) se existir A € L(™E; F) tal que P(x) = Az™
para todo x € E. Dizemos que P é o polinémio m-homogéneo associado a A.

Denotamos por P("™E; F') o espago vetorial de todos os polinomios m-homogéneos de E em F. O
conjunto das fungoes constantes de E em F ¢ denotado por P(YE; F). Identificamos P("E; F) com F
através da associagao

U:F—{f:E—F; féconstante}
U(a) = f dada por f(z) = a para todo z € E.

Definigao 1.3.2 Sejam E e F espagos vetoriais sobre K. Dizemos que a fun¢do P : E — F é um
polindmio se P puder ser representado como uma soma P = Py+ Py +---+ Py, onde P; € P (jE; F)
para cada j =0,...,m. Se P, # 0, dizemos que P é um polindomio de grau m.

Denotamos por P (F; F') o espago vetorial de todos os polinémios de E em F'. Se F' = K escrevemos
apenas P (E).

Exemplo 1.3.3 A fun¢io P : K — K, definida por P (z) = az™, a € K, é um polinémio homogéneo
de grau m. Basta tomar A € L (™K) dada por A (x1,...,Tm) = ax1...Zm, € temos P (x) = Az™. Note
que esses sao 0s Unicos polinémios m-homogéneos de K em K. De fato, se A € L("K) exq, ...z, €K,
temos

A(x1, ey i) = 212 A (L, .., 1) = azq...xp,

coma=A(1,..1).

Proposicao 1.3.4 Sejam E e F espagos vetoriais sobre K e m € N. Se P € P(™ME; F), entdo existe
uma dnica aplicagao m-linear simétrica T € Ly (ME; F) tal que P (x) = Tx™ para todo x € E.

Demonstragao. Pela definicdo de polindomio homogéneo, existe uma aplicagao m-linear A €
L(™E; F), tal que P(z) = Az™ para todo = € E. Agora defina a aplicagdo m-linear A, simétrica, por

1
AS (LEl, ...,Im) = ﬁ Z A (l’g(l), -'-,l‘o(m)) .

’ oESH,

Logo

Agz™ = - Z Az, ..,z) = Em!A (z,...,x)
oESm
= Az™ = P (z).

Se Bsax™ = P (x), segue que A, e By coincidem na diagonal e, pela Férmula de Polarizagao, coincidem
em todo o dominio; assim A é tnica. ®

A, é chamada de simetrizacdo de A; denotaremos por Ao polindomio homogéneo associado a A e
P a multilinear simétrica associada a P.

Proposicdo 1.3.5 A funcio A — A é um isomorfismo (algébrico) de espagos vetoriais entre
L;(™E;F) e P(ME; F), para cada m € N.
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Demonstragao. Pelo teorema anterior, para todo A € P ("™ FE; F') existe uma tnica aplicacdo m-linear
simétrica A € Ly (™E; F) tal que A (x) = Az™, e portanto temos a bijegdo. Agora, tomemos A; e A
em L, ("E; F) e k € K. Temos

(k’Al + AQ)/\ (SC) = (k’Al + Ag) ™ = k’All‘m + AQZEm = (k/il + AQ) (SC)

0 que mostra a linearidade. =

Teorema 1.3.6 Sejam E, F espacos vetoriais sobre K. O espago vetorial P (E;F) é soma direta
algébrica dos espagos P (ME; F), m € N.

Demonstragao. Pela definicao, temos que P = Py + -+ P, comm € Ne P; € P (jE;F),
j=0,...,m. Seja P € P(E;F) o polindmio identicamente nulo. Suponha

0=P(z)=Fy(z)+- -+ Py (x) para todo z € E.

Seja r > 0. Temos
Py(ra)+ -+ Py (rz) =0

e daf
Py () + -+ 7Py, (z) = 0.

Dividindo ambos os membros por ™, obtemos
TimPo () +---+ %Pm,l () + Py () =0
e, fazendo 1 — o0, teremos que P, (z) = 0 para todo z € E. Portanto
P(z)=PFy(x)+ -+ Pn_1(x) =0.
Procedendo da mesma maneira, verifica-se que Py (x) = --- = P, (z) = 0. Logo, se

Po+- -+ Pp=Qo+ +Qm,
com P;,Q; € P(jE;F), j=0,....,m, temos P; = @; para todo j, e a soma ¢ direta. m

1.3.2 Polinémios Continuos

Sejam E e F espagos normados sobre K. O subespago de P (™E;F), formado pelos polinémios m-
homogéneos continuos, serd denotado por P (™E; F), e P (F; F) denotard o subespago de P (E;F)
formado pelos polinémios continuos de E em F'.

O préximo teorema fornece vérias equivaléncias sobre a continuidade de polindmios:

Teorema 1.3.7 Sejam E e F espacos vetoriais normados sobre K, m € N, P € P(ME;F) e
AeL;(™E;F), com A=P As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A€ L, ("E;F);
(i) Pe P("EF);
(#i1) P ¢é continuo na origem;
(iv) Eziste uma constante M > 0, tal que ||P (z)|| < M ||z||™, para qualquer x € E;
(v) P é limitado em toda bola com raio finito;
(vi) P é limitado em alguma bola com raio finito;
(vii) Se B C E é limitado, existe Mp > 0 tal que

[Pz — Py|| < Mp ||z -y

para quaisquer x,y € B.
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Demonstragdo. (i) = (i) Temos que P(z) = (Aoi)(z), onde ¢ : E — E™ & dada por
i(x) = (z,...,2). Como A e i sdo continuos, segue que P também é.

(#3) = (#it) Se P é continuo, em particular, P é continuo na origem.

(#i1) = (iv) Se P é continuo na origem, entdo dado € = 1 existe § > 0 tal que, para todo z € F

com ||z|| <0, temos ||P (z)| < e. Se x # 0, como H”‘;—IHH = ¢, temos
| ()=
]

IP (@) < MJz]|™, com M = (;) ,

Logo, para todo = # 0, temos

Se z = 0 a desigualdade continua valida.

(iv) = (v) Seja B uma bola com centro em a € E e raio r > 0. Para todo = € B, temos que
|lz|| < |la|| + r. Portanto, por (iv) segue que ||P (z)|| < M (|lal| + 7)™ .

(v) = (vi) Obvio.

(vi) = (i) Sejam B (a;r) a bola aberta de centro a e raio r, e K > 0 tais que ||P (z)|| < K para
todo x € B (a;r). Pela Férmula de Polarizagao, com zg = a € 21, ...,z € B (07 ﬁ) , temos

1
HA(CL’l, ,xm)” < om Z |<€1| - ‘5m| ||A(330 +e1x1+ -+ mem)m”

g;==+1
1 -
e
g;=*x1
1 K
= ml2m Z K= ml’
g;==+1

. - o .

Sejam x1, ..., T, € E nao nulos e y; = e Para cada ¢t =1,...,m. Logo
m

r ||A(x177xm)||

2mm (|2 || - - |||

K
= HA(ylaaym)” < mv

e conseqlientemente
2771, mm, K

1A @y s )|l < =

]l - lzmll -

Note que se algum dos x; for nulo, teremos A (z1, ..., ) = 0 e a desigualdade continua valida. Portanto
A ¢é continua.
O mesmo raciocinio pode ser usado se substituirmos “bola aberta” por “bola fechada”.
(i) = (vii) Para quaisquer z,y € F, temos:
1P(y) — P(x)|| = |Ay™ — Az™| = ||A(y, ... y) — Az, y, s 9) + A2y, . y) — Az, 2,9, ..9)
+ A (3773371% 32/) - A(.Z‘, .-.,l'7y) + A(Qj’ ---7$,y) - A(Jj’ am) ||
<Aty —z,y,. .. )l + |A(x,y —z,y, ..., y)| + -+ [|[A (2, ...,x,y — )]
m—1 m—2 m—1
< Ay = Hgl™ ™ + ANl ly = 2 g™ + -+ LA™ lly — =

—1 —2 -1
< ANy = (™ + el g™ + -+ 2| ™).
Agora, se ||y|| < r e ||z]| <7, tomando M = ||A| (m — 1) r™~!, temos

IP(y) = P(a)ll < [A]l (m = 1)r™ " [ly — =
= Mlly —z|
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e o resultado segue.
(vii) = (vi) Obvio. m
Do Teorema 1.3.7 concluimos que se P € P(™E; F), entao

sup || Pz < .
llzll<1

Veremos, a seguir, que o espaco vetorial dos polindmios m-homogéneos continuos é um espago vetorial
normado se for munido com a norma

IP|l = sup [P (z)].
el <1

Proposicao 1.3.8 Seja P € P("E; F). Entdo
(i) sup |P (@)l = sup |P@)]];
llzll=1 llzll<1
(ii) sup ||P (z)|| =inf{M > 0: [P (2)| < M ||z||™ para todo x € E};
llz|l<1

(#i1) ||]_3H = sup ||P(z)| é uma norma em P (™E;F).
llzll=1

Demonstracao. Note que

sup [P (z)[| < oo
Iz <1

devido ao Teorema 1.3.7.
(1) Sejam C = {||P (z)]; ||lz|| <1} e D ={||P (z)||; ||z|| = 1}. Assim D C C, e portanto

sup ||P(z)|| =supD <supC = sup ||P(x)]. (1.15)

llzll=1 llzll<1

Agora, se 0 # z € E, com ||z|| <1, entao

=1 ()] = e

1P ()] < (sup IIP(y)|> [E

llyll=1

e daf

Tomando o supremo, com ||z|| < 1, obtemos

sup [P (z)|| < sup [|P (y)[|- (1.16)
el <1 lyll=1

Portanto, de (1.15) e (1.16) temos

sup [P (z)|| = sup [|P(y)]|-
el <1 lyll=1

(i) Seja M > 0 tal que ||P (z)|| < M ||z||™ para todo z € E. Se ||z|| < 1, entédo || P (x)| < M. Logo

sup [P (z)| <M

llzll<1
e segue que

sup ||P (z)|| <inf{M > 0:||P(z)| < M ||z||™ para todo = € E}. (1.17)
Iz <1
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Agora vamos mostrar que

sup ||P(z)]| € {M >0:]|P(z)| <M|z|™ para todo z € E}.
=<1

Sejam x € FE, x nao nulo, e y = ﬁ Entao

W: 1P@) < sw 1P @)

llyll<1

e portanto

1P ()] < nshlp 1P () [lz]|™ para todo 0 # = € E.
ylI<1

Caso x = 0, temos P (z) = 0, e a desigualdade continua vélida. Logo

sup [|P (y)[| € {M = 0;[|P (z)[| < M [|z™ para todo x € E}
lyll<1

e segue que
sup [|P (y)|l = inf {M > 0;[|P (z)]| < M [[=[|"}. (1.18)

lyll<1

A igualdade segue de (1.17) e (1.18).
(#i) Como || P (z)|| > 0 para todo = € E, entdo

[Pl = sup [|P(z)] = 0.

llzll=1

Além disso,
IP| =0 = |P @) = 0 sempre que [ = 1.

T
1P (@) = HP () H Jal™ =0,
fal
e daf segue que P = 0.

Se k € K, para todo x em E, temos

Logo, se 0 # x € E, temos

[P[| = sup [[kP (z)[| = |k[ sup [P (z)[] = |k[ [P

llzll=1 llzll=1
Finalmente, se P, P’ € P (™E; F) entéo

|P+ P = ”51”1£)1 (P +P)(x)| = sup. |P(z) + P (z)|| < sup ||P(z)|| + sup ||P'(z)]

|z]|= z||=1 |z||=1

= 1Pl +[1P"]] -
Portanto [|-|| ¢ uma norma em P (™E;F). m
O proximo resultado estabelece desigualdades cldssicas entre as normas de A € L, (™E;F) e

AeP("E;F):

Teorema 1.3.9 Sejam E, F espacos normados sobre K. A aplicagdo

o:L,("E;F)— P(ME;F),

definida por ® (A) = A, é um isomorfismo topoldgico. Além disso,

] < an < T 4],

23



Demonstragao. A aplicagdo ® é uma restricdo da fungdo dada na Proposi¢do 1.3.5 (note que a
imagem de ® realmente estd em P (™E; F) devido ao Teorema 1.3.7); portanto ® é linear e injetiva.
O Teorema 1.3.7 também garante que ® é sobrejetiva. Logo ® é um isomorfismo algébrico.

Temos que HAH < ||A]|, pois

[A@]| = nawmi < nap oy

Seja x = (X1, ..., Tm) € E™ com ||z|| < 1. Usando a Férmula da Polarizacdo com zg = 0, temos

A@1, ooz < > [Aerwr -+ eman)|| < > 4| e+ -+ emaml™

S om
gi==%1 ml2 e;=+1

1 m 1 1 m
< m 3 HAH (hoall -+ el = = ]| Gl -+ ol

m'2m

Allm

m'

Portanto ||A| < T,:T

Coroldrio 1.3.10 Sejam m € N, E um espa¢o normado sobre K e F' um espaco de Banach. Entdo
P(™E; F) é um espago de Banach.

Demonstragao. Como L ("E; F) é isomorfo a P ("E; F) basta mostrar que L, (" E; F') é¢ Banach.
Vamos mostrar que L ("™ E; F) é fechado, pois como L, (ME; F) C L(ME; F), e L(ME; F)

L, (™E; F) serd Banach. Seja A € L, (™E; F). Entao existe uma seqiiéncia (A4,),~; em L, (™E; F),
tal que lim,,_,oc A, = A. Temos que

[An (@1, s 2m) = A(@1, s zm) | = [[(An — A) (@1, -y )| < JAn = Al |22]] - 2]
para quaisquer 1, ..., Z,, € E. Fazendo n — oo na desigualdade acima, temos que

lim A, (21, .., Zm) = A(T1, oy Tim)

n—o0

para quaisquer i, ...,&,, € E. Como A, € L, ("™FE; F) para todo n € N, entao, para toda permutacao
o € S,,, temos
Ay (21, oy ) = Ay, (wo(l), ...,xa(m)) .

Logo
A1, oy Tyn) = nlirrgo Ap(x1y ey xy) = nler;oAn (Zo(1)s s To(m)) = A (To(1)s s To(m))
e portanto A € L, ("E; F). =
Quando m = 2 e F é espago de Hilbert, o Teorema 1.3.9 é bastante especial:

Proposigao 1.3.11 Seja E um espaco de Hilbert. Entao o isomorfismo natural ® : Ly (2E;F) —
P (QE; F) é uma isometria.
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Demonstragao. Jd sabemos que ® é um isomorfismo. Sejam A € Lg (2E; F) ex,y € E. Pela
Férmula de Polarizacao, temos

IA (2, y)]| =

1
2291 Z 1624 (51x+52y)2
.Ei::tl

<15 Jater e

gi==%1

1 ~
LS 4]+

gi==*1
_1‘
-8
11
=< |A| 2l + ol + 2102 —l?)

IN

1 2 2 2 2
A (hz -+ 97 + =2 = yl* + 1z = ol* + -2 + yI1*)

Pela Lei do Paralelogramo (veja [16]), temos

T 2 2 T4 2 2
< — I
1A Gl < 2| A] 2 (el + 1907) = 2 4] (1ol + 1917)
e segue que

Lia 2 2 1
lal = sw A@yl< s ||| (lel® +191?) = |4
lyll:ll=l<1 lyl:ll=ll<1

Pelo Teorema 1.3.9, temos || A = ‘AH . m

Assim como para o caso multilinear, temos uma versdo do Teorema da Limitacdo Uniforme para o
caso de polindmios homogéneos, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 1.3.12 (Teorema da Limitagao Uniforme para Polinémios Homogénos) Sejam E
um espa¢o de Banach e F um espago vetorial normado. Se {P;}icr ¢é uma familia de polinémios
m-homogéneos continuos de E em F' e

sup || P; (x)|| < oo para todo z € E, (1.19)
iel

entao
sup || B;|| < o0.
iel

Demonstragao. Para cada n € N, seja
A, = {x € E;sup || P; (x)] < n} .
iel

E facil ver que cada A, é fechado e, de (1.19), segue que
E = A,

Pelo Teorema de Baire, existe um inteiro positivo ng tal que A,,, tem interior ndo vazio. Sejam
int (Ap,) o interior de Ay, a € int (A,,) e r > 0 tais que a bola aberta Bg (a;r) estd contida em A, .
Assim,
1P ()] < 7o

para todo i € I e todo © € Bg (a;r). Pelo mesmo argumento usado na demonstracio (vi) = (i) do

Teorema 1.3.7, segue que
2Mmm™ng
1P (2)]| € ——— (1.20)

rmm]!
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para todo i € I e todo = € Bg (0;7) . Portanto,

sup || B|| < oo.
il
]
Essa demonstracao também pode ser feita usando o Teorema 1.2.9 e a Férmula de Polarizacao.

Coroldrio 1.3.13 (Teorema de Banach-Steinhaus para Polinémios Homogéneos) Sejam E
um espago de Banach e F um espago normado. Seja (P,)., C P (™E;F) tal que, para cada x € E,

a seqiiéncia (P,x),> | é convergente. Se P é o limite pontual de (P,),.,, entio P € P(™E;F).

A demonstragao deste coroldrio segue a mesma linha da demonstragao do Corolério 1.2.10, usando
o Teorema 1.3.12 ao invés do Teorema 1.2.9.

Teorema 1.3.14 Sejam E e F espagos normados sobre K. O espago vetorial P (E; F) é soma direta
algébrica dos espacos P (ZE; F), i€ N.

Demonstragio. Seja P € P (FE;F). Vamos usar indugdo sobre o grau de P. Se o grau de P for
zero, temos, pelo Teorema 1.3.6, que existe Py € P (°E; F) tal que P = Py, e daf Py € P ("E; F).
Suponhamos que o teorema seja valido para todo polindmio continuo de grau menor que m > 0. Seja
P um polinémio continuo de grau m. Entao o polinémio

q(z) =P(ax) —a™P(x), comaeKea#0,

é continuo e tem grau menor que m. Podemos escrever ¢ como

q(z) =P (az) —a™P(x) = Zaij (x) — amZPj (x) = Z (of —a™) Pj(2).
5=0

=0 =0

Tomando « € K, tal que o/ — o™ # 0 para todo j = 0,...,m — 1, temos, por hipétese de inducio, que
cada um dos P; com j = 0,...,m — 1, é continuo. Note que P,, = P - Fy —--- — P, _1. Portanto
P=PFP+---+ P, com P; E’P(jE;F),jzo,...,m. ]

O subespago de P (™E; F) gerado pelas aplicagoes P (z) = ¢ (z)"b, com p € E' e b € F, &
denotado por Py ("E; F) e seus elementos sao chamados de polinomios m-homogeéneos de tipo finito.
Denotamos por P4 (ME; F') o fecho de Py ("E;F) em P (™E;F), e os elementos de P4 (™E; F) séo
chamandos de polinomios aproximéveis.

Se Ae Ly (™E; F) (lembre da Definigao 1.2.20), temos que

n

Ay, zm) = Do) (@1) o™ () bi,
=1

com <p(j) € E' eb; € F. Logo

A@) = A ) = 30 @)™ @) b

Note que gogl) (x)-- -@Em) (x) b; pode ser escrito por uma combinagao linear de certos ¢ (z)" b, com

o€ E'ebe F,eportanto A € Py ("E; F).
Para perceber que cada gogl) (z)--- gp,gm) () b; pode ser de fato escrito como combinagao linear de
certos ¢ (z)™ b, observamos as seguintes igualdades:
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e (p1+ 902)2 = 2 + 2+ 2lp1p2
o (p1+p2+¢3)° = (01 +02)" + (91 +93)° + (02 + 03)° — 03 — 3 — 3 + 3lp1paps
o (

o1+ 02 + 3+ 1)
= (p1+ @2+ 93)" + (01 + 02+ 0a)" + (01 + 03+ 0a)" + (02 + 93+ 1)

— (14 92)" = (14 @3)" — (1 +0a)" = (02 +93)" — (2 + 1) — (05 + @a)"
+o1 + 93 + ¢35 + o1 + dp1v2p304.

O caso geral tem uma formalizagao muito trabalhosa e nao serd feito.

1.3.3 Ideais de Polindmios

A nocao de ideais de polindmios é uma adaptacdo natural do conceito de ideais de aplicagoes
multilineares.

Definigao 1.3.15 Um ideal de polindmios homogéneos, ou simplesmente um ideal de polinémios, é
uma subclasse Q da classe de todos os polinémios homogéneos continuos entre espacos de Banach tal
que para todo m € N e quaisquer espacos de Banach E e F, as componentes Q (ME; F) =P (ME; F)NQ
satisfazem:

(1) Q(™E; F) ¢ um subespago vetorial de P (™E; F) que contém os polinémios m-homogéneos de
tipo finito;

(#5) A propriedade de ideal: se w € L(G;E), P € Q(ME}F) et € L(F;H), entdo tPu €
("G H).

Se m € N for fixado,
9= | aerER

E,F Banach

é chamado de ideal de polinémios m-homogéneos.

Definigao 1.3.16 Um ideal normado (resp. quasi-normado) de polinomios (Q,]|lg) € um ideal de
polinomios munido da fungdo ||-|| o : @ — [0,00), tal que:

(@) Illg restrita a Q(™E; F) é uma norma (resp. quasi-norma, com constante nao dependendo
dos espagos, dependendo eventualmente apenas do m) para quaisquer espacos de Banach E e F' e todo
m € N;

(i) |lidk|lg = 1, onde idx : K — K ¢ dada por idy (v) = z™;

(i1i) Seuw e L(G,E), Pe Q("E;F), ete L(F;H), entio |[tPull o < [[t|[|P]lg [lull™.

Se as componentes Q (™ E; I) sdo completas com respeito a ||-[| , dizemos que Q ¢é ideal de Banach
(resp. ideal quasi-Banach) de polindmios. De modo andlogo se procede para Q.

1.4 Meétodos da Fatoracao e Linearizacao

Existem diferentes maneiras de construir ideais de aplicagoes m-lineares ou ideais de polinémios a
partir de um ideal de operadores Z. A seguir, estudaremos os métodos de fatoracédo e linearizacdo, que
foram introduzidos em [27]. Os resultados que obteremos sobre os métodos de fatoracao e linearizagao
foram, em sua maioria, retirados de [4, 7, 8]. Entretanto, nossa exposigao tem a intenc¢ao de preencher
todos os detalhes, muitas vezes omitidos nas fontes originais.
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1.4.1 O Método da Fatoragao

Dados os ideais de operadores I, ...,Z,,, uma aplicagdo m-linear A € L (E1,...,E,; F) é dita do
tipo L£(Z1,...,Lm), em simbolos A € L(Zy,...,T,) (E1,...., Em; F), se existem espagos de Banach
Gi,...,Gm, operadores lineares u; € Z; (E;,G;), j = 1,...,m, e uma aplicacdo m-linear continua
Be L(Gy,....Gp; F), tais que A = B (Ug, ..oy Upy) -

Se 71, ...,Z,, sdo ideais normados de operadores e A € L (Z1,...,Z,,) (En, ..., Ep; F) , definimos

1Al ez, 2,0y = WE 1Bl Huallz, - - lumllz,

com o nfimo tomado sobre todas as possiveis fatoracoes A = B (uy, ..., um) com u; € Z; e B aplicagéo
m-linear continua,
Veremos que (L (Z1,....Tm), |||l LT, Im)) é um ideal quasi-normado de aplicagoes multilineares.

Esse método de construir ideais de aplicagoes multilineares a partir de ideais de operadores é chamado
de método da fatoracao.

Teorema 1.4.1 Se 7y,...,Z,, sdo ideais normados de operadores, entdo

(ﬁ (1-17 ---aIm) ) ”'HL(Il,.“,Im))

é um ideal quasi-normado de aplicacoes multilineares.

Demonstragido. Sejam M,N € L(Z1,...Zn)(E1,....,En; F). Entdo, existem espagos de
Banach Gll,G12,...7Glm,G21,...,sz, operadores lineares Sj € Ij (Ej;Glj)y tj € Ij (Ej;GQj)
com j = 1,..,m, e aplicagbes multilineares continuas My € L(G11,G12,...,G1m,F), No €
L(Ga21,Ga2, ..., Gom, F), tais que

M (21, oy @m) = Mo (51 (1) ooy Sm (@) € N (1, ey @) = No (t1 (21) 5 ooyt (T)) -
Defina
ilj : Glj — Glj X ng (] = ]., ,m) (121)

x — (z,0)

igj 1 Goj — G1j X Goj  (j=1,...,m) (1.22)
y —(0,9).
Claramente 7;; e io; sao lineares. Considere u; : £ — G1; X G, definida por
uj (x) =115 085 (x) +1ig5 otj (x) paratodo j=1,....m.
Como i1, e 725 sdo lineares, verifica-se facilmente que cada u; ¢ linear. Defina
B: ((Gi1 x Ga1) X -+ - X (G X Gom)) — F

por
B := My (11, ...; T1im) + No (21, ..., Tom)

com

T4 - Glj X ng — Glj (1.23)

(z,y) — =
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24 - Glj X ng — sz (124)

Logo B é m-linear, continua e
B ((zlayl) ey (xmaym)) = MO (.’131, ,IIJm) + NO (yh ,ym) )

e portanto

B (Ul (1’1) s eeey Uy (LEm)) = MO (81 (IE1) yeeey Smy (CCm)) —+ NO (tl (Il) y ...,tm (l‘m))
=M (x1,.esTim) + N (21, ey Tpn) -

Como u; € Z; (Ej; G1; x Gaj) para todo j = 1,...,m, segue que
(M + N) € L(Ty, ... Ton) (Ex, oo Emy; F) .
SexeK,eMeL(Z,....Tn) (E1, ... Ep; F), AM pode ser escrito como
AM (21, ooy Tin) = AMp (81 (21) 4 oovy S (Tm))
onde s; € Z; (E;;G5) com j =1,...,m, e
My € L(G1,Gay ...y G, F) .

Assim, \M € L(Z,...Z,) (E1, ..., Ep; F) e portanto L (Zy,...,Z,,) ¢ um subespaco vetorial de
L(E1, .., Em; F).

Seja M € L(E,...,Eny; F) de tipo finito. Logo, M é combinagio linear de fungdes do tipo
@1 pmb, onde ; € B com j=1,...,mebe I

Seja T' = @1 - - - pmb e defina

B:Kx:---xK— F:B(21,...;Tm) =1 Tmb.

Dat
T (xla -~~7xm,) =B (Sol (xl) s ooy Pm (frm)) = ¥1 (:L'l) o Pm (‘rm) b,

com p; € I; (E;,K) e Be L(K,..,.K;F). Logo T € L(T4,....,Ty) (E1, ..., Ep; F) . Como vimos que
L(Z1,....,Tn) (E1, ..., Ey; F) & espago vetorial e as aplicagoes de tipo finito sdo combinagoes lineares de
aplicagoes lineares como T', segue que

Ly (B, ... By F) C L(T1, s Tin) (Bv, ... By F) .

Propriedade de ideal: Sejam u; € L(G;; E;) paraj=1,...m, A€ L(Z1,....,Tn) (E1, ..., En; F)
et € L(F;H). Como A € L(Z1,....Tm) (E1,..., Em; F), existem espagos de Banach Ly, ..., Ly,
operadores lineares v; € Z; (Ej; Lj) e B € L (L1, ..., Ly; F) tais que A = B (v1,...,vy,) . Note que

M=toAo (ui,...Un) =1t0B o0 (V1,...,0n)0 (U,... Uny) .
Portanto M = J (21,...,2m), com zj = v;ou; € I; (Gj;L;) e J=to B € L(L1,...,Ly; H). Assim
MelLl (Il, ,Im) (Gl, ,Gm,H)

e concluimos que £ (71, ...,Z») é um ideal de aplicagdes multilineares.
Agora vamos verificar as condigoes da Definigao 1.2.22.
(I) Seja A € L(En,...,Ep; F) . Temos que



pois ||B]| >0 e H“szj > 0 para todo j = 1,...,m, qualquer que seja a fatoracdo de A. Se A = 0, segue
claramente que
||A||c(11 ..... Tn) — 0.

Se A#Z0e A= B (uq,...,un), entdo, usando a Proposi¢ao 1.1.7, temos

JAI < 1B fluall -~ [lwm |l < B urllz, - llum

I7n :

Logo
Al < inf [| B lurllz, - - llumllz,

e daf segue que
0 Al < 1Allzz,,... 2.

(IT) Vejamos agora que

”)‘A”L(L,...,Im) = [Al ||A||,c(11,...,zm) :

O caso A = 0 é imediato. Suponhamos A # 0.

Seja A € L(Z1,...,T) . Se A € K, para cada expressdo A = B(uy, ..., Uy, ), com B aplicagdo m-linear
continua e u; € Z;, podemos escrever AA = (AB) (u1, ..., un,) , € portanto

M 22,z S MBI uallz, - llumllz,, (1.25)

= [AHBHuallz, - llum]

I *

Como (1.25) vale para toda expressdo A = B(uq,...,um), com B aplicacio m-linear continua e
u; € Z;, segue de (1.25) que
PAlle, .z < M Al 2 (1.26)

Agora se AMA = M (v1,...,v) com B sendo uma aplicacio m-linear continua e v; € Z; com
j=1,..,m, temos A = % (v1, ..., ) . Logo

M
)

e,z < 5 | Wz, ol

e portanto
A All ez, ... 2, < 1M Hlorllz, - lomllz,, -

Pelo mesmo argumento usado anteriormente, segue que

MIAlzz,...z) < M2z oz - (1.27)

De (1.26) e (1.27) temos H)‘AH[:(L,...,I,,L) = |}l HAHL(L,...,LH)'
Agora vejamos que ||.||zz, 7 ) € uma quasi-norma.
(III) Sejam M e N em L (Zy,...,I) (E1, ..., Em; F). Podemos supor M, N nao nulas.
Dado ¢ > 0, existem espagos de Banach Gi1,Gio,...,Gim,Go1, ..., G2y, operadores lineares
s € I; (E;;Guy), t; € I; (Ej;Gz;) com j = 1,..,m, e aplicagdes multilineares continuas M; €

L(G11,G12,..,Gim, F) , Ny € L(G21,G22, ..., Gam, F), com
M (21, s ) = M (8] (1) 5oy 81y () € N (@1, ooy ) = NJ () (1) 5 os by ()
tais que

|| M| ||511||11 ||S:n||l'm <(1+e)|M], TyyeiIim)?
(
NSl ||7f/1||z1 Ht/m”Im <@A+e)|N|, TyyIm)
( )
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Considere

sl jH

”MH[:(L, Ly Yi=L..,m

1”11 T HS;nHI

(HS'
My =

Entdao M = My (s1, ..., 8m) , com

1Ml ziz,,...2.0)

Y

para todo j =1, ...,

para todo j =1, ...,

para todo j =1, ...,

IMoll < 1+ e lisilly, = IMIZg, . 7.
m. De modo anélogo, existem
Ny € L(Ga1,Ga2, ..., Gop,
m com N = Ny (t1,...,tm) €

F) et; € I; (Ej; Gzj)

INoll < 1+¢,]it; ||1 = HN”c ,,,,, Tom)

m. Em G1; X Gaj, considere a norma da soma. Sejam

Uj :Ej —>G1j Xsz

definidas por

uj () =415 085 (x) + 1495 otj (x) paratodo j =1,...,m,

com iy, e iz; dadas em (1.21) e

B : ((Gll X Ggl) X

dada por

B = MO (71'11, ceey

com m; e mp; dadas em (1.23) e
Z; (Ej; G1j X Gaj), temos

(1.24).

lujllz, < llivg o s5llz, + llizs o 4l
Veja que

1B (@1,91) s o (T, ym)|| =

+N0 (71'21, ceey

<
<

<(I+e) (lzall---
< @ +e) (lzall + llyall) - -

e portanto | B|| < 1+e.
Por fim, note que

(1.22). Considere também

X (Glm X Ggm)) — F

7T-l’m) + NO (71-217 )

Temos que B (uq, ...

7T2m) )

< lirgl lsllz, + iz 511z, = Dz, + Nl -

||MO (77117"- (mmay'rn))

s Tim) ((T1,91) 5 oo
Tom) (@1, 91) 5 s (@ Ym)) |
[Mo (1, ... o) + No (Y1, ooy Ym) ||

[Mo (21, - Tm) || + [ No (y1, s ym) |
[Moll [l - - - lzmll + I Noll [lal] - - -

[zm | + llyall - -

1Yl
[[ymll)
(Ul + llyml)

| M+ NH[(I1 ..... =B (u1, ..., u )”.c(zl ,,,,, Tm)
S 1Bl lullz, - - - llumllz,,
(1.30)

< (1+¢) (||S1||z1 + ||t1||11) e

(1.28) e (1.29)

e
<

(HSmHIm + ||tm||Im)

1 a1 m
(+8) (IMIZz, 70y + INIEg z)
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assim

3=

1 1 1
1M+ NlEg, 7 <0+)™ (IMIZg,, 7+ INIEs 1))

Como € > 0 é arbitrério, segue que

1

1 1 1
IM+Nlzz, 2. S IMlgz, oz T INIZ, 2.

Logo |.lz(z,.... 7,,) ¢ uma 1/m-norma. Pela Proposi¢ao 1.1.3, segue que [|.|lzz, 7 ) ¢ uma quasi-
norma.
Finalmente, vamos investigar se temos de fato um ideal quasi-normado. Devemos calcular a norma
da identidade e verificar se a norma da composicao de aplicagoes satisfaz as propriedades exigidas.
(Norma da Aplicagdo idgm). Seja

idgm : K™ — K
tdgm (T1, ey Tm) = T1°** Ty
Note que idgm = idgm (id, ..., id) . Logo
lidin oz, ) < Nidsen ) i, - il = 1. (131)
Por outro lado, se idgm = A (uq, ..., U,) temos
L= [|A(ur, oy um) | < JA[ furll - [Juml] < [JA] luallz, - llumllz,, -

Daf segue que
1 < ||édgm]| - (1.32)

Logo, de (1.31) e (1.32), segue o resultado.
(Norma da composic¢ao). Seja M € L (Z1,....,In) (E1, ..., Ep; F). Dado € > 0, existem

N e L(Gy,....Gn; F) esj € I; (Ej; Gjy),
7 =1,...,m com
M =N (s1;.8m) e [Nllllsillz, - llsmllz,, <@ +e) M, 1,
SeT € L(F;H) euj € L(Gj; E;) entdo
ToM(ut,..un) € L(Z1,...Tm) (G1,...; Gi; H) .
Note que
ToM(up, ;) =T 0N (81, .ty Sm) (U1, ooy Upn) = (T 0 N) (81 0 UL,y eevy Sy O Uppy)

e segue que

||To M (u17 "'7U’VVL)HL:(II7,,,,I,,,L) < HTO N” ”31 ° u1||11 e ||5m © um‘ Im

< ITHINT sallz, - lsmllz,, [lwall-- - [luml]
<IN+ ) Ml g, 2,0 lluall - ]l -

.....

ideal quasi-normado de aplicacoes multilineares. m
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1.4.2 O Método da Linearizagao

Lembre que I;, com ¢ = 1,.,m, é uma aplicagdo definida de L (F1,...,E,;F) em
L (Ei;L (El, .[?].,Em;F>), dada por

I; (A) (z:) (xl, I?l,xm) — A (21, ) -

Dados os ideais de operadores I, ...,Z,,, uma aplicagdo m-linear A € L (FEy, ..., E,,; F) ¢é dita do
tipo [Z1, ..., Tm], em simbolos A € [Ty, ... Tp] (Er,s ooy Em; F), se I; (A) € T, (Ei;ﬁ (El,.[?].,Em;F)),
para todo i =1,...,m.

Se 71, ..., I,y sdo ideais normados de operadores e A € [I1, ..., Zp,] (E1, ..., Ep; F), definimos

1Al g,... 2,y = max (T (A)llg, s [T (Al }-

Veremos que ([Il,...,l'm] Mlliz, ~~~7I7n]) ¢ um ideal normado de aplicagdes multilineares. Esse

método de construir ideais de aplicagoes multilineares a partir de ideais de operadores é chamado
de método da linearizagao.

Teorema 1.4.2 Se 1y, ...,Z,, sio ideais normados de operadores, entdo ([Il, cs Il s ||'H[11 Im]) é

um ideal normado de aplicagoes multilineares.

Demonstragdo. Vamos primeiro mostrar que [Z1,...,Z,,] € um ideal de aplicagbes multilineares.
Se A,B € [T, Tp] (B, oy Ey; F), entdo I (A),I; (B) € T; (Ei;ﬁ(El,.[?].,Em;F)) para todo

i . [d] . & i . [i] .
;uel, ..., m. Como Z; (EZ,E (El7 ...7Em,F)) é subespago vetorial de £ (EZ,E (El, Y By F)), temos
I;(A) + \; (B) € T (Ei;ﬁ (El, 0 B, F))

para todo¢=1,....,m e A € K. Como I; ¢ linear, segue que
I;(A+\B) € T, (EL c (El, i B, F)) .
Logo A+ )ABe [Il, ,Zm] (E17 7Em,F’)

Seja A € L(E1,...,En; F) com A= 91 ® - ® ppb, onde p; € £ com j=1,..,meb¢e F. Note
que, para cada ¢ = 1,...,m, temos

1(A): Be— £ (B0 1, B F) 2 1 (4) (2) = 01 () 01 © - ® b,
Logo I;(A) é de posto finito e conseqiientemente
1, (4) € T, (B £ (By, B, B F)).

Logo
Ae [Il, ...,Inb] (E17 ...7Em;F) .

Como todas as aplicagbes multilineares de tipo finito sdo combinacgoes lineares de aplicagdes como A,
segue que [Z1, ..., 2] (E1, ..., Em; F) contém todas as aplicagées multilineares de tipo finito.

Propriedade de ideal: Sejam u; € £L(G,; E;) para j=1,..m, A€ [T1,....,Ip] (E1,....,En; F) e
t € L(F; H). Defina, para cada i = 1,...,m,

v L (El,.[?l,Em;F> — L (Gl,.[?].,Gm;H) c; (R)=toR (ul,.[?l,um) .
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Note que 9; é linear. Com efeito, se R, S € L (El, 9 B F) e A € K, entdo

Gi(R+AS) =to (R+\S) (ul, Ifl,um) —¢ (R (u1, I, um) S (ul, Ifl,um))
—toR (ul, .[?l,um) Y MoS (u1, I, um) = (R) + M (S).
Além disso,

(]
[l < Il ] llatm]] - (1.33)

Para cada i = 1, ..., m, temos

i (I (A) (ui (2:))) (xl, fi, xm>
= to (1 (4) (ui ())) (w1 (@1), 2, (@)
=t(A((w (z1), -, um (Tm))))
= I (to A(ur, e um)) () (ml,.[%‘l,xm) .
Logo
(i 0 I; (A) o wi) (@) = ¥i (Li (A) (i (1)) = Li (L o A(un, ... um)) ()

e entao

I (t0 A(uny ey tm)) = ¥ 0 I; (A) 0wy € T (Gi;c (Gl,.[?l,Gm;H)) , (1.34)

para todo ¢ = 1,...,m, pois I; (4) € Z; (Ei;ﬁ (El, Iﬂ.,EmF)) para todo i =1,...,m.
Agora vamos verificar as condigoes da Defini¢ao 1.2.22.
(i1) Note que

1Alliz,,.. 7,1 =0 1 (A, =0, Vi=1,..,m
e L(A)=0,VYi=1,.,m
&S A=0.

(12) Para qualquer A € K, temos

Mg, .z = max {1l AA) 7, - [ T (A, )
= max A {|1y (A)llz, »- s [ (Dllz, } = N 1Al 7,7

(i3) Sejam A e B em [Iy,...,Z,] (F1, ..., En; F) . Entao

IA+ Bllz, ...z, =max{| s (A+ B)llz, .-, [Im (A+ B)lz, }
= max {||1 (4) + 1 (B)llz, - | 1m (A) + Im (B)lIz,, }
< max {||L (Allz, + 1L (B)llz, - Hm (Dllz,, + [m (B)llz,, }
<max {[|L (Allz, - [ (Allz,, }+max {1 L (B)llz, - [m (B, }

=Allz,,..z0 +1Bliz,,..7,.1 -
(#4) Note que I (idgm ) = 7 0 idg, com

r:K—L (mflK; ]K)

T — Tidgm-1.
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Com efeito,

roddg (1) (T2, .oy Ti) = 7 (Bdik (1)) (T2, ooy T) = 7 (1) (T2, ooy Tin)
= J?lide—l (.732, ,ij) =T1T2 Ty
= I (idgm) (1) (T2, ey Tun) -

Logo, como ||r|| = 1, temos
1y (idgem )z, = llr o ddiclz, <7l [lidx]lz, = 1.
Por outro lado, como I (idgm) € Z1 (K, £ (mflK; K)), temos, da Proposi¢ao 1.1.7, que
Vs (iden)lig, > |13 Gidien) | = 1

e daf segue que
111 (idgm )|z, = 1.

De modo andlogo, teremos que ||I; (ide)HIj =1 para todo j = 2, ...,m, e portanto
||Z.de||[len-7I'm] =1
(i13) Sejam t € L(F;H), u; € L(G;Ej) e A€ [Ih,...., L] (Er, ..., Ep; F) . Temos

||I, (t oA (’Ul, ,Um))HIZ

(1.34)
= Ilthi o I; (A) e wil,
< il 12 (Al Ml
(1.33) [q]
< (el - Dl ) 115 (A, il -
= [ (A, Tl - -l -
Logo
toAur,.um)liz,, 1.0 = max{||Ij (toA(us, ‘"v“m»”zj ,i=1, ...7m}
< mas {115 (A) g, a5 = 1, }
= [t max {115 (Al 5 =1, s} | i
= [t ANz, .. 2, Ml -l
Portanto ([Il, vy Il s ”'”[Il,...,Im]) é um ideal normado de aplica¢oes multilineares. m

1.4.3 Relagao de Inclusao entre os Métodos de Fatoracao e Linearizacao

A seguir, veremos que os métodos de linearizacao e fatoragdo respeitam uma relagdo de inclusao.

Proposigao 1.4.3 Sejam 1, ..., I, ideais normados de operadores lineares. Entdo

L (Il, ,Im) - [Il, ,Im]

iz, ) < ey, 20 -
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Demonstragao. Seja M € L (Z4,...,Z.,) (E1, ..., Ep; F) . Para e > 0, escolha My € L(Gh, ..., G F)
et; € Z; (E;;G;) com

M = My (t1, ... tm) e [|Moll l[tallz, - lltmllz,, < X+ ) Mgz, 1, - (1.35)
Defina, para cada j = 1,...,m,
V,:G; — L (El, Ul E,,; F) (05 (2) (ml, [?],x,,l,) =My (t1 (21) s 25 ey b (Tin)) -

Note que
(4]
11 < [[Mol[ il -~ [ltm]l - (1.36)

Temos que
(T 0 t;) (z;) (ml, [ﬂ,mm> =, (4 () (ml, [J;l,xm) = Mo (t1 (21) s oos b (20))
= I (Mo (b1, b)) (25) (21, B, 2 )
Logo (¥ ot;) =1I; (M) e, como t; € Z; (Ej; G;) para todo j = 1,...,m, segue que
I; (M) €T, (Ej;ﬁ (El, .D.’J,Em;F>)
para todo j = 1,...,m. Note ainda que

(1.36) 14]
1 (M)llz, = 195 0 5llz, < 1501 NEllz, < (1Mol litall- [ltmll ) 1%l

(1.35)
= [|Mol[Itsllz,, -~ ltmllz, < QA+ Mgz, . 1.

Portanto, como € > 0 é arbitrdrio, segue que

HM”[Ilwn;Im] S HM||£(lew-7I7n) :

1.5 Ideais de Polinémios gerados por Ideais de Aplicagoes
Multilineares

Se m > 1, denotaremos a classe de todos os polindmios m-homogéneos continuos entre espagos de
Banach por P™.

Definigao 1.5.1 Seja M um ideal quasi-normado de aplicagées multilineares. A classe
Pum={PeP™PeMmeN},

com || P|lp, = HPHM , é chamda de ideal de polinémios gerado pelo ideal M.

Vejamos que Py é de fato um ideal de polindémios:
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Proposigao 1.5.2 Seja M um ideal de Banach de aplicagdes multilineares. Entdo Paq é um ideal de
Banach de polinémios.

Demonstragao. Sejam E,F espagos de Banach, P, € Py ("E;F) e k € K. Entao P, P, €
M(ME; F). Como M (™E; F) ¢ um ideal temos que P; + kP, € M (™E; F). Dali,
(Py+kPy)Y =P, + kP, € M("E; F)
e portanto
P+ kP € Py (mE;F).

Se P é um polinémio m-homogéneo de tipo finito, claramente P é de tipo finito e entdo
PePy(ME;F).

Vamos verificar a propriedade de ideal:

Sejam u € L(G,E), Pe Py ("E;F)ete L(F;H). Veja que

tP (u,...,u) (z,....,x) = tP (u(x),...,u(zx)) = tPu(z) = (tPu)’ (z,...,z).
Segue que 5
(tPu)’ =tP(u,...,u) € M (™E;F) (1.37)
e portanto
tPue Py (MG H).

Note que |||, restrita a Ppq (" E; F) ¢ uma norma. De fato,

(i) Seja P € Py ("E;F). Como ||P|p = HPHM, temos que ||P[|5 > 0 para qualquer
PePy(ME;F). 5

(i4) Sejam P € Py (ME; F) e A € K. Entao [[AP|p,, = [[A]l o com A = AP. Segue que

= PPl = NP, -
(#7) Sejam P,Q € Py ("E; F). Entao ||P + Ql|p,, = Al o, com A = P + Q e portanto
1P+ Qllpy = 1P+ Qlluy < 1P g + 1Q1 py = 1Pl + 19U,

Agora vamos determinar a norma da identidade de P (™ E; F) . Para isso, note que (idg)" = idgm.
Assim

IAP|lp,, = |[AP P

Sejam t € L(F;H), P € Py (ME; F) eu € L(G,E). De (1.37) segue que

[tPullp,, = [[tP (oo u)|| oy < TN P g lull™ = TE I Pllp,, ull™ -

Como M é um ideal de Banach e como
ViPy ("E;F) — M(™E;F): P — P
é uma isometria sobre a imagem, para provar que P (" E; F') é¢ Banach basta mostrar que
Y (Pm ("B F))
é fechada em M (™E; F). Mas isso nao é dificil de verificar. Com efeito, se

V(P,) — Ae M("E;F)

na norma de M, entdo Hpn —AHM — 0. Logo, como [-]| < |||\, temos ‘Pn — Al — 0. Como

Ls(ME;F) é fechado em L(™E;F), segue que A € L;(™E;F). Logo A € Pum (™E; F), pois
N\ V R

(A) = A € M(™E;F). Portanto A = VY (A) € Y(Pu(M™E;F)). Segue que Y (Ppm (ME;F))

é fechada e portanto Ppq é um ideal de Banach de polinémios. m
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Observagao 1.5.3 A Proposi¢io 1.5.2 pode ser naturalmente adaptada para espagos quasi-Banach.
A seguir, se 7 é um ideal de operadores, usaremos a notacao [Z] = [Z, ..., Z].
Proposicao 1.5.4 Sejam I um ideal normado de operadores e P € P(™E;F). FEntio P €
P (ME; F) se, e somente se, o operador linear
P:E—7P (mflE;F) :P(z)(y) = P(z,y,....y)
pertence a L.
Demonstragao. Se P € Pz (ME; F), entao

I(P)eI(E;L("E;F)).

Defina
M:L("'E;F) — P ("B F): M(A)=A
Dat
MoI(P):E— P (" 'E;F)
é tal que
(MoI(P))(@)(y)=(M(I(P)(x))) )
= (1(P)(2)) (v)

=1(P) (@) (y,-y) = P (2,y,...,y) = P(2) (y),

para quaisquer z,y € E. Logo M oI (P) = P, e portanto P € T.
Reciprocamente, suponha P € 7.

Defina
NP ("UBF) — £("EF) N (@) = .
Dai
NoP:E— L("'E;F)
é tal que
(N 0 P) (@) (1, 1) = (P @) (01, s 9m-1)
= P(fﬂ,yl,mayn—l)
=1 (p) (x) (ylv 7ym—1)
Logo

NoP =I(P).
Como P € T, temos I (P) el (E;E (m’lE;F)), e portanto

Assim, segue que P € Pz ("E; F). =

E facil ver que também h& uma inclusao natural para os ideais de polinomios gerados pelos métodos
da fatoragao e linearizacéao.
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Proposigao 1.5.5 Sejam Z; ideais normados de operadores, i = 1,...,m. Entdo

Pﬁ(Il:anm) C P[Ilwu,Im]

44444444

Demonstragao. Seja P € Pr(z,,.. z1,)- Entdo P e L(Zy,....,I) e, pela Proposigdo 1.4.3, temos
Pe[Ty,...,I,) Logo P ¢ Piz,.,...,1,,)- Ainda pela Proposi¢ao 1.4.3, temos

p i[Il,...,Im] S p

HPH[II;‘-wIm] = L(Z1,...,Tm) ||P||7)£(11 ----- Im)

O seguinte resultado mostra que o método da fatoragao para polindmios pode ser visto sob vérias
formas diferentes, porém equivalentes:

Proposic¢ao 1.5.6 Seja T um ideal de operadores e P € P (™E;F). As sequintes afirmagées sao
equivalentes:

(i) Ewiste uma aplicagdo m-linear A € L (I) (" E; F) tal que A = P;

(i) Existem um espa¢o de Banach G, um operador linear u € I (E;G) e um polinémio Q €
P (™G; F) tais que P = Qu;

(iii) P € L(T)(™E; F).

Demonstracgao. (i) = (i) Como A € L(Z)(™E;F), entao existem espacos de Banach
G1,...,Gm, operadores lineares u; € I (E,Gj), j = 1,..,m, e uma aplicacdo linear continua
B e L(G1,....,Gp; F) com A = B (uy,...,um). Considere G = Gy X -+ X G, e defina o operador
linear

u:E— G
w(z) = (ug (), oy Uy () .

Sejam ¢; : G; — G dados por ¢; () = (0, ...,0,2,0, ...,0), onde o = aparece na j-ésima entrada. Entéo

m
u = E 1;Uj.
Jj=1

Como u; € IT(FE,Gj) para todo j = 1,...,m, entdo i;u; € Z(E,G) para todo j = 1,...,m. Temos
também que Z (E, @) é subespago de L (F, @), e portanto

U= Zijuj EI(E,G)
Jj=1

Agora defina Q : G — F por
Q ((yb 7ym)) =B (yla aym)
el :G™ — E por

T ((ygl), ...,yf,?) s e (yyn), ...,yfnm))> =B (y§1), ...,y&m)) .

Note que T ¢ claramente m-linear e continua, e 7' = Q, pois se y = (Y1, -+, Ym ), temos

T((Ys-y) = By1, s ym) = Q (y)
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Portanto @ € P (™G; F) com
P(x) = A(@) = A2, ) = B (ur (), eyt (2)) = B (u(2)) = Q (u(2)),

e conseqiientemente P = Qu.
(#4) = (iit) Pela Férmula da Polarizagdo temos

8 1

P(z1,...,zm) = b Z e1-emP (121 + - + Emm)
) =+1
1
~ mi2m 2181 emQ (u(errt + -+ EmTim))

1 Y e emQerul@) + oo+ emt (@)

comu€Z(E,G)eQcL(™G,F).Portanto P € L (I) ("E; F).
A
(iii) = (i) Como P € L (T) (™E;F), tome A= P. Entio Ae L(Z)("E;F)e A=P=P. m
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Capitulo 2

Ideais Simétricos

Em [14], K. Floret e D. Garcia introduziram a nogao de ideais simétricos de aplica¢oes multilineares.
Neste capitulo forneceremos exemplos e contra exemplos de ideais simétricos e investigamos a simetria
dos ideais £ (Z1, ...,Zm) € [Z1, ..., I ], onde cada Z; é um ideal de operadores.

Lembre-se que se A € L(™E; F), a aplicacdo m-linear simétrica asociada a A ¢ dada por

1
Ag (.’L‘l, ...,.’Em) = ﬁ Z A (330-(1)7 --wxa(m)) .

"oESm

A referéncia bdsica desse capitulo é o artigo [6].

Definigao 2.0.7 Um ideal de aplicagdes multilineares M é simétrico se A, € M (™E; F) sempre que
Ae M(™E;F).

Ideais simétricos sao comuns. Por exemplo, o ideal das aplicagbes multilineares de tipo finito é um
ideal simétrico. A seguir damos um exemplo de um ideal que ndo é simétrico.

2.1 Exemplo de um ideal nao-simétrico

oo
j=1
somdvel quando, para cada ¢ € E', a série 377, ¢ (z;)| converge. Denotamos por I{’ (E) o conjunto
das seqiiéncias fracamente absolutamente soméveis.

Um operador linear u € L (E; F) é dito absolutamente 1-somante se (u (:z:]));il for absolutamente
o0
j=1

Seja E um espago vetorial normado. Uma seqiiéncia (x;) € EN ¢ dita fracamente absolutamente

somdvel em F' sempre que (x;) € ¥ (E). A teoria de operadores absolutamente somantes serd
detalhada no Capitulo 3.

Uma aplicagdo bilinear A € L (FEi,Eq; F) diz-se absolutamente (1;1
(A (xj,yj));’il for absolutamente somdavel em F sempre que (:Uj);il el (Ey)
em EQ.

A classe de todas as aplicagoes bilineares continuas absolutamente (1; 1, co)-somantes entre espagos
de Banach ¢ um ideal de aplicagoes bilineares, e nés denotamos por Lg(1;1,00)-

Vamos primeiro mostrar que Lgs(1:1,00) (E1, Bo; F') é subespaco de L (Ey, E; F). Para isso,
tomemos A, B € Ly4(1;1,00) (E1, E2; F') e A € K. Entao

,00)-somante quando
e (y;);, for limitada

S IA+AB) (@, ) =Y IA (w,5) + AB (2, yi) Il < D NA @g, 0l + A D IB (25, 95)l-

j=1 j=1 i=1 i=1
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Como A, B € Lag(1:1,00) (B, E2; F), segue que 377 [[(A+ AB) (z5,y;)|| € convergente sempre que
(xj);il clyY(E) e (yj);il for limitada em FEj. Logo A 4+ AB € Lg(1;1,00) (E1, E2; F) e portanto
Las(151,00) (E1, E2; F) & subespaco de L (Ey, Eo; F).

Agora, vamos mostrar que Lgg(1;1,00) (E1, B2; F') contém as bilineares de tipo finito. Seja A €
Ly (E1, Eq; F') . Entao A é combinagao linear finita de aplicagdes do tipo B (z,y) = ¢1 (z) @2 (y) b, com
01 € B}, p2 € Ef, e b € F. Segue que

S AB @)l = e () @2 () bl < [Ib] 12 (Sup ||yj|) D oler (@) <oo,  (21)
j=1 j=1 J j=1

sempre que (acj);il el (Er)e (yj);.)il for limitada em Ey. Como Lgg(1;1,00) (£1, E2; F) € um subespago
vetorial, segue de (2.1) que Ly (E1, Eo; F') C Lag(1;1,00) (B1, E2; F).

Resta apenas mostrar que Lg41;1,00) satisfaz a propriedade de ideal. Sejam A €
Lasi;1,00) (B1, B2 F), uy € L(Gy3E5), j =1,2et € L(F;H). Observe que, se u € L(Gy;Er) e
(xj);il €l (Gh), entdo (u (IJ));.;I € 1y (Fy). Com efeito, para qualquer ¢ € E’, como g ou € GY,
temos - -

Do le ) =" |(pou)(z;)| < oo,
j=1 j=1

e assim (u (xj))joil €l (E1). O mesmo vale para I no lugar de I}. Segue que

D lto Ao (u,uz) (zj, )l = D Ilto Alur (x5),uz (y)) | < 8l D 1A (un (25) s uz ()] < oo,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

sempre que (%);‘;1 el¥ (Gyr) e (yJ)Joil ¢ limitada em Go. Logo to Ao (u1,u2) € Las(1;1,00) (G1,G2; H)
e portanto L,(1;1,00) ¢ um ideal.

Exemplo 2.1.1 O ideal L,4(1;1,00) NGO € simétrico. Defina

Ailoo X oo — oo 1 A(2,y) := 21u (y) ,

com z = (zj);il Els €Ul — loo um operador linear limitado que nao é absolutamente 1-somante

(por exemplo, a identidade). Vejamos que A é absolutamente (1;1,00)-somante. Observe que, se
;s\ OO
T; = (x})izl c€ly e
@il — Ko ((20)321) = 21,

entao

S 14 ol = 3 e )] <l (sup sl ) 3= [
j=1 j=1 J j=1

=l (sup 351 3 o )] < o0,

Jj=1

sempre que (a:J)Joil ely(lx) € (yj);il é limitada em lo.
Seja A' € L (*los,loo) definida por A (z,y) := A(y,x). Escolha y; = (1,1,...) para todo j. Como
u nao é absolutamente 1-somante, temos que

A" @] =D 1A (5 2)ll
j=1 j=1

> el = 3 el = o,

para alguma seqiiéncia (xj);il €l¥(l). Como As = AgAt, temos Ag & Las(151,00) (2100; loo) , provando

que Lag(1;1,00) NGO € um ideal simétrico.
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2.2 Estudo da simetria de [Z1,...,7,,]

O proximo lema terd fundamental importancia na demonstragdo do Teorema 2.2.2, que garantird que
[Z1,...,Z.n] € simétrico se, e somente se, 71 = -+ - = Z,,.

Lema 2.2.1 Se Z; e Iy sdo ideais de operadores tais que [I1,Z5] é um ideal simétrico de aplicagoes
bilineares, entdo I, = Is.

Demonstragao. Seja u € Z; (E; F). Vamos provar que u € I (E; F). E claro que podemos supor
E;F), T € L(F;L(E;F)) por

(
E,F # {0}. Fixe p € E' e a € E tais que ¢ (a) = 1. Defina A € £ (
(

Az,y) =p @ u(x) eT(2)(y) = (y) 2.

Segue que
(Tou)(2)(y) =T (u(2)(y) =¢ @ u@)=Ay) =1L (A)(z)(y).
Portanto I (A) € Z; (E; L (E; F)) . Por outro lado, como

L (A)(y) =A(y) =¢ ) u,

entao I (A) ¢ de tipo finito. Logo I> (A) € Iy (E; L (E; F)) e portanto A € [I1,Z,] (*E; F) . Como
[Z1,Z5] é simétrico, segue que A, € [I;,Zs] (2E; F) .
Afirmamos que
21 (As) =L (A) + I (4).

De fato,
A(z,y) =5 (A)(2)(y
A(z,y) =1 (A)(y) (z
Logo
2I(As)( :2 s 7y (22)
:2( T,y —I—A (v, ))
= ($7y)+‘4(ya )
=1 (4) (z) (y) + 12 (A) (z) (v) -
Como I(A;) € T2 (E; L (E; F)) e Iy(A) € Io (E; L(E; F)) , segue, de (2.2), que

IL(A) ey (E;L(EF)).

Defina o operador linear

Para qualquer x € F, temos
(Uol (A))(z) =U (I (A) (z) = L1 (A) () (a) = A(z,a) = ¢ (a) u(z) = u(z).

Assim
Uol (A) =u.

Da propriedade de ideal, segue que u € Iy (E; F') e portanto Z; C Zo. A outra incluséo é andloga. ®m
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Teorema 2.2.2 Sejam Iy, ...,Z,, ideais de operadores. As sequintes afirmag¢des sao equivalentes:
(a) [T1, ... Im] € um ideal simétrico de aplica¢des multilineares;
®) [Z1, s Im] = [Z[,(l), ...,Ig(m)] para toda permutagao o do conjunto {1,...,m};
(C) Il :IQ = ZIm

Demonstragio. (c¢) = (b) Obvio.

(b) = (a) Seja A € [T, ..., In] ("E; F) . Entéo, usando (b), segue que A € [Z,(1), .., Zo(m)| ("E; F)
para toda o € S,,. Portanto I; (A) € I (E E(m Ip, F)) para todo j,k = 1,...,m. Fixe uma
permutagio o e considere o operador R, : £ (™ 'E; F) — L (™' E; F) definido por

R, (B) (372, 737771) =B <xa(1)a [U_---(l)]axa(m)> .
Para quaisquer z1, ..., 2, € F, temos

m!I (Ag) (z1) (2, .y Tm) = Z A(Zo(1), s To(m))

oESH

= Z Igfl(l) (A) (ml) <$U(1)7[0_'"(1)]7$U(m)>
oESm

= D Bo (I-11) (4) (21) (Ta()s s To(m))
0ESm

= Z I:RO-OIO.—I(l) (A) (xl)} (.’L‘Q,...,.’)Qm).
0ESm

Logo
m!I (A Z Ry o0 ls-1(1) (4).
gESm

Como I,-1(1) (A) € I para toda o € Sy, e todo k = 1,...,m, temos I (A,) € Zy (E;L' (m_lE; F)) para
todo k. Segue que A, € [11,...,T,n] ("™E; F) e portanto [Z1,...,Z,,] € um ideal simétrico de aplicagdes
multilineares.

(a) = (c) Pelo Lema 2.2.1, podemos assumir m > 3. Fixe j € {2,3,...,m} eseja T € [Z;,Z;] (°E; F)
(novamente podemos supor E, F # {0}). Fixe ¢ € E’, a € E tais que ¢ (a) = 1 edefina A € L("™E; F)
eyr: L(E;F)— L (m_lE;F) por

Ay, o Tm) =@ (x2) -0 (25) - @ (20) T (1, 35)
V1 (S) (@2 ooy @) 1= @ (22) -0 () - 0 (w0) S (),

—

onde ¢ (x;) significa que ¢ (z;) néo esta envolvido no produto. Temos que

(1o L (T)) (21) (2, s @) = 1 (1 (T )( 1)) (#2500 Tm)
= (@)@ () () (D) (1) ()

v (
= ¢ (w2) - ( i) (@) T (21, 7))
:A(.’L'l,,.%‘m)—ll(A)

Logo
L(A) eI (B;L (" E; F)). (2.3)

Defina U : L (7”_1E;F) — L ("’L_lE;F) por

U (B) 22,y Tm) = B (23, .., &j—1,Tj, T2, Tjip1, e, Trm) -
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Para quaisquer z1,...,z,, € E, temos

U oy oy (T) (z;) (xl, [J.‘l,xm) = U (¢h1 0 I (T) (z;)) (zl, 1, a:m)
= 1 (I (T) (27)) (T2, oo, -1, B1, T4 1, oory L)
= p(22) 9 (27) -+ 0 () I(T) (27) (1)
=g (@2) @ () () T (w1, )
= A1,y tm) = I; (A) () (ml, [J;l,xm) .

Portanto

Ij (A) :UO¢1OIQ(T).
Como I,(T) € Z; (E; L (E; F)), segue que

I;(A) eZ; (E;L (" 'E;F)).

Note que Iy (A), com k =2,3,...,m e k # j, ¢ um operador de tipo finito. De fato,

I (A) (z1) (xl,[’ﬂ,xm) = A1, mm) = o () ] @ @) T (21,25).
17
Logo
Ik (A) (z) = ¢ (z1) Z,
com ¢ € F' e
Z(x1, M, 2,,) = H o (z) T (21, 25) .
iy

Logo, Z € L (m_lE; F) e conseqilentemente I, (A) é de tipo finito. Assim, de (2.3) e do que acabamos
de provar, segue que
I (A) € Iy (B L (" 'E; F))

para todo k = 1,...,m e portanto
A€y, ....Tn] (ME; F).

Usando nossa hipétese, segue que A, € [Z1,...,Z,] (ME; F) . Ora,

1
As (1}1, ...,:Um) = m Z A (1}0(1), ceey .Tg(m)) (24)
" o€Sm
1
— 72(m') Z (A (xg‘(l), ,xg(m)) + A (xa'(j)7$a'(2)7 ...7.’1,‘0.(1)7 ,.’L‘G(m)))
o€Sm
1 —
= 3y D e (@) 0 (@) - @ (@oim) (T (To), To(s)) + T (To()s To1)))
TESH,
1 —
=— > ¢ (@) 2 (@) @ (Toem) Ts (To(1), Zo(j)) -
0€Sm

Definindo
Ap i={0 € Spyo (1) =1ouo(j) =1},
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de (2.4) temos

—

mll (As) (z1) (@2, ..., Tm) = Z @ (To2) 0 (Ta() - 0 (Tom) T(T5) (20(1) (To(y)  (25)
e A<TANS,
3 0 (@) 0 @) 0 @otm) T (T2 (o) (o) -
oAy,

O operador linear V € L (E; L (m_lE; F)) definido por

V(@) (@2, tm) = 3 0 (T0@) 0 @) @ (Torm) I (T2) (o) (o)
oAy,

¢ de tipo finito. Com efeito,
Vi(z1) = ¢ (z1)h,
com h € L (™ 'E; F) dada por

h(@2 o @m) = ( 11 So(xo(l))T(xo(l)?xU(j)))'

0@ Am \1#1,5,0-1(1)

Como m!I (As) € I (E;E(m_lE;F)) para todo k = 1,...m, de (2.5) segue que o operador
R:E— L (m_lE;F) dado por

R(21) (22, s 2m) = Y 0 (20() ¢ (T0() - ¢ (Tom) 1 (T3) (o)) (205)
cEA,,
pertence a Zj, (E;E (mflE;F)) para todo k = 1,...,m. Defina f : L (mflE; F) — L(E; F) por
f(B)(y) :==B(y,a,..,a).

Daf
[(f o R) ()] (y) = f (R(2)) (y) = R(z) (y, 0, ....a).

Entao, existem constantes ki e ko, nao nulas, tais que para quaisquer z,y € E,
[(f o R) ()] (y) = kI (T5) () (y) + k2 () I (T5) () (a). (2.6)

Seja g : L (mflE; F) — F definida por

Como
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1
Ag (21, Ty) = o Z A(ZTo(1) s To(m))

" oES,
1 —
== | X e@o@) e (#e) @ (@owm) T(@r 7o()
;(61)521
+ Y 0 (T0@) @ (To() -+ ¢ (Ta(m)) T(@o(), 1)
S
+ Y 0 (@e@) 9 (To() 0 (To(m) T(@a1), Tai) |
S
o(1)#1

segue que, para todo x € F, temos

(gOI(AS)) ({E) = AS('T70“7 "'70’)
= % (m— DT (z,a) + % (m—DT (a,z) + % [m!—2(m—1e (@) T (a,a)
2

— %T(x,a) + %T(a,x) + mT_ga(x)T(a,a).

Como g o I (As) € Iy (E;F) para todo k, e ¢ ()T (a,a) ¢ um operador de tipo finito, entao
(T (-,a)+ T (a,-)) € Ii, (E; F) para todo k. Finalmente, seja i3 : FF — L (F; F') dada por

P2 (2) (z) = ¢ (z) 2.

Veja que
P2 (T'(z,0) + T (a,2)) (y) = ¢ (y) (T (x,0) + T (a,z)) (2.7)
=2¢(y) Ts (z,0)
=2 (y) I (T5) () (a)
De (2.6) e (2.7) temos
(70 ) @) (5) = ki (T2) () (9) + "2 (T (2,0) + T (0,2)) ()

para quaisquer z,y € E. Logo
k
foR=hl(T.)+ b0 (T (,a)+T (a,)).
Como R € Ty, (E; L (m’lE; F)) ecomo (T (-,a) + T (a,-)) € Zx (E; F) , pela Propriedade de Ideal segue

que I (T,) € Iy (E; L (E; F)) para todo k. Logo Ty € [Z1,Z;] (*E; F) e portanto [Z1,Z;] é simétrico.
Segue do Lema 2.2.1 que Z; =Z; para j = 2,3,...,m. ®

2.3 Estudo da simetria de £ (Z,...,Z,,)

Nesta se¢ao usaremos um pouco da teoria de produtos tensoriais em espagos de Banach. Precisamente,
usaremos o seguinte resultado: Se A € L(Gi,...,Gn; F), entdo existe um espaco de Banach,
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denotado por G1®y -+ ®,G,y, (cujos elementos sio chamados de tensores, dentre os quais estdo
elementos denotados por 1 ® -+ ® Z,,, chamados de tensores elementares), e uma aplicacdo linear
Ap Gi®y - ©:Gy — F tais que

AL(T1 @ @ Tn) = A(T1, 0y Tin).-

Por motivos ébvios, Ay, é chamada de linearizagao de A. Para mais detalhes sobre a teoria de produtos
tensoriais em espagos de Banach, sugerimos [11, 29].

Teorema 2.3.1 Sejam 1y, ...,I,, ideais de operadores. As sequintes afirmagées sdo equivalentes:
(a) L(Zy1,....;Ty) € um ideal simétrico de aplicagées multilineares;
) L(Z1,....Tn) =L (Ig(l), ...,Ig(m)) para toda permutacdo o € Sy, ;
(&I =-=TIn.

Demonstragao. (c) = (b). E claro.

(b) = (a). Seja A € L(T4,....,I,,) "E;F). Entao, existem espacos de Banach Gjy,...,Gp,
operadores lineares u; € Z;(E;G,;),7 = 1,..,m, e uma aplicagio multilinear continua B €
L(G1,...,Gp; F) tais que A = Bo (uy,...,un). Dada o € S, defina

Ag i Ex X E—FeB;:Go101) X+ X Goor(y — F

por

AU (331, ...,xm) =A ($U(1), ...,mg(m)) s
B, (yh 7ym) =B (yo(l)a "'aya(m)) :

Note que B, estd bem definida, pois
yj € Go-1(jy para todo j =1,....,m < y,(;) € G; para todo j = 1,...,m.
Como uj : E — Gj, temos ug-1(jy : B — Gy-1(;). E facil ver que

AU = BJ (ug—1(1), ...7ua—1(m)) .

De fato,
B, (ua*1(1)7 "'7u0'*1(m)) (‘Tla axm) = B, (uafl(l) (xl) y ooy Ug=1(m) (xm))
= B (w1 (2o(1)) st (To(m)))
=A (xa(l)v 7xﬂ(m)) = A, (xla sy xm) :
Logo

As € L(To-101) s Lo-1(my) ("B F) = L(T4, ... Iy) (" E; F)

para toda permutacdo o € S,,. Como
mlA, = Y A,
ogESm

segue que A; € L(Z1,...Z) (ME; F) e portanto L (Z1,...,Z,) é um ideal simétrico de aplicagoes
multilineares.

(a) = (¢). No que segue, serd claro que podemos supor E # {0}. Sejam 4,5 € {1,2,....,m} e u €
Z,(E;F).Fixe p € E';a € Etaisque p(a) =ledefina A € L(ME;F),Be L(K,...K, FK, .. K;F)
por

Az, ) =@ (1) (@) - (2p) w (@),
B ()\1, ceny )\1;1, zZ, >\i+17 veey )\m) = )\1 L )\1 tee )\mz.
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Como

temos que

A = B © (<p’ "'7@’ u? SD’ ...,SO) )
edaif A€ L(Zy,....,Ln) (ME; F). Sendo L (4, ...,Z,,) um ideal simétrico, segue que
As € L(Ty,...Tn) ("E}F).

Entéo existem espacgos de Banach Gy, ..., G,,, operadores lineares v; € Z; (E;G,;) e uma aplicagéo
multilinear continua C € L (G, ...,Gp; F) tais que

As =Co (V1. V).

Seja
Cr:G1Q®n  @uGry — F:Cp (21 Q- @) = C (L1, .00y Tp) -

Considere também o operador linear i; : G; — G1&®x - - - @G definido por
ij (2) ;=01 (@) @ @i () @20 0j41(a) © -+ O vm (a).
Assim
Croijov;(x) = Cp (i (v; (x)))
=Cr(v1(a) @ ®vj1(a) ®v; () ®Vj41(a) @+ @ vm (a))

=C (vl (CL) y ooy Uj—1 (a‘) , Uj (iL') 7Uj+1(a)a oy Um (CL )

= A (a,...,a,z,aq,...,a)

1
= Z Ay (a,...,a,z,a,...,a)

' 0€ESm

= Kiu(z) + K2 () u(a),

onde K7, K, s@o constantes positivas. Como v; € Z; (E; G,) e ¢ (-) u (a) é um operador de tipo finito,
segue que u € Z; (E; F'). Portanto Z; C Z; e, como ¢ e j s@o arbitrérios, temos a igualdade. m
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Capitulo 3

O ideal dos Operadores
Absolutamente (p, ¢)-Somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes surgiu na década de 50, a partir das idéias inovadoras
de Grothendieck [15]. Desde entdo, principalmente a partir do final da década de 60, com o famoso
artigo de Lindenstrauss e Pelczynski [18], a teoria de operadores absolutamente somantes tornou-se
um tema central na Andlise Funcional. Na década de 80, com o trabalho de Pietsch [27], operadores
absolutamente somantes comegaram a ser generalizados para o contexto nao-linear e, nessa diregao, o
estudo de ideais de polindomios/ aplicagoes n-lineares absolutamente somantes tem um papel central.

3.1 Teoria Linear

Definicao 3.1.1 Sejam 1 < p < o© e E um espaco de Banach. Uma segiiéncia (xn)zozl em F é
fortemente p-somdvel se a seqiiéncia de escalares correspondente (||, |)ne, estiver em L.

Denotamos por I, (E) o espago vetorial de todas as seqiiéncias fortemente p-somaveis em E. Uma
norma natural em {, (E) é dada por

I(@n )zl - (Z IIwnII”>

Nao ¢ dificil mostrar que (lp (E), ||||p> é completo. A demonstragdo é uma adaptagdo simples da
demonstracao de que [, é completo.

Definigao 3.1.2 Sejam 1 < p < oo e E um espa¢o de Banach. Uma seqiiéncia (zn)flozl em FE é
fracamente p-somdvel se a seqiiéncia de escalares (¢ (x,)),-, estwer em l, (E) para todo ¢ € E'.

Denotamos por [,/ (E) o conjunto de todas as seqiiéncias fracamente p-somdveis em E. Uma norma
natural em [}’(E) é dada por

I@n) =il = S (Zso (@n) ) : (3.1)
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Usando o Teorema do Gréfico Fechado é possivel demonstrar que [}y (E), com a norma dada em

(3.1), &€ um espaco de Banach (veja [13] ou [31] para mais detalhes em portugués).
E — F é um operador linear limitado entre espagos de Banach e 1 < p < oo, as

Se u :
correspondéncias
u® () — 1 (F) : (fﬂn)ff:l — (u (xn))ZO:1
n=1

~w

a1 (BE) = 1Y (F) s (z)ney — (u(z))

sempre sao operadores lineares limitados. Com efeito, se (z,).., € I, (E), entao
(3.2)

[ (@n)pZo)ll, = 1w (@n))nll, < lull | @n)pZll, -

De modo andlogo pode-se mostrar que @% estd bem definido. E claro que @® e @ sao lineares e, por
(3.3)

(3.2), u® é continua. Como
Ju ()|l = |T° (,0,0,..)l, < @]l |||l

segue de (3.2) e de (3.3) que ||©®|| = ||u| (também nao é dificil mostrar que [|[u*| = |ul|). Se

1 < q < p< oo, entao as correspondéncias
et = (W (@n)) iy

i lg (B) = 1 (F) : (n) 2y
ey — (u (x71))7OLO=1

u? g (E) = L) (F) : (#n) 24
também sdo operadores lineares limitados. De fato, para qualquer (x,,),-, € l; (E), temos
13 ()22l = N @)l <l M)l < Nl )3, -

O caso particularmente interessante é quando este processo induz um operador linear limitado de

Iy (E) em [, (F). Neste caso, temos a seguinte definigdo:

Definigao 3.1.3 Sejam 1 < p,q < o0 e u : E — F um operador linear continuo entre espagos de
Banach. Dizemos que u é absolutamente (p,q)-somante (ou (p,q)-somante) se existir um operador

induzido
i : l;" (E) — 1, (F)
(ﬂﬂn)ff:l — (u (ﬂfn))ﬁod :

Mais geralmente, dizemos que uma funcgdo f : E — F, tal que f (0) = 0, é absolutamente (p, q)-somante

(f (@n))nzy € bp (F)

sempre que (z,),—, €12 (E).
Denotamos por Hp ‘ (E; F) o conjunto formado pelos operadores lineares absolutamente (p, q)-

somantes de E em F. E facil ver que I1,, (E; F) é subespago vetorial de £ (E; F).

Proposicao 3.1.4 Sejau € L(E;F). Sao equivalentes:

(1) uw é (p, q)-somante;
(13) Fziste C > 0 tal que

(Znu(xk)np) <C sup (Zwk)w
k=1 PE€Br \ 5



para quaisquer Ti,...,Tn, em E en natural;
(#91) Existe C' > 0 tal que

oo » i
(Z ||U(l‘k)||p> <C sup (Z ¢ (zk) > ;
k=1 L,Oe B
sempre que (Tx),—y € 12 (E).

Demonstragio. (i) = (i¢) Suponha que u seja (p,q)-somante. Vamos mostrar que @ tem gréfico
fechado. De fato, seja (z,),_; uma seqiiéncia de termos em [}’ (E) (note que para cada n natural, temos
Lem [ (E) e i (z,) convergindo para
(y(j));il em [, (F). Como (z,,)~,converge para (x(j));il , dado € > 0, existe ng natural, tal que

O

=% 20) para todo j = 1,2, .... Note que

Ty = (x (J))j | €1 (E)), com ().~ convergindo para (x(j))ji

n>n0:>Hx7(1j)fx(j)H§ <e

para todo j = 1,2, .... Logo x(J)

(ym)f‘?l = lim @ (z,) = lim (“ (zg)»ml
j=1  m—oo e ”

lim u (acg)) =y

n—oo

Segue que

para todo j € N e, como u é continua, temos que y¥) = u ($(j)) para todo 5 € N. Logo

(ym); = (u (xm)); _a ((Im);) ,

Como 4 é linear, pelo Teorema do Gréfico Fechado, @ é continua. Portanto, para qualquer seqiiéncia
finita z1,...,x, em F,

(Z IIU(xk)Il”> = I (@r))izill, = I ((@r)ie=o)ll, (3.5)
k=1

1

<l l(@r)k=1lluq = llall Sup (ZI@ () )

(13) = (#i1) Seja (xj) | €17 (). Entao, usando (77), temos

Jw@siz|| = inww = sup Z z)I” (3.6)

<supC sup Z\g@ (x)] =C sup sup Z|<p (x;)]
n wEBp — wEBpr n J=1
0o q
=C sw (Yl | =cfe|
¢€Bp \ i2 w,q

(i77) = (i) De (ii7) segue facilmente que ((xj););) € lp (F) sempre que (z;);2, € [ (E). =
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Proposicao 3.1.5 O infimo dos C que verificam a desigualdade (3.4) define uma norma em
[, , (B F), denotada por my 4 (u). Temos ainda mpq (u) = ||@[| e, portanto, o infimo ainda satisfaz a
desigualdade (3.4).

Demonstracdo. E claro que

Tpq (1) > 0 paratodo u € [| (B F),

p,q

Tpq (W) =0 u=0.

Para qualquer A € K, temos

<Z|M(wk)p>p = A <Z|U(fck)llp>p < [A[mp,q (u) sup ( I@(xk)lq>
k=1 k=1 k=1

Q=

T

PEBg

Dai
Tp.q (Au) < [A[ 74 (u). (3.7)

Por outro lado, de

1
q

(ZIIAU(wk)I”> < Tpq (Au) sup (le(xk)lq> ;
k=1 k=1

S =
3

pEB gy

temos .

(; ||u(9:k)||p> < \AIW’”’(M)@SG%F;, <k_190(:rk)q> :

1
Tp,q (u) < I T g (M) (3.8)

Ms

Logo

e, de (3.7) e (3.8), segue que
(Al 7p,q (u) = mp,q (Au) .
Agora, sejam u e v em Hp,q (E; F) . Pela Proposigao 3.1.4, temos

q

(Z ||u<xk>|P>p < T (1) sUp (Zw o) ) (3.9)
k=1 B/

(Z ||v(xk)|p> < Tpq (V) sup (Z lo (k) > , (3.10)
k=1

gO BE’

sempre que (zy)pe; € I (E). Usando a Desigualdade de Minkowski, temos

(le + o) (2 ||P> (Znu T ||P> (}illv(xk)ll”);

e segue de (3.9) e (3.10) que
Tpg (U+0) < Tp g (U) +7pq (V)

Portanto 7,4 (-) ¢ uma norma em [[, (E;F).
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Note ainda que

=

= s fae(E)) = e (Sl .11

@izl <t I3zl <t

< sup Tpq () H(xj);il H = Tp,q (u).
@52, <1 b

Segue de (3.5) e de (3.11) que mp 4 (u) = ||G]|. =

Denotamos por Hp ! subclasse da classe de todos os operadores lineares entre espacos de Banach
que séo absolutamente (p, g)-somantes.

Teorema 3.1.6 Se 1 < ¢ <p < o0, entdo (Hp,q,wp7q> é um ideal normado de operadores lineares.
Demonstragao. Sejam FE e F' espacos de Banach. Jd vimos que Hp a (E; F) é um espagco vetorial
normado. Vamos mostrar que Hp q (E; F) contém os operadores de posto finito. Para isso, vamos

mostrar que
u:E—F:u(z)=p)y

com ¢ € E' e y € F, pertence a H (E F). De fato, sejam 1, ..., T, em E. Caso ¢ = 0, ¢ claro que
u€[],, (E;F). Suponha ¢ # 0. Entao

(Z Ju (xn>||p> - (Z v <xn>||P> P (312)
= vl el (Z lefn )t ) _||y|||@¢sup,<zw<xn>|p)
< Il el sup (Z ¥ (z0) )

Portanto u é (p, q¢)-somante. Temos ainda da Observagéo 3.1.7 que

=

q

[ylHlell = [lull < 7p.q ()

e, de (3.12), 7,4 (w) < [ly] ]l Portanto,

[ylHlell = mp,q ().

Para u € Ly (E; F), temos
U—ZQOJ )y; com @; € E' ey € F.

Como ¢; (-)y; € 1, , (E; F) para cada j = 1,...,m, segue que u € [, (E; F).
Agora, sejam w € L (Eo; E),v € [[, , (E,F) e u € L(F; Fy) . Considere os operadores



Note que
[0"]] = llwl; [[0]] = 7p.q (v) e [|a°[} = [[ull -

Perceba ainda que, se (z,),—, € [ (Eo), temos

00 (20)22,) = 0 (0 (20))22,) (313)
=0° (vw (z,)) 4

= (uvw (zp,)) ey = w0W ((Ty) 00 ;) -
Portanto wow = a*0w" : Iy’ (Ey) — I (Fp) estd bem definido e, assim, uwvw €[], , (Eo, Fo), com
Tp.q (wow) = [[avw]| < (|| 0] [|&*]] = Jull p.q (v) [[w]] -
Finalmente, provemos que 7, 4 (idx) = 1. Para qualquer « em K, temos
[z = ||(2,0,0,..)[l, = [|(idkz,0,0,...)[, (3.14)
< 7pq (idie) [1(2,0,0, .. )l = Tpq (idx) 2], Vo € K,
e, para qualquer ()2, em Iy (K), obtemos

P

Q=

IN

S lide @) | < | D lide (o) (3.15)

Q=

o % oo
=D Izl = sup [ Do le@)" | V()3 € ly(K).
j=1 1

B ;
pe K/ j=

(3.14) (3.15)
Logol < mp,(idg) < 1. m

Observagao 3.1.7 Se u € Hpq(E;F), pela Proposicao 1.1.7 e pelo Teorema 3.1.6 segque que
[ull < mp.q (u) .

Proposigao 3.1.8 Se 1 < ¢ < p < o0, entio (Hp q,wp,q) é um ideal de Banach. Mais ainda, é um
ideal injetivo.

Demonstragao. Seja (u,),., uma seqiiéncia de Cauchy em (]_[pﬂ (E; F) ,ﬂp,q) . Como ||| < mp.q (),
temos que (uy,),.; é uma seqiiéncia de Cauchy em £ (E; F). Seja u € L (E; F) tal que

lim u, = u.
n—oo

Como cada u, ¢ (p,q)-somante, segue que, para todo n natural, o operador i, : Iy’ (E) — 1, (F)
estd bem definido. Como ||iy | = 7pq (un), temos que (iy,),—, ¢ de Cauchy em L (I¥ (E);l, (F)).

Logo, (i), converge para algum w € L (I (E);l, (F)) . Assim, dado € > 0, existe ng natural, tal
que

n>mny = sup ‘ Unp ((x]););) —w ((x]);;) H <e. (3.16)
||("cj);i1||w$q§1 p
Logo
n>ng = ’ U, ((xj)j:1> —w ((xj)jzl) Hp <e H(xj)jlew,q (3.17)

95



para cada (z;)72, €Iy (E).
Seja (z;);2, € Iy (E) e defina

()32 = w ((@)32,) € 1y (F). (3.18)
De (3.17) temos
1
2o | 3w ) - ul” | =l @) - @) <c|@m], o 619
i=1 ’
De (3.19) temos
n>ng = llu, (z;) —y;ll <e H(xj);ile X Vj € N. (3.20)
Assim, para todo j € N,
lim u, (z;) = y;.
Como u,, converge para u, temos
lim u, (z;) = u(z;) (3.21)
para todo 7 € N, e segue que
u(z;) =y; (3.22)

para todo j € N. Note que, de (3.18) e (3.22), obtemos

(@))% = W) = o (@)35,) € L) ¥ ()32, € 1 (B).

Logo
@1y (B) = 1y (F) s (25)72,) = (ula)32,
estd bem definido e portanto u é (p, ¢)-somante. De (3.19) e (3.22) segue que

P

o0
nzng = (3l () — ()| <e @)

J=1 ‘w,q

e, como u € [[ (E;F), temos u, — u em (an (E; F) ,ﬂ'p,q) . Logo (an,ﬁpﬂ) ¢ um ideal de
Banach.

Agora vamos mostrar que (Hp,qaﬁzuq) é injetivo. Sejam u € [[,  (E;F) e v € L(F;G) um
isomorfismo isométrico sobre a imagem. Entao

(5o ()7
(i o @) = (S () 17)

~ (S I @) < g o) e

< T (u) H(mj)?:l

w,q

=

Hw,q

e daf segue que mp 4 (u) < Tp g (Vou) <mpg(u). m
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Teorema 3.1.9 (Teorema da Inclusao) Suponha que 1 < ¢q; < p; < oo (j=1,2) satisfazem
@1 < g2,p1 < P2 ei—i<i—pi2. Entao

q1 P11 — Q2
I &wrc]] F)

P1,q1 p27q2
para quaisquer espagos de Banach E e F. Mais ainda, para u € []

or.q (B3 F) temos

71—172,112 (u) S 7TP1,Q1 (u)

Demonstragao. Podemos supor que g; < g2, pois o caso q; = g2 ¢ simples. Nesse caso, devemos ter
também p; < ps, e assim podemos definir 1 < ¢,p < oo por

1 1

1 1
9 @ ¢ p P D2

Sejam u em [] (E;F) e x1,...,x, em E. Entio, para Ay = |[uzg|"?’? (1 < k < n), temos

P1,q1
P1 p1
e i) 7 = o (ol ) | = (sl g 7)™ = Juzp ]
Como u é (p1,q1)-somante, entao

L 1
P1 a1

1
n P1 n
(znuxkum) =(zuu<xkxk>|m) < (1) D (zm o) )
k=1 k=1

QOEBE/

Pela Desigualdade de Holder para os conjugados qil segue que

q 9

1 1 1
n P1 n q a2
(zmknm) < v (1) (sz) p (Zs@ o) )

k=1 $EB g
= Tpr,ar (W) [ g g 1@k =i Ly g, -

Como p < ¢, temos

1

n P1
(Z ||uxk||p2> < o (W) 1)z L, 1 (@k) izl g,
k=1
= 7Tp1,¢11 <Z )\P) .Tk- ]C 1|| w,q2
1
n p
= Tp1,q: ( (Z ||uxk||p2> (mk)Z:1”w,qQ :

k=1

Segue facilmente que
1

n P2
<Z Iuwkllp2> < Tprar (W) [(@k) =1l g, -
k=1

LOgO u € H E;F) e Trpz,qz (u) S 7TP17<]1 (u) u

P2,92 (
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3.2 Teoria Multilinear e Polinomial relacionada a Operadores
Absolutamente Somantes

Aplicagoes multilineares e polindmios que sao absolutamente somantes em um dado ponto (e também
em todo ponto) foram introduzidas por M. Matos [19], e desenvolvidas em [5, 10, 24, 25, 26].

Um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers, que afirma que em qualquer espago de Banach de dimensao
infinita existe uma sequéncia incondicionalmente somével que nao é absolutamente somével, é vilido
para polindmios absolutamente somantes em todo ponto (veja [19]), mas ndo vale para polinomios
absolutamente somantes (na origem). Nesta se¢ao mostraremos um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers
que vale para polindmios absolutamente somantes em dado ponto nao nulo. Veremos também um
teorema semelhante para aplicagoes multilineares absolutamente somantes. Definiremos ainda uma
norma natural para os ideais de polindémios e aplicagoes multilineares absolutamente somantes em
todo ponto. Os resultados desta se¢do, em sua maioria, aparecem em [1].

Definig¢ao 3.2.1 Sejam m € N, p,q1,....,qm > 1 e Eq, ..., E,.,F espacos de Banach. Uma aplica¢ao
multilinear continua T : Ey X -+ - X E,, — F é absolutamente (p; q1, ..., Gm)-somante, (ou (D; q1, .-, Gm)-
somante) no ponto (ay,...,am) € By X -+ x E,, quando,

o0

(T (a1 + 335.1), ey Qo xg.m)> — T (ay, ...,am)) el,(F)

j=1

sempre que (:cgs)) ey (Es),s=1,..,m.
=1

Observagao 3.2.2 No caso de uma aplicagdo A : E1 X E5 — F bilinear, quandop =q =1 e g3 = 00,
dizemos que A é absolutamente (1;1,00)-somante (absolutamente (1;1,00)-somante na origem) se
(A(z),95)),=, € L (F) sempre que (v;);, € L (E1) e (y;);—, for limitada em E». Este foi o caso
usado no Capitulo 2, para dar um exemplo de um ideal que ndo é simétrico.

Nao é dificil provar que a classe de todas as aplicagoes multilineares de F; X --- X E,, em F, que
sdo absolutamente (p; g1, ..., ¢m )-somantes em um dado ponto é um subespago de L (E1, ..., By, F). De
fato, sejam T e A aplicagdes multilineares de Ey X - - - X E,,, em F absolutamente (p; ¢, ..., ¢ )-somantes
no ponto (ai,...,an,) em By X -+ x E,, e k € K. Entao

(T (a1 + 1};1), R —_—— J};-m)> - T (aq, ...,am)) - €l,(F)
J:

(A (al + xg-l), ey Gy x;m)> — Afay, ...,am)):il el,(F),

para qualquer (xgs)) ely (E),s=1,..,m. Logo

j=1

o0

((T + kA) (a1 + acg-l), ceey O, + x;m)) — (T +kA) (a1, ..., am))

j=1

o0
= (T (al + xgl), U xgm)> + kA (a1 + xgl), coey Qo+ xyn)) —T(a1,...,am) — kA (aq, ...,am)>

= (T (a1 + $§1)7 veey Gy, + asg-m)) —T (ay, ...,am))
j=1
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o0

+k (A <a1 + ol + x;””) ~ Al(an, ...,am))j:1 e, (F),

o0

para qualquer (xg-s)) €ly (E),s=1,..,m. Portanto T+kA ¢ absolutamente (p; q1, ..., ¢gm )-somante
j=1 %

em (ay,...,am) € By X -+ X Ep,.

O espago vetorial formado pelab aplica(;éeb multilineares de F; X --- X E,, em F que sao
(p;q1, -+, ¢m)-somantes em a € Ey X --- X E,, é denotado por Egs)p ) (E1, ..., By F) . Quando
Q= = ¢m = ¢, NS escrevemos Eas(p 0) (E1, ..., B F) . Uma aplicagao multilinear de Fy X - - - X Ey,

em F' que é absolutamente (p; q1, ..., ¢ )-somante na origem é chamada simplesmente de absolutamente
(p; q1, ---, ¢m )-somante e o espagco veotrial de todas aplica¢oes multilineares absolutamente (p; g1, ..., Gm )-
somantes de Ey X - -+ X Ej,, em F & representado por Las(piq,,....qm) (E1; s Em; F).

O espaco vetorial formado pelas aplicacbes multilineares de Fq, X --- X E,, em F que sdo

absolutamente (p;¢i, ..., ¢m )-somantes em todo ponto é denotado por LZZ (D30 seemrm) (B, ..., By F) .

Sep=qg=q =" = qm, escrevemos L% , Losp € Eas,p, conforme o caso.

as,p?

Proposicao 3.2.3 T € Lospiqr,....qm) (E1, -, Em; F) se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal

que
e o0
> (o)) H (=)
=1 =t

sempre que 2 el? (FEs), s=1,....,m. O infimo dos C tais que a desigualdade (3.23) é vdilida
i )i < e
j=

definine uma norma em Lqg(psq,

(3.23)

vas

csam) (B1, o, Enys ') € serd denotada por T(p.q, ... q0) () -

Demonstracgio. Defina 7" : g (B1) X - x 1 (Ey) — 1, (F) por

T<( A (x;w):l) = (7 (™))

Seja (z,),—, uma seqiiéncia em I (Ey) x --- x 1% (E,,) convergindo para

o= (@) (7))

lim T(z,) = ()52, € l,(F).

e tal que

Para cada n natural, escrevemos

Tn = ((935113)(;1 ERE) (wgz)):i1> € l;‘jl (El) X e X l;ﬂm (Em)

Logo
; 1) MmN\ _ (e
nlLIIOlO (T( Ty oo Ty j ))j:1 = (Zj)j=1 (3.24)
e daf segue que
: 1) (m)
T}LII;OT (xmj,..., . ) =z (3.25)

para todo j € N.
Dado € > 0, existe ng € N tal que

n>no= ||z, — x| <e.
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Note que

|z — z|| = max
1<k<m

(/’C)V)Oo _( (k))oo
(x"’J j=1 % j=1

W, qk

para todo k =1, ...,m. Daf

lim_(a (’”) - (x<’“>)°° k=1,..m.
n—oo \ /=1 I ) =1

m e todo j € N,

H (k) B (k>)°°

Como para todo k=1, ...,

(k)™
segue que (:En j) converge para
/) n=1

lim T (1:(1)4 z(m)> =T (:1:(.1), ...,m§m)) .

s 00 n,j> o ng J

e (3.25) e (3.26) segue que

(k)

paratodo j € Ne k=1,...,m. Assim

para todo 57 € N. Logo

o0
tim 7 ((50) o () ) = tim (1 (50 2))

B2 (7 (D), .va™)) ™
-

() ()

Desse modo, pelo Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 1.2.8), segue que T é continua.

N o0
Portanto, para (ng)) €l (Ey), s=1,..,m, temos
« ]:1 S

- )
S| (e )H
j=1

_ j—, ( (1))Oo ( (.’m)>oo
( €L, j:1’ » \ L =1

w,q1 ‘

p

IN
S

W,qm

A reciproca é clara.
Com a mesma idéia usada no caso linear, verifica-se que 7y, ) (T)
) piqi;---,dm

T(piqrseam) (1) > 0 para qualquer T em Log(piq,.....qm) (E1; -, Em; F) , € que

T (i) (I) = 0 & HTH =0 T=0.
Para qualquer k € K

(k1) = |[KT|| = 1kl || 7 = 1Kl = (1),

T(psqis-. sqm) (P31 2qm)
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e ainda, se T1,T> € Las(pigy,....qm) (E1s o Ep; ), temos
Ty (B T2) = [T+ T < ]+ o] = Mt (F2) + i ()

Logo T(piqy,....qn) (-) define uma norma em Lospigy,....qm) (E1, -0y By F) . ®

Definigao 3.2.4 Sejam p,g > 1, m € N e E, F espagos de Banach. Um polinémio m-homogéneo
continuo P : E — F é absolutamente (p, q)-somante, (ou (p,q)-somante) em a € E se

(P(a+z;) — Pa)jZ, €1y (E)

para toda (l"j);il ely(E).

Como acontece no caso de aplicagoes multilineares, é fécil verificar que a classe de todos os
polindmios m-homogéneos P : E — F absolutamente (p,q)-somantes em a € FE, representada

(a)
por 7Das(p;q)
em a = 0 sdo chamados simplesmente de absolutamente (p,q)-somantes, e o espago vetorial de
todos os polindmios m-homogenéos absolutamente (p,q)-somantes de E em F' é representado por
Paspiq) (" E; F).

O espago formado pelos polindmios m-homogéneos P : E — F, absolutamente (p, ¢)-somantes em

(ME; F), € um subespago de P (™FE;F). Os polindmios absolutamente (p, q)-somantes

ev

as(pid) (ME;F). Se p=gq, escrevemos P5Y . Pusp € Pé‘;?p, conforme

todos os pontos, ¢ denotado por o

O caso.

3.2.1 Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers (TDR)

Enunciaremos abaixo o Teorema de Dvoretzy-Rogers (cldssico). Sua demonstragdo pode ser encontrada
em vérios textos especializados. Sugerimos [13] e, para uma exposi¢do em portugués, sugerimos [3, 31].

Teorema 3.2.5 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja E um espagco de Banach de dimensdo
infinita. Entao, para qualquer escolha de (/\n)f:;1 € ly sempre existe uma seqiiéncia incondicionalmente
somdvel (x,,)r-, em E com ||z, = |\,| para todo n.

No nosso contexto, quando mencionamos o Teorema de Dvoretzky-Rogers ficard subentendido que
estamos nos referindo & verséo fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers (veja [13, Theorem 2.18]):

Teorema 3.2.6 (Versao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers) Sejam E um espaco de
Banach e 1 < p < co. Entdo idg é absolutamente p-somante se, e somente se, dim E < co.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers para Aplicagoes Multilineares

Comecamos mostrando algumas conexoes entre Egz)(p,q) (E1,.... B F) e E((ll;)(piq) (B, .o, B F)
para a #b. Dados T € L (F1, ..., E; F) e a = (a1, ..., am)
aplicagdo (m — 1)-linear de Fy X -+ X F,;, em F dada por

€ By x -+ x By, nés denotamos por 1, a

Toy (2y ooy ) =T (a1, T2, ooy Ty ) -
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Analogamente, definimos as aplicagdes (m — 1)-lineares Ty, ..., Ty, , as aplicacoes (m — 2)-lineares
Torao =T (01,02, 0s) s os Do _viam =T 1oty s, Gm—1, Gm)
e as aplicacoes lineares

Tal, :T(al,...,am_l,-),...,Ta%_ :T(-’QQ’_._’am).

ey, — 1 - am

Proposicao 3.2.7 Sejam a = (a1,...,am) € Eyx---xE, eT € Egas)p’ql’ ) (B, ..., Ep; F). Entao:
(@) Tay, ....a5, € (D3 Ty s - Gk, )-SOMante, sempre que
{1,.com} = {g1, e, Jr U k1, oy ks b
comky < - < ks e{jr ., dr} N {k1, . ks} = &5
(1) T € Egbs (D310 (E1, ..., Ep; F) para todo
be{(Mai, ..., \mam); N €K, j=1,...,m}.
Em particular, T ¢ (p; q1, ---, ¢m )-somante na origem.
Demonstragao. (i) Para o operador linear Ty, ,,, ,, observe que
Tor . s (w§m)) =T (al +0,a0+0,...,am-1+0,a, + x(m)> —T (a1, .., am) - (3.29)

Como T & (p;q1, ..., ¢m)-somante em a, de (3.29) temos que Ty, . 4, , € (P;Gm)-somante. Os casos
dos operadores 1o, .. a,._s.ams > Las,...,a, 530 andlogos.
Para a aplicagao bilinear Ty, .. q,, ,, observe que

(m—1) (m)
(Igh_”am_g(xj @ )>] ) (3.30)

= (T(a1 +0,a24+0,...,am—2+0,a,— 1+33(m b am—|—x(m)>—T(a1,...,am)>l .
j=

/N

T(a17a27...7am,1,x§m))+T(a17a27.. Am— 27$§m 1),am))‘ .
=

T<a1 +0,a0+0,...,0m—2 + 0, @m_ 1+:c(m b aerx(m)) T(al,...,am))

m m—1
Ta11-~7uwz—1( ¢ )) +Tay,.am_2a (é ))>j:1

De (3.30), usando a hipétese e o caso anterior, segue que Ty, . 4, » € (P; @m—1,¢m)-somante. Os
outros casos de aplicagoes bilineares sao andlogas ao anterior. Procedendo de forma similar teremos
os demais casos.

(’LZ) Seja b= ()\1(11, ceey )\mam) .

Se A; # 0 para todo j, note que

o0

/

Jj=1

~

=

e P
EWQm+ﬁ)AMWmW)Tm%wM%w
-

8
S

p

A Am
T (/\1a1 + A—ix§1), ooy A G+ )\mxgm)> — T (A1a1, ooy A Qi)

Sl

P

o
f)’L §

j=1

Am 7

L m
T <CL1 + 733(1) 5 Om + 73;( )> - T(ala ---7a’m)
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Portanto T é (p; g, ..., ¢m )-somante em b = (A1a1, ..., Am@m ) , Aj # 0 para todo j.

Se A; = 0, para algum j, faremos o caso m = 3 (os casos m # 3 sao similares).

Suponhamos que T é (p; g1, ¢2,q3)-somante em a = (a1, az2,a3). De (i), sabemos que, na origem,
T ¢ (p; q1, 2, q3)-somante, Ty, & (p; g2, q3)-somante, Ty, € (p;q1,qs)-somante, Ty, ¢ (p; g1, ¢2)-somante,
Toy s € (p; g3)-somante, Ty, 4, € (p; g2)-somante e Ty, 4, € (p; ¢1)-somante.

—Caso A\ #0,\ 2 #0 e A3 =0.

Segue facilmente das igualdades abaixo:

T (Aay + x5, Aaaz + Yy, 25) — T (Mar, A2az,0)

=M |T a1+ﬁ,a2+&7zj — T (a1,a2,0)
I M A2

= )\1)\2 _T (al,ag,zj) + T <)\i,a2,zj> + T <(1,1, )\;,Zj> +T <)\j1, )\;,Zj>:|

i x . m. .
= A1A2 Ta1,a2 (ZJ) +Ta2 ()\lezj> +Ta1 <§;7’Zj) +T ()\i7§\;72j):| :

—Os casos A\ =0, 2 0, A3 #0 e A\; # 0,2 =0, A3 # 0 sdo anédlogos.
— Caso )\1 7&0,)\2 = )\3 =0.
Segue de

T()\lal + ZCj,yj,Zj) — T()\lal,0,0) =\ |T <a1 + f\j,yj,zjﬂ
| 1

T
= )\1 T(alayj7zj) +T <Aivyjazj>:|

- N
= A1 |Ta, (y5,25) +T(/\i’yjazj)] :

—Os casos A2 Z0, A1 = A3 =0 e A1 = Ay =0, A3 # 0 sdo andlogos.
— Caso )\1:)\2:)\3:0.
De (i), temos que T é (p; g1, q2, g3)-somante na origem. m

O préximo resultado serd importante na demonstragao do Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para
Aplicagoes Multilineares (Teorema 3.2.9).

Lema 3.28 Sep > ¢; > 1, j =1,.m eT € L(E1,...,En;F) é de tipo finito, entdo T é
absolutamente (p;qi, ..., ¢m)-somante em todo ponto.

. o0
Demonstragao. Como p > ¢; > 1, j =1,...,m, para todo (xé”) €ly (Ey), temos

j=1
SO ICON

Vamos mostrar que para todo m € N, a aplicacao

< ‘

w,p w,q;

B :Ei X - XEp—F:By(x1,cy@m) =01 (1) ©om (m) b,

com ¢p € Ej, k = 1,..,m e b € F, é absolutamente (p;p,...,p)-somante na origem. Seja
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()7, ety (B k=1
i HBm (zgj)7 ,_,@%)) r_ i le (x(lj)) o (z%)) pr
<3 (el lomal [+ -
j=1

(4)
< C; "Pm (waL )

O caso geral (em todo ponto) é consegiiéncia simples do que foi mostrado. ®

. . p
230 | 18l o (=6)])

P
< 0.

A seguir, demonstramos uma versdo do Teorema de Dvoretzky-Rogers no contexto de aplicagoes
multilineares.

Teorema 3.2.9 (Teorema de Dvoretzky-Rogers para Aplicagbes Multilineares) Sejam F
um espaco de Banach, m > 2 e p > 1. As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) E tem dimensdo infinita;

(i7) L,(f;)p (ME;E) # L(™E; E) para todo a = (a1, ..., am) € E™ com a; # 0 para todo i ou a; =0
para um Unico 1;

(43) ngg),p (ME; E) # L(™E; E) para algum a = (ay, ...,am) € E™ com a; # 0 para todo i ou a; =0
para um Unico i.

Demonstragao. (ii) = (iii) Obvio.
1i1) = (4) Suponha que a dimensao de F seja finita. Sejam {ey,...,e,} e {1, ..., pn} bases de E e
i) S h di do de F seja finita. Sej %) Ynt b de E
E’ respectivamente, onde ¢; (ex) = d;5. Cada x € E pode ser escrito por

= ¢(@)e
j=1

Dai, se T € L (™E; E), teremos

T(x1, e, @m) =T Z i (z1) €)oo, Z ©j (Tm) €5,

=1 Jm=1
n
= Y e @) @) T (e, me,)-
Tlseees Im=1

Pelo Lema 3.2.8, T' é absolutamente p-somante em todo ponto, e isso contradiz (4i7) .

(1) = (it) Seja a = (a1,...,am) € E™Mcom a; # 0 para todo ¢ ou a; = 0 para um unico i. Fixe
k€ {1,...,m} tal que a; # 0 para todo ¢ # k. Para cada i # k escolha ¢; € E' com ¢; (a;) = 1 e defina
TeL(™E;E) por

[]
T (21, Tm) = @1 (1) Om (Tm) Tk,

Note que Ta, ....a_1,ams150sam (&) = T (@1, .y @1, T, Qg1 ..., Gy) = @ para qualquer z € E. Logo, pelo
TDR, Ty, .. nao é p-somante. Pela Proposigdo 3.2.7 (i), segue que T néo é p-somante
ema. W

Ak —1,Qk+15:-+,0m
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Coroldrio 3.2.10 Sejam E um espago de Banach de dimensao infinita, a = (a1, ...,am,) € E™, m > 2
ep > 1. Se E((;Z,)p (ME;E) = L(ME;E), entdo a cardinalidade do conjunto {i: a; =0} é maior ou
igual a 2. Em particular, se L((;Z)p (2E; E) =L (2E; E) entdo a é a origem.

Demonstracao. Com efeito, se /J((;;),p (ME; E) = L(™E; E), pelo Teorema 3.2.9, a; = 0 para mais de

um 4, ou seja, a cardinalidade do conjunto {7 : a; = 0} é maior ou igual a 2. A segunda afirmagcao é
uma conseqiiéncia imediata da primeira. m

Teorema de Dvoretzky-Rogers para Polinémios Homogéneos

O seguinte resultado (fundamental para a demonstracdo do TDR para polindomios) serd
demonstrado com um argumento mais simples que o original em [1]. Sua idéia é baseada numa
comunicagao privada de R. Ryan a D. Pellegrino:

Proposicao 3.2.11 P € P(™E;F) ¢é (p;q)-somante em a € E se e somente se P é (p;q,...,q)-
somante em (a,...,a) € E™.

Demonstragio. Se P ¢ (p;q, ..., q)-somante em (a, ...,a) € E™, como
P(a+zj)—P(a)=P(a+xj....,a+z;)— Pla,..a),

segue que P é (p; q)-somante em a.
Reciprocamente, suponha que P é (p; g)-somante em a. Sejam

(zék))oo €l (E), k=1,..,m.

j=1

Usando a Férmula de Polarizagdo (Teorema 1.2.18), obtemos, para cada j € N, e cada zg € E,

ml2" {}5 (a + :17;1), @+ xg»m)> - P(a,..., a)] (3.31)
m
- Z g1 '5'mP (.Z‘() + Zsk (CL + x§k))> - Z g1 '57nP ($0 + 510,+ SR gma’)
g;==+1 k=1 g;==+1
m m
= Z lel coeep P <xo + (Z ska> + (Zekx§k)>> —P(xo+eia+---+epna)
ei=+1 k=1 k=1

Se a = 0, usando (3.31) com zo = 0, é facil ver que P ¢ (p;q, ..., ¢)-somante.
Vamos supor a # 0. Como a igualdade (3.31) é vélida para qualquer escolha de 2y em E, vamos
escolher zg = (m + 1) a. E claro que para essa escolha de g, temos

m

x0—|—z<€ka=/\a7é0.

k=1

Como P é (p; q)-somante em a, entdo, para qualquer 0 # A € K, temos que P é (p; ¢)-somante em Aa.
Com efeito, basta observar as igualdades abaixo:

P(Aa+ ;) ~ P(Aa) = P (A (a—&—%)) —P(ha)= A" [P <a+imj> —P(a)}.

Logo, segue que P ¢ (p, q)-somante em (¢ 4 (€16 + - - - + £,a)) e, de (3.31), temos que P ¢ (p; q, ..., q)-
somante em (a,...,a). W
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Coroldrio 3.2.12 Seja P € Pszzp 2 (ME; F). Entio P é (p;q)-somante em Aa para todo A € K. Em

particular, P é (p; q)-somante na origem.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.2.11, Pé (p; ¢)-somante em a. Segue da Proposicao 3.2.7 que
P ¢é (p;q)-somante em Aa para todo A € K. Novamente, pela Proposi¢ao 3.2.11, temos que P é
(p; g)-somante em Aa para todo A € K. Quando A = 0 temos que P ¢ (p; ¢)-somante na origem. ®

Teorema 3.2.13 (Teorema de Dvoretzky-Rogers para Polindmios Homogéneos) Sejam F
um espaco de Banach, m > 2 e p > 1. As sequintes afirmacgédes sio equivalentes:

(1) E tem dimensdo infinita;

) Pt(fsb,)p (ME;E) # P (ME; E) para todo a € E, a # 0;

(#41) Pé‘;?p (ME;E) # P (™E; E) para algum a € E, a # 0.

Demonstragao. (ii) = (iii) Obvio.
(#i1) = (i) Se E tem dimensdo finita, sejam {ei,....,e,} e {¢1,...,on} bases de E e FE’,
respectivamente, tais que @, (ex) = d,5. Dado P € P (™E; E), podemos escrever

n

P(x1,...,xy) =P Zgoj (z1) €5, ...72% (Tm) €
j=1

n

= Z ©j, (1)@, (xm)P(ejl,...,ejm).

Jis--im=1

Pelo Lema 3.2.8, P ¢ absolutamente p-somante em todo ponto e, pela Proposicio 3.2.11, P ¢é
absolutamente p-somante em todo ponto.

(i) = (it) Seja a € E, a # 0. Escolha ¢ € E' com ¢ (a) = 1 e defina P € P(™E;E) por
P(zx) = cp(x)"“l x. Suponha que P é p-somante em ¢ € E. Pela Proposicdo 3.2.11 temos que P é
p-somante em (a, ...,a) . Defina P, € £ (E; E) por

P,(z)=Pl(a,..,a,x).

Como 5 }
P,(z)=P(a+0,..,a+0,a+z)— P(a,..,a)

para qualquer x em F, temos que P, é absolutamente p-somante. Note que

. 1 i
P (21, tm) = D o (@r) e (wm) @

Ti=1

para quaisquer z1i, ..., %, em E. Logo

Py(@) = Pla,..a,z) = (mn; 1) o(z)a+ %x

para qualquer x em F, e assim
id(x) =mlP, () — (m —1) ¢ (z) a.

Segue que o operador identidade de E é absolutamente p-somante. Pelo TDR concluimos que
dimFE <oco. m
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ev ev
3.2.2 Uma norma natural em L7 e P,

Denotaremos
ev _ ev .
EGS(p;q1,m7qm) - U EGS(p;ql,m,qm) (Brs ooy B F)
meN
FE1,....,En ,F Banach
e
ev . ev m .
as(p;a) — U as(p;q) ("E; F)
meN
E,F Banach
Nessa secao veremos que hd normas naturais para ‘ng(p*ql ) € ”P;g(p,q) que os tornam ideais
normados, mas suas defini¢oes necessitam de alguns cuidados e resuftados auxiliares.

Caso Multilinear

Lema 3.2.14 Se T € ﬁzz(p.ql o) (BE1yeet, Ems F) € (a1, oyam) € Eq X -+ X Ep,, entdo existe uma
constante Cq, ... q,, > 0 tal que
Z HT (al + 335 )a ey O+ xgm)> =T (al’ ey am) < Cah Ham
j=1
sem, ()% I (E ()% <1l,s=1
pre que ;) €1y (Es) e |[(x;7 ) <1l,s=1,...,m.
Demonstragao. Faremos para o caso m = 2. O caso geral é andlogo. Sejam T €
ng(p,ql o) (E1, E2; F) e (a,b) € Ey x Ey. Note que os operadores T (a, ) e T (-, b) sdo absolutamente

(p;q1) e (p; g2)-somantes, respectivamente (isso é conseqiiéncia da Proposi¢dao 3.2.7). Assim, pelas
Proposicoes 3.1.4 e 3.2.3, segue que

p

DT (a+5b+y;) =T (a,0)]"
j=1

1

P

< 2T @y)l” ) + DI @01 |+ | DI @)l
j=1 j=1 j=1

=

<ai o]

+ G| )5

< Ca,b

# Ca ||

w,q2 w,q1

()72

w,q1 w,q2

sempre que (xj);’il € Biy (m,) € (yj);’il € By (5,)- ®

Teorema 3.2.15 As sequintes afirmagoes sao equivalentes para T € L(E, ..., Ep; F) :
(i) T e L2 (E1y ey By F)

as(p;q)
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(i7) Existe C > 0 tal que

1
P
p

zn: HT (61 + 2l b + x§m>) T (b, byn)
j=1

(nbl ) > (bm“ =)
w,q

para quaisquer n € N, m( ) e Ep,bjeE;j,comk=1,...mej=1,..,n
(t3t) Existe C >0 tal que

’
w,q

=

3 HT (b1 + a2l b+ xgm)) — T (by, e, bn) (3.32)
1

j=
( ;1)):‘;1 w) <||bm||+’( <m>):‘;l

<|b1|| +] )
w,q

o0

para todo (by,....by) € E1 X -+ X Ep, e (a:gr)) € ly(B.),r = 1,..,m. Mais ainda, o infimo
j=1

de todas as constantes C para as quais a desigualdade (3.32) é satisfeita define uma norma em

ng(p_q) (E1,.... B F), e serd denotada por |||

ev(® (p;q) *

—

Demonstragao. (iii) = (i) e (4i1) = (i7) s@o triviais.

(#4) = (i44) A mesma idéia de (iz) = (4i1) da Proposigao 3.1.4.

(i) = (9i) Defina G, = E, x [ (E;), r = 1,...,m, com a norma da soma, e considere a aplicacio
m-linear

o

O, (T): Gy x - X Gy — 1, (F)
dada por

((bl, € (-”)]_1> <bm, (zgm))::)) — (7 (b2 b+ 2) = T (b1, ...,bm)):;.

Vamos mostrar que ®,., (T') é continua.
O conjunto

B (o) ()

= {(bl,,bm) S El X oo X Em,

ot (o 812) - o ()]

o]
é fechado em E; X --- x E,, para todo nimero natural k e (wy)) € Blau(ET),r =1,...,m. Com
j=1

efeito, para cada n natural, seja

o) (o)

= {(bl,,bm) S E1 X X Em,

Assim



Para cada ($§r)) € Biuw(g,),r = 1,...,m e n fixo, a aplicagao
j=1 ‘

Sy By X - X Epy — [0,00),

dada por
P

b

S (br, evey b ZH( (b1+:c bm+x§-m))—T(b1,...,bm))‘

é continua. Logo, cada Fk (x(l))n
o\ %5

=1

FRREE

(gg‘."”'))" é fechado, pois
3J =1

Fo (o)) = S (0D

i
Conseqiientemente, F' L (z(1>)°° (I(m))oo é fechado, pois ¢é interse¢ao de conjuntos fechados.
. A7) o \® )
Considere

Fy, = ﬂF )7 (a)
i=

J

com a intersecao tomada sobre todas (xg-r)) € Bng(ET)7 r=1,...m
j=1
Pelo Lema 3.2.14,

Ei XX By, = UFk.
keN

Pelo Teorema de Baire, existe kg tal que Fy, tem interior ndo vazio. Seja (b1, ..., by,) um elemento do
interior de Fj,. Assim, existe 0 < e < 1 tal que

] o, (T) (( (x;n)jil) (c,m (x;m)jjl))

o0
sempre que ||¢, — b.|| < e e (azy)) - € Biu(p,),r =1,...m
j=

Se .
[ )7 <+
COM

<ko (3.33)
p

para todo r = 1,..., m, temos

<e<l1.
w,q

lve]| < ee

Logo, usando (3.33), segue que

e 0 [ (0 G2 o (5 ()7 ) (e (7))
_ ' B, (T) Kbl +or, (x§1))il) (bm . (;cgm))il)]

pois
(b5 +v5) = bjll = [lor]l <&

<.7“>)°°
<mJ j=1

<e<l1.
w,q

69



Portanto ®,,, (T) é limitada na bola de raio € e centro no ponto
(b1, 0321 oo (B (0324)) € G -+ X G,

Pelo Teorema 1.2.2, segue que @, (T) é continua. Logo, se (xg_r)) €ly(E), r=1,...,m, temos
j=1

1
SO (b1 428, b 2™ — 7 b)) || 4
1 x] 9y m+$J ( 1y ey m) (33 )
j=1
— (COAN (m)\ >
- ‘ q)PW (T) <(b1a (.’E] )j—1> PIREEY) (bﬂu (.’I}] )]_1>) )
< M) (m)\™
<1 ®pig (D o2l + | {257 ) e ol + ([ (2 ) :
J=1 w,q J=1 w,q
Note que da defini¢ao de ®,.,(T") segue que
HT||5U(2)(p;q) = ||(I>p;q (DMl
e que o “Infimo” ¢é atingido.
Agora vamos mostrar que |||, (;q) ¢ realmente uma norma em Lg7 ) (B, ..., B F) -
Claramente |||, @) (p:q) = 0 € [| Ty () =0 = T = 0.
Seja A € K, A # 0. Entao
0o » P
3 H)\T (b1 + a2l b+ xgn)) — AT (by, ... bm)H (3.35)
j=1
1
0o p P
= |)‘| Z HT (bl + x§1)7 oy b + xgm)) =T (bh --~7bm)
j=1
1)\ > m)\ >
< T Nleyor gy ( oall+{|(257) )+ bl + ] (=) )
I=ly q I=ly q
De
0o P
P
SO|PT (14 @b ) < AT (B b)|
j=1
1 o0 o0
< AT epco (pig) <||b1 (=) ) (bm| n H(wg)) 3 ) ,
=y g =y g
obtemos
1
%) P
ST (b1 + 280, b+ ) =T (b1 )|
1 Z‘j 5 ooy Omy —|—.T] ( Ty ey m) (336)
j=1
ATl co (e oo o0
< 2D (4 | (a0) bl + ‘ (=), .
|)‘| J=1 w,q j=1 w,q




Por (3 35) (3 36) temos ||)\T||ev(2)(p;q) = ‘)\| ||T||ev(2)(p;q) .
Sejam 11,15 € LEY (E1, ..., By F) . Entao

s(p;q)
1
ZHT1 (b1+x§.” bm+x(m)> Ty (by, ...\ H (3.37)
j=1
1)\ *° m)\ >
< Tl <||b1||+\ ()7 ) <||bm||+\ (=) )
- w’q - w’q
€
1
ZHB (b1+x§.”,...,bm+x§m)) Ty (b, .., b H (3.38)
j=1
1)\ > m)\ >
< Dol <||b1||+] ()7 >-~-<||bm||+\ (o) )
- w’q - w’q

Pela Desigualdade de Minkowski, temos

1
. P
Z H Tl + Tg) (bl + {L’(l) bm +.’E§7L)) — (Tl + TQ) (bl, ,bm)
00 P
S Z HTI (bl + 335‘1)7 ey b’m + x;’m)) - Tl (bla ey bm)
j=1
- B
m p
Z HT2 (b1 + $§-1), ceey bm + .’L'§ )) — T2 (b17 ceey bm)H
j=1
e, pelas desigualdades (3.37) e (3.38), temos

1

: (3.39)

Z H Tl +T2) (bl + .’,E )7 7bm —+ xlg"”)) — (Tl +T2) (bl’ ""b"”)

<
Il
—
S|
v
=

o0 m p
+(> HT2 (b1 + D by + >) ~ Ty (b, ...,bm)H

o

Il

o
—~ N—
) Sl

< Il (nmn ; \

Il (nbl (s
Segue de (3.39) que
||(T1 + T2)||ev<2)(p,q) < ||T1||ev(2)(p;q) + ‘|T2||ev(2)(p;q) )

e portanto ||-[|., ) (g define uma norma em Lg%\ (E1, ... Ep; F). @
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Observacao 3.2.16 A razio da notacio ev® é que hd uma defini¢io anterior, devida a M. C.
Matos (veja [19]), que foi denotada na literatura por evM . A norma ev® tem algumas vantagens
computacionais (para detalhes comparativos entre as duas normas, veja [1]).

Na préoxima proposicao usaremos as notacoes da demonstracao do teorema anterior.
Proposigao 3.2.17 A aplicacio
Pyt Losipg) (Br, ooy Engs F) — L(G1, .o, G Ly (F))
é linear, injetiva e tem imagem fechada em L (G1,...,Gm;l, (F)).
Demonstragao. ®,., estd bem definida pelo Teorema 3.2.15. E facil verificar que ®,., & linear e
injetiva.
Seja (T7,),~; uma seqiiéncia em £

|| ° ||ev(2) (p;q) ° LOgO

ev

o) (B oo By ') com @y, (T,) convergindo para A na norma

”(I)p;q (Tn> - AH

ewv® (piq) 0

e daf segue que
[@piq (Tn) — All = 0,

pois ||| < [llcpe2 (p;q) - Portanto

Ppiq (Tn) (37) - A(OC) para todo x € G X - -+ X Gy,

Note que
O, (1) ((0,(21,0,0,...), ..., (0, (2, 0,0, ...)) = (T (21, ..., Tm) , 0,0, ...) .

Se, para cada j € N, 7; é a projecdo na j-ésima coordenada, nés temos

lim T, (z1,...,%m) = lim 7 (Ty (z1,...,2m),0,0,...)) (3.40)
= nh_)rr;o 1 (@piq (T0) ((0, (21,0,0, ...), ..., (0, (x4, 0,0, ...)))

=1 (Jim [y (To) (0, (21,0,0, ), 0, (0, (w1, 0,0, )]
— 71 (A((0, (21,0,0,...), o (0, (1, 0,0,...))) -

Assim, podemos definir T' € L (Ey, ..., Ep; F) por

T (X1, ey Tiyy) := lim Ty (21, 0y i) -

n—oo

Note que, de (3.40) segue que T estd bem definida, e ¢ fdcil ver que T é m-linear, embora a
continuidade nao seja, em principio, clara. Entretanto, o Teorema de Banach-Steinhaus para aplicagoes
multilineares garante que 7' é continua.
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Sejam (by,...,b) € By X -+ X Ep € (x@) el¥(E.),r=1,..,m. Para cada k € N,

j=1
m k
[ e |
1
_ zk: (7 (b1 + 2", b + 2™ = T (0, ,bm))Hp

S

p

- (S () <)

-t (). ) o 571

. i )
< nh_)rrgo ||<I)p;q (Tn)Hrl;[I ('b || + ( )jzl w,q)
i ()"
1] (IIbrll (=), w,q>
as(p;q) (

<] (nbrn + \ () ) ,
r=1 J=1 w,q
Mais ainda, para todo j € N, temos

mostrando que T € L& Ey,...E,;F).
[ (o (&17) ) o (b (o) L))

= | im0 (T >(<bh( U)o (oo (557) )]

p

A

=T [nlL\m ( (bl +m ’ b +x(m)) _Tn (bhm’bm))iil}
~ tim [, (12 (bﬂ ,...,bmﬂgm) T (b1 b)) )]
= nler;O {Tn (b1 +x b +m( )> — T, (b1, ...,bm)}

T (b1 + ol by + )) T (b1, ..., b)
para todo 5 =1,2,3,.... Logo
4 ((bl’ ($£1)>:1> T (bm’ ( (m))z 1)) = Lpig (T) ((bl’ ( (1))i=1) B (bm’ (mgm)>j:1)) '
Assim, ®@,,., (T) = A, e portanto A pertence & imagem de ®,.,. =

Observe que se E é um espaco vetorial, F' é um espago de Banach e f : E — F é uma aplicagao
linear injetiva com imagem fechada em F', entdao a aplicacao

[l : £ —1[0,400) : 2]z = || f (@)l
define uma norma em E e, além disso, (E, ||| ;) é um espago completo. De fato, é 6bvio que

|z||z > 0 para todo x € E
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[zl =0=f(@)=0&f(z)=0&z=0.
Para )\ € K, temos

1Azl g = [If Q)| = [IAf @) = [ALLF (@) = (A2l

e, para quaisquer x,y € F,

lz+yllp = [If (@ +yll = [If @)+ F @I < @I+ [1F @I = llzllg +ylls -

Agora, seja (x,,),., uma seqiiéncia de Cauchy em E. Entdo (f (z,)),.; ¢ uma seqiiéncia de Cauchy
em F e, como F é espago de Banach, segue que (f (z,)),-, converge, digamos para y € F. Como a
imagem de f ¢ fechada, segue que existe z em E com f (z) = y. Logo (z,),., converge para z, pois

ln —zllg = If (@n —2)| = [If(zn) —yll-
Usando o Teorema 3.2.15, a Proposicao 3.2.17 e a observagao acima, segue que a correspondéncia

T € LoSpg) (Brs oo Emi F) = [Tl oy (rg) = [1@piq (T

P;q)

torna L

a5 (p:a) (F1,..., By F) um espago de Banach.

ev

s (p:q) (E; F) é obtida de maneira similar ao caso

A seguir, vemos que a norma natural para
multilinear.

Caso Polinomial

Teorema 3.2.18 As sequintes afirmagoes sao equivalentes para P € P (ME; F) :
(1) P € Pl (MEF);

as(p;q)
(#9) Eziste C > 0 tal que

<i 1P+ ) - P(b)ll”> <o+ e,
k=1 '

para quaisquer Ti,...,Tn,b em E e n natural ;
(#91) Existe C' > 0 tal que

m

1

SIP@+e)-POI| <0 (101+ H(m»j‘ile,q)m (3.41)

para todo b € E e (wj);); € 1y (E). Mais ainda, o infimo de todas as constantes C para as quais a
desigualdade (3.41) ¢ satisfeita define uma norma em Pgy, (" E; F), e serd denotada por |||, @ (p,q) -

Demonstragao. (iii) = (i) e (iii) = (i7) s@o Sbvias.
(#9) = (7it) segue a mesma idéia da demonstragao da Proposicdo 3.1.4.
(i) = (iii) Defina G = E x [ (E) e o polindmio m-homogéneo
Ma (P) 2 G =1y (B) (b, (25)32, ) = (P (b+ ) = P (9)2

j=1 j=1-

Para todo k € N e (xj);il € ly (E), considere
Fioye, = {b € |npa (P) (b (@), Hp < k} .
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Para todo k e Ne (l'j);il € Blg)(E), note que Fk’(zj);‘il é fechado. Basta seguir a mesma idéia que foi

usada para mostrar que Fk <a;(1> o (a;("’))w é fechado, na demonstragao do Teorema 3.2.15.
9 ] ]:17) ] ]:1

Seja
Fk = ﬂ Fky(l’j);ozl'

(25)52, €Biw (k)
Assim, pelo Lema 3.2.14 (na verdade, um caso particular do Lema 3.2.14),
E = U F.
keN

Pelo Teorema de Baire, existe kg tal que F}, tem interior ndo vazio. Seja b um elemento do interior
de Fj,. Assim existe 0 < ¢ < 1 tal que

an;q (P) (c, (17]);21) Hp < ko (3.42)
sempre que [[c —bl| <€ e (z;);2; € Bu(m).
Se
(v @) <=
temos
lv| <ee H(xj)jile , <e< 1.

Logo, usando (3.42), segue que
‘ Mpsq (P) {(b7 (0);11) + (Uv (xj);)il)} Hp
= [ (@) [(b+ 0, () 32,)]

S kOa

p

pois
[(b+v) = b]| = vl <e

H(mj);';lu <e<l
w,q

Portanto 7., (P) é limitada na bola de raio € e centro no ponto (b, (0);’11) € G. Pelo Teorema

1.3.7, np.q (P) é continuo e portanto

i POy -POI ) = [ (P (b @032, ) | (3.43)
<l (P (161 + H(a:»;?‘:le,q)m-
Note que
[P (5. 0020 ) | = [ 1P @052 PP p (3.44)

< Pllev pig) (”b” * H (25)j1 Hw,q) m .

Portanto, de (3.43) e (3.44), obtemos ||P||,, @) (p.q) = [1Mpig (P)[|. A demonstracao de que ||.||
uma norma é similar ao que foi feito no caso multilinear. =

ev® (pyq) ©
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Observagao 3.2.19 Procedendo como no caso multilinear, é possivel mostrar que ) (E; F), com

aS(p q

a norma ||-|| é Banach.

ev @ (p;q)

3.2.3 Ei;’ (p:0) é um ideal normado completo

Nessa seqao provaremos que L7 ) com a norma [lev@ (psq) € um ideal normado completo. Como

veremos a seguir, a norma ||- H da identidade ¢ 1. Essa é uma boa propriedade da norma

ev® (p;q)
[l (psq)» Gue ndo é compartilhada pela norma |-, )., definida em [19] (para mais detalhes a

respeito da norma |||, q) .4, veja [1]).

Proposigao 3.2.20 Sejam m € N e idgm : K™ — K dada por idgm (T1, ..., Tm) = T1+** Tuy. Entao

||idxm || )= 1 para todop > q > 1.

ev(®@ (piq
Demonstragao. Note que
||7:de||ev(2)(p;q) 2 ||7:de||as(p;q) Z ||Zde|| =1

Assim, basta mostrar a desigualdade contraria. Vamos fazer o caso m = 3 (os outros casos séo
andlogos). Dados by,b,b3 € K e (m§1)> , (505-2)) , (x§3)) € I (K), usando a desiguladade de
j=1 j=1 j=1

Minkowski, temos

3=

i P

idgs (a1 + x‘gl), as + x;Q), az + x‘g?’)) —idgs (a1, az,a3)

=

Z’a1a2x<)+ala3m< ) 4 aza5z® + 1202 + ez 1 agePe® 4 2D <3>‘

j=1
1 i i
q<p 50 . q 00 q o q q
< 1
< |ayas] Z ‘x;S)‘ + |aqas] Z ‘xg + |azas| Z ‘xg :
j=1 j=1 j=1
1 1
(eS) a o q ¢
+ |ay] (Z ’x§2)x + |as] Z ’mg»l)x;?’) )
j=1 Jj=1
1 1
00 4 el q ¢
(S} (5
j=1 j=1
i o 7 o e
q q
< |aias] Z xgg)‘ + |aias| ‘xf + |azas| Z ’xgn’
j=1 Jj=1 J=1
o1 _ 1
o > q ! i q s q !
2 3 1 3
il | [ S]] S| el | ] ) X [
Jj=1 j=1 h L J=1 j=1
i 1
1
+ lag D 2] > |
Jj=1 Jj=1 J=1 = g=1



2
Q=

1
q

> q > q 01 (39
= | laa| + Z ‘x§1)‘ |laz| + Z ‘xf)‘ las] + Z ‘xg-d)’ — |arazas
j=1 1

i= =1
< <a1| + ‘ (xf))jﬂ (x(?’))Jil )
- g

L) (e Je]) (o
<|a1+ (=) ", w) (|a2|+ (=) ", qu) <|a3+\ w)

Logo, segue que ||idK3||ev(2)(p;q) <1l m
é um 1ideal completo de aplicagoes multilineares entre

Jj=1

Proposicao 3.2.21 (L€
espacos de Banach.

as(p q 7 H.”ev(z) (p;q))

Demonstracao. Tudo o que precisamos mostrar é que Eas(p ”
desigualdade (iii) da Definiao 1.2.22. Sejam u; € L(Gj; Ej),j=1,...m, T € L}
te L(F;H) e (a1,...,am) € Gy X -+- X Gp,. Entéo

) satisfaz a propriedade de ideal e a
(B, ..., B F),

3
p

toT o (Upy...yUpm) (a1 —|—37§_1)’ veey Gy —i—x(m)) —toT o(ug,..., um) (a1, ...,am)H

>

p

< |t i HT (u1 <a1 + x§1)> s eeny U (am +x(m))) T (ug (a1), .., U (am))Hp
j=1

(w ()7 ) (um (@) +\ (1 (7))
L) (e Je) L)

Segue que LY ) satisfaz a propriedade de ideal e que
[E0T 0 (u1, s tm)llcp@ (pig) < IEINT e (sqy llwnll - [l -

w,q>

ST N o i) <|IU1 (@)l +

ST N @ (pigy lwall -+ lwam | (alll +

as(piq

3.2.4 7357; (g € UM ideal normado completo

Proposicao 3.2.22 Sejam m € N e idgm : K — K dada por idgm () = 2™. Entdo
l[idkm || e gy = 1 Para todo p > g > 1.
Demonstragao. Note que

Jidico| > Jidicn | s g > llidscrn | = 1.

ev(?) (p;q) as(p;q)

Basta mostrar que ||idgm || <1. DadosbeKe (xj)?il € Iy (K), temos

ev @ (p;q)

oo P

Z lidgm (a4 ;) — idgm (a)]” Z a+z;)" —am’

j=1

7



=

0 p
= Z ma™ tz; + < Tg ) a’”‘%? +--+ ( W; ) an;-”*Q + amx;ﬁ*l +
j=1
< o0 E o0 E
qaqs=p _ m —
Lol S| (5 ) (el | e
j=1 j=1
1 1
) q 0o q
oo fmal [ TR (S g™
j=1 j=1
1 2
00 q 0o 1
-1 m -2
SO 91T IR (O Il D SUFIC)
j=1 j=1
m—1 m
oo q oo q
s fmal | Y fag)? D Jwylf
j=1 j=1

m
00 a m m
< lol+ [ Syl (1 + Jeeiza] )" = (lr+ ezl
J=1 '

Logo, concluimos que ||idgm

ev() (p;q) <l m

Proposicao 3.2.23 ( ;g(p.qy ||.||ev(2)(p;q)) é um ideal completo de polindmios entre espacos de Banach.

Demonstragao. Do mesmo modo da Proposicao 3.2.21, basta mostrar que ;Z(p.q) satisfaz a
propriedade de ideal e a desigualdade (ii¢) da Definicio 1.3.16. Sejam v € L(G;FE), P €

v N(ME;F),te L(F;H)eacG. Dal

as(p;q)
Y ltoPou(a+a;)—toPou(a)ll”| <t | D IPw(a+z;)) —P(ula)l” (3.45)
j=1 j=1

< NPty <||u<a>|| || @ )
< I 1Pl Il (tal + 2], )

Segue que sg(p,q) satisfaz a propriedade de ideal. De (3.45) temos

[toPo(u) < NEHIP oo (g Nuall™ -

ev(®) (p;q)

Portanto gg(p_q) ¢ um ideal completo de polindmios.
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