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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma introducao & teoria linear de operadores
absolutamente somantes e também investigamos temas recentes de pesquisa relacionados a
teoria de polindmios absolutamente somantes. Sao apresentados, em detalhes, virios dos
principais resultados da teoria linear, assim como resultados recentes de coincidéncia e nao-
coincidéncia no contexto da teoria de polindbmios absolutamente somantes.

Palavras-Chave:

Operadores absolutamente somantes, polinémios, séries em espacos de Banach, resultados
de coincidéncia.
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Abstract

In the present work we present an introduction to the theory of absolutely summing
operators and also investigate recent research works related to the theory of absolutely
summing polynomials. Several of the main results of the linear theory are discussed in detail,
as well as recent coincidence and non-coincidence results in the context of the polynomial
theory.

Key-Words:
Absolutely summing operators, polynomials, series in Banach spaces, coincidence results.

vii



Sumario

1 Séries em espagos de Banach e resultados relacionados
1.1 Séries Absolutamente e Incondicionalmente Convergentes em Espacos de Banach 1

1.2
1.3

O Teorema de Dvoretzky-Rogers . . . . . . . .. .. . ... .. .. ...,
A Desigualdade de Khinchin . . . . . . . ... o o000

2 Operadores lineares absolutamente (p; ¢)-somantes

2.1
2.2

2.3
24

Operadores absolutamente somantes . . . . . . . .. . ... ... ........
A Desigualdade e o Teorema de Grothendieck . . . . . .. ... ... ... ...
2.2.1 A Desigualdade de Grothendieck . . . .. .. ... ... ... .. ...,
2.2.2 O Teorema de Grothendieck . . . . . . . ... ... ... ... ......
Operadores absolutamente (p;g)-somantes . . . . . . . ... ... ... .....
Resultados de coincidéncia para operadores (p, g)-somantes . . . . . ... ...

3 Polindmios absolutamente (p, g)-somantes

3.1
3.2
3.3

Polindmios homogéneos e a definicdo de polindbmio absolutamente somante . . .
Resultados de coincidéncia para polindmios absolutamente somantes . . . . . .
Limitacao dos resultados de coincidéncia . . . . . . . . . .. .. ... ..
3.3.1 Um teorema de limitagao para a validade de resultados de coincidéncia

3.3.2 Conseqiiéncias do Teorema de Limitacao . . . . . . . . . ... ... ...

4 Anexos (Resultados auxiliares)

viii

1

28
28
28
28
36
39
60

62
62
63
64
65
74

79



Introducao

Uma série numérica é absolutamente convergente se, e somente se, é incondicionalmente
convergente. Nao é dificil provar que, em alguns espagos de Banach de dimensao infinita,
esse resultado nao é vdlido. Entretanto, apenas em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers
[18] mostraram que esse comportamento era comum a todos os espagos de Banach de
dimensao infinita. Precisamente: em todo espaco de Banach de dimensdo infinita existem
séries incondicionalmente somédveis que nao sao absolutamente som&dveis. Em um trabalho
memorével, A. Grothendieck [21] apresentou uma demonstracao diferente para o Teorema de
Dvoretzky-Rogers e introduziu o conceito de operador absolutamente somante (application
semi-integral & droite). Na década de 60, com os trabalhos de Pietsch [38], Lindenstrauss e
Pelczynski [24] e Mitjagin e Pelczynski [29], a teoria de operadores absolutamente somantes foi
apresentada de forma mais acessivel, simplificando a apresentacao original de Grothendieck e,
desde entao, a teoria de operadores absolutamente somantes vem tendo um papel de destaque
na Andlise Funcional.

O sucesso da teoria de operadores absolutamente somantes ¢ uma das razoes para um
estudo sistemdtico de ideais de operadores entre espagos de Banach, que teve seu inicio
impulsionado pelo livro de Pietsch [39]. A partir da década de 80, com o trabalho de Pietsch
[40], comegaram a ser investigadas generalizac¢oes do conceito “absolutamente somante” para
polindmios, aplicagoes multilineares e até aplicagoes arbitrarias entre espagos de Banach (veja
[2, 7, 12, 15, 27, 28, 32, 34]).

Dados espagos de Banach X e Y, uma pergunta natural é se todo operador linear continuo
de X em Y é absolutamente (p; ¢)-somante (quando isso ocorre, chamamos de resultado de
coincidéncia). Esse tipo de questao foi tema de trabalhos de Bennet [5], Carl [13], Dubinsky,
Pelczynski e Rosenthal [17], Garling [20], Kwapien [22], Lindenstrauss e Pelczynski [24] e varios
outros. Nesse trabalho, estudamos resultados de coincidéncia no &mbito da teoria multilinear
de operadores absolutamente somantes.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1 demonstraremos alguns dos principais resultados necessarios para um estudo
relativamente auto-sufuciente da teoria linear de operadores absolutamente somantes.

No Capitulo 2 estudamos os fundamentos da teoria de operadores absolutamente somantes
e alguns de seus resultados mais conhecidos. Nossa principal fonte de referéncia foi o livro
[16].

No Capitulo 3 estudamos um pouco da teoria multilinear relacionada a operadores
absolutamente somantes, com especial atencdo a resultados de coincidéncia para a teoria
de polinémios absolutamente somantes.

1X



Notacao e Terminologia

e Em todo este texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espagos vetoriais sempre serdo considerados sobre K = R ou C, a menos que se mencione
algo em contrario.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “func¢ao”.

e Na maior parte deste texto, X,Y, E, G, H, X;,Y;,... denotardo espacos de Banach. A
norma de um espago de Banach (ou normado) X serd usualmente denotada por ||| ;
quando maior precisao for necessaria, nés usaremos |[-||y . O simbolo Bx denotard a
bola unitéria fechada {x € X;||z|| < 1} de um espaco de Banach X.

e O dual (topolégico) de um espago de Banach X serd denotodo por X'.
e A notagiio w — lim ou — indica convergéncia fraca.

e Um operador linear T : X — Y ¢é dito operador de posto finito quando a dimensao da
imagem de T é finita.

e Denotamos por ¢* o conjugado de que ¢, isto ¢, ¢* = q_il.



Capitulo 1

Séries em espacos de Banach e
resultados relacionados

1.1 Séries Absolutamente e Incondicionalmente Convergentes
em Espacos de Banach

Seja X uma espago Vetorlal normado e (z,)5 ; uma seqiiéncia em X. Dlzemos que (x,)22, &

absolutamente somével se Z ||zn|| < o0, e é incondicionalmente somével se Z To(n) CONVETgE,
n=1 n=1
qualquer que seja a permutacao o : N — N.

Na reta, uma seqiiéncia é incondicionalmente somével se, e somente se, é absolutamente
somadvel; este resultado é devido a Dirichlet.

As relagoes entre os conceitos de seqiiéncias absolutamente e incondicionalmente soméveis
estdo intimamente relacionadas com espacos de Banach. A prova disso é a seguinte
caracterizacao dos espacos de Banach.

Proposicao 1.1.1 Um espaco vetorial normado X é Banach se, e somente se, toda seqiiéncia
absolutamente somdvel é incondicionalmente somduvel.

Demonstracao. Sejam X um espago de Banach e (z,)52; uma seqiiéncia absolutamente
somdvel em X. Vamos mostrar que (z,)52; é uma seqiiéncia incondicionalmente somével.
Dada uma permutagdo o dos naturais, considere y, = [lz,|. Como (y,)0%; ¢

o0
absolutamente somével entao é incondicionalmente somdvel, logo > on(n)H converge e,
n=1

portanto, é de Cauchy. Assim, dado € > 0 existe ng € N tal que

Yo | < D0 llrewll < Do llzowll <e

k=m+1 k=m+1 k=no

n

ng(k) - Zxﬂ(k)
k=1

k=1

n>m>ng=

Isso mostra que a seqiiéncia das somas parciais de (z4(,))p2; ¢ de Cauchy, logo ¢é
convergente. Portanto (z,(,))ne; ¢ somavel.

Agora, suponhamos que toda seqiiéncia absolutamente somavel em X é incondicionalmente
somdvel. Note que nesse caso a propria seqiiéncia é somédvel, pois basta considerar a
permutagao o = id.



Seja ()%, uma seqiiéncia de Cauchy em X. Entdo, dados k € N e e = 27% > 0, existe

nék) € N tal que

n,m > nék) = ||@ — Zp|| < 27F.

Assim, podemos encontrar ny < no < ... tais que
—k
Hxnk - wnkHH < 27%.

Em particular,

o o0
Z Hx”k+1 - x”kH < ZQ_k =1
k=1 k=1

o0

e, portanto, a série Y (zp, .1 — Tp,) ¢ absolutamente convergente e, por hipdtese, é
k=1

convergente. Note agora que

-

Tnpyr = Tny + 2 :(:U”ﬁrl - x”j)
Jj=1

Logo (zn,,,)52; ¢ convergente. Como (x);2; ¢ de Cauchy e admite subseqiiéncia
convergente, entao (x,)5>; também converge, implicando que X é completo. ®

A seguir veremos algumas equivaléncias sobre seqiiéncias incondicionalmente soméveis.

Teorema 1.1.2 Para uma seqiéncia (xy),-, num espago de Banach X, sio equivalentes:
(2) (zn),, € uma seqiéncia incondicionalmente somdvel;
(13) Para cada € > 0, existe um n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de N

> Tn

neM
(140) (zn)oo, € subsérie somdvel, isto é, para qualquer seqiiéncia estritamente crescente
n)n=1 . ; para quatq q
o0

com min M > n., temos <ég;

(kn)o2y de inteiros positivos, Y xy, converge;
n=1
(iv) (zn),—y € sinal somdvel, ou seja, para qualquer escolha de €, € {—1,1} temos que

> enTn converge.
n=1

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que (ii) seja falsa. Entdo, existe § > 0 tal que para

> Tn ’
neM
Isso nos permite construir uma seqiiéncia (M), de subconjuntos finitos dos naturais

tal que, para todo n € N,

todo m € N, existe um subconjunto finito M dos naturais com min M > m e > 6.

min M, > max M,_1 e Z Tnll > 9.
nGMn



De fato, para m = 1, existe My C N, M; finito, com

minM; >1e an > 6;
neM

para m = max M-, existe My C N, M5 finito, com

min My > max Mj e Z Tnll > 6.
neMo

Fazendo isso para m = max M,,_1, ird existir M,, C N, M,, finito, com

>

’nEMn

min M,, > max M,,_1 e

Agora, defina uma permutacdo ¢ : N — N que leva cada inteiro do intervalo
[min M,,, min M,, + |M,|) em M,, onde |M,| é a quantidade de elementos de M,,. Isso é
possivel porque o nimero de inteiros no intervalo [min M, min M, + |M,|) é igual a |M,,]
uma vez que

min M, + |M,| -1 — min M, + 1= |M,|
——

ultimo inteiro do intervalo primeiro inteiro do intervalo

e também porque tanto os intervalos quanto os M, sao disjuntos. Com efeito, M, "\M,,+1 = @
por construcao, e os intervalos considerados sao disjuntos porque min M, +|M,| < max M, +

1 < min M, 1. Agora, vejamos que a seqiiéncia S,, = Z a:a(k) nao é de Cauchy. Para tanto,

tome ¢ = § > 0. Entdo, para todo m € N, podemos escolher algum dos M, C N, com

> T

’neMn
teremos ¢ > p+1>m,e

min M, > m e > 0. Tomando agora p = min M,, — 1 e ¢ = min M,, + |M,| — 1,

a
15 — Spll = Z Tok)|| = Zwk >0=c.
k=p+1 keMn,

Logo (wa(n))zozl nao é somével.
n
(43) = (i) Seja 0 uma permutagao dos naturais e consideremos a seqiiéncia S, = »_ To(z)-
k=1

Fixe € > 0 e escolha n. € N de acordo com (i7). Entao existe m. € N, suficientemente
grande, de modo que {1,...,n.} C {o(1),...,0(m<)}, e isso implica que para ¢,p € N com
q>p+1>mg, temos o(p+1),0(q) > ne, e portanto

1Sq = Spll = ZIE k)| = Z Tn| <E.

k=p+1 ne{o(p+1),..,0(¢)}

Logo (Sy),~; ¢ de Cauchy, e portanto convergente.



(19) = (7i1) Fixe € > 0 e escolha n. € N de modo que || > x,

neM
finito M dos naturais com min M > n.. Agora, se (ky),—; ¢ uma seqiiéncia estritamente

crescente de naturais, temos que k, > n para cada n € N. Logo, para ¢,p € N com
n

< ¢ para todo subconjunto

qg>p+1>mng segue que kg > ¢ > n. e k1 > p+1 > ne.. Logo T, = Zl‘kj é de
j=1
Cauchy. De fato, se My = {kp+1, ..., kq}, temos

q
1Ty = Toll = || D aw, || =1 D | <e

Jj=p+1 neMo

Portanto, (z, )., € somavel.

(¢it) = (iv) Seja (en)pe, uma seqiiéncia formada por 1 e —1. Seja também (z,),~,
uma seqiiéncia subsérie somdvel e considere os conjuntos ST = {n€N:¢g, =1} e S~ =
{n € N: g, = —1}, com a ordem herdada dos naturais. Entao, as séries > x, e > x, sao

nes+t nes—
n n
convergentes. Considere as seqiiéncias R, = Y xp eV, = > xp. Dadoe > 0, a convergéncia
k=1 k=1
kest keS—
das séries Y. z, e Y. x, nos garante que existe mI € N tal que
neS+ nes-
q
€
[Rg — Ryl = Z Tk <5
k=p+1
kest
sempre que ¢ > p > mJ. De modo andlogo existe m- € N tal que
q
Ve =Vill = | 32 | < =
k=p+1
kes—
sempre que ¢ > p > m_. Escolhendo m. = max{ml,m_}, segue que a seqiiéncia
n
Sp = Y epxy satisfaz
k=1
q q q
15 = Spll = Z EkTE|| = Z Tk — Z Tk
k=p+1 k=p+1 k=p+1
kest keS—
q q
<D || DD @
k=p+1 k=p+1
kest keS—
SEL €
Si ¢
2 2



sempre que ¢ > p > m., ou seja, a seqiiéncia (S,);; ¢ de Cauchy em X. Como X ¢é Banach,
segue que (Sy,)>2 ; é convergente. Portanto, (z,),-, € sinal somdvel.
(iv) = (i4) Sunponha que (i) nao vale. Entao, existem 6 > 0 e uma seqiiéncia (My)72

> Tn

de subconjuntos finitos de N, com max M} < min My, e > ¢§ para todo k.

neMj,
o0
l,se n e |J M
Defina ¢, = k=1 .
—l,sen ¢ |J M.
k=1
n

Agora considere a seqiiéncia S, = . (1 + &x) xy.

k=1
Seja m um natural qualquer. Escolha um inteiro positivo k£ tal que m < min M},. Logo

max My
> Aten)zn| =D 2aa| > 20
n=min M}, neMy

Conseqiientemente a seqiiéncia (Sy)o-; nao é de Cauchy, e portanto ndo converge. Assim,
0.) (0. ]
L. ~ , . o)
pelo menos uma das séries )z, e/ou ) e,x, nao converge, e daf conclufmos que (),

n=1 n=1
nao é sinal somével. m

Coroldrio 1.1.3 Se (), é uma seqiéncia incondicionalmente somdvel em um espago de

o0 (o ¢]
Banach X, entao para toda permutagdo o dos naturais temos que Y Tp = Y Lo (n)-
n=1 n=1

Demonstragao. Apresentaremos duas demonstracoes:
Primeira Demonstragao: Se (z,),-, ¢ uma seqiiéncia incondicionalmente somdvel, o
teorema anterior garante que, dado € > 0, existe n. € N tal que, quando M C N (M finito) com

> Tn

{1,..,n:} C{o (1), n,e(]:[(L)} Assim, se N > L, definindo My = {1,..., N}—{c (1),...,0 (N)}
e My={o(1),....0(N)} —{1,..., N} temos

min M > n., entao < &. Agora, escolhemos L suficientemente grande, de modo que

N N
D= D o) = | 2w D
n=1 n=1 neMy neMas
< Z Tn|| + g T,
neMy neMs
< 2e.

Como

N N N N
> oo = (oo~ S ) + o

n=1 n=1 n=1 n=1



fazendo N — oo, obtemos
o o0
Z Tn = Z Lo(n)-
n=1 n=1

o0

Segunda Demonstragao: Para seqiiéncias de escalares (a,),. ;, sabemos que se Y ap
n=1

o0
¢ incondicionalmente convergente, entao »_ a, é absolutamente convergente e, além disso,
n=1

o0 o0
Y. Gn = Y ay(n) Para toda permutagdo o (veja [23, Teorema 22]). Logo, para toda f € X'
n=1 n=1

temos que
f (Z%(@) = Zf (To@m)) = Zf(wn) =f (Z%) '
n=1 n=1 n=1 n=1

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

Zxa(n) = an
n=1 n=1

Teorema 1.1.4 (Teste dos Multiplicadores Limitados) Sejam X um espago de Banach
e (xn)pey uma seqiéncia em X. A seqiéncia (xy),-, é incondicionalmente somdvel se, e
somente se, a seqiéncia (bpxy)or i€ somdvel para todo b= (by,);" | € lso.

Demonstracao. (<) Seja (g,,),-; uma seqiiéncia de 1 e —1. Como (g,),~; € le temos que

0o ) . , oo 4 . . . 00
(en®n), 1€ somavel, isto é, (xy), - ; ¢ sinal somdvel. Portanto, pelo teorema anterior, (), 4
é incondicionalmente somével.

(=) Agora fixe (z,),.; uma seqiiéncia incondicionalmente somével em X. Dado b =

(bn)y € leo, mostraremos que (bpxy)ne € somavel. Como X ¢ completo, basta mostrar que
n
Sp = > bgxy é de Cauchy. Por Hahn-Banach, para n > m, temos
k=1
n n n
5.~ 501 = | 3 b = s (3" ]| < ot s 3° o) a
k=m+1 llflI<1 k=m+1 111 \ p=rmt1

Portanto, para mostrar que (Sy),-; ¢ de Cauchy, basta mostrar que, dado ¢ > 0, existe
mo € N tal que

sup Z If(zr)] | <e (1.2)

HER P

para todo m > my. De fato, se (1.2) for provado, obteremos

sup ( > f(wk)> <e (1.3)

IAI<T \ g=pt1



para todo n,m > mg. Assim, de (1.1) e (1.3), teremos

n
> bpzk|| < bl &
k=m+1
n
ou seja, S, = > by serd de Cauchy em X (Banach), e portanto serd convergente.

k=1
Vamos entdo provar (1.2). Pelo teorema anterior, vale (i7). Entdo, dado € > 0, existe

me € N tal que, quando M C N ¢ finito com min M > m., temos que || Y =, || < /4.
neM

Vamos nos concentrar em Re (f (z3)) para f € X, com |f|| = 1 fixo. Escolha
n > m > me e os conjuntos MT = {m+1<k<n:Re(f(zx)) >0} e M~ =
{m+1<k<n: Re(f(zx)) <0}.Entao

n

Y IRe(f (@)l = Y [Re(f (@)l + D [Re(f (zp))l

k=m+1 neM+ neM~—

=Y Re(f(@)|+| D Re(f (zx))

neM+ neM—

IA
~
g
=
_l’_
~
(]
=

neM+ neM—

IN
(]
=
+
(]
=

min M > m,
min M~ > m,

Como {

, segue que

n>m>m. = Z [Re (f (z1))| <
k=m+1

Analogamente, temos

n>m>me = Z Im (f (x))] < %

k=m-+1
Logo
n n i e €
n>m>me= Y @)l < Y Re(f @)+ Y Mm(f (@)l <g+;=c
k=m+1 k=m-+1 k=m+1



Fazendo n — oo, teremos

m > me = Z |f (zx)| < &, para todof € X'
k>m+1

Conseqiientemente

sup |37 If ()l | <.

[ES W

como querfamos. H

1.2 O Teorema de Dvoretzky-Rogers

O Teorema de Dvoretzky-Rogers é um resultado muito importante da Anélise Funcional.
Através dele é possivel garantir a existéncia (em qualquer espago de Banach de dimensao
infinita) de uma seqiiéncia incondicionalmente somdavel que nao é absolutamente somédvel.
Antes de demonstra-lo, precisamos provar um lema técnico:

Lema 1.2.1 Seja E um espago de Banach de dimensdo 2n. Entdo existem n vetores yi, ..., Yn
em E, com % <|lyill <1 ej=1,..,n tais que para quaisquer escalares a1, ..., a, tem-se

1/2

n n
2
S il < 1D eyl
j=1 j=1

Demonstragao. Por (A4) temos que, se F' é um espago vetorial de dimensao finita n e
w : F — F & um operador linear, o traco de w, denotado por tr (w), ndo depende da base
escolhida para F'.

A partir de agora, vamos fixar uma base para [3" e uma base para E.

Vamos encontrar um isomorfismo

uw:l3" — E
de modo que ||u|| =1 e que para todo operador linear
v: 3" — E,
o trago de u~lv : 2" — (2" satisfaca
}tr (uilv)’ <2n|v]. (1.4)
Tome u tal que
det (u) = max {|det (v)|;v € L (l%n,E) vl =1}
Isso é possivel pois a funcao

|det| : £ (13", E) — [0,00)



¢ continuae {v € L (13", E) ,||v|]| = 1} é¢ um compacto (esfera unitaria de um espago de Banach
de dimensao finita), e portanto existe ug € £ (l%", E) , com |lug|| = 1, tal que

|det (uo)| = max {|det (v)|;v € L (3", E) , |Jv|| = 1} # 0.
Como det (u) € K segue que det (ug) = |det (uo)| €% para algum 6 € [0, 27). Definindo

0
u(x) = ug () .€~ 2 para todo z € 12", temos

i0g

det (u) = det (uo.efﬁ)

i6g \ 21
= <e_ﬁ) det (ug)
= e |det (ug)| €™

— [det (up)

como querfamos.
Para estabelecer (1.4) usaremos um argumento de perturbacdo. Sejam 0 # ¢ € K e
veL (l%”, E) Entao pela escolha de u, temos, para o caso u + v # 0,

det

’e(u+é?2?;)|_' <u+av )‘Sdet(u)
[u+ ev]| lu+ e

ou seja,

[det (u +v)| < det (u) u+ev|*" < det (u) (|full + |e] [o]])*" = det (u) (1 +[¢] [[0])*. (1.5)

Note que (1.5) também vale para o caso u + ev = 0.
Seja id a identidade em I3". Entdo, como u é invertivel (pois detu # 0),

|det (u + ev)| = |det (uo (id + eu'v))| (1.6)
= ’det (u) det(id + Euflv)‘ = det (u) !det (id + auflv)‘ .

Mas, por (A1),

det (id +eu 'v) =1 +etr (u'v) +c(e) (1.7)
onde |c(g)] = O <|5]2>, isto é,
lim 1< _
e—0 £

Logo, por (1.5), (??) e (1.7), segue que

det (u) |det (id + su_lvﬂ = |det (u + ev)| < det (u) (1 + || [Jo]])*"
- |det (id + eu ) | < (1 + [e] [Jv])*"
sl etr (W) +e(e)] < (1 + [e] o)) = 1+ 2ne] [v] + O (|s|2) .

Logo,

1+ ctr (u™)| = |e ()] < |1+ etr (u™0) +¢(e)| < 1+ 2nle] o] + O (|g|2) (1.8)
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para todo 0 # ¢ € K.
Temos tr (u™'v) = [tr (u™v)|.e? para algum ¢ € [0,2n). Se € for da forma |e[ e~ # 0,
temos
etr (u”'v) = || e |tr (vt )| ¥ = |etr (v )| (1.9)

Conseqiientemente, de (1.8) e (1.9) com & sob a forma |e| e, obtemos
le| [tr (u™"v)| < 2n el ||v]| + 20 (]8[2) .

Logo
[tr (u™'v)| < 2nlv]| + 20 (|e|)
e fazendo € — 0 obtemos (1.4).

Note que se P : 13" — [3" a projecio ortogonal de [3" num subespago de 13" de dimensdo

m < 2n, segue de (A2) e (1.4) que
m = tr (P) =tr (v 'uP) < 2n|uP|

e portanto
m
o

Agora vamos selecionar y1, ..., y, em E de forma conveniente. O truque é escolher vetores
ortogonais 21, ..., z, em [3" e entdo considerar o conjunto y; = u (z;) para cada j = 1,...,n.

Como |lu| = 1, entdo existe um z; € 13" tal que ||z1|| = 1 e ||u(z1)] = 1. Seja P
a projecao ortogonal de 13" sobre o complemento ortogonal, [z1]™, de z;. Como [z1]™ tem
dimensdo 2n — 1, segue de (1.10) que [|[uPy|| > 2L Assim, existe 2o € [21]* tal que [|z]| = 1
e [lu(z2)|| = [lu (P (22))] = =1, Seja P, a projecdo ortogonal de I3" sobre o complemento
ortogonal, [z1, ze]", de [z1,22]. Entdo |[uPy| > -2 Assim, existe z3 € [21, 2] tal que
23l = 1 e [lu(z3)ll = flu (P2 (23))]| = 252

Fazendo isso n vezes, obtemos n vetores ortonormais zq, ..., z, em l%”. E, para y; = u(z;),

[uP|| > (1.10)

com j =1,...,n, tem-se que

2n—3+1 _ 1
lyill = llu ()l 2 —— =5
e
lysll = llu ()] < flufl < 1.

Note também que para quaisquer escalares aq, ..., au,, temos

n n n
E a;yill = g aju(z)|| = ||u E a;zj
j=1 j=1 j=1

IN

n
lull | D ez
j=1
1/2
n n
= | O ayz, > arz)
j=1 k=1

1/2
n

2
=D layl

Jj=1
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Teorema 1.2.2 (Dvoretzky-Rogers) Seja X um espago de Banach de dimensdo infinita.
Entao para qualquer escolha de (A\,)S2, em la, existe uma seqiéncia incondicionalmente
somavel (xp)oojem X com ||z,| = |M\| para todo n € N.  Em particular, se
escolhermos (A\p)22 ;1 em la — 11, obtemos uma seqiiéncia incondicionalmente somdvel que nao
é absolutamente somdvel.

Demonstracao. Dada (\,)52; em I, escolha uma seqiiéncia (ng)y.,; em N tal que

ny<ng <..e
Z |)\n|2 < 2—2]&“

n>ng
Para cada k € N, seja X C X com dim Xy = 2 (ngy1 — ng). Pelo Lema 1.2.1, existem
(ng4+1 — nk) vetores, que chamaremos de

Yng s Ynp+1y -+ ynk+1—1

com normas pertencentes ao intervalo [1/2,1] e tais que

N N 1/2
S | < (z mr?)
n=ng

n=nig
para todo inteiro IV entre ny e ny41 — 1 e para quaisquer escalares a,, , ..., aN.

Ay
Tome z; =
Hy |

toda escolha de €, = +1, temos, para todo inteiro N entre ny e ng11 — 1, que

| ,j > n1. E claro que ||x,|| = |\n| para todo n > ny, e observe que para

v AR ol o v
> e = | 3 S| < (5 oD ) )

N 1/2
<2 (Z IAn!2>
n=nig

<9 (2—%)1/2 — 9+l

Veja ainda que se n, < n < m < ng1, fazendo oy, =0, ..., 0001 = 0, = €y ooy vy = €
temos

@ = gy
ng = Zo‘m = Z vl
l=n l=nyg I=ny b
- Lo\ 12
< lou|” |\
< 3
Pl (71
- 1/2
<2 ) Inf?
l=ny

<. (2—%)1/2 — 9+l
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o0
Dado ¢ > 0, seja ko = ko(¢) tal que > 27%"1 < e. Se m > n > ny,, existem um inteiro
k=ko
positivo t e um certo k > kg tais que ngy <n < ngy1 e ng <m < ngyye — 1. Assim,

m npy1—1 Npy2—1 m
E gixy|l < E x| + E x| + ... + E g1x]
l=n l=n l=ngy1 I=np4¢

< 9—k+1 + 2—(k+1)+1 + o+ 2—(k+t)+1

o
< Yok
k=ko

o0 oo
Logo . enx, € de Cauchy, para toda escolha de ¢, = £1. Portanto, Y e,z, converge
n=ni n=ni

(para toda escolha de ¢, = +1) e isso implica que (z,),~, ¢ incondicionalmente somdvel
(além disso, ja sabemos que ||z,| = |A\n| para todo n > ni). Agora, escolha z; € X com
|z;] = |A\j| para todo j = 1,...,n1 — 1. E claro que flenxn converge, independentemente
da escolha de ¢,, = £1. Finalmente, concluimos que (:?;);0:1 ¢ incondicionalmente somédvel e

|zn|| = |An| para todon € N. m

Teorema 1.2.3 (Schur) Em [y uma seqiéncia converge fracamente se, e somente se,
converge na topologia da norma.

Demonstracao. Ja é fato conhecido que convergéncia forte implica em convergéncia
s A : oo
fraca. Agora, suponhamos que a seqiiéncia (g(”))n_lconverge fracamente para zero e, por

contradi¢ao, suponha que (g(”))zo:l nao converge fortemente para zero. Logo, (g(”))zo:l possui

uma subseqiiéncia (C (”))Zozl tal que, para algum e > 0, temos

. > be para todo n € N.

R
=1

J]=

- Hg(m

Como essa subseqiiéncia converge fracamente para zero, da caracterizagao do dual do [y
tem-se que

o0
nan;OanC](n) =0 paratodon = (77]-);';1 € loo- (1.12)
j=1
Escolhendo, no lugar de 7, os elementos e;, obtemos

lim CJ(-n) =0  para todo j fixo. (1.13)

n—oo

Defina mg = ng = 1 e, indutivamente, as seqiiéncias estritamente crescentes (mk)zo:l e
(nk),iozl da seguinte maneira: nj ¢ o menor inteiro maior que ng_1 de modo que

MEg—1
> g
j=1

<e (1.14)
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e my como o menor inteiro maior do que my_1, satisfazendo

>

J=mg

<e. (1.15)

Vejamos que realmente é possivel construir essas seqiiéncias:

e 11 é o menor inteiro maior que ng = 1 tal que

C(nl)

TV <e

< g, isto &,

1
>l
j=1

e por (1.13) garantimos a existéncia de ny;

e m1 ¢ 0 menor inteiro maior que mgy = 1 tal que

<e.

J

J=m1

.. oo
E claro que m; existe, pois (CJ’-“) - ely.
j:

e Agora, suponha que nio exista ng, 0 menor inteiro maior que nq, tal que

mi
>o|¢| <<
j=1
Entao, para todo ne > ni, temos
Mm)+~~ﬂéﬁ)za
Logo, para algum j = 1,...,m1, temos
m1

Deste modo, para algum j € {1,...,m }, fixo, temos que

lim ¢ #0

n—o0

contradizendo (1.13). E claro que sempre existe my € N (menor inteiro maior que m;) tal que

> o

J=ma2

<e,

o0
pois (C J(n2)> € [1. E assim sucessivamente.
Jj=1
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Seja (nj);)il € | definido da seguinte maneira: para mg_1 < j < my, tome
0 ,se Cj(n’“) =0
_ (nk)
K ) (" # 0.
j

Note que |n;| <1 para todo j. Logo

He — an ()

<3~ im@("k
j=1 j=1
_ ‘ an ()
j=1
SCRETY
j=1
SRR RS S (FREREE D ol (55
j=1 Jj=mp_1+1 J=my+1
S (] = mc) + 35 (] - ™)
Jj=1 J=mp+
Smk 1()( (ni) )m ) + (‘C(nk) \n )
1 i=m
2js+25_4s "

Portanto, para todo k € N, temos

Zﬁj@(-nk) > €,
j=1

e isso contradiz (1.12) m

Definigao 1.2.4 Uma seqiiéncia (zy,)p

- UjC](-nk))

1 num espag¢o de Banach X é fracamente subsérie

somdvel se, para qualquer seqiiéncia estritamente crescente (kn);’f:1 de inteiros positivos, a
o0

série Y xy, converge fracamente.

n=1
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Teorema 1.2.5 (Orlicz-Pettis) Em um espago de Banach X, uma seqiiéncia é fracamente
subsérie somdvel se, e somente se, é subsérie somdvel.

Demonstragao. (<) E claro, pois convergéncia forte implica em covergéncia fraca.
(=) Seja ()52, uma seqiiéncia fracamente subsérie somavel num espaco de Banach

X. Como estamos tratando com limites de somas de (z,,)..,, basta trabalharmos com

n=1»
AT
)w (47 (x1,22,...) que é um subespaco fechado e separavel em X.

X() = <$1,3}2,
Defina o operador

v X(l) — ll
v(9) = (g (xn))nzy -

Vamos provar que v estd bem definido, é linear e continuo. Depois, veremos ainda que v é

compacto.
n

Sendo (zn),~; uma seqiiéncia fracamente subsérie somdvel, entdo w — lim )y, existe,
n—:oo
J=1

para toda seqiiéncia estritamente crescente (ky),- ; de inteiros positivos. Segue que

n n
o (3o, | = i 3o
j=1 j=1

existe, para toda g € X(/). Logo (g (xn))qq € uma seqiiéncia subsérie somavel em K e, portanto,
¢ incondicionalmente somével em K. Com isso, (g (z)),-, ¢ absolutamente somavel. Sendo
assim, v estd bem definido. Facilmente vemos que v é linear. Agora, nos resta mostrar que v
¢ limitado.
Para isso, vamos provar que o grafico de v é fechado e usar o Teorema do Grafico Fechado.
Sejam g;j € X(/) ey € ly, taisque g; — g € Xé e v (g;j) — y. Queremos mostrar que v (g) = y.
Como v (g5) = (gj (%n))peq = Y = (Yn)peq, dado € > 0, existe Ny € N tal que,

(o]
5= No= 3 gy (@a) = yal = Il (g) — vl <
n=1
Logo, para quaisquer [ € N e j > Ny, temos
|9 (z1) —ull <e,
ou seja, para todo [ € N

lim g; (z1) = 1. (1.16)
j—o0

Como gj — g € X(/), entao, para todo [ € N, temos

Jim g; (1) = g (1) (1.17)
De (1.16) e (1.17), segue que y; = g (z;) para todo [ € N, e dai
Y= (Yn)pe1 = (9 (¥n))nzy = v (9) -
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Portanto, o grafico de v é fechado. E, pelo Teorema do Gréfico Fechado, v é limitado.
o0

4 e . N . /
Para mostrar que v e CompaCtO, 1micClaremos com uma sequencla (xn> em BX/ . COIHO
n=1 0

Xo ¢ separdvel, temos que B, é compacto e metrizdvel na topologia fraca estrela. Isso nos

. . A . / oo 7\ o© /
permite extrair uma subseqiiéncia (xmk) de (xn>n_1 que converge para um certo x, €

BX(/) na topologia fraca estrela. Se mostrarmos que v <:1;6) = limw (x;nk> (na topologia da

k—oo

norma), estabelecemos a compacidade de v. Mas, como v assume valores em l1, pelo Teorema
!
mp

g (s () =1 (o(5) s

para todo f € A, com A denso de [ (na norma). De fato, se A é um subconjunto denso (na
norma) de [ tal que vale (1.18) para todo f € A, entao (1.18) vale para todo f € l. Com
efeito, dados f € lo € € > 0, existe fp € A tal que || f — fol| < e. Logo

I () =1 (v ()]

<[ (o () =0 (v (o)) 90 (o (o)) = 0 (v (55))
o (o (#0) = (v ()
< = goll o (o) + 0 (v (53) ) = o (o () ) 415 = ol o () |
<efo (|| o (o () = 40 (v (55)) |+ o (50)

Mas, por hipétese, (1.18) vale para fy € A e entdo existe kg € N tal que

b0 (o)) -5 (0 s)) | <=

o0
. ’ ,
Como v ¢é limtado e <mmk>k . estd em BX(')’ segue que

k> ko = Hf (v (x;nk)) —f (v (xé))” <e|v| Hx;nk

onde ¢ é uma constante positiva. Logo, basta verificar (1.18) para todo f € A, com A denso
de I (na norma).

Note que as fungoes simples formam um tal subconjunto denso (na norma) de I (veja
(A5) para a definigao de fungao simples e demonstracao do resultado). Assim, a linearidade
nos permite restringir a verificacdo de (1.18) para uma cole¢do de fungdes caracteristicas
f = 1p de subconjuntos M de N.

Entao, devemos verificar que

de Schur, basta mostrar que v (1: ) oo (mé) Para isso, basta provar que

—i—e—l—s”v (:co)H = ¢z,



e Se M é finito, temos

(o () = X (o) = (Zx) ~ (zx)

neM neM neM
’
klim T, L (Tn) = hm f( (l‘mk>) .
o0 k—o0
neM

e Se M é infinito, considere M = {ni,na,...} com a ordem usual dos naturais.

Seja | = w — lim an Temos
r—00;

f( ( )) Zxﬂ Tn) = hmzxo Tn; —Tlggoﬁfo an] =2y (1) = lim z,, L (D)

k—o0
neM
. . ! . 3 !
= lim [ lim z,, g T, = lim [ lim E :cmk xnj = lim E Ty, (Tn)
k—oo | r—oo - k—oo | r—oo k—o0
j=1 neM

= Jim £ (v (7))

. . ! w / 2
Com isso, concluimos que v (xmk) — v (350)- Logo v é compacto.

Para completar a demonstracao do teorema, basta observar que, como v (BX/> é
0

relativamente compacto em [y, dado € > 0, existe um n. € N tal que, para todo subconjunto
finito M de N com min M > n. temos

Yoo = g o ()

neM
uma vez que (g (z,))pey =v(g) €v (BX(/)). Concluimos, usando (ii) do Teorema 1.1.2, que

A6)
<SupZ|g:Bn S €,

”gHSlnéM

= sup
llgll<1

(zp);2; € uma seqiiéncia subsérie somdvel. m

1.3 A Desigualdade de Khinchin

As fungbes de Rademacher sao definidas como dadas por

rn:[O,l] —>R,HEN
T (t) := sign (sin2"xt) .

Essas fungoes formam uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes (para detalhes
sobre varidveis aleatérias e teoria da medida, sugerimos [3]). O fato mais importante
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das fungoes de Rademacher é que elas tém a seguinte propriedade de ortogonalidade: Se
0<ni<ng <---<ngepi,...,pr > 0 sao inteiros, entao

) ,
1, se cada p; é par

PL(E) - P () dt =4 s
/0 oy (&) o (t) { 0, caso contrdrio

Uma conseqiiéncia imediata é que as 7, formam seqiiéncia ortonormal em Ly [0, 1], e assim

1] o0 2 00
/ > anra (B)| dt =Y |an|? (1.19)
0 n=1 n=1
para todo a = (ap),—; € lo. De fato, considere a seqiiéncia S, = Y ;_; agry e, para n > m,
temos
n 2 1 n 2
190 = Sl = || Do awrsl| = [ | Do awn(t)] dt
k=m+1 L»[0,1] 0 k=m+1
1 n n
_ / (Z air; (t)) S s (t) |t
0 \i=mt1 j=m+1
1 n n
:/ < Z a;r; (t)) Z a;r; (t) dt
0 \i=m+1 j=m+1
n 1
- Y wm / v ()7 (1) dt
ij=m+1 0
n 1 n 1
= Z ]ak]2/ ’FI% (t) dt + Z CLZCL]/ T (t) dt
k=m+1 0 ij=m+1 0
i#j
n
= 2 |l
k=m+1

Como a = (an),—; € la, segue que (Sy,),7; € uma seqiiéncia de Cauchy em Ly [0, 1], e portanto
(Sn)o2 € convergente. O argumento usado acima e o fato de (S, )2 ; ser convergente garantem
que

[ee) n n 2 %) 2 1] oo 2

E \ak‘2 = lim E |ak|2 = lim E apTk = E anTn = / E anTn (t) dt,
n—0o0 n—o0 0

k=1 k=1 k=1 L[0,1] n=1 L2[0,1] n=1

como querfamos.
O principal resultado, no nosso contexto, sobre as funcoes de Rademacher é a Desigualdade
de Khinchin.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < oo, existem constantes
A, e By, tais que, para toda seqiiéncia (ap)rey em lg, temos

00 % 1] o0 p % 00 %
A, <Z|an|2) g(/o St (1) dt) <B, <Zan|2> |
n=1 n=1 n=1
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Demonstracao. Provaremos primeiro para p = 4. Vamos primeiro provar a Desigualdade
de Khinchin para uma seqiiéncia finita (a1, as, ..., a,,) de escalares. Entao

A -
[ @) ai= [ San®) [ Sano] (Sano) [ Sano)a
n<m 0 \i<m j<m k<m I<m
(1.20)
1
= Y gaa / v ()7 () 1 (6) 7 (£) dt
igikl<m 0
= Zazajalak + Zazajalak + Zazajalak -2 Z \a1|
<m
] k
—2Z\az\ \a3| —i—Zaaj —2Z|a2]
1,j<m 1,7<m i<m
2 2
<2 Ylal | [ Y lal )+ [ Dot ] [ D a2
<m i<m <m i<m
2 2
= (Sak) [T
n<m n<m
2 2
<2{ D lanl” | +| D lanl’
n<m n<m
2
=3{ > lanl |
n<m

pois as r, tém a propriedade da ortogonalidade. Assim, da monotonicidade das normas de
L,[0,1] e de (1.20), temos

2 2 2
S lad? | = / St (t)] dt / Zanm <3S fanf?
n<m n<m n<m n<m
e conseqiientemente
: N }
dolan | < / S anra (1) <31 | S jaal? ] - (1.21)
n<m n<m n<m

Agora, considere a seqiiéncia S, = Y p_; axTk €, para n > m, temos

1
IS0 = Smllgon = | |
0

n 4

D> apry (t)

k=m+1

1
1 1
(1.21) n 2
dt] < 331( 3 |ak|2> . (1.22)

k=m+1
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Como a = (ay,),~; € la, segue que (Sy,),”; € uma seqiiéncia de Cauchy em Ly [0, 1] e, portanto,
(Sn)p2; € convergente.
Fazendo m — oo em (1.21), obtemos

(ilaﬁ)é < /01

1
Com isso, By < 31 ¢ A4 > 1. Mas, facilmente, vemos que A4 = 1; basta s6 considerar
a1 =1,a2 =0,a3 =0,... em

4 i 0o 1
dt | <31 <Z ]an]2> . (1.23)
n=1

Z anTy (1)
n=1

00 % 1] oo 4
Ay (Z |an|2> < / Z anry ()| dt
n=1 0 |n=1
e daf segue que
Ay-1 <1

Comegaremos a provar, agora, a Desigualdade de Khinchin para p qualquer e para o caso
K =R. Se p € N, note que

[P < p!(1 ly” < plelvl
yl? < p! +p‘ < ple¥l,

Assim, se tomarmos

teremos que

1 1 1
[rapase [ dOw<p [ (504 0)a
0 0 0

Considere £
2 n<m
com b, = H?le (é claro que ||g||, = 1). Note que

1 1 1
/ 90 gy — / S burn() gy / T ebnrn® gy
0 0 0 n<m

Como as fungoes de Rademacher sao varidveis aleatérias independentes, usando [3,
Theorem 5.2.3 e Theorem 5.3.1], podemos transformar a integral em produto de integrais.
Sejam B, = {t € [0,1];r, (t) = 1}. Logo

1 1
/ 9Vt = TI / bt = 1 / e + / et ) dt
0 n<m Jq n<m . 0,1\ By,

b'ﬂ _b'fl
= 1II <6—|—€ ): IT cosh(by,).

n<m 2 2 n<m




Usando o critério de comparagao para as séries
(sabendo que (2n)! > nl2"),

segue que

Analogamente,

e conseqiientemente
1 1 1 )
/ lg (8)|P dt < p!/ eld®lgr < p!/ (eg(t) + e_g(t)> dt < 2plez.
0 0 0
Logo, para 2 < p < oo e K =R, segue, da monotonicidade das normas do Ly [0, 1], que

2

1= Z ‘bn|2 = Z bnTn < Z bnrn < Z bnTn
n<m n<m 9 n<m n<m k
p
1
1 %
~ ([ wora)
0
BNt
< <2k!e§> *
onde k é o menor inteiro maior ou igual a p. Dai, lembrando que b, = ”‘}ﬁg, temos
1\ &
1l < || anra|| < (2K163) " 11,
n<m
p
ou seja,
: 1 :
Slanl? ) S|S0 aurn|| < (2kte) " [ Janl?
n<m n<m » nm

Como (ay,) € l2, usando argumentos semelhantes aos usados em (1.22), temos que

n
Sn =) axr
k=1

converge. Logo, fazendo m — oo obtemos

oo % 1| o©
an|2> < < AnpTn (t)
(S <([1E
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No caso complexo K=C e 2 < p < 00, para

(an)fﬂ = (bn)ff:l +1 (Cn)zozl

em [o, ficamos com

t) = Z anry (1) = Z bt (t) + 4 Z CnTn (1)

n<m n<m n<m

Logo, para as funcoes reais

{ e (f(#) = 2ngm butn ()
Im (f (1)) = 2nzm Cnrn (1)

segue, do que ja foi provado e de (1.19), que

N

[Re (f | D 1bal* ] =ColRe(H)l, e

n<m

N

T (A, < Cp | D 1al* | =Gy lllm (f)]l,.

n<m

Portanto

Y anra| =1, < IRe (N, + [t (N,

n<m
p

< CplRe (f)ly + Cp[[Tm ()]l
<2Cp || flls -

Usando novamente os mesmos argumentos usados em (1.22) garantimos que S, = Y p_; agry
converge. Logo, fazendo m — oo e usando a monotonicidade das normas em Ly, [0, 1], obtemos

) (L[S o) (5]

Agora analisemos o caso em que 0 < p < 2 e, para tanto, usaremos a Desigualdade de
Holder. Defina 0 < 8 < 1 por
py\ 1
0= (2 - 7> .
2

pd+4(1—0)=2

(t)

Assim,

22



1 1
[spa= [Craps e a
0 0

L[ ror) ([ o))
= (/Olwfof)p)e- ([ If(t)|4>19

o 4(1—6

=!</01|f<t>|1’>’1 [(/Ollf(t)\“)i]

Da Desigualdade de Khinchin para p = 4, sabemos que || f||, < Ba|| fl|5 €, portanto,

1713 < 7127 - (Ba 1 711)0
—4 179 2—4 70
= B O <
—4(1-0
= B 0718 < B

4(0—1 0 0
= BV 718 < 117
4(0—1)

=B, " - flly < MI£1,-

4(0—1)
po

Note que =2- %. Com efeito,

G R ) EH I CHIEH R RS
Portanto,

9_4

By A flly < A -

Por outro lado, da motonocidade das normas do Ly, [0, 1], temos que || f[|, < [|f]l5- Logo

2-2
By " lly < Iy < M1l s
isto &,

Bi_% : Z apmy, (1) < Z apmy, (1) < Z anmy (t)

n<m 9 n<m P n<m 2

e, mais um vez, com os argumentos usados em (1.22), fazendo m — oo, obtemos
1 1 1
g4 00 2 1] o0 p P 00 2
B, - (Z ai) < (/ Zanrn (t) dt> < <Z a%) .
n=1 0 |n=1 n=1

O proéximo resultado é devido a Orlicz (1933) e pode ser, de certa forma, considerado como
o precursor de resultados bem mais gerais da geometria dos espagos de Banach.
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Teorema 1.3.2 Se (f,),2, € uma segiiéncia incondicionalmente somavel em Ly [0,1], entdo

Yo anHl < 0.

Demonstragao. Primeiro vamos demostrar o teorema para funcées que assumem valores
reais. Como Lj [0, 1] é separdvel, pela demonstragao do Teorema de Orlicz-Pettis, sabemos
que v : Ly [0,1] — 11 dado por

v(g) = (9 (fu))nis

¢ um operador linear compacto (note que, como (fy,), ¢ incondicionalmente somével, entao
(9(fn))n € incondicionalmente somavel em R, e portanto estd em l1). Como (fy),- € sinal
somével, temos, para toda seqiiéncia de sinais &, = +1,

) 00 k
Z 5nfn = sup g (Z 5nfn> ‘ = sup g (klggo Z 5nfn>
n=1 1 n=1 n=1

9€BL [0,1] 9EBL o [0,1]

(1.24)

k k
= sup |limg anfn = sup |lim () eng(fa)
9€BLo 0,1 |F® 9€BLooo [F7 \; 21
= sup hm
9€BL o, 1]

< sup  lim Zlg f)l= s > lg(fal= suwp ool = |oll.

9€BL 0,11 F geBLoo[O,l] n—1 9€BL[0,1)

Note que para quaisquer by, ..., b, > 0, pela Desigualdade de Holder temos que

S (B (5

Integrando termo a termo temos

fj/1|fn<s>bnds< (ib)/ (ilfn(S)Qde-
n=1"0 - n=1 " 0 n=1

Em particular, escolhendo b,, = fol | fn (s)| ds temos

m m % 1 m
Sie () [ (Smer) e
n=1 n=1 0 n=1

(531 bz) = /o1 (nil [fu <3>|2>§ds
(g </01 | f (s)\d3>2>3 ) /01 <§:\fn (S)F)éd& .

n=1

[NIES

Portanto,

N
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Agora, para todo m € N, podemos usar a Desigualdade de Khinchin e deduzir que

i T
2
A, (n§:1:|fn<s>|) < /O

m

Z fn (8) 0 (1)

n=1

dt

e conseqiientemente

(E:Ln(@F> sz;{A

Integrando em relacao a s temos

1/ ) 2 . 1 1| m
/0<;|fn(sN> ds < A] /0 (/0 ;lfn(s)rn(t) dt>d3,

Pela linearidade da integral (ou usando o Teorema de Fubini) trocamos a ordem de
integracao na expressao anterior e obtemos
ds) dt

1 m ) % . 1 1| m
/0(7;]0”(5)1) ds < A; /0 (/0 > (s ra 0
dt.

Y 2 ;d < A7t 1
[ (Zmer) s [ 1
Logo

U 2 (125) 1l [ i .
(;Hh”?) < /0 (;Un (8)’2> ds < A1_1/0 nzlfnTn )

Como 7, (t) = 1 para todo t fora do conjunto {k-27":0 <k < 2" e k,n € N}, segue,
de (1.24) e (1.26), que

m

Z fn () rn (t)

n=1

dt.

> fara (t)
n=1

dt. (1.26)
1

N

(Z an||§> < A7Yjv||, ou ainda,
n=1
(Z ||fn||?> <A ol

n=1

~ 2, . 4 : A
Entdo, S = > || fnll] € crescente e limitada em R, logo é convergente, isto ¢,

o0
2 .
> Ifallf = lim S,
m—0o0
n=1
existe (e ¢ finito), como querfamos. J&d para o caso complexo, considere f, = p, + ig, onde

Dns qn s@o0 fungdes reais. Como f,, € L1 [0,1] entdo p,, ¢, € L1[0,1]. De fato, p, e ¢, sao
mensuraveis e
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V7 (s) + i (s) = [ fn (5)]

[pn (5) 2
2
n

| <
|gn ()] < VP (5) + g2 (s) = | fn (5)]-

Logo, integrando, temos
1 1
/0 \pn(S)!dsg/O | fn ()] ds < oo
1 1
[ s < [ lds <0

Agora, considerando a seqiiéncia S,, = Zzzl ELPE, com g, = £1, temos que

n
Z EkPk

k=m+1

n n
Z Skpk+i< Z Ska)
k=m+1 k=m+1

n

=1 Y e (pr+iqr)

k=m+1

n>m=||S, — Snl| =

1

IN

1
n

> erh

k=m+1

1 1

Como (fn),2; € uma seqiiéncia incondicionalmente somavel em Lq [0, 1], segue que T;, =
> p—1 €k fi € de Cauchy. Logo (Sy),-, € de Cauchy e, portanto, convergente. Portanto (py),-
¢ sinal somdvel em L [0,1]. Pelo Teorema 1.1.2, segue que (pn)no; ¢ incondicionalmente
somdvel em Lj [0,1]. Da mesma forma, (g,),-; ¢ incondicionalmente somével em L [0, 1].

Pelo caso real, segue que

%) )
2 2
D lpalli <o e Y llgnll < oo (1.27)
n=1 n=1
Logo

m m

DMl =D llpn + dgall?

n=1 n=1

2
(Ipally + llgnll1)

NE

<

S
Il
—

2 2
(19l + 2 190y gnlly + llgnl12)

I
NE

S
Il
—

Holder 9 m 9 % m 9 % m 9
< D lpallf+2 (D Iall? dolaalld |+ llanlli-
n=1 n=1 n=1

n=1

Fazendo m — oo, temos, por (1.27), que 3.°° || fal|? converge. m
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Definicao 1.3.3 Em Ly[0,1], definimos o subespago
Rad, = <7r1,7r2,... >,

isto €, Rad, é o subespago de L,[0,1] definido pelo fecho do subespaco gerado pelas fung¢oes
de Rademacher.

E importante perceber que a seqiiéncia das fungoes de Rademacher (r,,)5° ; ¢ uma base de
Schauder para Rad,,. Para isso, precisamos de alguma terminologia e resultados auxiliares.

Definicao 1.3.4 Uma seqiiéncia (ey)7>, em um espago de Banach E é dita seqiiéncia bdsica
se ela for uma base de Schauder para < e1,ea, ... >.

Usando a terminologia da definigao anterior, queremos, precisamente, garantir que (7,)22 ;

¢ uma seqiiéncia bésica para Rad,. Para isso, o seguinte resultado ¢ fundamental (para uma
demonstragao, veja [1, Proposition 1.1.9]):

Teorema 1.3.5 (Critério de Grunblum) Uma seqiiéncia (ex);2; de vetores nao nulos em
um espaco de Banach E é bdsica se, e somente se, existe uma constante positiva K tal que

m n
> ageg > ageg

k=1 k=1

<K (1.28)

para toda seqiiéncia de escalares (ay) e quaisquer inteiros m,n, com m < n.

O Principio da Contracao (veja [16, 12.2]) garante que, se 1 < p < 00, a seqiiéncia (r,)5 4
satisfaz (1.28) e, portanto, (r,)52; é uma seqiiéncia basica de Rad,. Assim, todo vetor de
Rad, é expresso, de modo tnico, sob a forma

[e)
Z aTk.
k=1

Uma conseqiiéncia da Desigualdade de Khinchin é que, para 1 < p < oo, Rad, é isomorfo
a ls, como veremos a seguir.

Teorema 1.3.6 Para 1 < p < oo, Rad, ¢ isomorfo ao la.

Demonstracao. Seja f : lp — Rad, definida por f((a,)s2;) = >, anTn. Note que
a Desigualdade de Khinchin garante que f estd bem definida e também garante que se
Y nanTn € Rad,, entdo (an)22; € lo. Logo f é sobrejetiva. Por defini¢do, temos que f é
linear. Note que f é injetiva, pois

f(an)pZ1) = f((bn)nZy) = Zanrn = anrna

e como {rj;j € N} é uma base de Schauder de Rad,, segue que (a,),~; = (by)pr ;.
Pela Desigualdade de Khinchin, existem constantes A, e B), tais que

4 (zyan|2> IS <5 (z\an2> |
n=1 P

n=1 n=1
. 1.~ .
e concluimos que f e f~"sao continuas. m
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Capitulo 2

Operadores lineares absolutamente
(p; g)-somantes

2.1 Operadores absolutamente somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes foi inspirada nos trabalhos de Alexandre
Grothendieck na década de 50. Mas foi somente em 1967 que Albrecht Pietsch, trabalhando
de forma independente com estes tipos de operadores, estabeleceu muitas de suas propriedades.
A partir de entao outros matematicos voltaram-se a estudar esta teoria, contribuindo para seu
rapido desenvolvimento. Dentre os varios trabalhos da década de 60 e 70 relacionados ao tema,
podemos destacar o memordvel trabalho de Joram Lindenstrauss e Aleksander Pelczynski [24]
publicado em 1968, que contém muitos resultados (hoje cldssicos) da teoria, e que, ainda hoje,
inspiram novos trabalhos e ajudam a delinear a direcdo que futuras pesquisas devem seguir.

O resultado central da teoria de operadores absolutamente somantes é o Teorema de
Grothendieck (que demonstraremos na préxima se¢ao), que afirma que todo operador linear
de [1 em [y é absolutamente somante.

2.2 A Desigualdade e o Teorema de Grothendieck

2.2.1 A Desigualdade de Grothendieck

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Grothendieck) FExiste uma constante positiva Kg tal
que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (aij;) € qUaISqUer Ti, ..., Ty,
Y1, -, Yo na bola unitdria de H, vale a sequinte desigualdade:

nxn

Zaij<:ci,yj) < Kgsup Zaijsitj : ‘S,‘ , ’tj| <13. (2.1)
i,7 i,J

Demonstragao. Primeiro provaremos o caso real. Para isso, assumiremos que z;,y;, com
1=1,...,n, estdao em um espago de Hilbert de dimensao n. Como todos os espagos de Hilbert
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de mesma dimensao sao isometricamente isomorfos, ficamos livres para escolher qualquer
espago de Hilbert de dimensao n. Tomemos H = (ry,...,ry,), subespaco do L2 [0,1], onde
r1,...,Tn 880 as n primeiras funcées de Rademacher. Assim os vetores 1, ..., pn, Y1, ..., Yn SA0
da forma

t) = injrj (t) ey (t) = Zyiﬂ“j (t) para todo t € [0,1].
Para toda funcgao x, defina

0 ={ il e 0=

g max {z (t),—1}, se z (t) <O.

Note que ||Z|| < 1. Definindo

= sup ZQUS’L |SZ| ‘t.7| <lp,

temos

Zaz‘j@i,@j) = Zaw/ i (1) y; (8) dt </ Za”xl )|dt < (2.2)
2%

Agora, se z (t) # T (t), temos
e Para x(t) >0,

Z(t) =1< z(t). Logo,

e Para z(t) <0,
Z(t)=—1>x(t). Logo,
z () -z =lz@) +1]=- (@) +1) =—z({) - 1=z @) -1

Entao, concluimos que |z (t) — Z (t)| = |z (t)| — 1. Note também que, dado A € R, temos
A — 1 < A\?/4. Portanto, temos

@ (1)

[z () -z @) = |z @) -1< (2.3)

para todo t € [0,1]. Observe que (2.3) também vale quando z (t) = T (¢). Assim, concluimos
que (2.3) vale para toda funcao = e para todo ¢ € [0,1]. Agora, suponha que = = Y " | b;r;
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com ||z|| < 1. Entdo, usando a ortogonalidade das func¢oes de Rademacher, temos

23 1 [t
Hx—xugz/ |z (¢ OPdt < — [ z@)*dt (2.4)
16 Jo
:1—6 /0 Zb T ) ijrj (t) Zbﬂ’l (t) Zbk’rk (t) dt
i<n i<n I<n k<n

_ 1 > bbblbk/ i (£)ry (8) 7 (8) rpe (2) di

16 7],l,k<n
1 4
=1 be blbk+2bb blbk+2bb blbk—QKZmb
l k J k j l
3 [ >3 3
<2 2] = 2zt < 2.
=16 (Z}b> 16 17ll2 = 5

Portanto |z; — Tilly, lyi — Till, < V/3/4 para cada 4. Seja
a=supq | aijlzwi)| |zl fws] <1

Entao, usando (2.2) e lembrando que ||Z;]| < 1 e ||7;|| < 1, temos

> aiglwany)| <D ai(E Y| + Zaw — T, Y| + | D ai i,y — ;)
7’7] 17] 17-7

V3 T —Ti _
+ Ve Zaiﬂm, Zam 33z> \[/4 >
<a+\{1§62 Tg&

Logo
V3.
Zaij<33iayj> <a+ 701

para quaisquer i, ..., Ty, Y1, ..., Yo Na bola unitraria de H. Portanto, tomando o sup, temos

e daf




2

provando (2.1) com Kg = V5 O caso complexo é conseqiiéncia do caso real. De fato,
consideremos H = 5 (C) e (ajk)?,kzl uma matriz de complexos. Sejam X1, ..., Tn, Y1, -, Yn
vetores na bola unitdria de H denotados da seguinte forma:
1 . 2 \n
wp = (T +i77), 4
1 4 . 2\7
Y; = (yr] + Zyrj)Tzl .
1y o1 (2 oo (1" 1 2 \" 2
Denotaremos (xrk)r:1 = xz, (:Erk)r:1 = Tj, (Yrj = yi e (v = Y5 Note que
Ty, Y; € By para s =1,2e j,k € {1, ...,n}. Conseqiientemente,
n n
1,1 12 o201 2 2
Jk=1 Jk=1
n n n n
1,1 1,2 2 1 2 2
<D aglahoyp| + | D alahyd| + | D aglai,yh| + | D aglaf, v -
jk=1 jk=1 jk=1 jk=1
Tomando aj, = cji, + idj, segue que
n n
Z ajk<xk7y]> < Z C]k xkayj Z djk xknyj + -
Jk=1 Gk=1 Jk=1
n n
2,2
Z xk;ay‘y Z djk<$k7yj>
k= k=1
e, usando a Desigualdade de Grothendieck para o caso real com H = [j (R), temos
n n n
Z Tk, ys)| <4Kg  sup Z cjksktj| +4Kg sup Z djp Skt
4.k=1 sk l,lt]<1 §k=1 Isk]slt;1<1 G k=1
em R em R
n n
<4Kgs sup Z ajksktj| +4Kg sup Z ajkSkt;
|5k|a‘t]]‘li§1 jk=1 |5k|7|t]]‘R}§1 jk=1
n n
<4Kg sup Z a;jpsptj| +4Kg sup Z ;i SKt;
o<t o<1
n
=8Kg sup Z ajkSkt;
|5klvl\f{c\§1 k=1

Observagao 2.2.2 Deve ficar entendido que Kg denota a menor constante que satisfaz

a Desigualdade de Grothendieck.

Por motivos obvios, Kg é chamada de constante de

Grothendieck. A rigor, temos duas constantes de Grothendieck: uma para o caso real e outra
para o caso complezo.
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Pelo que foi provado no Teorema 2.2.1, a constante de Grothendieck para o caso complexo
é menor do que oito vezes a constante de Grothendieck para o caso real. A seguir, daremos
uma estimativa melhor para a constante de Grothendieck no caso complexo. Precisamente,
provaremos que a constante de Grothendieck para o caso complexo é menor ou igual ao dobro
da constante de Grothendieck real. A esséncia dessa demonstracao foi retirada de notas de
aula do Prof. Jorge Mujica.

Seja H um espaco de Hilbert complexo. Entao, existe A tal que H é isometricamente
isomorfo ao espago

l2(A,C) =1 (2a) € CH (2] = <Z !ZA|2> < oo

AEA
e, portanto, podemos supor H = I3 (A,C).
Considere o espago de Hilbert real

1

Iy (A,R?) =< (za,9) € (R2)A @, ya)ll = (Z (=3 +y§)> < o0

AEA
Para cada z) € C, escrevemos z) = x) + iy), com xy,yx € R. A aplicagdo

J 1l (A, C) — 1p (A, R?)
(2a) = J((22)) = (=2, 92)
¢ R-linear, bijetiva e
1T () = 11l
Dados (z)) = (xx +iyx) € la(A,C) e ¢ = a+ib € C, temos que
c(22) = a(zx) +b(izy)
e portanto
J(c(zn)) =a(xx,yn) +b(—yrn, ).
O seguinte lema serd 1til para a obtengao da estimativa da constante de Grothendieck no

caso complexo:

Lema 2.2.3 Se E é um espago de Hilbert (real ou complezo) e (Cjk)?k: ¢ uma matriz em

K, entao

1

n n n
sup Z ik (2, wk)|; 25, wy, € Bg p = sup Z chkzj ;2 € Bg
Jk=1 k=1 ||j=1
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Demonstragao. Defina

n

H(Cﬂ"f)?,kleEn = sup § | Y ek (25, wk)| 5 2j, wx € B
’ Gk=1
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

n n n n n
> i (zwe)| = > CikZjs Wk )| < > cinz
1 k=1 || j=1

§k=1 k=1 \j=

para quaisquer zj,wy € Bg. Logo

H(cﬂ“)w 1” Z ZCijj ;2j € B

k=1 ||j=1

Para provar a outra desigualdade notemos que, pelo Teorema de Hahn-Banach e pelo Teorema
de Representacao de Riesz, para cada k = 1,...,n, existe wy € Bg tal que

n n n
chkzj = <Z cjkzj,wk> = chk: (25, wg) -

j=1 j=1 j=1
Logo
n n n
> et | 2 3 D ) = 3 D e
Gk=1 k=1 j=1 k=1||j=1
e portanto
n n
n .
H(Cjk‘)j,k-leE 2 sup Z ZCijj ;2 € Bp
7n .
k=1||j=1
]

A seguir, c¢ji = a; + ibj, e usaremos também a notacao usada na demonstracao do lema
anterior. Pelo lema, temos:
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n

l2 (A’R2)

n
+ sup Z

> e (-,5)
k=1 1

(Cjk)?,kﬂHHm = sup { 2. ik (27, wn)| 5 25, wi € BH}

k=

=S ()] A, <1}
k=1 ||j= P

= sup {i J Xn:% (Zgj)) ; HJ <(Z/(\J)>> HlQ(A R2) = 1}
k=1 j=1 I2(A,R2) ’

= sup i iJ(Cjk <Z§\j)>> ?HJ<<Z§\j)>> 1o (A R2 =1
k=1]]j=1 I2(A,R?) S

. Sy ‘Z?:l (a]k (xg\) y( )) + bjk ( E\j),x&j)>) s

H(mA yA ) I2(A,R2) =1
ol om0 8

<>u}

=1|}j= 12(AR2)
n
P Sup ik Vi M) | 5755 Mk € By are )}
k=1
n
+ sup { bik (Vi k) |5 V5 Mk € Blg(A,RQ)} :
k=1
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Usando Desigualdade de Grothendieck para o caso real, segue que

Jcaims

Usando as identidades

Hn

{

n
< Kgsup Z ajksjte|; stk € [=1,1]
Jk=1

n
+ Kgsup Z birsjti|;sj, ty € [—1,1]

k=1
(A9) ~ N
=" Kgsup Z Zajksj ;55 € [—1,1]
k=1 |j=1
n n
+ Kgsup Z ijksj ;55 € [—1,1]
k=1 |j=1

2as = (a+1ib) s+ (a —ib) s
2ibs = (a +ib) s — (a —ib) s,
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segue que

1 n n ‘ n n
H(Cjk)ﬂvk—lu}[ giKgsup Z (@i +1bjr) 55| + (ajr —ibjk) sj| ;55 € [—1,1]
" k=1 |j=1 k=1 |j=1
1 n n n n
+§Kgbup Z Z (aji + 1bjr) sj| + Z ajr —ibji) 55|85 € [—1,1]
k=1 |j=1 k=1|j=1
n n n n
= Kqgsup (ajr + ibji) s +Z Z ajr —ibjx) sj| ;55 € [—1,1]
k=1 |j=1 k=1|j=1
n n
< K¢gsup (aji +ibji) sj €[-1,1]
k=1|j=1
n n
+ Kqgsup (ajr —ibji) sj| ;85 €
k=1|j=1
n n
= Kgsup (ajr + ibji) sj| ;85 €
k=1 |j=1
n n
+ K¢ sup Z (ajr +1bjk) sj| ;85 €
k=1 |j=1
n n
= 2Kg sup Z chks] e[-1,1]
k=1 |j=1
n n
< 2K¢gsup Z chksj ;8; € Be
k=1 |j=1
(A9) -
=" 2Kgsup Z cikSjtr|; s;,tk € Be

J,k=1

Observacgao 2.2.4 A estimativa anterior ainda ndo é boa. Atualmente, sabe-se que

{

1,571 =

™

R

1,338 < K& < 1, 405,

onde Kg e Kg denotam as constantes de Grothendieck real e complexa, respectivamente.
Para mais detalhes, veja [16, pag. 29].

2.2.2 O Teorema de Grothendieck

Definicao 2.2.5 Um operador linear continuo v : X — Y é absolutamente somante se u
leva seqiiéncias incondicionamente somdveis em seqiiéncias absolutamente somdveis.
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QN

Teorema 2.2.6 (Grothendieck) Todo operador linear continuo w : li — o
absolutamente somante.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, [ju| < 1. Seja (z),.,; uma
seqiiéncia incondicionamente somédvel em [;. Logo, pelo Teorema 1.1.4, > epx, converge
em [; para toda seqiiéncia |e,| < 1. Seja v : log — 11 tal que v (f) = (f (zn))pey (visto no
Teorema de Orlicz-Pettis). Note que como (z,), ¢ uma seqiiéncia incondicionalmente somével,
segue que (f(x,)), € uma seqiiéncia incondicionalmente somavel de escalares. Portanto,
(f (z5));2, € li e v estd bem definido. Note ainda que

00 00 k
EnTpn|| = sup |f enn || = sup [f[| lim EnTn (2.5)
; 1 B <nzl ) ‘ F€Bis (k_“’o nzl ) ‘

< sup lim Zlf Ty)| = Sup Z\f )| = sup v ()l =]l

fEBL E loo n=1 eBloo

Queremos mostrar que ) |uzy||, converge. Sejam m € N e d > 0. Escolha n > m
e Yi, ., Ym € I} C Iy tais que ||z; —yi| < 0/2° para 1l < ¢ < m. Sen > m, tome
Ym+1 = -~ = yn = 0. Para cada ¢, escreva y; = Z;‘Zl aj;je;, onde e; sao os vetores unitdrios
coordenados em [}'. Logo

Z Juyilly = Z Zawue] : (2.6)
i=1

=1 ||j=1 9

Por Hahn-Banach, existe ¢; € (I3) com |¢;|| = 1 tal que

n n
E aijuej = ¥5 E aijuej
J=1 Jj=1

2

Pelo Teorema de Riesz-Fréchet, existe um tnico z; € %, com ||z;|| = ||¢i|| = 1, tal que

n n n
Z aijuej = @5 Z aijuej = <Z aijuej, ZZ> (27)
7=1 7=1 7=1

2

e (2.6) e (2.7), temos

Z HuyZH2 = Zzaw U6]7 Zz (28)

=1 j=1
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Dados |g;| < 1,i=1,...,n, temos

n n n n n
E E; E [ = E E Ai5€; | €5
i=1 j=1 1 j=1

1 =t

n

E aijsi

i=1

n
§ Eili
=1 1

(A9)
=" sup Z aijeics| : ‘5;‘ <1
ij=1
Logo
n n
sup{ sleil < 1} = sup Z aijeisg el <1, ‘5;‘ <1
i=1 ij=1
Note que
o .
luzilly = luyilly < fluzi —wyilly < ul 2 = yill, < 550 0= 1,..,m.
Logo
m m m 1
D luwilly <D luwilly +6 5
i=1 i=1 i=1
n
<> lugilly +6
i=1
8) n n
= ZZaij(uej, Zi> + 4.
i=1 j=1
Sendo
n
a=sup | Y ai(Bi )| 1Bill Iyl <1 ¢,
ij=1
e percebendo que |Jue;|| < ||ul| ||e;]] = 1, temos

m
> lluill, <@+0
i=1

< Kgsup Z awsl s el {53‘ <1p+9¢
t,j=1

2.10
2 Kcsup{ Zezyz

|Ei| S 1} —|—5.
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Agora, vejamos o seguinte:

(2.12)

m
(yi — ) + foiﬂfi
i=1

1

’m_ m 1 m
SZHyi_xi”1+ i g S(SZE—F Zeixi
i=1 1 i=1 i=1 1
m
<O+ | e
=1 1
e portanto, de (2.11) e (2.12), temos
m
ZHuwiHQSKGsup{é—i— x|l el Sl}—i—é
i=1 1

i T

:KGsup{ :‘EZ‘|§1}+K0(5+5.
1

Por (2.5), segue que

m
> luwilly < Ke o]l + (Ka + 1) 6.
i=1

Como 6 > 0 ¢é arbitrédrio, obtemos

m
> luailly < Ke ol

=1

Portanto, como K¢ ||v|| independe de m, segue que > -2, |lux;||, converge. m

2.3 Operadores absolutamente (p; ¢)-somantes

Definigao 2.3.1 Sejam 1 < p < 0o e X um espago de Banach. Uma seqiiéncia (xy,), em
X € fortemente p-somdvel se a seqiéncia de escalares correspondente (||zy||),—, estiver em

lp.

Denotamos por [, (X) o espago vetorial de todas as seqiiéncias fortemente p-soméveis em
X. Em [, (X) definimos

I(@n)nzall, : (Z H%H”)

Se p = oo definimos

1o () 1= { (@)1 € XMssupllo ] < o0}

1(@n)nzi llo = sup [[za]l -
n
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Proposicao 2.3.2 Se 1l < p < oo, <lp (X), HHp> é um espaco de Banach.

Demonstragao. Faremos o caso p < co. O caso p = oo é andlogo.
Seja (x(k))?:l uma seqiiéncia de Cauchy em [, (X); logo k) = (:pgk),mgk),xék), . ) €
I, (X). Com isso, dado € > 0, existe N € N tal que

e ) [t <o
p

kK >N = <§:’
n=1

Logo, para cada n € N, temos

B 2N = (o) - o)

<e€

o
e, portanto, (xq(f)) sao todas seqiiéncias de Cauchy em X, e conseqiientemente

. (k)\ .. . . 00
convergentes. Digamos que (xy, convirja para Ip, € seja r = (a:n)nzl. Vamos mostrar

P

) .
1

p P
<e.

que z € I, (X). Para cada m natura_l, temos

hSAL

2 _ ()

kK >N = (i)
n=1

Fazendo k' — oo, obtemos

o0 _ g

kZN:><§:‘
n=1

Fazendo agora m — oo, temos

Ha:(k) — .CCH <e (2.13)
P
para todo k£ > N. Logo
e — g = (z,(IN) —:cn) € L, (X).

Como z(N) e l, (X) (que é um espago vetorial), segue que

z =z — <$(N) —x) = (ac,(lN))oo - <x%N) —xn>oo €ly(X),

n=1 n=1

e de (2.13) temos limy,_,o, 2*) = z. Portanto I, (X) ¢ de Banach. =
Em [, (X) as seqiiéncias (z1,2,,...,2,0,0,...) serdo identificadas com as seqiiéncias

finitas (z1, z2,,...,2y). O conjunto formado por essas seqiiéncias forma um subespago denso
em [, (X). De fato, dados € >0 e . = (), € I, (X), existe N € N tal que

o0 v
(Z HanP) <e.
n=N-+1
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Agora é s6 escolher a seqiiéncia finita 2’ = (21, x9,,...,2y), e dai

Hw—w’Hp:( fj Hxnnp); <e.

n=N+1

Definigao 2.3.3 Sejam 1 < p < 0o e X um espago de Banach. Uma seqiiéncia (), em
X ¢ fracamente p-somdvel se a seqiéncia de escalares (¢ (xy)),—, estiver em l, para todo
pe X'

Denotamos por l,, (X) o conjunto de todas as seqiiéncias fracamente p-somadveis.
Veremos, a seguir, que uma norma natural em I, ,,(X) é dada por
b

l@n)2all, . = sup (Z |w<xn>|p> y (2.14)

(pEBX/ n—=1

Se p = 0o, definimos

l@n)nzilloow = sup (e (n))nis s -
pEBy/

Mais adiante mostraremos que loo o (X) = loo (X) .
Note que nao é imediato que o sup em (2.14) seja finito.

Proposicao 2.3.4 (lp,w (X) ) é um espago de Banach, para todo p, 1 < p < oo.

o 1Ml

Demonstragao. Primeiro mostraremos o resultado para 1 < p < oco. Antes de mais nada
mostremos que essa norma estd bem definida, e para isso usaremos o Teorema do Gréfico
Fechado (TGF). Seja & = (zy,)5—; € lpw (X) e associamos a x a funcao

n=1
uw: X' — 1,
u(p) = (¢ (zn)nly -

E claro que u estd bem definida e ¢ linear. Suponha que

{ o — p e X'
U(gpk)—>20€lp

Vamos mostrar que zp = u(p). Como u(px) — 2o, temos

lim (o (@))% = 20 = (),

e portanto
lim ¢ (2,) = 2,
k—o00

para todo n natural. Como @, — ¢, temos
lim g (zn,) = ©(zn)
k—o0

e conseqiientemente
Zn = (P(xn)
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para todo n. Logo zp = u(p) e o TGF garante que u é limitado. A limitacao de u garante que

s v
sup Z lo (zn)|P | < o0
<p€BX/ n—1

As propriedades de norma sao facilmente verificadas. Agora, s6 nos resta provar a
completude. Seja (a: ) p—q uma seqiiéncia de Cauchy em [, (X). Note que, para cada
k, temos x(¥) = (azg ) (k) :L‘:())) ) € lpw (X). Como (:c(k))
dado € > 0, existe N € N tal que

p—; ¢ uma seqiiéncia de Cauchy,

kK >N= Hx(k) — () <e.
p,w
Com isso, dado ¢ € Bx/, temos
: 5o (20— 2N < o
k,k ZN@Z g0<:1:n x, ) <e (2.15)
n=1

e, como cada termo dessa série é dominado por &P, segue que (para todo n),
= swp [ (ol —alt")| <
pEBx/

oo
Portanto, para cada n, <a:7(1k)> é uma seqiiéncia de Cauchy em X, e conseqiientemente

k,kK' > N = nglk) — ﬂc,(f/)

. k)\*° .
convergente. Denotaremos por x, o limite de (3751 )> , eseja = (), . Vamos mostrar

que = € ly, (X). De fato, usando o mesmo artificio usado na demonstragao da Proposicao
2.3.2, fazendo k' — oo em (2.15), obtemos

o0
p
kzN:>Z‘<p($,(f)fxn>‘ < eP, para todo ¢ € Bx.

Isso nos permite concluir que z — zV) € lpw (X). Logo,
T = <33 — x(N)) +zM ¢ lpw (X).
Além disso,
k>N = Haz(k)—xH <eg,
pw
ou seja, limy_oo ) = z. Portanto, lp.w (X) € espaco de Banach.

O caso p = oo ¢ bem particular. Seja (zn),-, uma seqiiéncia limitada num espaco de
Banach X. Temos

l@n)nzllo = suplzn]| = sup sup [l (z)]

n @EBy/
= sup sup |l (z,)]]
pEBxr N
= sup ||(<P($n))zo=1”oo
pEB
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Em outras palavras, os espagos loo (X) € loo, (X) s@o idénticos. m

Denotaremos por ¢y (X) o subespaco de I (X) formado pelas seqiiéncias (z,,)5. ; em X
com
lim ||z,] =0.
n—oo

O stmbolo ¢g,, (X) denotard o subespaco de I (X) formado pelas seqiiéncias (x,),>; em X
com
lim ¢ (z,) =0

n—oo
para todo ¢ € Bx/. Note que ¢y (X) e cpp (X) sdo ambos fechados. Provaremos que ¢g (X) é
fechado. Seja (x(k)) _, uma seqiiéncia em co (X) que converge para r = (zp),~; . Logo, dado
e > 0, existe kg € N tal que

_ (k>_H €
o -2 <=,

o0

k > ko = sup Ha;%’“ —
n

Entao, para todo k > kg e todo n € N, temos

’ ) — x|l < %
E, como z(®) = (xgk),q:gk),xék), .. ) € ¢o(X), existe N € N tal que ‘x%ko) < 5 para todo
n > N. Logo,
n>N = ||z, = ||z, — zlFo) 4 2(Fo)|| < Hasn—xg“‘)) +‘xn N < g—l-g:
Logo lim,, o ||zn|| = 0 e, portanto, z € ¢o (X ). Com os mesmos argumentos mostra-se que

co.w (X) é fechado.
Se u: X — Y & um operador linear limitado entre espagos de Banach, a correspondéncia
(mn)n 1 (an);ozl

sempre induz um operador linear limitado @° : I, (X) — [, (Y'), como também um operador
linear limitado @" : I, (X) — lpw (Y) . E, em ambos os casos, ||a?|| = ||a"| = ||u|| . De fato,
se 1 : 1y (X) =1, (Y ),temos

[a°]l =~ sup (Z\qun!\p> = sup Iull (Z\Ixn!\p> < lull
(

[@n)oza ||, <1 2n)52
e
lull = sup [luz|| = sup Hﬁs((yn)io:l)\\ la”]] -
flzll<1 [ (yn)oZy=(,0,0,.)| <
Logo, ||&°]| = ||ul|. Com raciocinio similar ¢ facil mostrar que ||a"|| = ||u]| .

Observacao 2.3.5 [, (X) C I, (X). De fato, se (xn)req € 1, (X), entao

oo A
l@n)nsllyw = sup [ D le ()
PEBxr \ j=1
1 1
00 P 00 P
< sup (D lelPllzsl” ) = [ Do llzsl? ] = ll(za)iill, -
(pEBX/ j=1 j=1
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Se 1 < p < oo, muitas vezes é 1til trabalhar com o espaco

- 0}.
bw

A proposi¢ao a seguir garante que [, ,, (X) é espago de Banach, se 1 < p < oc.

by (X) = {(xj);“; 1 € b (X); lim H(wj)}”;n

Proposicao 2.3.6 [, (X) é um subespaco fechado de Iy, (X).

Demonstragéo. Sejam (z;)72; , (4;);2; € lpu (X) e A € R. Entao,

nlgglo H(wj);in + A (yj);.’in . =0. (2.16)
Com efeito,
0< @)t 2w <@z |+,

e, fazendo n — oo, temos (2.16).
Logo,
(#5)721 + A(W5)72 € bpu (X)

e portanto I, ,, (X) é um subespago de I, , (X).
Seja (:B(k))zozl uma seqiiéncia em I,, (X). Entdo, para cada k, temos que
(k)

(0.0
limy, 00 ‘ (:ng)) 4 =0, isto &, dado € > 0 existe ng~ € N tal que
J=lpw
o0
n > n(()k) = (ék)) << (2.17)
j=n pw 2
Suponhamos que z*) — g = (xj)joil em [, (X), ou seja, existe kg € N tal que
1
N A €
k)
k> ko= sup )cp(x( —93)’ :Hm —x; < -
¢EBx ; ’ ! ! Hipw =2
Por maior razao, para todo n € N temos
1
00 p p s c
k k
k > ko = sup Z )(p (x§ ) _ :cj)’ = ‘ (xg )) - (@5)52, <3 (2.18)
pEBxr j=n J pyw
Note que
ko)\ ko)\
|z =@z, = (o) "+ (o) (2.19)
pw j=n 3=l p.w
ko)\ ko) °
<@z, - () |+ ‘ (a0)
= pw = pw



e, por (2.17) e (2.18), segue que

g
(()kO) + < =g,

13
n>n < =
- p,Ww 2 2

oo
: _ oo ,
ou seja, ¢ = (2;);2 € lp,u (X). Portanto Iy, (X) & fechado. m
O préximo resultado mostra que as seqiiéncias incondicionalmente somdveis em X s&o
precisamente as seqiiéncias pertencentes a Iy, (X). Por essa razao, alguns autores chamam
as seqiiéncias de [, , (X) de incondicionalmente p-soméveis. Antes de enunciar o resultado,

demonstraremos um lema técnico:

Lema 2.3.7 Se (\,),2, é uma seqiiéncia de escalares tal que

> af<
neM

para todo conjunto finito M C N, entdo
(o.)
>l <4
n=1

Demonstragao. Para todo k£ € N temos

k k k
Dl £ Re (W) + Y [Im (An))]
= Z Re ()‘n)+ Z (_Re (An))"i_ Z Im ()\n)+ Z (_Im O‘n))a

nGM;{e n€Mp, neM;Ifn neMy,
com
Mg ={ne{l,....k};Re(\,) > 0},
Mg, ={ne{l,...,k};Re()\,) <0},
My, ={ne{l,....k};Im(\,) > 0} e
My, ={ne{l,...,k};Im(\,) < 0}.

Como, por hipdtese,

<1

>

neM
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para qualquer M finito, escolhendo M = Mge, Mg., len e My, obtemos

> Re(M)|=|Re|l > M) D <1,

neMg, neMg, neMg,

> (—=Re(A\n))| = |Re o< Y A<,

neEMpg, neEMpg, neMg,

> Im(\,)| = |Im oo <] Y A <1,

neM neM neMt

Yo (Im(A))|=Im | X M| S| X <L

neM; neMy neM
Logo, segue que
oo
Sl < 4.
n=1

Proposicao 2.3.8 Seja X um espaco de Banach. Entdo uma seqiiéncia (:Ej);.’il em X ¢é

. .. P oo
incondicionalmente somdvel se, e somente se, (asj)j:1 €liy(X).

Demonstracao. Suponha que (xj);.’il é uma seqiiéncia incondicionalmente somével em X.
Entao, pelo Teorema 1.1.2, dado € > 0, existe n. € N tal que

Z xj|| < € para todo conjunto finito M C {ne,n. +1,...}
jEM

e, portanto, para todo M C {n.,n. +1,...} e ¢ € Bxs, temos

Z 0 (373) < sup Z o (.%']) Hahn—Eanach Z x| <e.

JEM $EBX |jem jEM
Pelo Lema 2.3.7 segue que
o0
D e ()] < de,
Jj=ne

e daf

o0
= sp Y lp(ay)l < de

o0
n>n. = H(wj)j:n .
) QOGBX/ =ne

\oo
1w - H<$ﬂjzﬂ5

Portanto (acj);-il € liu(X).

Suponhamos agora que (xj);il € l1,u (X), isto é, dado € > 0, existe n. € N tal que

oo
= sup Y |o(z))| <e.

o
nzne= e, =
) weDL X1 j=n
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Entao para todo conjunto finito M C {n.,n. + 1, ...} temos que

o0
Hahn-Banach
D o TTET sup D e(z)| < osup Y () < sup Y e (ag)] <e

jeM pEBy/ jeM QOEBX/jeM pEBx/ G=ne

Pelo Teorema 1.1.2 segue que (xj);; é incondicionalmente somével. m

Definigao 2.3.9 Sejam 1 < p,gq < o0 e u : X — Y um operador linear continuo entre

espacos de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p;q)-somante (ou (p;q)-somante) se
existe um operador induzido

@ Ly (X) = 1y (V) £ (20)30, — (uza) 2, -

Denotamos por Hpg (X;Y) o conjunto formado por todos os operadores (p; ¢)-somantes
de X em Y. Quando p = g, escrevemos [ [, (X;Y’) no lugar de [, , (X;Y).

O préximo resultado traz vérias caracterizagbes para operadores absolutamente (p;q)-
somantes:

Proposigao 2.3.10 Seja u € L(X;Y). Sao equivalentes:
(1) u é (p; q)-somante;
(13) Eziste K > 0 tal que

(ZHU(xk)!!p>p < K sup (Z!@(wk)\q> : (2.20)
k=1 k=1

@pEBx/

Q=

para quaisquer x1, ..., T, em X e n natural;
(131) Existe K > 0 tal que

(ZHU(%)H]D) < K sup (Z!w(wk)\q> ,
k=1 1

@pEBx/ ke

3=
Q=

sempre que (xx)pey € lgw (X).
(iv) Existe K > 0 tal que

(Zuu@:wup)pﬂ sup (Zwk)\q) :
k=1

@pEBx/ k—1

Q=

sempre que (xg)peq € lgu (X).

(v) (u(zk))peq € 1, (Y) sempre que (z5) ey € lgu (X).

Denotamos por m, 4 (u) o infimo dos K tais que a desigualdade (2.20) continua vdlida.
Além disso, temos mp 4 (u) = |4 .
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Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que u seja (p;g)-somante. Vamos mostrar que 4 tem
gréfico fechado. De fato, suponha que (x(k))iozl convirja para © = (zp),-, em lg,, (X) e que
U ($(k)) convirja para y = (yn)ney em I, (Y). Como (ﬂs(k))oo

k=1
€ > 0, existe N natural tal que

k>N = sup (i )4/9 (x%k) — ZL’n) q) = Hm(k) — ZEH < e.

QOEBX/

converge para (zp),- , dado

Q=

Com isso obtemos

(e, 0]
q
Z ‘go (x,(lk) — a:n>’ < ¢? para todo ¢ € Bxr. (2.21)
n=1
Como cada termo da série (2.21) é dominado por €9, segue que

k>N = Hx,(f) - an = sup |¢ (x%k) - xn> <e
pEBx/

(k)

o0
para todo n. Logo, para todo n € N, temos que (:rn ) converge para x, em X. Como u

¢é continuo, segue que

lim uz® = ux, (2.22)
k—o0
para todo n € N. Por outro lado, como (11 (x(k)))Zozl converge para y = (yn),—; em I, (Y),

existe N’ tal que
E>N = Hazx(k) — yH <e,
P

e portanto
! (k) o 00
k>N = H (uxn ) — (yn)nzlu < g,
n=1 P
ou ainda,
. N
E>N = ZHum,(f)—yn < €.
n=1
Conseqiientemente
k>N = Huxﬂ“) —ynl|| <€, paratodon € N
e portanto
lim uz® =y, (2.23)
k—o0

para todo n € N. Logo, de (2.22) e (2.23) temos ux, = y, para todo n € N. Dai
ur = (uxn);o:1 = (yn)zozl =Y.

Como 4 é linear, pelo Teorema do Gréfico Fechado segue que 4 é continuo. Logo, para
A . \n
qualquer seqiiéncia finita (x;) iy em X, temos

(Z HU(xk)Hp> "= (@e)i=1ll, = N2 ((zr)i=)ll, (2.24)
k=1

1

n 2

< lall ll(zr)g=1ll,. = 0l sup (Z\w(xk)!q> :
k=1

pEBxr —
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Note que de (2.24) temos que
Tpq(w) < [|a]f-

(74) = (¢i7) Suponha que para quaisquer z1, ...,x, em X e n € N tenhamos

(erum)up)p <K sup (Dw:ck)w)q.
k=1 k=1

pEBy/

Seja (zn)peq € lgw (X) . Entao

1w (2x) 2 l, = (ZHU Tk Hp> = sup (ZHU(H«“}«)Hp)p (2.25)
k=1
<sup | K sup (Z\@(l‘k)lq>q = K sup sup <Z|90($k)|q>q

pEBx/ pEBxr 1

3 =

1
sup <Z|<p 1) ) = K [[(zn)nl1ll 4.0

@EBX/

(i13) = (7). Segue claramente de (iii) que (u (z,))ne; € Ip (V) sempre que (zy)e € lgw (X).
Note que

lall = sup 4 ((2n)nzy)l, = sup (Z [[u(zn) ||p> (2.26)
[@a)iall,, <1 [@a)izall, <1

< sw K@), = K

[a] < mp,q (u) - (2.27)
De (2.24) e (2.27) segue que mp 4 (u) = ||| .
(i13) = (iv) é 6bvio, pois Iy (X) C lgw (X).
(1v) = (v) é ¢bvio.
(v) = (27) Se (u(zk))pey € I (Y) sempre que (zx)p-y € lgu (X), entdo a aplicacao
T Ly (X) — 1y (V)
(Tk)per — w(Tr)5zy) = (u (k)32

estd bem definida. Procedendo de maneira andloga & demonstracao de (i) = (i¢) chegaremos
que % € continuo.

Agora notemos que se 1, ...,z, € X, entao

(1’1,1’2, ---7$n707 07 ) S lq7u (X)

49



e portanto

(Z ||u<xk>||p> " ol @i = [ )i,
k=1

1
n q
< Nl l(zr)r=illy, = llwll sup (ZI@(%W) :

@pEBx/ k=1

como querfamos. H

Observagao 2.3.11 Se p < q, entdo somente o operador nulo pode ser (p;q)-somante. De
fato, é claro que podemos supor X # {0}. Como p < q, sempre podemos encontrar (\g)p—,
em lg — l,. Entio, para 0 # z € X, (\g2)pey € lgw (X). Suponhamos que exista u # 0
absolutamente (p; q)-somante. Logo, existe K > 0 tal que

(ZIIU(WE)H”) < K sup (le A))| )
k=1

pEBx/

para todo n natural. Conseqiientemente,

3 1
[[u ()] <Z|)\k|p> <K sup o (z (ZIMI") ,
k=1

peB

1sto é,

D =

1
n q
< w3 mr)

k=1

1
n q
k=1

Corolério 2.3.12 Sejau € L(X,Y). Entdo u € [[,, (X,Y) se, e somente se, (u(zy))j=; €
l, (Y) sempre que (x)pe, € incondicionalmente somdvel. Em particular, u é absolutamente
somante se, e somente se, u é (1;1)-somante.

lu ()] (i \Ak!p>

k=1
Tomando sup,|<1, obtemos

] (kzk:_l Mkl”)

donde concluimos que (A\g)pey € lp (absurdo).

D=

Observagao 2.3.13 Note que, como mp,(u) = ||l e ||1/Z((:ck)Z°:1)||p < ul] ||(93k)1?;1||q,w,

temos .
0 P
(Zuu@wup) <) s (Z!w 5 )
k=1 X/

e, portanto, o infimo mp, 4 (u) é assumido.
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A seguir, usando o Coroldrio 2.3.12 apresentamos uma outra demonstragao para o Teorema
de Grothendieck:

Teorema 2.3.14 (Grothendieck) L (l1,l2) = [[; (l,l2) e m (T) < K¢ ||T|| para cada
TeL (ll, lg) .

Demonstragao. Sejam (ej) °, a base de Schauder canénica de l; e (T,,),~; a seqiiéncia de
projecoes canonicas, isto é

T, :lh — 11
x—Za]e] — T ( Z:a]eJ

Claramente ||T,,|| < 1 para todo n € N.
Seja (zx)pey € liw (I1) com

)l = sup Sl ()] < 1.
@EBZI k—1

Como cada T, ¢ linear, continua e ||T,,|| < 1, segue que (Tp,xk)rey € liw (I1) €

I(Tnk)iZally = sup Z|80 Towy)l < 1.
QOEBZI k=1

Podemos escrever

o0 n
Ty = g ajrej e Ty = g a;kej,
j=1 j=1

para cada n, k.
Afirmacgao: Para quaisquer inteiros positivos m < n e (sj)?zl , (tk)jy C Bk, temos

n m
Z Z ajpsjty| < 1.

Jj=1k=1

De fato, seja @5 € By definido por

04 (e5) = 5y 50 j <
@5 (ej) =0se j>n.

Como |[|¢s|| <1 e ||Th] <1, segue que
m n

n m n m
Zzajksjtk < Z ’tk‘ Zajksj < Z AjkPs e] Z |§08 T xk)| <L (2 28)
j=1

j=1k=1 =1 k=1 |j=1 k=1
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Sejam T € L (I1,l2) e myn € N, com n > m. Para cada k, 1 < k < m, pelo Teorema de
Hahn-Banach e pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe y;, € lo, com ||y, < 1, tal
que

Se m < n, escolhemos y;,+1 = -+ - = y, = 0. Entao, para todo € > 0, podemos obter
m m
S ITToally = | Y (T Towr, yi) Zza]k Tej, yi)
k=1 k=1 k=1 j=1

< max {(||Tej|, +¢);J ) ZZ aj )7yk>

klj 1 ”T_]||2+E
< (T +9) 3D and i )|
k=1 j=1 H eJHQ )
Pela Desigualdade de Grothendieck temos
m n n
Y T Towklly < Ko (|| + €) sup D ajesiti| < lsjl [tk < 1 (2.29)
k=1 j=1k=1
(2.28

)
< Ke(IT|+e¢)
para todo n, m, com n > m. Note que, para cada k, temos
lim T,x1 = k.
n—oo

Fazendo n — oo em (2.29), segue que

Y Twrlly < Ko (IT] +¢)
k=1

para cada m e € > 0. Portanto, fazendo m — oo e € — 0, temos

o0
> I Taxlly < Ka T,
k=1

isto é, (Txy)peq € 11 (I2) . Logo T ¢ (1;1)-somante e w1 (T) < K¢ ||T). =
A seguir, veremos que 7,4 (.) é uma norma.
Proposigao 2.3.15 (Hp’q (X,Y),mpq ()) é um espago vetorial normado.

Demonstragao. Sejam u,v € [, (X,Y) e A € K. Vamos mostrar que u + Av satisfaz
(2.20). Pela Proposicao 2.3.10, temos

(Z Ju <xi>up> " <o () sup (Z o m)rq) q,
i=1 peBxr \ ;=1
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(wai)np)p < Tpq () sup (Zwi)w)q,

i=1 L,OEBX/
para qualquer escolha de x1, ..., z,, em X. A Desigualdade de Minkowski nos dé

1

(Z (w2 mwp) < (Z (@] + Ao <wi>u>”) p (230)

=1

< (Z} IIU(%')II”> Y <Z Iv(wi)llp>
= i=1

P

=

< (7pq (u) + [Al Tpq (v)) sup (Z | (fvz‘)lq> -

veBx \ ;21

Logou+Av e ][], (X,Y).
Sejam u,v € [[, , (X,Y) e A € K. Entao

Tp,q (u) >0

Tpe(uW) =0 i =0 u=0<u=0.
Além disso,
T (V) = ||Nal| = AT ] = 3] 7pq (0)

De (2.30), podemos perceber que vale a desigualdade triangular, e daf segue que m,, é
uma norma. M

Observacao 2.3.16 Note que se u € [, (X,Y), temos
Jul| < 7pq(u).
De fato, tomando n =1 em (2.20), temos
lull = sup [lu(@)] < sup mpq(u) sup | (2)] = mpq (u) sup |[z] = mpg (u).

=<1 Izl <1 p€Bx =<1

Lema 2.3.17 Sejam 1 < p < oo e p' o seu conjugado. Se X é um espago de Banach,
(2n)p2y € lpw (X) € (an)py € Ly, entdo S, = > 1" | a;x; converge.

n=1 n=1
n
¥ Z ai%;
i=m-+1

Demonstragao. De fato, se n > m, temos

n
g ;T4

|1Sn — Smll = = Sup
i=mt1 pEBx/
n
= sup Z a;p (x;)
PEB X/ i=m+1
1 1
n AN n 5
< ( > |ai|p) sup < > |<P($i)|p>
i=mt1 PEBXr \j=m+1
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e portanto (S,),~; ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em X. Logo (Sy,),-; converge. m

Se 1 < p < o0, pela caracterizacao do dual de [, sabemos que para todo ¥ € (lp)', existe
um unico a = (a;);2; € ly com |la|| = [|¢]| tal que

U(y) = awi
i=1

para todo y € l,. Sejam X um espaco de Banach, ¢ € X' e ()32 € I, 4(X). Pelo Teorema
de Hahn-Banach segue que

(o ¢]
e @)Zill, = sup > aip (i)
a=B =1

Como ()2, € lpw(X), temos, pelo Lema 2.3.17, que a série » .o, a;z; ¢ convergente.
Portanto,

(@) 21l = sup (e (@), (2.31)
QOGBX/

o
= sup sup g a;p (z;)
pEBx/ aEBlp, i=1

o
= sup sup @(Zai%)‘ = sup
i=1

a€B eB a€B
lp, ¥ bl lp/

00
E ;g

=1

Assim, dada uma seqiiéncia (), € lpw (X), podemos definir um operador linear

u:ly — X
oo
oo
(ai)2y = Y aiai.
=1

Além disso,

(2.31)
=" 1@a) il

00
E ;T

i=1

Jull = sup
aEBlp,

e concluimos que u é continuo.
A partir dos resultados que acabamos de ver, temos a seguinte caracterizacao de [, (X),
que se mostra surpreendentemente 1itil em algumas situagoes.

Proposigao 2.3.18 Seja X um espaco de Banach. A correspondéncia u — (uey ), produz
um isomorfismo isométrico de L (lp/;X) em lp (X) quando 1 < p < oo. Parap =1, o
isomorfismo isométrico é de L (co; X) em 114, (X).

Demonstragao. Caso 1 < p < 00. Seja

T:L(ly; X) — lpw(X)
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dado por
Tu = (uey)o

n=1"-

Note que (en)py € lpw (lp/) . Com efeito, temos

I(en)nzs

. (;wen)rf’)p— sup (pr)p—l.

(lp/)/ (Yn)pzy EBlp n=1

Segue facilmente que T estd bem definido. De fato, se ¢ € X' temos
(e.) o0
Dl (wen)P =Y [poulen)” < oo,
n=1 n=1

. /
pois pou € (y) e (en)pey € lpw (Iy) -
E claro que T é linear. Vejamos que 1" é isometria sobre a imagem:

1
oo P
1 Tully, = ll(wen)nZyll,, = sup (ZI%(W@I”) = sup (¢ (uen))pZyll,

peBx \ ;21 wE€Bxs

Hahn-Banach

> ynp (uen)

n=1

= (x).

sup sup
<p€BX/ (yn)io:l EBLP,

Como (uep),>y € lpw (X) € (yn)pey € By, pelo Lema 2.3.17 segue que

> ynt(en)
n=1

converge. Logo

(x) = sup sup
(y"):Lo:1 6Blp/ pEBx1

0 (Z Ynt (en>> ‘
n=1
U (Z yn€n>
n=1

= sup lu((n)pz)ll = Nlull-
()71 €8y,

= sup
(yn)io=1 EBlp,

Agora mostraremos que T ¢ sobrejetiva. Seja (@) € lpw (X). Tome u € £ (lp/; X) tal
que

u ((an);o:l) = Z AnTp.
n=1

Logo, para cada n € N,
UEpn = Tp.

Portanto, Tu = (uep )y = (xn)req . O caso p =1 é andlogo. =
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Definigao 2.3.19 Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach, tal que, para quaisquer espacos de
Banach X eY, as componentes T (X;Y) = L(X;Y)NT satisfazem:
(1) Z(X;Y) é um subespago vetorial de L (X;Y) que contém os operadores de posto finito.
(i) A propriedade de ideal: se u € L(X;Y), v € T(Y,G) et € L(G,H), entio a
composi¢ao tvu estd em I (X;H).

Definicao 2.3.20 Um ideal normado de operadores (Z,|-|;) é um ideal de operadores T
munido da funcao ||-||; : Z — [0, 00) tal que:

(@) |||l restrita a T (X;Y') € uma norma para quaisquer espagos de Banach X eY;

(i) ||lidk|; =1, com idg : K — K dada por idk (x) = x;

(it3) Seuwe L(X;Y),veZ(Y;G), ete L(G;H), entao |tvul; < ||t]|[|v]l7 ||u] -

Um ideal normado é um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para todos espagos de
Banach X eY, as componentes (Z(X;Y),|.||z) forem completas.

Teorema 2.3.21 Se 1l < ¢ < p < oo, entdo (Hp’q (X3Y),mpq ()) é um ideal normado de

operadores lineares.

Demonstragao. Jd vimos que [ [, , (X;Y') ¢ subespago vetorial de £ (X;Y’). Vamos mostrar
que an (X;Y) contém os operadores de posto finito. Seja u : X — Y dado por u = ¢ (+) v,
com0#£peX eyeY.

Considere z1, ...,z em X e m € N. Entao

(Znu(mnwp)p:(Znywxn)np) (ZHprHpr e >|p>p (2.32)
n=1 n=1

1

= llyll el (Z ol Hp ) < [lyll il Sup (Z W(xn)lp>p
YEBx \ =1
< [lyll il Sup (ZW ) )

Portanto, u ¢ (p,q)-somante. Temos ainda que [|y|||¢]| = |lul| < 7pq(uw) e, de (2.32),

Tp.q (1) < lyll el logo [lyll [l = mp,q (u) -
Se v: X — Y é um operador de posto finito, temos

’U—ZQDJ Jy; com g € X'ey; €Y,5=1,....,m.

Como ¢; () y; € [],,(X;Y) paracada j = 1,...,m, e como [, . (X;Y) é um espaco vetorial,
temos que v € [[, , (X;Y).
Agora sejam w € L (Xo; X),v € [[,,(X,Y) eu € L(Y;Y). Considere os operadores

B s (Xo) — Ly (X)
Ui lgw (X)) — 1, (Y)
1l (Y) — 1 (Yo)



Sabemos que ||W"] = |Jw||, ||9]| = mpq (v) e [|0°|| = [Ju||. Assim, compondo estes operadores
obtemos o operador

Entdo, se (zn)p; € lgw (Xo) temos

W™ ((wn)yzy) = 80 (wrn);2y)
(

Logo, vemos que uvw estd bem definido e portanto uvw € prq (Xo, Yp), com
Tpq (wow) = [lavw|| < [|@°| [|o] [|&"]| = [lul| mp,q (v) [lw]| -
Note ainda que, para todo x em K, temos

2]l = [z, 0,0,..)[l, = l|(idxz, idg0, idx0, ... )|,

< Tpq (idk) [[(2,0,0, )|y o = Tpq (idk) [l

(2.33)

e daf segue que mp, 4(idg) > 1.
Por outro lado, como ¢ < p, temos

1 1
P q

> Jid ()| (2.34)
j=1

IN

> lidi ()P
j=1

Qe

= (Dol = sup [ D le@)l?] V(@) € lpw(K).
j=1 pE DBy j=1
Logo,
(2.33) (2.34)
1 < mpqlidg) < 1.
[ ]

Proposigao 2.3.22 Se 1 < ¢ < p < oo, entdo (Hpga”p,q ()) ¢ um ideal de Banach.

Demonstracao. Seja (uy),.; uma seqiiéncia de Cauchy em (Hp,q (X5Y),mpq ()) Como

)
|| < 7pgq (+), segue que (uy,), - ; € uma seqiiéncia de Cauchy em £ (X;Y) e, portanto, converge
para algum u € £ (X;Y). Defina

U lgaw (X) = lpw (Y) 1 (zr) ey — (uxk)pe -
Note que @ é um operador linear limitado. De fato, como ¢ < p, temos

18 (@r)pZ) e = Nwer)iZ e < el (@)l < lulllltzoll,, -

Para todo n € N, seja
< lgaw (X) = 1y (V) 2 (@k)g2y — (unh)iZy -
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Como ||y || = 7pq (un) , temos que (), 4 € de Cauchy em L (lg, (X);1, (Y)) €, como I, (Y)
¢ completo, segue que L (lgw (X);1, (Y)) € um espaco de Banach. Logo, (in),., converge
para algum w € L (I, (X) ;lp (Y)).

Assim, dados (zg)pe; € lgw (X) e € > 0, existe N € N tal que

n >N = |in ((2r)=1) —w (@2, <e

Seja
(yk);o:1 =w ((l‘k)zozﬁ €l (Y).
Logo,

3=

o0
nZNf?(E]WM%—%W> = | (unzr)izr — Wiz ll, <e

k=1
Portanto, para todo k € N, temos

n> N= ”unxk - yk” <g, (2'35)
ou seja,
lim upzy = yi, (2.36)
n—oo

para todo k € N.
Como u, — u em L (X;Y) segue que

lim u,z, = uzy (2.37)
n—od

para todo k € N. Portanto, de (2.36) e (2.37) temos

(uar)pey = (Uk)pe1 € 1p (V)

e conseqiientemente

(L ((3319)130:1) (U:Ek)k 1= (yk) =1 =W ((l'k)ziﬂ para todo (:vk)iil € lgw (X).

Logo, &t =w € L (lgw (X) 1, (Y)) e u & (p; ¢)-somante. m

Teorema 2.3.23 (Teorema de Inclusao) Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que
1<g¢g; <pj <oo (j=1,2) satisfazem

a1 < g2

P1 < P2 (2.38)
111 1
q1 P1 — Qg2 p2

Entao
X;Y) C XY
HPMH ( ) Hmﬂz ( )

e, para cada u € [] (X5Y), temos mpy go (1) < Ty g0 (1)

P1,q1
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Demonstragao. Se ¢; = g2 = ¢, entao ]
caso Iy, (Y) C 1y, (Y).
Se q1 < qo, entao p; < p2. De fato, quando ¢; < go, temos

1 1.1 1
———>—_- >0

p1 P2 g1 G2
Assim, podemos definir 1 < ¢,p < oo por

I 1 1

g (X3Y) C I, ,(X;Y). Isso é claro, pois nesse

1 1 1
-—= — - —. (2.39)
q q1 q2 P b1 D2

Sejam u € [] (X;Y)ex1,...,x, em X, com n € N. Entao, para

P1,91
M = [|uzg |27 (1 < k < n),

temos

o Q) 17 = [ (w7277 2 ) [

P
_ <HU$I€H Hukapz/p> ' ”uka(pzm/p)er _ Hukapz.

Como u € (p1; q1)-somante, entao

1 1 1

P1 n P1 q1
(ZHU%II”) (ZIIU(%%)I“) < Ty (W) sup (ZX“ o (zk |q1>
k=1

lpGBX/
Note que
1 1
Tt =1
q1 q1

Pela Desigualdade de Holder para os conjugados % 3—2 segue que

(Zuumk|rm> " < @ (ZAQ) sup (Zw o) r%‘);

pEBE
= Ty () 1O, @07

Como p < ¢, segue que

n o n v
Z ||fl’L':Uk5||p2 S ﬂ—phql (u) Z )\Z ”(wk)Z:1”q2,w
k=1 =

= Tp1,q1 (u) (

1

P2
(Z ||uxk||m) < Torar (@) | @07l

Logo, u € [],, 4, (X3Y) € mp, g, (0) < 7y g, (). m

e
—

WE

1
P
Huw) Nkt gy -

£
Il

1

Como + = i—l segue que
P2~ p1 q
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2.4 Resultados de coincidéncia para operadores (p, ¢)-somantes

Como vimos, o Teorema de Grothendieck garante que todo operador linear continuo de 1 em o
¢é absolutamente somante. Resultados desse tipo sao chamados de resultados de coincidéncia.

Nesta secao, como motivacao para as préximas segoes, exibiremos, sem demonstracao,
alguns resultados cldssicos e resultados recentes de coincidéncia. No préximo capitulo,
resultados de coincidéncia serdao abordados com mais profundidade para o caso de polindmios
absolutamente somantes.

Definigao 2.4.1 Um espago de Banach X tem cotipo q se existir uma constante C' > 0 tal

que, para qualquer escolha de um niumero finito de vetores x1,...,T, em X,
1 1
n a NS 2\ 2
ozl <cC / S rityay| dt| . (2.40)
j=1 0 =1

Quando g = oo substituimos (Z?:1 ij”q) * por max;<, ||z, .

O infimo das constantes C' tais que (2.40) vale é denotado por Cj; (X). De agora em diante
denotaremos inf {¢; Y tem cotipo ¢} por cotY.

Um resultado importante devido a Talagrand (veja [16]) mostra a forte influéncia do
conceito de cotipo na teoria de operadores absolutamente somantes.:

Teorema 2.4.2 Se X é um espago de Banach de cotipo q entio aid : X — X ¢é (q,1)-
somante. A reciproca é verdadeira, exceto para q = 2.

O resultado a seguir é devido a Dubinski, Pelczynski e Rosenthal [17]:

Teorema 2.4.3 Seja Y um espagco de Banach com cotipo 2 e K um espago de Hausforff
compacto. Entao

[1, (€ (x):Y) = £(C (5):Y).
O caso em que Y tem cotipo g > 2 é devido a Maurey:

Teorema 2.4.4 Seja Y um espago de Banach com cotipo q, com 2 < g < oo e K um espago
de Hausforff compacto. Entao

I1,, (€ (K);Y) = £(C(K);Y).

Também chamamos de resultados de coincidéncia a situagoes do tipo ], (X;Y) =
Hq (X;Y) para certos p,q, X e Y. Nessa linha podemos mencionar o seguinte resultado
devido a Maurey:

Teorema 2.4.5 Sejam X eY espacos de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, entao

[L oy =11, oY),
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(b) Se X tem cotipo 2 < q < 00, entao

I[ ;o) =]], ;v)

para todo 1 < r < q*.
(c) Se X eY tém cotipo 2, entdo

[[ covm=]1], v)

para todo 1 < 1 < o0.

Recentemente, a seguinte caracterizacao de resultados de coincidéncia, para o caso em que
Y nao tem cotipo finito, foi obtida por G. Botelho e D. Pellegrino [11]:

Teorema 2.4.6 Seja Y um espaco de Banach sem cotipo finito e X um espaco de Banach
de dimensdo infinita. Entdo
(a) g pn(X3Y) # L(X;Y) se

1<g<cotX oup > (cot X)*

ou

1 1\t
1 t X)* - .
<p < (co )eq<<p (cotX)*)
(b)) Hgp(X;Y) = L(X;Y) se
p=1eq>cotX

ou

l1<p<(cotX)" eq> o1 -

b e p  (cot X)* )

Os tnicos casos nao abrangidos pelo teorema anterior sao
(i)p=1leg=cotX,
-1
.o 1 1
(11)1<p<(C0tX)*eq:<5—m) .
Para espacos X que assumem o cotipo cot X, a solugao é completa:

Teorema 2.4.7 Seja Y um espaco de Banach sem cotipo finito e X um espago de Banach

de dimensao infinita que assume o cotipo cot X. Entao I, (X;Y) = L(X;Y) se, e somente
se,

p=1eq>cotX

ou

1 1 \!
1 t X)* D .
<p<(cotX)* eq> (p (cotX)*)
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Capitulo 3

Polinomios absolutamente
(p, ¢)-somantes

3.1 Polinbmios homogéneos e a definicao de polindmio
absolutamente somante

A partir desta secdo, o objeto principal de nosso estudo serdo polinémios homogéneos
absolutamente somantes entre espagos de Banach. O conceito de polindmios entre espagos de
Banach estd fortemente relacionado ao conceito de aplicagoes multilineares entre espacos de
Banach.

Definigao 3.1.1 Sejamm € N, X1, Xo, ..., X, eY espacos vetoriais sobre K. Uma aplicacdo
A Xix-xX,, —Y

é m-linear se A for linear em cada varidvel. Mais precisamente, A é m-linear se para todos
1 € X1,...,xm € Xy, et =1,...,m, 0s operadores

A(:Cl, vy Li—1y s Ljply ey .%'m) . Xz —Y

A({El, ey L1y "y Ljply oees i[}m) (y) = A(J)l, cees Li—1, Yy Lit1yoees i[}m)
forem lineares.

Para cada m € N denotamos o conjunto de todas as aplicagoes m-lineares de X7 x -+ - x X,
em Y por L(Xi,..,X,;Y). O conjunto de todas as aplicagdes m-lineares continuas de
X1 XX Xy em Y é denotado por £ (X1, ..., X;n,Y).

Definigao 3.1.2 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K. A aplicacgo P : X — Y é um
polinémio m-homogéneo se existe A € L("MX;Y) tal que P(x) = A(z,...,x) para todo x € X.
Dizemos que P é o polindmio m-homogéneo associado a A.

O espaco de Banach formado por todos os polindmios m-homogéneos continuos de X em
Y com a norma

|1P := sup [P (z)]|
[l]l=1

62



¢é denotado por
P(MX;Y) (ouP("X) se Y =K).

Para mais detalhes sobre polinémios e aplicagoes multilineares entre espacos de Banach,
indicamos [6, 30].

A teoria de polindémios absolutamente somantes se confunde com a teoria multilinear.
Exceto por algumas raras questoes que nao serdao abordadas neste texto, todo resultado da
teoria multilinear tem sua versao para polinémios e vice-versa. Neste texto, por conveniéncia,
trataremos apenas da teoria polinomial.

Definigao 3.1.3 Um polinémio m-homogéneo P : X — Y é absolutamente (p, q)-somante
(ou (p,q)-somante) se (P (:xj));il € 1, (Y) para toda (:cj);.”;l € lgw (X). O espago de todos
0s polinémios m-homogéneos absolutamente (p, q)-somantes de X em 'Y é denotado por

Pas(p,q) (MX;Y) (ou 'Pas(p’q) (MX) seY = K) .

Quando m = 1 temos o conceito original de operadores absolutamente somantes e messe
caso usamos a notacdo da teoria linear.

Assim como no caso linear, o caso polinomial dispée de uma caracterizaciao satisfatoria
através de desigualdades (veja [26]):

Proposicao 3.1.4 P € Py (MX;Y) se, e somente se, existir uma constante L > 0 tal
que
P

k
SIP@E)IP| <L H(xj);?zl VEeNex;€X, j=1,..k
j=1

o

O infimo de todos os L > 0 para os quais a desigualdade sempre ocorre é uma norma
para o caso p > 1 (uma p-norma para o caso p < 1) no espago dos polindémios m-homogéneos
absolutamente (p, g)-somantes. Em todos os casos, temos um espago topoldgico completo e

esta norma (p-norma) serd representada por ||| ,s¢,.q) -

3.2 Resultados de coincidéncia para polindmios absolutamente
somantes

A definigao de polinomios absolutamente somantes permite vérios resultados de coincidéncia.
Historicamente, o primeiro resultado nessa dire¢do ¢ o chamado Teorema de Defant-Voigt
(veja [26]):

Teorema 3.2.1 (Teorema de Defant-Voigt) Sem > 1 e X é um espago de Banach, entao
Pas(l,l) (mX) =P (mX> :

Em 1997, no artigo [8] de G. Botelho a relagao entre cotipo e polinomios absolutamente
somantes comegou a ser estudada e alguns resultados de coincidéncia envolvendo a nocao de
cotipo foram provados (esses resultados serdo mencionados na tltima se¢ao deste texto).

Recentemente, em sua dissertagao de mestrado [36], David Pérez-Garcia provou o seguinte
resultado de coincidéncia, publicado em [37]:
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Teorema 3.2.2 Se m > 2, entdo
Pas(1,2) (mCO) =P (mCO) :

O caso m = 2 do teorema anterior havia sido obtido por Botelho em [8]. Resultados de
coincidéncia relacionados ao teorema acima podem ser encontrados em [10].

Tendo em vista que o conceito de polindmios absolutamente somantes permite o
aparecimento de véarios resultados de coincidéncia, a busca de resultados de nao-coincidéncia
se torna natural e as vezes tecnicamente mais dificil. Esse tema (limitagao de resultados de
coincidéncia para polindmios) serd abordado a seguir.

3.3 Limitacao dos resultados de coincidéncia
Relembremos a defini¢ao de base de Schauder de um espago de Banach:

Definigao 3.3.1 Seja X um espaco de Banach. Uma seqiiéncia (:cj);il é uma base de
Schauder de X se cada x € X puder ser representado de maneira inica como

oo
x = Zaj:z:j, a; € K. (3.1)
j=1

Uma base de Schauder é dita incondicional se a convergéncia em (3.1) for incondicional
para todo x € X.

Se X é um espago de Banach de dimensao infinita com uma base de Schauder incondicional

normalizada (), ;, definimos

o0
PX,(z,) = inf S (aj)]oil € l; sempre que x = Zajxj eX
j=1

Para X = cg,l1 ou l2, podemos escrever ux sem perigo de ambiguidades, pois toda base
incondicional é equivalente a base canonica ([25, Prop. 2.b.9] e [19, Exercicio 6.33]). Para
X =1,,1 <p<oo,p# 2, quando escervermos 1 x estaremos considerando a base canodnica.

Para estudar a limitacdo de resultados de coincidéncia para o espaco dos polinémios
m-homogéneos absolutamente (p,q)-somantes, a seguinte questao serd investigada: Se X
tem base de Schauder incondicional ()2, € Puspg) ("X;Y) = P("X;Y), como é o
comportamento de p X7(xn)?

A definigao seguinte pode ser encontrada em [16, pdg 286].

p.q

Definigao 3.3.2 Sejam 0 < 6 <1 e p > 2. Um espago de Banach'Y fatora finitamente (ff)
a inclusao formal I, — loo para algum 6 se, para todo m, existirem yi,...,y, em Y tais que

(1= 0) alle < || asgr| < llall, para todo a = @)y < 15
k<n

Note que, para a = (0,...,0,at,0,...,0) temos, (1 —19)|ag| < |lary| < |ax| e entao
1 -6 < |lyx|l <1 para todo k.
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Os seguintes resultados foram obtidos por D. Pellegrino em [33] e [35] e fornecem
alguns avangos na investigagao de resultados de coincidéncia para polinémios absolutamente
somantes. A técnica de demonstracao baseia-se na demonstragdo de um resultado devido
a Lindenstrauss e Pelczynski (veja [24]) que garante que se X tem base de Schauder
incondicional, dimY = oo e [[1 (X;Y) = L(X;Y), entdo X ¢ isomorfo a l; ¢ Y ¢ isomorfo
a um espaco de Hilbert.

Teorema 3.3.3 (/33, Theorem 5] ) Sejam X e Y espagos de Banach de dimensdo infinita
e suponha que X tenha uma base de Schauder incondicional e normalizada (), ;. Se Y
fatora finitamente a inclusao formal l, — lo para algum § e Pygq1) (MX;Y) =P ("X;Y),
entao

(@) px (z) < 5EE s€q <3

(b) bx,(@n) < Mg seq < 5.

Teorema 3.3.4 ([35, Theorem 5]) Seja X um espago de Banach de dimensdo infinta com
uma base de Schauder incondicional e normalizada (x,);— . Se Pyyq1) (MX) = P(mX),
entao

(@) px (z) < 1o s€ 4 <15

(b) 1ix (o) < g se q < 1.

Os teoremas acima foram recentemente generalizados por G. Botelho e D. Pellegrino em
[9]. No presente capitulo vamos expor, de forma detalhada, os resultados de [9].

3.3.1 Um teorema de limitacao para a validade de resultados de
coincidéncia
O principal resultado do presente capitulo é o Teorema de Limitagao (Teorema 3.3.6) que,

como veremos, terd varias importantes conseqiiéncias. O resultado fundamental que permite
a demonstracao do Teorema de Limitagao é o seguinte lema, bastante técnico:

Lema 3.3.5 Suponha que Y satisfaca a sequinte condicdo:
Ezistem C1,Cy > 0 e p > 1 tais que, para todo n € N, existem yi1,...,Yy, em Y com
ly;l| > C1 para todo j e

1/p
n

n
Y ajyi|| < Co [ Y layl
j=1

j=1
para todo aq,...,a, € K.
Neste caso, se X tem uma base de Schauder incondicional normalizada (xy)oe,, ¢ <p €
Pas(g1) ("X;Y) =P ("X;Y), entdo
B (xn) < mq.

Demonstracao. Procederemos por indugao. Primeiro vejamos o seguinte:
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Se K =R, temos

ool = s Sl

QOGBX/

= sup sup gip (2
QOEBX/eE] +1 Z J ])

= sup sup |p E €52
gj=%1 pEBy/ .

n
= Ssup E Ejzj
j=1

gj==%1

= Imax E EjZj
Ej::tl N 77

Se K = C, temos

el - 2 S o2
n
< sup Z IRe (¢ (2))] + Z |Im (¢
P€Bx | =1

S sup Ssup &4 Re Z + sup sup e; Im (YoR V4
@pEBx/ 8j::|:1 Z ! ] @pEBx €= +1 Z J ( (J))

<2 sup max gjp (25
Jup mma Z 5% (2)

n
=2 max sup E €52j
gj==*1 (pEBX/ )

=2 max g €5%j
;=%
J=1

Como Pys(g1) (MX;Y) =P ("X;Y), segue que id : Pog(g1) (MX;Y) — P (MX;Y) &€ um
operador linear, limitado e bijetivo. Logo, usando o Teorema da Aplicacao Aberta segue que
id~1 & limitado. Conseqiientemente, existe K > 0 tal que

1Pllasg1y < KNP

as(q,1)

para todo polindémio m-homogéneo continuo de X em Y.
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Seja n um numero natural fixado e {,u]} , tal que 70, |uj]° = 1, onde s = g

P:X —Y por

n o0
- 1/q ,m e 7 — s
Px = g i al'yj, se x = g a;x;.
Jj=1 J=1

Como (zn,),-, € uma base incondicional, existe p > 0 tal que

oo o
Zejaj:vj <p Zaj:cj = p|lz||, para todo e; = %1.
j=1 j=1

Logo,
k

Zejajxj < pllz|, para todo k € N e para todo ¢; = £1.

j=1
De fato, basta tomar

n;=c¢cj,sej=1..k
nj =—¢€j,sej=k+1,..

e daf temos

k [e's) [e'S)
E €ja;x;|| = E €505 + E Nj0;T;
Jj=1 Jj=1 Jj=1

IN
(]
&0
£
8

_l’_
&
S
L
Q&

como querfamos.
De (3.4) temos que

12a;| = Z ajx; + Z —qx;) + ajzj
. i1
< Zam

Z —axy) + a;x;
<p HwH + |

_|_

=1

para todo j € N e conseqiientemente
laj] < pllz]]

para todo j € N.
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Entao

1/p
n n
1 1 p
1Pal = > sl @ | < Co | 3 flmgl 7 e (3.6)
— =
1/p
n
Z |Mj’p/q }agn‘?
j=1
1/p
n
< Cop™ ||z|I™ { D Il = Cop™ ||z|™
e como conseqiiéncia temos
P[] < C2p™
”PHas (¢,1) < KCme
Assim, obtemos a estimativa
N ) 1/q " , 1/q . 1/q
1 1
Slap il ) < (S et = [ 1Pases) (3.7)
=1 j=1 j=1
< Pl || @iz}
m
HPHas (g1 )2m ;jnzafl leja]xj
S ||P||as(q,1) 2m10m ||m||m

< KCp2"p*™ ||
Note que o lado direito da desigualdade acima é garantido sempre que 2?21 |pj|” = 1. Assim,
1
s—1

=1, temos

Ccomo % +
1/(527)

> fay = s o ((aslm )|
j=1 ¢

e, pelo Teorema da Representacao de Riesz,
1/(527)

n
Z |a [ =" sup Z 15 |az|™
j=1 (NJ);L 1€Bip | =
n n
=sup > pila™ Y Il =1
p= =1
n n
<sup Y gl lag ™Y lugl* =1
j=1 j=1
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Por (3.7) temos

n 1/(sil)
> lagl = < (CTUEC2™ ™ [2]™)",
j=1

e portanto

5 .m _ m 2m my 1l/m
S Ja 7T < (CTPKC2m g™ ||z ™)™ (3.8)
7=1

Como *ymq = % e n é arbitrédrio, segue que

Agora, se ¢ < p/2, defina, para um n fixado, S : X — Y por

n [e.e]
Sz = Za}”yj se x = Zaj:cj. (3.9)
j=1 J=1
Note que, para ¢ < p/2, temos mp > -*3mq. Usando (3.8) obtemos

1/p

n n
ISzl = ||> " aly,|| < Co [ D |a|”
j=1 Jj=1

[ 1/mp] ™

n
= 02 Z |aj|mp
j=1

n

<O || D Lol

=1

< O KO3 0 e

Concluimos que ||S|| < C;TKC32mp*" e

Hs”as q 1 < O;1K20222mp2m

Logo
n n n
>_lar il < 3 lafuill” = 3 ISasa;
Jj=1 Jj=1 j=1

mq
mq

< HSHas(ql qual;-n:afl Zéja]‘l‘j
=1

< (01—1K20222mp2m)q 2mqpmq Hmeq
— (Cl—lK20224mp3m)q Hmeq
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Conseqiientemente, como n é arbitrdrio, temos
o0
- q
D lag™ < (CP2KPC34™ ™) ™

sempre que T = Z] 1ajz; € X e, portanto,

MX,(ZEn) S mq

se ¢ < p/2.
Agora introduzimos as hipéteses de indugao:

. mpg \ 1/ 5224 ‘

) px oy < 3525 @ (S loal 55 ) 777 < 4l se By < <,
1

(i) f1x,(2) < M € (g lar] ™)™ < By |||, se q < 2,

com

o Ay = (CriCyK2mp2m)! ™

1/m

o By = (C2C2K24mp3m) ™

1/m
( CrlC,K2mp mAm ) para j > 2,

=222 m 2m Am 1/m :
o B = <C1 C5K=4™p Aj—l) para j > 2.

Note que o caso j = 1 ja foi feito. Suponhamos que (i) e (ii) sejam verdadeiras para j e
provaremos que também sao verdadeiras para j + 1. Para provar (i) para j + 1, suponha

G+Dp

— < g <p.
Jj+2 =P

Fixe n e considere {y;}7_, tal que }°7 , |1;|™ =1, onde

P A—
SRR
Defina P; : X — Y por

n

o0
Pjx = Z ],uk|1/q ap'yg, se v = Zakmk.

k=1 k=1
Tomando
T pq
T ogp—ja 7 G+ Da—jp’
temos 1 1 1
*—F*:*emlj:.mpq,.
ti L p Jp —Jjq
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Logo, por uma variacao da Desigualdade de Holder usual (A11), temos

1Pyl =

1
/4 ay' Y

n » 1/p
< 02 (Z ‘|Mk|1/4a2n‘ )
k=1

n " 1/t; n 1/l
< Cy (Z ‘|uk|1/q J) (Z\amlj)

k=1 k=1

n 1/t; n 1/mi; mn
= Cy <Z |Mk>|sj> (Z |ak|mlj>

k=1 k=1

< Co AT ||=|™
Usando a notagao L = CoA”", obtemos ||Pj|| < L e

| P; || < KL.

as(g,1)

Segue, portanto, que

n q 1/q n . 1/q
(Z’a?mkl/qcl‘ ) < (ZHG? !Mkll/qka ) —
k=1 k=1
< 1Pl as(gny Harzn)oen 17,

(3.2)
HPjHas(q,l) 2m Inax { Zskakxk

1/q

n
(Z HPjakmqu>
k=1

}m

NPy 270" 2™
< KL2Mp™ ||lz||™ (3.10)
Como % + slj =1, temos
ijl
n s 1/(@]5‘7_1) !
s.oimgq
(Zlakl = ) —sup {le (allive (1 ) e el <1}
k=1 S]'—l
/
Como (lnsj ) ¢ isometricamente isomorfo a I7., temos
ijl
n S 1/(6;J,1>
s o1mg
<Z|ak| it > sup Zﬂk|ak| !
k=1 (Hk)k 1€8g [j=
n
ZSUP{ > pelar™> el = 1}
k=1 k=1
n n
Ssup{ka\akmq;mezl}. (3.11)
k=1 k=1
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Note que (3.10) é valida sempre que > ;_; |ui|” = 1. Assim, de (3.10) e (3.11) segue que

55

n X 1/(971)
(Z rakr”ilmq> (e R ™)

k=1

e entao
s

n ER 1/(5,-71)mq
(Z |ak|3/-1”“1) S (e L )
k=1

mpq
(G+1)p—(+1)q

S5 , . , .
Como SLymg = e n é arbitrario, obtemos
J

mpq
J+p—(+1)q

MX,(xn) >~ (

00 i Y Grop- G m
> lag| GG < (CriCaK2mpm AT) T |zl| = Aj [l -
k=1

(J+1)

Logo, (i) é valido para j + 1. Para provar (ii) para j + 1, suponha ¢ < P Considere, para

n fixado, o operador S como definido em (3.9). Como

mpq _ 5
G+Dp—-0G+1qg s;—1

n 1/P
<o (z W)
=1 k=1
i n 1/mp m
=Ch (Z |ak|mp)
L k=1
I n s 1/%77“1
< Cy (Z |ak|sj_1mq>
k=1

< Gy K L2 ™ [

mp > mgq,

temos que

S]] = K Yk

Assim, ||S]| < CoCy KL2mp™ e 15 as(g,1) < CoC P K2L2™ p™. Logo

as(g,1)

n

n n
> laiCl? < Z llag vkl = Z | Sarax”

k=1
S IISHq (@1) H(akxk)k 1

Z ERARTE

< (01—102K2L2mpm) 2mqpmq Hmeq
— (Cl_lCzK2L4mp2m)q Hmeq

<1812, (¢1) 2m _max {

-
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Conseqiientemente, como n é arbitrdrio, temos
o0
S lasl™ < (CTRCERAAm AT ™

sempre que T =y 2, a;x;j € X e portanto provamos (ii) para j + 1. A indugao est4 feita.

7=1

Finalmente, como hmj_>oo = p, temos que se q < p, existe jo € N tal que

j
Jop
< —— < p,
7= Jo+1 b
e portanto
X () S Y-

Teorema 3.3.6 (Teorema de Limitagao) Seja X wum espa¢o de Banach de dimensao
infinita com uma base incondicional normalizada (x,),—; € Pagqr) ("X;Y) = P(MX;Y).
Entao

X () S T,

se
(1) g <1 edimY < oo;
(17) ¢ < cotY edimY = oc.

Demonstragao. (i) Como espagos de Banach de mesma dimensao finita sdo isomorfos, é
suficiente tratarmos o caso Y = K". Além disso, temos apenas a necessidade de tratar o caso
n = 1. De fato, se Pyyq1) ("X;K") = P("X;K"), temos Py (MX;K) = P (MX;K).
De fato, dado P € P (™X;K), considere Q : X — K" dado por Qz = (Pxz,0,...,0); com
isso, temos Q € P (" X;K") = Pyy(g1) ("X;K"). Logo, dados k € Ne z; € X, j =1,...,k,
obtemos

k % k
SIP@I) = (SIeE)”] <rfw)|
j=1 j=1

com L independente de k. Portanto, P € Pas( (mX K
aplicar o Lema 3.3.5 com p =C; = Cs =y = =y, =

(77) A demonstracao serd dividida em dois casos:

Se ¢ < 2, de [16, Theorem 14.2] sabemos que Y fatora finitamente a inclusao lo — I
Entao, é suficiente escolher p = 2 no Lema 3.3.5.

Se 2 < g < cotY, como Y fatora finitamente a inclusao leoty — loo (veja [16, pagina
304]), basta aplicar o Lema 3.3.5 para p=cotY. m

m

1w

E para o caso n = 1 é suficiente

)
1.
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3.3.2 Conseqiiéncias do Teorema de Limitagao

Como veremos nesta secdo, o Teorema de Limitagdo pode ser bastante explorado e tem
véarios resultados interessantes como aplicagoes relativamente imediatas. O primeiro corolério,
enunciado propositalmente para o caso especial m = 1, mostra que mesmo no contexto linear
o Teorema de Limitacao traz informagoes interessantes e nao-triviais.

Coroldrio 3.3.7 Seja X um espago de Banach de dimensdo infinita com wuma base
incondicional normalizada (z,),-, e Y um espago de Banach de dimensdo infinita. Se
q<cotY e px ) > q entdo [[41(X;Y) # L(X;Y).

Demonstragao. Considere m = 1 no Teorema 3.3.6. Note que a hipétese p1x (,,) > ¢ nega a
tese do Teorema 3.3.6. E, neste caso, sé nos resta concluir que nao pode ocorrer a coincidéncia
[[,,(XY)=L(X;Y). =

Coroldrio 3.3.8 Se Y ¢é um espago de Banach de dimensdo infinita e H%1 (c;Y) =
L (co;Y), entao g > cot Y.

~ . . [e.9]
Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que fi¢, = 0o. De fato, sempre que > 7% aje; € co,
teremos (aj);o:l € ls. Agora, vejamos que nao podemos substituir lo, por l; com t < co. Para
. . 0o 1\ %°
isso, basta considerar (an),.; = (1/nt e notar que

n=1

o0

1
Z —len € Co,
t

n=1"T

[e o]
mas (1/n%) . ¢ l;. Logo, pie, > t.
Com isso, como [I1(cosY) = L(co;Y) e pe, > g, segue, do Coroldrio 3.3.7, que g > cot Y.
]
O resultado a seguir é devido a Botelho [8]. Como esse resultado sera usado por diversas

vezes neste texto, apresentamos uma demonstracao.

Teorema 3.3.9 Sejamn € N, ¢ >0 e X, Y espacos de Banach.

(1) Se X tem cotipo ngq, entao todo polinémio n-homogéneo continuo de X em'Y € (q;1)-
somante.

(1) Se Y tem cotipo q, entao todo polinémio n-homogéneo continuo de X em'Y ¢é (q,1)-
somante.
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Demonstragao. (i) Pelo Teorema 2.4.2, idx é (ng, 1)-somante. Dados 1, ...,z € X, temos

q

k k
DANPEHIT| = DOIP (idx (z)]
j=1 j=1

Q=

Q=

IN

k
1PN D lidx (a5)]™
j=1

1 n

ng

k
=PI || D llidx (z)]"
j=1

n

<P lidx gy |2

1w '

(17) Como Y tem cotipo ¢, sabemos que idy € (g, 1)-somante. Logo

Q=

k
STUP @I | < iy gy || (P i)y
j=1

1w

k
= llidy llas(q1) up > le (P (x)]

elI<1 j=1
k
= llidy lys(qr) sUP D> _ (0 P) ()]
llel|<1 j=1
Teorema de Defant-Voigt d p k n
< ; AY;
< iy sy 2 10 Pl (205,
Teorema da Aplic. Aberta ) k n
< lidy lustqy 510 Cllgo Pl |l |
llell<1 Lw
. k n
< Clidy gy I1PH | @)} |
,w
para algum C' > 0 (que existe pelo Teorema da Aplicagdo Aberta). m
Corolério 3.3.10 Se Y tem cotipo q, entao
inf < ¢; H (c0;Y)=L(co;Y) p =cotY.
q,1
Demonstracao. Do Coroldrio 3.3.8, segue que
inf < ¢; H (co;Y)=L(co;Y) p > cotY. (3.12)

q,1
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Do Teorema 3.3.9, sabemos que se Y tem cotipo ¢, entao

[ (cosY) = £(co;Y).
q,1
Logo,

inf < ¢; H (co;Y)=L(co;Y) p <cotY. (3.13)
q,1

e, de (3.12) e (3.13) o resultado segue. m

Coroldrio 3.3.11 Se X tem uma base de Schauder incondicional normalizada (x,);-, €
BX (z,) > COUY, entao

inf q;H(X;Y) =L(X;Y)p =cotY.
q,1

Demonstracao. Do Teorema 3.3.9 segue que

inf ¢ g; [ (X;Y) = L(X;Y) p < cotY.
q,1

Suponhamos que a desigualdade acima fosse estrita:

inf $ g [ (X;Y) = L(X;Y) p < cotY.
q,1

Entdo, existiria ¢" < cotY com [[, (X;Y) = L(X;Y). Como pix (5,) > cotY > ¢', pelo
Coroldrio 3.3.7, seguiria que [[, ; (X;Y) # £(X;Y) (contradi¢io). m

Observagao 3.3.12 Notemos que o Teorema 3.3.6 é dtimo sob vdrios aspectos:

e Em (i) nao podemos esperar que o resultado seja vdlido para ¢ > 1. De fato,
pelo Teorema de Defant-Voigt, Pyy1,1) (2l3) =P (2l3) (veja [26, Proposition 2.12]) e
Hi, =3 > 2 =mgq.

e Em (i7) ndo podemos esperar que o resultado seja valido para ¢ > cot Y. De fato, como
l> tem cotipo 2, temos [ [y (co;l2) = L (co;l2) € pey, = 00 > 2 = mg.

e A estimativa mg também é 6tima. De fato, para g > % temos, pelo Teorema 3.3.9,
que Pugq,1) (Mling;Y) = P ("lmg;Y) para todo Y. Mas p,,, = mgq, mostrando que a

estimativa nao pode ser melhorada.

Uma outra conseqiiéncia do Teorema 3.3.6 é um resultado mostrando todos os possiveis
resultados de coincidéncia para polinémios (g, 1)-somantes nos espagos I, (1 > 2):
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Corolario 3.3.13 Seja m € N.
(1) Ser > 1,dimY = o0 e Y tem cotipo cotY, temos

Pasigr) ("3 Y) =P (",;Y) = ¢ > min {%,CO‘B Y} )
(1) Ser >2,dimY = o0 e Y tem cotipo cotY, temos
m m . T
Pastg) (M Y) =P (";Y) & q > mln{%,cotY} )
(7i1) Para r > 2, temos
r
m — m > . s .
Pas(q,1) (M) =P, < q> mln{m, 1}

Demonstragao. (i) Suponha
q<min{£,cotY}. (3.14)
m
Como ¢ < cotY, [, tem base incondicional e

Pas(q,l) (mlT‘; Y) =P (mlT; Y) s

temos, pelo Teorema 3.3.6, que r = p;,. < mg, e isso contradiz (3.14).
(#3) Vamos provar a dire¢ao (<) supondo

r
q> min{—,cotY}.
m

Entao, ¢ > -~ ou g > cot Y.
Se ¢ > -, como [, tem cotipo 7, segue que [, tem cotipo mq e o Teorema 3.3.9 assegura
que
Pas(q,l) (mlT; Y) =P (mlT; Y) :

Se ¢ > cot Y, como Y tem cotipo cot Y, temos, pelo Teorema 3.3.9,
Pas(eotv,1) (M3 Y) =P ("3 Y)
e segue que
P (" Y) = Pageot vi1) ("3 Y) C Pag(g1) (M Y) TP ("5 Y).
Logo, Pous(g1) (M Y) =P (";Y).

A demonstragao de (=) é conseqiiéncia imediata de (7).
(#3¢) Vamos demonstrar (<), supondo

quin{L,l}.
m

Entao ¢ > 1ougq> .
Se ¢ > 1, pelo teorema de Defant-Voigt, temos que

Pas(q,l) (ml’/‘) =P (mlT> :
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Se ¢ > .-, como [, tem cotipo 7, segue que [, tem cotipo mq e o Teorema 3.3.9 garante
que
Pas(q,l) (mlT) =P (mlr) :

Para demonstrar (=), suponha
Pas(q,l) (mlT) =P (mlT) :

Se fosse ¢ < min {%, 1}, terfamos p;, = r > mgq, mas isso contradiz (¢) do Teorema 3.3.6.
Logo, segue que ¢ > min {%, 1} .

Por fim, vejamos como o Coroldrio 3.3.13 traz contribui¢bes para a teoria linear de
operadores absolutamente somantes:

Observagao 3.3.14 Um resultado devido (independentemente) a G. Bennet [4] e B. Carl
[13] (veja também [16, pagina 209]) garante que se 1 <r < s < oo e s > 2, entdo a inclusio
l, — ls é (r,1)-somante e que este resultado nao pode ser melhorado. Desta maneira, temos

a nao-coincidéncia
Hq,l (lr; ls) 7& H (lr; ls)

nos casos em que 1 <qg<res>2, comr < s.

Nos sequintes casos:

(1) 1<r<2ou

(13) r,s > 2 e q <7 =min{r, s},

o Coroldrio 3.3.18 (com m = 1) estende a nao-coincidéncia no sentido de que ls pode ser
substituido por um espaco de Banach de dimensdo infinita Y que assume o cotipo s = cot Y.
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Capitulo 4

Anexos (Resultados auxiliares)

Definicao 4.0.15 Seja A = (a;j) uma matriz de ordem n x n. O trago de A, denotado por
tr (A), é definido como sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

tr (A) = zn: Qg .
=1

Definigao 4.0.16 Sejam F' um espaco vetorial de dimensdo finita n, o uma base para F e
w: F'— F um operador linear. O trago de w, tr (w), é definido como sendo o trago da matriz
associada a base o. Veremos, em (A4), que essa definicao é coerente.

A1l. Se A é uma matriz de ordem n X n, entao det (id + cA) =1+ etrA+c(e) onde e € K e
lc(e)] =0 (|5|2>, isto é,

tim <G _ g
e—=0 ¢

a1 @12 - Qlip
. . . . az1 G2 -+ Q2p
A prova sera feita por indugao sobre n. Seja A =
Gpl ap2 -+ Qnp
Para n = 2:

1+ gall £a12

€a21 1+ cass (1+ea11) (1 + €agz) — e az1a12

det (id + cA) = '

=14 ¢ (a1 + ag) + 2 (a11a22 — aza12)
=1+cetrA+c(e),

com |c1 (¢)] = O (|5|2) .
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Suponha agora que det (id +cA) = 1+ etrA + c,—1 (€) vale para n — 1, com |cp—1 (€)] =

@) (]5\2) , € provaremos que vale para n.

1+ean €aiz €ais s €ain
£a921 1+ caso £a923 cee £aon
det (id + A) = €asy €as2 1+4+cass --- Easn
€anl Ean2 Ean3 o 14 eany
1+ can £a23 ce EQon
eazg  l+eass --- gasy "
= (1+ean) : . ) . +c (),

S ganz - l+ceany,

com |’ (¢)] = O <\5|2> . Logo, usando a hipétese de inducao, segue que

det (id +cA) = (1 +ea) [1 + & (age + asz + - - + apn) + cn1 ()] + ¢ (€)
= 1—|—5(a11 —|—a22—|—a33—|—--'+ann)+6n(€)
=1+cetrA+c,(e),

com |c, (¢)] = O (|€\2) .

A2. Se P: R" — R" é a projecao ortogonal de R™ num subespago de R™ de dimensao m,
entao tr (P) = m.

De fato, se id : R® — R” ¢ a fungao identidade, ela é representada pela matriz identidade
n X n.

(1.0 0 -+ 0]
010 -0
id=]0 0 1 - 01 etr(id) =n.
|00 0 - 1]

Como P ¢é a projecao, P pode ser representada (numa base adequada) por uma matriz similar
a matriz identidade contendo n — m linhas nulas. Sendo assim, trP =n — (n —m) = m.

A3. Se A e B sao duas matrizes de ordem n x n, entao tr (AB) = tr (BA).
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a1 a2 -+ Gln bir bz -+ bin

. asir Gz - A2y ba1 bay - b2y _
De fato, sejam A = . . ] . eB = . . ] . duas matrizes
an1 Qp2 - Qpp bp1 bn2 -+ bpn
de ordem n x n. Logo
a1 a2 - Qip bir b2 -+ bin 11 Ci2 -+ Clp
as; a2 - A, bor b2 -+ bop €21 C22 -+ Cop
AB = ] . . ) . ) = . . ) )
anl an2 -+ Qpn bnl bn2 cee bnn Cnl Cn2 -+ Cpn

n n n n
onde ¢;; = Y a;b;;. Conseqiientemente, tr (AB) = > cppe = > > arby
=1 k=1 =1

Do mesmo modo

bir bz -+ bin a1 @12 - Qin din dig - dip

bar bao -+ bay a1 G2 -+ G2, dor dop -+ day
BA = ) . ) } . ) = . . ) )

bnl bn2 ce bnn anl Aap2 - GOpn dn1 dn2 dnn

n n n n
onde d;; = Y bjaji, logo tr (BA) = Y dy = ) Y bay. Portanto,
=1 =1 I=1k=1

chk = Zdll, isto é, tr (AB) =1r (BA) .
k=1 =1

A4. Se F' é um espago vetorial de dimensao finita n e w : F — F é um operador linear, o
trago de w, tr (w), ndo depende da base escolhida para F'.

Sejam « e o bases para F. Considere A e A’ as matrizes de w com respeito a o e o/,
respectivamente. Entdo, existe uma matriz B tal que A’ = B~1AB. Logo

tr (A) =tr (B714B) ‘2 1 (ABB™) = 1r (4).

A5. Um elemento z = (:Uj);il € l serd chamado de funcao simples se o conjunto {x;;j € N}
for finito. O conjunto das fung¢des simples forma um subconjunto denso de l, na norma.

Se f € lso, entdo f pode ser vista como f: N — K. E claro que f (N) ¢ limitado e, com
isso, f(N) é limitado e fechado em K. Conseqiientemente, f (N) é compacto. Dado ¢ > 0,
temos

f(N)C U Bfa,e).

a€ f(N)
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Da compacidade de f (N), existem a(M,a®, ..., a(™ € f (N) tais que
f(N)c B <a(l),€) UB <a(2),5> U---uB <a(”),5> .

Note que

com alix) € {a(l),a(z), ...,a(”)} para todo k£ € N.

Defina

(1) (41)
(2) (j2)

i
7

a
a

f:N— K tal que

E claro que f é uma funcéo simples. Além disso,

f=fllo =sup|f(n) = f(n)| <e.
neN
Note também que toda funcao simples é combinagao linear de fungGes caracteristicas. Com
efeito, se f é uma funcao simples, existem by, bo, ..., b, € K tais que

f71(b1) =My
71 (b2) = My
f_l (bn) = Mn

n
onde M1 UM U---UM, =N e os M; sao dois a dois disjuntos. Logo f = ijle.
j=1

AG6. Seja K C l1. Se K é relativamente compacto, entao K é limitado e, para todo € > 0,
existe ne € N tal que

sup Z lan| | <e.

a:(a’n);o=1€K nZnE

£

Suponha que K seja relativamente compacto. Dado e >0, K C K C U B (b, 5). Como
beK

K & compacto, K C K C '7613 (b(j), %) e segue que K ¢ limitado.
j:
. - o0 _
Se a = (a,)>2, € K, entdo, para algum jo € {1,...,m}, temos bU0) = (bgo)) € K tal
n—=

que
Z ‘an - b%jo)

n=1

_ H“ _ plio)

<€
12

Como b\) = (b,(f))oo ) € l; para todo j € {1,...,m}, existe n. € N tal que

n—=



para todo j € {1,...,m}.
Se n > n. temos

S aal = Y ‘ — 00 10 < 37 ’ SIS < g+ % —
n>ne n>ne n>ne n>ne
Conseqiientemente

AT. Sejam X um espago vetorial normado e K C X. Se K é convexo, entao o fecho de K na
topologia da norma ¢é igual ao fecho de K na topologia fraca.

E claro que F”'H c K. Como K é convexo, se houver zq € Fw\F”'H, entao, pelo teorema
de Hahn-Banach, existirdo f € X e o € R tais que

sup f (K') << f (wo). (4.1)
Entretanto, como zg € K, existe uma rede (xq) em K tal que
o = w — limzg.
0 LT

Logo
f(@o) = f <w - liflnxd> = limf (zq),

e isso contradiz (4.1).

A8. Seja I/ um espago de Banach. Se E ¢é separdvel, entao By ¢ metrizdvel na topologia
fraca estrela.

Seja Y = {y, : n € N} denso em E. Escolha X = {z,, € Y : x,, € Bg}. Defina
d: BE' X BE' — [0,—|—OO)

por
o0

A(£,9) =3 g |f () — 9 ).

n=1
Nao ¢ dificil ver que d estd bem definida. Vejamos que d é uma métrica. Se f,g € By,
temos:

i) d(f,9) =20 1 50 |f (2a) = g (wn)] = 0 se, e somente se, f =g
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De fato, se
=1
9 =3 35 f (on) — ()] =0

entao
|f () — g (zn)| = 0 para todo n € N.

Logo
f(xn) = g (z,) para todon € N

e, como X é denso em Bpg, temos
f(z) =g (x) para todo = € Bg.
Daf segue que f = g.

i)

o0 [e o]

10.9) = g | @) =9 o) = 3 5l (o) = [ (@) = d (g, )
n=1 n=1
iii) Se h € By, temos
A(,9) =3 5l () =g () = 3 5 1 (o) = ) + ) = g ()
n=1 n=1

Z v%—:mwz h () — g ()
() +d(hng).

Agora, vejamos que B, com a topologia fraca estrela, ¢ um espago topoldgico isomorfo
a By com a métrica d.

Sejam fo € By e Vify i, zme) = {feBy :|f(z)— fo(z) <e,i=1,..,m} uma
vizinhanga de fy na topologia fraca estrela. Podemos assumir ||z;|| = 1 para todo 1 < i < m.

Afirmamos que existe r > 0 tal que U = {f € By :d(f, fo) < 7"} C Vifo,21,02mee)- Com
efeito, como X é denso em Bp, para cada i = 1,...,m existe z,, tal que

€
lan, — il < 5.
Fixe r > 0 tal que r < min{%%}, logo
n, _ € ,
r-2" < 5 para todoi=1,...,m.

Se d (f, fo) < r, temos que

1
o |f (xn;) — fo (zn,)| <7, para todo 1 <i < m.
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Logo, para todo 7 = 1, ..., m, temos
[f (zi) = fo (z)l = |f (zi = 2n;) = fo (zi = 2n,) + f (2n;) — fo (2n,)]
<A = follllzi = @, |l + 1 (2n;) = fo ()]
p. QM

g
< (LA 1ol o +
g
(f fO) < T} - ‘/(fo,zl,...,zm,s)'

e, portanto,
U= {f € BE, 0 d s
(f, fo) < ro} uma vizinhanga de fp na topologia da métrica

Agora, seja W = {f € By
1,...,m}

fo (xz)\ <g, 7=

d. Considere
Wisoerame) = {f € By + |f (i) =
uma vizinhanga de fy, onde € < 2 e m é suficientemente grande tal que
o0
1 To
92 — 0
2 55
i=m+1
Logo, se f € Wiy 21, am,e)> t€mMOS
1 = 1
d(f, fo) :Zf — folz)l+ Y oi |f (@) = fo (i)l
i=1 i=m+1
= 1
<3 lr=l 3 i
1= m+1
= 1
<e+ I+l D 5 el
i=m-+1
= 1
i=m+1
To , To
5 + 5 =T0.-
came) © W = {feBy:d(f fo) <ro} e daf segue que B ¢

Portanto, Ws, 4,,...,
metrizdvel na topologia fraca estrela

(bij) uma matriz de ordem n x n. Entao
@ -
= max E bijejlileil <1

n
1) Z
= max bijgj ;|€j| =1
i,j=1 i.j=1

A9. Seja B =

>

j=1

> by

=1
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Vamos mostrar (1). A demonstracao de (2) é simples. Note que

> bi

=1

n

D

=1

n
=3 |b1j b+ + bugl = |11+ bar + -+ bua|++ -+ [brn + ban + -+ + bl
j=1

Por outro lado,

n
max Z bijé‘j ;|€j| =1
1,7=1

:max{‘(bll+bgl+-"+bn1)61+"'+(bln+b2n+"'+bnn)€n| : ’5j|=1}
S’b11+b21+"'+bn1|+"'+|b1n+bgn+"'+bnn|.

Agora, para cada 1 < k < n, segue que byj, + bog + - -+ + b = |big + bog + - - - + bp| €%

com 6y, € [0,27). Escolhendo g, = e~ temos a igualdade

n
max szj&j slejl =10 = b1 +bor + -+ bp1| + -+ [b1n + b2n + -+ + bual -
ij=1

A10. Seja (@mn)mn uma seqiiéncia de escalares positivos.

a) Se sup,, sup,, Gmy = 00, entao sup,, sup,, dmn = 0.
De fato, considere b,, = sup,, amn. Entdo, dado K > 0, existe mg tal que

SUp Gymgn = bmy > K.
n

Logo, existe ng tal que amgn, > K e entao sup,, sup,,, Gmn = 0.

b) Se sup,, sup,, mn = L < 00, entdo sup,, Sup,,, ¢mn = L.
Com efeito, dado € > 0, existe mg tal que

SUpP Gymgn = bmy > L — €.
n

Logo, existe ng tal que amgn, > L — € e, portanto

M = supsup amp > SUP Gmon = Gmgne > L — €.
n m n
Como ¢ é arbitrério, segue que M > L (note que, em principio, M pode ser infinito). Se
fosse M = oo, pelo item (a), terfamos L = oo (absurdo). Logo M < co. Agora, sabendo que
M < oo e usando a mesma idéia que foi usada para mostrar que M > L, podemos concluir
que L > M e segue o resultado.
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A11. (Variagdo da Desigualdade de Holder) Sejam n € N, p,q,s > 0 tais que % +é = %

Entao
n B n ; n q
e P 19
E |55 < E || E |yj
J=1 Jj=1 J=1
para quaisquer escalares z;, y; e j =1,...,n.

J4 sabemos que, paran € N, r,7" > 1 tais que % + % =1, temos

1 1
7

Z ;] % (Desigualdade de Holder).
j=1

R

n n 1
> lajyl < | lal
st =1

Agora ¢ s6 substituirmos 7,7/, |z;| e |y;] por £, 4, |z;|" e |y;|?, respectivamente, obtendo

s

n n v P n v
D ol < [ D (ayl)s > Uyl |
j=1 j=1 j=1
ou melhor,

1
s

3 =
2=

n n n
S lagyl® | < D] Il >yl
j=1 j=1 j=1
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