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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma introdução à teoria linear de operadores
absolutamente somantes e também investigamos temas recentes de pesquisa relacionados à
teoria de polinômios absolutamente somantes. São apresentados, em detalhes, vários dos
principais resultados da teoria linear, assim como resultados recentes de coincidência e não-
coincidência no contexto da teoria de polinômios absolutamente somantes.

Palavras-Chave:
Operadores absolutamente somantes, polinômios, séries em espaços de Banach, resultados

de coincidência.
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Abstract

In the present work we present an introduction to the theory of absolutely summing
operators and also investigate recent research works related to the theory of absolutely
summing polynomials. Several of the main results of the linear theory are discussed in detail,
as well as recent coincidence and non-coincidence results in the context of the polynomial
theory.

Key-Words:
Absolutely summing operators, polynomials, series in Banach spaces, coincidence results.
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Introdução

Uma série numérica é absolutamente convergente se, e somente se, é incondicionalmente
convergente. Não é difícil provar que, em alguns espaços de Banach de dimensão in�nita,
esse resultado não é válido. Entretanto, apenas em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers
[18] mostraram que esse comportamento era comum a todos os espaços de Banach de
dimensão in�nita. Precisamente: em todo espaço de Banach de dimensão in�nita existem
séries incondicionalmente somáveis que não são absolutamente somáveis. Em um trabalho
memorável, A. Grothendieck [21] apresentou uma demonstração diferente para o Teorema de
Dvoretzky-Rogers e introduziu o conceito de operador absolutamente somante (application
semi-integral à droite). Na década de 60, com os trabalhos de Pietsch [38], Lindenstrauss e
Pe÷czyński [24] e Mitjagin e Pe÷czyński [29], a teoria de operadores absolutamente somantes foi
apresentada de forma mais acessível, simpli�cando a apresentação original de Grothendieck e,
desde então, a teoria de operadores absolutamente somantes vem tendo um papel de destaque
na Análise Funcional.

O sucesso da teoria de operadores absolutamente somantes é uma das razões para um
estudo sistemático de ideais de operadores entre espaços de Banach, que teve seu início
impulsionado pelo livro de Pietsch [39]. A partir da década de 80, com o trabalho de Pietsch
[40], começaram a ser investigadas generalizações do conceito �absolutamente somante�para
polinômios, aplicações multilineares e até aplicações arbitrárias entre espaços de Banach (veja
[2, 7, 12, 15, 27, 28, 32, 34]).

Dados espaços de Banach X e Y , uma pergunta natural é se todo operador linear contínuo
de X em Y é absolutamente (p; q)-somante (quando isso ocorre, chamamos de resultado de
coincidência). Esse tipo de questão foi tema de trabalhos de Bennet [5], Carl [13], Dubinsky,
Pe÷czyński e Rosenthal [17], Garling [20], Kwapień [22], Lindenstrauss e Pe÷czyński [24] e vários
outros. Nesse trabalho, estudamos resultados de coincidência no âmbito da teoria multilinear
de operadores absolutamente somantes.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

No Capítulo 1 demonstraremos alguns dos principais resultados necessários para um estudo
relativamente auto-sufuciente da teoria linear de operadores absolutamente somantes.

No Capítulo 2 estudamos os fundamentos da teoria de operadores absolutamente somantes
e alguns de seus resultados mais conhecidos. Nossa principal fonte de referência foi o livro
[16].

No Capítulo 3 estudamos um pouco da teoria multilinear relacionada a operadores
absolutamente somantes, com especial atenção a resultados de coincidência para a teoria
de polinômios absolutamente somantes.
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Notação e Terminologia

� Em todo este texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C, a menos que se mencione
algo em contrário.

� Usaremos o termo �operador�com o mesmo sentido de �função�.

� Na maior parte deste texto, X;Y;E;G;H;Xi; Yi; ::: denotarão espaços de Banach. A
norma de um espaço de Banach (ou normado) X será usualmente denotada por k�k ;
quando maior precisão for necessaria, nós usaremos k�kX : O símbolo BX denotará a
bola unitária fechada fx 2 X; kxk � 1g de um espaço de Banach X.

� O dual (topológico) de um espaço de Banach X será denotodo por X 0:

� A notação w � lim ou w�! indica convergência fraca.

� Um operador linear T : X �! Y é dito operador de posto �nito quando a dimensão da
imagem de T é �nita.

� Denotamos por q� o conjugado de que q, isto é, q� = q
q�1 :

x



Capítulo 1

Séries em espaços de Banach e
resultados relacionados

1.1 Séries Absolutamente e Incondicionalmente Convergentes
em Espaços de Banach

Seja X uma espaço vetorial normado e (xn)1n=1 uma seqüência em X: Dizemos que (xn)1n=1 é

absolutamente somável se
1P
n=1

kxnk <1, e é incondicionalmente somável se
1P
n=1

x�(n) converge,

qualquer que seja a permutação � : N �! N:
Na reta, uma seqüência é incondicionalmente somável se, e somente se, é absolutamente

somável; este resultado é devido a Dirichlet.
As relações entre os conceitos de seqüências absolutamente e incondicionalmente somáveis

estão intimamente relacionadas com espaços de Banach. A prova disso é a seguinte
caracterização dos espaços de Banach.

Proposição 1.1.1 Um espaço vetorial normado X é Banach se, e somente se, toda seqüência
absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Demonstração. Sejam X um espaço de Banach e (xn)1n=1 uma seqüência absolutamente
somável em X. Vamos mostrar que (xn)1n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável.

Dada uma permutação � dos naturais, considere yn = kxnk : Como (yn)
1
n=1 é

absolutamente somável então é incondicionalmente somável, logo
1P
n=1

x�(n) converge e,
portanto, é de Cauchy. Assim, dado " > 0 existe n0 2 N tal que

n > m > n0 )


nX
k=1

x�(k) �
mX
k=1

x�(k)

 =


nX
k=m+1

x�(k)

 �
nX

k=m+1

x�(k) < 1X
k=n0

x�(k) < ":

Isso mostra que a seqüência das somas parciais de (x�(n))1n=1 é de Cauchy, logo é
convergente. Portanto (x�(n))1n=1 é somável.

Agora, suponhamos que toda seqüência absolutamente somável emX é incondicionalmente
somável. Note que nesse caso a própria seqüência é somável, pois basta considerar a
permutação � = id.

1



Seja (xn)1n=1 uma seqüência de Cauchy em X. Então, dados k 2 N e " = 2�k > 0; existe
n
(k)
0 2 N tal que

n;m � n
(k)
0 ) kxn � xmk < 2�k:

Assim, podemos encontrar n1 < n2 < ::: tais quexnk � xnk+1 < 2�k:
Em particular,

1X
k=1

xnk+1 � xnk � 1X
k=1

2�k = 1

e, portanto, a série
1P
k=1

(xnk+1 � xnk) é absolutamente convergente e, por hipótese, é

convergente. Note agora que

xnk+1 = xn1 +

kX
j=1

(xnj+1 � xnj )

Logo (xnk+1)
1
k=1 é convergente. Como (xn)1n=1 é de Cauchy e admite subseqüência

convergente, então (xn)1n=1 também converge, implicando que X é completo.

A seguir veremos algumas equivalências sobre seqüências incondicionalmente somáveis.

Teorema 1.1.2 Para uma seqüência (xn)
1
n=1 num espaço de Banach X, são equivalentes:

(i) (xn)
1
n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável;

(ii) Para cada " > 0, existe um n" 2 N tal que, quando M é um subconjunto �nito de N

com minM > n", temos

 P
n2M

xn

 < ";

(iii) (xn)
1
n=1 é subsérie somável, isto é, para qualquer seqüência estritamente crescente

(kn)
1
n=1 de inteiros positivos,

1P
n=1

xkn converge;

(iv) (xn)
1
n=1 é sinal somável, ou seja, para qualquer escolha de "n 2 f�1; 1g temos que1P

n=1
"nxn converge.

Demonstração. (i) ) (ii) Suponha que (ii) seja falsa. Então, existe � > 0 tal que para

todo m 2 N, existe um subconjunto �nito M dos naturais com minM > m e

 P
n2M

xn

 � �:

Isso nos permite construir uma seqüência (Mn)
1
n=1 de subconjuntos �nitos dos naturais

tal que, para todo n 2 N,

minMn > maxMn�1 e

 X
n2Mn

xn

 � �:

2



De fato, para m = 1, existe M1 � N, M1 �nito, com

minM1 > 1 e


X
n2M1

xn

 � �;

para m = maxM1, existe M2 � N, M2 �nito, com

minM2 > maxM1 e


X
n2M2

xn

 � �:

Fazendo isso para m = maxMn�1, irá existir Mn � N, Mn �nito, com

minMn > maxMn�1 e

 X
n2Mn

xn

 � �:

Agora, de�na uma permutação � : N �! N que leva cada inteiro do intervalo
[minMn;minMn + jMnj) em Mn, onde jMnj é a quantidade de elementos de Mn. Isso é
possível porque o número de inteiros no intervalo [minMn;minMn + jMnj) é igual a jMnj
uma vez que

minMn + jMnj � 1| {z }
último inteiro do intervalo

� minMn| {z }
primeiro inteiro do intervalo

+ 1 = jMnj

e também porque tanto os intervalos quanto osMn são disjuntos. Com efeito,Mn\Mn+1 = ?
por construção, e os intervalos considerados são disjuntos porque minMn+ jMnj � maxMn+

1 � minMn+1. Agora, vejamos que a seqüência Sn =
nP
k=1

x�(k) não é de Cauchy. Para tanto,

tome " = � > 0: Então, para todo m 2 N, podemos escolher algum dos Mn � N, com

minMn > m e

 Pn2Mn

xn

 � �: Tomando agora p = minMn � 1 e q = minMn + jMnj � 1;

teremos q � p+ 1 > m; e

kSq � Spk =


qX

k=p+1

x�(k)

 =

X
k2Mn

xk

 � � = ":

Logo
�
x�(n)

�1
n=1

não é somável.

(ii)) (i) Seja � uma permutação dos naturais e consideremos a seqüência Sn =
nP
k=1

x�(k):

Fixe " > 0 e escolha n" 2 N de acordo com (ii). Então existe m" 2 N, su�cientemente
grande, de modo que f1; :::; n"g � f� (1) ; :::; � (m")g ; e isso implica que para q; p 2 N com
q � p+ 1 � m"; temos � (p+ 1) ; � (q) > n", e portanto

kSq � Spk =


qX

k=p+1

x�(k)

 =


X
n2f�(p+1);:::;�(q)g

xn

 < ":

Logo (Sn)
1
n=1 é de Cauchy, e portanto convergente.
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(ii)) (iii) Fixe " > 0 e escolha n" 2 N de modo que
 P
n2M

xn

 < " para todo subconjunto

�nito M dos naturais com minM > n". Agora, se (kn)
1
n=1 é uma seqüência estritamente

crescente de naturais, temos que kn � n para cada n 2 N. Logo, para q; p 2 N com

q � p + 1 > n", segue que kq � q > n" e kp+1 � p + 1 > n": Logo Tn =
nP
j=1

xkj é de

Cauchy. De fato, se M0 = fkp+1; :::; kqg; temos

kTq � Tpk =


qX

j=p+1

xkj

 =

X
n2M0

xn

 < ":

Portanto, (xkn)
1
n=1 é somável.

(iii) ) (iv) Seja ("n)
1
n=1 uma seqüência formada por 1 e �1. Seja também (xn)

1
n=1

uma seqüência subsérie somável e considere os conjuntos S+ = fn 2 N : "n = 1g e S� =
fn 2 N : "n = �1g, com a ordem herdada dos naturais. Então, as séries

P
n2S+

xn e
P

n2S�
xn são

convergentes. Considere as seqüências Rn =
nP
k=1
k2S+

xk e Vn =
nP
k=1
k2S�

xk: Dado " > 0; a convergência

das séries
P
n2S+

xn e
P

n2S�
xn nos garante que existe m+

" 2 N tal que

kRq �Rpk =


qX

k=p+1
k2S+

xk

 <
"

2

sempre que q > p > m+
" . De modo análogo existe m

�
" 2 N tal que

kVq � Vpk =


qX

k=p+1
k2S�

xk

 <
"

2

sempre que q > p > m�
" : Escolhendo m" = max fm+

" ;m
�
" g, segue que a seqüência

Sn =
nP
k=1

"kxk satisfaz

kSq � Spk =


qX

k=p+1

"kxk

 =


qX
k=p+1
k2S+

xk �
qX

k=p+1
k2S�

xk


�


qX

k=p+1
k2S+

xk

+


qX
k=p+1
k2S�

xk


<
"

2
+
"

2
= "

4



sempre que q > p > m"; ou seja, a seqüência (Sn)
1
n=1 é de Cauchy em X: Como X é Banach,

segue que (Sn)
1
n=1 é convergente. Portanto, (xn)

1
n=1 é sinal somável.

(iv) ) (ii) Sunponha que (ii) não vale. Então, existem � > 0 e uma seqüência (Mk)
1
k=1

de subconjuntos �nitos de N, com maxMk < minMk+1 e

 Pn2Mk

xn

 � � para todo k.

De�na "n =

8>><>>:
1; se n 2

1S
k=1

Mk

�1; se n =2
1S
k=1

Mk:
.

Agora considere a seqüência Sn =
nP
k=1

(1 + "k)xk:

Seja m um natural qualquer. Escolha um inteiro positivo k tal que m < minMk: Logo
maxMkX
n=minMk

(1 + "k)xk

 =

X
n2Mk

2xn

 � 2�:
Conseqüentemente a seqüência (Sn)

1
n=1 não é de Cauchy, e portanto não converge. Assim,

pelo menos uma das séries
1P
n=1

xn e/ou
1P
n=1

"nxn não converge, e daí concluímos que (xn)
1
n=1

não é sinal somável.

Corolário 1.1.3 Se (xn)
1
n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável em um espaço de

Banach X, então para toda permutação � dos naturais temos que
1P
n=1

xn =
1P
n=1

x�(n).

Demonstração. Apresentaremos duas demonstrações:
Primeira Demonstração: Se (xn)

1
n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável, o

teorema anterior garante que, dado " > 0; existe n" 2 N tal que, quandoM � N (M �nito) com

minM > n", então

 P
n2M

xn

 < ". Agora, escolhemos L su�cientemente grande, de modo que

f1; :::; n"g � f� (1) ; :::; � (L)g. Assim, se N > L, de�nindoM1 = f1; :::; Ng�f� (1) ; :::; � (N)g
e M2 = f� (1) ; :::; � (N)g � f1; :::; Ng temos

NX
n=1

xn �
NX
n=1

x�(n)

 =

X
n2M1

xn �
X
n2M2

xn


�


X
n2M1

xn

+

X
n2M2

xn


< 2":

Como
NX
n=1

xn =

 
NX
n=1

xn �
NX
n=1

x�(n)

!
+

NX
n=1

x�(n);

5



fazendo N !1; obtemos
1P
n=1

xn =
1P
n=1

x�(n):

Segunda Demonstração: Para seqüências de escalares (an)
1
n=1, sabemos que se

1P
n=1

an

é incondicionalmente convergente, então
1P
n=1

an é absolutamente convergente e, além disso,

1P
n=1

an =
1P
n=1

a�(n) para toda permutação � (veja [23, Teorema 22]). Logo, para toda f 2 X 0

temos que

f

 1X
n=1

x�(n)

!
=

1X
n=1

f
�
x�(n)

�
=

1X
n=1

f (xn) = f

 1X
n=1

xn

!
:

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

1X
n=1

x�(n) =

1X
n=1

xn:

Teorema 1.1.4 (Teste dos Multiplicadores Limitados) Sejam X um espaço de Banach
e (xn)

1
n=1 uma seqüência em X. A seqüência (xn)

1
n=1 é incondicionalmente somável se, e

somente se, a seqüência (bnxn)
1
n=1é somável para todo b = (bn)

1
n=1 2 l1.

Demonstração. (() Seja ("n)1n=1 uma seqüência de 1 e �1. Como ("n)
1
n=1 2 l1 temos que

("nxn)
1
n=1é somável, isto é, (xn)

1
n=1 é sinal somável. Portanto, pelo teorema anterior, (xn)

1
n=1

é incondicionalmente somável.
()) Agora �xe (xn)1n=1 uma seqüência incondicionalmente somável em X. Dado b =

(bn)
1
n=1 2 l1, mostraremos que (bnxn)

1
n=1é somável. Como X é completo, basta mostrar que

Sn =
nP
k=1

bkxk é de Cauchy. Por Hahn-Banach, para n > m; temos

kSn � Smk =


nX
k=m+1

bkxk

 = sup
kfk�1

�����f
 

nX
k=m+1

bkxk

!����� � kbk1 sup
kfk�1

 
nX

k=m+1

jf (xk)j
!
: (1.1)

Portanto, para mostrar que (Sn)
1
n=1 é de Cauchy, basta mostrar que, dado " > 0, existe

m0 2 N tal que

sup
kfk�1

0@ X
k�m+1

jf (xk)j

1A � " (1.2)

para todo m � m0: De fato, se (1.2) for provado, obteremos

sup
kfk�1

 
nX

k=m+1

jf (xk)j
!
� " (1.3)

6



para todo n;m � m0: Assim, de (1.1) e (1.3), teremos
nX

k=m+1

bkxk

 < kbk1 ";

ou seja, Sn =
nP
k=1

bkxk será de Cauchy em X (Banach), e portanto será convergente.

Vamos então provar (1.2). Pelo teorema anterior, vale (ii) : Então, dado " > 0, existe

m" 2 N tal que, quando M � N é �nito com minM � m"; temos que

 P
n2M

xn

 < "=4:

Vamos nos concentrar em Re (f (xk)) para f 2 X
0
; com kfk = 1 �xo. Escolha

n > m > m" e os conjuntos M+ = fm+ 1 � k � n : Re (f (xk)) � 0g e M� =
fm+ 1 � k � n : Re (f (xk)) < 0g : Então

nX
k=m+1

jRe (f (xk))j =
X
n2M+

jRe (f (xk))j+
X
n2M�

jRe (f (xk))j

=

������
X
n2M+

Re (f (xk))

������+
������
X
n2M�

Re (f (xk))

������
=

������Re
0@f

0@ X
n2M+

xk

1A1A������+
������Re

0@f
0@ X
n2M�

xk

1A1A������
�

������f
0@ X
n2M+

xk

1A������+
������f
0@ X
n2M�

xk

1A������
�


X
n2M+

xk

+

X
n2M�

xk

 :
Como

�
minM+ > m"

minM� > m"
, segue que

n > m > m" )
nX

k=m+1

jRe (f (xk))j <
"

2
:

Analogamente, temos

n > m > m" )
nX

k=m+1

jIm (f (xk))j <
"

2
:

Logo

n > m > m" )
nX

k=m+1

jf (xk)j �
nX

k=m+1

jRe (f (xk))j+
nX

k=m+1

jIm (f (xk))j <
"

2
+
"

2
= ":
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Fazendo n!1; teremos

m > m" )
X

k�m+1
jf (xk)j � ", para todof 2 X 0

:

Conseqüentemente

sup
kfk�1

0@ X
k�m+1

jf (xk)j

1A � ";

como queríamos.

1.2 O Teorema de Dvoretzky-Rogers

O Teorema de Dvoretzky-Rogers é um resultado muito importante da Análise Funcional.
Através dele é possível garantir a existência (em qualquer espaço de Banach de dimensão
in�nita) de uma seqüência incondicionalmente somável que não é absolutamente somável.
Antes de demonstrá-lo, precisamos provar um lema técnico:

Lema 1.2.1 Seja E um espaço de Banach de dimensão 2n. Então existem n vetores y1; :::; yn
em E, com 1

2 � kyjk � 1 e j = 1; :::; n tais que para quaisquer escalares �1; :::; �n tem-se
nX
j=1

�jyj

 �
0@ nX
j=1

j�j j2
1A1=2 :

Demonstração. Por (A4) temos que, se F é um espaço vetorial de dimensão �nita n e
! : F ! F é um operador linear, o traço de !, denotado por tr (!), não depende da base
escolhida para F .

A partir de agora, vamos �xar uma base para l2n2 e uma base para E.
Vamos encontrar um isomor�smo

u : l2n2 �! E

de modo que kuk = 1 e que para todo operador linear

v : l2n2 �! E;

o traço de u�1v : l2n2 �! l2n2 satisfaça��tr �u�1v��� � 2n kvk : (1.4)

Tome u tal que

det (u) = max
�
jdet (v)j ; v 2 L

�
l2n2 ; E

�
; kvk = 1

	
:

Isso é possível pois a função

jdetj : L
�
l2n2 ; E

�
�! [0;1)
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é contínua e
�
v 2 L

�
l2n2 ; E

�
; kvk = 1

	
é um compacto (esfera unitária de um espaço de Banach

de dimensão �nita), e portanto existe u0 2 L
�
l2n2 ; E

�
; com ku0k = 1; tal que

jdet (u0)j = max
�
jdet (v)j ; v 2 L

�
l2n2 ; E

�
; kvk = 1

	
6= 0:

Como det (u0) 2 K segue que det (u0) = jdet (u0)j :ei�0 para algum �0 2 [0; 2�). De�nindo
u (x) = u0 (x) :e

� i�0
2n para todo x 2 l2n2 , temos

det (u) = det
�
u0:e

� i�0
2n

�
=
�
e�

i�0
2n

�2n
det (u0)

= e�i�0 : jdet (u0)j :ei�0

= jdet (u0)j

como queríamos.
Para estabelecer (1.4) usaremos um argumento de perturbação. Sejam 0 6= " 2 K e

v 2 L
�
l2n2 ; E

�
. Então pela escolha de u, temos, para o caso u+ "v 6= 0;

jdet (u+ "v)j
ku+ "vk2n

=

����det� u+ "v

ku+ "vk

����� � det (u)
ou seja,

jdet (u+ "v)j � det (u) ku+ "vk2n � det (u) (kuk+ j"j kvk)2n = det (u) (1 + j"j kvk)2n : (1.5)

Note que (1.5) também vale para o caso u+ "v = 0.
Seja id a identidade em l2n2 . Então, como u é invertível (pois detu 6= 0),

jdet (u+ "v)j =
��det �u � �id+ "u�1v���� (1.6)

=
��det �u) det(id+ "u�1v��� = det (u) ��det �id+ "u�1v��� :

Mas, por (A1),
det
�
id+ "u�1v

�
= 1 + "tr

�
u�1v

�
+ c (") (1.7)

onde jc (")j = O
�
j"j2
�
, isto é,

lim
"!0

jc (")j
"

= 0:

Logo, por (1.5), (??) e (1.7), segue que

det (u)
��det �id+ "u�1v��� = jdet (u+ "v)j � det (u) (1 + j"j kvk)2n

)
��det �id+ "u�1v��� � (1 + j"j kvk)2n

)
��1 + "tr �u�1v�+ c (")�� � (1 + j"j kvk)2n = 1 + 2n j"j kvk+O �j"j2� :

Logo,��1 + "tr �u�1v���� jc (")j � ��1 + "tr �u�1v�+ c (")�� � 1 + 2n j"j kvk+O �j"j2� (1.8)
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para todo 0 6= " 2 K.
Temos tr

�
u�1v

�
=
��tr �u�1v��� :ei� para algum � 2 [0; 2�): Se " for da forma j"j e�i� 6= 0,

temos
"tr
�
u�1v

�
= j"j e�i�

��tr �u�1v��� :ei� = ��"tr �u�1v��� : (1.9)

Conseqüentemente, de (1.8) e (1.9) com " sob a forma j"j e�i�, obtemos

j"j
��tr �u�1v��� � 2n j"j kvk+ 2O �j"j2� :

Logo ��tr �u�1v��� � 2n kvk+ 2O (j"j)
e fazendo "! 0 obtemos (1.4).

Note que se P : l2n2 �! l2n2 a projeção ortogonal de l2n2 num subespaço de l2n2 de dimensão
m � 2n, segue de (A2) e (1.4) que

m = tr (P ) = tr
�
u�1:uP

�
� 2n kuPk

e portanto
kuPk � m

2n
: (1.10)

Agora vamos selecionar y1; :::; yn em E de forma conveniente. O truque é escolher vetores
ortogonais z1; :::; zn em l2n2 e então considerar o conjunto yj = u (zj) para cada j = 1; :::; n:

Como kuk = 1, então existe um z1 2 l2n2 tal que kz1k = 1 e ku (z1)k = 1. Seja P1
a projeção ortogonal de l2n2 sobre o complemento ortogonal, [z1]

?, de z1. Como [z1]
? tem

dimensão 2n�1, segue de (1.10) que kuP1k � 2n�1
2n . Assim, existe z2 2 [z1]? tal que kz2k = 1

e ku (z2)k = ku (P1 (z2))k � 2n�1
2n . Seja P2 a projeção ortogonal de l2n2 sobre o complemento

ortogonal, [z1; z2]
?, de [z1; z2]. Então kuP2k � 2n�2

2n . Assim, existe z3 2 [z1; z2]
? tal que

kz3k = 1 e ku (z3)k = ku (P2 (z3))k � 2n�2
2n .

Fazendo isso n vezes, obtemos n vetores ortonormais z1; :::; zn em l2n2 . E, para yj = u (zj) ;
com j = 1; :::; n; tem-se que

kyjk = ku (zj)k �
2n� j + 1

2n
� 1

2
e

kyjk = ku (zj)k � kuk � 1:
Note também que para quaisquer escalares �1; :::; �n; temos

nX
j=1

�jyj

 =


nX
j=1

�ju (zj)

 =
u
0@ nX
j=1

�jzj

1A
� kuk


nX
j=1

�jzj


=

0@h nX
j=1

�jzj ;
nX
k=1

�kzki

1A1=2

=

0@ nX
j=1

j�j j2
1A1=2 :
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Teorema 1.2.2 (Dvoretzky-Rogers) Seja X um espaço de Banach de dimensão in�nita.
Então para qualquer escolha de (�n)1n=1 em l2, existe uma seqüência incondicionalmente
somável (xn)

1
n=1em X com kxnk = j�nj para todo n 2 N. Em particular, se

escolhermos (�n)1n=1 em l2 � l1; obtemos uma seqüência incondicionalmente somável que não
é absolutamente somável.

Demonstração. Dada (�n)1n=1 em l2, escolha uma seqüência (nk)
1
k=1 em N tal que

n1 < n2 < ::: e X
n�nk

j�nj2 � 2�2k:

Para cada k 2 N, seja Xk � X com dimXk = 2 (nk+1 � nk). Pelo Lema 1.2.1, existem
(nk+1 � nk) vetores, que chamaremos de

ynk ; ynk+1; :::; ynk+1�1

com normas pertencentes ao intervalo [1=2; 1] e tais que
NX

n=nk

�nyn

 �
 

NX
n=nk

j�nj2
!1=2

para todo inteiro N entre nk e nk+1 � 1 e para quaisquer escalares �nk ; :::; �N :
Tome xj =

�jyj
kyjk ; j � n1: É claro que kxnk = j�nj para todo n � n1, e observe que para

toda escolha de "n = �1; temos, para todo inteiro N entre nk e nk+1 � 1; que
NX

n=nk

"nxn

 =


NX
n=nk

"n�nyn
kynk

 �
 

NX
n=nk

j"nj2 j�nj2

kynk2

!1=2
(1.11)

� 2
 

NX
n=nk

j�nj2
!1=2

� 2:
�
2�2k

�1=2
= 2�k+1:

Veja ainda que se nk < n < m < nk+1; fazendo �nk = 0; :::; �n�1 = 0; �n = "n; :::; �m = "m
temos 

mX
l=n

"lxl

 =


mX
l=nk

�lxl

 =


mX
l=nk

�l�lyl
kylk


�

0@ mX
l=nk

j�lj2 j�lj2

kylk2

1A1=2

� 2

0@ mX
l=nk

j�lj2
1A1=2

� 2:
�
2�2k

�1=2
= 2�k+1:
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Dado " > 0, seja k0 = k0(") tal que
1P

k=k0

2�k+1 < ". Se m > n > nk0 , existem um inteiro

positivo t e um certo k � k0 tais que nk � n � nk+1 e nk+t � m � nk+t � 1. Assim,
mX
l=n

"lxl

 �

nk+1�1X
l=n

"lxl

+

nk+2�1X
l=nk+1

"lxl

+ :::+


mX
l=nk+t

"lxl


� 2�k+1 + 2�(k+1)+1 + :::+ 2�(k+t)+1

�
1X

k=k0

2�k+1 < ":

Logo
1P

n=n1

"nxn é de Cauchy, para toda escolha de "n = �1. Portanto,
1P

n=n1

"nxn converge

(para toda escolha de "n = �1) e isso implica que (xn)1n=n1 é incondicionalmente somável
(além disso, já sabemos que kxnk = j�nj para todo n � n1). Agora, escolha xj 2 X com

kxjk = j�j j para todo j = 1; :::; n1 � 1: É claro que
1P
n=1

"nxn converge, independentemente

da escolha de "n = �1. Finalmente, concluímos que (xn)1n=1 é incondicionalmente somável e
kxnk = j�nj para todo n 2 N.

Teorema 1.2.3 (Schur) Em l1 uma seqüência converge fracamente se, e somente se,
converge na topologia da norma.

Demonstração. Já é fato conhecido que convergência forte implica em convergência
fraca. Agora, suponhamos que a seqüência

�
&(n)
�1
n=1

converge fracamente para zero e, por
contradição, suponha que

�
&(n)
�1
n=1

não converge fortemente para zero. Logo,
�
&(n)
�1
n=1

possui
uma subseqüência

�
�(n)

�1
n=1

tal que, para algum " > 0, temos

1X
j=1

����(n)j

��� = �(n)
1
� 5" para todo n 2 N.

Como essa subseqüência converge fracamente para zero, da caracterização do dual do l1
tem-se que

lim
n!1

1X
j=1

�j�
(n)
j = 0 para todo � = (�j)

1
j=1 2 l1. (1.12)

Escolhendo, no lugar de �; os elementos ej , obtemos

lim
n!1

�
(n)
j = 0 para todo j �xo. (1.13)

De�na m0 = n0 = 1 e, indutivamente, as seqüências estritamente crescentes (mk)
1
k=1 e

(nk)
1
k=1 da seguinte maneira: nk é o menor inteiro maior que nk�1 de modo que

mk�1X
j=1

����(nk)j

��� < " (1.14)
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e mk como o menor inteiro maior do que mk�1, satisfazendo

1X
j=mk

����(nk)j

��� < ": (1.15)

Vejamos que realmente é possível construir essas seqüências:

� n1 é o menor inteiro maior que n0 = 1 tal que

1X
j=1

����(n1)j

��� < ", isto é,
����(n1)1

��� < "

e por (1.13) garantimos a existência de n1;

� m1 é o menor inteiro maior que m0 = 1 tal que

1X
j=m1

����(n1)j

��� < ":

É claro que m1 existe, pois
�
�n1j

�1
j=1

2 l1.

� Agora, suponha que não exista n2, o menor inteiro maior que n1, tal que

m1X
j=1

����(n2)j

��� < ":

Então, para todo n2 > n1, temos ����(n2)1

���+ � � �+ ����(n2)m1

��� � ":

Logo, para algum j = 1; :::;m1, temos ����(n2)j

��� � "

m1
:

Deste modo, para algum j 2 f1; :::;m1g, �xo, temos que

lim
n!1

�
(n)
j 6= 0

contradizendo (1.13). É claro que sempre existe m2 2 N (menor inteiro maior que m1) tal que

1X
j=m2

����(n2)j

��� < ";

pois
�
�
(n2)
j

�1
j=1

2 l1. E assim sucessivamente.
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Seja (�j)
1
j=1 2 l1 de�nido da seguinte maneira: para mk�1 < j � mk, tome

�j =

8>><>>:
0 , se �(nk)j = 0

�
(nk)
j�����(nk)j

���� , se �
(nk)
j 6= 0:

Note que j�j j � 1 para todo j: Logo

5"�

������
1X
j=1

�j�
(nk)
j

������
�

1X
j=1

����(nk)j

����
������
1X
j=1

�j�
(nk)
j

������
=

������
1X
j=1

����(nk)j

���
�������
������
1X
j=1

�j�
(nk)
j

������
�

������
1X
j=1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�������
=

������
mk�1X
j=1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�
+

mkX
j=mk�1+1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�
+

1X
j=mk+1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�������
=

������
mk�1X
j=1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�
+

1X
j=mk+1

�����(nk)j

���� �j�(nk)j

�������
�

mk�1X
j=1

�����(nk)j

���+ ����j�(nk)j

����+ 1X
j=mk+1

�����(nk)j

���+ ����j�(nk)j

����
� 2"+ 2" = 4":

Portanto, para todo k 2 N, temos ������
1X
j=1

�j�
(nk)
j

������ � ";

e isso contradiz (1.12)

De�nição 1.2.4 Uma seqüência (xn)
1
n=1 num espaço de Banach X é fracamente subsérie

somável se, para qualquer seqüência estritamente crescente (kn)
1
n=1 de inteiros positivos, a

série
1P
n=1

xkn converge fracamente.
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Teorema 1.2.5 (Orlicz-Pettis) Em um espaço de Banach X; uma seqüência é fracamente
subsérie somável se, e somente se, é subsérie somável.

Demonstração. (() É claro, pois convergência forte implica em covergência fraca.
()) Seja (xn)1n=1 uma seqüência fracamente subsérie somável num espaço de Banach

X. Como estamos tratando com limites de somas de (xn)
1
n=1, basta trabalharmos com

X0 = hx1; x2; :::i
w (A7)
= hx1; x2; :::i que é um subespaço fechado e separável em X.

De�na o operador

v : X
0
0 �! l1

v (g) = (g (xn))
1
n=1 :

Vamos provar que v está bem de�nido, é linear e contínuo. Depois, veremos ainda que v é
compacto.

Sendo (xn)
1
n=1 uma seqüência fracamente subsérie somável, então w � lim

n!1

nP
j=1

xkj existe,

para toda seqüência estritamente crescente (kn)
1
n=1 de inteiros positivos. Segue que

lim
n!1

g

0@ nX
j=1

xkj

1A = lim
n!1

nX
j=1

g
�
xkj
�

existe, para toda g 2 X 0
0. Logo (g (xn))

1
n=1 é uma seqüência subsérie somável emK e, portanto,

é incondicionalmente somável em K. Com isso, (g (xn))
1
n=1 é absolutamente somável. Sendo

assim, v está bem de�nido. Facilmente vemos que v é linear. Agora, nos resta mostrar que v
é limitado.

Para isso, vamos provar que o grá�co de v é fechado e usar o Teorema do Grá�co Fechado.
Sejam gj 2 X

0
0 e y 2 l1, tais que gj ! g 2 X 0

0 e v (gj)! y. Queremos mostrar que v (g) = y.
Como v (gj) = (gj (xn))

1
n=1 ! y = (yn)

1
n=1, dado " > 0, existe N0 2 N tal que,

j � N0 )
1X
n=1

jgj (xn)� ynj = kv (gj)� yk < "

Logo, para quaisquer l 2 N e j � N0, temos

jgj (xl)� ylj < ",

ou seja, para todo l 2 N
lim
j!1

gj (xl) = yl: (1.16)

Como gj ! g 2 X 0
0, então, para todo l 2 N, temos

lim
j!1

gj (xl) = g (xl) : (1.17)

De (1.16) e (1.17), segue que yl = g (xl) para todo l 2 N, e daí

y = (yn)
1
n=1 = (g (xn))

1
n=1 = v (g) :
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Portanto, o grá�co de v é fechado. E, pelo Teorema do Grá�co Fechado, v é limitado.

Para mostrar que v é compacto, iniciaremos com uma seqüência
�
x
0
n

�1
n=1

em B
X
0
0
. Como

X0 é separável, temos que BX0
0
é compacto e metrizável na topologia fraca estrela. Isso nos

permite extrair uma subseqüência
�
x
0
mk

�1
k=1

de
�
x
0
n

�1
n=1

que converge para um certo x
0
0 2

B
X
0
0
na topologia fraca estrela. Se mostrarmos que v

�
x
0
0

�
= lim

k!1
v
�
x
0
mk

�
(na topologia da

norma), estabelecemos a compacidade de v. Mas, como v assume valores em l1, pelo Teorema

de Schur, basta mostrar que v
�
x
0
mk

�
w! v

�
x
0
0

�
. Para isso, basta provar que

lim
k!1

f
�
v
�
x
0
mk

��
= f

�
v
�
x
0
0

��
(1.18)

para todo f 2 A, com A denso de l1 (na norma). De fato, se A é um subconjunto denso (na
norma) de l1 tal que vale (1.18) para todo f 2 A, então (1.18) vale para todo f 2 l1. Com
efeito, dados f 2 l1 e " > 0, existe f0 2 A tal que kf � f0k < ". Logof �v �x0mk

��
� f

�
v
�
x
0
0

��
�
f �v �x0mk

��
� f0

�
v
�
x
0
mk

��+ f0 �v �x0mk

��
� f0

�
v
�
x
0
0

��+
+
f0 �v �x00��� f �v �x00��

� kf � f0k
v �x0mk

�+ f0 �v �x0mk

��
� f0

�
v
�
x
0
0

��+ kf � f0kv �x00�
� "

v �x0mk

�+ f0 �v �x0mk

��
� f0

�
v
�
x
0
0

��+ " v �x00� :
Mas, por hipótese, (1.18) vale para f0 2 A e então existe k0 2 N tal que

k > k0 )
f0 �v �x0mk

��
� f0

�
v
�
x
0
0

�� < ":

Como v é limtado e
�
x
0
mk

�1
k=1

está em B
X
0
0
, segue que

k > k0 =)
f �v �x0mk

��
� f

�
v
�
x
0
0

�� < " kvk
x0mk

+ "+ " v �x00� = c";

onde c é uma constante positiva. Logo, basta veri�car (1.18) para todo f 2 A, com A denso
de l1 (na norma).

Note que as funções simples formam um tal subconjunto denso (na norma) de l1 (veja
(A5) para a de�nição de função simples e demonstração do resultado). Assim, a linearidade
nos permite restringir a veri�cação de (1.18) para uma coleção de funções características
f = 1M de subconjuntos M de N.

Então, devemos veri�car que

1M

�
v
�
x
0
0

��
= lim

k!1
1M

�
v
�
x
0
mk

��
:

Note que

f
�
v
�
x
0
0

��
= 1M

�
v
�
x
0
0

��
=
X
n2M

�
v
�
x
0
0

��
n
=
X
n2M

x
0
0 (xn) :
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� Se M é �nito, temos

f
�
v
�
x
0
0

��
=
X
n2M

x
0
0 (xn) = x

0
0

 X
n2M

xn

!
= lim

k!1
x
0
mk

 X
n2M

xn

!
= lim

k!1

X
n2M

x
0
mk
(xn) = lim

k!1
f
�
v
�
x
0
mk

��
.

� Se M é in�nito, considere M = fn1; n2; :::g com a ordem usual dos naturais.

Seja l = w � lim
r!1

rP
j=1

xnj . Temos

f
�
v
�
x
0
0

��
=
X
n2M

x
0
0 (xn) = lim

r!1

rX
j=1

x
0
0

�
xnj
�
= lim

r!1
x
0
0

0@ rX
j=1

xnj

1A = x
0
0 (l) = lim

k!1
x
0
mk
(l)

= lim
k!1

0@ lim
r!1

x
0
mk

0@ rX
j=1

xnj

1A1A = lim
k!1

0@ lim
r!1

rX
j=1

x
0
mk

�
xnj
�1A = lim

k!1

X
n2M

x
0
mk
(xn)

= lim
k!1

f
�
v
�
x
0
mk

��
:

Com isso, concluímos que v
�
x
0
mk

�
w! v

�
x
0
0

�
. Logo v é compacto.

Para completar a demonstração do teorema, basta observar que, como v
�
B
X
0
0

�
é

relativamente compacto em l1, dado " > 0; existe um n" 2 N tal que, para todo subconjunto
�nito M de N com minM > n" temosX

n2M
xn

 = sup
kgk�1

�����g
 X
n2M

xn

!����� � sup
kgk�1

X
n2M

jg (xn)j
(A6)
� ",

uma vez que (g (xn))
1
n=1 = v (g) 2 v

�
B
X
0
0

�
. Concluímos, usando (ii) do Teorema 1.1.2, que

(xn)
1
n=1 é uma seqüência subsérie somável.

1.3 A Desigualdade de Khinchin

As funções de Rademacher são de�nidas como dadas por

rn : [0; 1] �! R, n 2 N
rn (t) := sign (sin 2n�t) .

Essas funções formam uma seqüência de variáveis aleatórias independentes (para detalhes
sobre variáveis aleatórias e teoria da medida, sugerimos [3]). O fato mais importante
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das funções de Rademacher é que elas têm a seguinte propriedade de ortogonalidade: Se
0 < n1 < n2 < � � � < nk e p1; :::; pk � 0 são inteiros, entãoZ 1

0
rp1n1 (t) � : : : � r

pk
nk
(t) dt =

�
1; se cada pj é par
0; caso contrário

Uma conseqüência imediata é que as rn formam seqüência ortonormal em L2 [0; 1], e assimZ 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
2

dt =

1X
n=1

janj2 (1.19)

para todo a = (an)
1
n=1 2 l2. De fato, considere a seqüência Sn =

Pn
k=1 akrk e, para n > m;

temos

kSn � Smk2L2[0;1] =


nX
k=m+1

akrk


2

L2[0;1]

=

Z 1

0

�����
nX

k=m+1

akrk (t)

�����
2

dt

=

Z 1

0

 
nX

i=m+1

airi (t)

!0@ nX
j=m+1

ajrj (t)

1Adt
=

Z 1

0

 
nX

i=m+1

airi (t)

!0@ nX
j=m+1

ajrj (t)

1A dt

=

nX
i;j=m+1

aiaj

Z 1

0
ri (t) rj (t) dt

=

nX
k=m+1

jakj2
Z 1

0
r2k (t) dt+

nX
i;j=m+1

i6=j

aiaj

Z 1

0
rirj (t) dt

=
nX

k=m+1

jakj2 .

Como a = (an)
1
n=1 2 l2, segue que (Sn)

1
n=1 é uma seqüência de Cauchy em L2 [0; 1], e portanto

(Sn)
1
n=1 é convergente. O argumento usado acima e o fato de (Sn)

1
n=1 ser convergente garantem

que

1X
k=1

jakj2 = lim
n!1

nX
k=1

jakj2 = lim
n!1


nX
k=1

akrk


2

L2[0;1]

=


1X
n=1

anrn


2

L2[0;1]

=

Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
2

dt;

como queríamos.
O principal resultado, no nosso contexto, sobre as funções de Rademacher é a Desigualdade

de Khinchin.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < 1, existem constantes
Ap e Bp tais que, para toda seqüência (an)

1
n=1 em l2; temos

Ap

 1X
n=1

janj2
! 1

2

�
 Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
p

dt

! 1
p

� Bp

 1X
n=1

janj2
! 1

2

.
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Demonstração. Provaremos primeiro para p = 4. Vamos primeiro provar a Desigualdade
de Khinchin para uma seqüência �nita (a1; a2; :::; am) de escalares. Então

Z 1

0

������
X
n�m

anrn (t)

������
4

dt =

Z 1

0

0@X
i�m

airi (t)

1A0@X
j�m

ajrj (t)

1A0@X
k�m

akrk (t)

1A0@X
l�m

alrl (t)

1Adt
(1.20)

=
X

i;j;k;l�m
aiajakal

Z 1

0
ri (t) rj (t) rk (t) rl (t) dt

=
X
i=j

k=l

aiajalak +
X
i=k
j=l

aiajalak +
X
i=l
j=k

aiajalak � 2
X
i�m

jaij4

= 2
X
i;j�m

jaij2 jaj j2 +
X
i;j�m

a2i aj
2 � 2

X
i�m

jaij4

� 2

0@X
i�m

jaij2
1A0@X

j�m
jaj j2

1A+
0@X
i�m

a2i

1A0@X
j�m

a2j

1A
= 2

0@X
n�m

janj2
1A2 +

������
X
n�m

a2n

������
2

� 2

0@X
n�m

janj2
1A2 +

0@X
n�m

janj2
1A2

= 3

0@X
n�m

janj2
1A2 ;

pois as rn têm a propriedade da ortogonalidade. Assim, da monotonicidade das normas de
Lp [0; 1] e de (1.20), temos0@X

n�m
janj2

1A2 =
0@Z 1

0

������
X
n�m

anrn (t)

������
2

dt

1A2 � Z 1

0

������
X
n�m

anrn (t)

������
4

dt � 3

0@X
n�m

janj2
1A2

e conseqüentemente0@X
n�m

janj2
1A 1

2

�

0@Z 1

0

������
X
n�m

anrn (t)

������
4

dt

1A
1
4

� 3
1
4

0@X
n�m

janj2
1A 1

2

: (1.21)

Agora, considere a seqüência Sn =
Pn

k=1 akrk e, para n > m; temos

kSn � SmkL4[0;1] =

0@Z 1

0

�����
nX

k=m+1

akrk (t)

�����
4

dt

1A 1
4
(1:21)
� 3

1
4

 
nX

k=m+1

jakj2
! 1

2

: (1.22)
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Como a = (an)
1
n=1 2 l2, segue que (Sn)

1
n=1 é uma seqüência de Cauchy em L4 [0; 1] e, portanto,

(Sn)
1
n=1 é convergente.
Fazendo m!1 em (1.21), obtemos

 1X
n=1

janj2
! 1

2

�

0@Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
4

dt

1A 1
4

� 3
1
4

 1X
n=1

janj2
! 1

2

. (1.23)

Com isso, B4 � 3
1
4 e A4 � 1. Mas, facilmente, vemos que A4 = 1; basta só considerar

a1 = 1; a2 = 0; a3 = 0; ::: em

A4

 1X
n=1

janj2
! 1

2

�

0@Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
4

dt

1A 1
4

e daí segue que
A4 � 1 � 1:

Começaremos a provar, agora, a Desigualdade de Khinchin para p qualquer e para o caso
K = R. Se p 2 N, note que

jyjp � p!

�
1 +

jyjp

p!

�
� p!ejyj:

Assim, se tomarmos
f (t) =

X
n�m

anrn (t) ;

teremos que Z 1

0
jf (t)jp dt � p!

Z 1

0
ejf(t)jdt � p!

Z 1

0

�
ef(t) + e�f(t)

�
dt:

Considere

g (t) =
f (t)

kfk2
=
X
n�m

bnrn (t) ;

com bn =
an
kfk2

(é claro que kgk2 = 1). Note queZ 1

0
eg(t)dt =

Z 1

0
e
P
n�m bnrn(t)dt =

Z 1

0
�
n�m

ebnrn(t)dt:

Como as funções de Rademacher são variáveis aleatórias independentes, usando [3,
Theorem 5.2.3 e Theorem 5.3.1], podemos transformar a integral em produto de integrais.
Sejam Bn = ft 2 [0; 1] ; rn (t) = 1g. Logo

Z 1

0
eg(t)dt = �

n�m

Z 1

0
ebnrn(t)dt = �

n�m

 Z
Bn

ebn +

Z
[0;1]nBn

e�bn

!
dt

= �
n�m

�
ebn

2
+
e�bn

2

�
= �

n�m
cosh (bn) :
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Usando o critério de comparação para as séries(
cosh (x) =

P
n
x2n

(2n)!

e
x2

2 =
P

n
x2n

n!2n

(sabendo que (2n)! � n!2n),

segue que Z 1

0
eg(t)dt � �

n�m
e

�
b2n
2

�
= e

�P
n�m

b2n
2

�
= e

1
2 .

Analogamente, Z 1

0
e�g(t)dt � e

1
2 ,

e conseqüentementeZ 1

0
jg (t)jp dt � p!

Z 1

0
ejg(t)jdt � p!

Z 1

0

�
eg(t) + e�g(t)

�
dt � 2p!e

1
2 .

Logo, para 2 � p <1 e K = R, segue, da monotonicidade das normas do Lp [0; 1] ; que

1 =

0@X
n�m

jbnj2
1A 1

2

=


X
n�m

bnrn


2

�


X
n�m

bnrn


p

�


X
n�m

bnrn


k

=

�Z 1

0
jg (t)jk dt

� 1
k

�
�
2k!e

1
2

� 1
k

onde k é o menor inteiro maior ou igual a p. Daí, lembrando que bn = an
kfk2

, temos

kfk2 �


X
n�m

anrn


p

�
�
2k!e

1
2

� 1
k kfk2 ,

ou seja, 0@X
n�m

janj2
1A 1

2

�


X
n�m

anrn


p

�
�
2k!e

1
2

� 1
k

0@X
n�m

janj2
1A 1

2

:

Como (an) 2 l2; usando argumentos semelhantes aos usados em (1.22), temos que

Sn =

nX
k=1

akrk

converge. Logo, fazendo m!1 obtemos 1X
n=1

janj2
! 1

2

�
 Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
p

dt

! 1
p

�
�
2k!e

1
2

� 1
k

 1X
n=1

janj2
! 1

2

:
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No caso complexo K = C e 2 � p <1, para

(an)
1
n=1 = (bn)

1
n=1 + i (cn)

1
n=1

em l2, �camos com

f (t) =
X
n�m

anrn (t) =
X
n�m

bnrn (t) + i
X
n�m

cnrn (t) :

Logo, para as funções reais �
Re (f (t)) =

P
n�m bnrn (t)

Im (f (t)) =
P

n�m cnrn (t) ;

segue, do que já foi provado e de (1.19), que

kRe (f)kp � Cp

0@X
n�m

jbnj2
1A 1

2

= Cp kRe (f)k2 e

kIm (f)kp � Cp

0@X
n�m

jbnj2
1A 1

2

= Cp kIm (f)k2 :

Portanto 
X
n�m

anrn


p

= kfkp � kRe (f)kp + kIm (f)kp

� Cp kRe (f)k2 + Cp kIm (f)k2
� 2Cp kfk2 :

Usando novamente os mesmos argumentos usados em (1.22) garantimos que Sn =
Pn

k=1 akrk
converge. Logo, fazendo m!1 e usando a monotonicidade das normas em Lp [0; 1], obtemos 1X

n=1

janj2
! 1

2

�
 Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
p

dt

! 1
p

� Bp

 1X
n=1

janj2
! 1

2

:

Agora analisemos o caso em que 0 < p < 2 e, para tanto, usaremos a Desigualdade de
Hölder. De�na 0 < � < 1 por

� =
�
2� p

2

��1
:

Assim,
p� + 4 (1� �) = 2
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e Z 1

0
jf (t)j2 dt =

Z 1

0
jf (t)jp� jf (t)j4(1��) dt

H�older
�

�Z 1

0

h
jf (t)jp�

i 1
�

��
�
�Z 1

0

h
jf (t)j4(1��)

i 1
1��
�1��

=

�Z 1

0
jf (t)jp

��
�
�Z 1

0
jf (t)j4

�1��

=

"�Z 1

0
jf (t)jp

� 1
p

#p�
�
"�Z 1

0
jf (t)j4

� 1
4

#4(1��)
:

Da Desigualdade de Khinchin para p = 4, sabemos que kfk4 � B4 kfk2 e, portanto,

kfk22 � kfk
p�
p � (B4 kfk2)

4(1��)

) B
�4(1��)
4 � kfk2�4(1��)2 � kfkp�p

) B
�4(1��)
4 � kfkp�2 � kfkp�p

) B
4(��1)
4 � kfkp�2 � kfkp�p

) B
4(��1)
p�

4 � kfk2 � kfkp .

Note que 4(��1)
p� = 2� 4

p . Com efeito,

4

p

�
� � 1
�

�
=
4

p

�
1� 1

�

�
=
4

p

h
1�

�
2� p

2

�i
=
4

p

�p
2
� 1
�
= 2� 4

p
.

Portanto,

B
2� 4

p

4 � kfk2 � kfkp :
Por outro lado, da motonocidade das normas do Lp [0; 1], temos que kfkp � kfk2. Logo

B
2� 4

p

4 � kfk2 � kfkp � kfk2 ,

isto é,

B
2� 4

p

4 �


X
n�m

anrn (t)


2

�


X
n�m

anrn (t)


p

�


X
n�m

anrn (t)


2

e, mais um vez, com os argumentos usados em (1.22), fazendo m!1; obtemos

B
2� 4

p

4 �
 1X
n=1

a2n

! 1
2

�
 Z 1

0

�����
1X
n=1

anrn (t)

�����
p

dt

! 1
p

�
 1X
n=1

a2n

! 1
2

.

O próximo resultado é devido a Orlicz (1933) e pode ser, de certa forma, considerado como
o precursor de resultados bem mais gerais da geometria dos espaços de Banach.
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Teorema 1.3.2 Se (fn)
1
n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável em L1 [0; 1], entãoP1

n=1 kfnk
2
1 <1.

Demonstração. Primeiro vamos demostrar o teorema para funções que assumem valores
reais. Como L1 [0; 1] é separável, pela demonstração do Teorema de Orlicz-Pettis, sabemos
que v : L1 [0; 1] �! l1 dado por

v (g) = (g (fn))
1
n=1

é um operador linear compacto (note que, como (fn)n é incondicionalmente somável, então
(g(fn))n é incondicionalmente somável em R, e portanto está em l1). Como (fn)

1
n=1 é sinal

somável, temos, para toda seqüência de sinais "n = �1;
1X
n=1

"nfn


1

= sup
g2BL1[0;1]

�����g
 1X
n=1

"nfn

!����� = sup
g2BL1[0;1]

�����g
 
lim
k!1

kX
n=1

"nfn

!����� (1.24)

= sup
g2BL1[0;1]

����� limk!1
g

 
kX

n=1

"nfn

!����� = sup
g2BL1[0;1]

����� limk!1

 
kX

n=1

"ng (fn)

!�����
= sup

g2BL1[0;1]

lim
k!1

�����
kX

n=1

"ng (fn)

�����
� sup

g2BL1[0;1]

lim
k!1

kX
n=1

jg (fn)j = sup
g2BL1[0;1]

1X
n=1

jg (fn)j = sup
g2BL1[0;1]

kv (g)k = kvk :

Note que para quaisquer b1; :::; bm > 0, pela Desigualdade de Hölder temos que

mX
n=1

jfn (s)j bn �
 

mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2
 

mX
n=1

b2n

! 1
2

:

Integrando termo a termo temos

mX
n=1

Z 1

0
jfn (s)j bnds �

 
mX
n=1

b2n

! 1
2 Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds:

Em particular, escolhendo bn =
R 1
0 jfn (s)j ds temos

mX
n=1

b2n �
 

mX
n=1

b2n

! 1
2 Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds:

Portanto,  
mX
n=1

b2n

! 1
2

�
Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds

e  
mX
n=1

�Z 1

0
jfn (s)j ds

�2! 1
2

�
Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds: (1.25)
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Agora, para todo m 2 N, podemos usar a Desigualdade de Khinchin e deduzir que

A1

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

�
Z 1

0

�����
mX
n=1

fn (s) rn (t)

����� dt
e conseqüentemente  

mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

� A�11

Z 1

0

�����
mX
n=1

fn (s) rn (t)

����� dt:
Integrando em relação a s temos

Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds � A�11

Z 1

0

 Z 1

0

�����
mX
n=1

fn (s) rn (t)

����� dt
!
ds:

Pela linearidade da integral (ou usando o Teorema de Fubini) trocamos a ordem de
integração na expressão anterior e obtemos

Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds � A�11

Z 1

0

 Z 1

0

�����
mX
n=1

fn (s) rn (t)

����� ds
!
dt

e Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds � A�11

Z 1

0


mX
n=1

fnrn (t)


1

dt:

Logo 
mX
n=1

kfnk21

! 1
2 (1.25)
�

Z 1

0

 
mX
n=1

jfn (s)j2
! 1

2

ds � A�11

Z 1

0


mX
n=1

fnrn (t)


1

dt: (1.26)

Como rn (t) = �1 para todo t fora do conjunto fk � 2�n : 0 � k � 2n e k; n 2 Ng, segue,
de (1.24) e (1.26), que  

mX
n=1

kfnk21

! 1
2

� A�11 kvk , ou ainda, 
mX
n=1

kfnk21

!
� A�21 kvk2 :

Então, Sm =
Pm

n=1 kfnk
2
1 é crescente e limitada em R, logo é convergente, isto é,

1X
n=1

kfnk21 = lim
m!1

Sm

existe (e é �nito), como queríamos. Já para o caso complexo, considere fn = pn + iqn onde
pn; qn são funções reais. Como fn 2 L1 [0; 1] então pn, qn 2 L1 [0; 1] : De fato, pn e qn são
mensuráveis e
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jpn (s)j �
p
p2n (s) + q

2
n (s) = jfn (s)j

jqn (s)j �
p
p2n (s) + q

2
n (s) = jfn (s)j :

Logo, integrando, temos Z 1

0
jpn (s)j ds �

Z 1

0
jfn (s)j ds <1Z 1

0
jqn (s)j ds �

Z 1

0
jfn (s)j ds <1:

Agora, considerando a seqüência Sn =
Pn

k=1 "kpk; com "k = �1, temos que

n > m) kSn � Smk =


nX
k=m+1

"kpk


1

�


nX
k=m+1

"kpk + i

 
nX

k=m+1

"kqk

!
1

=


nX

k=m+1

"k (pk + iqk)


1

=


nX

k=m+1

"kfk


1

:

Como (fn)
1
n=1 é uma seqüência incondicionalmente somável em L1 [0; 1] ; segue que Tn =Pn

k=1 "kfk é de Cauchy. Logo (Sn)
1
n=1 é de Cauchy e, portanto, convergente. Portanto (pn)

1
n=1

é sinal somável em L1 [0; 1]. Pelo Teorema 1.1.2, segue que (pn)
1
n=1 é incondicionalmente

somável em L1 [0; 1] : Da mesma forma, (qn)
1
n=1 é incondicionalmente somável em L1 [0; 1].

Pelo caso real, segue que

1X
n=1

kpnk21 <1 e
1X
n=1

kqnk21 <1: (1.27)

Logo

mX
n=1

kfnk21 =
mX
n=1

kpn + iqnk21

�
mX
n=1

(kpnk1 + kqnk1)
2

=
mX
n=1

�
kpnk21 + 2 kpnk1 kqnk1 + kqnk

2
1

�
Hölder
�

mX
n=1

kpnk21 + 2
 

mX
n=1

kpnk21

! 1
2
 

mX
n=1

kqnk21

! 1
2

+

mX
n=1

kqnk21 :

Fazendo m!1; temos, por (1.27), que
P1

n=1 kfnk
2
1 converge.
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De�nição 1.3.3 Em Lp[0; 1], de�nimos o subespaço

Radp = < r1; r2; ::: >;

isto é, Radp é o subespaço de Lp[0; 1] de�nido pelo fecho do subespaço gerado pelas funções
de Rademacher.

É importante perceber que a seqüência das funções de Rademacher (rn)1n=1 é uma base de
Schauder para Radp: Para isso, precisamos de alguma terminologia e resultados auxiliares.

De�nição 1.3.4 Uma seqüência (ek)1k=1 em um espaço de Banach E é dita seqüência básica
se ela for uma base de Schauder para < e1; e2; ::: >:

Usando a terminologia da de�nição anterior, queremos, precisamente, garantir que (rn)1n=1
é uma seqüência básica para Radp: Para isso, o seguinte resultado é fundamental (para uma
demonstração, veja [1, Proposition 1.1.9]):

Teorema 1.3.5 (Critério de Grunblum) Uma seqüência (ek)1k=1 de vetores não nulos em
um espaço de Banach E é básica se, e somente se, existe uma constante positiva K tal que mP

k=1

akek

 � K

 nP
k=1

akek

 (1.28)

para toda seqüência de escalares (ak) e quaisquer inteiros m;n, com m � n:

O Princípio da Contração (veja [16, 12.2]) garante que, se 1 � p <1, a seqüência (rn)1n=1
satisfaz (1.28) e, portanto, (rn)1n=1 é uma seqüência básica de Radp: Assim, todo vetor de
Radp é expresso, de modo único, sob a forma

1P
k=1

akrk:

Uma conseqüência da Desigualdade de Khinchin é que, para 1 � p <1, Radp é isomorfo
a l2, como veremos a seguir.

Teorema 1.3.6 Para 1 � p <1, Radp é isomorfo ao l2.

Demonstração. Seja f : l2 �! Radp de�nida por f ((an)1n=1) =
P

n anrn. Note que
a Desigualdade de Khinchin garante que f está bem de�nida e também garante que seP

n anrn 2 Radp, então (an)1n=1 2 l2: Logo f é sobrejetiva. Por de�nição, temos que f é
linear. Note que f é injetiva, pois

f ((an)
1
n=1) = f ((bn)

1
n=1))

X
n

anrn =
X
n

bnrn;

e como frj ; j 2 Ng é uma base de Schauder de Radp, segue que (an)1n=1 = (bn)
1
n=1.

Pela Desigualdade de Khinchin, existem constantes Ap e Bp tais que

Ap

 1X
n=1

janj2
! 1

2

�

1X
n=1

anrn


p

� Bp

 1X
n=1

janj2
! 1

2

,

e concluimos que f e f�1são contínuas.
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Capítulo 2

Operadores lineares absolutamente
(p; q)-somantes

2.1 Operadores absolutamente somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes foi inspirada nos trabalhos de Alexandre
Grothendieck na década de 50. Mas foi somente em 1967 que Albrecht Pietsch, trabalhando
de forma independente com estes tipos de operadores, estabeleceu muitas de suas propriedades.
A partir de então outros matemáticos voltaram-se a estudar esta teoria, contribuindo para seu
rápido desenvolvimento. Dentre os vários trabalhos da década de 60 e 70 relacionados ao tema,
podemos destacar o memorável trabalho de Joram Lindenstrauss e Aleksander Pe÷czyński [24]
publicado em 1968, que contém muitos resultados (hoje clássicos) da teoria, e que, ainda hoje,
inspiram novos trabalhos e ajudam a delinear a direção que futuras pesquisas devem seguir.

O resultado central da teoria de operadores absolutamente somantes é o Teorema de
Grothendieck (que demonstraremos na próxima seção), que a�rma que todo operador linear
de l1 em l2 é absolutamente somante.

2.2 A Desigualdade e o Teorema de Grothendieck

2.2.1 A Desigualdade de Grothendieck

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Grothendieck) Existe uma constante positiva KG tal
que, para todo espaço de Hilbert H, todo n 2 N, toda matriz (aij)n�n e quaisquer x1; :::; xn;
y1; :::; yn na bola unitária de H, vale a seguinte desigualdade:������

X
i;j

aijhxi; yji

������ � KG sup

8<:
������
X
i;j

aijsitj

������ : jsij ; jtj j � 1
9=; : (2.1)

Demonstração. Primeiro provaremos o caso real. Para isso, assumiremos que xi; yi, com
i = 1; :::; n, estão em um espaço de Hilbert de dimensão n. Como todos os espaços de Hilbert
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de mesma dimensão são isometricamente isomorfos, �camos livres para escolher qualquer
espaço de Hilbert de dimensão n. Tomemos H = hr1; :::; rni; subespaço do L2 [0; 1] ; onde
r1; :::; rn são as n primeiras funções de Rademacher. Assim os vetores x1; :::; xn; y1; :::; yn são
da forma

xi (t) =
nX
j=1

xijrj (t) e yi (t) =
nX
j=1

yijrj (t) para todo t 2 [0; 1] :

Para toda função x, de�na

x (t) =

�
min fx (t) ; 1g ; se x (t) � 0
max fx (t) ;�1g ; se x (t) < 0:

Note que kxk � 1. De�nindo

� = sup

8<:
������
X
i;j

aijsitj

������ : jsij ; jtj j � 1
9=; ;

temos

������
X
i;j

aijhxi; yji

������ =
������
X
i;j

aij

Z 1

0
xi (t) yj (t) dt

������ �
Z 1

0

������
X
i;j

aijxi (t) yj (t)

������ dt � �: (2.2)

Agora, se x (t) 6= x (t) ; temos

� Para x (t) � 0;

x (t) = 1 < x (t) : Logo,

jx (t)� x (t)j = jx (t)� 1j = x (t)� 1 = jx (t)j � 1:

� Para x (t) < 0;

x (t) = �1 > x (t) : Logo,

jx (t)� x (t)j = jx (t) + 1j = � (x (t) + 1) = �x (t)� 1 = jx (t)j � 1:

Então, concluímos que jx (t)� x (t)j = jx (t)j � 1. Note também que, dado � 2 R, temos
�� 1 � �2=4. Portanto, temos

jx (t)� x (t)j = jx (t)j � 1 � x (t)2

4
(2.3)

para todo t 2 [0; 1]. Observe que (2.3) também vale quando x (t) = x (t). Assim, concluímos
que (2.3) vale para toda função x e para todo t 2 [0; 1]. Agora, suponha que x =

Pn
i=1 bjrj
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com kxk � 1. Então, usando a ortogonalidade das funções de Rademacher, temos

kx� xk22 =
Z 1

0
jx (t)� x (t)j2 dt

(2.3)
� 1

16

Z 1

0
x (t)4 dt (2.4)

=
1

16

24Z 1

0

0@X
i�n

biri (t)

1A0@X
j�n

bjrj (t)

1A0@X
l�n

blrl (t)

1A0@X
k�n

bkrk (t)

1A dt

35
=
1

16

24 X
i;j;l;k�n

bibjblbk

Z 1

0
ri (t) rj (t) rl (t) rk (t) dt

35

=
1

16

2664X
i=j

l=k

bibjblbk +
X
i=l
j=k

bibjblbk +
X
i=k
j=l

bibjblbk � 2
X
i�m

b4i

3775
� 3

16

 
nX
i=1

b2i

!2
=
3

16
kxk42 �

3

16
:

Portanto kxi � xik2 ; kyi � yik2 �
p
3=4 para cada i. Seja

e� = sup
8<:
������
X
i;j

aijhzi; wji

������ : kzik ; kwjk � 1
9=; :

Então, usando (2.2) e lembrando que kxik � 1 e kyjk � 1, temos������
X
i;j

aijhxi; yji

������ �
������
X
i;j

aijhxi; yji

������+
������
X
i;j

aijhxi � xi; yji

������+
������
X
i;j

aijhxi; yj � yji

������
� �+

p
3

4

������
X
i;j

aijh
xi � xip
3=4

; yji

������+
p
3

4

������
X
i;j

aijhxi;
yj � yjp
3=4

i

������
� �+

p
3

4
e�+ p3

4
e�:

Logo ������
X
i;j

aijhxi; yji

������ � �+

p
3

2
e�

para quaisquer x1; :::; xn; y1; :::; yn na bola unitrária de H. Portanto, tomando o sup, temos

e� � �+

p
3

2
e�;

e daí e� � 2

2�
p
3
�;
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provando (2.1) com KG = 2
2�
p
3
. O caso complexo é conseqüência do caso real. De fato,

consideremos H = ln2 (C) e (ajk)
n
j;k=1 uma matriz de complexos. Sejam x1; :::; xn; y1; :::; yn

vetores na bola unitária de H denotados da seguinte forma:

xk =
�
x1rk + ix

2
rk

�n
r=1

yj =
�
y1rj + iy

2
rj

�n
r=1

:

Denotaremos
�
x1rk
�n
r=1

= x1k;
�
x2rk
�n
r=1

= x2k;
�
y1rj

�n
r=1

= y1j e
�
y2rj

�n
r=1

= y2j . Note que

xsk; y
s
j 2 Bln2 (R) para s = 1; 2 e j; k 2 f1; :::; ng: Conseqüentemente,������

nX
j;k=1

ajkhxk; yji

������ =
������

nX
j;k=1

ajk
�
hx1k; y1j i � ihx1k; y2j i+ ihx2k; y1j i+ hx2k; y2j i

�������
�

������
nX

j;k=1

ajkhx1k; y1j i

������+
������

nX
j;k=1

ajkhx1k; y2j i

������+
������

nX
j;k=1

ajkhx2k; y1j i

������+
������

nX
j;k=1

ajkhx2k; y2j i

������ :
Tomando ajk = cjk + idjk, segue que������

nX
j;k=1

ajkhxk; yji

������ �
������

nX
j;k=1

cjkhx1k; y1j i

������+
������

nX
j;k=1

djkhx1k; y1j i

������+ � � �
+

������
nX

j;k=1

cjkhx2k; y2j i

������+
������

nX
j;k=1

djkhx2k; y2j i

������
e, usando a Desigualdade de Grothendieck para o caso real com H = ln2 (R) ; temos������

nX
j;k=1

ajkhxk; yji

������ � 4KG sup
jskj;jtj j�1

em R

������
nX

j;k=1

cjksktj

������+ 4KG sup
jskj;jtj j�1

em R

������
nX

j;k=1

djksktj

������
� 4KG sup

jskj;jtj j�1
em R

������
nX

j;k=1

ajksktj

������+ 4KG sup
jskj;jtj j�1

em R

������
nX

j;k=1

ajksktj

������
� 4KG sup

jskj;jtj j�1
em C

������
nX

j;k=1

ajksktj

������+ 4KG sup
jskj;jtj j�1

em C

������
nX

j;k=1

ajksktj

������
= 8KG sup

jskj;jtj j�1
em C

������
nX

j;k=1

ajksktj

������ :

Observação 2.2.2 Deve �car entendido que KG denota a menor constante que satisfaz
a Desigualdade de Grothendieck. Por motivos óbvios, KG é chamada de constante de
Grothendieck. A rigor, temos duas constantes de Grothendieck: uma para o caso real e outra
para o caso complexo.
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Pelo que foi provado no Teorema 2.2.1, a constante de Grothendieck para o caso complexo
é menor do que oito vezes a constante de Grothendieck para o caso real. A seguir, daremos
uma estimativa melhor para a constante de Grothendieck no caso complexo. Precisamente,
provaremos que a constante de Grothendieck para o caso complexo é menor ou igual ao dobro
da constante de Grothendieck real. A essência dessa demonstração foi retirada de notas de
aula do Prof. Jorge Mujica.

Seja H um espaço de Hilbert complexo. Então, existe � tal que H é isometricamente
isomorfo ao espaço

l2 (�;C) =

8<:(z�) 2 C�; k(z�)k =
 X
�2�

jz�j2
! 1

2

<1

9=;
e, portanto, podemos supor H = l2 (�;C) :

Considere o espaço de Hilbert real

l2
�
�;R2

�
=

8<:(x�; y�) 2 �R2�� ; k(x�; y�)k =
 X
�2�

�
x2� + y

2
�

�! 1
2

<1

9=; :

Para cada z� 2 C, escrevemos z� = x� + iy�; com x�; y� 2 R. A aplicação

J : l2 (�;C) �! l2
�
�;R2

�
(z�) 7! J ((z�)) = (x�; y�)

é R-linear, bijetiva e
kJ ((z�))k = k(z�)k :

Dados (z�) = (x� + iy�) 2 l2 (�;C) e c = a+ ib 2 C, temos que

c (z�) = a (z�) + b (iz�)

e portanto
J (c (z�)) = a (x�; y�) + b (�y�; x�) :

O seguinte lema será útil para a obtenção da estimativa da constante de Grothendieck no
caso complexo:

Lema 2.2.3 Se E é um espaço de Hilbert (real ou complexo) e (cjk)
n
j;k=1 é uma matriz em

K, então

sup

8<:
������

nX
j;k=1

cjk hzj ; wki

������ ; zj ; wk 2 BE
9=; = sup

8<:
nX
k=1


nX
j=1

cjkzj

 ; zj 2 BE
9=; :
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Demonstração. De�na

(cjk)nj;k=1E;n = sup
8<:
������

nX
j;k=1

cjk hzj ; wki

������ ; zj ; wk 2 BE
9=; :

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos������
nX

j;k=1

cjk hzj ; wki

������ =
������
nX
k=1

*
nX
j=1

cjkzj ; wk

+������ �
nX
k=1


nX
j=1

cjkzj


para quaisquer zj ; wk 2 BE . Logo

(cjk)nj;k=1E;n � sup
8<:

nX
k=1


nX
j=1

cjkzj

 ; zj 2 BE
9=; :

Para provar a outra desigualdade notemos que, pelo Teorema de Hahn-Banach e pelo Teorema
de Representação de Riesz, para cada k = 1; :::; n; existe wk 2 BE tal que

nX
j=1

cjkzj

 =
*

nX
j=1

cjkzj ; wk

+
=

nX
j=1

cjk hzj ; wki :

Logo ������
nX

j;k=1

cjk hzj ; wki

������ �
nX
k=1

nX
j=1

cjk hzj ; wki =
nX
k=1


nX
j=1

cjkzj


e portanto (cjk)nj;k=1E;n � sup

8<:
nX
k=1


nX
j=1

cjkzj

 ; zj 2 BE
9=; :

A seguir, cjk = ajk + ibjk e usaremos também a notação usada na demonstração do lema
anterior. Pelo lema, temos:
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(cjk)nj;k=1H;n = sup
8<:
������

nX
j;k=1

cjk hzj ; wki

������ ; zj ; wk 2 BH
9=;

Lema
= sup

8<:
nX
k=1


nX
j=1

cjk

�
z
(j)
�

�
H

;
�z(j)� �

H
� 1

9=;
= sup

8><>:
nX
k=1

J
0@ nX
j=1

cjk

�
z
(j)
�

�1A
l2(�;R2)

;
J ��z(j)� ��

l2(�;R2)
� 1

9>=>;
= sup

8><>:
nX
k=1


nX
j=1

J
�
cjk

�
z
(j)
�

��
l2(�;R2)

;
J ��z(j)� ��

l2(�;R2)
� 1

9>=>;
= sup

8><>:
Pn

k=1

Pn
j=1

�
ajk

�
x
(j)
� ; y

(j)
�

�
+ bjk

�
�y(j)� ; x

(j)
�

��
l2(�;R2)

;
�x(j)� ; y

(j)
�

�
l2(�;R2)

� 1

9>=>;
� sup

8><>:
nX
k=1


nX
j=1

ajk

�
x
(j)
� ; y

(j)
�

�
l2(�;R2)

;
�x(j)� ; y

(j)
�

�
l2(�;R2)

� 1

9>=>;
+ sup

8><>:
nX
k=1


nX
j=1

bjk

�
�y(j)� ; x

(j)
�

�
l2(�;R2)

;
��y(j)� ; x

(j)
�

�
l2(�;R2)

� 1

9>=>;
Lema
= sup

8<:
������

nX
j;k=1

ajk hj ; �ki

������ ; j ; �k 2 Bl2(�;R2)
9=;

+ sup

8<:
������

nX
j;k=1

bjk hj ; �ki

������ ; j ; �k 2 Bl2(�;R2)
9=; :
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Usando Desigualdade de Grothendieck para o caso real, segue que

(cjk)nj;k=1H;n � KG sup

8<:
������

nX
j;k=1

ajksjtk

������ ; sj ; tk 2 [�1; 1]
9=;

+KG sup

8<:
������

nX
j;k=1

bjksjtk

������ ; sj ; tk 2 [�1; 1]
9=;

(A9)
= KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

ajksj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

+KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

bjksj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=; :

Usando as identidades �
2as = (a+ ib) s+ (a� ib) s
2ibs = (a+ ib) s� (a� ib) s;
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segue que

(cjk)nj;k=1H;n � 1

2
KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������+
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk � ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

+
1

2
KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������+
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk � ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

= KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������+
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk � ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

� KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

+KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk � ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

= KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

+KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

(ajk + ibjk) sj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

= 2KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

cjksj

������ ; sj 2 [�1; 1]
9=;

� 2KG sup

8<:
nX
k=1

������
nX
j=1

cjksj

������ ; sj 2 BC
9=;

(A9)
= 2KG sup

8<:
������

nX
j;k=1

cjksjtk

������ ; sj ; tk 2 BC
9=; :

Observação 2.2.4 A estimativa anterior ainda não é boa. Atualmente, sabe-se que�
1; 571 � �

2 � KR
G � �

2 sinh�1 1
� 1; 782

1; 338 � KC
G � 1; 405;

onde KR
G e KC

G denotam as constantes de Grothendieck real e complexa, respectivamente.
Para mais detalhes, veja [16, pág. 29].

2.2.2 O Teorema de Grothendieck

De�nição 2.2.5 Um operador linear contínuo u : X �! Y é absolutamente somante se u
leva seqüências incondicionamente somáveis em seqüências absolutamente somáveis.
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Teorema 2.2.6 (Grothendieck) Todo operador linear contínuo u : l1 �! l2 é
absolutamente somante.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, kuk � 1. Seja (xn)
1
n=1 uma

seqüência incondicionamente somável em l1. Logo, pelo Teorema 1.1.4,
P

n "nxn converge
em l1 para toda seqüência j"nj � 1: Seja v : l1 �! l1 tal que v (f) = (f (xn))

1
n=1 (visto no

Teorema de Orlicz-Pettis). Note que como (xn)n é uma seqüência incondicionalmente somável,
segue que (f(xn))n é uma seqüência incondicionalmente somável de escalares. Portanto,
(f (xn))

1
n=1 2 l1 e v está bem de�nido. Note ainda que
1X
n=1

"nxn


1

= sup
f2Bl1

�����f
 1X
n=1

"nxn

!����� = sup
f2Bl1

�����f
 
lim
k!1

kX
n=1

"nxn

!����� (2.5)

= sup
f2Bl1

����� limk!1
f

 
kX

n=1

"nxn

!����� = sup
f2Bl1

����� limk!1

 
kX

n=1

"nf (xn)

!�����
= sup

f2Bl1
lim
k!1

�����
kX

n=1

"nf (xn)

�����
� sup

f2Bl1
lim
k!1

kX
n=1

jf (xn)j = sup
f2Bl1

1X
n=1

jf (xn)j = sup
f2Bl1

kv (f)k = kvk :

Queremos mostrar que
P

n kuxnk2 converge. Sejam m 2 N e � > 0. Escolha n � m
e y1; :::; ym 2 ln1 � l1 tais que kxi � yik � �=2i para 1 � i � m. Se n > m, tome
ym+1 = � � � = yn = 0. Para cada i, escreva yi =

Pn
j=1 aijej , onde ej são os vetores unitários

coordenados em ln1 : Logo
nX
i=1

kuyik2 =
nX
i=1


nX
j=1

aijuej


2

: (2.6)

Por Hahn-Banach, existe 'i 2 (ln2 )
0 com k'ik = 1 tal que

nX
j=1

aijuej


2

= 'i

0@ nX
j=1

aijuej

1A :

Pelo Teorema de Riesz-Fréchet, existe um único zi 2 ln2 , com kzik = k'ik = 1, tal que
nX
j=1

aijuej


2

= 'i

0@ nX
j=1

aijuej

1A = h
nX
j=1

aijuej ; zii: (2.7)

De (2.6) e (2.7), temos

nX
i=1

kuyik2 =
nX
i=1

nX
j=1

aijhuej ; zii: (2.8)
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Dados j"ij � 1; i = 1; :::; n; temos
nX
i=1

"iyi


1

=


nX
i=1

"i

0@ nX
j=1

aijej

1A
1

=


nX
j=1

 
nX
i=1

aij"i

!
ej


1

=

nX
j=1

�����
nX
i=1

aij"i

����� (2.9)

(A9)
= sup

8<:
������
nX

i;j=1

aij"i"
0
j

������ : ��"0j�� � 1
9=; :

Logo

sup

(
nX
i=1

"iyi


1

; j"ij � 1
)
= sup

8<:
������
nX

i;j=1

aij"i"
0
j

������ : j"ij � 1; ��"0j�� � 1
9=; (2.10)

Note que

kuxik2 � kuyik2 � kuxi � uyik2 � kuk kxi � yik1 �
�

2i
; i = 1; :::;m:

Logo

mX
i=1

kuxik2 �
mX
i=1

kuyik2 + �
mX
i=1

1

2i

�
nX
i=1

kuyik2 + �

(2.8)
=

nX
i=1

nX
j=1

aijhuej ; zii+ �:

Sendo

e� = sup
8<:
������
nX

i;j=1

aijh�i; ji

������ : k�ik ; kjk � 1
9=; ;

e percebendo que kueik � kuk keik = 1, temos
mX
i=1

kuxik2 � e�+ � (2.11)

� KG sup

8<:
������
nX

i;j=1

aij"i"
0
j

������ : j"ij ; ��"0j�� � 1
9=;+ �

(2.10)
= KG sup

(
nX
i=1

"iyi


1

: j"ij � 1
)
+ �:
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Agora, vejamos o seguinte:
nX
i=1

"iyi


1

=


mX
i=1

"iyi


1

=


mX
i=1

"i (yi � xi) +
mX
i=1

"ixi


1

(2.12)

�
mX
i=1

kyi � xik1 +

mX
i=1

"ixi


1

� �

mX
i=1

1

2i
+


mX
i=1

"ixi


1

� � +


mX
i=1

"ixi


1

;

e portanto, de (2.11) e (2.12), temos

mX
i=1

kuxik2 � KG sup

(
� +


mX
i=1

"ixi


1

: j"ij � 1
)
+ �

= KG sup

(
mX
i=1

"ixi


1

: j"ij � 1
)
+KG� + �:

Por (2.5), segue que
mX
i=1

kuxik2 � KG kvk+ (KG + 1) �:

Como � > 0 é arbitrário, obtemos

mX
i=1

kuxik2 � KG kvk :

Portanto, como KG kvk independe de m, segue que
P1

i=1 kuxik2 converge.

2.3 Operadores absolutamente (p; q)-somantes

De�nição 2.3.1 Sejam 1 � p � 1 e X um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)
1
n=1 em

X é fortemente p-somável se a seqüência de escalares correspondente (kxnk)1n=1 estiver em
lp:

Denotamos por lp (X) o espaço vetorial de todas as seqüências fortemente p-somáveis em
X: Em lp (X) de�nimos

k(xn)1n=1kp :=
 1X
n=1

kxnkp
! 1

p

:

Se p =1 de�nimos

l1 (X) :=

�
(xn)

1
n=1 2 X

N; sup
n
kxnk <1

�
k(xn)1n=1k1 := sup

n
kxnk :
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Proposição 2.3.2 Se 1 � p � 1;
�
lp (X) ; k�kp

�
é um espaço de Banach.

Demonstração. Faremos o caso p <1: O caso p =1 é análogo.

Seja
�
x(k)

�1
k=1

uma seqüência de Cauchy em lp (X) ; logo x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; x

(k)
3 ; : : :

�
2

lp (X) : Com isso, dado " > 0, existe N 2 N tal que

k; k0 � N )
 1X
n=1

x(k)n � x(k0)n

p! 1
p

=
x(k) � x(k0)

p
< ":

Logo, para cada n 2 N, temos

k; k0 � N )
x(k)n � x(k0)n

 < "

e, portanto,
�
x
(k)
n

�1
k=1

são todas seqüências de Cauchy em X; e conseqüentemente

convergentes. Digamos que
�
x
(k)
n

�1
k=1

convirja para xn; e seja x = (xn)
1
n=1 : Vamos mostrar

que x 2 lp (X) : Para cada m natural, temos

k; k0 � N )
 

mX
n=1

x(k)n � x(k0)n

p! 1
p

< ":

Fazendo k0 !1, obtemos

k � N )
 

mX
n=1

x(k)n � xn
p! 1

p

� ":

Fazendo agora m!1; temos x(k) � x
p
< " (2.13)

para todo k � N: Logo

x(N) � x =
�
x(N)n � xn

�1
n=1

2 lp (X) :

Como x(N) 2 lp (X) (que é um espaço vetorial), segue que

x = x(N) �
�
x(N) � x

�
=
�
x(N)n

�1
n=1

�
�
x(N)n � xn

�1
n=1

2 lp (X) ;

e de (2.13) temos limk!1 x(k) = x. Portanto lp (X) é de Banach.

Em lp (X) as seqüências (x1; x2; ; : : : ; xn; 0; 0; : : :) serão identi�cadas com as seqüências
�nitas (x1; x2; ; : : : ; xn). O conjunto formado por essas seqüências forma um subespaço denso
em lp (X). De fato, dados " > 0 e x = (xn)

1
n=1 2 lp (X), existe N 2 N tal que 1X

n=N+1

kxnkp
! 1

p

< ":
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Agora é só escolher a seqüência �nita x0 = (x1; x2; ; : : : ; xN ) ; e daí

x� x0
p
=

 1X
n=N+1

kxnkp
! 1

p

< ":

De�nição 2.3.3 Sejam 1 � p � 1 e X um espaço de Banach. Uma seqüência (xn)
1
n=1 em

X é fracamente p-somável se a seqüência de escalares (' (xn))
1
n=1 estiver em lp para todo

' 2 X 0:

Denotamos por lp;w (X) o conjunto de todas as seqüências fracamente p-somáveis.
Veremos, a seguir, que uma norma natural em lp;w(X) é dada por

k(xn)1n=1kp;w := sup
'2BX0

 1X
n=1

j' (xn)jp
! 1

p

: (2.14)

Se p =1; de�nimos
k(xn)1n=1k1;w = sup

'2BX0
k(' (xn))1n=1k1 :

Mais adiante mostraremos que l1;w (X) = l1 (X) :
Note que não é imediato que o sup em (2.14) seja �nito.

Proposição 2.3.4
�
lp;w (X) ; k�kp;w

�
é um espaço de Banach, para todo p, 1 � p � 1.

Demonstração. Primeiro mostraremos o resultado para 1 � p < 1: Antes de mais nada
mostremos que essa norma está bem de�nida, e para isso usaremos o Teorema do Grá�co
Fechado (TGF). Seja x = (xn)

1
n=1 2 lp;w (X) e associamos a x a função

u : X 0 �! lp

u (') = (' (xn))
1
n=1 :

É claro que u está bem de�nida e é linear. Suponha que�
'k ! ' 2 X 0

u('k)! z0 2 lp

Vamos mostrar que z0 = u('): Como u('k)! z0, temos

lim
k!1

('k (xn))
1
n=1 = z0 = (zj)

1
j=1;

e portanto
lim
k!1

'k (xn) = zn

para todo n natural. Como 'k ! ', temos

lim
k!1

'k (xn) = '(xn)

e conseqüentemente
zn = '(xn)
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para todo n: Logo z0 = u(') e o TGF garante que u é limitado. A limitação de u garante que

sup
'2BX0

 1X
n=1

j' (xn)jp
! 1

p

<1:

As propriedades de norma são facilmente veri�cadas. Agora, só nos resta provar a
completude. Seja

�
x(k)

�1
k=1

uma seqüência de Cauchy em lp;w (X) : Note que, para cada

k, temos x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; x

(k)
3 ; : : :

�
2 lp;w (X) : Como

�
x(k)

�1
k=1

é uma seqüência de Cauchy,

dado " > 0, existe N 2 N tal que

k; k0 � N )
x(k) � x(k0)

p;w
< ":

Com isso, dado ' 2 BX0 , temos

k; k0 � N )
1X
n=1

���'�x(k)n � x(k0)n

����p < "p (2.15)

e, como cada termo dessa série é dominado por "p, segue que (para todo n);

k; k0 � N )
x(k)n � x(k0)n

 = sup
'2BX0

���'�x(k)n � x(k0)n

���� � ":

Portanto, para cada n,
�
x
(k)
n

�1
k=1

é uma seqüência de Cauchy em X; e conseqüentemente

convergente. Denotaremos por xn o limite de
�
x
(k)
n

�1
k=1

; e seja x = (xn)
1
n=1 : Vamos mostrar

que x 2 lp;w (X) : De fato, usando o mesmo artifício usado na demonstração da Proposição
2.3.2, fazendo k0 !1 em (2.15), obtemos

k � N )
1X
n=1

���'�x(k)n � xn
����p � "p; para todo ' 2 BX0 :

Isso nos permite concluir que x� x(N) 2 lp;w (X). Logo,

x =
�
x� x(N)

�
+ x(N) 2 lp;w (X) :

Além disso,

k � N )
x(k) � x

p;w
� ";

ou seja, limk!1 x(k) = x. Portanto, lp;w (X) é espaço de Banach.
O caso p = 1 é bem particular. Seja (xn)

1
n=1 uma seqüência limitada num espaço de

Banach X: Temos

k(xn)1n=1k1 = sup
n
kxnk = sup

n
sup
'2BX0

k' (xn)k

= sup
'2BX0

sup
n
k' (xn)k

= sup
'2BX0

k(' (xn))1n=1k1

= k(xn)1n=1k1;w :
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Em outras palavras, os espaços l1 (X) e l1;w (X) são idênticos.

Denotaremos por c0 (X) o subespaço de l1 (X) formado pelas seqüências (xn)
1
n=1 em X

com
lim
n!1

kxnk = 0:

O símbolo c0;w (X) denotará o subespaço de l1 (X) formado pelas seqüências (xn)
1
n=1 em X

com
lim
n!1

' (xn) = 0

para todo ' 2 BX0 : Note que c0 (X) e c0;w (X) são ambos fechados. Provaremos que c0 (X) é
fechado. Seja

�
x(k)

�1
k=1

uma seqüência em c0 (X) que converge para x = (xn)
1
n=1 : Logo, dado

" > 0; existe k0 2 N tal que

k � k0 ) sup
n

x(k)n � xn
 = x(k) � x

1
<
"

2
:

Então, para todo k � k0 e todo n 2 N, temosx(k)n � xn
 < "

2
:

E, como x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; x

(k)
3 ; : : :

�
2 c0 (X), existe N 2 N tal que

x(k0)n

 < "
2 para todo

n � N: Logo,

n � N ) kxnk =
xn � x(k0)n + x(k0)n

 � xn � x(k0)n

+ x(k0)n

 < "

2
+
"

2
= ":

Logo limn!1 kxnk = 0 e, portanto, x 2 c0 (X) : Com os mesmos argumentos mostra-se que
c0;w (X) é fechado.

Se u : X ! Y é um operador linear limitado entre espaços de Banach, a correspondência

(xn)
1
n=1 ! (uxn)

1
n=1

sempre induz um operador linear limitado ûs : lp (X) ! lp (Y ), como também um operador
linear limitado ûw : lp;w (X)! lp;w (Y ) : E, em ambos os casos, kûpk = kûwk = kuk : De fato,
se ûs : lp (X)! lp (Y ) ; temos

kûsk = sup
k(xn)1n=1kp�1

 1X
n=1

kuxnkp
! 1

p

= sup
k(xn)1n=1kp�1

kuk
 1X
n=1

kxnkp
! 1

p

� kuk

e
kuk = sup

kxk�1
kuxk = sup

k(yn)1n=1=(x;0;0;:::)kp�1
kûs ((yn)1n=1)kp � kû

sk :

Logo, kûsk = kuk : Com raciocínio similar é fácil mostrar que kûwk = kuk :

Observação 2.3.5 lp (X) � lp;w (X) : De fato, se (xn)
1
n=1 2 lp (X) ; então

k(xn)1n=1kp;w = sup
'2BX0

0@ 1X
j=1

j' (xj)jp
1A 1

p

� sup
'2BX0

0@ 1X
j=1

k'kp kxjkp
1A 1

p

=

0@ 1X
j=1

kxjkp
1A 1

p

= k(xn)1n=1kp :
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Se 1 � p <1, muitas vezes é útil trabalhar com o espaço

lp;u (X) =

�
(xj)

1
j=1 2 lp;w (X) ; limn!1

(xj)1j=np;w = 0
�
:

A proposição a seguir garante que lp;u (X) é espaço de Banach, se 1 � p <1:

Proposição 2.3.6 lp;u (X) é um subespaço fechado de lp;w (X) :

Demonstração. Sejam (xj)
1
j=1 ; (yj)

1
j=1 2 lp;u (X) e � 2 R: Então,

lim
n!1

(xj)1j=n + � (yj)1j=np;w = 0: (2.16)

Com efeito,

0 �
(xj)1j=n + � (yj)1j=np;w � (xj)1j=np;w + j�j(yj)1j=np;w

e, fazendo n!1, temos (2.16).
Logo,

(xj)
1
j=1 + � (yj)

1
j=1 2 lp;u (X)

e portanto lp;u (X) é um subespaço de lp;w (X) :
Seja

�
x(k)

�1
k=1

uma seqüência em lp;u (X) : Então, para cada k, temos que

limn!1

�x(k)j �1j=n

p;w

= 0; isto é, dado " > 0 existe n(k)0 2 N tal que

n � n
(k)
0 )

�x(k)j �1j=n

p;w

<
"

2
: (2.17)

Suponhamos que x(k) ! x = (xj)
1
j=1 em lp;w (X) ; ou seja, existe k0 2 N tal que

k � k0 ) sup
'2BX0

0@ 1X
j=1

���'�x(k)j � xj
����p
1A 1

p

=
x(k)j � xj


p;w

<
"

2
:

Por maior razão, para todo n 2 N temos

k � k0 ) sup
'2BX0

0@ 1X
j=n

���'�x(k)j � xj
����p
1A 1

p

=

�x(k)j �1j=n � (xj)1j=n

p;w

<
"

2
: (2.18)

Note que (xj)1j=np;w =
(xj)1j=n � �x(k0)j

�1
j=n

+
�
x
(k0)
j

�1
j=n


p;w

(2.19)

�
(xj)1j=n � �x(k0)j

�1
j=n


p;w

+

�x(k0)j

�1
j=n


p;w
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e, por (2.17) e (2.18), segue que

n � n
(k0)
0 )

(xj)1j=np;w < "

2
+
"

2
= ";

ou seja, x = (xj)
1
j=1 2 lp;u (X) : Portanto lp;u (X) é fechado.

O próximo resultado mostra que as seqüências incondicionalmente somáveis em X são
precisamente as seqüências pertencentes a l1;u (X) : Por essa razão, alguns autores chamam
as seqüências de lp;u (X) de incondicionalmente p-somáveis. Antes de enunciar o resultado,
demonstraremos um lema técnico:

Lema 2.3.7 Se (�n)
1
n=1 é uma seqüência de escalares tal que�����X

n2M
�n

����� � 1
para todo conjunto �nito M � N, então

1X
n=1

j�nj � 4:

Demonstração. Para todo k 2 N temos

kX
n=1

j�nj �
kX

n=1

jRe (�n)j+
kX

n=1

jIm (�n)j

=
X

n2M+
Re

Re (�n) +
X

n2M�
Re

(�Re (�n)) +
X

n2M+
Im

Im (�n) +
X

n2M�
Im

(� Im (�n)) ;

com

M+
Re = fn 2 f1; : : : ; kg; Re (�n) > 0g ;

M�
Re = fn 2 f1; : : : ; kg; Re (�n) < 0g ;

M+
Im = fn 2 f1; : : : ; kg; Im (�n) > 0g e

M�
Im = fn 2 f1; : : : ; kg; Im (�n) < 0g :

Como, por hipótese, �����X
n2M

�n

����� � 1
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para qualquer M �nito, escolhendo M =M+
Re;M

�
Re;M

+
Im e M

�
Im, obtemos8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

������ Pn2M+
Re

Re (�n)

������ =
������Re

0@ P
n2M+

Re

�n

1A������ �
������ Pn2M+

Re

�n

������ � 1;������ Pn2M�
Re

(�Re (�n))

������ =
������Re

0@ P
n2M�

Re

�n

1A������ �
������ Pn2M+

Re

�n

������ � 1;������ Pn2M+
Im

Im (�n)

������ =
������Im

0@ P
n2M+

Im

�n

1A������ �
������ Pn2M+

Im

�n

������ � 1;������ Pn2M�
Im

(� Im (�n))

������ =
������Im

0@ P
n2M�

Im

�n

1A������ �
������ Pn2M�

Im

�n

������ � 1:
Logo, segue que

1X
n=1

j�nj � 4:

Proposição 2.3.8 Seja X um espaço de Banach. Então uma seqüência (xj)
1
j=1 em X é

incondicionalmente somável se, e somente se, (xj)
1
j=1 2 l1;u (X) :

Demonstração. Suponha que (xj)
1
j=1 é uma seqüência incondicionalmente somável em X:

Então, pelo Teorema 1.1.2, dado " > 0; existe n" 2 N tal que
X
j2M

xj

 < " para todo conjunto �nito M � fn"; n" + 1; :::g

e, portanto, para todo M � fn"; n" + 1; :::g e ' 2 BX0 , temos������
X
j2M

' (xj)

������ � sup
'2BX0

������
X
j2M

' (xj)

������ Hahn-Banach=


X
j2M

xj

 < ":

Pelo Lema 2.3.7 segue que
1X

j=n"

j' (xj)j < 4";

e daí

n > n" )
(xj)1j=n1;w � (xj)1j=n"1;w = sup

'2BX0

1X
j=n"

j' (xj)j � 4":

Portanto (xj)
1
j=1 2 l1;u (X) :

Suponhamos agora que (xj)
1
j=1 2 l1;u (X) ; isto é, dado " > 0; existe n" 2 N tal que

n � n" )
(xj)1j=n1;w = sup

'2BX0

1X
j=n

j' (xj)j < ":
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Então para todo conjunto �nito M � fn"; n" + 1; :::g temos que
X
j2M

xj

 Hahn-Banach= sup
'2BX0

������
X
j2M

' (xj)

������ � sup
'2BX0

X
j2M

j' (xj)j � sup
'2BX0

1X
j=n"

j' (xj)j < ":

Pelo Teorema 1.1.2 segue que (xj)
1
j=1 é incondicionalmente somável.

De�nição 2.3.9 Sejam 1 � p; q < 1 e u : X �! Y um operador linear contínuo entre
espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou (p; q)-somante) se
existe um operador induzido

û : lq;w (X)! lp (Y ) : (xn)
1
n=1 ! (uxn)

1
n=1 :

Denotamos por
Q
p;q (X;Y ) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-somantes

de X em Y . Quando p = q, escrevemos
Q
p (X;Y ) no lugar de

Q
p;q (X;Y ) :

O próximo resultado traz várias caracterizações para operadores absolutamente (p; q)-
somantes:

Proposição 2.3.10 Seja u 2 L (X;Y ) : São equivalentes:
(i) u é (p; q)-somante;
(ii) Existe K > 0 tal que 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

; (2.20)

para quaisquer x1; :::; xn em X e n natural;
(iii) Existe K > 0 tal que 1X

k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

sempre que (xk)
1
k=1 2 lq;w (X) :

(iv) Existe K > 0 tal que 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

sempre que (xk)
1
k=1 2 lq;u (X) :

(v) (u (xk))
1
k=1 2 lp (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 lq;u (X) :

Denotamos por �p;q (u) o ín�mo dos K tais que a desigualdade (2.20) continua válida.
Além disso, temos �p;q (u) = kûk :
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Demonstração. (i) ) (ii). Suponha que u seja (p; q)-somante. Vamos mostrar que û tem
grá�co fechado. De fato, suponha que

�
x(k)

�1
k=1

convirja para x = (xn)
1
n=1 em lq;w (X) e que

û
�
x(k)

�
convirja para y = (yn)

1
n=1 em lp (Y ) : Como

�
x(k)

�1
k=1

converge para (xn)
1
n=1 ; dado

" > 0; existe N natural tal que

k � N ) sup
'2BX0

 1X
n=1

���'�x(k)n � xn
����q! 1

q

=
x(k) � x

q;w
< ":

Com isso obtemos 1X
n=1

���'�x(k)n � xn
����q < "q para todo ' 2 BX0 : (2.21)

Como cada termo da série (2.21) é dominado por "q, segue que

k � N )
x(k)n � xn

 = sup
'2BX0

���'�x(k)n � xn
���� < "

para todo n: Logo, para todo n 2 N, temos que
�
x
(k)
n

�1
k=1

converge para xn em X. Como u
é contínuo, segue que

lim
k!1

ux(k)n = uxn (2.22)

para todo n 2 N. Por outro lado, como
�
û
�
x(k)

��1
k=1

converge para y = (yn)
1
n=1 em lp (Y ),

existe N 0 tal que

k � N 0 )
bux(k) � y

p
< ";

e portanto

k � N 0 )
�ux(k)n �1

n=1
� (yn)1n=1


p
< ";

ou ainda,

k � N 0 )
 1X
n=1

ux(k)n � yn
p! 1

p

< ":

Conseqüentemente

k � N 0 )
ux(k)n � yn

 < "; para todo n 2 N
e portanto

lim
k!1

ux(k)n = yn (2.23)

para todo n 2 N. Logo, de (2.22) e (2.23) temos uxn = yn para todo n 2 N. Daíbux = (uxn)1n=1 = (yn)1n=1 = y:

Como û é linear, pelo Teorema do Grá�co Fechado segue que û é contínuo. Logo, para
qualquer seqüência �nita (xj)nj=1 em X; temos 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= k(u (xk))nk=1kp = kû ((xk)
n
k=1)kp (2.24)

� kûk k(xk)nk=1kq;w = kûk sup
'2BX0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:
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Note que de (2.24) temos que
�p;q(u) � kûk :

(ii)) (iii) Suponha que para quaisquer x1; :::; xn em X e n 2 N tenhamos 
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

Seja (xn)
1
n=1 2 lq;w (X) : Então

k(u (xk))1k=1kp =
 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= sup
n

 
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

(2.25)

� sup
n

24K sup
'2BX0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

35 = K sup
'2BX0

sup
n

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

= K sup
'2BX0

 1X
k=1

j' (xk)jp
! 1

q

= K k(xn)1n=1kq;w :

(iii)) (i). Segue claramente de (iii) que (u (xn))
1
n=1 2 lp (Y ) sempre que (xn)

1
n=1 2 lq;w (X).

Note que

kûk = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

kû ((xn)1n=1)kp = sup
k(xn)1n=1kq;w�1

 1X
n=1

ku (xn)kp
! 1

p

(2.26)

� sup
k(xn)1n=1kq;w�1

K k(xn)1n=1kq;w = K:

Logo
kûk � �p;q (u) : (2.27)

De (2.24) e (2.27) segue que �p;q (u) = kûk :
(iii)) (iv) é óbvio, pois lq;u (X) � lq;w (X) :
(iv)) (v) é óbvio.
(v)) (ii) Se (u (xk))

1
k=1 2 lp (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 lq;u (X) ; então a aplicação

eu : lq;u (X) �! lp (Y )

(xk)
1
k=1 7! eu ((xk)1k=1) = (u (xk))1k=1

está bem de�nida. Procedendo de maneira análoga à demonstração de (i)) (ii) chegaremos
que ~u é contínuo.

Agora notemos que se x1; :::; xn 2 X, então

(x1; x2; :::; xn; 0; 0; :::) 2 lq;u (X)
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e portanto  
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= k(u (xk))nk=1kp = keu (xk)nk=1kp
� keuk k(xk)nk=1kq;w = keuk sup

'2BX0

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

como queríamos.

Observação 2.3.11 Se p < q, então somente o operador nulo pode ser (p; q)-somante. De
fato, é claro que podemos supor X 6= f0g. Como p < q; sempre podemos encontrar (�k)

1
k=1

em lq � lp: Então, para 0 6= x 2 X, (�kx)
1
k=1 2 lq;w (X) : Suponhamos que exista u 6= 0

absolutamente (p; q)-somante. Logo, existe K > 0 tal que 
nX
k=1

ku (�kx)kp
! 1

p

� K sup
'2BX0

 
nX
k=1

j' (�kx)jq
! 1

q

para todo n natural. Conseqüentemente,

ku (x)k
 

kX
k=1

j�kjp
! 1

p

� K sup
'2BX0

j' (x)j
 

nX
k=1

j�kjq
! 1

q

;

isto é,

ku (x)k
 

kX
k=1

j�kjp
! 1

p

� K kxk
 

nX
k=1

j�kjq
! 1

q

:

Tomando supkxk�1; obtemos

kuk
 

kX
k=1

j�kjp
! 1

p

� K

 
nX
k=1

j�kjq
! 1

q

;

donde concluímos que (�k)
1
k=1 2 lp (absurdo).

Corolário 2.3.12 Seja u 2 L (X;Y ). Então u 2
Q
p;1 (X;Y ) se, e somente se, (u (xk))

1
k=1 2

lp (Y ) sempre que (xk)
1
k=1 é incondicionalmente somável. Em particular, u é absolutamente

somante se, e somente se, u é (1; 1)-somante.

Observação 2.3.13 Note que, como �p;q (u) = kbuk e kbu ((xk)1k=1)kp � kbuk k(xk)1k=1kq;w ;
temos  1X

k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� �p;q (u) sup
'2BX0

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

e, portanto, o ín�mo �p;q (u) é assumido.
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A seguir, usando o Corolário 2.3.12 apresentamos uma outra demonstração para o Teorema
de Grothendieck:

Teorema 2.3.14 (Grothendieck) L (l1; l2) =
Q
1 (l1; l2) e �1 (T ) � KG kTk para cada

T 2 L (l1; l2) :

Demonstração. Sejam (ej)
1
j=1 a base de Schauder canônica de l1 e (Tn)

1
n=1 a seqüência de

projeções canônicas, isto é

Tn : l1 �! l1

x =
1X
i=1

ajej 7! Tn (x) =
nX
i=1

ajej :

Claramente kTnk � 1 para todo n 2 N.
Seja (xk)

1
k=1 2 l1;w (l1) com

k(xk)1k=1k1;w = sup
'2Bl01

1X
k=1

j' (xk)j � 1:

Como cada Tn é linear, contínua e kTnk � 1, segue que (Tnxk)1k=1 2 l1;w (l1) e

k(Tnxk)1k=1k1;w = sup
'2Bl01

1X
k=1

j' (Tnxk)j � 1:

Podemos escrever

xk =

1X
j=1

ajkej e Tnxk =
nX
j=1

ajkej ;

para cada n; k:
A�rmação: Para quaisquer inteiros positivos m � n e (sj)

n
j=1 ; (tk)

m
k=1 � BK, temos������

nX
j=1

mX
k=1

ajksjtk

������ � 1:
De fato, seja 's 2 Bl01 de�nido por

's (ej) = sj se j � n

's (ej) = 0 se j > n:

Como k'sk � 1 e kTnk � 1, segue que������
nX
j=1

mX
k=1

ajksjtk

������ �
mX
k=1

0@jtkj
������
nX
j=1

ajksj

������
1A �

mX
k=1

������
nX
j=1

ajk's (ej)

������ =
mX
k=1

j's (Tnxk)j � 1: (2.28)
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Sejam T 2 L (l1; l2) e m;n 2 N, com n � m: Para cada k; 1 � k � m; pelo Teorema de
Hahn-Banach e pelo Teorema da Representação de Riesz, existe yk 2 l2; com kykk2 � 1; tal
que

kTTnxkk2 = hTTnxk; yki:
Se m < n, escolhemos ym+1 = � � � = yn = 0: Então, para todo " > 0; podemos obter

mX
k=1

kTTnxkk2 =
�����
mX
k=1

hTTnxk; yki
����� =

������
mX
k=1

nX
j=1

ajkhTej ; yki

������
� max

��
kTejk2 + "

�
; j = 1; :::; n

	 ������
mX
k=1

nX
j=1

ajkh
Tej�

kTejk2 + "
� ; yki

������
� (kTk+ ")

������
nX
k=1

nX
j=1

ajkh
Tej�

kTejk2 + "
� ; yki

������ :
Pela Desigualdade de Grothendieck temos

mX
k=1

kTTnxkk2 � KG (kTk+ ") sup

8<:
������
nX
j=1

nX
k=1

ajksjtk

������ : jsj j ; jtkj � 1
9=; (2.29)

(2.28)
� KG (kTk+ ")

para todo n;m, com n � m: Note que, para cada k, temos

lim
n!1

Tnxk = xk:

Fazendo n!1 em (2.29), segue que

mX
k=1

kTxkk2 � KG (kTk+ ")

para cada m e " > 0: Portanto, fazendo m!1 e "! 0, temos

1X
k=1

kTxkk2 � KG kTk ;

isto é, (Txk)
1
k=1 2 l1 (l2) : Logo T é (1; 1)-somante e �1 (T ) � KG kTk :

A seguir, veremos que �p;q (:) é uma norma.

Proposição 2.3.15
�Q

p;q (X;Y ) ; �p;q (�)
�
é um espaço vetorial normado:

Demonstração. Sejam u; v 2
Q
p;q (X;Y ) e � 2 K. Vamos mostrar que u + �v satisfaz

(2.20). Pela Proposição 2.3.10, temos 
mX
i=1

ku (xi)kp
! 1

p

� �p;q (u) sup
'2BX0

 
mX
i=1

j' (xi)jq
! 1

q

;
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mX
i=1

kv (xi)kp
! 1

p

� �p;q (v) sup
'2BX0

 
mX
i=1

j' (xi)jq
! 1

q

;

para qualquer escolha de x1; :::; xm em X: A Desigualdade de Minkowski nos dá 
mX
i=1

k(u+ �v) (xi)kp
! 1

p

�
 

mX
i=1

(ku (xi)k+ k�v (xi)k)p
! 1

p

(2.30)

�
 

mX
i=1

ku (xi)kp
! 1

p

+ j�j
 

mX
i=1

kv (xi)kp
! 1

p

� (�p;q (u) + j�j�p;q (v)) sup
'2BX0

 
mX
i=1

j' (xi)jq
! 1

q

:

Logo u+ �v 2
Q
p;q (X;Y ) :

Sejam u; v 2
Q
p;q (X;Y ) e � 2 K. Então

�p;q (u) � 0

e
�p;q (u) = 0, kûk = 0, û = 0, u = 0:

Além disso,

�p;q (�u) =
c�u = j�j kûk = j�j�p;q (u)

De (2.30), podemos perceber que vale a desigualdade triangular, e daí segue que �p;q é
uma norma.

Observação 2.3.16 Note que se u 2
Q
p;q (X;Y ), temos

kuk � �p;q (u) :

De fato, tomando n = 1 em (2.20), temos

kuk = sup
kxk�1

ku (x)k � sup
kxk�1

�p;q (u) sup
'2BX0

j' (x)j = �p;q (u) sup
kxk�1

kxk = �p;q (u) :

Lema 2.3.17 Sejam 1 � p < 1 e p0 o seu conjugado. Se X é um espaço de Banach,
(xn)

1
n=1 2 lp;w (X) e (an)

1
n=1 2 lp0, então Sn =

Pn
i=1 aixi converge.

Demonstração. De fato, se n > m, temos

kSn � Smk =


nX
i=m+1

aixi

 = sup
'2BX0

�����'
 

nX
i=m+1

aixi

!�����
= sup

'2BX0

�����
nX

i=m+1

ai' (xi)

�����
�
 

nX
i=m+1

jaijp
0

! 1
p0

sup
'2BX0

 
nX

i=m+1

j' (xi)jp
! 1

p
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e portanto (Sn)
1
n=1 é uma seqüência de Cauchy em X: Logo (Sn)

1
n=1 converge.

Se 1 � p < 1, pela caracterização do dual de lp sabemos que para todo  2 (lp)0 ; existe
um único a = (ai)

1
i=1 2 lp0 com kak = k k tal que

 (y) =
1X
i=1

aiyi

para todo y 2 lp: Sejam X um espaço de Banach, ' 2 X 0 e (xi)1i=1 2 lp;w(X): Pelo Teorema
de Hahn-Banach segue que

k(' (xi))1i=1kp = sup
a2Blp0

�����
1X
i=1

ai' (xi)

����� :
Como (xi)1i=1 2 lp;w(X); temos, pelo Lema 2.3.17, que a série

P1
i=1 aixi é convergente.

Portanto,

k(xi)1i=1kp;w = sup
'2BX0

k(' (xi))1i=1kp (2.31)

= sup
'2BX0

sup
a2Blp0

�����
1X
i=1

ai' (xi)

�����
= sup

a2Blp0
sup
'2BX0

�����'
 1X
i=1

aixi

!����� = sup
a2Blp0


1X
i=1

aixi

 :
Assim, dada uma seqüência (xn)

1
n=1 2 lp;w (X) ; podemos de�nir um operador linear

u : lp0 �! X

(ai)
1
i=1 7�!

1X
i=1

aixi:

Além disso,

kuk = sup
a2Blp0


1X
i=1

aixi

 (2.31)= k(xi)1i=1kp;w ;

e concluímos que u é contínuo.
A partir dos resultados que acabamos de ver, temos a seguinte caracterização de lp;w (X),

que se mostra surpreendentemente útil em algumas situações.

Proposição 2.3.18 Seja X um espaço de Banach. A correspondência u 7�! (uen)
1
n=1 produz

um isomor�smo isométrico de L
�
lp0 ;X

�
em lp;w (X) quando 1 < p < 1: Para p = 1, o

isomor�smo isométrico é de L (c0;X) em l1;w (X) :

Demonstração. Caso 1 < p <1: Seja

T : L
�
lp0 ;X

�
�! lp;w (X)
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dado por
Tu = (uen)

1
n=1 :

Note que (en)
1
n=1 2 lp;w

�
lp0
�
: Com efeito, temos

k(en)1n=1kp;w = sup
 2B

(lp0)
0

 1X
n=1

j (en)jp
! 1

p

= sup
( n)

1
n=12Blp

 1X
n=1

j njp
! 1

p

= 1:

Segue facilmente que T está bem de�nido. De fato, se ' 2 X 0 temos

1X
n=1

j' (uen)jp =
1X
n=1

j' � u (en)jp <1;

pois ' � u 2
�
lp0
�0 e (en)1n=1 2 lp;w �lp0� :

É claro que T é linear. Vejamos que T é isometria sobre a imagem:

kTukp;w = k(uen)
1
n=1kp;w = sup

'2BX0

 1X
n=1

j' (uen)jp
! 1

p

= sup
'2BX0

k(' (uen))1n=1kp

Hahn-Banach
= sup

'2BX0
sup

(yn)
1
n=12Blp0

�����
1X
n=1

yn' (uen)

����� = (�):
Como (uen)

1
n=1 2 lp;w (X) e (yn)

1
n=1 2 Blp0 ; pelo Lema 2.3.17 segue que

1X
n=1

ynu (en)

converge. Logo

(�) = sup
(yn)

1
n=12Blp0

sup
'2BX0

�����'
 1X
n=1

ynu (en)

!�����
= sup
(yn)

1
n=12Blp0

u
 1X
n=1

ynen

!
= sup
(yn)

1
n=12Blp0

ku ((yn)1n=1)k = kuk :

Agora mostraremos que T é sobrejetiva. Seja (xn)
1
n=1 2 lp;w (X) : Tome u 2 L

�
lp0 ;X

�
tal

que

u ((an)
1
n=1) =

1X
n=1

anxn:

Logo, para cada n 2 N,
uen = xn:

Portanto, Tu = (uen)
1
n=1 = (xn)

1
n=1 : O caso p = 1 é análogo.
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De�nição 2.3.19 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares contínuos entre espaços de Banach, tal que, para quaisquer espaços de
Banach X e Y; as componentes I (X;Y ) = L (X;Y ) \ I satisfazem:

(i) I (X;Y ) é um subespaço vetorial de L (X;Y ) que contém os operadores de posto �nito.
(ii) A propriedade de ideal: se u 2 L (X;Y ), v 2 I (Y;G) e t 2 L (G;H) ; então a

composição tvu está em I (X;H) :

De�nição 2.3.20 Um ideal normado de operadores (I; k�kI) é um ideal de operadores I
munido da função k�kI : I �! [0;1) tal que:

(i) k�kI restrita a I (X;Y ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach X e Y ;
(ii) kidKkI = 1; com idK : K �! K dada por idK (x) = x;
(iii) Se u 2 L (X;Y ) ; v 2 I (Y ;G), e t 2 L (G;H) ; então ktvukI � ktk kvkI kuk :
Um ideal normado é um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para todos espaços de

Banach X e Y , as componentes (I (X;Y ) ; k:kI) forem completas.

Teorema 2.3.21 Se 1 � q � p < 1, então
�Q

p;q (X;Y ) ; �p;q (�)
�
é um ideal normado de

operadores lineares.

Demonstração. Já vimos que
Q
p;q (X;Y ) é subespaço vetorial de L (X;Y ) : Vamos mostrar

que
Q
p;q (X;Y ) contém os operadores de posto �nito. Seja u : X �! Y dado por u = ' (�) y;

com 0 6= ' 2 X 0 e y 2 Y .
Considere x1; :::; xm em X e m 2 N. Então 

mX
n=1

ku (xn)kp
! 1

p

=

 
mX
n=1

ky' (xn)kp
! 1

p

=

 
mX
n=1

kykp k'k
p

k'kp j' (xn)j
p

! 1
p

(2.32)

= kyk k'k
 

mX
n=1

j' (xn)jp

k'kp

! 1
p

� kyk k'k sup
 2BX0

 
mX
n=1

j (xn)jp
! 1

p

� kyk k'k sup
 2BX0

 
mX
n=1

j (xn)jq
! 1

q

:

Portanto, u é (p; q)-somante. Temos ainda que kyk k'k = kuk � �p;q (u) e, de (2.32),
�p;q (u) � kyk k'k ; logo kyk k'k = �p;q (u) :

Se v : X �! Y é um operador de posto �nito, temos

v =

mX
j=1

'j (�) yj com 'j 2 X 0 e yj 2 Y; j = 1; :::;m:

Como 'j (�) yj 2
Q
p;q (X;Y ) para cada j = 1; :::;m; e como

Q
p;q (X;Y ) é um espaço vetorial,

temos que v 2
Q
p;q (X;Y ) :

Agora sejam w 2 L (X0;X) ; v 2
Q
p;q (X;Y ) e u 2 L (Y ;Y0) : Considere os operadores

ŵw : lq;w (X0) �! lq;w (X)

v̂ : lq;w (X) �! lp (Y )

ûs : lp (Y ) �! lp (Y0) :
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Sabemos que kŵwk = kwk ; kv̂k = �p;q (v) e kûsk = kuk : Assim, compondo estes operadores
obtemos o operador

ûsv̂ŵw : lq;w (X0) �! lp (Y0) :

Então, se (xn)
1
n=1 2 lq;w (X0) temos

ûsv̂ŵw ((xn)
1
n=1) = ûsv̂ ((wxn)

1
n=1)

= ûs ((vwxn)
1
n=1)

= (uvwxn)
1
n=1 :

Logo, vemos que duvw está bem de�nido e portanto uvw 2
Q
p;q (X0; Y0), com

�p;q (uvw) = kduvwk � kûsk kv̂k kŵwk = kuk�p;q (v) kwk :
Note ainda que, para todo x em K, temos

kxk = k(x; 0; 0; :::)kp = k(idKx; idK0; idK0; :::)kp (2.33)

� �p;q (idK) k(x; 0; 0; :::)kq;w = �p;q (idK) kxk ;

e daí segue que �p;q(idK) � 1:
Por outro lado, como q � p; temos0@ 1X

j=1

jidK (xj)jp
1A 1

p

�

0@ 1X
j=1

jidK (xj)jq
1A 1

q

(2.34)

=

0@ 1X
j=1

jxj jq
1A 1

q

= sup
'2BK0

0@ 1X
j=1

j' (xj)jq
1A 1

q

8 (xj)1j=1 2 lp;w(K):

Logo,

1
(2.33)
� �p;q (idK)

(2.34)
� 1:

Proposição 2.3.22 Se 1 � q � p <1, então
�Q

p;q; �p;q (�)
�
é um ideal de Banach.

Demonstração. Seja (un)
1
n=1 uma seqüência de Cauchy em

�Q
p;q (X;Y ) ; �p;q (�)

�
. Como

k�k � �p;q (�), segue que (un)1n=1 é uma seqüência de Cauchy em L (X;Y ) e, portanto, converge
para algum u 2 L (X;Y ). De�na

û : lq;w (X)! lp;w (Y ) : (xk)
1
k=1 ! (uxk)

1
k=1 :

Note que û é um operador linear limitado. De fato, como q � p; temos

kû ((xk)1k=1)kp;w = k(uxk)
1
k=1kp;w � kuk k(xk)

1
k=1kp;w � kuk k(xk)

1
k=1kq;w :

Para todo n 2 N, seja

ûn : lq;w (X)! lp (Y ) : (xk)
1
k=1 ! (unxk)

1
k=1 :
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Como kûnk = �p;q (un) ; temos que (ûn)
1
n=1 é de Cauchy em L (lq;w (X) ; lp (Y )) e, como lp (Y )

é completo; segue que L (lq;w (X) ; lp (Y )) é um espaço de Banach. Logo, (ûn)
1
n=1 converge

para algum w 2 L (lq;w (X) ; lp (Y )) :
Assim, dados (xk)

1
k=1 2 lq;w (X) e " > 0; existe N 2 N tal que

n � N ) kûn ((xk)1k=1)� w ((xk)
1
k=1)kp < ":

Seja
(yk)

1
k=1 = w ((xk)

1
k=1) 2 lp (Y ) :

Logo,

n � N )
 1X
k=1

kunxk � ykkp
! 1

p

= k(unxk)1k=1 � (yk)
1
k=1kp < ":

Portanto, para todo k 2 N, temos

n � N)kunxk � ykk < "; (2.35)

ou seja,
lim
n!1

unxk = yk; (2.36)

para todo k 2 N:
Como un ! u em L (X;Y ) segue que

lim
n!1

unxk = uxk (2.37)

para todo k 2 N. Portanto, de (2.36) e (2.37) temos

(uxk)
1
k=1 = (yk)

1
k=1 2 lp (Y )

e conseqüentemente

û ((xk)
1
k=1) = (uxk)

1
k=1 = (yk)

1
k=1 = w ((xk)

1
k=1) para todo (xk)

1
k=1 2 lq;w (X) :

Logo, û = w 2 L (lq;w (X) ; lp (Y )) e u é (p; q)-somante.

Teorema 2.3.23 (Teorema de Inclusão) Sejam X e Y espaços de Banach. Suponha que
1 � qj � pj <1 (j = 1; 2) satisfazem8<:

q1 � q2
p1 � p2

1
q1
� 1

p1
� 1

q2
� 1

p2

(2.38)

Então Y
p1;q1

(X;Y ) �
Y

p2;q2
(X;Y )

e, para cada u 2
Q
p1;q1

(X;Y ) ; temos �p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) :
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Demonstração. Se q1 = q2 = q; então
Q
p1;q

(X;Y ) �
Q
p2;q

(X;Y ) : Isso é claro, pois nesse
caso lp1(Y ) � lp2(Y ):

Se q1 < q2, então p1 < p2. De fato, quando q1 < q2, temos

1

p1
� 1

p2
� 1

q1
� 1

q2
> 0:

Assim, podemos de�nir 1 < q; p <1 por

1

q
=
1

q1
� 1

q2
e
1

p
=
1

p1
� 1

p2
: (2.39)

Sejam u 2
Q
p1;q1

(X;Y ) e x1; :::; xn em X, com n 2 N: Então, para

�k = kuxkkp2=p (1 � k � n) ;

temos

ku (�kxk)kp1 =
u�kuxkkp2=p xk�p1

=
�
kuxkk kuxkkp2=p

�p1
= kuxkk(p2p1=p)+p1 = kuxkkp2 :

Como u é (p1; q1)-somante, então 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

=

 
nX
k=1

ku (�kxk)kp1
! 1

p1

� �p1;q1 (u) sup
'2BX0

 
nX
k=1

�q1k j' (xk)j
q1

! 1
q1

Note que
1
q
q1

+
1
q2
q1

= 1:

Pela Desigualdade de Hölder para os conjugados q
q1
e q2
q1
, segue que 

nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

� �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

�qk

! 1
q

sup
'2BE0

 
nX
k=1

j' (xk)jq2
! 1

q2

= �p1;q1 (u) k(�k)
n
k=1kq k(xk)

n
k=1kq2;w :

Como p � q, segue que 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p1

� �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

�pk

! 1
p

k(xk)nk=1kq2;w

= �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p

k(xk)nk=1kq2;w :

Como 1
p2
= 1

p1
� 1

p ; segue que 
nX
k=1

kuxkkp2
! 1

p2

� �p1;q1 (u) k(xk)
n
k=1kq2;w :

Logo, u 2
Q
p2;q2

(X;Y ) e �p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) :
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2.4 Resultados de coincidência para operadores (p; q)-somantes

Como vimos, o Teorema de Grothendieck garante que todo operador linear contínuo de l1 em l2
é absolutamente somante. Resultados desse tipo são chamados de resultados de coincidência.

Nesta seção, como motivação para as próximas seções, exibiremos, sem demonstração,
alguns resultados clássicos e resultados recentes de coincidência. No próximo capítulo,
resultados de coincidência serão abordados com mais profundidade para o caso de polinômios
absolutamente somantes.

De�nição 2.4.1 Um espaço de Banach X tem cotipo q se existir uma constante C > 0 tal
que, para qualquer escolha de um número �nito de vetores x1; : : : ; xn em X,

0@ nX
j=1

kxjkq
1A 1

q

� C

0@Z 1

0


nX
j=1

rj (t)xj


2

dt

1A
1
2

: (2.40)

Quando q =1 substituímos
�Pn

j=1 kxjk
q
� 1
q
por maxj�n kxjk :

O ín�mo das constantes C tais que (2.40) vale é denotado por Cq (X) : De agora em diante
denotaremos inf fq;Y tem cotipo qg por cotY:

Um resultado importante devido a Talagrand (veja [16]) mostra a forte in�uência do
conceito de cotipo na teoria de operadores absolutamente somantes.:

Teorema 2.4.2 Se X é um espaço de Banach de cotipo q então a id : X �! X é (q; 1)-
somante. A recíproca é verdadeira, exceto para q = 2.

O resultado a seguir é devido a Dubinski, Pe÷czyński e Rosenthal [17]:

Teorema 2.4.3 Seja Y um espaço de Banach com cotipo 2 e K um espaço de Hausfor¤
compacto. Então Y

2
(C (K) ;Y ) = L(C (K) ;Y ):

O caso em que Y tem cotipo q > 2 é devido a Maurey:

Teorema 2.4.4 Seja Y um espaço de Banach com cotipo q, com 2 < q <1 e K um espaço
de Hausfor¤ compacto. EntãoY

q;2
(C (K) ;Y ) = L(C (K) ;Y ):

Também chamamos de resultados de coincidência a situações do tipo
Q
p (X;Y ) =Q

q (X;Y ) para certos p; q;X e Y . Nessa linha podemos mencionar o seguinte resultado
devido a Maurey:

Teorema 2.4.5 Sejam X e Y espaços de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, entãoY

2
(X;Y ) =

Y
1
(X;Y ) :
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(b) Se X tem cotipo 2 < q <1; entãoY
r
(X;Y ) =

Y
1
(X;Y )

para todo 1 < r < q�:
(c) Se X e Y têm cotipo 2; entãoY

r
(X;Y ) =

Y
1
(X;Y )

para todo 1 < r <1:

Recentemente, a seguinte caracterização de resultados de coincidência, para o caso em que
Y não tem cotipo �nito, foi obtida por G. Botelho e D. Pellegrino [11]:

Teorema 2.4.6 Seja Y um espaço de Banach sem cotipo �nito e X um espaço de Banach
de dimensão in�nita. Então
(a) �q;p(X;Y ) 6= L(X;Y ) se

1 � q < cotX ou p � (cotX)�

ou

1 < p < (cotX)� e q <
�
1

p
� 1

(cotX)�

��1
:

(b) �q;p(X;Y ) = L(X;Y ) se
p = 1 e q > cotX

ou

1 < p < (cotX)� e q >
�
1

p
� 1

(cotX)�

��1
:

Os únicos casos não abrangidos pelo teorema anterior são
(i) p = 1 e q = cotX,

(ii) 1 < p < (cotX)� e q =
�
1
p �

1
(cotX)�

��1
.

Para espaços X que assumem o cotipo cotX; a solução é completa:

Teorema 2.4.7 Seja Y um espaço de Banach sem cotipo �nito e X um espaço de Banach
de dimensão in�nita que assume o cotipo cotX. Então �q;p(X;Y ) = L(X;Y ) se, e somente
se,

p = 1 e q � cotX

ou

1 < p < (cotX)� e q �
�
1

p
� 1

(cotX)�

��1
:
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Capítulo 3

Polinômios absolutamente
(p; q)-somantes

3.1 Polinômios homogêneos e a de�nição de polinômio
absolutamente somante

A partir desta seção, o objeto principal de nosso estudo serão polinômios homogêneos
absolutamente somantes entre espaços de Banach. O conceito de polinômios entre espaços de
Banach está fortemente relacionado ao conceito de aplicações multilineares entre espaços de
Banach.

De�nição 3.1.1 Sejam m 2 N, X1; X2; :::; Xm e Y espaços vetoriais sobre K. Uma aplicação

A : X1 � � � � �Xm �! Y

é m-linear se A for linear em cada variável. Mais precisamente, A é m-linear se para todos
x1 2 X1; :::; xm 2 Xm e i = 1; :::;m; os operadores

A(x1; :::; xi�1; �; xi+1; :::; xm) : Xi �! Y

A(x1; :::; xi�1; �; xi+1; :::; xm) (y) = A(x1; :::; xi�1; y; xi+1; :::; xm)

forem lineares.

Para cada m 2 N denotamos o conjunto de todas as aplicações m-lineares de X1�� � ��Xm

em Y por L(X1; :::; Xm;Y ). O conjunto de todas as aplicações m-lineares contínuas de
X1 � � � � �Xm em Y é denotado por L (X1; :::; Xm; Y ).

De�nição 3.1.2 Sejam X e Y espaços vetoriais sobre K. A aplicação P : X �! Y é um
polinômio m-homogêneo se existe A 2 L(mX;Y ) tal que P (x) = A(x; :::; x) para todo x 2 X:
Dizemos que P é o polinômio m-homogêneo associado a A.

O espaço de Banach formado por todos os polinômios m-homogêneos contínuos de X em
Y com a norma

kPk := sup
kxk=1

kP (x)k
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é denotado por
P (mX;Y ) (ou P (mX) se Y = K) :

Para mais detalhes sobre polinômios e aplicações multilineares entre espaços de Banach,
indicamos [6, 30].

A teoria de polinômios absolutamente somantes se confunde com a teoria multilinear.
Exceto por algumas raras questões que não serão abordadas neste texto, todo resultado da
teoria multilinear tem sua versão para polinômios e vice-versa. Neste texto, por conveniência,
trataremos apenas da teoria polinomial.

De�nição 3.1.3 Um polinômio m-homogêneo P : X �! Y é absolutamente (p; q)-somante
(ou (p; q) -somante) se (P (xj))

1
j=1 2 lp (Y ) para toda (xj)

1
j=1 2 lq;w (X) : O espaço de todos

os polinômios m-homogêneos absolutamente (p; q)-somantes de X em Y é denotado por

Pas(p;q) (mX;Y )
�
ou Pas(p;q) (mX) se Y = K

�
:

Quando m = 1 temos o conceito original de operadores absolutamente somantes e nesse
caso usamos a notação da teoria linear.

Assim como no caso linear, o caso polinomial dispõe de uma caracterização satisfatória
através de desigualdades (veja [26]):

Proposição 3.1.4 P 2 Pas(p;q) (mX;Y ) se, e somente se, existir uma constante L > 0 tal
que 0@ kX

j=1

kP (xj)kp
1A 1

p

� L
(xj)kj=1mq;w 8k 2 N e xj 2 X; j = 1; :::; k:

O ín�mo de todos os L > 0 para os quais a desigualdade sempre ocorre é uma norma
para o caso p � 1 (uma p-norma para o caso p < 1) no espaço dos polinômios m-homogêneos
absolutamente (p; q)-somantes. Em todos os casos, temos um espaço topológico completo e
esta norma (p-norma) será representada por k�kas(p;q) :

3.2 Resultados de coincidência para polinômios absolutamente
somantes

A de�nição de polinômios absolutamente somantes permite vários resultados de coincidência.
Historicamente, o primeiro resultado nessa direção é o chamado Teorema de Defant-Voigt
(veja [26]):

Teorema 3.2.1 (Teorema de Defant-Voigt) Sem � 1 e X é um espaço de Banach, então

Pas(1;1) (mX) = P (mX) :

Em 1997, no artigo [8] de G. Botelho a relação entre cotipo e polinômios absolutamente
somantes começou a ser estudada e alguns resultados de coincidência envolvendo a noção de
cotipo foram provados (esses resultados serão mencionados na última seção deste texto).

Recentemente, em sua dissertação de mestrado [36], David Pérez-García provou o seguinte
resultado de coincidência, publicado em [37]:
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Teorema 3.2.2 Se m � 2, então

Pas(1;2) (mc0) = P (mc0) :

O caso m = 2 do teorema anterior havia sido obtido por Botelho em [8]. Resultados de
coincidência relacionados ao teorema acima podem ser encontrados em [10].

Tendo em vista que o conceito de polinômios absolutamente somantes permite o
aparecimento de vários resultados de coincidência, a busca de resultados de não-coincidência
se torna natural e às vezes tecnicamente mais difícil. Esse tema (limitação de resultados de
coincidência para polinômios) será abordado a seguir.

3.3 Limitação dos resultados de coincidência

Relembremos a de�nição de base de Schauder de um espaço de Banach:

De�nição 3.3.1 Seja X um espaço de Banach. Uma seqüência (xj)
1
j=1 é uma base de

Schauder de X se cada x 2 X puder ser representado de maneira única como

x =
1X
j=1

ajxj ; aj 2 K: (3.1)

Uma base de Schauder é dita incondicional se a convergência em (3.1) for incondicional
para todo x 2 X.

Se X é um espaço de Banach de dimensão in�nita com uma base de Schauder incondicional
normalizada (xn)

1
n=1, de�nimos

�X;(xn) = inf

8<:t; (aj)1j=1 2 lt sempre que x =
1X
j=1

ajxj 2 X

9=; :

Para X = c0; l1 ou l2, podemos escrever �X sem perigo de ambiguidades, pois toda base
incondicional é equivalente à base canônica ([25, Prop. 2.b.9] e [19, Exercício 6.33]). Para
X = lp; 1 < p <1; p 6= 2; quando escervermos �X estaremos considerando a base canônica.

Para estudar a limitação de resultados de coincidência para o espaço dos polinômios
m-homogêneos absolutamente (p; q)-somantes, a seguinte questão será investigada: Se X
tem base de Schauder incondicional (xn)

1
n=1 e Pas(p;q) (mX;Y ) = P (mX;Y ) ; como é o

comportamento de �X;(xn)?
A de�nição seguinte pode ser encontrada em [16, pág 286].

De�nição 3.3.2 Sejam 0 < � < 1 e p � 2: Um espaço de Banach Y fatora �nitamente (¤ )
a inclusão formal lp �! l1 para algum � se, para todo n; existirem y1; : : : ; yn em Y tais que

(1� �) kak1 �


X
k�n

akyk

 � kakp para todo a = (ak)nk=1 2 lnp :
Note que, para a = (0; :::; 0; ak; 0; :::; 0) temos, (1� �) jakj � kakykk � jakj e então

1� � � kykk � 1 para todo k:
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Os seguintes resultados foram obtidos por D. Pellegrino em [33] e [35] e fornecem
alguns avanços na investigação de resultados de coincidência para polinômios absolutamente
somantes. A técnica de demonstração baseia-se na demonstração de um resultado devido
a Lindenstrauss e Pe÷czyński (veja [24]) que garante que se X tem base de Schauder
incondicional, dimY = 1 e

Q
1 (X;Y ) = L (X;Y ) ; então X é isomorfo a l1 e Y é isomorfo

a um espaço de Hilbert.

Teorema 3.3.3 ([33, Theorem 5] ) Sejam X e Y espaços de Banach de dimensão in�nita
e suponha que X tenha uma base de Schauder incondicional e normalizada (xn)

1
n=1 : Se Y

fatora �nitamente a inclusão formal lp �! l1 para algum � e Pas(q;1) (mX;Y ) = P (mX;Y ) ;
então

(a) �X;(xn) �
mpq
p�q se q < p;

(b) �X;(xn) � mq se q � p
2 :

Teorema 3.3.4 ([35, Theorem 5]) Seja X um espaço de Banach de dimensão in�nta com
uma base de Schauder incondicional e normalizada (xn)

1
n=1 : Se Pas(q;1) (mX) = P (mX) ;

então
(a) �X;(xn) �

mq
1�q se q < 1;

(b) �X;(xn) � mq se q � 1
2 :

Os teoremas acima foram recentemente generalizados por G. Botelho e D. Pellegrino em
[9]. No presente capítulo vamos expor, de forma detalhada, os resultados de [9].

3.3.1 Um teorema de limitação para a validade de resultados de
coincidência

O principal resultado do presente capítulo é o Teorema de Limitação (Teorema 3.3.6) que,
como veremos, terá várias importantes conseqüências. O resultado fundamental que permite
a demonstração do Teorema de Limitação é o seguinte lema, bastante técnico:

Lema 3.3.5 Suponha que Y satisfaça a seguinte condição:
Existem C1; C2 > 0 e p � 1 tais que, para todo n 2 N, existem y1; : : : ; yn em Y com

kyjk � C1 para todo j e 
nX
j=1

ajyj

 � C2

0@ nX
j=1

jaj jp
1A1=p

para todo a1; : : : ; an 2 K:
Neste caso, se X tem uma base de Schauder incondicional normalizada (xr)

1
r=1 ; q < p e

Pas(q;1) (mX;Y ) = P (mX;Y ) ; então

�X;(xn) � mq:

Demonstração. Procederemos por indução. Primeiro vejamos o seguinte:
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Se K = R, temos (zj)nj=11;w = sup
'2BX0

nX
j=1

j' (zj)j

= sup
'2BX0

sup
"j=�1

������
nX
j=1

"j' (zj)

������
= sup

"j=�1
sup
'2BX0

������'
0@ nX
j=1

"jzj

1A������
= sup

"j=�1


nX
j=1

"jzj


= max

"j=�1


nX
j=1

"jzj

 :
Se K = C, temos(zj)nj=11;w = sup

'2BX0

nX
j=1

j' (zj)j (3.2)

� sup
'2BX0

8<:
nX
j=1

jRe (' (zj))j+
nX
j=1

jIm (' (zj))j

9=;
� sup

'2BX0
sup
"j=�1

8<:
������
nX
j=1

"j Re (' (zj))

������
9=;+ sup

'2BX0
sup
"j=�1

8<:
������
nX
j=1

"j Im (' (zj))

������
9=;

� 2 sup
'2BX0

max
"j=�1

������
nX
j=1

"j' (zj)

������
= 2 max

"j=�1
sup
'2BX0

������'
0@ nX
j=1

"jzj

1A������
= 2 max

"j=�1


nX
j=1

"jzj

 :
Como Pas(q;1) (mX;Y ) = P (mX;Y ) ; segue que id : Pas(q;1) (mX;Y ) �! P (mX;Y ) é um

operador linear, limitado e bijetivo. Logo, usando o Teorema da Aplicação Aberta segue que
id�1 é limitado. Conseqüentemente, existe K > 0 tal que

kPkas(q;1) � K kPk

para todo polinômio m-homogêneo contínuo de X em Y .
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Seja n um número natural �xado e f�jgnj=1 tal que
Pn

j=1 j�j j
s = 1; onde s = p

q : De�na
P : X �! Y por

Px =
nX
j=1

j�j j1=q amj yj ; se x =
1X
j=1

ajxj :

Como (xn)
1
n=1 é uma base incondicional, existe � > 0 tal que

1X
j=1

"jajxj

 � �


1X
j=1

ajxj

 = � kxk ; para todo "j = �1: (3.3)

Logo, 
kX
j=1

"jajxj

 � � kxk ; para todo k 2 N e para todo "j = �1: (3.4)

De fato, basta tomar �
�j = "j , se j = 1; :::; k

�j = �"j , se j = k + 1; :::

e daí temos

2


kX
j=1

"jajxj

 =

1X
j=1

"jajxj +

1X
j=1

�jajxj


�


1X
j=1

"jajxj

+

1X
j=1

�jajxj


(3.3)
� 2� kxk ;

como queríamos.
De (3.4) temos que

j2aj j =


jX
l=1

alxl +

j�1X
l=1

(�alxl) + ajxj

 (3.5)

�


jX
l=1

alxl

+

j�1X
l=1

(�alxl) + ajxj


� � kxk+ � kxk

para todo j 2 N e conseqüentemente

jaj j � � kxk

para todo j 2 N.
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Então

kPxk =


nX
j=1

j�j j1=q amj yj

 � C2

0@ nX
j=1

���j�j j1=q amj ���p
1A1=p (3.6)

= C2

0@ nX
j=1

j�j jp=q
��amj ��p

1A1=p

� C2�
m kxkm

0@ nX
j=1

j�j js
1A1=p = C2�

m kxkm

e como conseqüência temos

kPk � C2�
m e

kPkas(q;1) � KC2�
m:

Assim, obtemos a estimativa0@ nX
j=1

���amj j�j j1=q C1���q
1A1=q �

0@ nX
j=1

amj j�j j1=q yjq
1A1=q =

0@ nX
j=1

kPajxjkq
1A1=q (3.7)

� kPkas(q;1)
(ajxj)nj=1m1;w

(3.2)
� kPkas(q;1) 2

m max
"j=�1

8<:


nX
j=1

"jajxj


9=;
m

� kPkas(q;1) 2
m�m kxkm

� KC22
m�2m kxkm :

Note que o lado direito da desigualdade acima é garantido sempre que
Pn

j=1 j�j j
s = 1: Assim,

como 1
s +

1
s

s�1
= 1; temos0@ nX

j=1

jaj j
s

s�1mq

1A1=( s
s�1)

= sup
'2B 

ln s
s�1

!0
���'�(jaj jmq)nj=1����

e, pelo Teorema da Representação de Riesz,0@ nX
j=1

jaj j
s

s�1mq

1A1=( s
s�1)

= sup
(�j)

n
j=12Blns

������
nX
j=1

�j jaj jmq
������

= sup

8<:
������
nX
j=1

�j jaj jmq
������ ;

nX
j=1

j�j js = 1

9=;
� sup

8<:
nX
j=1

j�j j jaj jmq ;
nX
j=1

j�j js = 1

9=; :
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Por (3.7) temos 0@ nX
j=1

jaj j
s

s�1mq

1A1=( s
s�1)

�
�
C�11 KC22

m�2m kxkm
�q
;

e portanto 0@ nX
j=1

jaj j
s

s�1mq

1A1=( s
s�1)mq

�
�
C�11 KC22

m�2m kxkm
�1=m

: (3.8)

Como s
s�1mq =

mpq
p�q e n é arbitrário, segue que

�X;(xn) �
mpq

p� q :

Agora, se q � p=2; de�na, para um n �xado, S : X �! Y por

Sx =

nX
j=1

amj yj se x =
1X
j=1

ajxj : (3.9)

Note que, para q � p=2; temos mp � s
s�1mq: Usando (3.8) obtemos

kSxk =


nX
j=1

amj yj

 � C2

0@ nX
j=1

��amj ��p
1A1=p

= C2

264
0@ nX
j=1

jaj jmp
1A1=mp

375
m

� C2

264
0@ nX
j=1

jaj j
s

s�1mq

1A1= s
s�1mq

375
m

� C�11 KC222
m�2m kxkm :

Concluímos que kSk � C�11 KC222
m�2m e

kSkas(q;1) � C�11 K2C222
m�2m:

Logo
nX
j=1

��amj C1��q � nX
j=1

amj yjq = nX
j=1

kSajxjkq

� kSkqas(q;1)
(ajxj)nj=1mq1;w

� kSkqas(q;1) 2
mq max

"j=�1

8<:


nX
j=1

"jajxj


9=;
mq

�
�
C�11 K2C222

m�2m
�q
2mq�mq kxkmq

=
�
C�11 K2C224

m�3m
�q kxkmq :
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Conseqüentemente, como n é arbitrário, temos

1X
j=1

jaj jmq �
�
C�21 K2C224

m�3m
�q kxkmq

sempre que x =
P1

j=1 ajxj 2 X e, portanto,

�X;(xn) � mq

se q � p=2:
Agora introduzimos as hipóteses de indução:

(i) �X;(xn) �
mpq
jp�jq e

�Pn
k=1 jakj

mpq
jp�jq

�1= mpq
jp�jq � Aj kxk ; se jp

j+1 < q < p;

(ii) �X;(xn) � mq e (
Pn

k=1 jakj
mq)1=mq � Bj kxk ; se q � jp

j+1 ;
com

� A1 =
�
C�11 C2K2

m�2m
�1=m

;

� B1 =
�
C�21 C22K

24m�3m
�1=m

;

� Aj =
�
C�11 C2K2

m�mAmj�1

�1=m
para j � 2;

� Bj =
�
C�21 C22K

24m�2mAmj�1

�1=m
para j � 2:

Note que o caso j = 1 já foi feito. Suponhamos que (i) e (ii) sejam verdadeiras para j e
provaremos que também são verdadeiras para j + 1: Para provar (i) para j + 1, suponha

(j + 1) p

j + 2
< q < p:

Fixe n e considere f�jgnj=1 tal que
Pn

j=1 j�j j
sj = 1; onde

sj =
p

(j + 1) q � jp:

De�na Pj : X �! Y por

Pjx =
nX
k=1

j�kj1=q amk yk; se x =
1X
k=1

akxk:

Tomando
lj =

pq

jp� jq e tj =
pq

(j + 1) q � jp;

temos
1

tj
+
1

lj
=
1

p
e mlj =

mpq

jp� jq :
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Logo, por uma variação da Desigualdade de Hölder usual (A11), temos

kPjxk =


nX
k=1

j�kj1=q amk yk

 � C2

 
nX
k=1

���j�kj1=q amk ���p
!1=p

� C2

 
nX
k=1

���j�kj1=q���tj
!1=tj  nX

k=1

jamk j
lj

!1=lj

= C2

 
nX
k=1

j�kjsj
!1=tj 24 nX

k=1

jakjmlj
!1=mlj35m

� C2A
m
j kxk

m :

Usando a notação L = C2A
m
j ; obtemos kPjk � L e

kPjkas(q;1) � KL:

Segue, portanto, que 
nX
k=1

���amk j�kj1=q C1���q
!1=q

�
 

nX
k=1

amk j�kj1=q ykq
!1=q

=

 
nX
k=1

kPjakxkkq
!1=q

� kPjkas(q;1) k(akxk)
n
k=1k

m
1;w

(3.2)
� kPjkas(q;1) 2

m max
"k=�1

(
nX
k=1

"kakxk


)m

� kPjkas(q;1) 2
m�m kxkm

� KL2m�m kxkm : (3.10)

Como 1
sj
+ 1

sj
sj�1

= 1; temos

 
nX
k=1

jakj
sj

sj�1
mq

!1=� sj
sj�1

�
= sup

�
j' ((jakjmq)nk=1)j ;' 2

�
lnsj
sj�1

�0
e k'k � 1

�
:

Como

 
lnsj
sj�1

!0
é isometricamente isomorfo a lnsj , temos

 
nX
k=1

jakj
sj

sj�1
mq

!1=� sj
sj�1

�
= sup
(�k)

n
k=12Blnsj

�����
nX
k=1

�k jakjmq
�����

= sup

(�����
nX
k=1

�k jakjmq
����� ;

nX
k=1

j�kjsj = 1
)

� sup
(

nX
k=1

j�kj jakjmq ;
nX
k=1

j�kjsj = 1
)
: (3.11)
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Note que (3.10) é válida sempre que
Pn

k=1 j�kj
s = 1: Assim, de (3.10) e (3.11) segue que

 
nX
k=1

jakj
sj

sj�1
mq

!1=� sj
sj�1

�
�
�
C�11 KL2m�m kxkm

�q
;

e então  
nX
k=1

jakj
sj

sj�1
mq

!1=� sj
sj�1

�
mq

�
�
C�11 KL2m�m kxkm

�1=m
:

Como sj
sj�1mq =

mpq
(j+1)p�(j+1)q e n é arbitrário, obtemos

�X;(xn) �
mpq

(j + 1) p� (j + 1) q
e  1X

k=1

jakj
mpq

(j+1)p�(j+1)q

!1= mpq
(j+1)p�(j+1)q

�
�
C�11 C2K2

m�mAmj
�1=m kxk = Aj+1 kxk :

Logo, (i) é válido para j +1: Para provar (ii) para j +1, suponha q � (j+1)p
j+2 : Considere, para

n �xado, o operador S como de�nido em (3.9). Como

mp � mpq

(j + 1) p� (j + 1) q =
sj

sj � 1
mq;

temos que

kSxk =


nX
k=1

amk yk

 � C2

 
nX
k=1

jamk j
p

!1=p

= C2

24 nX
k=1

jakjmp
!1=mp35m

� C2

24 nX
k=1

jakj
sj

sj�1
mq

!1= sj
sj�1

mq
35m

� C2C
�1
1 KL2m�m kxkm :

Assim, kSk � C2C
�1
1 KL2m�m e kSkas(q;1) � C2C

�1
1 K2L2m�m: Logo

nX
k=1

jamk C1j
q �

nX
k=1

kamk ykk
q =

nX
k=1

kSakxkkq

� kSkqas(q;1) k(akxk)
n
k=1k

mq
1;w

� kSkqas(q;1) 2
mq max

"k=�1

(
nX
k=1

"kakxk


)mq

�
�
C�11 C2K

2L2m�m
�q
2mq�mq kxkmq

=
�
C�11 C2K

2L4m�2m
�q kxkmq :
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Conseqüentemente, como n é arbitrário, temos

1X
j=1

jaj jmq �
�
C�21 C22K

24m�2mAmj
�q kxkmq

sempre que x =
P1

j=1 ajxj 2 X e portanto provamos (ii) para j + 1. A indução está feita.

Finalmente, como limj!1
jp
j+1 = p; temos que se q < p, existe j0 2 N tal que

q � j0p

j0 + 1
< p;

e portanto
�X;(xn) � mq:

Teorema 3.3.6 (Teorema de Limitação) Seja X um espaço de Banach de dimensão
in�nita com uma base incondicional normalizada (xn)

1
n=1 e Pas(q;1) (mX;Y ) = P (mX;Y ) :

Então
�X;(xn) � mq;

se
(i) q < 1 e dimY <1;
(ii) q < cotY e dimY =1:

Demonstração. (i) Como espaços de Banach de mesma dimensão �nita são isomorfos, é
su�ciente tratarmos o caso Y = Kn: Além disso, temos apenas a necessidade de tratar o caso
n = 1: De fato, se Pas(q;1) (mX;Kn) = P (mX;Kn) ; temos Pas(q;1) (mX;K) = P (mX;K) :
De fato, dado P 2 P (mX;K) ; considere Q : X �! Kn dado por Qx = (Px; 0; :::; 0) ; com
isso, temos Q 2 P (mX;Kn) = Pas(q;1) (mX;Kn) : Logo, dados k 2 N e xj 2 X; j = 1; :::; k;
obtemos 0@ kX

j=1

jP (xj)jq
1A 1

q

=

0@ kX
j=1

kQ (xj)kq
1A 1

q

� L
(xj)kj=1m1;w

com L independente de k. Portanto, P 2 Pas(q;1) (mX;K) : E para o caso n = 1 é su�ciente
aplicar o Lema 3.3.5 com p = C1 = C2 = y1 = � � � = yn = 1:

(ii) A demonstração será dividida em dois casos:
Se q < 2; de [16, Theorem 14.2] sabemos que Y fatora �nitamente a inclusão l2 �! l1.

Então, é su�ciente escolher p = 2 no Lema 3.3.5.
Se 2 � q < cotY; como Y fatora �nitamente a inclusão lcotY �! l1 (veja [16, página

304]), basta aplicar o Lema 3.3.5 para p = cotY:
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3.3.2 Conseqüências do Teorema de Limitação

Como veremos nesta seção, o Teorema de Limitação pode ser bastante explorado e tem
vários resultados interessantes como aplicações relativamente imediatas. O primeiro corolário,
enunciado propositalmente para o caso especial m = 1, mostra que mesmo no contexto linear
o Teorema de Limitação traz informações interessantes e não-triviais.

Corolário 3.3.7 Seja X um espaço de Banach de dimensão in�nita com uma base
incondicional normalizada (xn)

1
n=1 e Y um espaço de Banach de dimensão in�nita. Se

q < cotY e �X;(xn) > q; então
Q

q;1 (X;Y ) 6= L (X;Y ) :

Demonstração. Considere m = 1 no Teorema 3.3.6. Note que a hipótese �X;(xn) > q nega a
tese do Teorema 3.3.6. E, neste caso, só nos resta concluir que não pode ocorrer a coincidênciaQ
q;1 (X;Y ) = L (X;Y ) :

Corolário 3.3.8 Se Y é um espaço de Banach de dimensão in�nita e
Q
q;1 (c0;Y ) =

L (c0;Y ) ; então q � cotY:

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que �c0 =1: De fato, sempre que
P1

j=1 ajej 2 c0;
teremos (aj)

1
j=1 2 l1: Agora, vejamos que não podemos substituir l1 por lt com t <1. Para

isso, basta considerar (an)
1
n=1 =

�
1=n

1
t

�1
n=1

e notar que

1X
n=1

1

n
1
t

en 2 c0;

mas
�
1=n

1
t

�1
n=1

=2 lt: Logo, �c0 � t.

Com isso, como
Q
q;1 (c0;Y ) = L (c0;Y ) e �c0 > q, segue, do Corolário 3.3.7, que q � cotY:

O resultado a seguir é devido a Botelho [8]. Como esse resultado será usado por diversas
vezes neste texto, apresentamos uma demonstração.

Teorema 3.3.9 Sejam n 2 N, q > 0 e X;Y espaços de Banach.
(i) Se X tem cotipo nq; então todo polinômio n-homogêneo contínuo de X em Y é (q; 1)-

somante.
(ii) Se Y tem cotipo q, então todo polinômio n-homogêneo contínuo de X em Y é (q; 1)-

somante.
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Demonstração. (i) Pelo Teorema 2.4.2, idX é (nq; 1)-somante. Dados x1; :::; xk 2 X, temos0@ kX
j=1

kP (xj)kq
1A 1

q

=

0@ kX
j=1

kP (idX (xj))kq
1A 1

q

� kPk

0@ kX
j=1

kidX (xj)knq
1A 1

q

= kPk

264
0@ kX
j=1

kidX (xj)knq
1A 1

nq

375
n

� kPk kidXknas(nq;1)
(xj)kj=1n1;w :

(ii) Como Y tem cotipo q, sabemos que idY é (q; 1)-somante. Logo0@ kX
j=1

kP (xj)kq
1A 1

q

� kidY kas(q;1)
(P (xj))kj=11;w

= kidY kas(q;1) sup
k'k�1

kX
j=1

j' (P (xj))j

= kidY kas(q;1) sup
k'k�1

kX
j=1

j(' � P ) (xj)j

Teorema de Defant-Voigt
� kidY kas(q;1) sup

k'k�1
k' � Pkas(1;1)

(xj)kj=1n1;w
Teorema da Aplic. Aberta

� kidY kas(q;1) sup
k'k�1

C k' � Pk
(xj)kj=1n1;w

� C kidY kas(q;1) kPk
(xj)kj=1n1;w ;

para algum C > 0 (que existe pelo Teorema da Aplicação Aberta).

Corolário 3.3.10 Se Y tem cotipo q, então

inf

8<:q;Y
q;1

(c0;Y ) = L (c0;Y )

9=; = cotY:

Demonstração. Do Corolário 3.3.8, segue que

inf

8<:q;Y
q;1

(c0;Y ) = L (c0;Y )

9=; � cotY: (3.12)
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Do Teorema 3.3.9, sabemos que se Y tem cotipo q, entãoY
q;1

(c0;Y ) = L (c0;Y ) :

Logo,

inf

8<:q;Y
q;1

(c0;Y ) = L (c0;Y )

9=; � cotY: (3.13)

e, de (3.12) e (3.13) o resultado segue.

Corolário 3.3.11 Se X tem uma base de Schauder incondicional normalizada (xn)
1
n=1 e

�X;(xn) > cotY; então

inf

8<:q;Y
q;1

(X;Y ) = L (X;Y )

9=; = cotY:

Demonstração. Do Teorema 3.3.9 segue que

inf

8<:q;Y
q;1

(X;Y ) = L (X;Y )

9=; � cotY:

Suponhamos que a desigualdade acima fosse estrita:

inf

8<:q;Y
q;1

(X;Y ) = L (X;Y )

9=; < cotY:

Então, existiria q0 < cotY com
Q
q0;1 (X;Y ) = L (X;Y ) : Como �X;(xn) > cotY > q0; pelo

Corolário 3.3.7, seguiria que
Q
q0;1 (X;Y ) 6= L (X;Y ) (contradição).

Observação 3.3.12 Notemos que o Teorema 3.3.6 é ótimo sob vários aspectos:

� Em (i) não podemos esperar que o resultado seja válido para q � 1: De fato,
pelo Teorema de Defant-Voigt, Pas(1;1)

�
2l3
�
= P

�
2l3
�
(veja [26, Proposition 2.12]) e

�l3 = 3 > 2 = mq:

� Em (ii) não podemos esperar que o resultado seja válido para q � cotY: De fato, como
l2 tem cotipo 2, temos

Q
2;1 (c0; l2) = L (c0; l2) e �c0 =1 > 2 = mq:

� A estimativa mq também é ótima. De fato, para q � 2
m temos, pelo Teorema 3.3.9,

que Pas(q;1) (mlmq;Y ) = P (mlmq;Y ) para todo Y: Mas �lmq = mq; mostrando que a
estimativa não pode ser melhorada.

Uma outra conseqüência do Teorema 3.3.6 é um resultado mostrando todos os possíveis
resultados de coincidência para polinômios (q; 1)-somantes nos espaços lr (r � 2):

76



Corolário 3.3.13 Seja m 2 N.
(i) Se r � 1;dimY =1 e Y tem cotipo cotY; temos

Pas(q;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y )) q � min
n r
m
; cotY

o
:

(ii) Se r � 2;dimY =1 e Y tem cotipo cotY; temos

Pas(q;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y ), q � min
n r
m
; cotY

o
:

(iii) Para r � 2; temos

Pas(q;1) (mlr) = P (mlr), q � min
n r
m
; 1
o
:

Demonstração. (i) Suponha
q < min

n r
m
; cotY

o
: (3.14)

Como q < cotY; lr tem base incondicional e

Pas(q;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y ) ;

temos, pelo Teorema 3.3.6, que r = �lr � mq; e isso contradiz (3.14).
(ii) Vamos provar a direção (() supondo

q � min
n r
m
; cotY

o
:

Então, q � r
m ou q � cotY .

Se q � r
m ; como lr tem cotipo r; segue que lr tem cotipo mq e o Teorema 3.3.9 assegura

que
Pas(q;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y ) :

Se q � cotY; como Y tem cotipo cotY; temos, pelo Teorema 3.3.9,

Pas(cotY;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y )

e segue que

P (mlr;Y ) = Pas(cotY;1) (mlr;Y ) � Pas(q;1) (mlr;Y ) � P (mlr;Y ) :

Logo, Pas(q;1) (mlr;Y ) = P (mlr;Y ) :
A demonstração de ()) é conseqüência imediata de (i) :
(iii) Vamos demonstrar ((); supondo

q � min
n r
m
; 1
o
:

Então q � 1 ou q � r
m :

Se q � 1; pelo teorema de Defant-Voigt, temos que

Pas(q;1) (mlr) = P (mlr) :
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Se q � r
m ; como lr tem cotipo r; segue que lr tem cotipo mq e o Teorema 3.3.9 garante

que
Pas(q;1) (mlr) = P (mlr) :

Para demonstrar ()), suponha

Pas(q;1) (mlr) = P (mlr) :

Se fosse q < min
�
r
m ; 1

	
; teríamos �lr = r > mq; mas isso contradiz (i) do Teorema 3.3.6.

Logo, segue que q � min
�
r
m ; 1

	
:

Por �m, vejamos como o Corolário 3.3.13 traz contribuições para a teoria linear de
operadores absolutamente somantes:

Observação 3.3.14 Um resultado devido (independentemente) a G. Bennet [4] e B. Carl
[13] (veja também [16, página 209]) garante que se 1 � r � s � 1 e s � 2, então a inclusão
lr �! ls é (r; 1)-somante e que este resultado não pode ser melhorado. Desta maneira, temos
a não-coincidência Y

q;1
(lr; ls) 6=

Y
(lr; ls)

nos casos em que 1 � q < r e s � 2, com r � s:
Nos seguintes casos:
(i) 1 < r < 2 ou
(ii) r; s � 2 e q < r = min fr; sg ;
o Corolário 3.3.13 (com m = 1) estende a não-coincidência no sentido de que ls pode ser

substituído por um espaço de Banach de dimensão in�nita Y que assume o cotipo s = cotY:
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Capítulo 4

Anexos (Resultados auxiliares)

De�nição 4.0.15 Seja A = (aij) uma matriz de ordem n � n: O traço de A; denotado por
tr (A) ; é de�nido como sendo a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja,

tr (A) =

nX
i=1

aii:

De�nição 4.0.16 Sejam F um espaço vetorial de dimensão �nita n; � uma base para F e
! : F ! F um operador linear. O traço de !, tr (!) ; é de�nido como sendo o traço da matriz
associada a base �: Veremos, em (A4), que essa de�nição é coerente.

A1. Se A é uma matriz de ordem n� n, então det (id+ "A) = 1 + "trA+ c (") onde " 2 K e
jc (")j = O

�
j"j2
�
, isto é,

lim
"!0

jc (")j
"

= 0:

A prova será feita por indução sobre n: Seja A =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

37775
Para n = 2:

det (id+ "A) =

���� 1 + "a11 "a12
"a21 1 + "a22

���� = (1 + "a11) (1 + "a22)� "2a21a12
= 1 + " (a11 + a22) + "

2 (a11a22 � a21a12)
= 1 + "trA+ c1 (") ;

com jc1 (")j = O
�
j"j2
�
:
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Suponha agora que det (id+ "A) = 1 + "trA + cn�1 (") vale para n � 1; com jcn�1 (")j =
O
�
j"j2
�
; e provaremos que vale para n.

det (id+ "A) =

�����������

1 + "a11 "a12 "a13 � � � "a1n
"a21 1 + "a22 "a23 � � � "a2n
"a31 "a32 1 + "a33 � � � "a3n
...

...
...

. . .
...

"an1 "an2 "an3 � � � 1 + "ann

�����������
= (1 + "a11)

���������
1 + "a22 "a23 � � � "a2n
"a32 1 + "a33 � � � "a3n
...

...
. . .

...
"an2 "an3 � � � 1 + "ann

���������+ c
00
(") ;

com jc00 (")j = O
�
j"j2
�
: Logo, usando a hipótese de indução, segue que

det (id+ "A) = (1 + "a11) [1 + " (a22 + a33 + � � �+ ann) + cn�1 (")] + c
00
(")

= 1 + " (a11 + a22 + a33 + � � �+ ann) + cn (")
= 1 + "trA+ cn (") ;

com jcn (")j = O
�
j"j2
�
:

A2. Se P : Rn �! Rn é a projeção ortogonal de Rn num subespaço de Rn de dimensão m,
então tr (P ) = m.

De fato, se id : Rn �! Rn é a função identidade, ela é representada pela matriz identidade
n� n.

[id] =

2666664
1 0 0 � � � 0
0 1 0 � � � 0
0 0 1 � � � 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 � � � 1

3777775 e tr (id) = n:

Como P é a projeção, P pode ser representada (numa base adequada) por uma matriz similar
à matriz identidade contendo n�m linhas nulas. Sendo assim, trP = n� (n�m) = m.

A3. Se A e B são duas matrizes de ordem n� n, então tr (AB) = tr (BA).
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De fato, sejam A =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

37775 e B =
26664
b11 b12 � � � b1n
b21 b22 � � � b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 � � � bnn

37775 duas matrizes
de ordem n� n. Logo

AB =

26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

37775
26664
b11 b12 � � � b1n
b21 b22 � � � b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 � � � bnn

37775 =
26664
c11 c12 � � � c1n
c21 c22 � � � c2n
...

...
. . .

...
cn1 cn2 � � � cnn

37775 ,

onde cij =
nP
l=1

ailblj . Conseqüentemente, tr (AB) =
nP
k=1

ckk =
nP
k=1

nP
l=1

aklblk

Do mesmo modo

BA =

26664
b11 b12 � � � b1n
b21 b22 � � � b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 � � � bnn

37775
26664
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

37775 =
26664
d11 d12 � � � d1n
d21 d22 � � � d2n
...

...
. . .

...
dn1 dn2 � � � dnn

37775 ,

onde dij =
nP
l=1

bilajl, logo tr (BA) =
nP
l=1

dll =
nP
l=1

nP
k=1

blkakl. Portanto,

nX
k=1

ckk =
nX
l=1

dll, isto é, tr (AB) = tr (BA) .

A4. Se F é um espaço vetorial de dimensão �nita n e ! : F ! F é um operador linear, o
traço de !, tr (!), não depende da base escolhida para F .

Sejam � e �0 bases para F . Considere A e A0 as matrizes de ! com respeito a � e �0,
respectivamente. Então, existe uma matriz B tal que A0 = B�1AB. Logo

tr
�
A0
�
= tr

�
B�1AB

� (A3)
= tr

�
ABB�1

�
= tr (A) .

A5. Um elemento x = (xj)
1
j=1 2 l1 será chamado de função simples se o conjunto fxj ; j 2 Ng

for �nito. O conjunto das funções simples forma um subconjunto denso de l1 na norma.

Se f 2 l1, então f pode ser vista como f : N �! K. É claro que f (N) é limitado e, com
isso, f (N) é limitado e fechado em K. Conseqüentemente, f (N) é compacto. Dado " > 0;
temos

f (N) � [
a2f(N)

B (a; ") .
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Da compacidade de f (N), existem a(1); a(2); :::; a(n) 2 f (N) tais que

f (N) � B
�
a(1); "

�
[B

�
a(2); "

�
[ � � � [B

�
a(n); "

�
.

Note que 8><>:
f (1) 2 B

�
a(j1); "

�
f (2) 2 B

�
a(j2); "

�
...

;

com a(jk) 2
�
a(1); a(2); :::; a(n)

	
para todo k 2 N.

De�na

f : N �! K tal que

8><>:
f (1) = a(j1)

f (2) = a(j2)

...

:

É claro que f é uma função simples. Além disso,
f � f1 = sup

n2N

��f (n)� f (n)�� � ".

Note também que toda funcão simples é combinação linear de funções características. Com
efeito, se f é uma funcão simples, existem b1; b2; :::; bn 2 K tais que8>>><>>>:

f�1 (b1) =M1

f�1 (b2) =M2
...

f�1 (bn) =Mn

;

onde M1 [M2 [ � � � [Mn = N e os Mj são dois a dois disjuntos. Logo f =
nP
j=1

bj1Mj .

A6. Seja K � l1. Se K é relativamente compacto, então K é limitado e, para todo " > 0,
existe n" 2 N tal que

sup
a=(an)

1
n=12K

0@X
n�n"

janj

1A � ":

Suponha que K seja relativamente compacto. Dado " > 0, K � K � [
b2K

B
�
b; "2
�
. Como

K é compacto, K � K �
m
[
j=1

B
�
b(j); "2

�
e segue que K é limitado.

Se a = (an)
1
n=1 2 K, então, para algum j0 2 f1; :::;mg, temos b(j0) =

�
b
(j0)
n

�1
n=1

2 K tal
que

1X
n=1

���an � b(j0)n

��� = a� b(j0)
1
<
"

2
.

Como b(j) =
�
b
(j)
n

�1
n=1

2 l1 para todo j 2 f1; :::;mg, existe n" 2 N tal queX
n�n"

���b(j)n ��� < "

2
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para todo j 2 f1; :::;mg.
Se n � n" temosX

n�n"

janj =
X
n�n"

���an � b(j0)n + b(j0)n

��� � X
n�n"

���an � b(j0)n

���+ X
n�n"

���b(j0)n

��� < "

2
+
"

2
= ".

Conseqüentemente

sup
a=(an)

1
n=12K

0@X
n�n"

janj

1A � ".

A7. Sejam X um espaço vetorial normado e K � X. Se K é convexo, então o fecho de K na
topologia da norma é igual ao fecho de K na topologia fraca.

É claro que K
k�k � K

w
. Como K é convexo, se houver x0 2 K

wnKk�k
, então, pelo teorema

de Hahn-Banach, existirão f 2 X 0
e � 2 R tais que

sup f
�
K
k�k
�
< � < f (x0) . (4.1)

Entretanto, como x0 2 K
w
, existe uma rede (xd) em K tal que

x0 = w � lim
d
xd:

Logo

f (x0) = f

�
w � lim

d
xd

�
= lim

d
f (xd) ,

e isso contradiz (4.1).

A8. Seja E um espaço de Banach. Se E é separável, então BE0 é metrizável na topologia
fraca estrela.

Seja Y = fyn : n 2 Ng denso em E. Escolha X = fxn 2 Y : xn 2 BEg. De�na

d : BE0 �BE0 �! [0;+1)

por

d (f; g) =

1X
n=1

1

2n
jf (xn)� g (xn)j .

Não é difícil ver que d está bem de�nida. Vejamos que d é uma métrica. Se f; g 2 BE0 ,
temos:

i) d (f; g) =
P1

n=1
1
2n jf (xn)� g (xn)j = 0 se, e somente se, f = g
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De fato, se

d (f; g) =
1X
n=1

1

2n
jf (xn)� g (xn)j = 0;

então
jf (xn)� g (xn)j = 0 para todo n 2 N.

Logo
f (xn) = g (xn) para todo n 2 N

e, como X é denso em BE , temos

f (x) = g (x) para todo x 2 BE .

Daí segue que f = g.

ii)

d (f; g) =

1X
n=1

1

2n
jf (xn)� g (xn)j =

1X
n=1

1

2n
jg (xn)� f (xn)j = d (g; f)

iii) Se h 2 BE0 , temos

d (f; g) =

1X
n=1

1

2n
jf (xn)� g (xn)j =

1X
n=1

1

2n
jf (xn)� h (xn) + h (xn)� g (xn)j

�
1X
n=1

1

2n
jf (xn)� h (xn)j+

1X
n=1

1

2n
jh (xn)� g (xn)j

= d (f; h) + d (h; g) .

Agora, vejamos que BE0 , com a topologia fraca estrela, é um espaço topológico isomorfo
a BE0 com a métrica d:

Sejam f0 2 BE0 e V(f0;z1;:::;zm;") =
�
f 2 BE0 : jf (zi)� f0 (zi)j < ", i = 1; :::;m

	
uma

vizinhança de f0 na topologia fraca estrela. Podemos assumir kzik = 1 para todo 1 � i � m.
A�rmamos que existe r > 0 tal que U =

�
f 2 BE0 : d (f; f0) < r

	
� V(f0;z1;:::;zm;"). Com

efeito, como X é denso em BE , para cada i = 1; :::;m existe xni tal que

kxni � zik <
"

4
.

Fixe r > 0 tal que r � min
�

"
2ni+1

	
, logo

r � 2ni < "

2
para todo i = 1; :::;m:

Se d (f; f0) < r; temos que

1

2ni
jf (xni)� f0 (xni)j < r, para todo 1 � i � m.
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Logo, para todo i = 1; :::;m; temos

jf (zi)� f0 (zi)j = jf (zi � xni)� f0 (zi � xni) + f (xni)� f0 (xni)j
� kf � f0k kzi � xnik+ jf (xni)� f0 (xni)j

< (kfk+ kf0k)
"

4
+ r � 2ni

< 2 � "
4
+
"

2
= "

e, portanto,
U =

�
f 2 BE0 : d (f; f0) < r

	
� V(f0;z1;:::;zm;"):

Agora, seja W =
�
f 2 BE0 : d (f; f0) < r0

	
uma vizinhança de f0 na topologia da métrica

d. Considere

W(f0;x1;:::;xm;") =
�
f 2 BE0 : jf (xi)� f0 (xi)j < ", i = 1; :::;m

	
uma vizinhança de f0, onde " < r0

2 e m é su�cientemente grande tal que

2

1X
i=m+1

1

2i
<
r0
2
:

Logo, se f 2W(f0;x1;:::;xm;"), temos

d (f; f0) =
mX
i=1

1

2i
jf (xi)� f0 (xi)j+

1X
i=m+1

1

2i
jf (xi)� f0 (xi)j

< "

mX
i=1

1

2i
+ kf � f0k

1X
i=m+1

1

2i
kxik

< "+ (kfk+ kf0k)
1X

i=m+1

1

2i
kxik

� "+ 2
1X

i=m+1

1

2i

<
r0
2
+
r0
2
= r0.

Portanto, W(f0;x1;:::;xm;") � W =
�
f 2 BE0 : d (f; f0) < r0

	
e daí segue que BE0 é

metrizável na topologia fraca estrela.

A9. Seja B = (bij) uma matriz de ordem n� n. Então

nX
j=1

�����
nX
i=1

bij

����� (1)= max

8<:
������
nX

i;j=1

bij"j

������ ; j"j j = 1
9=; (2)
= max

8<:
������
nX

i;j=1

bij"j

������ ; j"j j � 1
9=; .
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Vamos mostrar (1). A demonstração de (2) é simples. Note que

nX
j=1

�����
nX
i=1

bij

����� =
nX
j=1

jb1j + b2j + � � �+ bnj j = jb11 + b21 + � � �+ bn1j+� � �+jb1n + b2n + � � �+ bnnj :

Por outro lado,

max

8<:
������
nX

i;j=1

bij"j

������ ; j"j j = 1
9=;

= max fj(b11 + b21 + � � �+ bn1) "1 + � � �+ (b1n + b2n + � � �+ bnn) "nj : j"j j = 1g
� jb11 + b21 + � � �+ bn1j+ � � �+ jb1n + b2n + � � �+ bnnj :

Agora, para cada 1 � k � n, segue que b1k + b2k + � � � + bnk = jb1k + b2k + � � �+ bnkj ei�k
com �k 2 [0; 2�). Escolhendo "k = e�i�k temos a igualdade

max

8<:
������
nX

i;j=1

bij"j

������ ; j"j j = 1
9=; = jb11 + b21 + � � �+ bn1j+ � � �+ jb1n + b2n + � � �+ bnnj :

A10. Seja (amn)m;n uma seqüência de escalares positivos.

a) Se supm supn amn =1; então supn supm amn =1:

De fato, considere bm = supn amn: Então, dado K > 0; existe m0 tal que

sup
n
am0n = bm0 > K:

Logo, existe n0 tal que am0n0 > K e então supn supm amn =1:

b) Se supm supn amn = L <1; então supn supm amn = L:
Com efeito, dado " > 0; existe m0 tal que

sup
n
am0n = bm0 > L� ":

Logo, existe n0 tal que am0n0 > L� " e, portanto

M = sup
n
sup
m
amn � sup

n
am0n � am0n0 > L� ":

Como " é arbitrário, segue que M � L (note que, em princípio, M pode ser in�nito). Se
fosse M =1, pelo item (a), teríamos L =1 (absurdo). Logo M <1. Agora, sabendo que
M < 1 e usando a mesma idéia que foi usada para mostrar que M � L, podemos concluir
que L �M e segue o resultado.
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A11. (Variação da Desigualdade de Hölder) Sejam n 2 N, p; q; s > 0 tais que 1
p +

1
q =

1
s :

Então 0@ nX
j=1

jxjyj js
1A 1

s

�

0@ nX
j=1

jxj jp
1A 1

p
0@ nX
j=1

jyj jq
1A 1

q

para quaisquer escalares xj , yj e j = 1; : : : ; n:

Já sabemos que, para n 2 N, r; r0 > 1 tais que 1
r +

1
r0 = 1; temos

nX
j=1

jxjyj j �

0@ nX
j=1

jxj j
1
r

1A 1
r
0@ nX
j=1

jyj j
1
r0

1A 1
r0

(Desigualdade de Hölder).

Agora é só substituirmos r; r0; jxj j e jyj j por ps ;
q
s ; jxj j

s e jyj js ; respectivamente, obtendo

nX
j=1

jxjyj js �

0@ nX
j=1

(jxj js)
p
s

1A s
p
0@ nX
j=1

(jyj js)
q
s

1A s
q

;

ou melhor, 0@ nX
j=1

jxjyj js
1A 1

s

�

0@ nX
j=1

jxj jp
1A 1

p
0@ nX
j=1

jyj jq
1A 1

q

:
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[22] S. Kwapień, On a theorem of L. Schwarz and its applications to absolutely summing
operators, Studia Math. 38 (1970), 193-201.

[23] E. Lages, Curso de Análise, Vol. 1, Projeto Euclides.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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