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Resumo
Nesta tese discutimos diversos aspectos das teorias cl´assica e quˆantica dos
campos em espa¸cos-tempo curvos. Come¸camos com o estudo do movimento
Browniano de part´ıculas no espa¸co-tempo de Robertson-Walker devido `as ﬂutua¸c˜oes
do v´acuo de um campo eletromagn´etico. Encontramos que a velocidade quadr´atica
m´edia das part´ıculas depende do fator de escala do universo. Esse movimento
Browniano pode ser interpretado devido ao fato das part´ıculas adquirirem energia da
geometria dependente do tempo desse espa¸co-tempo, um fenˆomeno que n˜ao ocorre
num espa¸co-tempo est´atico. Estudamos diversos tipos de acoplamentos entre o
campo eletromagn´etico e as part´ıculas e diferentes modelos de universo. Tamb´em
consideramos dois tipos diferentes de sistemas, a saber: part´ıculas livres, as quais se
movem ao longo de geod´esicas, e part´ıculas em sistemas ligados. Existem algumas
diferen¸cas signiﬁcantes entre os dois casos, o qual ilustra que o movimento n˜ao-
geod´esico altera os efeitos das ﬂutua¸c˜oes do v´acuo.
Em seguida, discutimos o efeito Casimir, que ´e outro efeito bastante estudado
em teoria quˆantica dos campos. Aqui, investigamos o efeito da geometria do espa¸co-
tempo de de Sitter e de uma topologia do tipo S
1
sobre um sistema de duas placas
paralelas submetidas, na regi˜ao entre elas, a condi¸c˜oes de contorno de Robin. Vimos
que tanto a topologia como a constante cosmol´ogica podem atuar como fonte de
atra¸c˜ao ou repuls˜ao entre as placas. No caso da topologia ´e mostrado que, a
depender da condi¸c˜ao de contorno ser peri´odica ou anti-peri´odica podemos ter uma
atra¸c˜ao, no caso da primeira, ou uma repuls˜ao, no caso da segunda. J´a do ponto
de vista da geometria, se considerarmos diferentes v´acuos, ou diferentes constantes
cosmol´ogicas, nas regi˜oes entre as placas e fora delas, os mesmos efeitos de atra¸c˜ao
ou repuls˜ao podem ocorrer. Discutimos que tanto a topologia como a constante
cosmol´ogica podem vir a ser fontes de uma energia escura.
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Investigamos ainda um problema de eletromagnetost´atica no espa¸co-tempo de
Schwarzschild-de Sitter (SdS), calculando, primeiramente, o potencial eletrost´atico
de uma carga pontual nesse espa¸co-tempo. Assumimos que a constante cosmol´ogica
possui o valor, Λ = 1/9m
2
, que equivale ao caso extremo. Neste caso, n˜ao existe
regi˜ao estacion´aria para esse espa¸co-tempo, sendo assim, o potencial eletrost´atico
funciona como um potencial auxiliar para o estudo do potencial magnetost´atico de
uma corrente que cai radialmente em dire¸c˜ao a esse espa¸co-tempo.
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Abstract
In this thesis we discuss several aspects of the classical and quantum ﬁelds
theories in curved space-time. In the beginning we study the Brownian motion
in Robertson-Walker space times due the vacuum ﬂuctuations of a quantized
electromagnetic ﬁeld. We ﬁnd that the particle’s mean squared velocity depends
upon the scale factor of the universe. This Brownian motion can be interpreted as
due the particles acquiring energy from the time dependent background geometry, a
phenomenon which cannot occur in a static background. We treat several types of
coupling between the electromagnetic ﬁeld and the particles, and several model
universes. We also consider both free particle, which on the average move on
geodesics, and particles in bound systems. There are signiﬁcant diﬀerences between
these two cases, which illustrates that non-geodesic motion alters the eﬀects of the
vacuum ﬂuctuations.
Following, we discuss another eﬀect well known in quantum ﬁelds theories: the
Casimir eﬀect. Here, we investigate the eﬀects from the geometry of a de Sitter
space-time and from a S
1
topology upon a system of two parallel plates under Robin
boundary conditions in the region between them. We found that the topology and
the cosmological constant can act like a source of attraction or repulsion under
the plates. In the case of the topology we show that in the case of the boundary
conditions be periodic or anti periodic, we can have an attraction, in the ﬁrst case,
or a repulsion, in the second. In the geometry viewpoint we can consider diﬀerent
vacuum, or equivalently, diﬀerent cosmological constants, in the interior or exterior
of the plates. We discuss that both the topology and the cosmological constant can
be a source of a dark energy due the Casimir eﬀect.
We also investigate a problem of electromagnetostatic in a Schwarzschild-de
Sitter (SdS) space-time. First, we calculated the electrostatic potential from a
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punctual charge in this space-time. We assume that an extreme cosmological
constant, namely Λ = 1/9m
2
. In this case we do not have a stationary region
in this space-time, so the electrostatic potential works like an auxiliary potential to
the study of a magnetostatic potential of a radial current falling in this background.
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Cap´ıtulo 1
Introdu¸c˜ao
Inicialmente, a teoria quˆantica dos campos (TQC) foi formulada para um espa¸co-
tempo sem curvatura, espa¸co-tempo de Minkowski. Com base nessa formula¸c˜ao
durante boa parte da segunda metade do s´eculo passado v´arias teorias de uniﬁca¸c˜ao
foram desenvolvidas com sucesso. Por exemplo, as teorias das intera¸c˜oes fraca e
eletromagn´etica foram uniﬁcadas no modelo de Weinberg-Salam [1], [2], enquanto a
teoria das intera¸c˜oes fortes tamb´em ´e descrita por uma teoria quˆantica semelhante.
Entre as for¸cas fundamentais da natureza a gravidade ainda permanece numa
situa¸c˜ao bem particular. N˜ao apenas ela mostra-se incompat´ıvel com as outras
trˆes intera¸c˜oes da natureza, como a sua quantiza¸c˜ao ainda n˜ao foi realizada, ou
seja, apesar dos esfor¸cos, nenhuma teoria da gravita¸c˜ao quˆantica mostrou-se ser
satisfat´oria ou conclusiva. A diﬁculdade central reside na incompatibilidade entre a
teoria da relatividade geral e a mecˆanica quˆantica. Enquanto numa teoria quˆantica
dos campos somos obrigados a introduzir, a priori, o espa¸co-tempo, na teoria de
Einstein isso n˜ao ocorre.
Por outro lado, no in´ıcio da teoria quˆantica, v´arios trabalhos foram feitos onde
o campo eletromagn´etico era considerado um campo cl´assico de fundo que interagia
com a mat´eria tratada quanticamente. Tal aproxima¸c˜ao semi-cl´assica forneceu
1




[image: alt]2
resultados compat´ıveis com a eletrodinˆamica quˆantica, desenvolvida mais tarde [3].
Assim, uma situa¸c˜ao an´aloga pode existir entre uma teoria da gravita¸c˜ao semi-
cl´assica com uma, ainda a ser descoberta, teoria da gravita¸c˜ao quˆantica. Nesse
contexto, se considera que o campo gravitacional ´e cl´assico, enquanto os campos de
mat´eria s˜ao quantizados da maneira usual.
No entanto, a teoria da relatividade geral, assim como outras teorias f´ısicas,
possue um alcance de aplicabilidade. Ela deve ser aplicada quando o campo
gravitacional n˜ao ´e t˜ao intenso como ele seria a um comprimento da ordem do
comprimento de Planck, l
P l
=
√
G ∼ 10
−33
cm, onde G ´e a constante de Newton. Isso
signiﬁca que podemos utilizar as solu¸c˜oes das equa¸c˜oes de Einstein a comprimentos
maiores que l
P l
ou tempos maiores que t
P l
∼ 10
−43
s. Nessas condi¸c˜oes a cosmologia
baseada nas solu¸c˜oes de Friedmann poderia ser aplicada para descrever o universo.
Para momentos anteriores a esses a teoria da gravita¸c˜ao de Einstein n˜ao pode ser
usada, mas sim uma teoria quˆantica da gravita¸c˜ao.
Do ponto de vista dos campos quˆanticos da mat´eria, os efeitos quˆanticos
se manifestam nas part´ıculas elementares usuais, na escala do comprimento de
Compton, l
C
= m
−1
C
 10
−13
cm, onde m
C
´e a massa de Compton. Este fato,
nos leva a conclus˜ao que o uso da relatividade geral para tempos t < t
C
∼ 10
−23
s,
n˜ao pode ser feita, a n˜ao ser que se considere os campos de mat´eria como sendo
quˆanticos. Dessa maneira, no intervalo de 20 ordens de magnitude, 10
−43
s ∼ t
P l
<
t < t
C
∼ 10
−23
s o campo gravitacional pode ser considerado um campo cl´assico, e
portanto podemos usar a relatividade geral, por´em, os campos de mat´eria devem
ser considerados quantizados.
Quando consideramos os campos de mat´eria quˆanticos em intera¸c˜ao com um
campo gravitacional cl´assico, estamos no contexto da chamada teoria quˆantica dos
campos em espa¸cos-tempo curvos [4], [5], [6].
Uma extens˜ao poss´ıvel da aproxima¸c˜ao semi-cl´assica ´e considerar ﬂutua¸c˜oes do
campo gravitacional. Tais ﬂutua¸c˜oes podem ter duas origens. A primeira est´a ligada
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`a natureza quˆantica do campo gravitacional. A segunda est´a ligada `as ﬂutua¸c˜oes
quˆanticas dos campos de mat´eria. Flutua¸c˜oes do espa¸co-tempo nos levam ao fato de
que part´ıculas testes que percorrem geod´esicas tenham desvios nas suas trajet´orias
como se fossem part´ıculas brownianas. Se aplicarmos esse racioc´ınio para f´otons
encontraremos que as ﬂutua¸c˜oes do campo gravitacional levam a ﬂutua¸c˜oes do cone
de luz [7].
No caso do movimento de uma part´ıcula em um banho t´ermico (veja, por exemplo
a ref. [8]), a velocidade quadr´atica m´edia cresce linearmente com o tempo at´e
os efeitos da dissipa¸c˜ao se tornarem importantes, quando ela se aproxima de um
valor de equil´ıbrio diferente de zero. A fase de crescimento linear ´e caracterizada
por processos randˆomicos, nos quais cada uma das ﬂutua¸c˜oes ´e independente
da ﬂutua¸c˜ao anterior (processos Markovianos
1
). Flutua¸c˜oes quˆanticas s˜ao um
tanto diferentes das t´ermicas, as quais est˜ao fortemente correlacionadas ou anti-
correlacionadas. No entanto, isso n˜ao evita o movimento Browniano. A existˆencia
do movimento Browniano no estado de v´acuo de Minkowski ´e um tanto controverso.
Embora a eletrodinˆamica quˆantica convencional sugira que o ´unico efeito ser´a uma
renormaliza¸c˜ao da massa n˜ao-observ´avel, Gour e Sriramkumar [9] argumentam que
pode haver um efeito observ´avel nas part´ıculas carregadas acopladas a um campo
eletromagn´etico ﬂutuante. O movimento Browniano na presen¸ca de fronteiras ´e
menos controverso e tem sido estudado por diversos autores [10, 11, 12, 13, 14, 15].
Barton [10] foi quem primeiro examinou as ﬂutua¸c˜oes da for¸ca de Casimir. Wu
e outros [12], estudaram o movimento Browniano de um ´atomo, pr´oximo a um
plano perfeitamente reﬂetor, devido `as ﬂutua¸c˜oes da for¸ca retardada de van der
1
Uma seq¨uˆencia de eventos aleat´orios ´e denominada Markoviana quando a probabilidade de
ocorrˆencia de um determinado elemento de uma seq¨uˆencia n˜ao depende da “hist´oria anterior”do
sistema. No caso de sistemas n˜ao Markovianos isso n˜ao ocorre, ou seja, a probabilidade de
ocorrˆencia do evento imediatamente anterior, inﬂuencia o comportamento do elemento seguinte
da seq¨uˆencia.
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Waal. A for¸ca m´edia nesse caso ´e a for¸ca de Casimir-Polder [16]. O movimento
Browniano an´alogo de uma part´ıcula carregada pr´oximo a um plano reﬂetor, foi
tratado por Yu e Ford [13]. Em todos esses casos, a velocidade quadr´atica m´edia
da part´ıcula aproxima-se de uma constante, mesmo na ausˆencia de dissipa¸c˜ao. Isso
ocorre devido a conserva¸c˜ao da energia, porque n˜ao h´a nenhuma fonte de energia
nessas conﬁgura¸c˜oes est´aticas. O fato que a velocidade m´edia quadr´atica ´e diferente
de zero ap´os tempos longos, pode ser atribu´ıdo a efeitos de troca quando as intera¸c˜oes
se iniciam. Efeitos de troca foram recentemente discutidos por Seriu e Wu [15].
O mecanismo que leva a um crescimento da velocidade quadr´atica m´edia pode
ser entendido como ﬂutua¸c˜oes anti-correlacionadas. Uma part´ıcula carregada ou
polarizada no v´acuo de Casimir pode adquirir uma energia E devido a uma ﬂutua¸c˜ao.
Entretanto, ela ´e tipicamente cancelada numa escala de tempo da ordem de /E
para uma ﬂutua¸c˜ao anti-correlacionada. As fun¸c˜oes correlacionadas do campo
eletromagn´etico quantizado for¸cam automaticamente as anti-correla¸c˜oes necess´arias
[17]. As ﬂutua¸c˜oes quˆanticas do tensor de energia momento no espa¸co-tempo
plano tamb´em exibe correla¸c˜oes e anti-correla¸c˜oes, como discutido na Ref. [18]. O
movimento Browniano de part´ıculas testes ´e um meio operacional de descrever um
campo quˆantico ﬂutuante. Essa aproxima¸c˜ao pode ser usada para tratar ﬂutua¸c˜oes
quˆanticas do campo gravitacional, as quais tˆem sido, recentemente, tema que tem
despertado interesse [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].
Outro fenˆomeno f´ısico interessante ´e conhecido como efeito Casimir.
Historicamente, a primeira previs˜ao desse efeito, que corresponde a existˆencia de
uma for¸ca atrativa entre duas placas planas met´alicas, descarregadas, e separadas
por uma distˆancia, a, foi feita por Casimir [33], em 1948. Esta for¸ca macrosc´opica
´e de origem quˆantica, e pode ser entendida como uma conseq¨uˆencia das ﬂutua¸c˜oes
da energia do v´acuo do campo eletromagn´etico.
Na eletrodinˆamica cl´assica, podemos ter regi˜oes do espa¸co onde o campo
eletromagn´etico ´e nulo em todos os pontos. Neste caso, a energia associada ao campo
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´e nula, e conseq¨uentemente, n˜ao h´a for¸cas atuando sobre os campos colocados nessas
regi˜oes.
Por outro lado, no contexto da eletrodinˆamica quˆantica, n˜ao podemos deixar
de levar em conta a energia de ponto zero, ω/2, de cada modo normal do campo.
Neste caso, os modos, e portanto, a energia de ponto zero, dependem das condi¸c˜oes
de contorno impostas aos campos. Assim, neste contexto, podem existir for¸cas de
origem eletromagn´etica entre campos descarregados.
A origem do efeito Casimir est´a na modiﬁca¸c˜ao do espectro de frequˆencias do
campo eletromagn´etico, em conseq¨uˆencia da imposi¸c˜ao da condi¸c˜ao de contorno
exigida, por exemplo, pela presen¸ca de placas met´alicas. Essa modiﬁca¸c˜ao se
manifesta mesmo quando as placas est˜ao no v´acuo, em virtude da existˆencia da
energia de ponto zero, prevista pela teoria quˆantica.
Esse fenˆomeno mostra-se importante em diversos dom´ınios da f´ısica. Aplica¸c˜oes
do efeito Casimir aparecem em teorias de supergravidade do tipo Kaluza-Klein,
cromodinˆamica quˆantica, f´ısica atˆomica e mat´eria condensada [34], [35], [36]. O
efeito Casimir tamb´em se manifesta no espa¸co-tempo Riemaniano com topologia
n˜ao euclidiana, quando algumas condi¸c˜oes de fronteira s˜ao impostas aos operadores.
Como resultado, as oscila¸c˜oes de ponto zero do espectro do campo quˆantico s˜ao
diferentes daqueles que correspondem ao caso de espa¸cos-tempo com topologia
euclidiana. No contexto dos modelos de Friedmann, o efeito Casimir foi primeiro
considerado numa teoria quˆantica dos campos sem massa [37] e com massa [38]. A
polariza¸c˜ao do v´acuo de Casimir pode induzir um processo inﬂacion´ario em modelos
cosmol´ogicos com topologia n˜ao euclidiana [39]. O efeito Casimir induzido por um
campo gravitacional, devido a geometria e/ou topologias tˆem sido objeto de intensas
investiga¸c˜oes. Estudos recentes sobre este tema e nestes contextos para diferentes
campos e topologias podem ser vistos em [40, 41, 42, 43].
Por outro lado, o estudo de intera¸c˜oes eletromagn´eticas cl´assicas na presen¸ca de
um campo gravitacional possue interesses te´oricos e observacionais. Em particular,
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os interesses observacionais s˜ao motivados pelo grande aumento de observa¸c˜oes
astronˆomicas, especialmente, as que considera objetos compactos, como estrelas de
neutrons e buracos negros [44].
O campo eletromagn´etico cl´assico gerado por uma carga pontual em repouso
no espa¸co-tempo de Schwarzschild foi investigado durante o in´ıcio dos anos setenta
[45]. Alguns anos mais tarde, uma solu¸c˜ao exata para o mesmo problema tamb´em
foi encontrada, como tamb´em uma solu¸c˜ao para o campo magnetost´atico devido
a uma corrente circular em torno do buraco negro de Schwarzschild [46, 47].
Recentemente, estudos sobre o comportamento de campos eletromagn´eticos num
cen´ario gravitacional foram considerados em diferentes contextos [48, 49, 50, 51].
O fator Λ introduzido por Einstein nos primeiros anos da relatividade geral
modiﬁca consideravelmente as solu¸c˜oes das equa¸c˜oes do campo gravitacional. A
solu¸c˜ao com o fator Λ correspondente a um estado de v´acuo, e esfericamente
sim´etrica foi encontrado primeiramente por de Sitter [52]. Mais tarde Kottler [53]
encontrou a solu¸c˜ao para um buraco negro com Λ, as quais s˜ao mais conhecidas na
literatura atual como as solu¸c˜oes de Schwarzschild-de Sitter (SdS), quando Λ > 0,
e Schwarzschild-anti de Sitter (SAdS), quando Λ < 0.
Recentemente, diferentes exemplos dos efeitos da constante cosmol´ogica na
presen¸ca de campos gravitacionais tem sido investigado em [54], [55]. O interesse
nesse t´opico est´a diretamente ligado com o papel desenvolvido pela constante
no cen´ario cosmol´ogico. Neste contexto, o fator Λ tem sido interpretado como
uma densidade de energia do v´acuo de todos os campos quˆanticos existentes e
como sugerido por observa¸c˜oes recentes, pode ser respons´avel pelo atual est´agio
de acelera¸c˜ao do universo [56], [57].
Observa¸c˜oes astronˆomicas recentes indicam que o universo encontra-se em uma
fase acelerada, para a qual h´a diferentes explica¸c˜oes, sendo a hip´otese da existˆencia
de uma energia escura que constitui mais de 70% do conte´udo do universo a mais
direta. Dentre a cl´asse de modelos, o melhor candidato a energia escura ´e a constante
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cosmol´ogica que pode ser interpretada como energia do v´acuo. Neste caso, por´em,
uma estimativa da energia do v´acuo ´e cerca de 10
120
vezes o valor observado. Esta
discrepˆancia cria diﬁculdades para esta interpreta¸c˜ao. Por outro lado, a for¸ca de
Casimir, que ´e a manifesta¸c˜ao da ﬂutua¸c˜ao quˆantica do v´acuo pode apresentar
uma solu¸c˜ao para essa discrepˆancia, e servir, de fato, como elemento importante na
solu¸c˜ao do problema da energia escura.
Por outro lado, existem diversos estudos sobre a f´ısica de buracos negros,
especialmente aqueles que consideram a estrutura global [58], [59], [60], [61],
[62] e [63], movimentos geod´esicos [64] e [65], efeitos quˆanticos [66] e [67] e o
comportamento de campos nesse contexto [68] e [69], dentre outros.
No espa¸co-tempo de SdS existe um caso particular onde podemos simpliﬁcar
a estrutra do buraco negro, o qual corresponde ao caso extremo. Nesse caso,
os horizontes cosmol´ogicos e do buraco negro possuem o mesmo tamanho, para
Λ =
1
9
M
2
. Esse ´e o buraco negro extremo de SdS. Assim, ´e importante encontrar
solu¸c˜oes das equa¸c˜oes de Maxwell nesse campo gravitacional. Alguns resultados
conectados com o buraco negro extremo podem ser vistos em [70, 71, 72, 73], como
tamb´em no caso quase extremo[74]-[77].
Neste contexto, essa tese est´a dividida da seguinte forma: no cap´ıtulo 2,
vamos discutir o movimento Browniano, via equa¸c˜ao de Langevin, no espa¸co-tempo
plano. Particularmente na se¸c˜ao 2.1, vamos discutir de uma forma introdut´oria um
resultado bem conhecido que ´e o do movimento Browniano num meio viscoso. Em
seguida n˜ao consideraremos mais a viscosidade e sim as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo quˆantico
pr´oximas a uma superf´ıcie reﬂetora plana, calculando os efeitos das ﬂutua¸c˜oes do
v´acuo eletromagn´etico no movimento de part´ıculas testes carregadas.
No cap´ıtulo 3, discutiremos a teoria quˆantica dos campos em espa¸cos-tempo
curvos. Como esse tema ´e bastante vasto, nos concentraremos em analisar alguns
pontos essenciais para esta tese. Entre eles est˜ao, uma breve discurs˜ao sobre o tensor
de energia momento (TEM) em espa¸cos-tempo curvos, o m´etodo de quantiza¸c˜ao




8
canˆonica, os problema da deﬁni¸c˜ao de part´ıculas e das divergˆencias e formas de
renormaliza¸c˜ao.
A partir do cap´ıtulo 4, come¸caremos a parte original dessa tese. Nela vamos
investigar os efeitos das ﬂutua¸c˜oes do v´acuo do campo eletromagn´etico sobre
part´ıculas situadas em um universo em expans˜ao. Neste caso, as part´ıculas
experimentam um movimento Browniano e adquirem uma velocidade quadr´atica
m´edia que depende do fator de escala do espa¸co-tempo de Robertson-Walker.
Aqui, a geometria de fundo, dependente do tempo, pode atuar como uma fonte
de energia, assim, as part´ıculas podem adquirir uma energia cin´etica. Na se¸c˜ao 4.3
desenvolvemos o formalismo b´asico em termos da equa¸c˜ao de Langevin para calcular
a velocidade quadr´atica m´edia de part´ıculas cl´assicas acopladas a uma for¸ca ﬂutuante
num espa¸co-tempo de Robertson-Walker, espacialmente plano. Esse formalismo ser´a
aplicado a diferentes tipos de fatores de escala do universo na se¸c˜ao 4.4. Nossos
resultados ser˜ao resumidos e discutidos na sec. 4.5. Aﬁm de deixarmos a leitura
desse cap´ıtulo mais leve, deixamos para apresentar alguns c´alculos fundamentais nos
apˆendices A e B.
No cap´ıtulo 5 come¸camos fazendo uma revis˜ao geral sobre o efeito Casimir entre
duas placas paralelas. Depois analisaremos uma se¸c˜ao do trabalho de Romeo e
Saharian [78], onde eles consideraram o efeito Casimir entre duas placas paralelas
com condi¸c˜oes de contorno de Robin num espa¸co-tempo de Minkowski com topologia
euclidiana em D-dimens˜oes. Por´em, aqui vamos considerar 4-dimens˜oes espa¸co-
temporais. Dessa forma, o que ser´a feito na sec. 5.4 ´e a generaliza¸c˜ao desse
estudo para uma topologia n˜ao eucliana do tipo S
1
× R
1
× R
1
. Depois na sec.
5.5 generalizaremos esse estudo para um espa¸co-tempo curvo, do tipo de Sitter,
para campos conformes.
Por ﬁm, come¸caremos o cap´ıtulo 6 com uma revis˜ao do trabalho de Cohen
e Wald [45]. Esse trabalho ´e importante para entendermos a se¸c˜ao seguinte.
Nessa, queremos encontrar as solu¸c˜oes das equa¸c˜oes de Maxwell no espa¸co-tempo de
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Schwarzschild-de Sitter com uma constante cosmol´ogica extrema. Assim, na se¸c˜ao
6.5 obtemos o potencial eletrost´atico produzido por uma carga el´etrica. Em seguida
determinamos o potencial magn´etico produzido por uma corrente radial de uma
part´ıcula carregada que se move em dire¸c˜ao ao buraco negro.
Finalmente em 7 apresentaremos as conclus˜oes gerais do trabalho, assim como
algumas extens˜oes a serem feitas.




Cap´ıtulo 2
Equa¸c˜ao de Langevin e
Movimento Browniano no
Espa¸co-Tempo Plano
Antes de come¸carmos a discutir as partes originais da tese, vamos revisar alguns
conceitos b´asicos necess´arios para uma melhor compreens˜ao destas. Sendo assim,
na pr´oxima se¸c˜ao, a equa¸c˜ao de Langevin ser´a utilizada para estudar o movimento
de part´ıculas num meio viscoso. O uso dessa equa¸c˜ao ser´a o ponto de partida
para os estudos do cap´ıtulo 4. Na se¸c˜ao seguinte vamos aplic´a-la para o caso do
movimento Browniano de uma part´ıcula teste submetida as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo
eletromagn´etico, pr´oximo a uma fronteira plana reﬂetora. A simples presen¸ca dessa
fronteira ir´a modiﬁcar as ﬂutua¸c˜oes quˆanticas do campo el´etrico, o qual modiﬁca o
movimento da part´ıcula teste. Calcularemos, seguindo o m´etodo de [13], o resultado
das ﬂutua¸c˜oes quadr´aticas m´edias da velocidade e posi¸c˜ao da part´ıcula teste. No caso
da dire¸c˜ao transversal ao plano, o resultado ser´a negativo. Isso pode ser interpretado
como uma redu¸c˜ao na incerteza quˆantica.
10
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2.1 Introdu¸c˜ao
A equa¸c˜ao de Langevin descreve o movimento Browniano de part´ıculas em
suspens˜ao num ﬂuido
1
. Supondo que o movimento Browniano seja produzido pelas
colis˜oes das part´ıculas com as mol´eculas do ﬂuido (ﬂuido viscoso), podemos escrever
a equa¸c˜ao de Langevin na forma
m
dv
dt
= F
ext
− αv + F (t), (2.1)
onde v ´e a velocidade da part´ıcula, m ´e sua massa, F
ext
´e uma for¸ca externa,
α ´e o coeﬁciente de atrito viscoso e F (t) ´e uma for¸ca aleat´oria que representa o
bombardeamento incessante das mol´eculas do ﬂuido e que varia rapidamente com
rela¸c˜ao ao tempo de observa¸c˜ao.
Na ausˆencia do uma for¸ca externa a equa¸c˜ao de Langevin adquire a forma
dv
dt
= −γv + ξ(t), (2.2)
onde γ = α/m > 0 e ξ(t) = F (t)/m.
Para determinar a solu¸c˜ao dessa equa¸c˜ao vamos supor que a equa¸c˜ao de Langevin
seja dada por
dv
dt
+ f(t)v = ξ(t), (2.3)
onde f(t) ´e uma fun¸c˜ao arbitr´aria que pode ser deﬁnida da seguinte maneira
f(t) =
˙g(t)
g(t)
, (2.4)
sendo g(t) uma outra fun¸c˜ao arbitr´aria.
1
Sabe-se que o movimento irregular de pequenas part´ıculas imersas numa solu¸c˜ao foi observado
em 1827 pelo botˆanico inglˆes Robert Brown. Ap´os v´arias tentativas fracassadas de explicar tal
fenˆomeno, em 1905, foi Einstein quem elucidou a sua verdadeira causa [79]. Em 1909, Perrin obteve
a sua conﬁrma¸c˜ao experimental [80].
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Assim, podemos reescrever (2.3) na forma
d
dt
ln (vg(t)) =
ξ(t)
v
, (2.5)
cuja solu¸c˜ao ´e
v(t) = v
0
e
−γt
+ e
−γt

t
0
ξ(t

)e
γt

dt

. (2.6)
Raciocinando em termos de um ensemble de part´ıculas temos que o valor
esperado da velocidade ´e dado por
v(t) = v
0
e
−γt
+ e
−γt

t
0
ξ(t

)e
γt

dt

. (2.7)
Supondo que a for¸ca aleat´oria tenha valor esperado nulo, ou seja,
ξ(t

) = 0, (2.8)
a qual nos diz que, em m´edia, a for¸ca sentida por uma dada part´ıcula imersa no
ﬂuido ´e nula. Assim, obtemos
v(t) = v
0
e
−γt
. (2.9)
Para calcular o valor esperado do desvio quadr´atico, vamos escrever
∆v = v(t) − v(t) = e
−γt

t
0
e
γt

ξ(t)dt

, (2.10)
ou ainda,
∆v
2
 = e
−2γt

t
0

t
0
e
γ(t

+t

)
ξ(t

)ξ(t

)dt

dt

. (2.11)
Vamos supor que as for¸cas aleat´orias obede¸cam a rela¸c˜ao:
ξ(t

)ξ(t

) = Γδ(t

− t

), (2.12)
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onde Γ ´e uma constante. As express˜oes (2.8) caracteriza um ru´ıdo gaussiano e a
(2.12) um ru´ıdo branco
2
[81].
Resolvendo (2.11), com o uso de (2.12) encontramos,
∆v
2
 =
Γ
2γ

1 − 2e
−2γt

. (2.13)
A constante Γ pode ser determinada atrav´es do teorema da equiparti¸c˜ao da
energia. Ele garante que a energia cin´etica m´edia de uma part´ıcula em movimento
corresponde a
1
2
k
B
T , para cada grau de liberdade. Ou seja,
m∆v
2
 = k
B
T, (2.14)
onde k
B
´e a constante de Boltzmann. Cobinando as eqs. (2.13) e (2.14) encontramos
para o limite de tempos longos
Γ =
2γk
B
T
m
. (2.15)
Essa rela¸c˜ao ´e conhecida como teorema de ﬂutua¸c˜ao de dissipa¸c˜ao, pois relaciona
a viscosidade γ do ﬂuido, respons´avel pela dissipa¸c˜ao, com a constante Γ que est´a
relacionada com a for¸ca ξ, respons´avel pela ﬂutua¸c˜ao.
Outra quantidade que pode ser determinada ´e o deslocamento quadr´atico m´edio
x = x
0
+

t
0
v(t

)dt

, (2.16)
onde x
0
´e a posi¸c˜ao da part´ıcula em t = 0.
Substituindo o valor de v(t) dado em (2.6) encontramos,
x = x
0
+ v
0
1
γ
(1 − e
−γt

) +
1
γ

t
0
ξ(t

)

1 − e
γ(t

−t)

dt

. (2.17)
2
O ru´ıdo branco apresenta a propriedade de estar descorrelacionado, ou seja, um valor de ξ
num instante t

n˜ao possui nenhuma rela¸c˜ao com ξ no instante t

, o que caracteriza processos
Markovianos.
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Assim, o deslocamento m´edio ser´a
x = x
0
+ v
0
1
γ
(1 − e
−γt

). (2.18)
Usando o resultado dado por (2.18) temos que o deslocamento quadr´atico m´edio
assume a forma
∆x
2
 =
1
γ
2

t
0

t
0
ξ(t

)ξ(t

)

1 − e
γ(t

−t)

1 − e
γ(t

−t)

dt

dt

. (2.19)
Usando a eq. (2.12) obtemos,
∆x
2
 =
Γ
γ
2

t −
2
γ

1 − e
−γt

+
1
2γ

1 − 2e
−2γt


. (2.20)
No limite de tempos longos, temos
∆x
2
 =
Γ
γ
2
t. (2.21)
Esse resultado foi obtido por Langevin em 1908 [82]. Resultado semelhante
pode ser obtido atrav´es de outras trˆes abordagens [81] e [83], a saber: o tratamento
difusivo de Einstein, a abordagem via equa¸c˜ao de Fokker-Planck e o processo de
caminhadas aleat´orias de Kac.
2.2 Flutua¸c˜oes do V´acuo e Movimento Browniano
de uma Part´ıcula Teste Pr´oxima a um Plano
Reﬂetor
Vamos considerar uma part´ıcula com massa m e carga el´etrica q. No limite de
baixas velocidades, v satisfaz a equa¸c˜ao de movimento n˜ao-relativ´ıstica:
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dv
dt
=
q
m

E(x, t). (2.22)
Vamos considerar x constante, ou seja, que a part´ıcula n˜ao se move
signiﬁcativamente. Vamos, tamb´em, ignorar a dissipa¸c˜ao. Se a part´ıcula parte
do repouso em t = 0, num tempo t a velocidade ´e:
v =
q
m

t
0

E(x, t)dt (2.23)
e o desvio quadr´atico m´edio ´e:
∆v
2
i
 =
q
2
m
2

t
0

t
0
[E
i
(x, t
1
)E
i
(x, t
2
) − E
i
(x, t
1
)E
i
(x, t
2
)]dt
1
dt
2
. (2.24)
Em geral, pode haver um campo n˜ao ﬂutuante cl´assico em adi¸c˜ao a um campo
quˆantico ﬂutuante. Nesse caso, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao que aparece em (2.24) ´e
apenas a fun¸c˜ao de dois pontos de Wightman positiva do campo quˆantico. Considere
o campo el´etrico como sendo a soma de uma parte cl´assica com uma quˆantica:

E =

E
c
+

E
q
, onde 

E =

E
c
. Ent˜ao:
E
i
(x, t
1
)E
i
(x, t
2
) − E
i
(x, t
1
)E
i
(x, t
2
) = 

E
q
(x, t
1
).

E
q
(x, t
2
). (2.25)
Entretanto, vamos desconsiderar o sub-´ındice q e escrever 

E(x, t
1
).

E(x, t
2
) como
sendo a fun¸c˜ao de dois pontos quˆantica.
Na presen¸ca do plano reﬂetor a fun¸c˜ao de dois pontos pode ser escrita como uma
soma do v´acuo de Minkowski e uma corre¸c˜ao devido o plano reﬂetor, da seguinte
forma


E(x).

E(x

) = 

E(x).

E(x

)
M
+ 

E(x).

E(x

)
P
, (2.26)
onde o termo de corre¸c˜ao ´e ﬁnito no limite de coincidˆencia, x

= x, desde que o
ponto n˜ao esteja sobre o plano. O termo do v´acuo de Minkowski deve produzir
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uma contribui¸c˜ao inﬁnita. Entretanto, como discutido em [13], n˜ao se espera
que essa contribui¸c˜ao produza nenhuma consequˆencia observ´avel. Portanto, vamos
considerar apenas a contribui¸c˜ao dependente do plano e escrever
∆v
2
 =
q
2
m
2

t
0

t
0


E(x, t
1
).

E(x, t
2
)
P
dt
1
dt
2
. (2.27)
No caso de um plano reﬂetor perfeito, 

E(x).

E(x

)
P
pode ser obtido atrav´es do
m´etodo das imagens [84].
Considere o plano reﬂetor localizado no plano z = 0. Em um ponto a uma
distˆancia z do plano, as componentes de 

E(x, t
1
).

E(x, t
2
) ser˜ao calculadas a partir
da express˜ao abaixo [12]:
E
i
E
j

 = ∂
t
∂
t

G
ij

+ ∂
i
∂
j

G
tt

− ∂
t
∂
j

G
it

− ∂
i
∂
t

G
tj

(2.28)
e
G
µν
=
η
µν

4π
2
D(r, r

)
−
η
µν

− 2ˆz
µ
ˆz
ν
4π
2
˜
D(r, r

)
(2.29)
sendo, η
µν
= (−1, 1, 1, 1) , ˆz
µ
= (0, 0, 0, 1) , D(r, r

) = −(t − t

)
2
+ (x − x

)
2
+ (y −
y

)
2
+ (z −z

)
2
e
˜
D(r, r

) = −(t −t

)
2
+ (x −x

)
2
+ (y −y

)
2
+ (z + z

)
2
. Onde, na eq.
(2.29) o primeiro termo do lado direito refere-se a contribui¸c˜ao do espa¸co-tempo de
Minkowski, j´a o segundo termo, `a contribui¸c˜ao devido ao plano reﬂetor.
Com isso, podemos calcular os termos E
x
E
x

, E
y
E
y

 e E
z
E
z

 utilizando
(2.28) e (2.29). Esse c´alculo nos d´a:
E
x
1
(r, t
1
)E
x
2
(r, t
2
) = E
y
1
(r, t
1
)E
y
2
(r, t
2
) (2.30)
=
1
π
2

(t
2
− t
1
)
2
+ 4z
2
[−(t
2
− t
1
)
2
+ 4z
2
]
3

,
e
E
z
1
(r, t)E
z
2
(r, t) =
1
π
2

1
[−(t
2
− t
1
)
2
+ 4z
2
]
2

. (2.31)
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Essa apresenta a contribui¸c˜ao apenas do plano reﬂetor.
Assim, a velocidade quadr´atica de dispers˜ao nas dire¸c˜oes x e y s˜ao:
∆v
2
x
 = ∆v
2
y
 =
q
2
m
2

t
0

t
0
E
x
1
(r, t
1
)E
x
2
(r, t
2
)dt
1
dt
2
(2.32)
que ´e igual a:
∆v
2
x
 = ∆v
2
y
 =
q
2
π
2
m
2

t
64z
3
ln

2z + t
2z − t

2
−
t
2
8z
2
(t
2
− 4z
2
)

(2.33)
A express˜ao acima ´e singular em t = 2z. O que corresponde ao intervalo de
tempo que a luz gasta para sair de z, a posi¸c˜ao inicial da part´ıcula, ir at´e o plano
e voltar para z. Isso ocorre para o caso de um reﬂetor perfeito. Portanto, num
tratamento mais real´ıstico, tal singularidade n˜ao deve aparecer.
Para t  z a equa¸c˜ao (2.33) ﬁca dada por
∆v
2
x
 = ∆v
2
y
 ≈ −
q
2
3π
2
m
2
1
t
2
−
8q
2
5π
2
m
2
z
2
t
4
, (2.34)
de modo que se t → ∞, as ﬂutua¸c˜oes das velocidades quadr´aticas nas dire¸c˜oes x e y
tendem a zero. Note, tamb´em, que ∆v
2
x
 < 0 e ∆v
2
y
 < 0. As consequˆencias disso
ser˜ao discutidas mais adiante.
Na dire¸c˜ao z, a velocidade de dispers˜ao ´e tal que,
∆v
2
z
 =
q
2
m
2

t
0

t
0
E
z
1
(r, t
1
)E
z
2
(r, t
2
)dt
1
dt
2
. (2.35)
Resolvendo essas duas integrais, obtemos o seguinte resultado
∆v
2
z
 =
q
2
π
2
m
2
t
32z
3
ln

2z + t
2z − t

2
, (2.36)
que para t  z, resulta em
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∆v
2
z
 ≈
q
2
4π
2
m
2
1
z
2
+
q
2
3π
2
m
2
1
t
2
(2.37)
Diferentemente das velocidades de dispers˜ao na dire¸c˜ao transversa, onde a
velocidade de dispers˜ao tende a zero para tempos longos, na dire¸c˜ao perpendicular
ao plano reﬂetor a velocidade tende a uma constante quando t → ∞. A raz˜ao pela
qual ela n˜ao continua a crescer no tempo pode ser entendido como uma consequˆencia
da conserva¸c˜ao da energia.
Agora, vamos calcular as ﬂutua¸c˜oes quadr´aticas nas posi¸c˜oes. Na dire¸c˜ao x
temos,
∆x
2
 =
q
2
m
2

t
0
dt
1

t
1
0
dt


t
0
dt
2

t
2
0
dt

E
x
(r, t

)E
x
(r, t

) (2.38)
e ent˜ao:
∆x
2
 =
q
2
π
2
m
2

t
3
192z
3
ln

t + 2z
t − 2z

2
−
t
2
24z
2
−
1
6
ln

t
2
− 4z
2
4z
2


, (2.39)
e para t  z, obtemos
∆x
2
 = ∆y
2
 ≈ −
q
2
3π
2
m
2
ln(t/2z) (2.40)
A ﬂutua¸c˜ao da posi¸c˜ao na dire¸c˜ao z ´e:
∆z
2
 =
q
2
π
2
m
2

t
3
96z
3
ln

t + 2z
t − 2z

2
+
t
2
24z
2
−
1
6
ln

t
2
− 4z
2
4z
2


(2.41)
o limite de t  z resulta na seguinte rela¸c˜ao
∆z
2
 ≈
q
2
π
2
m
2

1
3
ln

t
2z

+
t
2
8z
2
+
1
9
+ O(z
2
/t
2
)

(2.42)
Lembre-se que assumimos que a part´ıcula n˜ao muda signiﬁcativamente sua
posi¸c˜ao, isto ´e, ∆z
2
  z
2
. Essa condi¸c˜ao ser´a v´alida se
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z
2

q
2
π
2
m
2

1
3
ln

t
2z

+
t
2
8z
2
+
1
9
+ O(z
2
/t
2
)

⇒ z
2

q
2
t
2
8π
2
m
2
z
2
(2.43)
ou ent˜ao,
t 
2
√
2π
q
(mz)z (2.44)
Note que mz, que aparece em (2.44), ´e a raz˜ao inversa entre o comprimento
de onda de Compton da part´ıcula (λ
C
), e a distˆancia ao plano reﬂetor. Pois,
λ
C
=
h
mc
= 1/m, no sistema de unidades onde h = c = 1 e z ´e a distˆancia da
part´ıcula ao plano. Assim, as equa¸c˜oes (2.41) e (2.42) podem ser v´alidas para
tempos longos comparados a z, o tempo que a luz leva para sair de z e chegar ao
plano.
2.3 Sum´ario e Discuss˜ao
Agora vamos fazer alguns breves coment´arios sobre os resultados encontrados
anteriormente. Primeiro devemos lembrar que, no contexto tratado nessa se¸c˜ao, o
movimento Browniano devido `as ﬂutua¸c˜oes quˆanticas do v´acuo ´e anisotr´opico. As
dispers˜oes nas velocidades s˜ao diferentes nas dire¸c˜oes longitudinais e transversais
ao plano reﬂetor, devendo-se destacar que segundo (2.34) e (2.40) as ﬂutua¸c˜oes na
velocidade e posi¸c˜ao s˜ao negativas. Uma dispers˜ao negativa deve implicar num
decr´escimo da incerteza em ∆v
2
x(y)
 e ∆x
2
(y). Sabemos que, segundo a mecˆanica
quˆantica uma part´ıcula com massa ´e descrita por um pacote de ondas que possui
uma incerteza na posi¸c˜ao e no momento. Tamb´em ´e conhecido que o pacote de ondas
alarga-se `a medida que o tempo passa e, portanto, a incerteza na posi¸c˜ao aumenta
com o tempo. Conseq¨uentemente, mesmo que a incerteza no pacote de onda da
part´ıcula seja inicialmente m´ınimo, ap´os um tempo muito grande ele ir´a satisfazer o
princ´ıpio da incerteza com uma margem consider´avel. Levando em conta que ∆x
2
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´e a diferen¸ca entre o caso com o plano e o caso sem ele, podemos entender que o sinal
negativo de ∆x
2
 equivale a uma redu¸c˜ao do alargamento da posi¸c˜ao na dire¸c˜ao
paralela ao pacote de onda, com rela¸c˜ao ao que ele teria no caso sem o plano. Note
que a redu¸c˜ao devido as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo ´e geralmente pequena j´a que ∆x
2

´e uma fun¸c˜ao logar´ıtmica do tempo. Entretanto, a dispers˜ao correspondente na
dire¸c˜ao z ´e positiva e cresce linearmente com o tempo. Assim, o alargamento do
pacote de onda na dire¸c˜ao z ganha for¸ca com as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo quˆantico e ´e
aumentado com rela¸c˜ao ao que ele teria sem a presen¸ca do plano.
Vamos discutir com mais detalhes o alargamento do pacote de onda devido a
natureza quˆantica da part´ıcula e devido `as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo eletromagn´etico.
Por exemplo, considere um pacote de onda Gaussiano que representa uma part´ıcula
cuja posi¸c˜ao e cujo momento s˜ao simultaneamente determinados, o mais pr´oximo
poss´ıvel do que o princ´ıpio da incerteza permite. Vamos admitir que, inicialmente,
o pacote de onda do comprimento da part´ıcula ´e ∆z
q0
3
. Dessa forma, a incerteza do
pacote de onda ∆z
2
q
´e a incerteza inicial do pacote mais a incerteza adquirida ap´os
um certo tempo t:
∆z
2
q
= ∆z
2
q0
+ ∆z
2
q
1
(2.45)
onde ∆z
2
q
1
=
∆p
2
z
t
2
m
2
. Assim, ∆z
q
pode ser reescrita na forma,
∆z
q
=

∆z
2
q0
+
∆p
2
z
t
2
m
2
(2.46)
onde ∆p
z
´e o comprimento do pacote de onda no espa¸co dos momentos. Considere,
∆z
q0
∆p
z
= 1/2, que ´e o pacote de onda inicial, no qual a incerteza apresenta o seu
valor min´ımo. Assim,
3
Vamos admitir que o ´ındice q representa as incertezas devido a natureza quˆantica da part´ıcula,
em oposi¸c˜ao aos termos sem ´ındices usados at´e aqui. Estes indicam a natureza quˆantica do v´acuo,
como explicado anteriormente.
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∆z
q
=

∆z
2
q0
+
t
2
4∆z
2
q0
m
2
≡ ∆z
qm
. (2.47)
A pergunta que queremos responder agora ´e: qu˜ao maior pode ser a ﬂutua¸c˜ao
na posi¸c˜ao, devido as ﬂutua¸c˜oes do v´acuo, se comparadas com aquelas devido ao
alargamento do pacote de ondas, devido as incertezas na posi¸c˜ao e no momento das
part´ıculas? Assim, queremos encontrar o tamanho inicial de um pacote de onda tal
que ap´os um tempo t, o comprimento do pacote de onda possua um valor m´ınimo.
Isto signiﬁca que
d
d(∆z
2
q
)

∆z
2
q0
+
t
2
4m
2
∆z
2
q0
= 0 (2.48)
ou seja,
∆z
2
q0
=
t
2m
(2.49)
e assim, substituindo (2.49) em (2.47) temos,
∆x
qm
= ∆y
qm
= ∆z
qm
=

t
m
. (2.50)
Agora considere,
∆x
f
=

|∆x
2
|, (2.51)
a incerteza na posi¸c˜ao na dire¸c˜ao x devido aos efeitos das ﬂutua¸c˜oes do v´acuo, e
∆z
f
a incerteza correspondente na dire¸c˜ao z. No limite t  z, temos, para o caso
em que a part´ıcula ´e um el´etron, onde foram utilizadas as eqs. (2.40) e (2.50):
∆x
f
∆x
qm
= 2

α ln(t/2z)
3πtm
(2.52)
sendo α a constante de estrutura ﬁna. A raz˜ao correspondente na dire¸c˜ao z ´e
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∆z
f
∆z
qm
=

α
2π

t
m
1
z
. (2.53)
Como o tamanho inicial ∆z
qm
, deve ser bem menor que z, em geral essa raz˜ao ´e
bem menor que a unidade.
Note que a dispers˜ao na velocidade transversal, ∆v
2
x
, ´e um efeito tempor´ario,
ou transiente, que vai a zero rapidamente a medida que o tempo cresce, embora a
dispers˜ao na posi¸c˜ao transversa x
2
, cres¸ca lentamente com o tempo. Isso pode
ser entendido como uma conseq¨uˆencia da incerteza em v
x
para tempos longos e
conseq¨uentemente tamb´em ´e um efeito tempor´ario.




Cap´ıtulo 3
Teoria Quˆantica dos Campos no
Espa¸co-Tempo Curvo
3.1 Introdu¸c˜ao
Na constru¸c˜ao de uma teoria quˆantica dos campos se requer que trˆes ingredientes
b´asicos sejam satisfeitos: 1) a deﬁni¸c˜ao de uma densidade Lagrangiana, ou
equivalentemente, a equa¸c˜ao de movimento da teoria cl´assica, 2) um procedimento
de quantiza¸c˜ao, tal qual a quantiza¸c˜ao canˆonica, 3) a caracteriza¸c˜ao dos estados
quˆanticos e a interpreta¸c˜ao f´ısica dos estados e dos observ´aveis. Na presen¸ca de
um espa¸co-tempo curvo, esses mesmos ingredientes b´asicos devem ser v´alidos. No
contexto desse cen´ario, nesse cap´ıtulo, vamos generalizar o formalismo b´asico da
teoria quˆantica dos campos para um espa¸co-tempo curvo. Primeiramente, vamos
deﬁnir como o tensor de energia momento (TEM) de uma teoria dos campos no
espa¸co-tempo curvo pode ser obtido a partir da varia¸c˜ao da a¸c˜ao cl´assica com
respeito ao tensor m´etrico g
µν
. A seguir a quantiza¸c˜ao e a generaliza¸c˜ao do conceito
de part´ıculas ser´a discutida. Veremos, ent˜ao, que a interpreta¸c˜ao f´ısica de tal
conceito n˜ao ´e t˜ao simples, em compara¸c˜ao com o que j´a conhecemos do espa¸co-
23
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tempo plano, onde tal conceito ´e bem deﬁnido. Por ﬁm, discutiremos tamb´em
que a melhor descri¸c˜ao da realidade f´ısica se d´a atrav´es do TEM renormalizado.
Por´em, mesmo ap´os a renormaliza¸c˜ao, o TEM pode apresentar certas anomalias.
Um exemplo disso, ´e a anomalia conforme, ou anomalia do tra¸co que ser´a discutida
na ´ultima se¸c˜ao.
3.2 O Tensor de Energia Momento
A melhor forma de discutir esses assuntos com maior detalhe ´e atrav´es de um
modelo particular. Sendo assim, vamos considerar, por simplicidade, um campo
escalar (ϕ) com massa (m) e densidade Lagrangiana (L) na forma
L =
1
2

∂
α
ϕ∂
α
ϕ − m
2
ϕ
2

. (3.1)
A equa¸c˜ao para o campo escalar com acoplamento m´ınimo ´e obtida atrav´es da
equa¸c˜ao de Euler-Lagrange. Assim,

∇
α
∇
α
+ m
2

ϕ(x) = 0, (3.2)
onde
∇
α
∇
α
ϕ =
1
√
−g
∂
∂x
α

√
−gg
αβ
∂ϕ
∂x
β

, (3.3)
com g sendo o determinante da m´etrica.
A eq. (3.2), mesmo no caso m = 0, n˜ao ´e conformalmente invariante. Isso
signiﬁca que quando mapearmos o espa¸co Riemanniano com a m´etrica g
µν
no espa¸co
Riemanniano com a m´etrica ˜g
µν
,
g
µν
(x) → ˜g
µν
= Ω
2
(x)g
µν
(x), (3.4)
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para qualquer fun¸c˜ao Ω(x) real, cont´ınua, ﬁnita e diferente de zero, n˜ao haver´a
nenhuma transforma¸c˜ao ϕ → ˜ϕ = F (Ω)ϕ, tal que a equa¸c˜ao de onda (3.2) preserve
a sua forma. Nesse caso, o signiﬁcado f´ısico de uma invariˆancia conforme ´e que um
campo sem massa n˜ao possui seu pr´oprio comprimento de escala (para um campo
com massa a escala ´e o comprimento de onda de Compton λ
C
= m
−1
) e como
conseq¨uˆencia ele deve ter o mesmo comportamento nos espa¸cos Riemannianos entre
os quais a correspondˆencia conforme (3.4) possa ser estabelecida.
Dessa forma, uma generaliza¸c˜ao covariante foi sugerida em [85]-[86], com uma
densidade Lagrangiana dada por,
L =
1
2

∂
α
ϕ∂
α
ϕ − m
2
ϕ
2
− ξRϕ
2

(3.5)
e equa¸c˜ao de movimento

∇
α
∇
α
+ m
2
+ ξR

ϕ(x) = 0, (3.6)
onde R = R
α
α
´e o escalar de curvatura do espa¸co-tempo, R
αβ
´e o tensor de Ricci
e ξ ´e uma constante de acoplamento. Se supusermos que ξ = 1/6, para um
espa¸co-tempo quadri-dimensional
1
, a invariˆancia conforme de um campo escalar
sem massa ´e garantida. Outras raz˜oes f´ısicas para o valor ξ = 1/6, s˜ao dadas em [6].
Particularmente, eles discutem que na aproxima¸c˜ao de part´ıculas quase-cl´assicas,
apenas para o valor ξ = 1/6 e m = 0 ou m = 0, elas movem-se ao longo de
geod´esicas.
Dessa forma, quando variarmos a a¸c˜ao cl´assica, com a Lagrangiana (3.5), com
respeito a vari´avel ϕ, encontramos o tensor de energia momento (TEM) conˆonico
T
αβ
(x) = 2∂
α
ϕ(x)∂
β
ϕ(x) − g
αβ
L(x), (3.7)
e variando a a¸c˜ao com respeito a m´etrica g
αβ
obtemos o TEM m´etrico,
1
Para um espa¸co-tempo n-dimensional ξ =
1
4
n−2
n−1
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T
αβ
= 2(1 − 2ξ)(∂
α
ϕ∂
β
ϕ) − 2ξ[ϕ∇
α
∇
β
ϕ + (∇
α
∇
β
ϕ)ϕ]+ (3.8)
(4ξ − 1)g
αβ
∂
ρ
ϕ∂
ρ
ϕ + [(1 − 4ξ)m
2
g
αβ
− 2ξG
αβ
− 4ξ
2
Rg
αβ
]ϕ
2
,
onde
T
αβ
(x) =
1
√
−g
δS
δg
µν
(x)
(3.9)
e S =

√
−gL(x)d
4
x, sendo S a a¸c˜ao cl´assica e L a densidade Lagrangeana e G
αβ
presente em (3.8) ´e o tensor de Einstein.
Tal quantidade, o TEM, ´e covariantemente conservada, ou seja,
∇
α
T
αβ
= 0. (3.10)
Procedimentos similares podem ser adotados para o caso de campos vetorias e
espinoriais [6].
3.3 Quantiza¸c˜ao Canˆonica
Considere ψ(x) um campo escalar quantizado. Seja {ψ
+
i
(x); ψ
(−)
i
(x)} um
conjunto completo ortonormal de solu¸c˜oes da equa¸c˜ao de onda (3.6). O produto
escalar correspondente ´e

ψ
(±)
i
, ψ
(±)
i

= ∓δ
ij
, (3.11)

ψ
(+)
i
, ψ
(−)
i

= 0. (3.12)
Os sinais positivo e negativo correspondem `as freq¨uˆencias positivas e negativas cujo
signiﬁcado no espa¸co curvo ser´a discutido adiante.
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As deﬁni¸c˜oes de produto escalar acima s˜ao baseadas na existˆencia de superf´ıcies
globais do tipo espa¸co, Σ, do espa¸co-tempo em considera¸c˜ao e na seguinte rela¸c˜ao
(ψ
1
, ψ
2
) = i

dΣ
µ
(ψ
1
∂
µ
ψ
∗
2
− ψ
∗
2
∂
µ
ψ
1
) , (3.13)
onde dΣ
µ
= dΣn
µ
, com dΣ sendo o elemento de volume de uma dada hiper-superf´ıcie
tipo-espa¸co e n
µ
sendo o vetor unit´ario tipo-tempo normal a essa hiper-superf´ıcie
2
.
O campo ψ pode ser representado pela expans˜ao
ψ(x) =

i

ψ
(−)
i
a
(−)
i
+ ψ
(+)
i
(x)a
(+)
i

, (3.14)
onde as express˜oes para os operadores a
(+)
e a
(−)
seguem das condi¸c˜oes de
ortonormalidade (ver 3.11 e 3.12):
a
(+)
i
= −

ψ
(+)
i
, ψ

, (3.15)
a
(−)
i
= −

ψ
(−)
i
, ψ

. (3.16)
O procedimento de quantiza¸c˜ao consiste em impor rela¸c˜oes de comuta¸c˜ao

a
∗
(−)
i
, a
(+)
j

=

a
(−)
i
, a
∗
(+)
j

= δ
ij
, (3.17)

a
(±)
i
, a
(±)
j

=

a
∗
(±)
i
, a
∗
(+)
j

= 0. (3.18)
O estado de v´acuo pode ser deﬁnido por
a
(−)
i
|0 = a
∗
(−)
i
|0 = 0, 0|0 = 1, (3.19)
onde a
(∗)
(−)
i
´e conhecido como operador de destrui¸c˜ao de part´ıculas (anti-part´ıculas)
e a
(∗)
(+)
i
´e o oeprador de cria¸c˜ao de part´ıculas (anti-part´ıculas) e atua a
(+)
i
|n
i
 =
2
A condi¸c˜ao (3.13) ´e aplicada apenas para campos escalares.
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√
n + 1|(n + 1)
i
 e para o caso geral a
(−)
i
|n
i
 =
√
n|(n −1)
i
. O mesmo sendo v´alido
para as anti-part´ıculas.
Os operadores de n´umero de part´ıculas e anti-part´ıculas tomam a forma:
N
j
= a
∗
(+)
j
a
(−)
j
,
˜
N
j
= a
(+)
j
a
∗
(−)
j
(3.20)
e o n´umero total de part´ıculas e anti-part´ıculas ´e
N =

j
N
j
,
˜
N =

j
˜
N
j
. (3.21)
Vamos discutir o signiﬁcado dos sinais de freq¨uˆencia (±) do nosso conjunto
de solu¸c˜oes

ϕ
(±)
i
(x)

. No espa¸co-tempo de Minkowski e na ausˆencia de campos
externos, as solu¸c˜oes positivas e negativas s˜ao auto-fun¸c˜oes do operador de transla¸c˜ao
temporal:
∂ψ
(±)
i
(x)
∂t
∼ ±iω
i
ψ
(±)
i
(x), (3.22)
o qual ´e o gerador do grupo de Poincar´e. Nesse caso, a solu¸c˜ao positiva (negativa)
num dado momento, preserva sua propriedade para qualquer outro momento.
O estado de v´acuo |0 deﬁnido em (3.19) ´e invariante sob transforma¸c˜oes do
grupo de Poincar´e. Ent˜ao, o procedimento de constru¸c˜ao do espa¸co de Fock para
um campo livre quantizado n˜ao possui ambiguidade [5]. A deﬁni¸c˜ao de part´ıculas e
seu n´umero ´e deﬁnida de forma ´unica.
3.4 Espa¸cos-Tempo Curvos e o Problema da
Deﬁni¸c˜ao de Part´ıculas
Uma situa¸c˜ao diferente da discutida na se¸c˜ao anterior acontece para espa¸cos-
tempo curvos. Por exemplo, no caso de espa¸cos curvos n˜ao estacion´arios, os quais
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possuem aplica¸c˜ao em cosmologia, a invariˆancia translacional no tempo est´a ausente,
sendo imposs´ıvel introduzir um operador de transla¸c˜ao no tempo. Tamb´em, a
interpreta¸c˜ao dos elementos do conjunto completo de solu¸c˜oes ortonormais para
as solu¸c˜oes da equa¸c˜ao de onda em um momento arbitr´ario do tempo perde seu
sentido.
Sendo assim, podemos deﬁnir um conjunto completo ortonormal de solu¸c˜oes,
advindo de certas condi¸c˜oes iniciais, na forma:
∂ψ
(±)
i
(t = t
1
, x)
∂t
∼ ±iω
i
(t
1
)ψ
(±)
i
(t
1
, x), (3.23)
e um segundo conjunto completo ortonormal de solu¸c˜oes advindo das condi¸c˜oes,
∂ϕ
(±)
i
(t = t
2
, x)
∂t
∼ ±iΩ
i
(t
2
)ϕ
(±)
i
(t
2
, x). (3.24)
Na ausˆencia de campos externos, ω
i
e Ω
i
representam a energia usual de uma
part´ıcula.
Embora essas fun¸c˜oes sejam deﬁnidas pelas suas propriedades, no tempo t
1
ou
t
2
, em regi˜oes diferentes, podemos expandir os modos de (1) em (2) e vice-versa, ou
seja,
ψ
(+)
i
=

j

Φ
ij
ϕ
(+)
j
− Ψ
ij
ϕ
(−)
j

, (3.25)
ψ
(−)
i
=

j

Φ
∗
ij
ϕ
(−)
j
− Ψ
∗
ij
ϕ
(+)
j

. (3.26)
O signiﬁcado f´ısico de Φ
ij
e Ψ
ij
ser´a discutido adiante.
Ao inv´es de (3.14), o operador de campo pode ser representado agora por,
ψ =

i

ϕ
(−)
i
(x)b
(−)
i
+ ϕ
(+)
i
(x)b
(+)
i

, (3.27)
deﬁnindo os novos tipos de part´ıculas.




30
Das eqs. (3.14), (3.25), (3.26) e (3.27), encontramos as transforma¸c˜oes de
Bogoliubov
a
(−)
i
=

j

Φ
ij
b
(−)
j
+ Ψ
ij
b
(+)
j

, (3.28)
que conectam as deﬁni¸c˜oes antigas com a nova, e
b
(−)
i
=

j

Φ
ij
a
(−)
j
− Ψ
ij
a
(+)
j

, (3.29)
a nova com a antiga. As matrizes Φ
ij
e Ψ
ij
s˜ao chamadas de coeﬁcientes de
Bogolyubov.
As rela¸c˜oes de comuta¸c˜ao para os operadores b
j
s˜ao

b
∗
(−)
i
, b
(+)
j

=

b
(−)
i
, b
∗
(+)
j

= δ
ij
. (3.30)
Para a nova deﬁni¸c˜ao de part´ıculas, o novo v´acuo corresponde
b
(−)
i
|
˜
0 = b
∗
(−)
i
|
˜
0 = 0, 
˜
0|
˜
0 = 1. (3.31)
Os novos operadores para o n´umero de part´ıculas e anti-part´ıculas s˜ao
˜
N
j
= b
∗
(+)
j
b
(−)
j
,
˜
N

j
= b
(+)
j
b
∗
(−)
j
. (3.32)
Usando (3.29) podemos calcular a nova densidade de part´ıcula do v´acuo, atrav´es da
seguinte express˜ao
0|
˜
N
j
|0 =

k
Ψ
+
jk
Ψ
jk
. (3.33)
Assim, o v´acuo antigo n˜ao ´e mais o estado do v´acuo para as novas part´ıculas e
vice-versa. O conceito de part´ıculas e estado de v´acuo torna-se amb´ıguo em espa¸cos
curvos n˜ao-estacion´arios. Ou seja, diferentes conceitos de part´ıculas podem ser
usados por diferentes observadores, e o n´umero de part´ıcula perde o seu sentido
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invariante. Em outras palavras, o conceito de part´ıculas na presen¸ca de um campo
gravitacional n˜ao ´e a melhor deﬁni¸c˜ao da realidade f´ısica. A melhor descri¸c˜ao da
realidade f´ısica ´e agora o TEM renormalizado dos campos quantizados em um certo
estado f´ısico.
3.5 O Problema da Divergˆencia
Considere que o valor esperado no v´acuo do operador TEM seja uma quantidade
que caracteriza as propriedades do v´acuo no espa¸co-tempo curvo. Usando a expans˜ao
do operador de campo em termos dos operadores de cria¸c˜ao e destrui¸c˜ao, obtemos
0|T
αβ
(x)|0 =

j
T
αβ

ψ
(−)
j
(x), ψ
(+)
j
(x)

, (3.34)
onde T
αβ
{f, g} ´e a forma bi-linear deﬁnida pelas express˜ao cl´assica (3.8). A soma
em j deve ser entendida como uma integra¸c˜ao para n´umeros quˆanticos cont´ınuos e
um somat´orio para discretos. A divergˆencia aparece mesmo no espa¸co-tempo plano.
Por exemplo, para o TEM de uma campo escalar livre no espa¸co de Minkowski, a
eq. (3.34) toma a forma
3
0|T
αβ
(x)|0 =
1
(2π)
3

d
3
k
ω
k
i
k
j
, (3.35)
onde ω
2
= k
2
+ m
2
. Essa express˜ao diverge com k
4
quando k → ∞.
A divergˆencia de (3.35) est´a conectada com a presen¸ca das ﬂutua¸c˜oes do v´acuo.
Na teoria quˆantica dos campos padr˜ao, o operador T
αβ
´e reduzido a sua forma normal
em termos dos operadores de cria¸c˜ao e aniquila¸c˜ao. Sendo assim, pode-se remover
essa divergˆencia. Isso corresponde a subtra¸c˜ao das contribui¸c˜oes das oscila¸c˜oes da
forma (3.35). Para campos interagentes, assim como para o espa¸co-tempo curvo,
3
Esse problema ser´a discutido com mais detalhes no cap. (5) quando iremos estudar o efeito
Casimir.
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existem outros tipos de divergˆencia para o valor esperado do v´acuo. Para remover
todas essas divergˆencias a renormaliza¸c˜ao de constantes f´ısicas deve ser usada. No
geral, seguem-se os seguintes procedimentos: Primeiro deve-se fazer uma subtra¸c˜ao
de uma express˜ao inﬁnita por outra, tamb´em inﬁnita, tal que a diferen¸ca ﬁnal seja
ﬁnita. Segundo, essa subtra¸c˜ao pode ser obtida dos termos cruzados introduzidos na
Lagrangiana da teoria. Para dar sentido a tais manipula¸c˜oes, consideramos que as
express˜oes inﬁnitas s˜ao temporariamente ﬁnitas com a ajuda de alguma t´ecnica de
regulariza¸c˜ao (ver cap. 5 ou pr´oxima se¸c˜ao). No ﬁm dos nossos c´alculos, quando as
constantes de renormaliza¸c˜ao forem ﬁxadas e valores ﬁnitos para observ´aveis f´ısicos
forem obtidos, a regulariza¸c˜ao ser´a removida.
Esse procedimento pode ser usado para interpretar o TEM no espa¸co de
Minkowski. Quando aplicarmos a eq. (3.35) uma regulariza¸c˜ao dimensional
4
,
obtemos
0|T
αβ
|0

= −
m
4
64π
2

1

+
3
2
− C − ln
µ
4π

η
αβ
. (3.36)
Onde µ ≡ m/M, M ´e um parˆametro com dimens˜ao de massa, C ´e a constante de
Euler [4].
Como a express˜ao (3.36) ´e proporcional ao tensor m´etrico η
µν
, interpreta-
se essa subtra¸c˜ao como uma renormaliza¸c˜ao da constante cosmol´ogica da a¸c˜ao
inicial do campo gravitacional. Al´em da regulariza¸c˜ao dimensional, existem outros
procedimentos de regulariza¸c˜ao [4], [36]. A saber, o m´etodo da fun¸c˜ao ζ, a forma de
point splitting, regulariza¸c˜ao adiab´atica, e regulariza¸c˜ao por n-ondas [87], etc.
4
Para isso, calculamos (3.35) num espa¸co-tempo com N = 4 −2 dimens˜oes, onde  ´e complexo.
Assim, consideramos, ap´os uma expans˜ao, resultados  = 0
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3.6 Equa¸c˜ao Semi-Cl´assica e Anomalia Conforme
Uma estrat´egia de renormaliza¸c˜ao considerada aparece quando tratamos T
µν
 de
uma teoria mais geral que involva a gravidade. Nessa teoria o campo gravitacional ´e
tratado classicamente, enquanto os campos de mat´eria s˜ao tratados quanticamente
5
.
Considere as equa¸c˜oes de Einstein cl´assicas
R
µν
−
1
2
Rg
µν
+ Λg
µν
= −8πGT
µν
. (3.37)
Sendo o TEM descrito como um valor esperado quˆantico. Neste caso, temos as
equa¸c˜oes de Einstein semi-cl´assicas, que podem ser representadas na forma
R
µν
−
1
2
Rg
µν
+ Λg
µν
= −8πGT
µν
. (3.38)
Sabemos que a equa¸c˜ao cl´assica de Einstein pode ser calculada da a¸c˜ao
S = S
g
+ S
m
(3.39)
pela condi¸c˜ao
2
(−g)
1/2
δS
δg
µν
= 0, (3.40)
onde
S
g
=

L
g
(−g)
1/2
d
n
x =

(−g)
1/2
R − 2Λ
16πG
d
n
x, (3.41)
´e a a¸c˜ao gravitacional para a qual 2(−g)
−1/2
δS
g
/δg
µν
nos d´a o lado esquerdo da
equa¸c˜ao de Einstein cl´assica e S
m
2
(−g)
1/2
δS
m
δg
µν
= T
µν
, (3.42)
5
Isso ´e um an´alogo `a bem sucedida teoria semi-cl´assica da eletrodinˆamica, onde o campo
eletromagn´etico cl´assico ´e acoplado ao valor esperado do operador de corrente el´etrica.
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´e a a¸c˜ao cl´assica da mat´eria.
Assim, como o lado esquerdo das eqs. (3.37) e (3.38) s˜ao os mesmos, o problema
fundamental aqui ´e encontrar uma quantidade, W , chamada de a¸c˜ao efetiva para os
campos de mat´eria quˆanticos, tal que
2
(−g)
1/2
δW
δg
µν
= T
µν
. (3.43)
A estrutura de W depende da Lagrangeana efetiva L
ef
,
W =

[−g(x)]
1/2
L
ef
(x)d
n
x, (3.44)
que por sua vez depende da fun¸c˜ao de Green de Feynmann na representa¸c˜ao de
DeWitt-Schwinger G
DS
F
6
L
ef
(x) =
1
2
i lim
x

→x

dm
2
x|G
DS
F
|x

. (3.45)
Calculada originalmente por DeWitt em [88]-[89], seguindo o trabalho de Schwinger
[90], a quantidade x|G
DS
F
|x

 ´e escrita na forma
x|G
DS
F
|x

 = −i∆
1
2
(x, x

)(4π)
−n/2

∞
0
ids(is)
−n/2
e
−im
2
s+(σ/2is)
F (x, x

; is), (3.46)
onde m ´e a massa do campo, σ ´e a distˆancia geod´esica, n ´e o n´umero de
dimens˜oes espa¸co-temporais e ∆ ´e o determinante de Van Vleck , ∆(x, x

) =
−det[∂
µ
∂
ν
σ(x, x

)][g(x)g(x

)]
−1/2
(ver cap. 3 de [4] ou [91]).
Um ponto importante ´e entender como W ´e determinado em fun¸c˜ao de L
ef
. Da
ref. [4] temos que
L
ef
≈
1
2
(4π)
−n/2
(m/µ)
n−4
∞

j=0
a
j
(x)m
4−2j
Γ(j − n/2), (3.47)
6
Usaremos o ´ındice DS quando nos referirmos a DeWitt-Schwinger e dS quando nos referirmos
a de Sitter.
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onde µ ´e um parˆametro de massa arbitr´ario, Γ(x) ´e a conhecida fun¸c˜ao Gamma e
os coeﬁcientes a
j
s˜ao componentes que dependem em geral da geometria e a sua
importˆancia ﬁcar´a mais evidente adiante.
No limite n → 4 os trˆes primeiros termos (j = 0, 1 e 2) de (3.47) divergem devido
aos p´olos da fun¸c˜ao Γ:
Γ

−
n
2

=
4
n(n − 2)

2
4 − n
− γ

+ O(n − 4), (3.48)
Γ

1 −
n
2

=
2
(2 − n)

2
4 − n
− γ

+ O(n − 4), (3.49)
Γ

2 −
n
2

=
2
4 − n
− γ + O(n − 4), (3.50)
a partir de j = 3 n˜ao h´a mais p´olos. Esses trˆes primeiros termos representam a
parte divergente de L
ef
. Chamando esses termos de L
div
, temos [92]
L
div
= −(4π
−n/2
)

1
n − 4
+
1
2

γ + ln

m
2
µ
2

4m
2
a
0
n(n − 2)
−
2m
2
a
1
n − 2
+ a
2

,
(3.51)
os coeﬁcientes a
0
, a
1
e a
2
s˜ao dados por
a
0
(x) = 1, (3.52)
a
1
(x) =

1
6
− ξ

R, (3.53)
a
2
(x) =
1
180
R
αβγδ
R
αβγδ
−
1
180
R
αβ
R
αβ
−
1
6

1
5
− ξ

2
R +
1
2

1
6
− ξ

2
R
2
. (3.54)
Vamos lembrar que L
ef
´e apenas uma parte da Lagrangeana total. A outra
parte ´e a parte gravitacional. Como L
div
´e uma quantidade puramente geom´etrica,
podemos absorvˆe-la na parte gravitacional da Lagrangeana. Assim, usando (3.40) e
(3.41), encontramos
R
µν
−
1
2
Rg
µν
+ Λg
µν
+ a
(1)
H
µν
+ b
(2)
H
µν
= −8πGT
µν

ren
, (3.55)
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onde o lado esquerdo ´e devido a L
div
quando substitu´ıdo em (3.40), enquanto o lado
direito ´e devido a Lagrangeana efetiva renormalizada L
ren
≡ L
ef
− L
div
, ou seja
L
ren
≈
1
32π
2

∞
0
∞

j=3
a
j
(x)(is)
j−3
e
−im
2
s
ids. (3.56)
Em (3.55) Λ, a, b e G devem ser determinadas atrav´es de experimentos, enquanto
(1)
H
µν
≡
1
(−g)
1/2
δ
δg
µν

(−g)R
2
d
n
x = 2R
;µν
− 2g
µν
R −
1
2
g
µν
R
2
+ 2RR
µν
(3.57)
e
(2)
H
µν
≡
1
(−g)
1/2
δ
δg
µν

(−g)R
αβ
R
αβ
d
n
x = (3.58)
2R
α
µ;να
− R
µν
−
1
2
g
µν
R + 2R
α
µ
R
αν
−
1
2
g
µν
R
αβ
R
αβ
.
Por outro lado, sabemos que existe um interesse especial em teorias cuja a
a¸c˜ao cl´assica seja invariante por transforma¸c˜oes conformes (3.4). Da deﬁni¸c˜ao de
diferencia¸c˜ao funcional temos
S[¯g
µν
] = S[g
µν
] +

δS[¯g
µν
]
δ¯g
ρσ
(x)
δ¯g
ρσ
(x)d
n
x, (3.59)
usando as rela¸c˜oes δ¯g
µν
(x) = −2¯g
µν
(x)Ω
−1
(x)δΩ(x) e T
µν
=
2
(−g)
1/2
δS
δg
µν
,
encontraremos
S[¯g
µν
] = S[g
µν
] −

[−g(x)]
1/2
T
ρ
ρ
[¯g
µν
(x)]Ω
−1
(x)δΩ(x)d
n
x. (3.60)
Dessa equa¸c˜ao, obtemos
T
ρ
ρ
[g
µν
(x)] = −
Ω(x)
[−g(x)]
1/2
δS[¯g
µν
]
δΩ(x)
. (3.61)
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Se a a¸c˜ao cl´assica for invariante por transforma¸c˜oes conformes, o TEM cl´assico possui
tra¸co nulo. Como transforma¸c˜oes conformes s˜ao essencialmente uma re-escala no
comprimento para cada ponto x do espa¸co-tempo, a presen¸ca de uma massa ou de
uma escala de comprimento ﬁxa na teoria ir´a quebrar a invariˆancia conforme.
Para darmos continuidade, vamos considerar a expans˜ao de DeWitt-Schwinger
na Lagrangeana efetiva (3.47). Note que, quando n → 4 e j = 0 ou j = 1 a eq.
(3.47), com o aux´ılio das eqs. (3.48)-(3.50), vai a zero para m → 0. Assim, o ´unico
termo divergente agora ´e j = 2. Ou seja,
L
div
≈
1
2
(4π)
−n/2
(m/µ)
n−4
a
2
(x)Γ(2 − n/2). (3.62)
Substituindo a
2
de (3.54) em L
div
e do fato que W
div
=

L
div
√
−gd
n
x, temos [4]
W
div
=
1
2
(4π)
−n/2
(m/µ)
n−4
Γ(2 −n/2)

d
n
x[−g(x)]
1/2
[αF (x) + βG(x)] + O(n −4),
(3.63)
onde
F = R
αβγδ
R
αβγδ
− 2R
αβ
R
αβ
+
1
3
R
2
(3.64)
e
G = R
αβγδ
R
αβγδ
− 4R
αβ
R
αβ
+ R
2
, (3.65)
com os coeﬁcientes α =
1
120
e β = −
1
360
.
Note que em W
div
n˜ao constam os termos R e R
2
, ambos oriundos de a
2
. O
primeiro porque trata-se de uma divergˆencia total e portanto n˜ao ir´a contribuir
para a a¸c˜ao, o segundo porque da express˜ao para a
2
, o termo de R
2
´e proporcional
a (1/6 − ξ) e para um acoplamento conforme (ξ = 1/6) esse termo ser´a nulo.
A raz˜ao principal para escrevermos W
div
em termos de F e G ´e que em 4
dimens˜oes, F ´e o quadrado do tensor de Weyl, e

d
4
x(−g)
1/2
G ´e topologicamente
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invariante e ambas as quantidades permanecem invariantes por transforma¸c˜oes
conformes. Assim, para n = 4 e m = 0, W
div
´e invariante por transforma¸c˜oes
conformes. Exceto o caso n = 4, W
div
n˜ao ´e conformalmente invariante, embora W
seja. Um vest´ıgio dessa quebra na invariˆancia conforme aparecer´a nas quantidades
f´ısicas, mesmo quando se coloca n = 4 no ﬁnal dos c´alculos [93]. Assim, considere
as identidades
2
(−g)
1/2
g
µν
δ
δg
µν

(−g)
1/2
F d
n
x = −(n − 4)(F −
2
3
R) (3.66)
2
(−g)
1/2
g
µν
δ
δg
µν

(−g)
1/2
Gd
n
x = −(n − 4)G. (3.67)
Assim, o tra¸co do TEM pode ser calculado, atrav´es de T
µ
µ

div
=
2
(−g)
1/2
g
µν
δW
div
δg
µν
,
quando n → 4, temos
T
µ
µ

div
=
1
16π
2

α

F −
2
3
R

+ βG

. (3.68)
Como W
div
´e uma quantidade local e independente do estado, T
µ
µ

div
tamb´em
´e, ele depende apenas da geometria no ponto x. Sabemos que W ´e conformalmente
invariante no limite sem massa. Assim, o valor esperado do tra¸co do TEM total ´e
zero
T
µ
µ
 = −
Ω(x)
−g
1/2
(x)
δW [¯g
µν
]
δΩ(x)
= 0. (3.69)
A por¸c˜ao renormalizada do valor esperado do TEM, T
µν

ren
= T
µν
−T
µν

div
,
ou seja,
T
µ
µ

ren
= −
1
16π
2

α

F −
2
3
R

+ βG

(3.70)
ou
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T
µ
µ

ren
= −
1
2880π
2

R
αβγδ
R
αβγδ
− R
αβ
R
αβ
− R

. (3.71)
Vemos que, enquanto W possui tra¸co nulo, W
div
n˜ao possui devido a sua natureza
n˜ao conforme. Esse fenˆomeno ´e extremamente importante para o caso de espa¸cos-
tempo conformalmente plano, e ´e conhecido na literatura como anomalia conforme
ou anomalia do tra¸co. Nesse caso, o tra¸co anˆomalo determina o TEM uma vez que
o estado quˆantico tenha sido especiﬁcado [94] e [93].
Para ver isso, considere (3.60) com S trocado por W
ren
:
W
ren
[¯g
µν
] = W
ren
[g
µν
] −

[−¯g(x)]
1/2
T
ρ
ρ
[¯g
µν
(x)]
ren
Ω
−1
(x)δΩ(x)d
n
x. (3.72)
Usando
2
(−g)
1/2
δW
δg
µν
= T
µν
 obtemos,
T
µ
µ
[¯g
κλ
]
ren
=

g
¯g

1/2
T
µ
µ
[g
κλ
]
ren
−
2
(−¯g)
1/2
(x)
¯g
νσ
(x)
δ
δ¯g
νσ

(−¯g)
1/2
(x

) (3.73)
×T
ρ
ρ
[¯g
κλ
(x

)]
ren
Ω
−1
(x

)δΩ(x

)d
n
x

.
O tra¸co na integral acima ´e um tra¸co anˆomalo, o qual ´e local e independente do
estado. Utilizando (3.69)-(3.71), temos
T
ρ
ρ
[¯g
κλ
(x)]
ren
=

g
¯g

1/2
T
ν
µ
[g
κλ
]
ren
−
2
[−¯g(x)]
1/2
¯g
νσ
(x)
δ
δ¯g
µσ
(x)
W
div
[¯g
κλ
] (3.74)
+
2
[−¯g(x)]
1/2
g
νσ
(x)
δ
δg
µσ
(x)
W
div
[g
κλ
].
Mas para n = 4, a eq. (3.63) ﬁca
W
div
= −
1
16π
2
(n − 4)

d
n
x[−g(x)]
1/2
[αF (x) + βG(x)] + O(1). (3.75)
Substituindo em (3.74) obtemos (ver [95] e [92]),
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T
ν
µ
[g
κλ
]
ren
=

¯g
g

1/2
T
ν
µ
[¯g
κλ
]
ren
−
1
2880π
2

1
6
(1)
H
ν
µ
−
(3)
H
ν
µ

, (3.76)
onde
(3)
H
µν
≡
1
12
R
2
g
µν
− R
ρσ
R
ρµσν
O resultado de (3.76) ser´a importante quando formos estudar o efeito Casimir
entre duas placas paralelas de um campo conforme e sem massa para o espa¸co-tempo
de de Sitter.




Cap´ıtulo 4
Flutua¸c˜oes do V´acuo e Movimento
Browniano no espa¸co-tempo de
Robertson-Walker
4.1 Introdu¸c˜ao
Nesse cap´ıtulo vamos considerar part´ıculas cl´assicas acopladas ao campo
eletromagn´etico em um espa¸co-tempo de Robertson-Walker espacialmente plano.
Encontramos que essas part´ıculas experimentam um movimento Browniano e
adquirem uma velocidade quadr´atica m´edia diferente de zero que depende do fator
de escala do universo. Isso ´e devido ao fato que a geometria dependente do tempo
pode atuar como uma fonte de energia. Ent˜ao, essas part´ıculas podem adquirir
uma energia cin´etica. Essse movimento Browniano pode ser interpretado devido
ao n˜ao cancelamento das ﬂutua¸c˜oes do v´acuo anti-correlacionadas num espa¸co-
tempo dependente do tempo. Consideramos diferentes tipos de acoplamento para o
campo eletromagn´etico, incluindo part´ıculas com carga el´etrica, momento de dipolo
magn´etico e polarizabilidade el´etrica. Tamb´em, investigamos diferentes tipos de
41
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fatores de escala.
Este cap´ıtulo est´a dividido da seguinte forma: na se¸c˜ao 4.3 iremos desenvolver
o formalismo b´asico da equa¸c˜ao de Langevin para calcular a velocidade quadr´atica
m´edia de part´ıculas cl´assicas acopladas com uma for¸ca ﬂutuante no espa¸co-tempo de
Robertson-Walker espacialmente plano. O formalismo ´e aplicado para diversos tipos
espec´ıﬁcos de fatores de escala do universo na se¸c˜ao 4.4. Nossos resultados ser˜ao
discutidos na se¸c˜ao 4.5. Os resultados desse cap´ıtulo foram submetidos a publica¸c˜ao,
e podem ser atualmente encontrados em [96].
4.2 Formalismo de Part´ıculas Cl´assicas
Em geral, considera-se part´ıculas quˆanticas acopladas com o campo
eletromagn´etico quantizado. Entretanto, para as situa¸c˜oes que vamos investigar
neste cap´ıtulo, algumas simpliﬁca¸c˜oes ser˜ao consideradas. A primeira ´e que n˜ao
consideraremos a cria¸c˜ao de part´ıculas quˆanticas. Assim, nossas part´ıculas podem
ser sempre tratadas como sendo auto-estados do n´umero de part´ıculas. Num
universo em expans˜ao, se requer que o tempo de escala caracter´ıstico para a expans˜ao
seja mais longo comparado com o tempo de Compton para as part´ıculas. Uma vez
que esse crit´erio seja satisfeito, podemos tratar nossas part´ıculas como estando num
estado de uma part´ıcula com fun¸c˜oes do pacote de onda. A segunda simpliﬁca¸c˜ao
feita ´e quando assumimos que esses pacotes de onda est˜ao localizados em escalas de
comprimento pequenas se comparadas a outras escalas do problema. Por exemplo,
no caso de uma superf´ıcie reﬂetora, queremos que o tamanho do pacote de onda seja
menor quando comparado com a distˆancia a superf´ıcie. No caso em quest˜ao, de um
universo de Robertson-Walker em expans˜ao, requer-se que o tamanho do pacote de
onda seja menor quando comparado com o raio de curvatura local do espa¸co-tempo.
No modelo espacialmente plano que iremos tratar, isso ´e equivalente a ser menor
quando comparado com o tempo de expans˜ao caracter´ıstico. Como esse tempo j´a
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foi anteriormente admitido como sendo grande comparado ao comprimento de onda
de Compton, ´e poss´ıvel encontrar pacotes de onda bem menores que o raio local de
curvatura.
De acordo com o teorema de Ehrenfest, ´e sabido que as equa¸c˜oes de movimento
cl´assicas s˜ao v´alidas para valores esperados associadas com part´ıculas quˆanticas.
Assim se
¯
v ´e o valor esperado do operador velocidade e
¯
F ´e o operador for¸ca, ent˜ao,
o an´alogo da segunda lei de Newton ´e:
m
d
¯
v
dt
=
¯
F. (4.1)
Isso ´e verdade mesmo antes que tenha sido feita a suposi¸c˜ao da localiza¸c˜ao. Uma
vez essa suposi¸c˜ao tenha sido feita, a qual ´e equivalente a invocar uma aproxima¸c˜ao
WKB para a fun¸c˜ao de onda da part´ıcula, atingimos o limite cl´assico da mecˆanica
quˆantica. Mesmo nesse limite, a incerteza quˆantica n˜ao ´e zero; ela ´e simplesmente
pequena se comparada com os valores esperados.
Assim, desconsideramos a nota¸c˜ao com a “barra”, e entendemos quantidades tais
como v e F como sendo valores esperados no estado do pacote de onda. Agora vamos
introduzir uma componente ﬂutuante para a for¸ca. Essas ﬂutua¸c˜oes s˜ao distintas
de quaisquer ﬂutua¸c˜oes quˆanticas devido ao estado quˆantico da part´ıcula e no
nosso caso s˜ao guiadas pelo campo eletromagn´etico quantizado. M´edias sobre essas
ﬂutua¸c˜oes ser˜ao denotadas por “brackets”, . Vamos considerar primeiramente
uma part´ıcula com carga q acoplada a um campo el´etrico ﬂutuante no espa¸co-
tempo plano. Suponha que a part´ıcula est´a em repouso em t = t
i
, e permanece
aproximadamente na mesma localiza¸c˜ao do espa¸co. Assim, a solu¸c˜ao da eq. (4.1) ´e
v =
q
m

t
t
i
dt

E(t

), (4.2)
e a velocidade quadr´atica m´edia no tempo t ´e dada por uma integral dupla da fun¸c˜ao
de correla¸c˜ao do campo el´etrico
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v
2
(t) =
q
2
m
2

t
t
i
dt
1

t
t
i
dt
2
E(t
1
).E(t
1
). (4.3)
Considere o caso onde o campo eletromagn´etico est´a no seu estado de v´acuo,
assim a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao ´e dada pela eq. (A.26). Nesse caso, as integrais na eq.
(4.3) s˜ao
v
2
(t) = 2
q
2
m
2

t
t
i
dt
1

t
t
i
dt
2
d
dt
1
d
dt
2
D(t
1
, t
2
) = (4.4)
= 2
q
2
m
2

t
t
i
dt
1

d
dt
1
D(t
1
, t
2
)

,
onde D ´e a fun¸c˜ao de dois pontos para um campo escalar sem massa. De (4.4) ainda
encontramos que
v
2
(t) = 2
q
2
m
2
[D(t, t) − D(t
i
, t) − D(t, t
i
) + D(t
i
, t
i
)] = (4.5)
= 4
q
2
m
2
[D(0) − D(t)],
onde D(t, t
i
) = D(t
i
, t) =
1
8π
2
(t−t
i
)
2
e D(0, 0), D(t, t) s˜ao divergentes. Essa
divergˆencia ´e uma conseq¨uˆencia da mudan¸ca repentina imposta na eq. (4.3).
Se ao inv´es disso, assumirmos uma mudan¸ca adiab´atica no passado e no futuro,
ent˜ao os limites superior e inferior na eq. (4.3) s˜ao trocados por ∞ e −∞,
respectivamente. A integral resultante ´e melhor calculada no espa¸co dos momentos.
Usando a eq. (A.30) encontramos
v
2
 =
q
2
π
2
m
2

∞
0
dωω
3

∞
−∞
dt
1

∞
−∞
dt
2
e
−iω(t
1
−t
2
)
(4.6)
=
q
2
m
2

∞
0
dωω
3
[δ(ω)]
2
.
A integral acima pode ser calculada usando a seguinte representa¸c˜ao da fun¸c˜ao δ de
Dirac
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δ(ω) = lim
a→0
1
√
πa
e
−ω
2
/a
2
. (4.7)
Fazendo a mudan¸ca de vari´aveis x = ω/a, encontramos o seguinte resultado
v
2
 =
4q
2
πm
2
lim
a→0

a
2

∞
0
dxx
3
e
−2x
2

= 0. (4.8)
Assim, no limite da mudan¸ca adiab´atica, a velocidade quadr´atica m´edia devido ao
movimento Browniano vai a zero, no caso de uma mudan¸ca ﬁnita no tempo.
Quando alguma superf´ıcie reﬂetora est´a presente, existe uma mudan¸ca em v
2
,
que ´e ﬁnita mesmo no limite de uma mudan¸ca repentina, como discutida nas refs.
[13], do cap. 2 e [15]. Assim, no caso de uma mudan¸ca no tempo ﬁnita, mas pequena
se comparada ao tempo de viagem da luz a superf´ıcie reﬂetora, a express˜ao para v
2

´e ﬁnita e cont´em uma parte que depende da distˆancia `a superf´ıcie. Acredita-se que
essa quantidade possui signiﬁcado f´ısico e ´e, em princ´ıpio, observ´avel. Como ser´a
mostrado na pr´oxima se¸c˜ao, o efeito de uma geometria do espa¸co-tempo dependente
do tempo tamb´em produz uma mudan¸ca em v
2
, a qual ´e, em princ´ıpio, observ´avel.
Nas se¸c˜oes subsequentes desse cap´ıtulo, vamos sempre tratar com situa¸c˜oes
espacialmente isotr´opicas, e usaremos a nota¸c˜ao v
2
 = v
2
x
 = v
2
y
 = v
2
z

para as componentes da velocidade quadr´atica m´edia em uma dire¸c˜ao, e v
2
 =
v
2
x
 + v
2
y
 + v
2
z
 para as trˆes dire¸c˜oes espa¸co-temporais.
4.3 Movimento Browniano no Espa¸co-tempo de
Robertson-Walker: Formalismo B´asico
Nessa se¸c˜ao, vamos desenvolver o formalismo b´asico para descrever os efeitos
das ﬂutua¸c˜oes do campo eletromagn´etico para part´ıculas cl´assicas no universo em
expans˜ao. A equa¸c˜ao de movimento de uma part´ıcula puntual cl´assica movendo-se
num espa¸co-tempo curvo com quadri-for¸ca f
µ
´e
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f
µ
= m
Du
µ
dτ
, (4.9)
onde u
µ
´e a quadri-velocidade da part´ıcula, m ´e sua massa e τ ´e o tempo pr´oprio.
O operador D/dτ do lado direito da eq. (4.9) ´e a derivada covariante dada por
Du
µ
dτ
=
du
µ
dτ
+ Γ
µ
αβ
u
α
u
β
. (4.10)
Aqui, consideramos que a geometria do espa¸co-tempo ´e a geometria
espacialmente plana do universo de Robertson-Walker com m´etrica
ds
2
= dt
2
− a
2
(t)(dx
2
+ dy
2
+ dz
2
) , (4.11)
onde a(t) ´e o fator de escala. Vamos restringir nossas aten¸c˜oes para o caso onde as
part´ıculas movem-se lentamente com respeito a essas coordenadas, nas quais o tempo
pr´oprio das part´ıculas torna-se o tempo coordenado t. Devido a isotropia espacial,
podemos considerar uma dada dire¸c˜ao x e escrever a equa¸c˜ao de movimento na
forma
du
x
dt
+ 2
˙a
a
u
x
=
1
m
f
x
. (4.12)
Aqui, usamos Γ
x
tx
= Γ
x
xt
= ˙a/a, onde ˙a = da/dt.
Vamos considerar o termo de for¸ca na forma
f
x
= f
x
+ f
x
ext
, (4.13)
onde f
x
ext
´e uma for¸ca externa n˜ao ﬂutuante, e f
x
´e uma for¸ca ﬂutuante produzida
pelas ﬂutua¸c˜oes do v´acuo eletromagn´etico cujo valor m´edio ´e nulo:
f
x
 = 0 . (4.14)
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Primeiramente, vamos considerar o caso de part´ıculas livres, as quais possuem
f
ext
= 0. Assim, a eq. (4.12) pode ser escrita como
1
a
2
d
dt

a
2
u
x

=
f
x
m
, (4.15)
e que a integra¸c˜ao, ﬁca reduzida `a seguinte forma
a
2
(t
f
)u
x
(t
f
) − a
2
(t
0
)u
x
(t
0
) =
1
m

t
f
t
0
dta
2
(t)f
x
(t). (4.16)
Admitindo que essas part´ıculas est˜ao inicialmente em repouso (u
x
(t
0
) = 0),
encontramos que a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao para a velocidade ´e dada por
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
1
m
2
a
4
f

t
f
t
0

t
f
t
0
dt
1
dt
2
a
2
(t
1
)a
2
(t
2
) f
x
(t
1
, r
1
)f
x
(t
2
, r
2
).
(4.17)
Outro caso de interesse ´e quando existir uma for¸ca externa que cancela localmente
o efeito da expans˜ao cosmol´ogica:
f
x
ext
= 2m
˙a
a
u
x
. (4.18)
Esse ´e o caso de part´ıculas em estado ligado, tais como gal´axias ou mol´eculas. Tais
part´ıculas n˜ao participam da expans˜ao cosmol´ogica. Vamos nos referir a esses tipos
de part´ıculas como part´ıculas ligadas. Nesse caso,
du
x
dt
=
1
m
f
x
, (4.19)
e a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade para part´ıculas que movem-se, a partir do
repouso, em t = t
f
´e
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
1
m
2
 
dt
1
dt
2
f
x
(t
1
, r
1
)f
x
(t
2
, r
2
). (4.20)
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Note que a express˜ao acima representa a express˜ao da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao
da velocidade coordenada. No entanto, no espa¸co-tempo de Robertson-Walker a
distˆancia pr´opria entre as part´ıculas ´e l
f
, que est´a relacionada com a coordenada de
separa¸c˜ao r em t = t
f
por l
f
= a
f
r. Assim, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade
pr´opria ´e dada por
v
x
(t
f
, r
1
)v
x
(t
f
, r
2
) = a
2
f
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
). (4.21)
Note que, se n˜ao tivessemos feito a suposi¸c˜ao de que as part´ıculas movem-se
a baixas velocidades o problema seria bem mais complicado. Nesse caso, a rela¸c˜ao
entre tempo pr´oprio τ e o tempo coordenado t se tornaria uma fun¸c˜ao das velocidades
das part´ıculas. Dessa forma, as express˜oes (4.17) e (4.20) seriam equa¸c˜oes integrais
que iriam conter v´arios componentes u
j
do lado direito.
4.3.1 Part´ıculas Carregadas
Nessa se¸c˜ao, vamos considerar uma part´ıcula carregada eletricamente, com carga
q, acoplada a um campo eletromagn´etico ﬂutuante. Neste caso, a quadri-for¸ca ´e dada
por
f
x
= qF
xt
u
t
≈ qF
xt
. (4.22)
Para o caso de part´ıculas livres, eq. (4.17), temos
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
q
2
4m
2
a
4
f

dt
1

dt
2
a
2
(t
1
)a
2
(t
2
) 

F
xt
u
t

1

F
xt
u
t

2

RW
,
(4.23)
onde os sub-´ıdices 1 e 2 referem-se `as coordenadas (t
1
, r
1
) e (t
2
, r
2
), respectivamente,
e o termo subscrito RW denota a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do v´acuo no espa¸co-tempo
de Robertson-Walker.




[image: alt]49
Essa fun¸c˜ao de correla¸c˜ao ´e obtida da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao correspondente ao
espa¸co-tempo plano atrav´es de uma transforma¸c˜ao conforme. Primeiramente, vamos
escrever a m´etrica de Robertson-Walker na sua forma conforme
ds
2
= a
2
(dη
2
− dx
2
− dy
2
− dz
2
), (4.24)
com dt = adη. O tensor do campo de for¸ca nessas coordenadas ´e dado por
(F
µν
)
RW
= a
−4
(F
µν
)
M
, (4.25)
onde o subscrito M refere-se ao campo de for¸ca no espa¸co de Minkowski.
Isso pode ser visto, por exemplo, do fato que a densidade Lagrangiana,
√
−gF
µν
F
µν
´e invariante sobre transforma¸c˜oes conformes. Usando este resultado
e a eq. (4.23) com u
η
= aδ
µ
η
, encontramos
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
q
2
m
2
a
4
f

dη
1

dη
2
F
ηx
(η
1
, r
1
)F
ηx
(η
2
, r
2
)
M
. (4.26)
Aqui, a componente apropriada da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do espa¸co de Minkowski ´e
dada pela eq. (A.25). O ponto chave desse resultado ´e que o fator de escala n˜ao
aparece dentro do integrando. Assim, a expans˜ao cosm´ologica n˜ao possui nenhum
efeito sobre o movimento Browniano (a menos de um fator multiplicativo constante
fora da integral), e ent˜ao, n˜ao encontramos um resultado interessante para esse caso.
O caso de part´ıculas ligadas ´e diferente. Nesse caso, das eqs. (4.20) e (A.25),
encontramos
u
x
(η, r
1
)u
x
(η, r
2
) =
q
2
m
2

dη
1

dη
2


F
tx
u
t

1

F
tx
u
t

2

RW
(4.27)
=
q
2
m
2

dη
1

dη
2
a
−2
(η
1
)a
−2
(η
2
)

−(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

.
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Aqui, r ´e a separa¸c˜ao espacial das part´ıculas e r
2
= r
2
− 2∆x
2
. Agora, existem
fatores de 1/a
2
no integrando que induzir˜ao efeitos n˜ao-triviais associados ao
universo em expans˜ao.
A diferen¸ca de comportamento entre as part´ıculas carregadas livres e ligadas
pode ser descrito como um efeito da acelera¸c˜ao relativa a um referencial de repouso
deﬁnido pelo estado quˆantico do campo quantizado, o qual nesse caso, ´e o referencial
com´ovel da eq. (4.11). Um efeito an´alogo a esse, no espa¸co-tempo plano, ´e o efeito
Unruh [97] , no qual um detector registra a presen¸ca de part´ıculas quando aceleradas
no espa¸co-tempo de Minkowski. A mesma distin¸c˜ao entre part´ıculas aceleradas e
n˜ao aceleradas ´e encontrada em outros tipos de acoplamentos e que ser˜ao discutidos
nas pr´oximas se¸c˜oes.
4.3.2 Dipolos Magn´eticos
Nessa se¸c˜ao vamos considerar part´ıculas com momento de dipolo magn´etico.
No espa¸co-tempo plano, tais part´ıculas experimentam uma for¸ca quando existe um
gradiente de campo magn´etico diferente de zero, ou seja,
f = −∇u (4.28)
onde u = −µ.B, ´e a energia potencial magn´etica, µ ´e o momento magn´etico e B ´e
o campo magn´etico. Escrevendo essa for¸ca na forma covariante, encontramos para
a componente x
f
x
= µ∂
x

F
zy
x
z
x

y

(4.29)
onde, x
µ
= (0, 0, 0, −a) e x

µ
= (0, 0, −a, 0), e tais que x
µ
x
µ
= x
µ
x

µ
= −1.
Para part´ıculas livres, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade, eq. (4.17), ﬁca
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u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
µ
2
a
4
(t
f
)m
2

dt
1

dt
2
∂
x
1
∂
x
2


F
zy
x
z
x

y

1

F
zy
x
z
x

y

2

RW
.
(4.30)
Novamente podemos usar a eq. (4.25) para escrever a express˜ao acima em termos de
∂
x
1
∂
x
2
F
zy
(η
1
, r
1
) F
zy
(η
2
, r
2

M
, a qual pode ser calculada (ver eq. (A.35)), de modo
que podemos escrever
u
x
(η, r
1
)u
x
(η, r
2
) = −
µ
2
m
2
a
4
(t
f
)

dη
1

dη
2
a
−1
(η
1
)a
−1
(η
2
) × (4.31)

2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3
+
6(η
2
− η
1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
4

.
Na eq. (4.31), usamos o limite de coincidencia r → 0 apenas no numerador, com
o intuito de simpliﬁcar nossas express˜oes. Isso n˜ao ir´a alter´a nossos resultados ﬁnais
pois tal limite seria tomado logo ap´os as integra¸c˜oes.
Para dipolos magn´eticos ligados, podemos iniciar com a eq. (4.20) e seguir o
mesmo procedimento para encontrar a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade,
u
x
(η, r
1
)u
x
(η, r
2
) = −
µ
2
m
2

dη
1

dη
2
a
−3
(η
1
)a
−3
(η
2
) × (4.32)

2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3
+
6(η
2
− η
1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
4

,
onde o limite de coincidˆencia foi tomado novamente no numerador do integrando.
4.3.3 Part´ıcula Polarizada
Vamos considerar nessa se¸c˜ao uma part´ıcula polarizada, descrita como uma
part´ıcula puntual com polarizabilidade est´atica α. Num campo el´etrico inomogˆeneo
tais part´ıculas experimentam uma for¸ca do tipo
f(x) =
α
2
∇(E
2
) , (4.33)
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a qual numa nota¸c˜ao covariante torna-se,
f
x
=
α
2
∂
x

F
tx
u
t
x
x

2
, (4.34)
onde o limite de baixa velocidade foi tomado com u
ν
= δ
0
ν
, x
µ
= (0, −a, 0, 0). Para
uma part´ıcula livre, as eqs. (4.17) e (4.25) nos levam a
u
x
(t
f
, r
1
)u
x
(t
f
, r
2
) =
α
2
4m
2
a
4
f

dη
1

dη
2
× (4.35)
a
−3
(η
1
)a
−3
(η
2
)∂
x
1
∂
x
2


F
0i
(η
1
, r
1
)

2

F
0i
(η
2
, r
2
)

2

M
,
onde usamos o fato que u
µ
= aδ
η
µ
e x
µ
= (0, −a, 0, 0), em coordenadas conformes.
Aqui, usamos o teorema de Wick para calcular a fun¸c˜ao de dois pontos:
E
2
(r
1
)E
2
(r
2
)
M
= E
i
(r
1
)E
i
(r
2
)E
j
(r
1
)E
j
(r
2
)
M
, encontrando
E
i
(r
1
)E
i
(r
2
)E
j
(r
1
)E
j
(r
2
)
M
= 2

E
i
(r
1
)E
j
(r
2
)
M
E
i
(r
1
)E
j
(r
2
)
M

, (4.36)
de acordo com o procedimento desenvolvido no apˆendice A, eq. (A.38),
E
i
(r
1
)E
i
(r
2
)E
j
(r
1
)E
j
(r
2
)
M
=

−3(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

2
. (4.37)
Para simpliﬁcar nossa express˜ao vamos considerar o limite de coincidencia na
coordenada espacial r = r
2
− r
1
= 0, apenas no numerador de todos os fatores.
Ent˜ao, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade ´e,
u
x
(η, r
1
)u
x
(η, r
2
) =
α
2
4m
2
a
4
f

dη
1

dη
2
a
−3
(η
1
)a
−3
(η
2
) × (4.38)
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1
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2
]
5
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2
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1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
6
+
144(η
2
− η
1
)
4
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
7

.
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4.4 Modelos Espec´ıﬁcos de Universo
Nessa se¸c˜ao, aplicaremos as f´ormulas b´asicas obtidas na sec. 4.3 para investigar
a inﬂuencia de diferentes fatores de escala no movimento Browniano, induzido por
ﬂutua¸c˜oes do campo eletromagn´etico devido ao v´acuo quˆantico, das part´ıculas.
Para calcular a forma relevante das integrais ser´a necess´ario variar a forma de um
respectivo fator de escala para diferentes tipos de acoplamento. Entretanto, vamos
expressar nossos resultados em termos de uma medida caracter´ıstica da curvatura
do espa¸co-tempo e do redshift m´aximo. Em termos desses dois parˆametros, algumas
caracter´ısticas universais surgem e tendem a ser independentes da forma exata do
fator de escala.
4.4.1 Universo tipo Bouncing Assintoticamente Est´atico
O estudo de universos tipo bouncing foi considerado por alguns autores no
passado [98] e atualmente ´e considerado no contexto da cosmologia quˆantica [99].
Aqui, vamos estudar um caso especial, o qual ´e assintoticamente est´atico no passado
e no futuro.
Vamos considerar o fator de escala na forma
a
n
=
η
2
+ η
2
0
η
2
+ G
2
η
2
0
, (4.39)
onde G e η
0
s˜ao constantes, e n ´e um inteiro positivo.
Note que, quando η → ±∞, o universo ´e assimptoticamente plano e a tende
para a unidade. Ser´a conveniente considerar diferentes escolhas de n para diferentes
tipos de part´ıculas no intuito de simpliﬁcar as integrais correspondentes.
Part´ıculas Carregadas e Ligadas
Nesse caso faremos n = 1. Ent˜ao, a eq. (4.27) torna-se
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∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
2
m
2

+∞
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dη
1

+∞
−∞
dη
2

η
2
1
+ G
2
η
2
0
η
2
1
+ η
2
0

2
(4.40)
×

η
2
2
+ G
2
η
2
0
η
2
2
+ η
2
0

2

−(η
2
− η
1
)
2
− r

2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

.
Essa integral est´a calculada no apˆendice B com um resultado ﬁnal um tanto
complicado (ver eq. (B.6)). Esse resultado simpliﬁca-se consideravelmente no limite
r
1
→ r
2
e G  1,
∆u
2
 =
21q
2
G
8
128m
2
η
2
0
. (4.41)
Note que, como a
f
= 1, essa express˜ao tamb´em nos d´a a velocidade quadr´atica
m´edia pr´opria ∆v
2
.
Uma forma mais interessante de escrevermos esse resultado ´e atrav´es da
curvatura m´axima. Considere o escalar de curvatura R e calcule esta quantidade
em termos do fator de escala da eq. (4.39) com n = 1. Encontramos o seguinte
resultado,
R
0
=
12G
2
η
2
0

1 − G
2

, (4.42)
onde R
0
´e o escalar de Ricci quando η = 0. Se considerarmos o limite G  1, R
0
´e
negativo. Neste limite temos que
R
2
0
≈
144G
8
η
4
0
. (4.43)
Ent˜ao, ∆v
2
 em termos de R
0
´e dado por
∆v
2
 =
7q
2
η
2
0
R
2
0
6144m
2
. (4.44)
Podemos tamb´em escrever a eq. (4.44) em termos do redshift, deﬁnido aqui por:
a
−2
m
≡ (1 + z)
2
. a
m
≡ a(0)/a(∞) = (1/G)
2
, onde a
m
´e o fator de escala m´ınimo, e
se z  1,
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∆v
2
 =
84q
2
|R
0
|
6144m
2
z
2
. (4.45)
Note que a velocidade quadr´atica m´edia ´e proporcional ao quadrado do redshift e
`a curvatura m´axima. Isso pode estar associado a uma temperatura efetiva atrav´es de
uma equa¸c˜ao n˜ao-relativ´ıstica: k
B
T
eff
= m∆v
2
. Onde T
eff
´e a temperatura efetiva
e k
B
´e a constante de Boltzmann nas unidades de Lorentz-Heaviside  = c = 1.
Ent˜ao, T
eff
ser´a,
T
eff

10
−3
q
2
k
B
λ
c

λ
C
l
c

2
z
2
, (4.46)
onde l
c
= 1/

|R
0
| ´e o comprimento de curvatura e λ
C
= 1/m ´e o comprimento de
onda Compton da part´ıcula. Devemos ter λ
C
 l
c
para termos part´ıculas individuais
localizadas e ignorarmos cria¸c˜ao de part´ıculas. Entretanto, podemos ter z  1, o
qual permite que a temperatura efetiva alcance qualquer valor consistente com a
aproxima¸c˜ao n˜ao-relativ´ıstica.
Embora tenhamos usado primeiramente o espa¸co das coordenadas para calcular
∆v
2
, tamb´em ´e poss´ıvel usarmos a representa¸c˜ao dos momentos.
´
E instrutivo
repetirmos os c´alculos da eq. (4.41) usando a representa¸c˜ao dos momentos.
Primeiramente vamos escrever
∆u
2
 =
1
3
∆u
2
 =
q
2
3m
2

+∞
−∞
dη
1
a
−2
(η
1
)

+∞
−∞
dη
2
a
−2
(η
2
)E(η
1
).E(η
2
). (4.47)
O uso da eq. (A.30) nos d´a
∆u
2
x
 =
q
2
6π
2
m
2

∞
0
dωω
3

+∞
−∞
dη
1

+∞
−∞
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1
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2
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2
0
η
2
1
+ η
2
0

2
(4.48)
×

η
2
2
+ G
2
η
2
0
η
2
2
+ η
2
0

2
e
−iω(η
1
−η
2
)
.
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Se integrarmos (4.48) em η
1
e η
2
, seguindo o mesmo procedimento utilizado para
calcular a eq. (4.40), e depois integrarmos em ω iremos obter o mesmo resultado
dado em (4.41). Esse resultado ´e ﬁnito, pois as contribui¸c˜oes para altas freq¨uˆencias,
ω  1/η
0
s˜ao fortemente suprimidas. Entretanto, ao contr´ario do resultado do
espa¸co-tempo de Minkowski, eq. (4.8), ele ´e diferente de zero e a contribui¸c˜ao
dominante vem de ω ≈ 1/η
0
. No limite η
0
→ ∞ retornamos ao resultado de espa¸co-
tempo de Minkowski, dado pela eq. (4.8).
Dipolos Magn´eticos Livres
Novamente considere o fator de escala dado pela eq. (4.39) com n = 1. Ent˜ao, a
eq. (4.31) para a velocidade quadr´atica m´edia torna-se,
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
a
4
f
m
2

∞
−∞
dη
1

∞
−∞
dη
2
(4.49)
×
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2
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2
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2
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2
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2
0

η
2
+ G
2
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2
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2
2
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2
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×
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[−(η
2
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1
)
2
+ r
2
]
3
−
6(η
2
− η
1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
4

.
Essa integral pode ser calculada usando o mesmo procedimento anterior
1
. Assim,
encontramos o seguinte resultado
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
µ
2
m
2

−2
[4η
2
0
+ r
2
]
3
+
24η
2
0
[4η
2
0
+ r
2
]
4

(4.50)
No limite de coincidencia e quando G  1, temos que
∆v
2
 =
10
−3
µ
2
m
2
|R
0
|
η
2
0
, (4.51)
1
Note que as singularidades encontradas aqui s˜ao do mesmo tipo das encontradas no exemplo
anterior. A ´unica mudan¸ca aparece na ordem dos p´olos referente a fun¸c˜ao de dois pontos do campo
magn´etico (devido as derivadas presentes na eq. (4.30)), os quais nos fornecer˜ao uma contribui¸c˜ao
imagin´aria pura e sempre ser´a poss´ıvel escolher um contorno de integra¸c˜ao capaz de evit´a-los.
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com |R
0
| dado pela eq. (4.42).
Em termos do redshift (z  1), obtemos o seguinte resultado
∆v
2
 =
10
−3
µ
2
m
2
|R
0
|
2
z
2
. (4.52)
que ´e completamente diferente do resultado para part´ıculas carregadas ligadas, pois
no caso atual o efeito decresce com z ao quadrado.
Para o caso de el´etrons, ´e conveniente escrever o momento magn´etico como [100]
µ 
q
2m
. (4.53)
A temperatura efetiva em termos da curvatura e do comprimento de onda
Compton λ
C
´e,
T
eff
=
10
−3
q
2
λ
C
k
B

λ
C
l
c

4
z
−2
. (4.54)
Dipolos Magn´eticos Ligados
Aqui, escolhemos o fator de escala da forma da eq. (4.39) com n = 3. Nesse caso,
a velocidade quadr´atica m´edia da eq. (4.32) ´e,
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
m
2

∞
−∞
dη
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∞
−∞
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2
(4.55)
×
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2
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]
4

.
Essa integral foi calculada usando a mesma t´ecnica das anteriores, com o resultado
no limite de coincidˆencia dado por
∆u
2
 =
6 × 10
−2
µ
2
a
4
f
m
2
(G
2
− 1)
2
η
4
0
. (4.56)
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A velocidade pr´opria quando G  1 reduz-se a express˜ao
∆v
2
 =
6 × 10
−2
µ
2
64m
2
|R
0
|
3
η
2
0
, (4.57)
onde o escalar de curvatura em η = 0 ´e
R
0
= −
4
η
2
0
(G)
4/3
. (4.58)
Em termos do redshift, dado por 1 + z ≈ z = a(∞)/a(0) = G
2/3
, podemos
escrever
∆v
2
 =
10
−2
µ
2
64m
2
|R
0
|
2
z
2
, (4.59)
o qual nos mostra que o efeito das ﬂutua¸c˜oes quˆanticas crescem com z.
Associando uma temperatura efetiva, temos
T
eff

10
−3
q
2
k
B
λ
C

λ
C
l
c

4
z
2
. (4.60)
Aqui a temperatura cresce com z como no caso das part´ıculas el´etricas carregadas
devido a for¸ca extra que atua sobre o dipolo magn´etico. Neste caso vemos que o
efeito ´e menor do que aquele indicado pela eq. (4.46).
Part´ıculas Polarizadas Livres
Novamente, vamos considerar o fator de escala na forma da eq. (4.39) com n = 3.
A eq. (4.39) para a velocidade quadr´atica m´edia pode ser escrita como
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
α
2
4m
2
a
4
f
π
4
× (4.61)
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Seguindo o mesmo procedimento usado anteriormente, encontramos,
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
α
2
4π
2
m
2
H
4
a
4
f
η
2
0
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7

.
(4.62)
No limite de coincidencia,
∆v
2
 =
3 × 10
−2
α
2
4π
2
m
2
(G
2
− 1)
2
η
8
0
. (4.63)
Essa velocidade f´ısica (com´ovel) pode ser expressa em termos de R
0
dado na eq.
(4.58) por
∆v
2
 =
10
−3
α
2
64π
2
m
2
|R
0
|
3
η
2
0
. (4.64)
Podemos, tamb´em, escrever a eq. (4.64) em termos do redshift na forma
∆v
2
 =
10
−3
α
2
256m
2
π
2
|R
0
|
4
z
−2
. (4.65)
A velocidade quadr´atica m´edia decresce com o redshift ao quadrado em contraste
com os casos das part´ıculas ligadas investigados anteriormente. Isso ´e devido ao fato
dos ´atomos estarem livres de for¸cas externas. Esse efeito pode estar associado com
uma temperatura efetiva usando a equa¸c˜ao n˜ao-relativistica: k
B
T
eff
= m∆v
2
.
Ent˜ao, obtemos
T
eff

10
−6
α
2
k
B
λ
C

λ
C
l
4
c

2
z
−2
. (4.66)
Esse resultado mostra que a temperatura decresce com o redshift ao quadrado porque
as part´ıculas est˜ao livres de for¸cas externas.
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4.4.2 Expans˜ao Assintoticamente Limitada
Um universo com uma expans˜ao assintoticamente limitada foi estudado na
ref. [94], onde a produ¸c˜ao de part´ıculas com massa foi considerada. Aqui, vamos
investigar os efeitos do movimento Browniano com fatores de escala da forma
a
n
= a
n
0
+ a
n
1
tanh(η/η
0
), (4.67)
onde n ´e um inteiro positivo, a
0
e a
1
s˜ao constantes sem dimens˜ao e η
0
´e uma
constante com dimens˜ao de tempo. Percebemos que, quando η → ±∞ ⇒ a
n
→
a
n
0
±a
n
1
. Ent˜ao, esse universo ´e assintoticamente plano no passado e no futuro, mas
ele n˜ao ´e sim´etrico e exibe apenas uma fase de expans˜ao.
Part´ıculas Carregadas Ligadas
Aqui, tomamos o fator de escala dado por n = 2 na eq. (4.67). A velocidade
coordenada quadr´atica ´e dada por
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
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2
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×
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.
Essa integral est´a calculada no Apˆendice B, com o resultado dado na eq. (B.17).
Nesse modelo, a velocidade f´ısica ´e relacionada com a velocidade coordenada por
∆v
2
 = a
2
f
∆u
2
, onde a
2
f
= a
2
0
+ a
2
1
. Se ﬁzermos uma expans˜ao de Taylor em r at´e
termos de ordem zero, encontramos
∆v
2
 =
−4q
2
(a
2
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2
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) sinh
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2
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9 −
2π
4
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+ 3ζ(3)

, (4.69)
onde α = a
0
/a
1
.




[image: alt]61
Aqui, a express˜ao em parenteses ´e uma constante negativa e ζ(x) ´e a fun¸c˜ao zeta
de Riemann. Podemos escrever a eq. (4.69) em termos do escalar de curvatura em
η = 0, dado por
R
0
=
6a
4
1
η
2
0
a
6
0
. (4.70)
´
E interessante escrever a velocidade quadr´atica m´edia em termos do redshift deﬁnido
aqui como 1 + z ≈ z = a(∞)/a(−∞). Ent˜ao, ∆v
2
 em termos de R
0
e do redshift
´e dado por
∆v
2
  10
−2
q
2
m
2
R
0
z
4
, (4.71)
quando z  1.
A temperatura efetiva agora ´e
T
eff
 10
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λ
C
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2
z
4
. (4.72)
Dipolo Magn´etico Livre
Vamos tomar o fator de escala da eq. (4.67) com n = 1. A velocidade quadr´atica
m´edia ´e dada por
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
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m
2
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,
Adotando o mesmo procedimento de antes, encontramos o seguinte resultado
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η
2
0
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], (4.74)
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onde
S
1
=
∞
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.
No limite de coincidˆencia (r → 0),
∆u
2
 =
24µ
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R
2
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6
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2
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4
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[ζ(5) − ζ(6)] . (4.75)
Como anteriormente, α = a
0
/a
1
.
A velocidade f´ısica ´e, ent˜ao, dada por
∆v
2
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2
R
2
0
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4
12π
6
m
2
, (4.76)
onde agora
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0
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2
1
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4
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0
. (4.77)
A temperatura em termos de λ
C
e l
c
´e,
T
eff
 10
−3
q
2
k
B
λ
C

λ
C
l
c

4
z
4
. (4.78)
Na ´ultima passagem usamos a estimativa µ ≈ qλ
C
, a qual ´e v´alida para a maioria
das part´ıculas carregadas com um momento magn´etico.
Dipolo Magn´etico Ligado
Nesse caso, considere n = 3 na eq. (4.67). A velocidade quadr´atica m´edia torna-
se
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4

.
No limite de coincidˆencia (r → 0),
∆v
2
 =
3 × 10
−3
µ
2
R
2
0
z
4
m
2
[ζ(5) − ζ(6)] , (4.80)
onde
R
0
=
2a
6
1
a
8
0
η
2
0
. (4.81)
A temperatura efetiva ´e dada por
T
eff
 3 × 10
−3
q
2
k
B
λ
C

λ
C
l
c

4
z
4
. (4.82)
Part´ıcula Polarizada Livre
O fator de escala ´e novamente dado pela eq. (4.67) com n = 3 e a velocidade
quadr´atica m´edia coordenada ´e dada por
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
α
2
4m
2
a
4
f

+∞
−∞
dη
2

+∞
−∞
dη
1
× (4.83)


1
a
3
0
+ a
3
1
tanh

η
1
η
0





1
a
3
0
+ a
3
1
tanh

η
2
η
0



×

32
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
5
+
136(η
2
− η
1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
6
+
144(η
2
− η
1
)
4
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
7

.
Seguindo os m´etodos usados anteriormente, encontramos
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∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
4π
2
η
2
0
a
6
1
sinh
4

1
2
ln

β
3
+ 1
β
3
− 1

[S
1
+ S
2
+ S
3
], (4.84)
onde
S
1
=
∞

d=2
(d − 1)
32
π
10
η
10
0

d
2
+
r
2
π
2
η
2
0

5
,
S
2
= −
∞

d=2
(d − 1)
136d
2
π
10
η
10
0

d
2
+
r
2
π
2
η
2
0

6
e
S
3
=
∞

d=2
(d − 1)
144d
4
π
10
η
10
0

d
2
+
r
2
π
2
η
2
0

7
.
No limite de coincidencia,
∆u
2
 =
10α
4
m
2
a
4
f
π
1
4η
8
0
a
6
1
sinh
4

1
2
ln

β
3
+ 1
β
3
− 1

(4.85)
×[ζ(9) − ζ(10)] ,
onde, β = a
0
/a
1
e ζ(x) ´e novamente a fun¸c˜ao zeta e a express˜ao entre parˆenteses ´e
positiva.
A velocidade pr´opria satisfaz a rela¸c˜ao
∆v
2
 =
10α
4
m
2
a
2
f
π
14
η
8
0
a
6
1
sinh
4

1
2
ln

β
3
+ 1
β
3
− 1

. (4.86)
Podemos escrever a eq. (4.86) em termos do escalar de curvatura R
0
= 2a
6
1
/(η
2
0
a
8
0
)
e do redshift
∆v
2
  10
−11
α
2
m
2
R
4
0
z
4
, (4.87)
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quando z  1.
A temperatura efetiva correspondente ´e
T
eff
 10
−11
α
2
k
B
λ
C

λ
C
l
4
c

2
z
4
. (4.88)
Note que, para essa classe de fatores de escala encontramos um resultado
inesperado onde ∆v
2
 ∝ z
4
para todos os tipos de part´ıculas consideradas. Isso
pode ser devido, em parte, a natureza monotˆonica da expans˜ao desse modelo,
em oposi¸c˜ao a contra¸c˜ao e re-expans˜ao do modelo anterior. No entanto esse
comportamento ainda precisa ser melhor entendido.
4.4.3 Outro Universo de Bouncing
Aqui, vamos considerar universos com fatores de escala da forma
a
n
= H
2
(η
2
+ η
2
0
) , (4.89)
onde n ´e um inteiro, H ´e uma constante com dimens˜ao de inverso de tempo, e η
0
´e
tamb´em uma constante, mas com dimens˜ao de tempo. Embora esses modelos sejam
assintoticamente planos no passado e futuro, o fator de escala n˜ao se aproxima de
uma constante, em contraste com modelos da se¸c˜ao 4.4.1.
Part´ıculas Carregadas Ligadas
Aqui, consideramos n = 2 na eq. (4.89). Nesse caso, a express˜ao da velocidade
quadr´atica m´edia ´e,
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
2
m
2

+∞
−∞
dη
2

+∞
−∞
dη
1

1
H
2
η
2
1
+ H
2
η
2
0

(4.90)
×

1
H
2
η
2
2
+ H
2
η
2
0

−(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

.
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Essa integral ´e calculada no Apˆendice B, resultando na eq. (B.25). Se tomarmos
o limite r → 0 dessa express˜ao e usarmos o fato que em η = η
f
 η
0
, o fator de
escala ´e a(η
f
) ≈ Hη
f
. Neste limite, encontramos o seguinte resultado
∆v
2
 =
q
2
m
2
3η
2
f
16H
2
η
6
0
. (4.91)
O escalar de curvatura de Ricci quando η = 0 ´e
R
0
= −
6
H
2
η
4
0
. (4.92)
Em termos dessa curvatura e do redshift 1 + z ≈ z = a
f
/a(0) = η
f
/η
0
quando
η
f
 η
0
, a velocidade quadr´atica m´edia toma a seguinte forma,
∆v
2
 =
q
2
32m
2
|R
0
|z
2
. (4.93)
A temperatura efetiva ´e,
T
eff

10
−1
q
2
k
B
λ
C

λ
C
l
c

2
z
2
. (4.94)
Comparando a eq. (4.94) com eq. (4.46), vemos que elas s˜ao as mesmas, exceto
por um fator num´erico.
Dipolo Magn´etico Livre
Considere o fator de escala dado pela eq. (4.89) fazendo n = 1. Encontramos
que a velocidade quadr´atica m´edia ´e,
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
a
4
f
m
2
× (4.95)
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×
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1
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2
]
3
−
6(η
2
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1
)
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
4

.
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Essa integral fornece o seguinte o resultado,
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
µ
2
a
4
f
m
2
H
4
η
2
0

−2
[4η
2
0
+ r
2
]
3
+
24η
2
0
[4η
2
0
+ r
2
]
4

. (4.96)
No limite de coincidˆencia
∆u
2
 =
6 × 10
−2
µ
2
a
4
f
m
2
H
4
η
8
0
, (4.97)
e a velocidade pr´opria ´e,
∆v
2
 =
10
−3
µ
2
|R
0
|
2
m
2
z
−2
, (4.98)
com R
0
= −12/(H
4
η
6
0
). Esse ´e essencialmente o mesmo resultado encontrado na
eq. (4.52).
Dipolo Magn´etico Ligado
Considere agora o fator de escala obtido fazendo n = 3 na eq. (4.89). Nesse caso,
a velocidade quadr´atica m´edia ´e
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
m
2
× (4.99)
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4

.
No limite de coincidˆencia, temos que
∆u
2
 =
6 × 10
−2
µ
2
m
2
H
4
η
8
0
, (4.100)
com velocidade pr´opria dada por
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∆v
2
 =
3 × 10
−2
µ
2
|R
0
|
2
8m
2
z
2
, (4.101)
onde
R
0
= −
4
H
4/3
η
10/3
0
, (4.102)
e z = a(η
f
)/a(0) = (η
f
/η
0
)
2/3
o qual ´e da mesma forma que a eq. (4.59).
Part´ıculas Polarizadas Livres
Agora vamos considerar o mesmo fator de escala dado na sub-se¸c˜ao anterior,
eq. (4.89) com n = 3. Nesse caso a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade ´e
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
α
2
4m
2
a
4
f
π
4
× (4.103)
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.
Realizando as duas integrais,
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
α
2
4π
2
m
2
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4
f
H
4
η
2
0

32
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544η
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2304η
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2
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7

,
(4.104)
e tomando o limite r → 0, a velocidade coordenada quadr´atica m´edia ´e
∆u
2
 =
3 × 10
−2
α
2
4m
2
a
4
f
π
2
H
4
η
12
0
, (4.105)
e a velocidade pr´opria ´e aproximadamente a mesma que na eq.(4.64),
∆v
2
 =
3 × 10
−2
α
2
256m
2
π
2
|R
0
|
4
z
−2
, (4.106)




[image: alt]69
onde agora
R
0
= −
4
H
4/3
η
10/3
0
. (4.107)
Como vimos, os resultados encontrados aqui s˜ao bastante semelhantes `aqueles
encontrados na se¸c˜ao (4.4.1). Isso indica que nossos resultados s˜ao independentes
dos detalhes do fator de escala do universo de bouncing.
4.4.4 Expans˜ao Oscilat´oria
Nessa se¸c˜ao, adicionamos um termo oscilat´orio no fator de escala do universo de
bouncing estudado na ´ultima se¸c˜ao. Esse ´e um universo com expans˜ao oscilat´oria o
qual foi tratado em alguns trabalhos, por exemplo em [101]. Aqui, vamos investigar
os efeitos da amplitude de oscila¸c˜ao na velocidade quadr´atica m´edia para o caso de
part´ıculas carregadas.
O fator de escala ´e dado por
a
2
= a
2
0
(η
2
+ η
2
0
) + a
2
1
cos(ωη), (4.108)
onde a
0
e a frequˆencia ω s˜ao constantes com dimens˜ao de inverso de tempo, a
amplitude a
1
´e uma constante sem dimens˜ao, e η
0
´e uma constante com dimens˜ao
de tempo.
Assim, o termo oscilat´orio ´e uma pequena perturba¸c˜ao do caso estudado na se¸c˜ao
4.4.3. A velocidade quadr´atica m´edia ´e
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
2
m
2

+∞
−∞
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2

+∞
−∞
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1
)
2
− r

2
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(4.109)
×
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1
a
2
0
η
2
2
+ a
2
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η
2
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2
1
cos(ωη
2
)

.
No apˆendice B essa integral foi calculada, e o resultado dominante ´e
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∆v(r
1
)∆v(r
2
) = ∆v
2

0
+
q
2
a
2
1
η
6
f
m
2
η
4
0
l
4
f
(3ωη
0
sinh(ωη
0
) + cosh(ωη
0
)) , (4.110)
onde l
f
= a
f
r, e ∆v
2

0
´e o resultado para a
1
= 0 encontrado na eq. (4.93).
Perceba que a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade nesse modelo diverge no
limite de coincidˆencia. Ent˜ao, n˜ao podemos obter a velocidade quadr´atica m´edia
nesse limite. Isso reﬂete uma quebra em nosso modelo, no qual as part´ıculas s˜ao
tratadas como objetos puntuais cl´assicos. Nosso modelo requer que l
f
 λ
C
,
onde λ
C
´e o comprimento de onda Compton do el´etron. Em todo caso, nosso
resultado perturbativo requer que o segundo termo na eq. (4.110) seja pequeno
comparado a ∆v
2

0
. De qualquer forma, podemos concluir que as oscila¸c˜oes tendem
a aumentar os efeitos sobre a velocidade quadr´atica m´edia de uma forma que cresce
exponencialmente com ω no limite que ωη
0
 1.
4.4.5 Espa¸co-tempo de de Sitter
Nessa se¸c˜ao investigamos os efeitos da ﬂutua¸c˜oes do v´acuo no espa¸co-tempo de de
Sitter.
´
E bem conhecido que o espa¸co-tempo de de Sitter pode ser considerado como
um est´agio especial da hist´oria do universo, o qual ´e conhecido como fase inﬂacion´aria
do universo. Foi A. Guth [102] quem primeiramente notou que usando algum tipo
de expans˜ao exponencial para o universo seria poss´ıvel resolver trˆes problemas do
modelo padr˜ao do universo: 1) o problema da planitude, 2) o problema do horizonte e
3) o problema do monopolo primordial. Esse cen´ario foi extensivamente desenvolvido
desde a ´epoca do trabalho original de Guth (veja algumas boas revis˜oes sobre
inﬂa¸c˜ao em [103], [104]) e atualmente ela parece estar em boa concordˆancia com
as observa¸c˜oes [105], [106].
Neste caso, vamos usar um fator de escala na forma:




[image: alt]71
a = −
1
Hη
. (4.111)
onde −∞ < η < 0.
Vamos restringir nossa aten¸c˜ao para o intervalo η
i
≤ η ≤ η
f
, onde |η
f
|  |η
i
|.
Part´ıculas Carregadas Ligadas
Aqui a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade ´e dada por,
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
2
m
2

0
η
i
dη
1

0
η
i
dη
2
(Hη
1
)
2
(Hη
2
)
2
(4.112)
×

−(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

.
Perceba que o valor superior do intervalo de integra¸c˜ao ´e colocado como sendo
zero para simpliﬁcar nossos c´alculos. De fato, ele ´e bastante pequeno, mas n˜ao nulo.
Usando o Maple, encontramos o seguinte resultado,
∆u(r
1
)∆u(r
2
) =
q
2
H
4
m
2
r
2

3η
4
i
− 2η
2
i
r
2

. (4.113)
Se |η
i
|  r a velocidade coordenada ´e:
∆u(r
1
)∆u(r
2
) =
q
2
H
4
η
4
i
m
2
r
2
, (4.114)
e conseq¨uentemente a velocidade f´ısica ´e
∆v(r
1
)∆v(r
2
) =
q
2
z
4
4m
2
l
2
f
. (4.115)
Aqui, z  1 ´e o redshift dado por z ≈ η
i
/η
f
= l
f
/l
i
, onde l
i
e l
f
s˜ao as separa¸c˜oes
pr´oprias inicial e ﬁnal, respectivamente.
Assim como no caso oscilat´orio estudado na se¸c˜ao 4.4.4, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao
aumenta para menores separa¸c˜oes, embora nossos resultados sejam v´alidos somente
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para ∆v(r
1
)∆v(r
2
)  1. Al´em do mais, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao cresce com o
aumento do redshift. Isso possivelmente pode ser interpretado como sendo an´alogo
ao crescimento na velocidade quadr´atica m´edia de uma part´ıcula em banho t´ermico
na ausˆencia de dissipa¸c˜ao. Nesse exemplo, as part´ıculas seguem um movimento
n˜ao geod´esico ao espa¸co-tempo de de Sitter, pois elas est˜ao sob o efeito de uma
for¸ca externa. Se os efeitos dissipativos fossem levados em considera¸c˜ao, eles
provavelmente iriam limitar o crescimento de ∆v(r
1
)∆v(r
2
) tamb´em para esse
caso.
Dipolos Magn´eticos Livres
Usando (4.111) e (4.31) obtemos a seguinte fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade,
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
a
4
f
m
2

0
−η
i
dη
1

0
−η
i
dη
2
(Hη
2
) (Hη
1
) × (4.116)
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2
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2
]
3
−
6(η
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1
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2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
4

,
a qual, ap´os as integra¸c˜oes resultam em,
∆u(r
1
, η)∆u(r
2
, η) =
µ
2
H
2
6a
4
f
m
2
r
2
. (4.117)
Da equa¸c˜ao acima n˜ao ´e poss´ıvel obter o limite de coincidˆencia por causa da
divergˆencia em r
2
. Por´em, sabemos que l
f
= a
f
r. Ent˜ao,
∆v(r
1
, η)∆v(r
2
, η) =
µ
2
H
2
6m
2
l
2
f
, (4.118)
ou
∆v(r
1
, η)∆v(r
2
, η) 
µ
2
H
2
6m
2
z
2
l
2
i
. (4.119)
Nesse caso em que as part´ıculas seguem geod´esicas, pois essas est˜ao livres de for¸cas
externas, n˜ao h´a crescimento com o aumento do redshift. De fato, se ﬁxarmos a
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separa¸c˜ao pr´opria inicial, l
i
, ent˜ao, encontraremos um resultado proporciaonal a
1/z
2
, similar ao encontrado na eq. (4.98).
4.4.6 Universo Dominado pela Radia¸c˜ao
A era da radia¸c˜ao do nosso universo ´e usualmente deﬁnida como o per´ıodo
primordial quando a radia¸c˜ao e part´ıculas relativ´ısticas eram geralmente mais
importantes que a mat´eria comum. Aqui, iremos investigar os efeitos dessa
importante fase do universo e calcular a velocidade quadr´atica m´edia para essa
era no caso das part´ıculas el´etricas ligadas.
Considere o fator de escala,
a
2
= H
2
η
2
. (4.120)
Ent˜ao, a velocidade quadr´atica m´edia ´e dada por
∆u(η, r
1
)∆u(η, r
2
) =
q
2
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2
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(4.121)
×
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3

.
Considerando a condi¸c˜ao r  η
0
, essa integral resulta em
∆u
2
 =
C
1
q
2
m
2
η
6
0
H
4
, (4.122)
onde C
1
 6 × 10
−5
.
A velocidade pr´opria pode ser escrita como
∆v
2
 =
C
1
q
2
m
2
η
2
f
H
2
η
6
0
. (4.123)
O redshift aqui ´e 1 + z ≈ z = η
f
/η
0
. O escalar de curvatura vai a zero para essa
m´etrica, mas uma medida razo´avel da curvatura caracter´ıstica ´e uma componente
t´ıpica do tensor de Ricci num referencial ortonormal, o qual nos d´a
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R
0
≈
1
H
2
η
4
0
. (4.124)
Assim, podemos escrever
∆v
2
 =
C
1
q
2
m
2
R
0
z
2
, (4.125)
que ´e essencialmente o mesmo resultado encontrado anteriormente nos casos das
eqs. (4.45) e (4.93).
4.4.7 Universo Dominado pela Mat´eria
Considere part´ıculas carregadas ligadas e um fator de escala da forma
a
2
= H
4
η
4
, (4.126)
o qual caracteriza a era da mat´eria em termos do tempo conforme η.
A velocidade quadr´atica m´edia nesse caso ´e
∆u(η, r
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) =
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(4.127)
×
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.
Realizando as integrais no limite r  η
0
, obtemos o seguinte resultado
∆u
2
 =
10
−5
q
2
m
2
η
10
0
H
8
. (4.128)
A velocidade pr´opria ´e dada por
∆v
2
 =
C
2
q
2
m
2
η
4
f
H
4
η
10
0
=
C
2
q
2
m
2
R
0
z
2
, (4.129)
onde C
2
 10
−5
, z = (η
f
/η
i
)
2
, e R
0
= 1/(H
4
η
6
0
). Novamente obtemos a mesma
forma da eq. (4.45).
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4.5 Sum´ario e Discuss˜ao
Analisamos o movimento Browniano de part´ıculas acopladas ao v´acuo
eletromagnetico ﬂutuante no universo de Robertson-Walker. Consideramos diversos
tipos de part´ıculas, incluindo part´ıculas com carga el´etrica, com momento de dipolo
magn´etico e polarizabilidade el´etrica. Tamb´em consideramos que as part´ıculas
poderiam estar livres, movendo-se `a medida que o universo expande, sem for¸cas
externas, ou part´ıculas ligadas por uma for¸ca que cancela os efeitos da expans˜ao.
Nossos resultados para a velocidade quadr´atica m´edia induzidas por ﬂutua¸c˜oes
quˆanticas podem ser escritas em termos da medida caracter´ıstica da curvatura
do espa¸co-tempo, R
0
, e um redshift z. Nosso tratamento assume que part´ıculas
puntuais semi-cl´assicas movem-se n˜ao-relativisticamente num sistema com´ovel.
Assim, nossos resultados est˜ao restritos a casos onde ∆v
2
  1. Poder´ıamos
tamb´em dizer que estamos trabalhando num regime onde a cria¸c˜ao de part´ıculas
quˆanticas pelo campo gravitacional [107] ´e pequeno, ent˜ao, devemos tamb´em admitir
que R
0
/m
2
 1.
Em v´arios casos, tais como a classe de fatores de escala estudado nas se¸c˜oes 4.4.1
e 4.4.3, os efeitos sobre part´ıculas ligadas tendem a crescer com o redshift, assim
como as part´ıculas livres sofrem o efeito oposto. Isso deve ser devido ao fato que as
part´ıculas ligadas n˜ao est˜ao, em m´edia, movendo-se em geod´esicas e est˜ao sujeitas
ao efeito da radia¸c˜ao na acelera¸c˜ao do tipo estudado por Unruh [97]. Entretanto, em
outro caso, como aqueles tratados na se¸c˜ao 4.4.2, o efeito escala de forma diferente
com o redshift. Esses resultados necessitam ser melhor entendidos.
Na maioria dos casos estudados, a velocidade quadr´atica m´edia ´e ﬁnita e
positiva. Entretanto, em alguns casos, como aqueles tratados nas se¸c˜oes 4.4.4,
encontramos uma fun¸c˜ao de correla¸c˜ao na velocidade que ´e singular em pontos
espacialmente coincidentes. Isso indica que h´a uma falha em nossa aproxima¸c˜ao de
part´ıculas puntuais cl´assicas e n˜ao relativ´ısticas acopladas a um campo quantizado.
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Entretanto, nossa vis˜ao ´e que esses resultados ainda possuem um signiﬁcado f´ısico
se propriamente interpretados. A separa¸c˜ao espacial das part´ıculas deveriam ser
sempre maiores que o comprimento de onda Compton, e a separa¸c˜ao deve ser
suﬁcientemente grande para garantir que ∆v
1
∆v
2
  1. Com essas restri¸c˜oes,
podemos concluir da eq. (4.110) que oscila¸c˜oes superimpostas sobre um universo de
bouncing uniforme, como o da eq. (4.108), nos leva a um aquecimento adicional.
Uma das principais motiva¸c˜oes desse estudo ´e te´orica. Nesse sentido, desejamos
melhor entender o movimento Browniano quˆantico no espa¸co-tempo curvo como
um modelo an´alogo para os efeitos das ﬂutua¸c˜oes quˆanticas da gravidade, e como
um efeito n˜ao trivial em f´ısica quˆantica fundamental. Vimos que o movimento
Browniano num universo em expans˜ao ilustra algumas caracter´ısticas sut´ıs da
correla¸c˜ao e anti-correla¸c˜ao em teoria quˆantica dos campos. Embora tenhamos
tratado uma variedade de acoplamentos e diferentes fatores de escala, nossos
resultados exibem certas caracter´ısticas universais da dependˆencia com a curvatura
m´axima e o redshift.
Entretanto, ´e natural indagar se nossos resultados poderiam ter aplica¸c˜oes em
modelos cosmol´ogicos real´ısticos. Uma possibilidade ´e num mecanismo adicional de
reaquecimento ap´os o ﬁnal da inﬂa¸c˜ao. Se a inﬂa¸c˜ao termina rapidamente, ´e prov´avel
que a temperatura de reaquecimento exceda a temperatura devido ao movimento
Browniano. Se o reaquecimento for ineﬁciente, entretanto, existe uma possibilidade
onde o movimento Browniano possa ter uma papel importante.
Lembre-se que os resultados desse cap´ıtulo est˜ao restritos ao caso de movimento
n˜ao-relativ´ıstico, ou quando a temperatura ´e pequena comparada `a energia de
repouso da part´ıcula. Isso reduz o uso desses resultados para el´etrons e n´ucleons.
A restri¸c˜ao ´e menos severa para part´ıculas com grandes massas, tais como as
“wimpzillas” [108, 109]. Essas, s˜ao part´ıculas hipot´eticas com massas at´e a escala
de Planck produzidas no ﬁnal da inﬂa¸c˜ao por cria¸c˜ao de part´ıculas gravitacionais
[107, 110]. Poss´ıveis extens˜oes dos resultados aqui encontrados, que n˜ao ser˜ao
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discutidos nesta tese, se d˜ao com rela¸c˜ao aos efeitos produzidos por ﬂutua¸c˜oes
de um campo de gauge n˜ao-abeliano e para part´ıculas com movimento Browniano
relativ´ıstico.




Cap´ıtulo 5
Efeito Casimir na Teoria
Gravitacional
5.1 Introdu¸c˜ao
Nesse cap´ıtulo vamos estudar o efeito Casimir de um campo escalar sem massa
e conformalmente acoplado em diferentes tipos de conﬁgura¸c˜oes . Primeiramente
faremos uma revis˜ao de um caso bastante conhecido na literatura de um campo
escalar em (1 + 1)-dimens˜oes submetido a condi¸c˜oes de fronteira de Dirichlet. Esse
exemplo servir´a para discutirmos conceitos importantes como os de regulariza¸c˜ao e
renormaliza¸c˜ao de uma forma b´asica e introdut´oria. Em seguida, vamos discutir
o caso para o mesmo campo, em (1 + 3)-dimens˜oes espa¸cos-temporais e com
condi¸c˜oes de contorno de Robin. Tais condi¸c˜oes quando aplicadas a placas paralelas
possuem a propriedade de que seus modos podem ser divididos em auto-modos,
os quais satisfazem separadamente as condi¸c˜oes de Dirichlet e Neumann. As
condi¸c˜oes de Robin podem ser conformalmente invariantes, enquanto as condi¸c˜oes
de Neumann puras n˜ao podem. A importˆancia da invariˆancia conforme em
problemas relacionados ao efeito Casimir foi enfatizada em [111]-[113]. Sendo
78
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assim, calcularemos o efeito Casimir entre duas placas paralelas, com condi¸c˜oes
de Robin, em (1 + 3)-dimens˜oes, seguindo os passos do caso D-dimensional feito
em [78]. Esse resultado ´e de suma importˆancia para o nosso trabalho porque nas
se¸c˜oes seguintes pretendemos generaliz´a-lo para um espa¸co-tempo com topologia
n˜ao-trivial (S
1
× R
1
× R
1
), submetido a condi¸c˜oes de contorno peri´odicas e anti-
peri´odicas na regi˜ao exterior e perpendicular `as placas. Por ﬁm, devido a invariˆancia
conforme do campo e das condi¸c˜oes de contorno faremos uma aplica¸c˜ao `a cosmologia.
Mais particularmente para o espa¸co-tempo de de Sitter submetido `as condi¸c˜oes de
contorno topol´ogicas discutidas acima.
5.2 Campo Escalar em (1 + 1)-Dimens˜oes com
Condi¸c˜oes de Contorno de Dirichlet
Come¸camos com um campo escalar real (ϕ(t, x)) deﬁnido no intervalo 0 < x < a
e obdecendo condi¸c˜oes de contorno de Dirichlet
ϕ(t, 0) = ϕ(t, a) = 0. (5.1)
Esse ´e um caso t´ıpico onde o efeito Casimir aparece.
A equa¸c˜ao para o campo escalar ´e dada da maneira usual
∂
2
ϕ(t, x)
∂t
2
−
∂
2
ϕ(t, x)
∂x
2
+ m
2
ϕ(t, x) = 0, (5.2)
onde m ´e a massa do campo e suas solu¸c˜oes formam um conjunto completo e
ortonormal, ou seja,

ϕ
k
ϕ
∗
k

dV =
1
2ω
δ
kk

. (5.3)
Para encontrar a solu¸c˜ao da eq. (5.2), vamos utilizar o m´etodo de separa¸c˜ao de
vari´aveis, escrevendo a solu¸c˜ao da seguinte forma
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ϕ(t, x) = T (t)X(x). (5.4)
A solu¸c˜ao para cada componente independente ´e,
T (t) = Ae
±iωt
, X(x) = Be
±ikx
. (5.5)
Aplicando as condi¸c˜oes de contorno (5.1) obtemos,
ϕ
(±)
n
(t, x) =

1
aω
n

1/2
e
±iω
n
t
sin(k
n
x) (5.6)
onde a condi¸c˜ao de ortonormaliza¸c˜ao (5.3) foi aplicada e ω
2
n
= m
2
+ k
2
n
e k
n
=
πn
a
,
n = 1, 2, ...
Para quantizar esse campo, seguiremos o m´etodo de quantiza¸c˜ao canˆonica padr˜ao
atrav´es da expans˜ao
ϕ(t, x) =

n

ϕ
(−)
n
(t, x)a
n
+ ϕ
(+)
n
(t, x)a
+
n

, (5.7)
onde as quantidades a
n
, a
+
n
s˜ao os operadores de destrui¸c˜ao e de cria¸c˜ao do campo
que obdecem as rela¸c˜oes,

a
n
, a
+
n


= δ
nn

, [a
n
, a
n

] = 0,

a
+
n
, a
+
n


= 0 (5.8)
e o estado do v´acuo ´e deﬁnido por
a
n
|0 = 0. (5.9)
Nesta se¸c˜ao, estamos interessados em estudar a densidade de energia desse
estado, ρ(a), em compara¸c˜ao com a densidade de energia do v´acuo de um
campo escalar num espa¸co-tempo bi-dimensional sem fronteiras −∞ < x < ∞,
ρ(∞). A subtra¸c˜ao dessas duas densidades (ρ(a) − ρ(∞)) ´e a deﬁni¸c˜ao b´asica da
densidade de energia de Casimir. Entretanto, tal deﬁni¸c˜ao ´e um tanto problem´atica
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porque a diferen¸ca entre essas densidades ´e divergente, assim como, cada uma
individualmente. Para dar sentido f´ısico a essas quantidades, ´e necess´ario introduzir
o que se chama renormaliza¸c˜ao. A renormaliza¸c˜ao de uma quˆantidade ´e feita
normalmente seguindo os passos: Primeiro aplicamos uma t´ecnica chamada de
regulariza¸c˜ao. Para regularizar uma quantidade divergente ρ(a), devemos deﬁnir
uma nova quantidade ρ(a, δ), tal que no limite δ → δ
0
, ρ(a, δ) → ρ(a) e ρ(a, δ) seja
bem deﬁnida para δ = δ
0
, onde δ pode ser chamado de parˆametro de regulariza¸c˜ao.
Depois, vamos subtrair da express˜ao regularizada uma quantidade ρ(∞, δ), tal que
tenhamos ρ(a, δ) − ρ(∞, δ) e ent˜ao quando tomarmos o limite de δ → δ
0
, nessa
diferen¸ca, o resultado n˜ao ser´a divergente.
Sendo assim, para dar prosseguimento aos nossos c´alculos, temos que tomar o
operador de densidade de energia, que ´e dado pela componente-00 do tensor de
energia momento (TEM) do campo escalar no espa¸co-tempo bi-dimensional dado
por (3.8),
T
00
=
1
2

(∂
t
ϕ)
2
+ (∂
x
ϕ)
2

, (5.10)
aqui temos o TEM no espa¸co-tempo plano e com acoplamento m´ınimo.
Quando substituirmos (5.7) em (5.10), o TEM torna-se um operador que ´e
quadr´atico com respeito aos operadores de cria¸c˜ao e destrui¸c˜ao, pois cont´em uma
soma dos termos na forma a
(±)
k
a
(±)
k
, a
(±)
k
a
(∓)
k
, etc. Tomando o valor esperado do
v´acuo (0|T
00
|0) em (5.10), apenas os termos da forma 0|a
−
k
a
+
k
|0 ser˜ao relevantes.
Assim, obtemos o seguinte valor esperado para o TEM
0|T
00
|0 =
1
2a
∞

n=1
ω
n
−
m
2
2a
∞

n=1
cos 2k
n
x
ω
n
. (5.11)
A energia total do v´acuo no intervalo (0, a) ´e obtida atrav´es da integra¸c˜ao da eq.
(5.11) e ´e dado por
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E
0
(a) =

a
0
0|T
00
|0dx =
1
2
∞

n=1
ω
n
. (5.12)
Note que o termo oscilante n˜ao contribui para o resultado ﬁnal.
Por ser um exemplo simples, a express˜ao (5.12) da energia do v´acuo pode
ser considerada como o ponto de partida para a teoria do efeito Casimir. Ser´a
a partir dela que vamos ilustrar um m´etodo de regulariza¸c˜ao discutido acima,
pois a quantidade E(a) ´e evidentemente divergente. Existem v´arios m´etodos de
regulariza¸c˜ao na literatura [36], [114], [115], dentre outros trabalhos. Nessa se¸c˜ao,
vamos mostrar o m´etodo do corte. O m´etodo se realiza quando introduzimos
uma exponencial e
−δω
multiplicando o termo do somat´orio. No limite δ → 0 a
regulariza¸c˜ao ´e removida. Por simplicidade vamos considerar a regulariza¸c˜ao para
um campo sem massa (m = 0)
1
. Nesse caso,
E
0
(a, δ) =
1
2
∞

n=1
ω
n
e
−δω
n
= −
1
2
d
dδ
∞

n=1
e
−δω
n
. (5.13)
Utilizando a igualdade para uma progress˜ao geom´etrica, cuja raz˜ao ´e q = e
−δπ/a
∞

k=0
q
k
=
q
1 − q
, (5.14)
onde |q| < 1, assim, obtemos:
E
0
(a, δ) = −
1
2
d
dδ

e
−δπ/a
1 − e
−δπ/a

, (5.15)
que pode ser escrita em termos dos polinˆomios de Bernoulli (B
k
(x)) deﬁnidos por
[116]
e
xt
e
t
− 1
=
∞

k=0
B
k
(x)
t
k−1
k!
. (5.16)
Substituindo a rela¸c˜ao dada pela eq. (5.16) em (5.15), obtemos
1
Esse m´etodo n˜ao funciona para o caso m = 0.
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E
0
(a, δ) =
1
2
d
dδ
∞

n=0
B
n
(1)
n!

−
δπ
a

n−1
, (5.17)
E
0
(a, δ) =
1
2
d
dδ

−
B
0
(1)
0!
a
δπ
+
B
1
(1)
1!
−
B
2
(1)
2!
δπ
a

+ O(δ
3
), (5.18)
onde, B
0
(1) = 1, B
1
(1) = −1/2 e B
2
(1) = 1/6, de acordo com o resultado obtido
em [116]. Substituindo esse resultado em (5.15), obtemos o seguinte resultado
E
0
(δ, a) =
1
2π
a
δ
2
−
π
24a
+ O(δ
2
), (5.19)
que nos diz que, a energia de v´acuo ´e representada como sendo a soma de um termo
singular (apenas no limite δ → 0) mais uma contribui¸c˜ao ﬁnita, e portanto, esta
express˜ao para a energia est´a agora renormalizada.
A seguir, vamos redeﬁnir (renormalizar) a energia do v´acuo. Vamos comparar o
resultado anterior com o resultado sem fronteiras. Quando resolvermos a eq. (5.2),
sem as condi¸c˜oes de contorno (5.1), encontraremos as solu¸c˜oes positivas e negativas
em forma das fun¸c˜oes de onda,
ϕ
(±)
k
(t, x) =

1
4πω

1/2
e
±i(ωt−kx)
, (5.20)
com ω = (m
2
+ k
2
)
1/2
e −∞ < k < ∞. A soma nos operadores de campo (5.7) ´e
agora interpretada como uma integral e as rela¸c˜oes de comuta¸c˜ao apresentam fun¸c˜oes
delta de Dirac, δ(k −k

) e n˜ao de Kronecker, δ
kk

, como no caso com fronteiras. Da
mesma forma, o estado de v´acuo ´e redeﬁnido por
a
k
|0
M
 = 0, (5.21)
onde |0
M
 representa o v´acuo de Minkowski.
Repetindo o mesmo procedimento anterior, obtemos a express˜ao para a densidade
de energia do v´acuo no espa¸co de Minkowski,
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0
M
|T
00
(x)|0
M
 =
1
2π

∞
0
ωdk (5.22)
e para a energia total do v´acuo.
E
0M
(−∞, ∞) =
1
2π

∞
0
ωLdk, (5.23)
onde L → ∞ ´e um comprimento de renormaliza¸c˜ao.
Para calcular (5.23) vamos considerar o mesmo procedimento de regulariza¸c˜ao
do caso com fronteiras. Dessa forma introduzimos uma exponencial de corte na
integral. Por simplicidade vamos considerar outra vez o caso sem massa,
E
0M
(L) =
L
2π

∞
0
ke
−δk
dk =
L
2π

−(1 + δk)
e
−δk
δ
2




∞
0
, (5.24)
cujo termos dominantes s˜ao
E
0M
(L) =
L
2πδ
2
−
π
24L
. (5.25)
Ent˜ao, deﬁnimos a energia de v´acuo renormalizada no intervalo (0, a) na presen¸ca
de fronteiras como,
E
ren
0
(a) ≡ lim
δ→0,L→∞
[E
0
(a, δ) + E
0M
(L − a, δ) − E
0M
(L, δ)] , (5.26)
onde E
0M
(L − a, δ) ´e a energia da regi˜ao externa as placas, dada por
E
0M
(L) =
L − a
2πδ
2
−
π
24(L − a)
. (5.27)
Assim
E
ren
0
(a) = −
π
24a
. (5.28)
Conseq¨uentemente a for¸ca de Casimir ´e:
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F (a) = −
∂E
0
(a)
∂a
= −
π
24a
2
. (5.29)
O sinal negativo indica que a for¸ca entre os pontos da fronteira ´e atrativa.
5.2.1 A F´ormula de Abel Plana
O c´alculo realizado na se¸c˜ao anterior foi feito para um exemplo bem simples.
Entretanto, ele pode se tornar bastante trabalhoso se considerarmos casos mais
complicados. Por isso, muitas vezes ´e conveniente fazermos uso da seguinte f´ormula:
∞

n=1
F (n) = −
1
2
F (0) +

∞
0
F (x)dx + i

∞
0
F (it) − F (−it)
e
2πt
− 1
dt, (5.30)
conhecida como f´ormula de Abel-Plana [117], a qual consiste, basicamente, em
transformar um somat´orio divergente numa integral convergente. Isso ´e verdade
para fun¸c˜oes anal´ıticas na metade direita do plano de integra¸c˜ao e que v˜ao para
inﬁnito menos rapidamente que a e
(2π−α)|z|
, com α > 0.
Aplicando a eq. (5.30) em (5.12), vemos que a primeira integral do lado direito
de (5.30) coincide com o valor da integral (5.24). De fato,
∞

n=1
ω
n
=
π
2a

∞
0
ndn +
iπ
2a

∞
0
2it
e
2πt
− 1
, (5.31)
onde
reg
∞

n=1
ω
n
= −
iπ
2a

∞
0
2it
e
2πt
− 1
= −
π
24a
(5.32)
´e a parte regularizada.
Sendo assim,
reg
∞

n=1
F (n) = −
1
2
F (0) + i

∞
0
F (it) − F (−it)
e
2πt
− 1
dt, (5.33)
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´e a express˜ao regularizada de (5.30).
Uma modiﬁca¸c˜ao na f´ormula de Abel-Plana nos permite obter a generaliza¸c˜ao
da eq. (5.30)
reg
∞

n=1
F (n + α) = −2Im

∞
0
F (it)dt
e
2π(t−iα)
+ 1
, (5.34)
para 0 < α < 1. Em particular para α = 1/2,
reg
∞

n=1
F (n +
1
2
) = −i

∞
0
F (it) − F (−it)
e
2πt
+ 1
dt. (5.35)
´
E bom notar que em muitas aplica¸c˜oes do efeito Casimir, a fun¸c˜ao F
freq¨uentemente possui a forma F (z) = g(z
2
)
√
z
2
+ a
2
. Neste caso, temos que levar
em conta a mudan¸ca na express˜ao
F (it) − F (−it) = 2ig(−t
2
)
√
t
2
− a
2
θ(t − a). (5.36)
Quando se trata de fun¸c˜oes de v´arias vari´aveis, o segundo termo da direita de (5.30)
pode possuir uma contribui¸c˜ao convergente, assim como outra divergente, para cada
vari´avel independente. No entanto, tais exemplos n˜ao ser˜ao analisados nessa tese,
mas podem ser encontrados em [36], [35], etc.
5.3 Campo Escalar em (1 + 3)-Dimens˜oes com
Condi¸c˜oes de Contorno de Robin
Vamos considerar um campo escalar e sem massa com acoplamento conforme,
ξ
c
= 1/6, no espa¸co-tempo plano satisfazendo as condi¸c˜oes de contorno de Robin na
superf´ıcie de duas placas paralelas localizadas em x = a
1
e x = a
2
. As condi¸c˜oes de
Robin s˜ao dadas na forma [5],
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(1 + β
m
n
µ
∂
µ
)ϕ(t, x) = (1 + β
m
(−1)
m−1
∂
µ
)ϕ(t, x) = 0, (5.37)
em x = a
1
e x = a
2
e η
µ
´e um vetor tipo-espa¸co normal (g
µν
η
µ
η
ν
= −1). Para
calcular as auto-fun¸c˜oes entre as placas utilizamos a equa¸c˜ao de Klein-Gordon,
(∇
α
∇
α
+ ξR)ϕ(t, x) = 0, (5.38)
com ξ = 1/6 e R = 0. Neste caso a eq. (5.38) se reduz a
∇
α
∇
α
ϕ = ∂
2
0
ϕ − ∂
2
i
ϕ = 0. (5.39)
A solu¸c˜ao geral ´e similar `a solu¸c˜ao encontrada em (5.4), mas agora o espa¸co
´e tri-dimensional e n˜ao mais uni-dimensional como no caso da eq. (5.4).
Ent˜ao, temos ω
2
= k
2
+ k
2
⊥
y
+ k
2
⊥
z
. Na nossa conven¸c˜ao, colocamos as placas
perpendicularmente ao eixo x. Assim, utilizando o m´etodo de separa¸c˜ao de vari´aveis
(ϕ(t, x) = T (t)X(x)Y (y)Z(z)) aplicando as condi¸c˜oes de contorno (5.37) no eixo x,
encontramos que de fato
X(x) = B(cos(kx) ± i sin(kx)) (5.40)
e
∂
x
X = B(−k sin(kx) ± ik cos(kx)), (5.41)
tal que
ϕ
k
(t, x) = Ae
ik
⊥
x

−iωt
cos [k|x − a
m
| + α
m
] , (5.42)
onde A ´e uma constante a ser determinada por meio da condi¸c˜ao de ortonormaliza¸c˜ao
entre as placas,




[image: alt]88

ϕ
k
ϕ
∗
k

dV =
1
2ω
δ(k
⊥
− k

⊥
)δ
kk

. (5.43)
Essa condi¸c˜ao nos fornece o seguinte resultado,
ϕ
k
(t, x) =
e
ik
⊥
x

−iωt
cos [k|x − a
m
| + α
m
]
√
ωa4π
2

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)
, (5.44)
com ω
2
= k
2
+ k
2
⊥
,

k = (k, k
⊥
) e as rela¸c˜oes
sin α
m
=
1

k
2
β
2
m
+ 1
, (5.45)
cos α
m
=
kβ
m

k
2
β
2
m
+ 1
, (5.46)
s˜ao v´alidas.
Das condi¸c˜oes de contorno (5.37) podemos obter que os auto-modos k s˜ao
solu¸c˜oes da seguinte equa¸c˜ao:
F (z) = (1 − b
1
b
2
z
2
) sin z − (b
2
+ b
1
)z cos z = 0, (5.47)
com z = ka, b
i
= β
i
/a e a = a
2
− a
1
.
5.3.1 Densidade da Energia e da Press˜ao do V´acuo
A express˜ao geral para o TEM no espa¸co-tempo curvo ´e dada por (3.8).
Como estamos considerando o caso de um campo escalar conformalmente acoplado,
ξ = 1/6, e sem massa no espa¸co-tempo plano, utilizaremos o TEM para um campo
escalar neutro com acoplamento conforme no espa¸co-tempo plano [35]
T
αβ
=
1
2
(∂
α
ϕ∂
β
ϕ + ∂
β
ϕ∂
α
ϕ) −
1
2
g
αβ
∂
ρ
ϕ∂
ρ
ϕ (5.48)
+
1
2
g
αβ
m
2
ϕ
2
− ξ (∇
α
∇
β
− g
αβ
∇
ρ
∇
ρ
) ϕ
2
.
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Assim, ﬁcaremos com as seguintes componentes para o TEM,
T
00
=
1
2
∂
0
ϕ∂
0
ϕ +
1
2
∂
1
ϕ∂
1
ϕ +
1
2
∂
2
ϕ∂
2
ϕ +
1
2
∂
3
ϕ∂
3
ϕ+ (5.49)
+
1
6
∂
1
∂
1
ϕ
2
+
1
6
∂
2
∂
2
ϕ
2
+
1
6
∂
3
∂
3
ϕ
2
;
T
11
=
1
2
∂
0
ϕ∂
0
ϕ +
1
2
∂
1
ϕ∂
1
ϕ −
1
2
∂
2
ϕ∂
2
ϕ −
1
2
∂
3
ϕ∂
3
ϕ (5.50)
−
1
6
∂
0
∂
0
ϕ
2
+
1
6
∂
2
∂
2
ϕ
2
+
1
6
∂
3
∂
3
ϕ
2
;
T
22
=
1
2
∂
0
ϕ∂
0
ϕ −
1
2
∂
1
ϕ∂
1
ϕ +
1
2
∂
2
ϕ∂
2
ϕ −
1
2
∂
3
ϕ∂
3
ϕ (5.51)
−
1
6
∂
0
∂
0
ϕ
2
+
1
6
∂
1
∂
1
ϕ
2
+
1
6
∂
3
∂
3
ϕ
2
;
T
33
=
1
2
∂
0
ϕ∂
0
ϕ −
1
2
∂
1
ϕ∂
1
ϕ −
1
2
∂
2
ϕ∂
2
ϕ +
1
2
∂
3
ϕ∂
3
ϕ (5.52)
−
1
6
∂
0
∂
0
ϕ
2
+
1
6
∂
1
∂
1
ϕ
2
+
1
6
∂
2
∂
2
ϕ
2
.
Da simetria do problema segue que o valor esperado no v´acuo para o TEM possui
a seguinte forma
0|T
β
α
|0 = diag(ρ, −p, −p
⊥
, −p
⊥
). (5.53)
A densidade de energia, ρ, e as press˜oes efetivas, p e p
⊥
podem ser calculadas
atrav´es da express˜ao
0|T
αβ
(x)|0 =

i
T
αβ
{ϕ
i
(x), ϕ
∗
i
(x)}, (5.54)
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onde ϕ
i
(x) = (ϕ
k
, ϕ
k
⊥
) ´e um conjunto completo de solu¸c˜oes para a equa¸c˜ao de campo
e a forma bi-linear T
αβ
{f, g} ´e determinada pelo TEM cl´assico para o campo escalar
[4].
Dessa forma, o valor esperado no v´acuo pode ser calculado atrav´es da soma
(5.54) com as componentes do TEM de (5.49) at´e (5.52). Nesse primeiro exemplo,
vamos mostrar os valores esperados no v´acuo para cada termo de (5.49). S˜ao eles,
0|∂
0
ϕ∂
0
ϕ|0 =

k

d
2
k
⊥
4π
2
ω
2
cos
2
[k|x − a
m
| + α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

; (5.55)
0|∂
0
∂
0
ϕ
2
|0 = 0|∂
2
∂
2
ϕ
2
|0 = 0|∂
3
∂
3
ϕ
2
|0 = 0; (5.56)
0|∂
1
∂
1
ϕ
2
|0 =

k

d
2
k
⊥
4π
2
2k
2
cos[2k|x − a
m
| + 2α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + α
m
)

; (5.57)
0|∂
1
ϕ∂
1
ϕ|0 =

k

d
2
k
⊥
4π
2
k
2
sin
2
[k|x − a
m
| + α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + α
m
)

; (5.58)
0|∂
2
ϕ∂
2
ϕ|0 =

k

d
2
k
⊥
4π
2
k
2
⊥
2
cos
2
[k|x − a
m
| + α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + α
m
)

; (5.59)
0|∂
3
ϕ∂
3
ϕ|0 =

k

d
2
k
⊥
4π
2
k
2
⊥
3
cos
2
[k|x − a
m
| + α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + α
m
)

. (5.60)
Na nota¸c˜ao utilizada nessa tese, deﬁnimos k
2
⊥
= k
2
⊥
2
+k
2
⊥
3
. Assim, a componente-
(00) do TEM ﬁca escrita na forma,
0|T
00
(x)|0 =

k

d
2
k
⊥
8π
2
ω
2
+

2
3
k
2
− k
2
⊥

cos[2k|x − a
m
| − 2α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

, (5.61)
onde ω
2
= k
2
⊥
+ k
2
.
Utilizando as eqs. (5.45) e (5.46) encontramos a rela¸c˜ao,
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cos (2k|x − a
m
| + 2α
m
) =
k
2
a
2
b
2
m
− 1
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
cos (2k|x − a
m
|) (5.62)
−
2kab
m
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
sin(2k|x − a
m
|)
e

d
2
k
⊥
g(k
⊥
) = 2π

∞
0
k
⊥
g(k
⊥
)dk
⊥
. (5.63)
Dessa forma, teremos
0|T
00
|0 =
1
4π
2

k

∞
0
dk
⊥
k
⊥
/k
a

k
2
⊥
/k
2
+ 1

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

× (5.64)

k
2
a
2
b
2
m
− 1
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
cos (2k|x − a
m
|) −
2kab
m
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
sin(2k|x − a
m
|)

×

k
2

k
2
⊥
k
2
+ 1

+ k
2

2
3
−
k
2
⊥
k
2

Fazendo a mudan¸ca de vari´aveis, γ = k
⊥
/k ⇒ dγ = dk
⊥
/k, encontramos
0|T
00
|0 =
1
4π
2

k
k
3
a

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

× (5.65)

∞
0
dγ

γ
3

γ
2
+ 1
+
γ

γ
2
+ 1

+

∞
0
dγ

2γ
3

γ
2
+ 1
−
γ
3

γ
2
+ 1

×

k
2
a
2
b
2
m
− 1
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
cos (2k|x − a
m
|) −
2kab
m
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
sin(2k|x − a
m
|)

.
Nesse ponto, notamos que as integrais acima s˜ao divergentes. Podemos
utilizar algumas das condi¸c˜oes de renormaliza¸c˜ao existentes na literatura. Aqui,
apresentamos o resultado obtido em [116] ou [78],
reg

∞
0
y
n
dy

y
2
+ 1
=
1
2
√
π
Γ

−
n
2

Γ

n + 1
2

. (5.66)
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onde Γ(n) ´e a fun¸c˜ao Gamma e a eq. (5.66) ´e o resultado da regulariza¸c˜ao das
integrais presentes em (5.65). Dessa forma, a eq. (5.65) pode ser reescrita na
seguinte forma,
0|T
00
|0 =
1
4π
2

k
k
3
a
[
1+
1
ka
sin(ka) cos(ka+2α
m
)
]
× (5.67)

1
2
√
π
Γ

−
3
2

Γ (2) +
1
2
√
π
Γ

−
1
2

Γ(1) +

1
3
√
π
Γ

−
1
2

Γ(1) +
1
2
√
π
Γ

−
3
2

Γ(1)

D(ka)

,
onde
D(ka) =

k
2
a
2
b
2
m
− 1
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
cos (2k|x − a
m
|) −
2kab
m
k
2
a
2
b
2
m
+ 1
sin(2k|x − a
m
|)

(5.68)
e Γ(1) = 1, Γ(2) = 1, Γ

−
1
2

= −2
√
π, Γ

−
3
2

=
4
√
π
3
.
Ent˜ao, 0|T
00
|0 ser´a escrita na forma
0|T
00
|0 =
−1
12π
2

k
k
3
a

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + α)

. (5.69)
O valor esperado para a densidade de energia no v´acuo depende agora de
um somat´otrio divergente. Para regulariz´a-lo utilizamos a f´ormula de Abel-Plana
generalizada dada em [118], [78]

z
πf(z)
1 +
1
z
sin z cos(z + 2α
m
)
=
−π
2
f(0)
1 − b
2
− b
1
+ (5.70)

∞
0
f(z)dz + i

∞
0
[f(it) − f(−it)]dt
(b
1
t−1)(b
2
t−1)
(b
1
t+1)(b
2
t+1)
e
2t
− 1
,
onde z = ka. Dessa forma,
0|T
00
|0 =
−1
12π
2
a
4

0 +

∞
0
z
3
dz + i

∞
0
[(it)
3
− (−it)
3
]dt
(b
1
t−1)(b
2
t−1)
(b
1
t+1)(b
2
t+1)
e
2t
− 1

. (5.71)
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Ent˜ao, a parte regularizada da express˜ao entre parentesis ser´a dada por,
0|T
00
|0 =
−1
6π
2
a
4

∞
0
t
3
dt
(b
1
t−1)(b
2
t−1)
(b
1
t+1)(b
2
t+1)
e
2t
− 1
. (5.72)
Para b
1
= −b
2
, teremos
0|T
00
|0 =
−1
6π
2
a
4

∞
0
t
3
e
2t
− 1
dt (5.73)
obtemos,
ρ = 0|T
00
|0 = −
1
1440π
2
a
4
. (5.74)
Esse valor coincide com o calculado em [119] para os casos de Neumann e Dirichlet.
Vamos agora calcular o valor esperado no v´acuo da componente-11 do TEM
(0|T
11
|0). Utilizando (5.50), encontraremos seguindo o mesmo procedimento
anterior que
0|T
11
|0 =
1
2

k

d
2
k
⊥
4π
2
k
2
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

, (5.75)
ou
0|T
11
|0 =
1
4π

k
k
3
a

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)


∞
0
dγ
γ

γ
2
+ 1
. (5.76)
Ap´os a regulariza¸c˜ao da integral acima,
0|T
11
|0 = −
1
4πa
4

z
z
3

1 +
1
z
sin z cos(z + 2α)

, (5.77)
onde z = ka.
Utilizando a f´ormula de Abel-Plana generalizada, encontramos,
0|T
11
|0 = −
1
2π
2
a
4

∞
0
t
3
(b
1
t−1)(b
2
t−1)
(b
1
t+1)(b
2
t+1)
e
2t
− 1
, (5.78)
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para b
1
= −b
2
,
p = 0|T
11
|0 = −
1
480π
2
a
4
(5.79)
ou p = 3ρ.
Para 0|T
22
|0 e 0|T
33
|0 o mesmo procedimento anterior ´e aplicado o que nos
fornece o seguinte resultado
0|T
22
(x)|0 =

k

d
2
k
⊥
8π
2
k
⊥
−

2
3
k
2
− k
2
⊥

cos[2k|x − a
m
| − 2α
m
]
ωa

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α
m
)

, (5.80)
Escrevendo a eq. (5.80) em termos da coordenada γ = k
⊥
/k, obtemos o seguinte
resultado
0|T
22
|0 =
1
4π
2
a

k
k
3

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α)


∞
0
dγ
γ

γ
2
+ 1
× (5.81)

γ
2
2
−

1
3
+
γ
2
2

D(ka)

.
Ap´os a regulariza¸c˜ao da integral, teremos
0|T
22
|0 =
1
12π
2
a

k
k
3

1 +
1
ka
sin(ka) cos(ka + 2α)

, (5.82)
ou seja, de acordo com (5.69), 0|T
22
|0 = −0|T
00
|0. O mesmo sendo v´alido para
0|T
33
|0.
5.4 Topologia S
1
×R
1
×R
1
no Espa¸co-Tempo Plano
com Placas Paralelas
Quando consideramos um campo quantizado em um espa¸co com topologia n˜ao-
trivial, algumas condi¸c˜oes adicionais tem que ser consideradas de forma semelhante
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`aquelas de um espa¸co com uma fronteira. Como resultado, em compara¸c˜ao com o
espa¸co de Minkowski, as ﬂutua¸c˜oes do espectro de ponto zero mudam (por exemplo,
quando deixam de ser cont´ınuas e passam a ser discretas), as quais geram um TEM
do v´acuo diferente de zero para o campo quantizado.
Sendo assim, vamos considerar nas pr´oximas duas sub-se¸c˜oes as ﬂutua¸c˜oes do
v´acuo para um dom´ınio topologicamente n˜ao-trivial na regi˜ao exterior a das placas
analizadas na se¸c˜ao anterior. Primeiro consideraremos o caso de condi¸c˜oes peri´odicas
e depois n˜ao-peri´odicas.
Particularmente, a topologia considerada na se¸c˜ao espacial ser´a do tipo S
1
×
R
1
× R
1
, onde a parte espacial S
1
´e a topologia de um c´ıculo. Podemos obter essa
variedade a partir da linha R
1
com identiﬁca¸c˜ao dos pontos com coordenadas x+ na
(n = 0, ±1, ...).
5.4.1 Condi¸c˜oes de Contorno Peri´odicas
Para o nosso sistema de duas placas paralelas, vamos impor condi¸c˜oes de contorno
peri´odicas devido a uma topologia n˜ao-trivial na regi˜ao externa e perpendicular a
elas. Assim,
ϕ(x) = ϕ(x + b − a), (5.83)
onde a ´e a separa¸c˜ao entre as placas e b ´e o tamanho da regi˜ao compactiﬁcada. Na
se¸c˜ao (5.3.1) encontramos a solu¸c˜ao para o valor esperado no v´acuo na regi˜ao interna
`as placas. Essa solu¸c˜ao n˜ao vai mudar porque escolhemos a dire¸c˜ao compactiﬁcada
como sendo perpendicular a elas. Assim, precisamos calcular apenas a solu¸c˜ao
externa `as fronteiras. Faremos isso atrav´es da equa¸c˜ao de Klein-Gordon para um
campo escalar sem massa conformalmente acoplado no espa¸co-tempo plano, dada
por
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∂
2
ϕ
∂t
2
− ∇
2
ϕ = 0, (5.84)
e as condi¸c˜oes de contorno dadas por (5.83), obtendo
ϕ
(±)
=
1

2ω
n
(b − a)
e
±i(ω
n
t−k
n
x−k
y
y−k
z
z)
, (5.85)
com os modos k
n
=
2πn
(b−a)
e a frequˆencia ω
2
n
= k
2
n
+ k
2
y
+ k
2
z
.
O TEM ´e dado pelas eqs. (5.49)-(5.52). Assim, o valor esperado no v´acuo para
T
00
´e dado por
0|T
00
|0 =

n

d
2
k
⊥
4π
2

ω
2
n
4ω
n
(b − a)
+
k
2
n
4ω
n
(b − a)
+
k
2
⊥
4ω
n
(b − a)

, (5.86)
onde k
2
⊥
= k
2
y
+ k
2
z
.
A eq. (5.86) pode ser escrita na forma
0|T
00
|0 =

n
1
2(b − a)

∞
0
k
⊥
4π
2
dk
⊥

k
2
n
+ k
2
⊥

k
2
n
+ k
2
⊥

. (5.87)
Mudando para a vari´avel γ = k
⊥
/k
n
, vamos ter
0|T
00
|0 =

n
k
3
n
2(b − a)

∞
0
1
4π
2
dγ

γ

1 + γ
2
+
γ
3

1 + γ
2

. (5.88)
Utilizando a eq. (5.66) encontramos,
0|T
00
|0 = −
π
3(b − a)
4

n
n
3
. (5.89)
Para regularizar essa ´ultima express˜ao vamos utilizar a f´ormula de Abel-Plana
dada na eq. (5.30). Com isso, o somat´orio divergente em (5.89) transforma-se numa
integral convergente, dada por
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reg

n
n
3
= 2

∞
0
t
3
e
2πt
− 1
=
1
120
. (5.90)
Dessa forma,
0|T
00
|0 =
−π
720(b − a)
4
. (5.91)
Que ´e a densidade de energia na regi˜ao externa `as placas.
Analogamente, podemos encontrar as solu¸c˜oes para as densidades de press˜ao
0|T
11
|0, 0|T
22
|0 e 0|T
33
|0 utilizando as eqs. (5.50)-(5.52), juntamente com a
solu¸c˜ao (5.85) e as condi¸c˜oes (5.7). Ent˜ao,
0|T
11
|0 =
−π
240(b − a)
4
; (5.92)
0|T
22
|0 = 0|T
33
|0 = −0|T
00
|0. (5.93)
Note que a densidade de press˜ao perpendicular `as placas p
⊥
= 0|T
11
|0 = 30|T
00
|0.
A partir de (5.92) vemos que a topologia S
1
exerce uma press˜ao negativa, ou
seja atrativa, entre as placas. A densidade de press˜ao total sentida por elas ´e dada
pela soma das equa¸c˜oes (5.79) e (5.92) na forma,
p
tot
= −
1
480π
2
a
4
−
π
240(b − a)
4
. (5.94)
Assim, a topologia S
1
com as condi¸c˜oes (5.83) tende a aumentar a atra¸c˜ao entre as
placas.
5.4.2 Condi¸c˜oes de Contorno Anti-Peri´odicas
Na se¸c˜ao anterior vimos que quando impomos certas condi¸c˜oes de contorno
peri´odicas, devido ao efeito da topologia n˜ao-trivial, sob um sistema de duas placas
paralelas, a atra¸c˜ao na regi˜ao interior entre as placas tende a aumentar. Agora vamos
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considerar condi¸c˜oes de contorno anti-peri´odicas devido a uma topologia n˜ao-trivial
na regi˜ao externa e perpendicular `as placas, tal que
ϕ(x) = −ϕ(x + b − a), (5.95)
onde a ´e a separa¸c˜ao entre as placas e b ´e o tamanho da regi˜ao compactiﬁcada.
Ent˜ao, tudo o que temos que fazer ´e resolver a equa¸c˜ao de Klein-Gordon e aplicar a
condi¸c˜ao de contorno anti-peri´odica como indicado acima. Assim,
ϕ
±
=
1

2ω
n
(b − a)
e
±(−iω
n
t+ik
n
x+ik
y
y+ik
z
z)
, (5.96)
onde k
n
=
2π
(b−a)

n +
1
2

.
O valor esperado no v´acuo para o TEM ´e
0|T
00
|0 =

n

d
2
k
⊥
4π
2

ω
2
n
4ω
n
(b − a)
+
k
2
n
4ω
n
(b − a)
+
k
2
⊥
4ω
n
(b − a)

. (5.97)
Ap´os a regulariza¸c˜ao das integrais, teremos
0|T
00
|0 = −

n
k
3
n
24π
2
(b − a)
, (5.98)
e substituindo k
n
nessa ´ultima, encontraremos
0|T
00
|0 = −

n
π
3(b − a)
4

n +
1
2

3
. (5.99)
Para regularizar o somat´orio acima vamos utilizar a eq. (5.35). Dessa forma,
0|T
00
|0 =
7π
2880(b − a)
4
. (5.100)
Utilizando o mesmo procedimento para as outras componentes do TEM
encontraremos
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0|T
11
|0 =
7π
960(b − a)
4
(5.101)
e
0|T
22
|0 = 0|T
33
|0 = 0|T
00
|0. (5.102)
A partir de (5.101) vemos que a topologia S
1
agora exerce uma press˜ao positiva,
ou seja repulsiva, entre as placas. Assim, a densidade de press˜ao total sentida por
elas ser´a dada pela soma das equa¸c˜oes (5.79) e (5.101), o que nos fornece o seguinte
resultado
p
tot
= −
1
480π
2
a
4
+
7π
960(b − a)
4
. (5.103)
Veja que, para que exista um equilibrio entre as placas (ou seja, para que as
placas n˜ao se movam), a rela¸c˜ao
b − a
a
=

7π
3
2

1/4
(5.104)
deve ser satisfeita.
5.5 Espa¸co-Tempo de de Sitter
Considere agora que as duas placas paralelas est˜ao num espa¸co de de Sitter.
Sendo assim, para podermos fazer uso dos c´alculos no espa¸co plano, consideraremos
a m´etrica na sua forma conforme,
ds
2
= a
2
(η)

dη
2
− dx
2
− dy
2
− dz
2

, (5.105)
onde −∞ < η < 0.
A rela¸c˜ao entre o fator de escala a(η) e a constante cosmol´ogica se d´a atrav´es da
rela¸c˜ao
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a
2
(η) =
3
Λη
2
. (5.106)
Como estamos tratando de um campo escalar sem massa e conformalmente
acoplado ao espa¸co-tempo de de Sitter, que por sua vez ´e conformalmente Minkowski,
n˜ao esperamos nenhuma produ¸c˜ao de part´ıculas. A produ¸c˜ao de part´ıculas aparece
apenas quando a simetria conforme ´e quebrada pela presen¸ca da massa, a qual
fornece um comprimento de escala para a teoria [4].
Dadas duas m´etricas conformalmente relacionadas g
µν
e g

µν
os tensores de
energia-momento associados a campos escalares e sem massa conformalmente
acoplados `a geometria e que correspondem aos espa¸cos-tempo descritos por g
µν
e
g

µν
, s˜ao relacionados pela eq. (3.76), ou seja,
0|T
ν
µ
[g

αβ
]|0 =

g
g


1/2
0|T
ν
µ
[g
αβ
]|0 −
1
2880

1
6
H
(1)ν
µ
− H
(3)ν
µ

, (5.107)
onde g e g

s˜ao os determinantes das m´etricas no espa¸co-tempo plano e curvo,
respectivamente. O segundo termo da direita na eq. (5.107) aparece devido `a
polariza¸c˜ao do v´acuo do campo gravitacional, sem nenhuma condi¸c˜ao de contorno.
As fun¸c˜oes H
(1,3)µ
ν
s˜ao combina¸c˜oes das componentes do tensor de curvatura (ver
[4], [120] ou eq. (3.76)). Para um campo escalar sem massa no espa¸co-tempo de de
Sitter esse termo ´e dado por [4]
−
1
2880

1
6
H
(1)ν
µ
− H
(3)ν
µ

=
1
960π
2
α
4
δ
ν
µ
, (5.108)
onde α
2
= 3/Λ.
Assim, de acordo com a eq. (5.108) a densidade de press˜ao gravitacional ´e
p
g
=
−Λ
8640π
2
, (5.109)
que ´e a mesma para os dois lados das fronteiras. Sendo assim, a sua contribui¸c˜ao ´e,
em princ´ıpio, nula.
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Ent˜ao, encontramos respectivamente as press˜oes devido a fronteira material, eq.
(5.79) (as duas placas com condi¸c˜oes de contorno de Robin), devido a topologia
com condi¸c˜oes peri´odicas, (5.92), e anti-peri´odicas, eq. (5.101) e devido a gravidade
no espa¸co de de Sitter, eq. (5.109). No entanto, as equa¸c˜oes de (5.79), (5.92) e
(5.101) nos d˜ao a densidade de press˜ao no espa¸co-tempo plano. Em de Sitter, temos
a densidade de press˜ao devido apenas a fronteira
p
f
=

g
g


1/2
0|T
11
[g
αβ
]|0 = −
Λ
2
η
4
4320π
2
a
4
, (5.110)
devido a topologia com condi¸c˜oes de contorno peri´odicas
p
p
t
= −
πΛ
2
η
4
1080(b − a)
4
, (5.111)
e anti-peri´odicas
p
a
t
=
7πΛ
2
η
4
8640(b − a)
4
. (5.112)
Note que no espa¸co-tempo de de Sitter os sinais das respectivas densidades de
press˜ao n˜ao mudam, em compara¸c˜ao ao espa¸co-tempo plano.
5.5.1 Placas Paralelas com Diferentes Constantes
Cosmol´ogicas
Vamos assumir que existem diferentes v´acuos, na regi˜ao interior `as placas
(representado por Λ
i
) e na regi˜ao exterior a elas (representado por Λ
e
). Assim,
p
f
= −
Λ
2
i
η
4
4320π
2
a
4
, (5.113)
p
p
t
= −
πΛ
2
e
η
4
1080(b − a)
4
, (5.114)
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p
a
t
=
7πΛ
2
e
η
4
8640(b − a)
4
. (5.115)
A densidade de press˜ao gravitacional total n˜ao ´e mais nula
p
total
g
= p
int
g
− p
ext
g
=
−1
8640π
2

Λ
2
i
− Λ
2
e

, (5.116)
onde p
int
g
´e a densidade de press˜ao gravitacional na regi˜ao interior `as placas e p
ext
g
na regi˜ao exterior.
Dessa forma, a densidade de press˜ao total que atua nas placas devido `as condi¸c˜oes
de fronteira, `a topologia e `a gravidade ´e dada por
p = p
total
g
+ p
f
+ p
p
t
=
−1
8640π
2

Λ
2
i
− Λ
2
e

−
Λ
2
i
η
4
4320π
2
a
4
−
πΛ
2
e
η
4
1080(b − a)
4
, (5.117)
ou
p = p
total
g
+ p
f
+ p
a
t
=
−1
8640π
2

Λ
2
i
− Λ
2
e

−
Λ
2
i
η
4
4320π
2
a
4
+
7πΛ
2
e
η
4
8640(b − a)
4
. (5.118)
No primeiro caso, a topologia S
1
atua com condi¸c˜oes de fronteira peri´odicas. Note
que, o segundo e terceiro termos de (5.117) s˜ao sempre negativos, a sua soma sendo,
ent˜ao, negativa. J´a o primeiro termo pode ser positivo ou negativo dependendo da
diferen¸ca entre Λ
i
e Λ
e
. Dado um falso v´acuo entre as placas, e um verdadeiro na
parte externa a elas, Λ
i
> Λ
e
, ent˜ao, a parte gravitacional ´e negativa. Sendo assim,
a press˜ao total ´e sempre negativa levando a uma atra¸c˜ao entre as placas. Para o
caso de Λ
e
> Λ
i
, ou seja, um falso v´acuo na regi˜ao externa, a press˜ao gravitacional
´e positiva. Ent˜ao a press˜ao total pode ser negativa ou positiva, a depender das
rela¸c˜oes entre Λ
i
, Λ
e
, b, a e η, presentes em (5.117) .
Para a eq. (5.118), o terceiro termo ´e devido a uma topologia S
1
com condi¸c˜oes
de contorno anti-peri´odicas. Agora, tanto para Λ
e
> Λ
i
, quanto para Λ
i
> Λ
e
n˜ao
podemos concluir se as placas ir˜ao se atrair ou n˜ao.
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5.6 Sum´ario e Discuss˜ao
Nesse cap´ıtulo vimos alguns aspectos b´asicos do efeito Casimir. Iniciamos
mostrando um caso bastante simples de um campo escalar sem massa entre duas
placas paralelas com condi¸c˜oes de contorno de Dirichlet em (1 + 1)-Dimens˜oes.
Tal exemplo, serviu para ilustrar os principais aspectos b´asicos desse efeito. Nele,
mostramos que o uso direto da f´ormula de Abel Plana ´e equivalente a subtra¸c˜ao da
contribui¸c˜ao do espa¸co vazio para problemas espec´ıﬁcos.
Em seguida, vimos como as condi¸c˜oes de fronteira de Robin, que ´e uma
combina¸c˜ao das condi¸c˜oes de Dirichlet e Neumann, atuam sobre esse sistema.
Em rela¸c˜ao `as condi¸c˜oes de Neumann, as de Robin possuem a vantagem de
serem conformalmente invariantes. Ent˜ao, para esse sistema, usamos uma das
generaliza¸c˜oes da f´ormula de Abel Plana [78]. O resultado foi a presen¸ca de uma
press˜ao negativa entre as placas e sua conseq¨uˆente atra¸c˜ao. Com esse resultado
em m˜aos, entrou a parte original desse cap´ıtulo, que foi feita ao acrescentar uma
topologia do tipo S
1
na dire¸c˜ao perpendicular as placas com condi¸c˜oes de contorno
peri´odicas e anti-peri´odicas. Vimos que, ao depender do tipo das condi¸c˜oes de
contorno, as placas podem aumentar sua atra¸c˜ao, caso das condi¸c˜oes peri´odicas,
ou diminuir, parar e at´e mesmo se repelirem, no caso de condi¸c˜oes de contorno
anti-peri´odicas. Por ﬁm, com o objetivo de generalizar o resultado encontrado em
[120], estudamos esse sistema de placas com topologia n˜ao-trivial no espa¸co-tempo
de de Sitter conformalmente plano. Isso foi feito de forma direta atrav´es da f´ormula
(5.107), pois o campo tratado para o espa¸co plano era conformalmente acoplado e
sem massa. Com isso, vimos que mesmo com condi¸c˜oes de contorno peri´odicas ´e
poss´ıvel que exista uma repuls˜ao entre as placas quando o Λ
i
< Λ
e
.
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Equa¸c˜oes de Maxwell e Buracos
Negros
6.1 Introdu¸c˜ao
Nesse cap´ıtulo determinaremos o potencial eletrost´atico e magnetost´atico devido
a uma carga pontual est´atica no espa¸co-tempo de Schwarzschild e Schwarzschild-de
Sitter (SdS). Antes faremos uma breve revis˜ao das equa¸c˜oes de Maxwell no espa¸co
curvo, depois apresentaremos a solu¸c˜ao de um problema resolvido por Cohen e
Wald [45], onde o campo eletrost´atico de uma carga pontual em repouso no espa¸co-
tempo de Schwarzschild foi calculada. Em seguida, apresentaremos os resultados do
trabalho de B´essa e Bezerra [121] sobre os potenciais eletrost´atico e magnetost´atico
no buraco negro de Schwarzschild-de Sitter (SdS). Nele, o potencial magnetost´atico ´e
devido a uma corrente radial nesse espa¸co-tempo, onde assumiremos uma constante
cosmol´ogica extrema (Λ = 1/9M
2
), com
1
M = mG/c
2
, m sendo a massa do buraco
negro e Λ a constante cosmol´ogica.
A id´eia para esse trabalho partiu do estudo de um problema semelhante discutido
1
Se preferir, podemos fazer G = c = 1 e M = m
104
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por Linet [46], onde ele calcula o potencial eletrost´atico devido a uma carga puntual
est´atica na presen¸ca do buraco negro de Schwarzschild. Com esse resultado ele ´e
capaz de encontrar tamb´em o potencial magnetost´atico, utilizando propriedades
de dualidade das equa¸c˜oes de Maxwell. O nosso procedimento ser´a o mesmo
para o buraco negro extremo de SdS. No entanto, vale a pena lembrar que nessa
conﬁgura¸c˜ao ´e imposs´ıvel mantermos uma part´ıcula estacion´aria mesmo fora desse
buraco negro [63]. Sendo assim, o potencial eletrost´atico que encontraremos servir´a
apenas como um potencial auxiliar para o c´alculo do potencial magnetost´atico de
uma part´ıcula que cai radialmente em dire¸c˜ao ao buraco negro.
6.2 Eletromagnetismo no Espa¸co-tempo Curvo
Nesta se¸c˜ao apresentamos a descri¸c˜ao do comportamento do campo
eletromagn´etico em um espa¸co-tempo curvo. Vamos admitir que as equa¸c˜oes de
movimento podem ser derivadas de uma densidade Lagrangeana, que depende do
campo eletromagn´etico, de suas derivadas e da m´etrica, que traz informa¸c˜oes sobre
o espa¸co-tempo.
Dada uma densidade Lagrangeana L, podemos deﬁnir um outro escalar,
denominado a¸c˜ao da seguinte maneira
S =

d
4
x
√
−gL (6.1)
onde g = det(g
µν
) e g
µν
´e o tensor m´etrico.
A varia¸c˜ao da a¸c˜ao com respeito aos campos nos fornece as equa¸c˜oes de Euler-
Lagrange.
A a¸c˜ao correspondente ao campo eletromagn´etico, que fornece o limite
apropriado para as equa¸c˜oes de Maxwell no v´acuo ´e dada por
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S = −
1
16π

d
4
x
√
−gF
µν
F
µν
, (6.2)
onde F
µν
´e deﬁnido em termos do quadri-potencial A
µ
pela seguinte rela¸c˜ao
F
µν
= ∇
µ
A
ν
− ∇
ν
A
µ
= ∂
µ
A
ν
− ∂
ν
A
µ
, (6.3)
onde ∇
µ
´e a derivada covariante.
O tensor F
µν
dado por (6.3) nos fornece
∇
[λ
F
µν]
= 0. (6.4)
O outro conjunto de equa¸c˜oes ´e dado por
∇
µ
F
µν
= 0, (6.5)
e ´e obtido usando-se as equa¸c˜oes de Euler-Lagrange. A eq. (6.5) se reduz a equa¸c˜ao
usual de Maxwell no espa¸co-tempo plano, ou seja, ∂
µ
F
µν
= 0.
Considerando um termo de fonte, a generaliza¸c˜ao das equa¸c˜oes de Maxwell para
espa¸cos-tempo curvos, ´e dada por
∇
[λ
F
µν]
= 0 (6.6)
∇
µ
F
µν
= 4πJ
ν
(6.7)
ou
1
√
−g
∂
∂x
µ

√
−gF
µν

= 4πJ
ν
. (6.8)
Portanto, as equa¸c˜oes de Maxwell em um espa¸co-tempo curvo podem ser obtidas
das correspondentes ao espa¸co-tempo plano, atrav´es da simples troca da derivada
parcial usual pela derivada covariante.
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6.3 Solu¸c˜ao de Schwarzschild-de Sitter
A solu¸c˜ao de Schwarzschild-de Sitter (SdS) descreve um campo gravitacional de
um corpo esfericamente sim´etrico, com massa m, colocado em um universo com
constante cosmol´ogica Λ. Ela foi primeiramente obtida por Kottler [53], em 1918,
como solu¸c˜ao de
R
µν
= Λg
µν
. (6.9)
A m´etrica de Schwarzschild-de Sitter, solu¸c˜ao de (6.9) pode ser escrita na forma
[122]
ds
2
= f(r)dt
2
− f
−1
(r)dr
2
− r
2
dθ
2
− r
2
sin
2
θdφ
2
, (6.10)
onde f(r) = 1 −
2M
r
−
Λr
2
3
. No caso limite em que Λ = 0, a m´etrica (6.10) reduz-se
a m´etrica de Schwarzschild; no outro caso limite, no qual m = 0, ela se reduz a
m´etrica de de Sitter para Λ > 0 e anti-de Sitter para Λ < 0.
Como a m´etrica de SdS ´e esfericamente sim´etrica, podemos obter o potencial
newtoniano a partir da componente g
00
da m´etrica, o que resulta em
Φ ∼ −
m
r
−
Λr
2
6
. (6.11)
Esta express˜ao ´e v´alida para Φ  1, uma vez que esse espa¸co-tempo n˜ao ´e
assintoticamente plano.
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6.4 Eletrost´atica no Buraco Negro de
Schwarzschild
6.4.1 Desenvolvimento
Vamos considerar o espa¸co-tempo de Schwarzschild, cujo elemento de linha pode
ser escrito na forma
ds
2
= f(r)dt
2
− f
−1
(r)dr
2
− r
2
(dθ
2
+ sin
2
θdφ
2
), (6.12)
onde f(r) = 1 − 2M/r.
Estamos interessados no caso de uma carga puntual em repouso no ponto
r = r
0
, θ = θ
0
e φ = φ
0
, onde r
0
> 2M, pois de outra forma a carga n˜ao poderia
ﬁcar em repouso. Desejamos que a carga seja suﬁcientemente pequena tal que a
intera¸c˜ao do campo eletrost´atico com a m´etrica seja desprez´ıvel. J´a que o campo da
carga (no eixo z) deve ser est´atico e axialmente sim´etrico, as componentes do campo
eletromagn´etico n˜ao ser˜ao uma fun¸c˜ao do tempo ou de φ. Como as componentes
tipo-espa¸co da corrente tendem a zero, ou seja, j
i
= 0, podemos fazer A
i
= 0
(nenhum campo magn´etico). Fazendo A
0
= V , obtemos a seguinte equa¸c˜ao de
Maxwell no espa¸co-tempo de Schwarzschild
1
r
2
∂
∂r

r
2
∂V
∂r

+
1
1 − 2M/r
1
r
2
sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂V
∂θ

= −4πj
0
. (6.13)
Chegamos a uma express˜ao desse tipo substituindo a eq. (6.3) na eq. (6.8).
Expandindo a parte angular em polinˆomios de Legendre: V (r, θ) =

∞
l=0
R
l
(r)P
l
(cos θ), teremos, na regi˜ao de fonte nula (j
0
= 0) a seguinte equa¸c˜ao
radial

1 −
2M
r

d
dr

r
2
dR
l
dr

− l(l + 1)R
l
(r) = 0. (6.14)




[image: alt]109
As solu¸c˜oes dessa equa¸c˜ao foram obtidas independentemente por Israel [123] e
Anderson e Cohen [124].
Para l = 0
g
l
(r) = 1, (6.15)
e l = 0
g
l
(r) =
2
l
l!(l − 1)!M
l
(2l)!
(r − 2M)
dP
l
dr

r
M
− 1

. (6.16)
Tamb´em para l = 0,
f
l
(r) = −
(2l − 1)!
2l(l + 1)!M
l+1
(r − 2M)
dQ
l
dr

r
M
− 1

, (6.17)
onde g
l
e f
l
s˜ao duas solu¸c˜oes linearmente independentes de (6.14) com P
l
e Q
l
sendo dois tipos de fun¸c˜oes de Legendre [125]. As fun¸c˜oes f
l
(r) e g
l
(r) possuem as
seguintes propriedades:
(I) Para l = 0, g
0
(r) = 1 (por deﬁni¸c˜ao) e f
0
(r) = 1/r.
(II) Para todos os l, quando r → ∞, o termo dominante de g
l
(r) ´e r
l
, enquanto
o termo dominante de f
l
(r) = 1/r
l+1
.
(III) Quando r → 2M, f
l
(r) tende a uma constante ﬁnita, mas sua derivada
diverge com ln(1 − 2M/r) para l = 0. Para l = 0, g
l
(r) = (r − 2M)×(polinˆomios
em r), ent˜ao, quando r → 2M, g
l
(r) → 0.
Agora, vamos deﬁnir q como a carga total que est´a presente no nosso problema.
Ela ´e uma quantidade conservada dada por
q =

j
0
(−g)
1/2
drdθdφ =

j
0
r
2
sin θdrdθdφ. (6.18)
Assim,
j
0
= q
δ(r − r
0
)
r
2
δ(cos θ − 1), (6.19)
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e a equa¸c˜ao com fonte ﬁca
1
r
2
∂
∂r

r
2
∂V
∂r

+
1
1 − 2M/r
1
r
2
sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂V
∂θ

= −4πq
δ(r − r
0
)
r
2
δ(cos θ − 1).
(6.20)
Na regi˜ao r > r
0
e r < r
0
, j
0
tende a zero e conseq¨uentemente V satisfaz a eq.
(6.14), com a solu¸c˜ao
V (r, θ) =
∞

l=0
[A
l
f
l
(r) + A

l
g
l
] P
l
(cos θ), (6.21)
para r > r
0
, e
V (r, θ) =
∞

l=0
[B
l
g
l
(r) + B

l
f
l
] P
l
(cos θ), (6.22)
para r < r
0
.
De acordo com a propriedade II, a fun¸c˜ao g
l
(r) diverge em r
l
quando r → ∞.
Ent˜ao, devemos ter A

l
= 0. A constante B

l
pode ser determinada considerando o
invariante
F
µν
F
µν
=

∂V
∂r

2
+
1
r
2
1
1 − 2M/r

∂V
∂θ

2
(6.23)
que deve ser ﬁnito quando r → 2M. Da propriedade (III) vemos que, embora f
l
(r)
continue ﬁnito em r = 2M, ele produz campos inﬁnitos para l = 0 em r = 2M, a
menos que B

l
= 0. Assim, temos
V (r, θ) =
∞

l=0
A
l
f
l
(r)P
l
(cos θ), (6.24)
para r > r
0
, e
V (r, θ) =
∞

l=0
B
l
g
l
(r)P
l
(cos θ), (6.25)
para r < r
0
.




[image: alt]111
A continuidade do potencial em r = r
0
, implica em
A
l
f
l
(r
0
) = B
l
g
l
(r
0
). (6.26)
Assim, considerando uma nova constante C
l
≡ A
l
/g
l
(r
0
) = B
l
/f
l
(r
0
), temos
V (r, θ) =
∞

l=0
C
l
g
l
(r
0
)f
l
(r)P
l
(cos θ), (6.27)
para r > r
0
, e
V (r, θ) =
∞

l=0
C
l
f
l
(r
0
)g
l
(r)P
l
(cos θ), (6.28)
para r < r
0
.
Calculamos C
l
integrando a eq. (6.20) atrav´es da fonte da forma que ´e
frequetemente feita no espa¸co plano. Escrevendo V =

∞
l=0
R
l
(r)P
l
(cos θ) e
integrando sobre θ, obtemos
2
2l + 1

1
r
2
d
dr

r
2
dR
l
dr

−
l(l + 1)
r
2
(1 − 2M/r)
R
l
(r)

= −2q
δ(r − r
0
)
r
2
, (6.29)
onde usamos as seguintes propriedades da fun¸c˜ao de Legendre
P
l
(1) = 1 (6.30)
e

1
−1
P
l
(x)P

l
(x)dx =
2l
(2l + 1)
δ
ll

. (6.31)
Multiplicando (6.29) por r
2
e integrando de r
0
−  at´e r
0
+ , obtemos
1
2l + 1

r
2
0
dR
l
dr




b+
− r
2
0
dR
l
dr




b−

= −q. (6.32)
Desenvolvendo em termos de f
l
(r) e g
l
(r), temos
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C
l
2l + 1
r
2
0

g
l
(r
0
)
df
l
dr
− f
l
(r
0
)
dg
l
dr

= −q. (6.33)
Podemos escrever a express˜ao acima em termos do Wroskiano de g
l
e f
l
no ponto
r
0
, W (g
l
, f
l
, r
0
). Assim, a equa¸c˜ao acima ﬁca
C
l
2l + 1
r
2
0
W (g
l
, f
l
, r
0
) = −q. (6.34)
Por´em, o Wroskiano W ≡ (u
1
u

2
− u
2
u

1
) de duas solu¸c˜oes u
1
, u
2
da equa¸c˜ao
diferencial na forma u

+ p(x)u

+ q(x)u = 0 satisfaz
W (u
1
, u
2
, r) = W (u
1
, u
2
, r
0
)e
−

r
r
0
p(x)dx
. (6.35)
No caso da eq. (6.14), p(x) = 2/x, assim, a equa¸c˜ao acima nos d´a
W (g
l
, f
l
, r) = W (g
l
, f
l
, r
0
)r
2
0
/r
2
. (6.36)
Ent˜ao, obtemos
r
2
W (g
l
, f
l
, r) = const. (6.37)
Encontramos essa constante considerando grandes valores de r em W (g
l
, f
l
, r).
Pela propriedade (II) das fun¸c˜oes f
l
e g
l
, temos que, para grandes valores de r,
g
l
(r) ∼ r
l
e f(r) ∼ 1/r
l+1
. Assim, temos
r
2
W (g
l
, f
l
, r) = r
2

r
l
[−(l + 1)]
1
r
l+2
− lr
l−1
1
r
l+1

= −(2l + 1). (6.38)
Substituindo (6.38) em (6.34) encontramos o resultado
C
l
= q. (6.39)
Assim, o campo para uma carga puntual ´e dado por
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V = q
∞

l=0
g
l
(r
0
)f
l
(r)P
l
(cos θ), (6.40)
para r > r
0
, e
V = q
∞

l=0
f
l
(r
0
)g
l
(r)P
l
(cos θ), (6.41)
para r < r
0
.
Note que, em um referencial ortonormal ω
0
= (1 − 2M/r)
1/2
dt, ω
1
= (1 −
2M/r)
−1/2
dr, ω
2
= rdθ, ω
3
= r sin θdφ, as ´unicas componentes diferentes de zero do
tensor de campo F
µν
s˜ao
F
01
= −F
10
= −
∂V
∂r
, (6.42)
F
02
= −F
20
= −r
−1

1 −
2M
r

−1/2
∂V
∂θ
. (6.43)
Vemos que, da eq. (6.40) e da propriedade III, se r estiver pr´oximo a 2M, F
20
∼ 0,
enquanto F
10
permanece ﬁnito, ent˜ao um observador estacion´ario posicionado em
um raio r
0
> r  2M ver um campo eletrost´atico radial. Mas, se r
0
< r  2M,
contribui¸c˜ao l = 0 do campo eletrost´atico ´e predominantemente tangencial, pois
comparando a eq. (6.43) com a propriedade III para a fun¸c˜ao f
l
, vemos que o termo
de F
02
´e dominante.
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6.5 Eletrost´atica e Magnetost´atica no Buraco
Negro de Schwarzschild-de Sitter
6.5.1 Potencial eletrost´atico devido a uma carga el´etrica no
espa¸co-tempo de SdS
No espa¸co-tempo de Schwarzschild-de Sitter, sabemos que a fun¸c˜ao f(r) que o
caracteriza pode ser escrita como
f(r) = 1 −
2M
r
−
Λr
2
3
=
3r − 6m − Λr
3
3r
=
(r − r
++
)(r − r
+
)(r − r
−
)
3r
, (6.44)
com r
++
, r
+
, e r
−
sendo as ra´ızes de f(r) tais que r
++
> r
+
> 0 e r
−
< 0. Essa
m´etrica representa a m´etrica exterior de uma distribui¸c˜ao de massa esfericamente
sim´etrica num universo com constante cosmol´ogica
Com o objetivo de se obter o potencial eletrost´atico gerado por uma part´ıcula
pontual, vamos assumir que essa carga est´a ﬁxa no ponto r = r
0
> r
+
, θ = θ
0
e
φ = φ
0
. Assim, no espa¸co-tempo considerado e seguindo um procedimento an´alogo
ao caso anterior, as equa¸c˜oes de Maxwell podem ser escritas como
1
r
2
∂
∂r

r
2
∂V
∂r

+
f
−1
(r)
r
2
sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂V
∂θ

+
f
−1
(r)
r
2
sin
2
θ
∂
2
V
∂φ
2
= −4πJ
0
, (6.45)
onde V ´e o potencial eletrost´atico.
Levando em considera¸c˜ao que o potencial eletrost´atico pode ser separado como
um produto de trˆes fun¸c˜oes, vamos expandi-lo de acordo com
V (r, θ, φ) =
∞

l=0
l

m=−l
R
l
(r)Y
lm
(θ, φ), (6.46)
onde a parte angular ´e representada por harmˆonicos esf´ericos. Assim, fazendo, o
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n´umero quˆantico azimutal, m = 0, a equa¸c˜ao radial nas regi˜oes sem fonte (J
0
= 0)
ﬁca
d
dr

r
2
dR
l
dr

−
3l(l + 1)rR
l
(r)
(r − r
++
)(r − r
+
)(r − r
−
)
= 0. (6.47)
Agora, vamos obter a solu¸c˜ao dessa equa¸c˜ao no caso extremo para a m´etrica de
SdS, o que signiﬁca Λ = 1/9M
2
. Nesse caso, as ra´ızes de f(r) s˜ao r
++
= r
+
= 3M e
r
−
= −6M. Essa escolha de um valor particular de Λ nos permite fazer os c´alculos
e obter informa¸c˜oes quantitativas sobre a relevˆancia da constante cosmol´ogica em
alguns sistemas astrof´ısicos onde essa quantidade est´a presente. Assim, considerando
as ra´ızes de f(r), a eq. (6.47) ﬁca na forma
d
dr

r
2
dR
l
dr

−
3l(l + 1)rR
l
(r)
(r − 3M)
2
(r + 6M)
= 0, (6.48)
cuja solu¸c˜ao ´e dada em termos da fun¸c˜ao Hipergeom´etrica
R
l
(r) =

r − 3M
r + 6M

1/2


C
1

r − 3M
r + 6M

√
9M
2
+4l(l+1)
6M
F

a
l
, b
l
; 2b
l
;
−2r + 6M
r + 6M



(6.49)
+

r − 3M
r + 6M

1/2


C
2

r − 3M
r + 6M

−
√
9M
2
+4l(l+1)
6M
F

a

l
, b

l
; 2b

l
;
−2r + 6M
r + 6M



onde
a
l
=
9M +

9M
2
+ 4l(l + 1)
6M
, b
l
=
3M +

9M
2
+ 4l(l + 1)
6M
,
a

l
=
9M −

9M
2
+ 4l(l + 1)
6M
, b

l
=
3M −

9M
2
+ 4l(l + 1)
6M
, (6.50)
Vamos analisar as condi¸c˜oes de convergˆencia da fun¸c˜ao Hipergeom´etrica acima.
Seguindo o procedimento adotado em [125] escrevemos a fun¸c˜ao hipergeom´etrica na
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sua forma geral, F (z) = F (a, b, c, z). No caso em quest˜ao, c −a −b = −1. Segundo
[125] essa condi¸c˜ao faz com que a Hipergeom´etrica n˜ao seja regular no c´ırculo de
convergˆencia |z| = 1. Aqui, z =
−2r+6M
r+6M
, r = 0 e r = 12M. A divergˆencia r = 0 n˜ao
´e um problema para as nossas solu¸c˜oes f´ısicas, por´em r = 12M ´e, pois queremos
que F (a, b; c; z) e conseq¨uentemente R
l
(r) sejam regulares em todos os pontos do
espa¸co-tempo onde a carga possa estar estacion´aria. Portanto, vamos utilizar uma
das f´ormulas de transforma¸c˜ao quadr´atica de [125], particularmente a express˜ao
F (a, b; 2b; z) = (1 − z)
−a/2
F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
+
1
2
;
z
2
4z − 4

, (6.51)
onde independentemente dos valores de a
l
, b
l
e c
l
, teremos a f´ormula geral c − a −
b = 1/2 > 0. Segundo [125] essa ´e uma condi¸c˜ao de convergˆencia absoluta da
hipergeom´etrica, ou seja, no que depender de F (a, b; 2b; z) a solu¸c˜ao ´e v´alida para
todo r. Assim,
F

a, b; 2b;
−2r + 6M
r + 6M

=

r + 6M
3r

a/2
F

a
2
, b −
a
2
; b +
1
2
;
(−2r + 6M)
2
−12r(r + 6M)

(6.52)
e
F

a

, b

; 2b

;
−2r + 6M
r + 6M

=

r + 6M
3r

a

/2
F

a

2
, b

−
a

2
; b

+
1
2
;
(−2r + 6M)
2
−12r(r + 6M)

.
(6.53)
Dessa forma, a eq. (6.49) ﬁca
R
l
(r) = C
1
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

+ (6.54)
+C
2
γ
l
(r)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r)

,
onde
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β
l
(r) =
(r − 3M)
b
l
(r + 6M)
b

l
/2
(3r)
a
l
/2
, γ
l
(r) =
(r − 3M)
b

l
(r + 6M)
b
l
/2
(3r)
a

l
/2
(6.55)
e ξ(r) =
−(r−3M )
2
3r(r+6M )
.
J´a discutimos que as fun¸c˜oes Hipergeom´etricas que aparencem na eq. (6.54) s˜ao
regulares em todo espa¸co. Entretanto, os polinˆomios β
l
(r) e γ
l
(r) n˜ao s˜ao regulares
em todo espa¸co. Quando r → ∞, o primeiro e segundo termos em (6.54) s˜ao
regulares, mas quando r → 3M, o segundo termo em (6.54) diverge devido ao termo
γ
l
(r) (a exce¸c˜ao ´e o caso l = 0). Assim, devemos ter C
2
= 0.
Podemos tamb´em ver que o invariante
1
2
F
µν
F
µν
=

∂V
∂r

2
+
1
r(r − 3M)
2
(r + 6M)

∂V
∂θ

2
+ (6.56)
+
1
r(r − 3M)
2
(r + 6M) sin
2
θ

∂V
∂φ

2
,
´e ﬁnito no horizonte de eventos (r = 3M) apenas se C
2
= 0, ver eqs. (6.55) e (6.50).
Assim, a solu¸c˜ao dada por (6.54) pode ser dividida em duas regi˜oes [45], uma para
r < r
0
e outra para r > r
0
. Nessas regi˜oes, a solu¸c˜ao radial dada pela eq. (6.54), ´e
R
l
(r) = C
1
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

, (6.57)
para r < r
0
e
R
l
(r) = C

1
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

(6.58)
+C

2
γ
l
(r)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r)

,
para r > r
0
.
Para determinar as constantes restantes, admitimos que o potencial deve ir a
zero no inﬁnito (r → ∞). Assim, a eq. (6.58) nos fornece o seguinte resultado
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C

1
= −C

2
γ
l
(r → ∞)
β
l
(r → ∞)
F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r → ∞)

F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r → ∞)

, (6.59)
com
γ(r → ∞) =

1
3

3
4
−
√
9M
2
+4l(l+1)
12M
, β
l
(r → ∞) =

1
3

3
4
+
√
9M
2
+4l(l+1)
12M
e ξ(r → ∞) = −
1
3
.
Portanto, temos
C

1
= −C

2
3
α
l
F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; −
1
3

F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; −
1
3

, (6.60)
onde α
l
=
√
9M
2
+4l(l+1)
6M
.
Dessa forma, podemos escrever (6.58) em termos de uma constante, C

2
. Ent˜ao,
para r > r
0
, temos
R
l
(r) = −C

2
δ
l
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

+ (6.61)
C

2
γ
l
(r)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r)

,
onde
δ
l
= 3
α
l
F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; −
1
3

F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; −
1
3

. (6.62)
A continuidade de V (r, θ, φ) em r = r
0
requer que as eqs. (6.57) e (6.61) forne¸cam
os mesmos resultados nesse ponto. Aplicando essa condi¸c˜ao, obtemos
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C
1
β
l
(r
0
)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; z(r
0
)

= C

2
γ
l
(r
0
)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
1
2
; z(r
0
)

(6.63)
−C

2
δ
l
β
l
(r
0
)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
1
2
; z(r
0
)

,
onde C
1
´e escrito em termos de C

2
na forma
C
1
= −C

2
δ
l
+ C

2
γ
l
(r
0
)
β
l
(r
0
)

l
(r
0
), (6.64)
onde

l
(r
0
) =
F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r
0
)

F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r
0
)

. (6.65)
Combinando o resultado encontrado anteriormente, eq. (6.64), com as eqs. (6.61)
e (6.57), encontramos que a solu¸c˜ao radial para r < r
0
e r > r
0
s˜ao, respectivamente
dadas por
R
l
(r) = −C

2

δ
l
−
γ
l
(r
0
)
l
(r
0
)
β
l
(r
0
)

β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

(6.66)
e
R
l
(r) = −C

2
δ
l
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
−
1
2
; ξ(r)

+ (6.67)
+C

2
γ
l
(r)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
−
1
2
; ξ(r)

.
Assim, reduzimos as duas constantes para apenas uma, a saber, C

2
. Essa
constante pode ser determinada considerando as propriedades do potencial
eletrost´atico devido a uma carga pontual com densidade dada por
J
0
= q
δ(r − r
0
)
r
2
δ(θ − θ
0
)
sin θ
δ(φ − φ
0
). (6.68)
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Agora, vamos considerar as equa¸c˜oes de Maxwell inomogˆeneas no espa¸co-tempo
de SdS, as quais podem ser escritas como
1
r
2
∂
∂r

r
2
∂V
∂r

+ f
−1
(r)
1
r
2
sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂V
∂θ

+ (6.69)
f
−1
(r)
1
r
2
sin
2
θ
∂
2
V
∂φ
2
= −4πq
δ(r − r
0
)
r
2
δ(θ − θ
0
)
sin θ
δ(φ − φ
0
).
Assim, a constante C

2
pode ser calculada integrando a eq. (6.69) em torno de
r = r
0
, θ = θ
0
e φ = φ
0
com V =

∞
l=0
R
l
(r)P
l
(cos θ). Ent˜ao,
−

4πqδ(r − r
0
)δ(cos θ − 1)P
l
(cos θ)dθ =

1
r
2
d
dr

r
2
dR
l
(r)
dr

(6.70)
×P
l
(cos θ)P

l
(cos θ)dθ +

f
−1
(r)R
l
(r)
d
dθ

sin θ
d
dθ
P
l
(cos θ)P

l
(cos θ)

dθ
Usando as propriedades dos polinˆomios de Legendre (

P
l
(x)P

l
(x)dx =
2
2l+1
δ
ll

)
e fazendo os c´alculos na parte angular da eq. (6.70), encontramos
1
2l + 1

1
r
2
d
dr

r
2
dR
l
dr

−
l(l + 1)
r
2

1 −
2M
r
−
Λr
2
3

R
l
(r)

= −q
δ(r − r
0
)
r
2
. (6.71)
Multiplicando os dois lados da eq. (6.71) por r
2
e integrando de r
0
− at´e r
0
+ ,
obtemos o seguinte resultado
1
2l + 1


r
0
+
r
0
−
d
dr

r
2
dR
l
dr

dr −

r
0
+
r
0
−
l(l + 1)
f(r)
R
l
(r)dr

(6.72)
= −

r
0
+
r
0
−
qδ(r − r
0
)r
2
dr.
Dessa forma,
1
2l + 1


r
2
dR
l
(r)
dr




r
0
+
r
0
−
− l(l + 1)

r
0
+
r
0
−
R
l
(r)
f(r)
dr

= −q. (6.73)
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Levando-se em considera¸c˜ao a continuidade da fun¸c˜ao R
l
(r) e o fato que f(r) ´e
cont´ınua, conclu´ımos que o segundo termo na eq. (6.72) vai a zero no limite  → 0,
e como consequˆencia, obtemos
1
2l + 1

r
2
0
dR
l
dr




r
0
+
− r
2
0
dR
l
dr




r
0
−

= −q. (6.74)
Calculando as derivadas de R
l
(r), para r < r
0
e r > r
0
, dadas pelas eqs. (6.66)
e (6.67), respectivamente, e substituindo esses resultados em (6.74), encontramos
C

2
= −
(2l + 1)q
r
2
0
ι
l
(r
0
) (6.75)
onde
ι
l
(r
0
) =
1
ζ
l
(r
0
)Ξ

1
+ γ
l
(r
0
)η(r
0
)θ

l
Ξ

2
−
γ
l
(r
0
)
l
(r
0
)
β
l
(r
0
)
ζ

l
(r
0
)Ξ
1
+ γ
l
(r
0
)η(r
0
)θ
l
Ξ
2
(6.76)
com Ξ

1
, Ξ

2
, Ξ
1
e Ξ
2
dado por
Ξ

1
= F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
+
1
2
; ξ(r
0
)

, Ξ

2
= F

a

l
2
+ 1, b

l
−
a

l
2
+ 1; b

l
+
3
2
; ξ(r
0
)

,
Ξ
1
= F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
+
1
2
; ξ(r
0
)

, Ξ
2
= F

a
l
2
+ 1, b
l
−
a
l
2
+ 1; b
l
+
3
2
; ξ(r
0
)

e
ζ
l
(r
0
) =
dγ
l
(r)
dr




r
0
, ζ

l
(r
0
) =
dβ
l
(r)
dr




r
0
; (6.77)
θ
l
=
a
l
(b
l
− a
l
/2)
b
l
+ 1/2
, θ
l
=
a

l
(b

l
− a

l
/2)
b

l
+ 1/2
; (6.78)
η(r
0
) =
−2r
0
+ 6m
3r(r
0
+ 6m)
+
(2r
0
+ 6m)(−2r
0
+ 6m)
2
12[r
0
(r
0
+ 6m)]
2
. (6.79)
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onde usamos o fato que
d
dr
F (a, b; c; z(r)) =
ab
c
dz(r)
dr
F (a + 1, b + 1; c + 1; z(r)). (6.80)
Finalmente, usando a express˜ao para C

2
dada pela eq. (6.75), encontramos que
as solu¸c˜oes radiais de (6.45) s˜ao
R
l
(r) =
(2l + 1)q
r
2
0
ι
l
(r
0
)

δ
l
−
γ
l
(r
0
)
l
(r
0
)
β
l
(r
0
)

β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
+
1
2
; ξ(r)

, (6.81)
para r < r
0
e
R
l
(r) =
(2l + 1)q
r
2
0
ι
l
(r
0
)

δ
l
β
l
(r)F

a
l
2
, b
l
−
a
l
2
; b
l
+
1
2
; ξ(r)

+ (6.82)
−
q(2l + 1)
r
2
0
ι
l
(r
0
)

γ
l
(r)F

a

l
2
, b

l
−
a

l
2
; b

l
+
1
2
; ξ(r)

,
para r > r
0
.
Substituindo (6.81) e (6.82) na eq. (6.46) obtemos o potencial eletrost´atico. De
fato, esse potencial n˜ao corresponde a uma situa¸c˜ao f´ısica, porque n˜ao podemos ﬁxar
uma part´ıcula no repouso numa regi˜ao fora do buraco negro de SdS [63]. Entretanto,
essa solu¸c˜ao ser´a ´util para encontrarmos o potencial magnetost´atico devido a uma
corrente produzida por uma carga que cai radialmente em dire¸c˜ao ao buraco negro
de SdS.
6.5.2 Potencial Magnetost´atico devido a uma corrente
radial no espa¸co-tempo de SdS
No intuito de calcular o potencial magnetost´atico gerado por uma corrente
radial no buraco negro de SdS usaremos um m´etodo utilizado por Linet [46] que
mostra a dualidade das equa¸c˜oes de Maxwell. Essa dualidade permite transformar
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uma solu¸c˜ao eletrost´atica numa magnetost´atica e vice-versa. Assim, utilizaremos o
resultado obtido na se¸c˜ao anterior e aplicaremos a propriedade de dualidade para
obtermos o potencial magnetost´atico devido a uma carga que move-se, radialmente,
em dire¸c˜ao ao buraco negro de SdS
2
. Nesse contexto, vamos considerar as seguintes
equa¸c˜oes de Maxwell
∂
∂θ
[f(r) sin θB
φ
] −
∂
∂φ

f(r)
B
θ
sin θ

= r
2
sin θJ
r
, (6.83)
∂
∂φ

1
r
2
sin θ
B
r

−
∂
∂r
[sin θf(r)B
φ
] = r
2
sin θJ
θ
, (6.84)
∂
∂r

f(r)
1
sin θ
B
θ

−
∂
∂θ

1
r
2
sin θ
B
r

= r
2
sin θJ
φ
, (6.85)
∂B
r
∂r
+
∂B
θ
∂θ
+
∂B
φ
∂φ
= 0. (6.86)
As componentes do campo magn´etico s˜ao relacionadas ao potencial magn´etico,
Ω(r, θ, φ)
3
, por
B
r
= −r
2
sin θ
∂Ω
∂r
, (6.87)
B
θ
= −
sin θ
f(r)
∂Ω
∂θ
, (6.88)
e
B
φ
= −
1
f(r) sin θ
∂Ω
∂φ
. (6.89)
2
Admitimos que a corrente possui uma velocidade constante em todo espa¸co-tempo fora do
buraco negro.
3
Na regi˜ao fora da corrente, a qual ´e a fonte do campo magnetost´atico.
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Agora, vamos substituir (6.89) na eq. (6.83) e realizar a integra¸c˜ao em φ.
Fazendo isso, encontramos
1
f(r) sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂Ω
∂θ

+
1
sin θ
∂B
θ
∂θ
+ (6.90)
+K(r, θ) = −
r
2
f(r) sin θ

φ
φ
0
∂
∂θ
(sin
2
θJ
r
)dφ,
onde K(r, θ) vem da integra¸c˜ao e depende apenas de r e θ.
Uma vez mais vamos usar (6.89), e agora substituir em (6.84). Assim, temos
1
sin θ
∂B
r
∂r
+
∂
∂r

r
2
∂Ω
∂r

+ K

(r, θ) = sin θ

φ
φ
0
∂
∂r

r
4
J
θ

dφ (6.91)
onde K

(r, θ) vem da integra¸c˜ao em φ.
Adicionando as eqs. (6.90) e (6.91) e considerando K(r, θ) = −K

(r, θ),
encontramos o seguinte resultado
1
f(r) sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂Ω
∂θ

+
∂
∂r

r
2
∂Ω
∂r

+
1
f(r) sin
2
θ
∂
2
Ω
∂φ
2
= (6.92)
= sin θ

φ
φ
0
∂
∂r
(r
4
J
θ
)dφ −
r
2
f(r) sin θ

φ
φ
0
∂
∂θ
(sin
2
θJ
r
)dφ,
onde utilizamos tamb´em as eqs. (6.89) e (6.86).
Note que o lado esquerdo de (6.92) ´e idˆentico ao lado esquerdo da eq. (6.45). De
fato, essas equa¸c˜oes s˜ao idˆenticas se os termos de fonte do lado direito coincidirem, de
acordo com a propriedade de dualidade das equa¸c˜oes de Maxwell. Assim, conclu´ımos
que existe equivalˆencia entre Ω(r, θ, φ) e V (r, θ, φ).
Ent˜ao, vamos considerar uma corrente associada a uma carga movendo-se,
radialmente, em dire¸c˜ao ao buraco negro de SdS, escrito aqui como I no plano
θ − φ. Assim, no referencial [47]

J
r
r
2
sin θf
−
1
2
(r)dθdφ = I, (6.93)
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o qual nos leva `a seguinte densidade de corrente
J
r
= 4π
f(r)
1/2
r
2
Iδ(φ − φ
0
)δ(θ − θ
0
). (6.94)
Como a fun¸c˜ao f(r) ´e negativa em todo espa¸co [63], assim, a densidade de
corrente ser´a uma quantidade complexa. Dessa forma, devemos tirar a parte
puramente real dessa quantidade.
Assim, substituindo o termo de fonte (6.94) na eq. (6.92), obtemos o seguinte
resultado
∂
∂r

r
2
∂Ω
∂r

+
1
f(r) sin θ
∂
∂θ

sin θ
∂Ω
∂θ

+
1
f(r) sin θ
∂
2
Ω
∂φ
2
= (6.95)
= −4π
J

f(r) sin θ

φ
φ
0
δ(φ − φ
0
)
d
dθ

sin
2
θδ(θ − θ
0
)

dφ,
onde J

´e a parte real da corrente e ´e dado por J

= (−f(r))
1/2
I e I = I
1
+ iI
2
. J´a
o termo de fonte (F ) ´e proporcinal a
F ∼
1
sin θ
d
dθ

sin
2
θδ(θ − θ
0
)

= 2 cos θδ(θ − θ
0
) + sin θ
d
dθ
δ(θ − θ
0
) (6.96)
=
d
dθ
δ(θ − θ
0
)
θ
0
=π/2
.
Comparando com o termo de fonte do potencial eletrost´atico (6.68), vemos que
a equivalˆencia entre Ω(r, θ, φ) e V (r, θ, φ), s´o ser´a verdadeira se
Ω(r, θ, φ) = −
4πJ

f(r)

3M
r

0
∂V (rθφ, r
0
θ
0
φ
0
)
∂θ
dr
0
, (6.97)
onde a integral em r
0
´e devido a fun¸c˜ao delta que aparece no termo de fonte de (6.68).
Consideramos que a carga cai em dire¸c˜ao ao buraco negro a partir de r = r
0
> 3M
e Ω(r, θ, φ) ´e medido antes do horizonte de eventos (r > 3M).
Dessa forma, substituindo (6.81) em (6.46) e usando o resultado obtido em (6.97),
obtemos a express˜ao para o potencial magn´etico. Entretanto, como podemos ver da
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Figura 6.1: Dependˆencia do potencial magn´etico , Ω, com rela¸c˜ao a posi¸c˜ao da
part´ıcula r
0
, representada nos eixos vertical e horizontal, respectivamente.
solu¸c˜ao da parte radial, a integral sobre a coordenada radial ´e n˜ao trivial. Mas, se
considerarmos o caso no qual a carga cai do inﬁnito em dire¸c˜ao ao buraco negro,
podemos resolver esse problema. De fato, admitindo isso, as express˜oes que cont´em
termos em r
0
, que aparecem na solu¸c˜ao radial, ser˜ao simpliﬁcadas se considerarmos
uma expans˜ao em S´eries de Taylor em termos de M/r
0
 1. Nesse caso, temos o
seguinte resultado
β
l
∼
=
1
3
3/4+α
l
/2
, γ
l
∼
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1
3
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l
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0
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∼
=
−
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r
2
0
,
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α
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−
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0
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3
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=
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0
+(
1
2
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α
l
2
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0
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3/4
0
3
3/4−α
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−
(
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4
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l
2
)r
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0
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7/4
0
3
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l
/2
.
e como consequˆencia a eq. (6.97) pode ser resolvida com mais facilidade atrav´es de
c´alculos num´ericos. Os resultados obtidos podem ser vistos na ﬁgura mostrada no
texto. Nesse caso o potencial magnetost´atico cresce quando aproxima-se do buraco
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negro.
´
E importante chamar a aten¸c˜ao ao fato que quando a condi¸c˜ao M/r
0
 1
falha, que ´e quando a carga est´a pr´oxima ao horizonte r = 3M, n˜ao ´e poss´ıvel
obtermos informa¸c˜oes sobre o comportamento do campo magn´etico pr´oximo ao
horizonte.
6.6 Sum´ario e Discuss˜ao
Os potenciais eletrost´atico e magnetost´atico devido a uma carga el´etrica puntual
e uma corrente radial, respectivamente, no espa¸co-tempo do caso extremo de SdS,
foram obtidos usando as propriedades de transforma¸c˜oes de dualidades do campo
eletromagn´etico. Para aplicarmos esse m´etodo, determinamos, primeiramente, o
potencial eletrost´atico e , assim, o transformamos num potential magnetost´atico. O
efeito produzido pelo campo gravitacional de um buraco negro de Schwarzschild-de
Sitter sobre o potencial magnetost´atico nos mostra que o campo magn´etico cresce
quando a part´ıcula se aproxima do buraco negro, pelo menos at´e a distˆancia do
horizonte para qual a aproxima¸c˜ao considerada ´e v´alida. Esse efeito ´e devido ao
campo gravitacional do buraco negro de SdS sobre o campo magn´etico gerado pela
corrente associada com uma part´ıcula carregada a qual se move radialmente em
dire¸c˜ao ao buraco negro. Possivelmente, esse resultado pode desempenhar um papel
importante em alguns cen´arios involvendo buraco negro com constante cosmol´ogica.




Cap´ıtulo 7
Conclus˜oes Finais e Perspectivas
Esta tese trata dos efeitos produzidos por campos gravitacionais sobre sistemas
de campos cl´assicos e quˆanticos. Estes aspectos s˜ao objeto de estudos e est˜ao
apresentados nos caps. 4, 5 e 6.
Inicialmente, estudamos, no cap. 4, o movimento Browniano de part´ıculas
cl´assicas num espa¸co-tempo cosmol´ogico, causado pelas ﬂutua¸c˜oes quˆanticas do
campo eletromagn´etico no v´acuo. No entanto esse tratamento ´e obviamente uma
aproxima¸c˜ao, onde as part´ıculas cl´assicas satisfazem a equa¸c˜ao de Langevin. O fato
do campo eletromagn´etico possuir ﬂutua¸c˜oes em todas as escalas n˜ao ´e um problema,
pois os comprimentos de onda curtos n˜ao contribuem para nossos resultados ﬁnais.
Isso ´e garantido pelos limites das nossas integrais. No entanto, talvez os resultados
mais intrigantes sejam os resultados divergentes encontrados para os modelos
oscilat´orio e de de Sitter. Para o caso oscilat´orio isso se d´a, provavelmente, pelo
fato de nossa aproxima¸c˜ao n˜ao ser mais v´alida, devido a perturba¸c˜ao. J´a no caso de
de Sitter, pode ser que o problema esteja relacionado ao fato do fator de escala n˜ao
ser assintoticamente plano. Em todos os outros modelos tinhamos uma planitude
em pelo menos uma dire¸c˜ao. Uma sugest˜ao para resolu¸c˜ao desse problema seria se
troc´assemos o fator de escala exato de de Sitter por outro que tenda a um valor
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constante no passado e futuro.
No cap. 5 analisamos o efeito da topologia sob o efeito Casimir entre duas
placas paralelas no espa¸co-tempo de de Sitter. Vimos que uma topologia do
tipo S
1
× R
1
× R
1
pode apresentar efeitos similares ao de uma energia escura,
principalmente no caso de condi¸c˜oes de contorno anti-peri´odicas onde o efeito
pode chegar a repelir as placas dependendo da distˆancia, do comprimento da
regi˜ao compactiﬁcada, b, da distˆancia entre as placas, a, e do valor da constante
cosmol´ogica, Λ
i
, no interior das placas e Λ
e
na regi˜ao exterior a elas.
Por ﬁm, no cap. 6 vimos como transformar um resultado eletrost´atico em
outro magnetost´atico, atrav´es de uma transforma¸c˜ao de dualidade. No caso
tratado, o buraco negro de SdS extremo, isso n˜ao ´e apenas uma op¸c˜ao, mas uma
obrigatoriedade, pois nesse, n˜ao temos como obter uma solu¸c˜ao eletrost´atica, devido
a n˜ao existˆencia de uma regi˜ao estacion´aria para esse espa¸co-tempo. Assim, apenas
a solu¸c˜ao magnetost´atica de uma carga pontual caindo em dire¸c˜ao a esse buraco
negro possui sentido f´ısico. Dessa forma, como era de se esperar, o potencial
magnetost´atico aumenta a medida que a corrente se aproxima do buraco negro.
Assim, nos c´alculos efetuados, o potencial eletrost´atico serviu como elemento
auxiliar para o c´alculo do potencial magnetost´atico. O efeito gravitacional produzido
pelo buraco negro de SdS sobre o potencial magnetost´atico mostra que o campo
magn´etico aumenta `a medida que a part´ıcula se aproxima do buraco negro.
Este efeito, certamente, pode desempenhar algum papel importante num cen´ario
astrof´ısico envolvendo buracos negros.
Os estudos realizados nesta tese nos abre um leque de perspectivas para trabalhos
futuros. Por exemplo, uma poss´ıvel extens˜ao est´a relacionada ao cap. 4, que refere-
se ao movimento n˜ao-relativ´ıstico das part´ıculas Brownianas cl´assicas acopladas ao
campo eletromagn´etico quˆantico. Ent˜ao, uma poss´ıvel extens˜ao desse trabalho
´e considerarmos o caso relativ´ıstico.
´
E poss´ıvel que os resultados divergentes
encontrado para o movimento a baixas velocidades n˜ao apare¸cam para o caso de
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part´ıculas Brownianas relativ´ısticas.
´
E poss´ıvel tamb´em que o fenˆomeno tratado
nesse cap´ıtulo apare¸ca num espa¸co-tempo plano com regi˜oes compactiﬁcadas. Ou
seja, topologias do tipo S
1
, por exemplo, podem agir como fonte para o movimento
Browniano das part´ıculas tratadas no cap. 4. Outra poss´ıvel aplica¸c˜ao ´e no caso do
movimento Browniano produzido por campos de gauge n˜ao-abelianos.
J´a para o efeito Casimir, outra poss´ıvel aplica¸c˜ao est´a ligada `a cosmologia. O
que se tem em mente ´e fazer uma investiga¸c˜ao de cen´arios cosmol´ogicos nos quais as
transi¸c˜oes da era inﬂacion´aria para a era de Friedmann s˜ao inﬂuenciadas por efeitos
quˆanticos. Para tanto, precisamos calcular os valores esperados do tensor de energia
momento nesses cen´arios cosmol´ogicos.
Por outro lado, sabe-se que ﬂutua¸c˜oes do tensor de energia momento podem
induzir a ﬂutua¸c˜oes da geometria. Dos fenˆomenos f´ısicos dos quais, em princ´ıpio,
s˜ao respons´aveis pelas ﬂutua¸c˜oes quˆanticas da geometria, destaca-se primeiramente,
as ﬂutua¸c˜oes de luminosidade.
´
E sabido que a imagem de uma fonte distante
vista atrav´es de um meio ﬂutuante (como a atmosfera terrestre) causa varia¸c˜oes
na luminosidade aparente. Analogamente, o mesmo efeito pode tamb´em ser
obtido atrav´es das ﬂutua¸c˜oes da geometria. A id´eia b´asica ´e que as ﬂutua¸c˜oes
da luminosidade est˜ao relacionadas com um parˆametro de expans˜ao de um feixe
de geod´esicas. Tal parˆametro est´a relacionado com a equa¸c˜ao de Raychaudhuri
que ´e utilizada como uma equa¸c˜ao tipo Langevin para o espa¸co-tempo ﬂutuante.
Evidentemente, esses efeitos s˜ao pequenos, por´em, diferentes de zero.
Em adi¸c˜ao `as ﬂutua¸c˜oes da luminosidade, existem outros efeitos poss´ıveis que
um campo gravitacional ﬂutuante pode exercer sobre a propaga¸c˜ao da luz. Esses
incluem o alargamento de linhas espectrais e o embara¸camento angular de imagens.
Esses dois efeitos podem ser expressos em termos de integrais da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao
do tensor de Riemann.
Uma outra possibilidade de trabalho futuro est´a ligada as ﬂutua¸c˜oes de
horizontes. Uma das caracter´ısticas da relatividade geral ´e a presen¸ca de horizontes,
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que podem ser de buracos negros ou cosmol´ogicos. A principal diferen¸ca entre os
dois tipos ´e que no primeiro o horizonte esconde os eventos que ocorrem dentro do
buraco negro do mundo exterior. J´a o segundo, nos diz que um certo observador
n˜ao pode ver todos os outros observadores no universo em um dado tempo. Como
horizontes s˜ao nada mais que cones de luz, a no¸c˜ao de um evento estar dentro ou
fora do horizonte signiﬁca que a separa¸c˜ao entre eles ´e do tipo-tempo ou tipo-espa¸co,
respectivamente. Assim, pode-se examinar ﬂutua¸c˜oes do tensor de energia momento
em espa¸cos-tempo cosmol´ogicos e de buracos negros. Essas ﬂutua¸c˜oes em torno do
valor esperado podem ser respons´aveis pelo surgimento das ﬂutua¸c˜oes de horizonte
cosmol´ogico e de buraco negro [23] . Isso requer a extens˜ao de trabalhos recentes
sobre a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do tensor de energia momento no espa¸co-tempo plano
para espa¸cos-tempo curvos.
Um resultado interessante que pode ser tratado ao estudo referente ao cap. 6
est´a relacionado a valores de Λ, diferentes de Λ = 1/9m
2
. Ou seja, se conseguirmos
resolver as equa¸c˜oes de Maxwell para o buraco negro de SdS n˜ao extremo (uma
possibilidade seria tentarmos uma solu¸c˜ao num´erica para as referidas equa¸c˜oes para
Λ > 1/9m
2
). Para esse caso, temos uma regi˜ao estacion´aria entre os horizontes
cosmol´ogico e de eventos, sendo assim, um resultado eletrost´atico teria agora sentido
f´ısico e poder´ıamos ver como os potenciais eletrost´atico e magnetost´atico iriam variar
com Λ. Outra possibilidade de continuar esse trabalho pode ser a realiza¸c˜ao da
integra¸c˜ao num´erica do potencial magnetost´atico, de modo que possamos considerar
a regi˜ao pr´oxima do horizonte, onde a expans˜ao que foi usada n˜ao ´e mais v´alida.
Nessa regi˜ao devem aparecer efeitos interessantes associados `a ampliﬁca¸c˜ao do
campo magn´etico.
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Fun¸c˜oes de Correla¸c˜ao no
Espa¸co-Tempo de Minkowski
´
E bem conhecido que as fun¸c˜oes de Green podem ser identiﬁcadas com os valores
esperados no v´acuo dos produtos de operadores de campos livres. Nesse apˆendice
vamos calcular a fun¸c˜ao de Green de Wightman positiva ou fun¸c˜ao de correla¸c˜ao de
dois pontos para um campo escalar e depois para um campo vetorial. Essa ´ultima
express˜ao foi utilizada no cap´ıtulo 4.
A.1 Campo Escalar
A fun¸c˜ao de Green para a equa¸c˜ao de Klein-Gordon satisfaz a rela¸c˜ao


2
x
+ m
2

G(x
1
, x
2
) = −δ
(4)
(x
1
− x
2
). (A.1)
Fazendo uma transformada de Fourier na fun¸c˜ao de Green e na δ(x
1
−x
2
) obtemos


2
x
+ m
2

1
(2π)
4

d
4
k
˜
G(k) = −
1
(2π)
4

d
4
ke
−ik(x
1
−x
2
)
. (A.2)
A equa¸c˜ao acima ´e verdadeira se
132
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Figura A.1: Poss´ıvel contorno de integra¸c˜ao para a eq. (A.5). Os p´olos est˜ao
localizados em k
0
= ±ω no eixo real.
˜
G(k) =
1
k
2
− m
2
=
1
k
0
−

k
2
− m
2
. (A.3)
Ent˜ao, a fun¸c˜ao de Green ´e deﬁnida como
G(x
1
, x
2
) =
1
(2π)
4

d
4
k
e
i

k.(x
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)−ik
0
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2
, (A.4)
ou ainda
G(x
1
, x
2
) =
1
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d
3
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e
−ik
0
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0
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2
− |

k|
2
− m
2
. (A.5)
Para a integral em k
0
, vemos que essa equa¸c˜ao apresenta p´olos localizados
em k
0
= ±ω, onde ω = |

k|
2
+ m
2
. Escolhendo o contorno de integra¸c˜ao como
apresentado na ﬁg. (A.1), encontramos as conhecidas fun¸c˜oes de dois pontos de
Wightman positiva G
+
(x
1
, x
2
) = 0|ϕ(x
1
)ϕ(x
2
)|0.
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Deﬁnindo I(k
0
) =

dk
0
e
−ik
0
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)
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−|
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2
, encontramos, usando a eq. (B.1), o seguinte
resultado
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πi
(2π)
4

d
3
k
ω
e
i

k.(x
1
−x
2
)−iω(t
1
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2
)
. (A.6)
Para o caso de um campo sem massa m = 0 e portanto ω = |

k|, vamos integrar
a express˜ao
I =

d
3
k
k
e
ik(x−t)
, (A.7)
onde x = x
1
−x
2
. Vamos integrar a equa¸c˜ao acima utilizando coordenadas esf´ericas.
Assim,
I =

2π
0

π
0

∞
0
k sin θdkdθdφe
ik(r cos θ−t)
(A.8)
ou ainda
I =
1
8π
2
r

∞
0

e
−ik(t−r)
− e
−ik(t+r)

dk. (A.9)
Note que essa integral ´e divergente nos limites indicados. Para contornar esse
problema vamos regulariz´a-la fazendo a substitui¸c˜ao t → t −iε, onde ε > 0. Ent˜ao,
I =
1
8π
2
r

ie
−ik(t−iε−r)
t − iε − r
−
ie
−ik(t−iε+r)
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∞
0
. (A.10)
Dessa forma,
I =
i
8π
2
r

−1
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+
1
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. (A.11)
Simpliﬁcando essa express˜ao, vamos obter
I =
−i
4π
2

1
t
2
− r
2
− 2tiε − ε
2

, (A.12)
e portanto no limite ε → 0, obtemos
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I = −
i
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, (A.13)
onde t
2
= (t
1
−t
2
)
2
e r
2
= (x
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)
2
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2
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2
. Deﬁnindo 2σ = t
2
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2
,
encontramos a fun¸c˜ao de Green de dois pontos para o campo escalar,
G
+
(x
1
, x
2
) =
1
8π
2
σ(x
1
, x
2
)
. (A.14)
A.2 Campo Vetorial
Aqui, vamos resumir o c´alculo das componentes da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do
tensor de intensidade do campo eletromagn´etico no espa¸co-tempo plano, para o
qual a m´etrica de Minkowski ´e escrita na forma
ds
2
= dη
2
− dx
2
− dy
2
− dz
2
. (A.15)
Estamos interessados nas componentes da fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do tensor de
intensidade do campo, ou seja,
F
µν
(x) F
αβ
(x

)
M
. (A.16)
´
E bem conhecido que a densidade lagrangiana para o campo eletromagn´etico ´e
dada por
L = −
1
4
F
αβ
F
αβ
(A.17)
onde
F
αβ
= A
α,β
− A
β,α
. (A.18)
A varia¸c˜ao da a¸c˜ao S =

√
−gLd
4
x, com rela¸c˜ao ao campo, nos leva `as equa¸c˜oes
de Maxwell: F
αβ
,β
= 0, F
αβ,γ
+ F
βγ,α
+ F
γα,β
= 0.
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As eqs. (A.17) e (A.18) s˜ao invariantes por transforma¸c˜oes de gauge A
α
→
A
Λ
α
= A
α
+ ∂
α
Λ(x), onde Λ(x) ´e uma fun¸c˜ao escalar diferenci´avel. Essa invariˆancia
de gauge pode ser quebrada atrav´es da adi¸c˜ao na densidade lagrangeana de um
termo de gauge
L
g
= −
1
2
ζ
−1

A
α
,α

2
, (A.19)
onde ζ ´e um parˆametro que determina a escolha de gauge. Sendo ζ = 1 o gauge de
Feynman e ζ = 0 o gauge de Landau.
Assim, a equa¸c˜ao de campo resultande do acr´escimo da inclus˜ao do termo de
gauge ´e

η
αβ
 −

1 − ζ
−1

∂
α
∂
β

A
β
= 0. (A.20)
Por outro lado, a fun¸c˜ao de dois pontos para o campo eletromagn´etico ´e dada
por: iG
αβ
(x
1
, x
2
) = 0|A
α
(x
1
)A
β
(x
2
)|0, a qual ´e dependente de gauge. Dessa forma,
usando a eq. (A.20), obtemos

η
αλ
 −

1 − ζ
−1

∂
α
∂
λ

G
λβ
= δ
β
α
δ
4
(x
1
− x
2
). (A.21)
De onde encontramos a representa¸c˜ao integral para o propagador
G
αβ
(x
1
, x
2
) =
1
(2π)
4

−η
αβ
+ (1 − ζ)k
α
k
β
/k
2
(k
0
)
2
− |

k|
2
e
i

k.(x
1
−x
2
)−ik
0
(t
1
−t
2
)
d
4
k (A.22)
Dessa forma, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do potencial vetor pode, num gauge
apropriado (gauge de Feynman), ser escrita na seguinte forma
A
µ
(x
1
) A
ν
(x
2
)
M
= η
µν
ϕ(x
1
)ϕ(x
2
)
M
=
η
µν
8π
2
σ
, (A.23)
onde η
µν
´e o tensor m´etrico de Minkowski, e
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σ =
1
2
[−(η − η

)
2
+ (x − x

)
2
+ (y − y

)
2
+ (z − z

)
2
]. (A.24)
Como a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do potencial vetor pode ser determinada usando a
rela¸c˜ao F
µν
= ∂
µ
A
ν
− ∂
ν
A
µ
, a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao do campo el´etrico ´e
E
x
(x) E
x
(x

) = F
ηx
(x) F
ηx
(x

) = −
∆η
2
+ r
2
π
2
[−∆η
2
+ r
2
]
3
, (A.25)
onde r
2
= r
2
− 2∆x
2
and r
2
= ∆x
2
+ ∆y
2
+ ∆z
2
.
A soma das fun¸c˜oes de correla¸c˜ao para as trˆes componentes espaciais pode ser
expressa por


E(x).

E(x

) = 2∂
t
∂
t

D(x, x

). (A.26)
onde
D(x, x

) =
1
8π
2
σ
, (A.27)
na representa¸c˜ao dos espa¸cos. Agora, podemos escrever D(x, x

) na representa¸c˜ao
dos momentos por
D(x, x

) =
1
16π
3

d
3
k
1
ω
e
i[

k.(x−

x

)−ω(t−t

)]
, (A.28)
onde ω = |

k|. No limite de coincidˆencia dos pontos espaciais, x = x

, ﬁcamos com
D(t, t

) =
1
4π
2

∞
0
dωωe
−iω(t−t

)
. (A.29)
No limite de coincidˆencia a eq. (A.26) ﬁca


E(x).

E(x

) =
1
2π
2

∞
0
dωω
3
e
−iω(t−t

)
. (A.30)
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No cap. (4) iremos utilizar quantidades do tipo B
i
B
i

 para o campo magn´etico,
mais especiﬁcamente na eq. (4.32). Vamos mostrar que essa quantidade ´e idˆentica
a E
i
E
i

, o que era de se esperar devido a dualidade das equa¸c˜oes de Maxwell.
Considere a fun¸c˜ao de Hadamard
G
µν
(x, x

) ≡
1
2
A
µ
(x)A
ν
(x

) + A
ν
(x

)A
µ
(x), (A.31)
Portanto G
µν
(x, x

) tamb´em pode ser escrita na forma
G
µν
(x, x

) =
η
µν
8π
2
σ(x, x

)
. (A.32)
Utilizando F
µν
= ∂
µ
A
ν
− ∂
ν
A
µ
encontraremos
F
xy
F
x

y

 = B
z
B
z

 = (∂
y
A
x
− ∂
x
A
y
) (∂
y

A
x

− ∂
x

A
y

) (A.33)
= ∂
y
∂
y

A
x
A
x

− ∂
y
∂
x

A
x
A
y

− ∂
x
∂
y

A
y
A
x

+ ∂
x
∂
x

A
y
A
y

,
ou ent˜ao
B
z
B
z

 = ∂
y
∂
y

G
xx

− ∂
y
∂
x

G
xy

− ∂
x
∂
y

A
yx

+ ∂
x
∂
x

A
yy

 (A.34)
substituindo (A.32) em (A.34), obtemos o seguinte resultado
B
z
B
z

 = −
∆η
2
+ r
2
π
2
[−∆η
2
+ r
2
]
3
(A.35)
onde agora r
2
= r
2
− 2∆z
2
, pois escolhemos a dire¸c˜ao z desde o in´ıcio de nossos
c´alculos. Para x, r
2
= r
2
− 2∆x
2
que ´e idˆentico a eq. (A.25).
Para o caso de uma part´ıcula polarizada precisamos encontrar uma express˜ao
para a fun¸c˜ao de dois pontos da eq. (4.39). Podemos escrever E
2
(x)E
2
(x

) =
E
i
(x)E
i
(x

)E
j
(x)E
j
(x

). De acordo com o teorema de Wick [12]:
E
i
(x)E
i
(x

)E
j
(x)E
j
(x

) = 2

E
i
(x)E
j
(x

)E
i
(x)E
j
(x

)

, (A.36)
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ou
E
i
(x)E
i
(x

)E
j
(x)E
j
(x

) = 2[2E
x
(x)E
y
(x

)
2
+ 2E
x
(x)E
z
(x

)
2
(A.37)
+2E
y
(x)E
z
(x

)
2
+ E
x
(x)E
x
(x

)
2
+E
y
(x)E
y
(x

)
2
+ E
z
(x)E
z
(x

)
2
].
Calculando as fun¸c˜oes de dois pontos do termo usual e cruzado, substituindo em
(A.37) e depois calculando o termo ∂
x
∂
x

E
i
(x)E
i
(x

)E
j
(x)E
j
(x

) encontraremos
∂
x
∂
x

E
i
(x)E
i
(x

)E
j
(x)E
j
(x

) = 32D
5
+136(η
2
−η
1
)
2
D
6
+144(η
2
−η
1
)
4
D
7
, (A.38)
onde D ´e dado pela eq. (A.27).
Por ser uma express˜ao muito grande, n´os simpliﬁcamos a eq. (A.38) tomando o
limite de coincidˆencia (x
1
→ x
2
, y
1
→ y
2
, z
1
→ z
2
) no numerador da express˜ao geral.
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Integrais
B.1 C´alculo das integrais
B.1.1 C´alculo da Eq. (4.40)
Podemos calcular as duas integrais da eq. (4.40) usando o teorema dos res´ıduos
[126]. Resumidamente, esse teorema aﬁrma que, se uma fun¸c˜ao g(z), uniforme, ´e
anal´ıtica sobre, e no interior de um contorno fechado C, exceto em pontos singulares
z
1
, z
2
, ...z
n
, interiores a C, temos

∞
−∞
g(z)dz
(z − a)
n
=
2πi
(n − 1)!

d
(n−1)
dz
(n−1)
g(z)

z=a
, (B.1)
onde n ´e a ordem dos pontos singulares ou p´olos (ver [126]).
Dito isto, primeiro vamos calcular a integral na vari´avel η
1
indicada por:
I
1
=

+∞
−∞
dη
1

η
2
1
+ G
2
η
2
0
η
2
1
+ η
2
0

2

−(η
2
− η
1
)
2
− r

2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

, (B.2)
Para fazer isso, vamos escolher um contorno que evite os p´olos de terceira ordem
localizados no eixo real em η
1
= ±r + η
2
(como indicado, na ﬁg. (B.1), pelas letras
B e B

). Ent˜ao, calculamos a integral considerando apenas um dos p´olos de segunda
140
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Figura B.1: Contorno de integra¸c˜ao para a eq. (B.2). Os p´olos de baixa ordem,
que s˜ao n´umeros imagin´arios, s˜ao indicados pelo s´ımbolo •. Os p´olos de alta ordem
possuem apenas uma parte real, como indicado pelo s´ımbolo X e sua contribui¸c˜ao
´e um imagin´atio puro.
Figura B.2: Essa ﬁgura ilustra o contorno de integra¸c˜ao mais f´acil que podemos
escolher para calcular a eq. (B.4).
´
E o mais f´acil pois podemos evitar os p´olos de
alta ordem representados pelo s´ımbolo X na ﬁgura. Assim, a contribui¸c˜ao para a
integral I
2
´e devido apenas ao polo negativo e imagin´ario indicado pelo s´ımbolo •
na parte inferior do plano de integra¸c˜ao.
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ordem, η
1
= ±iη
0
. Na ﬁg. (B.1) ilustramos apenas o contorno no plano superior. O
contorno no plano inferior nos d´a o mesmo resultado, de acordo com o teorema dos
res´ıduos. Ent˜ao, a primeira integral (I
1
) ´e calculada na forma
I
1
= 2πi
d
dη
1

(n
1
− iη
0
)
2
1
(η
1
− iη
0
)
2
(η
1
+ iη
0
)
2
× g(η
1
, η
2
)

η
1
=ıη
0
, (B.3)
onde g(η
1
, η
2
) ≡

H
2
η
2
1
+G
2
η
2
0
H
2

2

−(η
2
−η
1
)
2
−r
2
π
2
[−(η
2
−η
1
)
2
+r
2
]
3

, e apresenta o resultado
I
1
=
η
0
(G
2
− 1)
2
[−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
]
2π[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3
+
2η
0
(G
2
− 1)[−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
]
π
2
[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3
−
3η
2
0
i(η
2
− iη
0
)(G
2
− 1)
2
π[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3
+
3η
0
i(G
2
− 1)(η
2
− iη
0
)[−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
]
π[−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
]
4
.
Agora, a segunda integral ´e
I
2
=

+∞
−∞
dη
2

η
2
2
+ G
2
η
2
0
η
2
2
+ η
2
0

2
I
1
. (B.4)
O integrando em I
2
possui um p´olo de segunda ordem localizado em η
2
= ±iη
0
e
trˆes p´olos de terceira ordem e um de quarta localizados em η
2
= ±iη
0
. Calculamos
I
2
no plano inferior para evitar os p´olos de alta ordem, como indicado na ﬁg. (B.2).
Mesmo que tiv´essemos escolhido um contorno no plano superior, nossa resposta seria
a mesma, mas a forma de obter isso seria mais dif´ıcil. Ent˜ao, a express˜ao para o
c´alculo de I
2
´e
I
2
= −2πi × (B.5)
d
dη
2

(η
2
+ iη
0
)
2
1
(η
2
− iη
0
)
2
(η
2
+ iη
0
)
2

H
2
η
2
2
+ G
2
η
2
0
H
2

2
I
1

η
2
=−iη
0
.
Portanto, o resultado ﬁnal para a velocidade quadr´atica m´edia (∆u(r
1
)∆u(r
2
) =
q
2
m
2
I
1
I
2
) ´e,
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∆u(r
1
)∆u(r
2
) =
q
2
η
0
Θ
2
m
2

η
0
Θ
2
(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
3
+
η
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
3

(B.6)
+
q
2
η
0
Θ
2
m
2

−3η
3
0
Θ
2
(4η
2
0
+ r
2
)
3
+
3η
3
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
4

+
4q
2
η
0
Θ
m
2

η
0
Θ
2
(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
3
+
η
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
3

+
4q
2
η
0
Θ
m
2

−3η
3
0
Θ
2
(4η
2
0
+ r
2
)
3
+
3η
3
0
Θ
2
(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
4

−
q
2
η
2
0
Θ
2
m
2

3η
2
0
Θ
2
2(4η
2
0
+ r
2
)
3
−
3η
2
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
4

−
q
2
η
2
0
Θ
2
m
2

12η
2
0
Θ
(4η
2
0
+ r
2
)
3
+
12η
2
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
4

−
q
2
η
2
0
Θ
2
m
2

72η
4
0
Θ
2
(4η
2
0
+ r
2
)
4
−
48η
4
0
Θ(12η
2
0
− r
2
)
(4η
2
0
+ r
2
)
5

,
onde Θ ≡ G
2
− 1.
B.1.2 C´alculo da Eq. (4.68)
Agora, vamos calcular a eq. (4.68). Deﬁnindo uma nova integral I
1
como
I
1
=

+∞
−∞
dη
1


1
a
2
0
+ a
2
1
tanh

η
1
η
0




−(η
2
− η
1
)
2
− r

2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

. (B.7)
Vemos que na vari´avel η
1
temos um p´olo de terceira ordem localizado no eixo real
em: η
1
= ±r + η
2
, e um n´umero inﬁnito de p´olos em tanh(η
1
/η
0
) = −α
2
, onde
α
2
≡ a
2
0
/a
2
1
> 1. Esses s˜ao p´olos de primeira ordem, e podem ser escritos como
η
1k
= η
10
+
1
2
(2k + 1)iπη
0
, (B.8)
com k = 0, ±1, ±2, ..., e η
10
= −
πi
2
η
0
−
1
2
η
0
ln

α
2
+1
α
2
−1

.
Seguindo o contorno indicado na ﬁg. (B.3) vemos que as singularidades que est˜ao
dentro do contorno pertencem a fun¸c˜ao g(η
1
) = a
2
0
+ a
2
1
tanh(η
1
/η
0
). Expandindo
em s´erie de Taylor em torno do ponto η
1
= η
1m
, temos
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g(η
1m
) = g

(η
1m
)(η
1
− η
1m
) + ... (B.9)
ou
g(η
1m
) =
a
2
1
sech
2
(η
1m
/η
0
)
η
0
(η
1
− η
1m
) + ... (B.10)
Ent˜ao, I
1
´e
I
1
= 2πi
∞

m=1
(η
1
− η
1m
)
η
0
(η
1
− η
1m
)sech
2
(η
1m
/η
0
)a
2
1

−(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

η
1
=η
1m
(B.11)
e assim,
I
1
=
∞

k=1
2iη
0
cosh
2

η
1k
η
0

a
2
1

−(η
2
− η
1k
)
2
− r

2
π[−(η
2
− η
1k
)
2
+ r
2
]
3

, (B.12)
Note que, se o contorno tivesse sido realizado atrav´es do plano inferior, ter´ıamos a
mesma resposta.
Com esse resultado, a integral em η
2
´e
I
2
=
∞

k=1
2iη
0
a
2
1
cosh
2

η
1k
η
0


+∞
−∞
dη
2
a
2
0
+ a
2
1
tanh

η
2
η
0

(B.13)
×

−(η
2
− η
1k
)
2
− r

2
π[−(η
2
− η
1k
)
2
+ r
2
]
3

.
Ela possui inﬁnitos p´olos de terceira ordem, mas agora localizados em, η
2
=
±r + η
1k
, e inﬁnitos p´olos de primeira ordem em, η
2l
= η
20
+
1
2
(2l + 1)iπη
0
, com
η
20
= η
10
, e l = 0, ±1, ±2,...Essas singularidades est˜ao localizadas no plano complexo
como indicado na ﬁg. (B.4). Para evitar os p´olos de terceira ordem escolhemos um
contorno no plano inferior, entretanto, a mesma resposta seria obtida se tiv´essemos
escolhido o contorno do plano superior.
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Figura B.3: Um poss´ıvel contorno para integrar a eq. (B.7). Evitamos os p´olos de
alta ordem, indicados pelo s´ımbolo X, porque as suas contribui¸c˜oes nos d´a um
n´umero imagin´ario puro. O contorno ´e, entretanto, inﬁnito e engloba os p´olos
inﬁnitos e positivos de baixa ordem, os quais est˜ao indicados pelo s´ımbolo •.
Figura B.4: A ﬁgura nos mostra o contorno mais f´acil para integrar a eq. (B.13),
porque os inﬁnitos p´olos de alta ordem (o s´ımbolo X) est˜ao exclu´ıdos. Os p´olos que
est˜ao presentes s˜ao os inﬁnitos p´olos de ordem mais baixa, os quais est˜ao indicados
pelo s´ımbolo •.
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Ent˜ao, expandindo a fun¸c˜ao g(η
2
) = a
2
0
+ a
2
1
tanh(η
2
/η
0
) no ponto η = η
2l
,
obtemos
g(η
2l
) =
−∞

l=−1
a
2
1
sech
2
(η
2l
/η
0
)
η
0
(η
2
− η
2l
) + ... (B.14)
e I
2
ﬁca,
I
2
= −2πi
∞

m=1
−∞

l=−1

(η
2
− η
2l
)
g(η
2l
)

−(η
2l
− η
1m
) − r
2
π[−(η
2l
− η
1m
) + r
2
]
3

η
2
=η
2l
(B.15)
×
2iη
0
cosh
2
(η
1m
/η
0
)
a
2
1
e o resultado ﬁnal ´e
I
2
= 4
∞

m=1
−∞

l=−1
η
2
0
a
4
1
cosh
2

η
2l
η
0

cosh
2

η
1m
η
0

−(η
2l
− η
1m
)
2
− r
2
[−(η
2l
− η
1m
)
2
+ r
2
]
3

, (B.16)
com η
1m
= πi(m −1/2)η
0
−
η
0
2
ln

α
2
+1
α
2
−1

e η
2l
= πi(l −1/2)η
0
−
η
0
2
ln

α
2
+1
α
2
−1

. Assim,
substituindo na equa¸c˜ao acima e usando algumas propriedades b´asicas para o cosseno
hiperb´olico teremos para a fun¸c˜ao de correla¸c˜ao da velocidade,
∆u(r
1
)∆u(r
2
) = −4
η
2
0
q
2
a
4
1
m
2
sinh
4

1
2
ln

α
2
+ 1
α
2
− 1

S , (B.17)
onde
S =
∞

k=1
∞

l

=1

π
2
(l

+ k)
2
η
2
0
− r
2
[π
2
(l

+ k)
2
η
2
0
+ r
2
]
3

=
∞

j=2
(j − 1)
π
2
j
2
η
2
0
− r
2
[π
2
j
2
η
2
0
+ r
2
]
3
. (B.18)
Na segunda forma transformamos o duplo somat´orio em um atrav´es da deﬁni¸c˜ao
do j ≡ k + l

− 1 e l

≡ −l.
Essa soma pode ser calculada explicitamente e nos fornece o resultado
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S =
1
π
4
η
4
0

−
iπη
0
2r
Ψ

1, 2 −
ir
η
0
π

+
iπη
0
2r
Ψ

2, 2 +
ir
η
0
π

(B.19)
+
1
π
4
η
4
0


−
1
4
−
iπη
0
4r

Ψ

2, 2 −
ir
η
0
π

+

−
1
4
+
iπη
0
4r

Ψ

2, 2 +
ir
η
0
π

,
onde Ψ(n, x) ´e a n-´esima fun¸c˜ao Poligama (esse c´alculo foi realizado usando o
programa de manipula¸c˜ao alg´ebrica, Maple).
B.1.3 C´alculo da Eq. (4.90)
Considere a integral de I
1
na vari´avel η
1
. Podemos calcul´a-la usando novamente
o teorema dos res´ıduos. A integral em η
1
possui p´olos de terceira ordem em
η
1
= ±r +η
2
, e de primeira ordem em η
1
= ±iη
0
. Aqui, podemos usar o contorno de
integra¸c˜ao da ﬁg. (B.1). Entretanto, o s´ımbolo • representa p´olos de primeira ordem
e n˜ao de segunda como no caso da eq. (B.2), a qual corresponde a um universo de
bouncing assintoticamente plano. Assim, a integral I
1
´e expressa como,
I
1
=

+∞
−∞
dη
1

1
H
2
η
2
1
+ H
2
η
2
0

−(η
2
− η
1
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− η
1
)
2
+ r
2
]
3

. (B.20)
Dessa forma,
I
1
= 2πi

(η
1
− η
0
)
H
2
(η
1
− iη
0
)(η
1
+ iη
0
)

1
H
2
η
2
2
+ H
2
η
2
0

(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
π
2
[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3

η
1
=iη
0
.
(B.21)
Portanto, I
1
ser´a dada por
I
1
=
−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
η
0
H
2
[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3
(B.22)
Da mesma forma a integral em η
2
´e dada por
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I
2
=

+∞
−∞
dη
2
H
2
η
2
2
+ H
2
η
2
0
I
1
. (B.23)
Ela possui dois p´olos de primeira ordem em η
2
= ±iη
0
e dois p´olos de terceira
ordem em η
2
= ±r + iη
0
. Nesse caso, escolhemos um contorno no plano inferior,
como o da ﬁg. (B.2), com o s´ımbolo • representando p´olos de primeira ordem. Esse
contorno evita os p´olos de terceira ordem. Ent˜ao, para I
2
temos
I
2
= −2πi

(η
2
+ iη
0
)
H
4
η
0
(η
2
− iη
0
)(η
2
+ iη
0
)
−(η
2
− iη
0
)
2
− r
2
π[−(η
2
− iη
0
)
2
+ r
2
]
3

η
2
=−iη
0
. (B.24)
Ent˜ao, a integral da eq. (B.23) resulta em
∆u(r
1
)∆u(r
2
) =
q
2
m
2

3η
2
0
− r
2
η
2
0
H
4
[4η
2
0
+ r
2
]
3

. (B.25)
B.1.4 C´alculo da Eq. (4.109)
Agora, calcularemos a integral da eq. (4.109). A singularidade em η
1
possui p´olos de terceira ordem localizados em η
1
= ±r + η
2
, e p´olos de
primeira ordem em cos(ωη
1
) = −α
2
η
2
1
− α
2
η
2
0
, onde α
2
≡ a
2
0
/a
2
1
ou η
1k
=
−
i
ω
ln

α
2
B(η
1k
) +

α
2
B(η
1k
) − 1

+
1
2
(2k + 1)
π
ω
, com k = 0, ±1, ±2, ..., e B(η
1k
≡
η
2
1
+ η
2
0
). Essas singularidades est˜ao localizadas como indicado na ﬁg. (B.5), com
o s´ımbolo X agora representando os p´olos de terceira ordem e os diversos s´ımbolos
· · · · · representando os inﬁnitos p´olos de primeira ordem.
Ent˜ao, aparentemente essa integral ´e zero, porque n˜ao temos nenhum p´olo
circundado por um dos poss´ıveis contornos. Entretanto, se η = ix, podemos
encontrar dois p´olos reais no integrando, porque cos(ωη
1
) = −α
2
η
2
1
− α
2
η
2
0
⇒
cosh(ωx) = −α
2
x
2
− α
2
η
2
0
.
Agora, temos a situa¸c˜ao indicada pela ﬁg. (B.6). Ent˜ao, temos pelo menos uma
contribui¸c˜ao devido ao p´olo imagin´ario de primeira ordem representado pelo s´ımbolo
•. Assim, a integral em η
1
(I
1
) ser´a calculada atrav´es,
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Figura B.5: Essa ﬁgura mostra que ´e poss´ıvel escolher um contorno onde a integral
´e aparentemente nula.
Figura B.6: Essa ﬁgura mostra que a eq. (4.109) tem pelo menos um p´olo imagin´ario
localizado em η
0
, o qual pode ser englobado pelo contorno da Fig. (B.5).
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g(ix) = [2a
2
0
ix − a
2
1
ω sin(ωix)](η
1
− ix). (B.26)
Acima, ﬁzemos uma expan¸c˜ao em s´erie de Taylor da fun¸c˜ao g(η
1
) = a
0
η
2
1
+ a
2
0
η
2
0
+
a
2
1
cos(ωη
1
) no ponto singular η
1
= ix. Ent˜ao
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= 2πi
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ou seja,
I
1
=
2
2a
2
0
x − a
2
1
ω sinh(xω)

−(η
2
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2
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2
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2
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2
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, (B.28)
e I
2
´e deﬁnida como:
I
2
=
2
2a
2
0
x − a
2
1
ω sinh(xω)
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2
0
η
2
2
+ a
2
0
η
2
0
+ a
2
1
cos(ωη
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(B.29)
×

−(η
2
− ix)
2
− r

2
π[−(η
2
− ix)
2
+ r
2
]
3

.
Para tratar esses p´olos, devemos proceder como indicado no caso da primeira
integral, como mostra a ﬁg. (B.7). Agora, os p´olos est˜ao localizados em η
2
= ±r+ix
(p´olo de terceira ordem), e em η
2
= ±ix (p´olo de primeira ordem). Portanto, o
procedimento aqui ´e um pouco diferente dos casos anteriores, pois temos que calcular
a contribui¸c˜ao individual de cada p´olo e depois somarmos cada uma para obtermos
o resultado ﬁnal. Vamos chamar a contribui¸c˜ao do p´olo de primeira ordem de I
1p
2
(note que ela ´e similar a integral em η
1
). Ela ´e
I
1p
2
= 2πi
(η
2
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2
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1
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(B.30)
×
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π[−(η
2
− ix)
2
+ r
2
]
3
,
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com o resultado
I
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2
=
−4
r
4
[2a
2
0
x − a
2
1
ω sinh(ωx)]
(B.31)
A contribui¸c˜ao dos p´olos de terceira ordem s˜ao dadas por I
3p
1
2
e I
3p
2
2
.
Primeiramente deﬁnimos
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,
e encontramos
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.
O mesmo procedimento ´e tomado para o p´olo localizado em η
2
= r + ix. Ent˜ao,
I
3p
2
2
ser´a dado por
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.
Assim, obtemos o resultado para I
2
dado em termos de I
2
= I
1p
2
+ I
3p
1
2
+ I
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2
2
,
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Θ, (B.32)
onde Θ ´e dado por:
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Figura B.7: Essa ﬁgura mostra o mais simples contorno poss´ıvel que podemos ecolher
para integrar a eq. (B.29). Aqui o s´ımbolo • representa o p´olo de primeira ordem
localizado em ix. O X representa os p´olos de terceira ordem, e ···· os inﬁnitos p´olos
de primeira ordem em η
1k
= −
i
ω
ln

α
2
B(η
1k
) +

α
2
B(η
1k
) − 1)

+
1
2
(2k + 1)
π
ω
.
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(B.33)
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Para mostrar que nosso resultado est´a correto vamos fazer a
1
 0 e x = η
0
.
Ent˜ao, obtemos
I
2
=
4η
2
0
− r
2
η
2
0
a
4
0
[4η
2
0
+ r
2
]
3
, (B.34)
que ´e a mesma resposta que encontramos no caso de bouncing da eq. (B.25).
Agora, usando os termos de potˆencia mais baixa em a
1
e r  η
0
, temos a
velocidade coordenada quadr´atica escrita como,
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, (B.35)
e quando n
f
 n
0
, ∆v(r
1
)∆v(r
2
) ´e dada pela eq. (4.110).
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