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Resumo

A proposta deste estudo é apresentar uma medida de volatilidade alternativa, a volatilidade
implicita realizada. Sabe-se que volatilidade nao é uma medida diretamente observavel. As me-
didas convencionais de volatilidade apresentam grande dependéncia dos parametros utilizados
no calculo. A despeito da variabilidade destas medidas, uma pratica comum entre operadores de
mercados é utiliza-las como diretriz a determinacao dos niveis justos de volatilidade implicita,
parametro utilizado nos modelos de aprecamento de opcoes. A medida alternativa é menos
oscilatéria que as convencionais e baseia-se em mecanismos de hedge dos mercados. Ela nos
oferece uma medida histérica de volatilidade mais confidvel.

A diferenca basica em relacao as medidas convencionais é que ao invés de medir varigoes do
ativo em determinados intervalos de tempo, ela mede os intervalos de tempo necesséarios para
que ocorram determinadas variacoes no ativo. Bruno Dupire, em palestra entitulada “Volatility
Estimation” [DUP], propoe medidas de volatilidade com aspectos comuns aos da volatilidade
implicita realizada. Entre outras medidas, ele apresenta as volatilidades baseadas em movi-
mentos e mecaninsmos de hedge do mercado, abordadas e comparadas a medida alternativa ao
longo do texto.

Antes de apresentar a medida alternativa sera necessario explorar alguns pontos preliminares
sobre o funcionamento dos mercados de opcoes, tais como modelos consensuais de aprecamento
e beneficios de posi¢oes compradas em volatilidade. Apds apresentacao da medida, faremos
aplicagoes praticas com destaque ao USDJPY (taxa de cambio entre Japao e EUA). Os resul-
tados obtidos serao explorados, destacando-se a alta correlacao da medida alternativa com as
volatilidades implicitas de mercado, bem como as vantagens da medida alternativa em relacao

as convencionais.



Prefacio

Sempre que apresentado a um novo tépico quantitativo, sinto enorme necessidade de en-
tender os calculos realizados. Apenas apods investigacao minuciosa sinto confianca para dizer
se entendi ou nao os pontos propostos. Sou operador de moedas desde 2005 e, desde entao,
tenho intenso interesse pelo mercado de opcoes. E muito importante para um operador de
moedas ter niveis de volatilidades historicas como indicadores dos niveis justos de volatilidades
implicitas. Muito me incomodava o fato das volatilidades nao serem observaveis. Dependendo
dos parametros utilizados nos calculos dos desvios-padrao, diferentes resultados podem ser
obtidos.

Antes mesmo de comecar o mestrado em matematica, tentei desenvolver métodos que
fornecessem medidas de volatilidades histéricas confiaveis. No entanto, a complexidade ma-
tematica e a intensidade computacional necessaria eram impeditivos. O conteido ao qual tive
acesso ao longo dos dois anos de mestrado serviu de insumo para que eu pudesse desenvolver
uma medida de volatilidade alternativa. Utilizei-me das mesmas hipdteses basicas pensadas
anteriomente, mas fui capaz de identificar simplificagoes cabiveis e chegar a uma medida com-
putacionalmente menos intensa.

A medida alternativa baseia-se em mecanismos de hedge de mercado e, até certo ponto,
os resultados obtidos sao invariantes aos parametros utilizados. Isso a torna uma medida de

volatilidade mais tangivel e confiavel.
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Introducao

A determinagao do prego de opgoes passa pela negociacao da volatilidade implicita, parametro
utilizado no modelo de aprecamento de opgoes. Este parametro tem como objetivo representar
a volatilidade futura esperada do ativo. O preco de opcoes tem relacao direta e positiva com a
volatilidade do ativo. Parte dos participantes de mercado assume uma interpretacao intuitiva
desta relacao, ao observar que a volatilidade torna mais valiosos os atributos de alavancagem e
protecao oferecidos por opgoes. Apesar de correta, esta é uma interpretacao apenas qualitativa
e, justamente por pouco nos dizer sobre os movimentos futuros do ativo, torna a volatilidade
do ativo uma medida ainda menos observavel.

No entanto, muito se pode dizer sobre as estratégias de replicagao que evidenciam e quan-
tificam os beneficios da volatilidade do ativo a uma posicao comprada em opcoes. Té-los em
mente torna a volatilidade do ativo um processo um pouco mais tangivel, no sentido de revelar
informacao sobre seu comportamtento futuro.

A escolha de uma medida de volatilidade apropriada depende da aplicacao que se deseja
dar a mesma. O problema central dos métodos convencionais de célculo de volatilidade ¢é a
frequéncia de dados a ser utilizada. As volatilidades estimadas, dadas diferentes frequéncias de
observacgao dos dados diferem muito entre si. Este problema reflete o fato de que as volatilidades
nao sao constantes ao longo do tempo. Outros problemas relacionados as medidas convencionais
serao tratados ao longo do texto.

Neste estudo sera proposta uma medida alternativa, chamada volatilidade implicita realiza-
da. Além de ser uma medida intra-diaria, ela se basea nos mecanismos de hedge dos mercados
de opcoes européias. A caracteristica principal do método é o enfoque nas variagoes do tempo
dada uma determinada variacao do ativo, vis-a-vis as variagoes do ativo dada uma determinada
variagao no tempo das medidas convencionais. Antes de apresenta-la serd necessario explorar-
mos alguns pontos preliminares sobre funcionamento do mercado de opg¢oes. Abordaremos os
modelos consensuais utilizados para aprecamento, bem como as estratégias replicadoras que
deixam claros os beneficios de uma posicao comprada em volatilidade. Nosso interesse estara
focado no mercado de opcoes de moedas, mas a volatilidade implicita realizada pode ser aplicada

a qualquer classe de ativos.



Serdo feitas também aplicagoes préticas, com destaque para o USDJPY (taxa de cambio
entre Japao e EUA), calculando volatilidades histéricas de janeiro de 2002 até agosto de 2007.
Os resultados obtidos serao explorados, destacando-se a alta correlacao da medida alternativa
com as volatilidades implicitas de mercado, bem como as vantagens da medida alternativa em

relagao a outras.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados aspectos gerais sobre opcgoes, desde seu significado até
modelos de aprecamento de mercado. Nesta etapa inicial seguiremos abordagem semelhante a
apresentada por [W-H-D|. Numa segunda etapa, descreveremos brevemente alguns dos fatores
que motivam a existéncia de um mercado para negociacao das taxas de cambio futuras. Fi-
nalmente, apresentaremos o modelo consensual utilizado nos mercados para aprecamento de

opcoes de moedas.

1 Definicao e Finalidade de Opcoes

Existem diversos tipos de opgoes. Neste estudo focaremos especificamente em um deles, as
chamadas opcoes européias. Opgoes européias sao contratos que dao ao detentor o direito, mas
nao a obrigacao, de comprar ou vender uma unidade do ativo objeto na data de vencimento
a um prego espeifico, chamado de strike. Note que opgoes sao contratos derivativos. Ou seja,
seus precos dependem do preco de um outro ativo, o chamado ativo objeto. O payoff destes

contratos na data de vencimento é dado por:

H(Sy) (St — K)*, no caso de uma op¢ao de compra e
T) = )
(K — Sr)™, mno caso de uma op¢ao de venda

onde St é o preco do ativo objeto no vencimento (em T anos) e é o strike da opgao.

Em decorréncia do detentor de uma opgao ter o direito de exercé-la, de acordo com seus
interesses, o emissor tem uma potencial obrigacao: ele é obrigado a vender/comprar o ativo
caso o detentor da opcao resolva exercé-la. Ja que a opgao da ao seu dono um direito, mas nao
uma obrigacao, ha valor associado a mesma. Ou seja, o comprador de uma opgao deve pagar
ao vendedor uma compensacao referente ao valor associado.

Opcoes tém duas finalidades basicas: especulacao e protecao. Um investidor que acredita

na valorizacao de um determinado ativo pode compra-lo. Se ele estiver correto ele ganhara



dinheiro, caso contrario ele perdera. Este investidor esta especulando. Cabe aqui um exemplo:
se um investidor compra um ativo por $100 e o vende por $120, ele terd aferido um ganho
de 20%. Ao passo que caso o ativo desvalorize e passe a valer $80, a perda sera de 20%. Ao
invés de comprar o ativo, um investidor poderia comprar uma opg¢ao de compra sobre este
ativo. Digamos, por exemplo, que este mesmo investidor comprasse uma opgao de compra com
vencimento em trés meses e strike 110 ao custo de $2. No cendrio em que ele estd correto e o
ativo vale $120 na data do vencimento, seu ganho serd de $8 (terd o direito de comprar o ativo
por $110, $10 a menos que seu valor a mercado, e terd pagado $2 por esse direito). No cenério
em que ele esta errado, independente de quanto o ativo desvalorizar, ele perde apenas o prémio
pago pela opgao ($2) pois nao hé exercicio.

Descricao andloga pode ser feita para o caso em que o investidor acha que o ativo desvalo-
rizard. Ao invés de vender o ativo, ele pode comprar uma opcao de venda. Se estiver errado a
perda maxima sera o prémio pago pela opgao. Se ele estiver correto, o ganho sera a diferenga
entre o seu pre¢o de venda no exercicio (strike) e o valor do ativo a mercado, subtraindo-se
ainda o prémio pago pela opcao.

Até aqui focamos nossa andlise na perspectiva do comprador de uma opc¢ao. No entanto,
podemos pensar no que ocorre ao emissor da mesma. Este esta sujeito a uma perda ilimitada,
a0 passo que apenas a um ganho limitado. Surge aqui a pergunta sobre o que leva um investidor
a emitir uma op¢ao. Uma das possibilidades é que o emissor seja também um especulador e que
esteja exprimindo sua visao sobre o mercado. Se ele pensa que o ativo valorizard pode vender
opgoes de venda, caso contrario podera vender opcoes de compra.

Outra alternativa é que o emissor da opcao acredite estar vendendo-a acima de seu preco
justo. Ele pode realizar a venda e mais tarde, quando o preco de mercado estiver regularizado,
recomprar a op¢ao ou pode manter a posicao vendida na op¢ao até o vencimento e realizar
operacoes de hedge para anular a exposicao ao ativo objeto. Aspectos relacionados a preco
justo de opcoes e as estratégias de hedge dai derivadas serao abordados em segoes futuras

quando apresentaremos os modelos de aprecamento.

Sobre a finalidade de protecao, vejamos dois exemplos:

(i) Um investidor poder limitar as perdas de um portifélio comprado no ativo adquirindo
opcoes de venda. Imagine um portifélio comprado em um ativo ao preco de $100. No
cenario em que o investidor esta errado e o ativo desvaloriza, as perdas sao ilimitadas.

Uma maneira de limitd-las é via opcoes de venda comstrike, por exmplo, a $80.



(ii) Uma industria automobilistica que utiliza borracha como insumo a producao de seus
pneus e que precisa decidir sobre o fechamento de um contrato de producao de pneus pelos
préximos dois anos. Caso haja muita incerteza a respeito do preco futuro da borracha,
a ponto disso colocar em risco a lucratividade do negocio, e a empresa nao queira ainda
travar o prego futuro da borracha (algo que poderia ser feito através de outros contratos
derivativos), ela pode garantir um prego maximo de compra via opgoes de compra de

borracha.

2  Preco de Ativos

Movimentos dos precos de ativos sao usualmente descritos como aleatorios. Tal argumento

baseia-se na hipdtese sobre mercados eficientes de que:
(i) Toda informagao passada esta refletida no prego atual; e

(i) Mercados respondem instantaneamente a toda e qualquer nova informacao que possa

afetar o prego do ativo.

Sendo assim, a modelagem dos precos de ativos é equivalente a modelagem da chegada de
novas informagoes com potencial impacto sobre os mesmos. Dadas as hipéteses descritas acima,
podemos dizer que mudancas nao esperadas no prego de ativos formam um processo estocastico
no qual a memoria é apagada. Isto é formalizado pelo conceito de um Processo de Markov [BO].

Uma maneira simples de modelar o retorno percentual do ativo dS/S é dividi-lo em duas
partes. A primeira refere-se a parte deterministica e esperada, que chamaremos de u. A
segunda carrega a componente aleatéria, referente as noticias inesperadas. Juntando as duas

partes obtemos a seguinte equacao diferencial estocéstica:

d
ﬁ = udt + O'th7
St

onde S; é o prego do ativo, ¢ a volatilidade do ativo e dW; a componente aleatoria.

O termo dW; é conhecido como Processo de Wiener [B@]. Este é um tipo particular de

Processo de Markov e tém as seguintes propriedades:

(i) E uma varidvel aleatéria com distribuigao normal;

(ii)) Tem média zero; e



(ii) Tem variancia dt.

Temos que a média de dS/S é udt e seu desvio padrao é oV/dt.

Note que o processo descrito acima supoe variagao continua do preco do ativo. Surge entao
a necessidade de instrumental matematico que nos permita lidar com a variavel aleatéria dW;
quando dt — 0. O Lema de Ito é o resultado mais importante sobre manipulagao de fungoes
de variaveis aleatérias utilizado nos modelos de apregcamento de opgoes.

Seja V'(t,.S;) uma funcao do prego do ativo S e do tempo ¢, duas vezes continuamente
diferenciavel com relacao a S e uma vez diferencidavel com relacao a ¢, segundo o Lema de Ito

temos que:

av av 1 2V dv
dV =o0S——d —— =028 P — | dt
Vv USdS W+(,u5ds+205d82+dt)

Concluimos entao que o comportamento de uma funcao que dependa do prego do ativo terd

um componente aleatério e outro deterministico. Ou seja, serd também um passeio aleatorio.

3 O Modelo de Black & Scholes

Apesar do payoff de opgoes ao vencimento ser facilmente determinado, o aprecamento destes
contratos antes desta data depende de modelagens financeiras. Tais modelagens tém que levar
em consideragao, além do preco do ativo objeto, aspectos como sua volatilidade esperada e o
tempo restante até o vencimento. Em 1973, fruto de teorias desenvolvidas por Fisher Black,
Myron Scholes e Robert C. Merton [B-S, MER], entre outros, surgiu o modelo de aprecamento
de opgoes européias entitulado Modelo de Black & Scholes (B-S).

O uso das férmulas de B-S foi rapidamente disseminado entre os operadores de mercado.
Além da relevancia no aprecamento, o modelo fornece também diversas sensibilidades do preco
aos parametros do modelo e a outras varidveis, o que permite o calculo de protecoes dese-
jadas. Ele proporcionou uma verdadeira revolucao no mercado de derivativos e possibilitou seu
continuo desenvolvimento ao servir de base para novas modelagens. A evolugao foi tamanha
que atualmente o mercado de derivativos é mais extenso do que o de ativos primarios.

O profundo impacto do trabalho levou Merton e Scholes ao prémio Nobel de Economia em
1997. Black, falecido em 1995, nao participou da premiac¢ao mas foi citado como contribuidor.

Antes de passarmos as hipoteses e expressoes que nos levarao as formulas de aprecamento

do modelo, precisamos ainda de cinco definigoes:

(i) Entendemos por medida neutra ao risco [KO-KO] aquela tal que o prego justo do ativo é

o valor esperado de seus fluxos de caixa descontados pela taxa livre de risco, r¢;
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n
(ii) Sejam Si,Ss,. .., S, ativos e ag, ag, ..., a, suas alocagdoes em um portifélio X = > «;5;,
i=1

dizemos que o portifélio X ¢é auto financiado [KO-KO] se dX = > aydS;.

=1

(iii) Um portifélio é replicador [MA-PL] de outro se tem o mesmo payoff e é auto financiado;

(iv) Uma hipdtese basica da teoria de finangas é a nao existéncia de oportunidade de arbi-

tragem [MA-PL], que estabelece que todos os portiflios sem risco tém o mesmo retorno; e

(v) O ativo objeto em questao nao paga dividendos.

O preco do ativo objeto segue um movimento browniano geométrico com drift p e volatili-
dade o, ambos constantes.
d—St = udt + odW;
St
Note que o processo descrito acima é o mesmo que apresentado na segao anterior.
Ha diferentes maneiras de se chegar as féormulas de aprecamento definidas pelo modelo de
B-S. Focaremos aqui naquela baseada na idéia de um portifélio replicador.
Seja ¢y a quantidade alocada no ativo livre de risco B, ¢, a quantidade alocada no ativo de
risco S e V (¢, S;) o prego de uma opgao sobre o ativo de risco. Se o portifélio Z; = ¢o: B + dor St
for replicador da opgao V' (t,S;) entao o portifélio Y; = ¢ By + ¢1:5; — V(t,S;) é livre de risco

e satisfaz:

(i) Seu retorno nao tem componente aleatério: dY; = Gdt + 0dW;

(ii) Por nao arbitragem, seu retorno é igual a taxa livre de risco: dY;/Y; = rydt,

Portanto, segue que:

dY = ¢odB + ¢1dS — dV.

Conforme visto na se¢ao anterior, pelo Lema de Ito:

av AV 1,V AV
v B v av. 1 5 pa”V  aV
d (poBrydt) + (¢1(pSdt + o SAW)) [USdeW + (“SdS + 57 S 152 + dt ) dt}



Para anularmos o componente aleatério de dY é necessério que: ¢; = dV/dS. Uma vez

anulado, sabemos que dY = r;Ydt. Entao:

av o1, 2d2V+dV
ds as? ' dt

r¢Y = ¢oBry + 1S — ( S—+ = 30 S

av. 1 2V dv
TfY:Tf[¢OB+¢1S—V]+TfV— <Tf5ﬁ+— 2S2d52 +E>
B AV 1 4, ,d*V a4V
0=rfV (rdeS USdS2+dt)
AV 1 _, ,d*V av B
dt+ =S d52+ (Sﬁ—V)—O

A expressao acima é conhecida como a EDP de B-S. Sendo assim, chegamos ao seguinte

problema de valor final para a equacao diferencial parcial:

dt ds? ds
V(T,Sr) = H(Sr)

dV 1 d?V av
5202—+rf(5——v>:0, 0<S<oo t<T,

Através de uma mudanca de varidveis da forma r = In(S/K), t = T —ar, a = 2/0% ¢
V(t,S) = Ku(r.z) é possivel transformar a equac¢do acima em uma equagdo do calor com
coeficientes constantes cuja solugao é conhecida.

Voltando as variaveis originais concluimos que:

C(S,T) = S®(dy) — e T K®(dy)

P(S.T) = e T K®(—dy) — SB(—dy),

onde C(S,T) é o preco da opgao de compra, P(S,T) é o preco da opgao de venda, d; =
(In(Se™T/K) + (02/2)T)/oNT, dy = dy — ov/T e ®(x) é a funcio de distribuicdo de probabil-

idade acumulada de uma normal (0, 1) no ponto x.

Conforme comentado anteriormente, os modelos de aprecamento fornecem também as sen-
sibilidades do preco da opcao a diversos fatores. Chamamos essas sensibilidades de Gregas.
Tratam-se das derivadas parciais do preco da opgao em relagao aos seus diversos parametros.
A importancia destas sensibilidades é tanta que chega a ser comparavel a importancia do prego

fornecido pelo modelo.



Uma descricao mais detalhada das gregas sera feita numa secao futura, quando elas serao
calculadas com base em um modelo marginalmente diferente ao de B-S. Vale aqui uma rapida
descricao da mais conhecida delas, o delta. Defini-se como delta do modelo a taxa de variacao
do preco da opgao em func¢ao de uma variagdo no prego do ativo objeto, ou seja: A = dV/dS.

O delta possibilita que um operador anule a exposicao instantanea de um portifélio de opgoes
ao ativo objeto. Basta que ele tome posi¢ao no ativo em quantidade inversa ao estabelecido por
esta grega. Uma vez tomada tal posigao, os ganhos/perdas do portifélio de opgdes provenientes
de uma variagao infinitesimal do ativo objeto serao compensados por perdas/ganhos da posi¢ao
tomada no ativo.

Surge entao a pergunta de o que levaria um operador a ter interesse em anular a exposicao
de um portifélio de opcoes ao ativo objeto. Vimos anteriormente que uma das finalidades de
opgoes era a especulacdo. Dentro desta catergoria vimos ainda duas motivagoes: (i) especulagdo
sobre o prego futuro do ativo objeto; e (ii) especulagao sobre o preco justo de opgdes. Vejamos

abaixo exemplos para cada um dos dois casos:

(i) Um operador que vislumbra um periodo de muita incerteza a frente e quer reduzir sua
exposicao total ao ativo objeto apenas temporariamente. Ele pode, no entanto, achar que
os custos transacionais de se desfazer das opcoes e, eventualmente, refazer-se sejam muito
altos. Neste caso, uma alternativa é utilizar o delta do seu portifélio como indicador
de sua exposicao total ao ativo e ajusta-la tomando posicao contraria no ativo objeto,

alterando sua exposicao total; e

(ii) As férmulas de apregamento descritas acima revelam dependéncia do preco da opgao a
diversos fatores, nao apenas ao preco do ativo objeto. Um exemplo é o o, a volatilidade
do ativo objeto. Sendo assim, um operador pode descordar do preco justo de opgoes sem
querer manter exposicao ao preco do ativo objeto. Uma maneira de transacionar a opcao,
expressando tal descordancia porém sem expor-se ao preco do ativo objeto, é tomando
posicao contraria no mesmo conforme estabelecido pelo delta. Desta forma o portifélio

estara neutro a variacoes infinitesimais do ativo.

O exemplo (ii) exige estratégia interativa para que a exposigao seja nula a todo instante
de tempo. Uma discussao mais profunda e complexa a esse respeito serd feita em um capitulo

futuro.



4 Taxas de Cambio: Uma Classe de Ativos

Taxas de cambio sao utilizadas para a conversao de uma unidade monetaria de uma moeda em
unidades monetarias de outra moeda. Elas tém papel fundamental no comércio internacional
pois afetam os precos relativos pagos por produtos de diferentes paises. Entre outras coisas,
o nivel das taxas de cambio acaba por afetar a competitividade dos paises nos mercados in-
ternacionais e, em tltima instancia, isso tem efeito sobre crescimento e inflacao domésticos.
Sua importancia é tanta que leva alguns bancos centrais do mundo a intervir nos mercados de
cambio com o objetivo de afetar o valor de suas moedas.

Podemos pensar na taxa de cambio entre o pais A e o B como uma razao que equilibra as
quantidades de moeda disponiveis no mercado. Fluxos cambiais, sejam estes de investimentos
diretos ou apenas especulativos, afetam as quantidades de moeda disponiveis nos mercados e
acabam por afetar a taxa de cambio. Tao importante quanto fluxos cambias, os diferenciais de
juros entre os paises téem papel fundamental na determinacao destas taxas. Além deles afetarem
os fluxos cambiais, servem de base para a determinacao do valor futuro de mercado das taxas
de cambio.

Sendo assim, um investidor que tenha opiniao, por exemplo, sobre o comportamento do
banco central local, dos fluxos cambiais ou do futuro dos diferenciais de juros pode apostar na
apreciacao ou depreciacao do cambio de um determinado pais. Isso torna as taxas de cambio
objeto de especulacao e protecao. Da mesma forma como para os demais ativos, surge dai a
necessidade de um mercado futuro e de opgoes para esta classe de ativos.

Com o objetivo de determinar o preco futuro de um contrato de cambio, consideremos o
seguinte exemplo: Um investidor do pais B toma um empréstimo a taxa de juros vigente em
seu pais, 1. - taxa de juros externa livre de risco. Em seguida ele converte tal montante em
moeda do pais A, pela taxa de cambio Sy (quantidade de unidades monetérias do pais A para
uma unidade monetaria do pais B). De posse da moeda do pais A ele aplica seu capital pelo
periodo de um ano a taxa de juros local livre de risco, r;. Passado um ano ele resgata seu
capital e converte-o novamente para a moeda de seu pais de origem a taxa de cambio vigente
na época. Até aqui, a tinica fonte de incerteza esta na taxa de cambio futura Fr, a qual o capital
é novamente convertido para a moeda do pais B. Se existir um mercado para negociacao da
taxa de cambio futura entre os dois paises, o investidor pode eliminar a incerteza do seu fluxo.
No entanto, como esta seria uma estratégia livre de risco e auto financiada, por nao arbitragem
o resultado da operacdo teria que ser nulo. Sendo assim, temos que: Fyp = Spe(—")T.

O argumento acima vale para paises onde hé livre conversibilidade de capitais, ou seja onde
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o ingresso de recursos externos é liberalizado. Ainda assim, muitas vezes as taxas de juros
disponiveis para empréstimo e aplicagao nos dois paises nao tém a mesma qualidade crediticia
nem o mesmo perfil tarifario. Além disso, pode haver risco de surgimento de controles de
capitais que impecam o retorno do capital investido ao pais de origem. Por estas e outras
razoes, na pratica a estratégia descrita anteriormente passa a ter algum tipo de risco e os
valores dos contratos futuros podem divergir do sugerido pela férmula acima.

Para paises sem livre conversibilidade de capitais, as cotagoes futuras acabam por refletir
apenas a expectativa média, neutra ao risco, dos agentes de mercado sobre o cambio futuro.
Nao ha, necessariamente, uma relacao desta expectativa com os diferenciais de juros. Em
alguns casos, quando ha conversibilidade parcial, fluxos de arbitragem beneficiam-se destas
disparidades e exercem uma fonte de pressao para que haja convergéncia dos valores. Mas o
numero de agentes com acesso ao mercado local pode nao ser suficiente para fazer a expressao

de F, descrita acima, valer.

5 O Modelo de Garman-Kohlhagen

Algumas extensoes do modelo de B-S surgiram, entre elas o Modelo de Garman-Kohlhagen
(G-K) [G-K] para casos em que o ativo objeto é um par de moedas. Serao abordadas em
seguida algumas hipdteses e expressoes que levam as férmulas de aprecamento do modelo.

O preco do ativo objeto, na medida neutra ao risco, segue um movimento Browniano

geométrico com drift (r; — r.) e volatilidade o, ambos constantes.
dSt = (Tl — T’e)Stdt + O'Stth

Em linha com o que vimos na secao anterior, a diferenca bésica em relacao ao modelo de
B-S é que o componente deterministico do retorno de uma taxa de cambio é o diferencial de
juros local em relacao ao externo.

Procedimento analogo ao feito para B-S nos leva ao seguinte problema de valor final para a

equacao diferencial parcial:

v 1_, ,d*V av

b T - — - = T

dt+250d82+(rl re)(Sds V) 0, 0<S<o0, t<T,
V(T,Sr) = F(Sr).

Aplicando a mesma metodologia feita no caso de B-S concluimos que:

C(S,T) = e " (F®(dy) — K®(dy))
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P(S,T) = e " (K®(—dy) — F®(—dy)),
onde C(S,T) é o preco da opgao de compra, P(S,T) é o preco da opgao de venda, d; =
(In(F/K)+ (02/2)T)/oVT, dy = dy —ov/T e ®(z) é a funcio de distribuicio de probabilidade

acumulada de uma normal (0, 1) no ponto x.

A seguir, veremos as expressoes das diferentes gregas do modelo de G-K. Comecando pelo
delta, sobre o qual ja falamos anteriormente, pode-se mostrar que:
_dac _apr
- ds - ds

Entende-se por gamma a taxa de variacao do delta da op¢ao em funcao de uma variagao no

A° e Td(d) >0 e AP —e " Td(—d;)) <0

preco do ativo objeto. Pode-se mostrar que:

2c 2P el
= 5 = 5 = (I) (dl)
ds?  dS?  So\T

O wvega denota a taxa de variacao do preco da opc¢ao em funcao de uma variacao da volatil-

r > 0.

idade implicita utilizada. Pode-se mostrar que:
ac  dpP

== — =
do do

A taxa de variacao do preco da opcao em funcao de uma variacdo no tempo ao vencimento

SO (dy)VT > 0

¢ conhecida por theta. Pode-se mostrar que:

diC . S¥(d)o
Tar - Y T oyT
P .S¥(d)o
7AW,

H& ainda as chamadas rho local e rho externo, nao utilizadas na sequéncia deste estudo, que

o° — i Ke " ®(dy) + 1.Se T ®(d) >0 e

er + 1 Ke " (—dy) — r.Se " ®(—dy) > 0

medem as sensibilidades do preco da opcao as taxas de juros locais e externas, respectivamente.
Note que o preco de uma opcao de compra tem taxa de variagao positiva com o preco do
ativo objeto, ao passo que para uma opcao de venda esta taxa de variacao é negativa. Este
resultado é condizente com o que vimos anteriormente. Ou seja, uma opgao de compra serve
de alternativa a uma posicao comprada no ativo objeto, apostanto em valorizacao do mesmo.
Analogamente, uma opcao de venda é substituta a uma posicao vendida no ativo.
Além disso, o vega revela que quanto maior a volatilidade esperada do ativo objeto mais

valiosa serd a opgao. Os beneficios provenientes de uma maior volatilidade do ativo objeto
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serao amplamente explorados mais adiante no texto. Obviamente, tais beneficios precisam ser
contrapostos por custos. A passagem do tempo desempenha esta funcao. H& uma relacao
positiva entre tempo ao vencimento e preco da opcao. Ou seja, conforme o tempo passa menor

é o niumero de dias ao vencimento e menor é o preco da opgao.
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Capitulo 2

O Processo de Trading

Neste capitulo veremos aspectos gerais sobre a negociacao de opgoes, bem como as es-
tratégias replicadoras que deixam claros os beneficios de uma posicao comprada em volatili-
dade.

1 Aspectos Gerais

O mercado de opgoes de moedas expande-se dia apds dia, tanto em nimero de pares de moedas
abrangidos quanto em volume de negociacao e reducao de custos transacionais. Segundo
pesquisa tri-anual do BIS (Bank For International Settlements) [BIS] divulgada em dezembro
de 2007, da qual 54 bancos centrais de todo o mundo participaram, o volume diario negociado
de opc¢oes de moedas supera os USD 200 bilhdes, mais que 3.5 vezes o volume negociado em
2001. Esta maior liquidez vem acompanhada do surgimento de convengoes ao modus operandis
deste mercado, sempre com o objetivo de criar maior transparéncia aos custos cobrados.

H& diversos fatores que influenciam a formacao do preco de uma opcao de moeda. Os
principais sao: (i) taxa de cambio; (ii) volatilidade da taxa de cambio; (iii) taxa de juros local;
e (iv) taxa de juros externa.

Sendo assim, a negociacao do preco final de uma opc¢ao pode acabar por embutir niveis
desconhecidos de cada um dos fatores acima. Surge entao a necessidade de que a negociacao do
preco de uma opcao passe pela negociacao de cada um dos fatores envolvidos. Como os demais
fatores, a excessao da volatilidade do ativo, ja tinha um mercado de negociacao distinto do de
opgoes, criou-se entao um mercado para as volatilidades implicitas dos ativos.

Isso s6 se tornou realmente possivel quando o mercado convencionou também sobre a uti-
lizagdo de um mesmo modelo para apregamento de opgoes (G-K [G-K]). Ou seja, dados todos
os demais parametros, o mercado é capaz de negociar qual a volatilidade que deve ser imputada
ao modelo para que se defina o preco da opgao.

Note que o consenso em torno da utilizacao de um mesmo modelo de aprecamento nao
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implica que todas as contra-partes do mercado concordem com seu conteiido metodolégico. A
utilizacao de um modelo comum tem por objetivo apenas estabelecer uma via de comunicagao
entre preco que se deseja cobrar pela opcao e a volatilidade a ser utilizada no modelo de G-K.
Isto é possivel pois, segundo este modelo, o preco de opgoes cresce monotonicamente com a
volatilidade do ativo. Desta forma, ha uma relacao bijetiva entre volatilidade e preco da opcao.
Algumas contra-partes utilizam-se de modelos proprietarios, nos quais as volatilidades utilizadas
diferem das de mercado. Elas utilizam seus modelos para encontrar o preco que desejam cobrar
por uma determinada opcao e, a partir dai, encontram qual a volatilidade compativel com o
modelo de B-S, a chamada volatilidade implicita.

As vantagens de uma negociacao deste tipo sao enormes. Além da maior transparéncia ja
citada, permite aos participantes do mercado atingirem melhores precos ja que podem desas-
sociar cada um dos fatores entre diferentes contra-partes de acordo com os precgos ofertados.

A maneira de operar do mercado tras a tona uma discussao mais ampla sobre volatilidades
implicitas, foco desta dissertacao. Tanto no que diz respeito aos niveis justos de volatilidades
utilizadas quanto, de outra forma, ao que elas nos dizem a respeito dos movimentos futuros

esperados do ativo.

2 Delta Hedging / Gamma-Trading: Tedrico

Vale aqui uma andlise do papel de cada um dos termos nas formula de apregcamento do Modelo
de G-K. Lembrando que:

C(S,T) =e " (F®(d,) — K®(dy))

P(S,T) = e " (K®(~dy) — FO(—dy))

Conforme visto anteriormente, o preco de um ativo ou derivativo na medida neutra ao risco
é dado pelo valor esperado de seus fluxos de caixa descontados pela taxa livre de risco. Opcoes
de compra tém apenas um fluxo de caixa, ao vencimento, da forma max[Sr — K;0]. O termo
e T (F®(dy) — K®(dy)) é o valor esperado, descontado a valor presente, de max[Sr — K, 0].
®(dy) é a probabilidade de exercicio da opc¢ao (P[Sy > K]) e F é o valor esperado de Sr.
Sendo assim, pode-se dizer que F'®(d;) representa o valor esperado de Sy quando Sy > K, ja
ponderado pela probabilidade de que haja exercicio.

Analogamente, no caso de opgoes de venda (K®(—ds) — F®(—d;)) é o valor esperado do
payoff, ®(—d,) é a probabilidade de exercicio da opgao e F®(—d;) o valor esperado de Sy
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quando Sy < K, ja ponderado pela probabilidade de que haja exercicio

Fica claro apds a discussao acima que movimentos no preco do ativo objeto alteram as
probabilidades de exercicio e os payoffs esperados de uma opcao, afetando em ltima instancia
o seu preco. Conforme vimos anteriormente, em teoria é possivel anular este efeito utilizando-se
de uma das gregas da opgao. Basta manter posicao no ativo objeto contraria ao determinado
pelo delta. Ou seja, se uma opcao tem delta positivo vende-se esta quantidade do ativo objeto.
Analogamente, para deltas negativos compra-se o ativo objeto.

Com o objetivo de mostrar que uma posicao comprada em opgoes beneficia-se da volatilidade
do ativo objeto, sera feita nesta secao uma abordagem andloga a feita pelo JP Morgan em
trabalho entitulado “Just What You Need to Know About Variance Swaps” [JP].

Chamamos de portifélio delta-neutro aquele composto por: (i) op¢ao; e (ii) quantidade
contraria ao delta desta op¢ao no ativo objeto, ou seja: quantidade, conforme estabelecida pelo
delta da opgao, comprada no ativo objeto caso o delta seja negativo ou vendida caso contrario.
Mudangas no preco do ativo objeto alteram o delta da opc¢ao e demandam ajustes para que o
portifélio permaneca delta-neutro. O processo interativo de ajustes que garante a manutencao
de um portifélio delta-neutro é chamado de delta-hedging ou gamma-trading.

Uma vez neutralizado o delta da opcao, as sensibilidades dadas pelas demais gregas deter-
minarao em primeira aproximacao o resultado do portifélio. Podemos decompor este resultado

instantaneo (R) da seguinte forma:
R=Rr+ Re+ R, +¢

O termo ¢ representa custos de financiamento da posicao mantida no ativo objeto, resultados
provenientes de mudancas nas taxas de juros, bem como sensibilidades de ordens mais elevadas.
Supondo, por simplicidade, que as taxas de juros sejam nulas e aproximacoes de maiores

ordens possam ser ignoradas temos que:
R=2Rr+Ro+ R,.

O termo R, reflete resultados provenientes de mudancas na expectativa sobre a volatilidade
futura, representadas nos modelos pela volatilidade implicita. Conforme dito anteriormente, ao
final desta secao estara claro que uma maior volatilidade do ativo objeto gera oportunidades
de ganho para uma estratégia de gamma trading. Podemos dizer que o termo R, reflete o valor
esperado das oportunidades de ganho que surgiriam caso a volatilidade futura fosse realmente

malor.
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Por simplicidade, vamos supor que a volatilidade implicita seja constante. Os ganhos prove-
nientes de uma maior volatilidade futura, caso realizada, serao incorporados pelos demais ter-

mos. Sendo assim, temos:
1
R= Rr+ Ro = §F<AS) + @(At),

onde AS e At denotam as variagoes do ativo objeto e do tempo respectivamente.

Novamente por simplicidade, se consideramos taxas de juros nulas temos que © = —%FS 202
Logo:
1 AS\?
R _TS* || — | —o*At].
2 ( S ) 0

Somando os diversos resultados em funcao da variacao do tempo podemos estender o con-

ceito acima para toda a vida da uma opc¢ao. Neste caso, temos:

2
<%> — ?At

Note que o modelo de aprecamento assume variacao continua do ativo, o que implica em

~ 1 - 2
RTotal — 5 ; FtSt

estratégia de delta-hedging também continua. A aproximagao acima sera tao precisa quanto
menor for At.

O retorno relativo quadritico do ativo (termo (AS/S)?) da expressao acima pode ser
interpretado como a varidncia instantaneamente realizada do ativo, ao passo que o?At é a
variancia implicita instantanea. Podemos entao dizer que o resultado de uma estratégia de
delta-hedging / gamma-trading depende da diferenca entre as volatilidades realizadas e impli-
citas, que na expressao acima sao representadas pelas variancias. Ou seja, quanto maiores as
diversas volatilidades instantaneamente realizadas maior o resultado da estratégia. No entanto,
nao basta que elas sejam altas em termos absolutos, ¢ preciso que elas superem a volatilidade
implicita de mercado. Assim, fica claro que um portifélio delta-neutro tem exposicao a vola-
tilidade realizada do ativo. Por isso, também chamamos um portifélio delta-neutro, mais uma
quantidade apropriada do ativo livre de risco, de posicao comprada em gamma ou comprada
em volatilidade realizada.

Note ainda que as diferencas entre as volatilidades instantaneamente realizadas e implicita
sao ponderadas por um termo nao constante que inclui o gamma da opcao e o preco do ativo
de cada instante, chamado de dollar gamma. Desta forma, mesmo que a volatilidade realizada

do periodo supere a implicita nada nos garante que o resultado da estratégia seja positivo.
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Isto ocorre porque dizer que a volatilidade realizada do periodo é superior a implicita indica
apenas que os diversos retornos relativos quadraticos do ativo ((AS/S)?) estao em torno de
um valor superior a ¢?At, mas nao necessariamente todos eles serao superiores. Sendo assim,
dependendo do peso atribuido aos casos em que o retorno relativo quadratico é inferior, o
resultado da estratégia pode ser negativo. Ou seja, uma estratégia de delta-hedging / gamma-
trading depende também da trajetéria do ativo objeto, que por sua vez afetara o dollar gamma
da opcao. Este é um fendmeno conhecido por operadores de mercado como dependéncia do

resultado de uma estratégia de gamma-trading ao caminho do ativo objeto.

3 Delta Hedging / Gamma-Trading: Pratico

H& uma relagdo positiva entre volatilidade e prego de opgoes (neste caso européia). Opgoes
oferecem protecao e alavancagem. Tais propriedade sao tao mais valiosas quanto maior a
volatilidade do ativo objeto. Apesar desta descricao fazer sentido intuitivamente, ela nada nos
diz sobre os mecanismos de hedge do mercado.

Outra maneira de analisarmos as oportunidades de ganho provenientes da volatilidade do
ativo é via um portifélio delta-neutro, conforme feito na secao anterior. A citada exposicao a
volatilidade vem do fato do payoff de uma opcao ser convexo. Outra maneira de verificar este
fato, mais intuitiva, é através da analise de cendrios. Vamos analisar dois cenarios para o ativo
objeto e verificar o resultado proveniente de um portifélio delta-neutro:

Apreciacao: Ganha-se na posicao comprada da call e perde-se na vendida do ativo objeto.
No entanto, o ganho proveniente da call mais que supera a perda do ativo objeto em funcao
do gamma positivo. A neutralidade ao ativo objeto vale apenas para vari¢coes infinitesimais
deste. A apreciacao leva a uma posicao liquidamente comprada no ativo no caso em que nao
se realizam ajustes de delta.

Depreciacao: Perde-se na call e ganha-se no ativo objeto. A perda da call é inferior ao
ganho do ativo pois conforme este deprecia a posigao total fica liquidamente vendida.

Em outras palavras, uma apreciagao do ativo objeto leva a uma posicao liquidamente com-
prada e uma depreciacao leva a uma posicao liquidamente vendida. Concluimos que uma
posicao comprada em volatilidade (opgao com delta hedge) beneficia-se de movimentos do ativo
objeto, qualquer que seja sua direcao.

A contra-partida destas oportunidades de ganhos é a passagem do tempo, ja que quanto
mais préoxima a data de vencimento menor o preco da opcao. Para esclarecer as idéias, vejamos

abaixo o gréafico do resultado de um portifélio delta-neutro apds a passagem de um dia.
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Grafico 1 — Resultado de um portifélio delta-neutro apés a passagem de um dia

Vale ressaltar que para tirar proveito dos movimentos do ativo é preciso realizar operacoes
de ajuste de delta. A nao realizacao de ajustes quando seguida de retorno do ativo objeto ao
ponto de partida nao gera ganhos.

Argumentos analogos aos apresentados nesta secao podem ser aplicados a opcoes de venda.

3.1 Detalhes Praticos Adicionais

Conforme dito anteriormente, o modelo de B-S e o de G-K supoem que o portifélio replicador
estd sujeito a ajustes continuos de delta. Na pratica, entretanto, esses ajustes sao feitos de
forma discreta. Um gamma trader tem que definir qual a maneira O6tima de realizar seus
ajustes de delta. Descritas abaixo estao as estratégias mais comuns de ajuste, inferidas atravéz

de conversas do autor com participantes de mercado, bem como de sua experiéncia propria:
(i) estabelecimento de um intervalo de tempo entre a realizagao das operagoes;
(ii) realizagdo de ajustes sempre que se atinge um determinado descasamento da exposigao;
(iii) realizagao de ajustes a cada variagao pré-determinada do ativo;
(iv) ajustes discriciondrios, sujeitos a um descasamento maximo pré-estabelecido; entre outras.

Uma vez que o portifélio fica liquidamente comprado no ativo quando este sobe e vendido
quando este cai, os ajustes de exposicao deveriam ser otimalmente feitos nos picos dos movimen-

tos do ativo. Ou seja, deseja-se vender o ativo para zerar uma posicao liquidamente comprada
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em nivel mais elevado possivel, até mesmo porque os descasamentos crescem de maneira expo-
nencial. Argumento analogo nos leva a conclusao de que as compras devem ser feitas em niveis
mais baixos possiveis.

Os incentivos a esperar por movimentos amplos do ativo podem levar um gamma trader
a perder diversas oscilagoes menores. Dependendo do ntmero de ajustes menores perdidos,
a espera por movimentos mais amplos pode nao compensar. Um bom gamma trader otimiza
seus ajustes, encontrando um equilibrio entre amplitude dos movimentos e niimero de ajustes

realizados.
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Capitulo 3

Volatilidade Implicita Realizada

Uma pratica comum entre operadores de opcoes é a comparacao de volatilidades implicitas
de mercado com medidas de volatilidade historica. Nada exige igualdade entre as duas medidas,
mas espera-se semelhanca entre elas. Medidas de volatilidade convencionais apresentam grande
variabilidade nos resultados dependendo dos parametros utilizados.

Neste capitulo sera apresentada uma medida alternativa, a volatilidade implicita realizada.
Ela é menos oscilatéria que as convencionais e baseia-se em mecanismos de hedge dos mercados,
oferecendo uma medida historica de volatilidade mais confidavel. A diferenca bésica em relacao
as medidas convencionais é que ao invés de medir vari¢oes do ativo em determinados intervalos
de tempo, ela mede os intervalos de tempo necesséarios para que ocorram determinadas variagoes
no ativo.

Sera feita também uma comparagao da medida alternativa com duas outras medidas de
volatilidade propostas por Dupire [DUP], bem como uma aplicagdo pratica ao USDJPY, taxa
de cambio entre Japao e EUA. Os resultados obtidos serao explorados, destacando-se a alta
correlacao da medida alternativa com as volatilidades implicitas de mercado, bem como as

vantagens da medida alternativa em relacao a outras.

1 Algumas Hipdteses e Definicoes

1.1 Estratégia de Delta Hedging em Foco

E comum que market makers realizem suas operacoes de forma discricionaria. Eles tém
acesso a informacoes relativas aos fluxos de compradores e vendedores direcionais das moedas
e beneficiam-se de tal fato.

A medida de volatilidade proposta baseia-se em mecanismos de hedge, focando na forma
nao discriciodria de ajuste conforme descrito no item (iii), segao 3.1 do capitulo 2. Ou seja, a
medida considera que os ajustes de delta sao realizados sempre que o ativo objeto apresenta

variacoes em uma magnitude pré-determinada.
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1.2 Custo do Gamma Trading

Conforme destacado anteriormente, movimentos do ativo geram resultados positivos para uma
estratégia comprada em volatilidade. A contra-partida deste fato é o custo de carregamento da
posicao ao longo do tempo, o chamado time decay.

O time decay de uma opc¢ao é usualmente dado por —O*AT. Esta expressao reflete uma
aproximagao do custo de carregamento, tao precisa quanto menor for AT. No presente es-
tudo o time decay estard sempre associado a passagem 1/n dia e refletird o custo efetivo de
carregamento da posicao.

Ou seja, entenderemos por time decay a diferenca entre o preco da opgao hoje e seu preco
1/n dia a frente, supondo que o ativo objeto mude conforme estabelecido por sua curva forward.
Ou seja, supondo que a trajetéria do ativo objeto seja tal como a expectativa média risco neutra

de mercado.

1.3 Break-Even do Gamma Trading

Uma estratégia de volatilidade tera resultado zero caso as variagoes do ativo objeto sejam tais
que as operacoes de delta hedging realizadas compensem o time decay. O break-even point é
usualmente entendido como o nivel onde o ativo objeto deve estar em ¢+ 1 para que uma opcao
com delta hedge tenha resultado zero.

Note que o conceito de break-even point descrito acima assume apenas um ajuste de delta,
ao final do periodo de um dia. Vamos estender este conceito para considerar os casos em
que temos diversos ajustes ao longo de um dia. Chamaremos de break-even de n variacoes a
variacao percentual necessaria ao ativo objeto para que os ganhos provenientes de delta hedging
compensem o time decay de 1/n dia. Esta medida nos dd4 uma aproximacao de quanto o ativo
objeto deve variar percentualmente para que, supondo que sejam realizados n ajustes desta
magnitude, compense-se o time decay de um dia. Nesta linha, teremos sempre uma variacao
necessaria relacionada a um nimero de operagoes.

Vale aqui analisarmos novamente o grafico do resultado de um portifélio delta-neutro, desta

vez para a passagem de um e de meio dia.
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Grafico 2 - Resultado de um portifélio delta-neutro apés a passagem de um e de meio dia

Na figura acima In(52/50) nos da o break-even de 1 variagao enquanto que In(S1/50) indica
o de 2 variagoes. Conforme comentado anteriormente, a convexidade do resultado das opgoes
torna os ganhos provenientes de volatilidade exponencial nos movimentos do ativo. Ou seja, é
melhor fazer o ajuste de um movimento amplo do que dois ajustes referentes a metade deste
movimento.

Note que diferentes opgoes apresentam funcao de payoff com convexidades distintas. Isto
se deve a diferencas no gamma das opcoes. Como o gamma muda conforme variacao do ativo
objeto, uma mesma opcao pode apresentar diferentes convexidades para diferentes niveis de
preco do ativo. Vamos considerar que estamos trabalhando a todo momento com opgoes at the
money forward (ATMF). Ou seja, consideramos opgoes cujo strike é igual ao valor esperado de
S na medida neutra ao risco (Spe™"¢)T). Estas opcoes tém gregas muito semelhantes entre si
[HULL], o que reduz as alteragdes de convexidade. A existéncia de estabilidade no formato da
funcao de payoff é o que nos permite, sem comprometimento da andlise, estender o conceito de
break even para casos em que ha diversos ajustes. Esta hipétese é andloga a existéncia de uma
rolagem automaética dos strikes das opgoes conforme o prego do ativo varia e a opcao deixa de
ser ATMF. Dai surge uma importante propriedade da medida alternativa que é fornecer um

valor para a volatilidade de op¢coes ATMF, as mais negociadas no mercado.
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1.4 Volatilidade Implicita Justa e Break-Even Médio de n Variacgoes

Vamos definir a volatilidade implicita justa como aquela que iguala o preco da op¢ao ao que se
ganha em uma estratégia de delta hedging.

Note que o prémio pago por uma op¢ao ATMF (com valor intrinseco nulo) serd igual ao
somatorio dos time decays de seus diversos dias até o vencimento. Além disso, para prazos
suficientemente préoximos e utilizando uma mesma volatilidade implicita, opgoes ATMFs apre-
sentam valores de break-even de n variagoes bastante semelhantes entre si (mais préximos
quanto maior o n, conforme exemplos numéricos na tabela 2 do anexo). Os pontos acima nos
levam a concluir que ha uma variagao didria constante do ativo compativel com ganhos de delta
hedging nulos ao longo de toda a vida da opc¢ao. Ou seja, podemos associar uma determinada
volatilidade implicita a uma variagao diaria do preco do ativo objeto, e vice versa.

Se aplicarmos o conceito acima descrito a periodos de 1/n dia, e assumirmos volatilidade
constante ao longo do tempo, podemos estender a idéia de break-even de n variagoes da secao
anterior para um break-even médio didrio de n variag¢oes ao longo da vida da opgao. Ou seja,
para cada n (ou para cada variagao) existe um break-even médio didrio de n varia¢des que
faz com que os ganhos provenientes de volatilidade compensem o prémio pago por uma opgao
ATMF. Sendo assim, podemos sempre associar a um break-even médio didrio de n variagoes
uma volatilidade implicita justa.

Esta simples associacao entre um break-even médio didrio de n variagoes e uma volatilidade
implicita sé faz sentido se a variacao média do ativo for representativa das variagoes individuais,
andalogo a hipétese de volatilidade constante. Caso contrario, devido a dependéncia do resultado
de uma estratégia de gamma-trading ao caminho do ativo objeto demostrada anteriormente,
a trajetéria do ativo objeto importa e as variagoes do ativo deixam de ser suficientes para
determinar o resultado da estratégia de delta hedging. Tal hipdtese é satisfeita pela normalidade

dos retornos do ativo assumida pelos modelos de aprecamento.

2 Descricao do Método

A proposta da medida alternativa é refletir qual a volatilidade implicita justa que deveria ter
sido paga em uma opcao ATMF x meses atras, supondo que se tivesse conhecimento a prior: de
toda a dinamica apresentada pelo ativo objeto. Por exemplo, a volatilidade implicita realizada
de 3 meses reflete qual a volatilidade implicita, a ser utilizada no aprecamento de opgoes via
modelo G-K, que zera os ganhos provenientes de operacoes de delta hedging nos ultimos trés

meses.
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H& mais de uma forma de se calcular este valor. Muitas complicagoes emergem da maior
parte delas. A metodologia aqui proposta consiste no cédlculo histérico do break-even médio
didario de n variacoes, sucedido de uma transformacao deste valor para uma medida de volati-
lidade usual através do modelo de G-K. Isto é, com base em dados histéricos da trajetéria do
ativo podemos calcular quais os diversos nimeros médios didrios de variagoes ocorridas (para
diversas variagoes desejadas). Com base nestes nimeros médios de variagoes pode-se associar
valores de volatilidade implicita utilizando-se do modelo de G-K. Por exemplo, se concluirmos
que o ativo objeto apresentou uma média de duas variagdes (dois movimentos) de 0.3% por
dia ao longo dos tltimos trés meses entao o break-even médio didrio de 2 variacoes serd 0.3%.
Podemos a partir deste valor apurar qual volatilidade implicita que poderia ter sido paga para
que os ganhos de delta hedging fossem nulos supondo tal média de ajustes.

Na pratica, a nao continuidade das séries de pregos gera situacoes em que um salto torna a
variacao acumulada do preco maior do que a variacao desejada. Sendo assim, além do nimero
médio diario de variagoes ocorridas, calcula-se também a variagao média efetiva do ativo e é
este o valor considerado na transformacao da medida.

Considerando €2 como o numero total de ajustes no periodo, vale aqui uma definicao

matematica do break-even médio didrio de n variagoes :

Q 5-,
Zi:l n (STFl ) ‘
Q )

Y =

7; = inf {t > Tl ‘ln (St/STFl)‘ > a} com 7y = 0, « é a variagao desejada, a > 0, n = Q/M

com M o numero de dias do periodo.

O célculo da medida nao transformada, apesar da dependéncia de dados de alta frequéncia,
¢ simples. A utilizagao do modelo de G-K para tranformagao desta em uma medida usual é o
ponto crucial do método. Tal transformacao consiste em encontrar a volatilidade implicita @

tal que:

dC(S, T, )

[C(Se?, T,5)—C(S,T,7)]— g

1/n 1
S(e¥—1) = [0(5, T,5)—C (Se(”""e)f/V,T - %5)]

onde ¥ é o break-even médio diario de n variagoes e N é o numero total de dias do ano

(usualmente 360 no mercado offshore e 252 no mercado brasileiro).

O lado esquerdo da equagao representa o ganho que se tem da posi¢ao comprada na call

européia com delta hedge, sem considerar o custo de carregamento. O lado direito representa o
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custo de carregamento de 1/n dia. Vale destacar que a expressao acima utiliza uma call mas o
mesmo calculo pode ser feito utilizando uma put.

Note que, assim como temos que definir a frequéncia de tempo dos dados utilizada em
medidas usuais de volatilidade, aqui temos que definir qual a variagao do ativo para a qual se

deseja calcular a medida.

2.1 Propostas de Dupire: “Move Based Volatility” e “Break-Even

Volatilities”

Veremos em uma secao futura que a medida alternativa é mais consistente que as usuais,
entenda-se desvios-padrao. Por hora, dada a semelhanca nas hipéteses basicas, vale uma com-
paracao da medida alternativa a duas medidas propostas por Dupire [DUP], as “Move Based
Volatility” e “Break-Fven Volatilities” .

Através da “Move Based Volatility” Dupire propoe estratégia semelhante ao da medida
alternativa, de enfoque no tempo decorrido para que se observem determinadas variagoes do

ativo. Apos demonstrar as propriedades de convergéncia da medida, ele conclui que:

oy i (0 (52))

T Y

onde ; = inf{t > 7,_1 : |S; — S,,_,| > a} com 75 =0, a > 0.

Note que o conjunto de 7;5 definido por Dupire é muito similar ao da medida alternativa, no
entanto ele considera variagoes absolutas do ativo ao passo que a medida alternativa variacoes
relativas. Provavelmente Dupire esta trabalhando com intervalos para os precos do ativo em que
a utilizacao de diferencas absolutas nao compromete a analise. De qualquer forma, a utilizacao
de variagoes relativas parece mais apropriada.

Dada a similaridade entre a expressao da “Move Based Volatility” e do break-even médio
diario de n variacoes 1 decrito anteriormente, vale ainda destacar: A medida de Dupire trans-
foma os retornos quadraticos médios do ativo em uma medida de volatilidade anual através
de uma ponderacao pelo nimero de anos 7', ao passo que a medida alternativa utiliza-se dos
retornos médios do ativo para calculo de uma variavel intermediaria 1 que sera utilizada, junto
com outros parametro, na obtencao da volatilidade alternativa.

Mais especificamente, se adaptarmos a medida de Dupire a variacoes relativas e considerar-
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mos a volatilidade adimensional temos:

onde 7; = inf {t > Tl ‘ln (St/STi71)| > a} com 179 =0, a > 0.

Observe que enquanto 6™ se refere a uma média quadritica (norma L?), a varidvel ¢ se

refere & norma L'. Sabemos por Cauchy-Schwartz [ELL] que: (1/Q)5™ < ¢ < ™. Sendo
assim, podemos dizer que a variavel intermediaria 1) tem a mesma ordem de magnitude de ™.

Apesar da semelhanca em um dos principais pilares da medida alternativa (foco na variac¢ao
do ativo), restam ainda importantes diferencas. A medida alternativa utiliza-se do modelo de
aprecamento consensual de mercado e obtém uma medida implicita de volatilidade. Além disso,
vimos que o resultado de uma estratégia de delta hedging depende nao apenas da volatilidade
realizada mas também do caminho percorrido pelo ativo, que afeta o gamma das opgoes. A
medida alternativa leva este ponto em consideracao ao refletir a volatilidade implicita justa de
uma opcao ATMF.

Semelhancas a medida alternativa surgem também no caso das “Break-Even Volatilities”.
Elas consideram mecanismos de hedge de mercado e utilizam modelos de aprecamento para
obtencao de uma medida implicita.

A proposta desta medida de Dupire também é responder qual a volatilidade implicita justa
que deveria ter sido paga em uma determinada op¢ao x meses atras. No entanto, nao é dado
enfoque a opgoes ATMF e sim a strikes fixos, previamente determinados. Além disso, a es-
tratégia de delta hedging considerada consiste em ajustes de delta uma vez por dia, assumindo
os pregos de fechamento do ativo. Ou seja, dada toda a trajetéria do ativo nos tltimos x meses
e assumindo ajustes de delta ao fechamento de cada dia, a medida nos diz qual a volatilidade
implicita justa para cada um dos strikes desejados.

Note que, assim como no caso de medidas convencionais, as “Break-Even Volatilities” de-
pendem da frequéncia de dados utilizados. Além disso, ainda que ela considere mecanismos de
hedge de mercado, a estratégia de delta hedging escolhida (ajustes didrios ao fechamento) nao
¢ a mais comum.

Pode-se dizer que a medida alternativa é uma espécie de “Break-Even Volatility” que supoe
estratégia diferente de ajuste de delta (intra didrios e com base em variagoes especificas do
ativo). No entanto, além de nos fornecer uma medida para opgoes ATMF, ela é computacional-

mente menos intensa.
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3 Implementacao

O processo de implementacao e calculo da medida foi feito em Matlab. Ele se divide em duas
partes: (i) calculo do break-even médio didrio de n variag¢oes para um dado grupo de variagoes;
e (ii) associagao deste valor a uma volatilidade implicita dada pelo modelo de G-K.

Cabe um exemplo grafico:
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Grifico 3 — Retorno acumulado do preco de um ativo

O gréfico acima nos mostra o retorno acumulado, minuto a minuto, do preco de um ativo
ao longo de 3 meses. As linhas horizontais tracejadas estao dispostas a cada variacao de 0.3%
no prego do ativo, sendo uma delas sobre o ponto inicial de partida. Cada vez que a linha
azul toca uma das linhas tracejadas isto implica na realizagdo de um ajuste de delta (dada
nossa estratégia de ajustes definida). Dividindo o nimero de ajustes (166) pelo nimero de dias
compreendidos no periodo de andlise (90) chegamos ao nimero médio didrio de 1.8444 para
ajustes de 0.3%. Sendo assim, no exemplo acima temos que 0.3% (que foi também a variac¢ao
média efetiva neste caso) representa o break-even médio didrio de 1.8444 variagdes.

De posse dos valores calculados em (i), partimos para o calculo de (ii). As otimizagdes foram
feitas utilizando a funcao fzero do Matlab. Conforme demonstrado anteriormente, queremos
encontrar a volatilidade implicita & tal que:

——dC(i’ST’ U)S(e¢—1) = [C(S, T,5)—C (Se(”“)lz/vn,T — 1/7”5)] :

onde 1 é o break-even médio didario de n variagoes e N é o numero total de dias do ano

[C(se¥,T,5)—C(S,T,7)]

(usualmente 360 no mercado offshore e 252 no mercado brasileiro).

No exemplo gréfico acima & = 7.9%.
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4 Validagao/Resultado do Método

Com o objetivo de validar as otimizacoes realizadas, bem como o método proposto, o procedi-
mento foi: (i) foram gerados diversos caminhos para o ativo, com volatilidade e retorno médio
conhecidos; (ii) a volatilidade alternativa de cada um desses caminhos foi calculada (para um
dado grupo de variagdes); (iii) apurou-se entdo a média dos valores calculados entre os dife-
rentes caminhos (novamente cada uma das variagoes); (iv) os valores encontrados foram muito
préximos a volatilidade conhecida, evidenciando a validade da medida.

Para esclarecer as idéias, vejamos um exemplo do procedimento descrito acima:

(i) Gera-se 100 caminhos para o pre¢o de um ativo, assumindo preco inicial 100, retorno
esperado 0% e volatilidade de 8%.

Trajetorias de Pregos
115 T T

Pregos do Ativo

85 \ \ \ I \ \
0

Observagodes x 10%

Grifico 4 — Trajetorias simuladas de precos do ativo

(ii) Para cada um desses caminhos, dado um determinado grupo de variacoes desejadas (0.2%,
0.3%, 0.4% e 0.5%), calcula-se a medida alternativa. Ou seja, calculam-se as médias
didrias de ajustes para cada uma das variagoes e depois associam-se os break-evens médio
didarios de n variagoes a uma volatilidade implicita dada pelo modelo de G-K. A tabela

3 do apéndice mostra os valores calculados no exemplo acima proposto.

(iii) Para cada uma das variagoes, calcula-se a média das volatilidades implicitas realizadas

nos diversos caminhos, conforme tabela abaixo.
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Variacoes 0.20% 0.30% 0.40% 0.50%
Vol Média 8.00% 8.02% 8.02% 8.03%

Tabela 1- Média das volatilidades associadas, supondo diversas variacdes do ativo

(iv) Observando a proximidade desses valores aos 8% utilizados na geragao dos caminhos,

concluimos a validade da medida proposta.

O exemplo acima deixa claro qual é a principal diferenca entre a medida alternativa e me-
didas convencionais. A liberdade no cédlculo da medida alternativa esta na variacao selecionada

do ativo, e nao na frequéncia de tempo escolhida.

5 Aplicagao Pratica / Comparagoes com Outras Medi-

das

Vejamos uma aplicagao pratica ao caso do USDJPY, taxa de cambio entre Japao e EUA, de
janeiro de 2002 até agosto de 2007. Este é um dos pares de moeda mais negociados e com
maior liquidez. Isto possibilita a obtengao de um histérico mais longo e confiavel de dados
intra-diarios, o que dé maior consisténcia e confiabilidade a andalise. Outra consequéncia da
maior liquidez deste par é um mercado de opgoes extremamente bem desenvolvido, o que torna
o exercicio ainda mais interessante.

Volatilidades histéricas sao usualmente comparadas as volatilidades implicitas de mercado.
A implicita reflete expectativa de volatilidade futura, enquanto a realizada mede volatilidade
passada. Apesar de nao haver nada que force igualdade entre as duas, espera-se forte correlacao
destas medidas. Por um lado, a volatilidade histérica reflete um padrao seguido pelo preco do
ativo que pode ser valido também para o futuro e, portanto, para a volatilidade implicita.
Por outro, os mecanismos de hedge de mercado acabam por afetar nao apenas as volatilidades
implicitas mas também o valor realizado das volatilidades. Cabe aqui um exemplo: vamos
supor que alguns participantes do mercado, ao venderem produtos estruturados que nao se
baseiem em estratégias de delta hedging, acabem por deprimir a volatildade implicita de mer-
cado a ponto dela ser sistematicamente inferior a realizada. Outros participantes comprarao

a implicita e adotarao uma estratégia de delta hedging. A compra da volatilidade implicita
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exercera pressao para que seu valor suba. Além disso, conforme visto na secao 3 do capitulo 2,
as estratégias de delta hedging farao com que a apreciacao do ativo leve a venda do mesmo, ao
passo que depreciacoes levarao a compras. Estas vendas e compras, na contra-mao dos movi-
mentos iniciais, tém um efeito de reducao da volatilidade do ativo pois deprimem a amplitude
dos movimenos de preco. Ou seja, o préprio mercado exerce uma pressao para convergencia
das duas medidas (histérica e implicita).

Vejamos abaixo graficos histéricos com as volatilidades realizadas alternativa e convencional

(desvio-padrao de retornos didrios) e implicita para diferentes horizontes de tempo.
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Grafico 5 — Comparacao histérica de volatilidades implicita de mercado e realizadas, alternativa e

convencional, com base em janelas historicas de trés meses.
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Volatilidade 2M USDJPY
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Grafico 6 - Comparacio histérica de volatilidades implicita de mercado e realizadas, alternativa e
convencional, com base em janelas historicas de um més.
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Grifico 7 — Comparagdo histérica de volatilidades implicita de mercado e realizadas, alternativa e

convencional, com base em janelas historicas de um més.
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Uma simples andlise visual dos graficos revela que a medida alternativa apresenta maior
correlagao com a volatilidade implicita do que a medida convencional. No caso das medidas de
3 meses por exemplo, também em janelas de 3 meses, a correlacao da medida alternativa com
a volatilidade implicita é, em média, 15% mais alta do que a da convencional.

Sabe-se que volatilidades histéricas carregam efeitos base de periodos anteriores. Ou seja,
um unico retorno atipico (em geral muito grande) tem o potencial de afetar a volatilidade
calculada por um longo periodo de tempo. Nos graficos acima observamos que a medida
alternativa é mais robusta a outliers do que a convencional. Ou seja, ainda que ela também
sofra variacoes bruscas, apresenta menos inércia do que a medida convencional.

O problema central no calculo das medidas convencionais estd na definicao da frequéncia
dos retornos utilizados. Vejamos abaixo um gréafico historico do desvio-padrao de 3 meses do

USDJPY, com base em dados intra-diarios para diferentes frequéncias de retornos.

Volatilidade Histérica 3M
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Grafico 8 — Calculo historico de desvios-padrao do USDJPY para diferentes frequéncias de
retornos, com base em janelas historicas de trés meses.

Note que, de fato, os valores sao bastantes diferentes entre si. Este problema reflete o fato
de que as volatilidades nao sao constantes ao longo do tempo.

Conforme comentado anteriormente, a liberdade da medida alternativa esta na variacao
desejada do ativo e nao na frequéncia de tempo dos retornos. Uma andlise do grafico abaixo

demonstra que neste caso, ao contrario da dependéncia da frequéncia de dados utilizados nas
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medidas convencionais, a medida alternativa é menos dependente as variagoes do ativo escolhi-

das.

Volatilidade Historica 3M
Alta Frequéncia Diferentes Intervalos (Alternativa)
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Grafico 9 — Calculo histérico da medida alternativa para diferentes variacdes do ativo, com base em

janelas historicas de trés meses.

Vale aqui esclarecermos quais as condi¢oes da menor variabilidade da medida alternativa.
No gréfico 9 o intervalo de variagoes contempla valores de 0.3% a 0.5%, ao passo que o grafico 8
considera intervalos de tempo de 1 a 60 minutos. Os dois intervalos sao perfeitamente factiveis
no sentido de refletirem possiveis intervalos entre operagoes de ajuste de delta (sejam estas com
base na passagem de tempo ou variagao do ativo). O fato de observarmos menor variabilidade
para os intervalo de variacao do ativo utilizados acima, nao garante que a menor variabilidade
seja valida independente do intervalo adotado.

Sendo assim, uma maneira mais correta de expressar a menor variabilidade da medida
alternativa ¢é dizer que, dentro de intervalos factiveis a operacoes de ajustes de delta, a medida
alternativa é menos variante. Note que ser variante a intervalos nao facticeis de ajuste de delta
é irrelevante quanto ao julgamento da eficacia da medida alternativa.

Outra importante questao é a capacidade de incorporar custos de transacao. Uma vez que
as volatilidades aqui calculadas tém o objetivo de refletir o que se ganha em uma estratégia de
delta hedging, é de se esperar que os valores calculados ao se contemplarem tais custos sejam

menores.
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Para tanto, no caso das medidas convencionais, adotamos uma idéia de preco econdémico
do ativo. Isto é, s6 consideramos que um ativo teve seu valor alterado quando este apresenta
variacao superior ao custo de bid x offer. De posse dos precos economicos do ativo calculam-se
seus retornos subtraindo-se ainda de cada um deles o custo de bid x offer. Sao estes os retornos
utilizados no calculo das medidas convencionais que contemplam custos de bid x offer.

No caso da medida alternativa, os nimeros médios de ajustes para determinadas variacoes
sao calculados demandando-se variagoes que excedam a magnitude das originais pelo custo
de bid x offer. Ou seja, exigem-se variagoes maiores do ativo no cédlculo do nimero médio
diario de ajustes. Estes ntimeros médios de ajustes sao entao associados as variacoes originais
(variacoes médias efetivas calculadas subtraidas do custo de bid x offer). Em resumo, associam-
se operacoes referentes a ajustes maiores a variagoes menores do ativo.

Abaixo, graficos historicos com volatilidades realizadas que contemplam os custos de tran-
sacao do ativo.
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Grafico 10 — Célculo histérico da medida alternativa para diferentes variacdes do ativo, considerando

custo de bid x offer e com base em janelas historicas de trés meses.
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Volatilidade Histérica 3M
Alta Frequéncia Diferentes Janelas (BxO 0.02)
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Grafico 11 — Calculo histérico de desvios-padriao do USDJPY para diferentes frequéncias de retornos,

considerando custo de bid x offer e com base em janelas historicas de trés meses.

Note que no caso da medida alternativa a incorporagao de custos de bid X offer implica em
um deslocamento quase que na mesma magnitude de todas as curvas, independente da variagao
do ativo desejada. O mesmo nao ocorre nas medidas convencionais, onde a penalizagao é maior
quanto maior for a frequéncia dos dados.

Vale destacar ainda duas outras vantagens da utilizagdo da medida alternativa: (i) possi-
bilidade de utilizacao de dados sem que haja uma frequéncia de tempo bem definida entre eles
(como dados tick-by-tick); e (ii) dispensa a defini¢do de um fator de anualizagao que, apesar de
crucial no caso de medidas convencionais, costuma ser arbitrariamente definido e depende de
uma generalizacao dos periodos de negociacao dos ativos.

Uma vez esclarecidas as vantagens da medida alternativa em relacao as convencionais, ve-
jamos por fim uma comparagao dela com a “Move Based Volatility” de Dupire. Abaixo, graficos

histéricos das duas medidas para diferentes horizontes de tempo.
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Grafico 12 — Comparagéo histérica da Medida Alternativa com a Move Based com base em janelas historicas
de trés méses
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Grafico 13 — Comparagéao histérica da Medida Alternativa com a Move Based com base em janelas historicas
de dois méses
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Volatilidade 1M USDJPY
Alternativa x Move Based
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Grafico 14 — Comparagéo histérica da Medida Alternativa com a Move Based com base em janelas histéricas
de um més

Note que a semelhanca entre a wvolatilidade tmplicita realizada e a “Move Based Volatil-
ity” nao se restringe aos aspectos tedricos destacados na secao 2.1 do capitulo 3. Os valores
calculados para o periodo contemplado s@o muito préximos entre si. Ainda assim, a medida
alternativa apresentou maior correlacao com a volatilidade implicita de mercado do que a me-
dida de Dupire. No caso das medidas de 3 meses por exemplo, também em janelas de 3 meses,
a correlacao foi, em média, 25% mais alta para as varidveis em nivel e 15% mais alta nas

diferencas.
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Conclusoes

Apesar das volatilidades implicitas refletirem uma expectativa em torno do comportamento
futuro dos precos do ativo, operadores de mercado usualmente baseiam-se, entre outras coisas,
no nivel das volatilidades realizadas como diretriz dos niveis justos de negociagao das volatili-
dades implicitas.

Neste sentido, é extremamente importante que se tenha uma medida cujos graus de liber-
dade nao impliquem em alteracao relevante dos valores calculados. Ou seja, se a utilizacao de
diferentes configuragoes (frequéncia de dados, fatores de anualizagao, etc) implica na obtencao
de diferentes valores para a volatilidade de um mesmo periodo, surge um dilema sobre qual dos
valores é mais apropriado. Estas questoes surgem no calculo dos desvios-padrao dos retornos
dos ativos - medida convencional referida ao longo do texto.

Note que nem sempre a diversidade na obtencao de valores para as volatilidades historicas
reflete escolha imprépria dos parametros necesséarios ao calculo. O mercado de opgoes, espe-
cialmente o de negociacao de volatilidades implicitas, é extremamente atipico pois a estratégia
de delta hedging adotada afeta o resultado total das operacoes. Sendo assim, a diversidade dos
valores calculados pode refletir a coexisténcia de estratégias que produzem resultados distintos.
Ou seja, nao é possivel afimar qual o resultado da estratégia de um gamma trader apenas com
base nos parametros de sua compra inicial. E igualmente relevante sabermos qual a estratégia
de delta hedging por ele adotada. Podemos pensar em exemplos nos quais tanto o comprador
quanto o vendedor de uma mesma opcao tém resultado positivo em suas estratégias ao final
do periodo. Imagine, por exemplo, que durante toda a vida da opcao o ativo objeto apresente
volatilidade intra didria muito superior a implicita, mas que ao fechamento do dia sempre re-
torne ao preco de partida. Neste caso, se o comprador da opcao realizar operacoes de delta
hedging intra diarias e o vendedor apenas ao fechamento, ambos podem aferir resultados posi-
tivos. Obviamente, considerando que o resultado dos participantes do mercado tem que somar
zero, as perdas ficariam neste caso com os demais operadores.

Um interessante exemplo do ponto abordado acima é o grafico 8 do capitulo anterior. De
junho de 2002 a junho de 2006 os desvios-padrao do USDJPY calculados com base em diferentes
frequéncias de retornos diferiam bastante entre si. Deixando de lado os diferentes custos de
transagao, que para grandes bancos sao pouco relevantes, podemos interpretar a discrepancia
anterior como uma indicacao de quais as estratégias de delta hedging mais apropriadas a se
adotar. Ou seja, notamos que a volatilidade com base em retornos de um minuto superava

as demais sistematicamente. Sendo assim, um comprador de volatilidade deveria fazer ajustes
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de delta a cada minuto ao passo que um vendedor deveria escolher um horizonte mais longo
para seus ajustes. A partir de junho de 2006 e, com maior intensidade, no segundo semestre de
2007 notamos uma convergéncia dos desvios-padrao calculados. Uma possivel explicacao para
este fato é o continuo desenvolvimento de técnicas de arbitragem e estudos de opgoes, que ao
identificar as estratégias otimas de delta hedging ajudam no estabelecimento de eficiéncia nos
mercados.

O gréfico 9, também do capitulo anterior, mostra que as volatilidades alternativas para
diferentes variacoes selecionadas do ativo apresentam valores semelhantes entre si durante todo
o periodo analisado. Tendo em vista que diferentes valores de volatilidade poderiam refletir
uso inapropriado de parametros e/ou diferentes estratégias de delta hedging, fica claro que é
fundamental ter uma medida que reflita a verdadedira estratégia de delta hedging adotada.
Assim, eliminamos ao menos uma das fontes de incerteza.

A despeito de toda a dificuladade em determinar medidas de volatilidade histéricas ha no
mercado precos para diversas opgoes. Mesmo que nao saibamos quais as volatilidades histéricas
apropriadas, tudo indica que o mercado sabe! Neste sentido, torna-se ainda mais poderosa
a propriedade da medida alternativa de utilizar-se de modelos consensuais de mercado para
encontrar uma medida implicita de volatilidade. E razodvel supor que a criacao da medida
alternativa reduza as incertezas e dilemas em torno dos niveis efetivos de volatilidades realizadas.
Além de refletir uma estratégia de delta hedging apropriada, o fato de ser menos variante as
variacoes desejadas do ativo a torna muito mais confidvel e representativa daquilo que ela se
propoe a medir.

O uso disseminado desta nova medida deveria ter o poder de afetar precos de mercado. Ou
seja, o fato da medida alternativa, em certos casos, apresentar valores diferentes e mais confidveis
do que os apresentados pelas medidas convencionais pode alterar a crenca das pessoas a respeito
das volatilidades realizadas. E o que podemos observar nos exemplos graficos abaixo, para a
taxa de cambio entre Nova Zelandia e Japao (NZDJPY).
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Grafico 15 = Comparag¢do histdrica de volatilidades implicita de mercado e implicita realizada com base em
janelas de calculo de um més

Volatilidade 1M NZDJPY
Implicita x Histérica (desvies-padrio intra diarios)

4%
3%
30%
8%
26%
24%
1%
0%
18%

16%

14%
N N N
0\539 @,@S\ 7\5"& {]9?9' {gl’s\ @«\Q\ ﬂ\‘g\ ?\q«*& {g{\& db’gg{ }\Qbé]’ }(\bﬂ‘ {Lb}-'éb %,\bﬂ' 6\3\@' ,\M\% {{’\\Q’

|—1 min_——10 min 1h —Imp Mernanul

Grafico 16 — Comparacao historica de volatilidades implicita de mercado e realizada convencional com base
em janelas de calculo de um més

O exemplo acima mostra que, no periodo observado, a comparagao da volatilidade implicita
de mercado com medidas convencionais levaria a conclusoes diferentes de uma comparagao com
a medida alternativa. De outubro a novembro de 2007 a medida alternativa apresentou valores
superiores aos da volatilidade implicita de mercado, ao passo que as medidas convencionais

apresentaram valores semelhantes as volatilidades de mercado. Um operador de moedas de
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posse das informagoes fornecidas pela medida alternativa provavelmente sentiria maior confianca
em comprar volatilidades de NZDJPY do que alguém que estivesse olhando apenas as medidas
de volatilidades convencionais. Isso, em tltima instancia, poderia ter efeito sobre os niveis
negociados das volatilidades implicitas de mercado. Em janeiro de 2008, no entanto, observamos
justamente a situacao oposta.

O objetivo deste estudo ao propor uma nova medida de volatilidade, destacando suas van-
tagens vis-a-vis os conhecidos desvios-padrao, nao é sugerir uma substituicao as medidas con-
vencionais. Existem muitas medidas de volatilidade diferentes das apresentadas neste texto
e seria impossivel afirmar qual delas é mais representativa das volatilidades realizadas. No
entanto, dada a dificuldade de determinacao dos niveis histéricos de volatilidade, quanto mais
amplo o nimero de medidas confidveis mais poderoso sera o instrumental que se pode lancar
mao ao analisarmos oportunidades de investimentos. Neste sentido, a criacao da volatilidade
alternativa tem o potencial de auxiliar investidores na tomada de decisoes de investimentos

mais sélidas e lucrativas.
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Apéndice

1) Exemplo numérico da semelhanca de break-evens para diversos ntimeros de

ajustes e diferentes prazos de opgoes, assumindo preco inicial 100, retorno esperado
0% e volatilidade de 8%.

n 1 2 3 4 5
Prazo
1M 0.423 0.299 0.244 0.211 0.189
2M 0.421 0.298 0.243 0.210 0.188

3M 0.419 0.297 0.242 0.210 0.188
4M 0.418 0.296 0.241 0.209 0.187
5M 0.417 0.296 0.243 0.209 0.187
6M 0.416 0.295 0.243 0.208 0.186

Tabela 2 — Exemplo numérico da semelhanga de break-evens para diversos nimeros de ajustes e

diferentes prazos de opc¢oes

2) Tabelas com valores obtidos na etapa de Validacao/Resultado
do Método

Média Diaria de Ajustes Volatilidade Associada

por Variagao por Variagao
Variagbes  0.20% 0.30% 0.40% 0.50%|||Variagbes  0.20% 0.30% 0.40% 0.50%
Caminho 1 4.2889 2 1.2 0.7556 Caminho1 8.13% 8.23% 8.44% 8.33%
Caminho2 47111 227333 12 07222 Caminho2 8.50% 8.71% 8.45% 8.16%
Caminho3 4.2222 1.9444 1.1222 0.7 Caminho 3 8.05% 8.10% 8.17% 8.01%

Caminho4 4.1556 1.9444 1.0667 0.6556 Caminho 4  7.99% 8.14% 7.96% 7.75%
Caminho 5 3.8333 1.6222 0.8889 0.6222 Caminho5 7.66% 7.42% 7.28% 7.57%
Caminho 6 4.2556 2.0333 1.0778 0.7444 Caminho 8 8.07% 828% 8.00% 8.28%
Caminho 7 4.0667 1.8444 1.1667 0.7556 Caminho 7 7.91% 7.88% 8.32% 8.34%
Caminho8 3.9889 1.7889 1.0556 0.6 Caminho8 7.82% 7.78% 7.92% 7.43%
Caminho 9 4.0444 1.8444 1.0778 0.7444 Caminho 9 7.89% 7.91% 8.02% 8.27%
Caminho 10 4.2333 1.9111 1.1222 0.6889 Caminho 10 8.06% 8.02% 8.17% 7.95%
Caminho 11 3.8889 1.9 1.0444 0.7 Caminho 11 7.72% 8.01% 7.86% 8.03%
Caminho 12 4.1778 1.9556 1.1222 0.6889 Caminho 12 8.01% 8.14% 8.15% 7.97%
Caminho 13 4.1556 1.8778 1.0444 0.7111 Caminho 13 7.98% 7.97% 7.87% 8.08%
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Caminho 14 4.0222 1.9444 1.0778 0.6778 Caminho 14 7.86% 8.07% 8.01% 7.88%
Caminho 15 3.9889 1.7444 1.1 0.6444 Caminho 15 7.84% 7.67% 8.07% 7.69%
Caminho 16 4.3556 1.9222 1.0333 0.7667 Caminho 16 '8.19% 8.05% 7.83% 8.40%
Caminho 17 4.3222 1.9778 1.1111 0.7778 Caminho 17 8.14% 8.18% 8.13% 8.47%
Caminho 18 4.1111 1.9444 1 0.6222 Caminho 18 ' 7.95% 8.12% 7.71% 7.58%
Caminho 19 43 1.9 1.2333 0.6333 Caminho 19 8.13% 8.00% 8.56% 7.65%
Caminho20 43 1.8111 1 0.5333 Caminho20 8.11% 7.83% 7.71% 7.01%
Caminho 21 4.1889 1.8444 1.0667 0.7333 Caminho 21 8.02% 7.87% 7.94% 8.25%
Caminho 22 4.2556 1.8222 1.1 0.7444 Caminho22 8.09% 7.86% 8.08% 8.28%
Caminho 23 4.1444 1.9778 1.0333 0.7222 Caminho23 7.98% 8.18% 7.84% 8.18%
Caminho 24 4.3111 1.9667 1.1222 0.7111 Caminho24 8.12% 8.17% 8.18% 8.08%
Caminho 25 4.0444 1.7889 1.1222 0.7 Caminho 25 7.87% 7.78% 8.16% 8.02%
Caminho 26 4.0111 21  1.1111 0.6111 Caminho 26 7.83% 8.43% 8.10% 7.48%
Caminho 27 4.0111 1.8444 1 0.7444 Caminho 27 7.86% 7.90% 7.70% 8.28%
Caminho 28 4.2667 2.0111 0.9889 0.7667 Caminho 28 8.09% 8.24% 7.66% 8.41%
Caminho 29 3.8222 1.7889 0.9333 0.6222 | || Caminho29 7.67% 7.78% T7.44% 7.56%
Caminho 30 4.2556 1.9556 1.0333 0.7667 Caminho 30 8.09% 811% 7.83% 841%
Caminho 31 4.3 1.9 1.1444 0.6889 Caminho 31 8.12% 8.02% 8.24% 7.96%
Caminho 32 4.3 19 11556 0.7222 Caminho 32 8.13% 8.02% 8.28% 8.14%
Caminho 33 4.3889 1.9889 1.1222 0.6333 Caminh.o 33 8.18% 8.19% 8.16% 7.64%
Caminho 34 4.3222 2.0333 1.0667 0.7889 Caminho 34  8.13% 8.29% 7.97% 8.52%
Caminho 35 4.3333 1.9667 1.0222 0.6778 Caminho 35 8.16% 8.16% 7.80% 7.88%
Caminho 36  3.8333 1.7444 0.9778 0.5222 Caminho 36 7.66% 7.70% 7.61% 6.92%
Caminho 37 4.2667 2.0222 1.2667 0.7778 Caminho 37 8.09% 8.28% 8.67% 847%
Caminho 38 4.1 = 1.7778 1.0667 0.6556 Caminho 38 7.93% 7.75% 7.96% 7.76%
Caminho 39 4.0778 1.9333 1.0444 0.7111 Caminho 39 7.91% 8.10% 7.89% 8.10%
Caminho 40 4.6333 2.1444 1.1444 0.7444 Caminho 40 8.42% 8.53% 823% 827%
Caminho 41 4.1667 1.9556 1.2 0.8111 Caminho41 8.02% 8.13% 8.45% 8.65%
Caminho 42 4.0222 1.9 1.0889 0.5667 Caminho 42 7.84% 8.02% 8.04% 7.22%
Caminho 43 4.1 1.9667 1.1778 0.7222 Caminho 43 7.92% 8.16% 8.37% 8.16%
Caminho 44 4.2111 1.9444 1.0889 0.6556 Caminho 44 8.03% 8.10% 8.04% 7.76%
Caminho 45 4.2444 1.7778 09778 0.7 Caminho 45 8.07% 7.76% 7.61% 8.02%
Caminho 46 4.4444 1.9778 1.2222 0.7556 Caminho 46 8.25% 8.19% 8.50% 8.33%
Caminho 47 3.9778 1.8667 1.0778 0.7444 Caminho 47 “7.79.% 7.93% 8.01% 8.28%
Caminho 48 4.4444 19778 1.0222 0.7 Caminho 48 8.26% 8.19% 7.80% 8.02%
Caminho 49 4.1111 1.9667 1.1333 0.7556 Caminho 49 7.96% 8.17% 8.20% 8.35%
Caminho 50 4.4111 2.0333 1.2556 0.8444 Caminho 50 8.24% 8.31% 8.63% 8.82%
Caminho 51 44 20444 12222 0.8111 Caminho 51 8.22% 8.31% 8.53% 8.63%
Caminho 52 4.3778 1.7778 0.9222 0.6556 Caminho 52 8.18% 7.75% 7.41% 7.75%
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Caminho 63 3.9444 2.0556 1.2889 0.7 Caminho 53 7.79% 8.33% 8.76% 8.03%
Caminho 54 4.2222 19333 1.1222 0.7444 Caminho 54 8.05% 8.07% 8.16% 8.26%
Caminho 55 4 1.8444 1.0333 0.6556 Caminho 55 7.82% 7.92% 7.84% 7.76%
Caminho 56 4.3667 2.0444 1.1 0.7444||| Caminho56 8.18% 8.31% 8.09% 8.28%
Caminho 57 4.1333 1.8889 1.1111 0.7556 Caminho 57 7.97% 8.00% 8.10% 8.33%
Caminho 58 3.9556 1.7667 0.9444 0.6333 Caminho 58  7.79% 7.70% 7.49% 7.63%
Caminho 59 4.2444 1.9333 1.1222 0.6222 Caminho 59 8.09% 8.08% 8.17% 7.58%
Caminho 60 4.1778 1.8667 1.0556 0.6889 Caminho 60 8.00% 7.94% 7.89% 7.97%
Caminho 61 4.1222 1.8222 1.0444 0.6111 Caminho 61 7.95% 7.86% 7.88% 7.51%
Caminho 62 4.2111 1.9222 1.1222 08 Caminho 62 8.03% 8.06% 8.16% 8.58%
Caminho 63 3.9222 1.7111 1.0556 0.7444 Caminho 63 7.77% 7.61% 7.90% 8.28%
Caminho 64 4.3444 2.0667 1.1444 0.6889 Caminho 64 8.16% 8.36% 8.24% 7.96%
Caminho 65 4 1.8667 1.0222 0.6667 Caminho 65 7.82% 7.94% 7.79% 7.85%
Caminho 66 4.1667 1.8222 1.0333 0.6556 | | | Caminho 66 8.00% 7.84% 7.86% 7.78%
Caminho 67 4.0667 1.7333 1 0.5778 Caminho 67 7.91% 7.66% 7.73% 7.31%
Caminho 68 4.4222 1.9222 1.0111 0.8444 Caminho 68 8.24% 8.06% 7.74% 8.83%
Caminho 69 4.0667 1.8889 1.0667 0.7333 Caminho 69 7.90% 7.99% 7.96% 8.22%
Caminho 70 4.2778 19111 11 07778 Caminho 70 8.09% 8.02% 8.08% 8.46%
Caminho 71 4.4222 2.1333 1.0556 0.7667 Caminho 71 8.25% 8.47% 7.91% 8.41%
Caminho 72 4.1222 2.0778 1.0778 0.6667 Caminho 72 7.96% 8.39% 7.99% 7.84%
Caminho 73 4.0778 1.9333 0.8889 0.8444 Caminho 73 7.92% 8.10% 7.27% 8.82%
Caminho 74 4.3556 1.8667 1.2778 0.6667 Caminho 74 8.20% 7.94% 8.70% 7.83%
Caminho 75 4.2556 1.7667 1.0778 0.7667 Caminho 76 8.08% 7.73% 8.01% 8.43%
Caminho 76 4.3222 1.9889 1.1222 0.7444 Caminho 76 8.13% 8.18% 8.16% 8.28%
Caminho 77 41778 1.7 1.2  0.7667 Caminho 77 8.02% 7.59% 8.45% 8.41%
Caminho 78 4.1667 1.8 1.l 06778 Caminho 78 8.00% 7.79% 8.08% 7.92%
Caminho 79 4.2222 1.8444 1.0111 0.7444 Caminho 79 8.07% 7.89% 7.74% 8.26%
Caminho 80 4.1333 1.9 1.0111 0.6667 Caminho 80 7.97% 8.00% 7.76% 7.83%
Caminho 81 4.0667 1.8667 1.0556 0.7111 Cé.minho 81 7.93% 7.95% 7.90% 8.09%
Caminho 82 3.8667 1.8556 1.0444 0.6556 Caminho 82 7.69% 7.92% 7.88% 7.718%
Caminho 83 4.6222 20444 13 0.7444 Caminho 83 8.42% 8.33% 8.81% 8.28%
Caminho 84 3.9556 1.7889 1 0.6222 Caminho 84 7.79% 7.78% 7.69% 7.57%
Caminho 85 4.0333 1.9556 1.0778 0.6778 Caminho 85 7.8?% 8.13% 8.00% 7.89%
Caminho 86 3.8222 1.6667 0.9778 0.6667 Caminho 86 7.67% 7.51% 7.62% 7.84%
Caminho 87 4.0222 1.8 1.1556 0.6667 Caminho 87 7.86% 7.81% 8.28% f.SB%
Caminho 88 4.1333 18111 1 0.5667 Caminho 88 7.95% 7.83% 7.711% 7.22%
Caminho 88 44 1.7667 1.1111 0.6778 Caminho 89 8.24% 7.75% 8.13% 7.88%
Caminho 90 4.0556 1.9111 1.1778 0.6889 Caminho 90 7.88% 8.03% 8.38% 7.97%
Caminho 91 4.1889 2.0778 1.2667 0.8222 Caminho 91 8.02% 8.39% 8.68% 8.70%
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Caminho 92 3.8889 1.7444 1.0556 0.5778 Caminho 92 7.71% 7.68% 7.92% 7.29%
Caminho 93 4.0333 1.7333 0.9444 0.6556 Caminho 93 7.87% 7.63% 7.47% 7.79%
Caminho 94 4.3333 1.9444 1.1889 0.7222 Caminho 94 8.15% 8.12% 8.41% 8.16%
Caminho 95 4.2111 1.9111 1.0556 0.6333 Caminho 95 8.03% 8.03% 7.94% 7.64%
Caminho 96 4.0444 1.7889 1.1111 0.6778 Caminho 96 7.88% 7.77% 8.14% 7.91%
Caminho 97 4.1444 2.0222 1.0444 0.6556 Caminho 97 7.96% 8.27% 7.86% 7.77%
Caminho 98 4.0222 1.7222 0.9778 0.7778 Caminho 98 7.88% 7.63% 7.61% 8.47%

Caminho 99 4.1111 2.0111 0.9556 0.7 Caminho 99 7.95% 8.25% 7.52% 8.04%
Caminho Caminho
100 4.:5111..2.0111 12 (.8556 100 8.32% 8.25% 8.44% 8.90%

Tabela 3 — Média de ajustes e volatilidade associada para cada um dos caminhos gerados, supondo

diversas variagoes do ativo

3) Cédigo fonte de Matlab utilizado na etapa de Validagao/Resultado
do Método

function [Media_Vols, Vols, Series, Media_Ajuste, Ajuste_Medio] =
Calcula_Vol_Sabida(T,NSteps,s_inicial,r,vol_real,NRepl,variacoes,
BidOfferSpread)

%Para um dado periodo de tempo (T) é um numero de passos escolhidos
(no

Jnosso caso preferencialmente tal que dt = 1 minuto) trago trajetérias
(NRepl) para

%0 preco do ativo que respeitem a volatilidade e o retorno escolhidos
(vol_real e r) para o

hativo.

%Utilizando as séries de pregos gerados calculo a volatilidade
realizada de

hacordo com minha metodologia (para diversas variagdes do ativo >>
variagdes) .

%Sendo assim, para cada série de pregos terei varias volatilidades
hcalculadas (uma para cada variagdo do ativo escolhida). Tirando a
média

hentre os diferentes cendrios para cada variagdo nos dard a
volatilidade

hcalculada para cada variagdo.
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%Além dos valores serem préximos entre si, eles também sdo préximos da
%volatilidade real do ativo (utilizada na simulag3o)!

%Note que hd ainda a possibilidade de se incluir um custo transacional
de

/#Bidx0ffer spread (n&o utilizado neste exercicio).

dt = T/NSteps;

strike = exp(r*T)*s_inicial;

’Gerando Series de Precos’
serie = Retorna_Trajetorias_Ativo(s_inicial,r,vol_real,T,NSteps,NRepl);

’Series de Precos Geradas’

’Calculando Numero Medio de Variacoes Diarias (para cada serie de
precos e variacao escolhida)’

for i = 1:NRepl

[media_ajuste(i,:), ajuste_medio(i,:)] =
Retorna_Media_Variacoes(serie(i,:), variacoes, 0, T*360);

i

end

’Medias Calculadas’

’Encontrando a Volatilidade Implicita Realizada’
for i = 1:NRepl
for j = 1:max(size(variacoes,1),size(variacoes,2))
media = media_ajuste(di,j);
s_atual = s_inicial * exp(ajuste_medio(i,j));
s_fwd = exp(r*(1/media)/360)*s_inicial;
f=0(x) blsprice(s_atual,strike,r,T,x)-
blsprice(s_inicial,strike,r,T,x) -
blsdelta(s_inicial,strike,r,T,x)*(s_atual-s_inicial)...
+ (blsprice(s_fwd,strike,r,T-(1/media)/360,x)-
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blsprice(s_inicial,strike,r,T,x));
vol(i,j) = fzero(@(x) f(x), [0.001;0.5]);
end
i
end
’Volatilidades Calculadas’

Media_Vols = mean(vol,1)
Vols = vol;

Series = serie;

Media_Ajuste = media_ajuste;

Ajuste_Medio = ajuste_medio;

function [serie] =

Retorna_Trajetorias_Ativo(SO,mu,sigma,T,NSteps,NRepl)

dt = T/NSteps;

mudt = (mu-0.5*%sigma”2)*dt;

sigmadt = sigmax*sqrt(dt);

incrementos = mudt + sigmadt*randn(NRepl,NSteps);
logtraj = cumsum([log(S0)*ones(NRepl,1),incrementos],2);
serie = (exp(logtraj));

function [Media_Ajustes, Ajustes_Medio] =

Retorna_Media_Variacoes(Precos, Variacoes, BidOfferSpread, NDias)

%Volta o Numero Medio de Ajustes e o Ajuste Medio, dada uma serie de

precos e um vetor de variacoes

N_variacoes = length(Variacoes);
N_precos = length(Precos);
Numero_Ajustes = zeros(N_variacoes,1);

Ajuste_Medio_Atual = zeros(N_variacoes,1);
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for j = 1:N_variacoes
Spot_Anterior = Precos(1);
for i = 1:N_precos
if abs(log(Precos(i)/Spot_Anterior)) >=
(Variacoes(j)+Bid0fferSpread)
Ajuste_Medio_Atual(j) = Ajuste_Medio_Atual(j) +
abs(log(Precos(i)/Spot_Anterior))-BidOfferSpread;
Numero_Ajustes(j) = Numero_Ajustes(j) + 1;
Spot_Anterior = Precos(i);
end
end

end

Media_Ajustes = Numero_Ajustes/NDias;

Ajustes_Medio = Ajuste_Medio_Atual ./ Numero_Ajustes;
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