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Resumo

Neste trabalho estudamos o Método Averaging. Este método é uma ferra-
menta extremamente util para quantificar o niimero de ciclos limites que po-
dem bifurcar de uma singularidade do tipo centro de um sistema de equacoes
diferenciais.

A parte inicial do trabalho apresenta a Teoria de Aproximacao Assintotica
e um primeiro contato com o Averaging. Posteriormente apresentamos uma
versao do Averaging via a Teoria do Grau de Brouwer. Finalmente fizemos
algumas aplicacoes do método apresentando uma cota superior para o nimero
de ciclos limites que podem bifurcar a partir das orbitas periédicas de centros
de um sistema de equacoes diferenciais. Além disso, mostramos através de
exemplos concretos que esta cota superior pode ser realizada.

Palavras chave: Método Averaging, Ciclos Limites, Teoria da Aproximagao
Assintética.



Abstract

In this work we study the Averaging Method. This method is a useful tool
in order to give the maximum number of limit cycles that can bifurcate from
a center type singularity of a differential equation system.

In the first part of the work we present the Asymptotic Approximation
Theory and a first view of the averaging. After that, we present a version of
the averaging via Brouwer Degree Theory. Finally we give some applications
of this method presenting an upper bound for the number of limit cycles that
can bifurcate from a center type singularity of a differential equation system.
Moreover, we show by presenting concrete examples that this upper bound can
be realized.

Key words: Averaging Method, Limit Cycles, Asymptotic Approximation
Theory.
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Capitulo

Introducao

1.1 Conceitos Basicos

Neste capitulo vamos estudar os conceitos e métodos elementares assinto-
ticos que sao pré-requisitos necessarios para o estudo de tempo-lento.

Alguns métodos que podem ser utilizados s@o: analise numérica, aproxima-
¢ao por uma série de fungoes ortonormais em um espaco de Hilbert, aproxima-
¢ao por uma série convergente ou teoria da aproximacao assintética. Conside-
raremos problemas onde a teoria da aproximagcao assintética é utilizada com
mais freqiiéncia e iremos introduzir os conceitos necessérios. O livro [3] trata
deste contetido e com varias aplicacoes.

Vamos estudar equacoes da forma

&= [(t,7;€),

onde x é um vetor do R". Frequentemente devemos supor x € D C R" sendo D
um conjunto aberto limitado, e chamaremos a variavel x de varidvel espacial.
A variavel t € R é chamada de tempo; assumimos ¢t > 0 ou t > t; com t; uma
constante. O parametro € representa um pequeno parametro que caracteriza
a grandeza de certas pertubagoes. Vamos tomar € positivo, 0 < € < ¢y com
€p uma constante; entretanto, durante o processo de aproximacao poderemos
incluir o valor limite € | 0.

A fungao vetorial f(t,z;€) anteriormente descrita teré certas propriedades
com respeito as variaveis t e x e o parametro e. Com respeito a variavel espacial
x, f sempre ira satisfazer a condicao de Lipschitz:

Definigao 1.1.1. Considere a fungao vetorial f(¢,x;€), f(t,x;¢) € R, t5 <
t<to+T,z€ D CR" 0<e<ey, fsatisfaz a condicao de Lipschitz em x
com constante Lipschitziana L se em [to, to + 1] x D x (0, €g] temos

1t 215 €) = f(E, 225 €) || < Ly — 2],
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onde z1,25 € D, e L é uma constante positiva.

Agora podemos enunciar um conhecido teorema de existéncia e unicidade
para problemas com valor inicial. Para uma demonstragio ver [6].

Teorema 1.1.2 (Existéncia e Unicidade). Considere o problema com valor
inicial
dz

% = (t,l’;€>,$(t0) = o,

ondex € D CR" tg <t <ty+T,0<e<¢;D={x|r— x| <d}.
Suponhamos que

a) f(t,z;€) € continua para (t,x;€) em G = [to,tg + T] x D x (0, €.
b) f(t,x;€) satisfaz a condi¢do de Lipschitz com relagdo a varidvel x.

Entao o problema de valor inicial tem uma tunica solucao existente em
to <t <to+inf(T,L) onde M =sup | f|| e d uma constante positiva.
el

Iremos encontrar equagoes na chamada forma padrao, que sao equagoes na
forma

dx
E = Eg(t,l’),l’(to) = Zp-

Se as condicoes do Teorema de Existéncia e Unicidade sao satisfeitas, sabe-
mos que a solugao existe paraty < t < to+inf(T, %) com M =esup sup |g].

x€D tefto,to+T)
Admitindo T tao grande quanto possivel, isto significa que o tamanho do

intervalo de existéncia de solugao é da ordem — com L constante. Esta con-

€
clusao, na qual € é um parametro pequeno, envolve uma estimativa assintética
do tamanho de um intervalo; tal estimativa sera feita de forma precisa mais a
frente.

1.2 Conceitos de aproximacao assintdtica

Considere o problema de valor inicial

dx

= = f(t,z;€), z(to) = xo. (1.1)

Como sempre, t,ty € [0,00);z,29 € R e € € (0,¢] com e um pardmetro
pequeno positivo. Se o campo de vetores f é suficientemente suave em uma vi-
zinhanca de (tg, xo) € RxR" o problema de valor inicial tem uma tnica solugao
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z(t) para todo valor de ¢; alguns problemas desse processo de aproximagao sao
ilustrados pelos seguintes exemplos. Considere a equagao de primeira ordem
com valor inicial

dx

dt

A solugao é z.(t) = (z + €)e! — e. Podemos rearranjar essa expressao em
torno de e:

=z+¢x(0) =1

z.(t) = e +e(e' —1).

Este resultado sugere que de alguma forma a funcao ze' é uma aproximacao
para z(t) para t pequeno. Na defini¢ao do conceito de aproximagao assintdtica
precisamos considerar o dominio onde é valida a aproximacao. Um segundo ex-
emplo também mostra que na solucao a dependéncia com relagao ao parametro

€ nem sempre é C':
dx €T

@ _ 0) = 1.
il O

A solucao é
€

T(t) = ‘.
() = ()
Para caracterizar o comportamento da solugao em relagao a e, para t > 0

temos que dividir Rt em diferentes dominios. Por exemplo, tomando t >> ¢
podemos expandir

z(t) = 1 + eloge — elogt + O(%)

E claro que esta expansao nao satisfaz a condigao inicial.

Defini¢ao 1.2.1. Uma funcao (e) serd chamada fun¢ao ordem se d(e) for
continua e positiva (ou negativa) em (0, ] e lir% d(e) existe.

Muitas vezes usaremos subindices como i em J;(€), ¢ = 1,2.... Em muitas
aplicagoes devemos usar o conjunto de fungdes ordem {e"}>2 ., entretanto
fungoes ordem do tipo €7, ¢ € Q também poderao ser usadas.

Para comparar funcoes ordem usamos os Simbolos de Landau, ou também
conhecidos como, O-grande (O(-)) e o-pequeno (o(-)):

Definicao 1.2.2.

1. §1(e) = O(d2(€)) para € — 0 se existe uma constante k tal que [d;(e)| <
k|d2(€)| para € — 0;

=0.

=0 € ara € — 0 se lim 61(6)
2. d1(e) = 0(d2(€)) p 0 Lo d2(€)
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Exemplo 1.2.3.
1. € =o(e™) para € — 0 se n > m;
2. esen(2) = O(e) para € — 0;
3. €?loge = o(e?log® €) para ¢ — 0;

4. e = o(e") para € — 0 para todo n € N.

Agora §;(€) = 0(d(€)) implica que d1(¢) = O(d2(€)). Por exemplo, €2 = o(e)
e €2 = O(e) quando ¢ — 0. Entdo temos que introduzir a no¢io de uma
estimativa mais fina para fungoes ordem:

Definicao 1.2.4.

d1(€) = Og(d2(€)) para € — 0 se 01(€) = O(d2(€)) e d1(€) # 0(d2(€)) para

e — 0.

Exemplo 1.2.5.
esen(%) = Og(e);

eloge = Og(2¢elog e + €*);

Em todos os problemas vamos considerar fungoes ordem em uma vizinhanca
de ¢ = 0. Nas estimativas vamos omitir a expressao “para ¢ — 0”.

A varidvel real usada no problema de valor inicial (1.1) serd chamada de
tempo. Devemos também ter varidveis tempo-escala da forma 7 = §(¢€)t com
d(e) = O(1). Agora podemos estimar a ordem de grandeza de fungoes ¢(t, €)
definidas em um intervalo I, € € (0, €).

Definicao 1.2.6 (ordem de grandeza de ¢. em I).

1. ¢ = O(d(¢)) em I se existe uma constante k tal que ||¢|| = O(d(¢)) para
e — 0, d(¢) uma funcdo ordem em (0, €o] e ||.|| é uma norma para ¢ como
uma funcao de t;

ol

2. ¢ = 0(0(€)) em [ se lg% 5(e)’

3. ¢ = Og(d(€)) em I se ¢ = O(d(€)) e ¢ # 0(d(€)).
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Note que esta definicao implica que admitimos uma norma de uma funcao
independente de €. Devemos observar que existem diferentes normas envolvi-
das: primeiro uma norma para medir ¢(¢); entdo uma norma, que deve-
mos freqiientemente tomar a norma do supremo, para medir ¢, (como em
||oc|| = sup ||¢¢||) e finalmente podemos tomar a norma do supremo em e.

tel

E claro que podemos dar as mesmas defini¢oes para a variavel espacial.

Exemplo 1.2.7. Desejamos estimar a ordem da grandeza do erro quando
aproximamos sen(t + et) por sen(t) no intervalo I. Se I = [0, 27| temos para a
diferenca das duas funcgoes, usando a série de Taylor, que

R
sen(t + et) = sen(t) + Ry, onde lim — = 0.

e—0 €
Dai,
sup |sen(t+et) —sen(t)] = sup |Ri|=
te[0,27] t€[0,27]
sup |sen(t + et) — sen(t)] sup |Ri|
te[0,27] te[0,27]
= =00
€ €
sup |sen(t+ et) — sen(t)]
te[0,2n] Ri| —o
= sup |—
€ tefo,2n] | €

sup |sen(t+ et) — sen(t)]
te(0,27]

— 0 quando € — 0.
€

Logo, sup |sen(t+et)—sen(t)| =o(e) = sup |sen(t+et)—sen(t)| = O(e).
te[0,2m] t€[0,27]

Uma complicacao é o fato de que em muitos problemas a fronteira do
intervalo I depende de € de tal forma que o intervalo se torna ilimitado quando
¢ tende a 0.

Exemplo 1.2.8. Se no exemplo acima compararmos sen(t+ et) com sen(t) no
intervalo I = [0, 2Z]. Temos pela norma no supremo

sen(t + et) —sen(t) = Og(1).

Para estimar fungoes em tais intervalos existem muitas formas na literatura.
Usaremos a seguinte:

Suponha 0(¢) = o(1) e desejamos estimar ¢, em I = [0, ] com L uma

L
3(e)

constante independente de €. A estimativa & dada por

p. = O(dg(€)) quando e — 0 em I.
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Observacao 1.2.9 (Abuso de notacdo). Na pratica devemos escrever isto
como

de(t) = O(o(€)) quando € — 0 em I.

Como no exemplo anterior, mas esta notacao pode causar problemas. No
exemplo acima temos

sen(t + et) — sen(t) = O(1) quando ¢ — 0 em I.

Expressaremos estas estimativas como segue.

Defini¢ao 1.2.10 (tempo-escala). ¢.(t) = O(do(€)) quando € — 0 no tempo-
escala 67 '(€) se a estimativa satisfaz 0 < d(e)t < L com L uma constante
independente de e. Uma definicao analoga pode ser dada para estimativas
0(do(€)). Agora estamos prontos para estimar func¢oes ordem e para definir
aproximacao assintética.

Definicao 1.2.11.
a) 1(t) é uma aproximagcao assintética de ¢.(t) no intervalo I se

Ye(t) — ¢e(t) = o(1) quando € — 0, uniformemente para t € I.

Ou reescrevendo para intervalos que dependem de €

b) 1(t) é uma aproximacao assintética de ¢.(t) no tempo-escala §=*(¢) I
se
Ye(t) — ¢c(t) = o(1) no tempo escala 5 (e).

Em geral podemos obter como aproximagao assintética séries (ou expansoes)
em algum intervalo I. Existem expansoes da forma

Qge(t) = X0 100(€)Pn, (1)

nas quais d,(€) sao fungoes ordem com d,1(€) = 0(d,(€)), n =1,--- ,;m — 1,
e para as fungoes ¢,, (t) temos ¢,. = Og(1) em I. Dada uma fungao ¢. no
intervalo I, a série assintotica ¢. é chamada de aproximacao assintotica de
m-ésima ordem de ¢, em [ se

Ge(t) — de(t) = 0(Om(€)) em 1.

Exemplo 1.2.12. Considere
oc(t) =sen(t + et) em I = [0, 27,

~ 1

¢e = sen(t) + et cos(t) — §€2t2 sen(t).
As fungoes ordem sao d,(e) = "}, n=1,23,--- e <Z~>€(t) ¢ uma aproxi-
magao assintética de terceira ordem de ¢(t) em I.
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Exemplo 1.2.13. Tome

[e%¢) e—t
t) = dt .
¢6( ) /0 1+ et , €€ (0)60]

¢. esta bem definida, pois:
—t

<et Vtelo
T Se € [0, 00)

€ como

(0.9}
/ e tdt — 1
0
é convergente, entao pelo critério de convergéncia
[ee) eft
/ dat
o lH4e€t
é convergente, e assim bem definida.
Agora, transforme et = 7 obtendo

T
€

dt

1 [ e 1
¢5:_/ € dr. et:Tﬁd(Et)zlﬁe——lﬁdt:—dT
0 1+7 dr dr €

€

Integrando por partes:

1 :>du_ 1 Ly — 1 J
L7 dr @ T T n”

_T _T
dv=e¢<=v=—ce -

1 & 1| —ee =« X e
b= Tw - [ ed| =2 ;- d
e O A =Ry Aty

1 —ee . ee? © e

= —|lim — - —
€ [tmo0 147 1+0 o (147)2
Como

lim —< % — im —— =

T—oo 1+ 7 T—00 675(14_7-)

Temos o seguinte resultado

T

1 © et e
= e— | =1- [
¢ [ / TEESE ] / T+
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Repetindo a integracao parcial, temos

[eS) e~
¢ / TEESE

E facil ver que

(be = (56 + Rm5
o m+1 m > 67%
Onde Rm€ = (—1) (m + 1)'6 /O\ de

Fazendo a transformacao de 7 para t podemos observar que R,,. = O(e™ ")
entao ¢, ¢ uma aproximacao assintética de ordem m + 1 para ¢..

Y

Aproximagoes assintéticas nao sao tunicas. Outra aproximagao assintotica
de ¢c(t) em I seria

Vel(t) = sen(t) + eda. (1) — %e%‘z sen(t),

com ¢, = sen(et)cos(t)/e. A fungdo ¢, nado é determinada de forma tnica
como esta claro pela definicao. Mais importante, é que para uma funcao dada,
diferentes aproximacoes assintéticas podem ser construidas com diferentes con-
juntos de fungoes ordem. Considere o seguinte exemplo:

€

() = (1 — )t I=10,1].
6lt) = (1= =07, 1=[0,1]
As seguintes expansoes sao aproximacoes assintoticas de ¢, em I:
i, = fj( € yngn,
‘ o 1+e€

o, =14 et —1)""
=1

Uma observagao final relaciona o caso quando uma série assintética obtida
converge. Isto nao implica que a série converge para a funcao estudada. Con-
sideremos o seguinte exemplo

1

¢ = sen(e) +e <.
A expansao de Taylor nos da a seguinte série

n 2n+1

HZ: 2n+1

que converge quando m — oo;
De fato,



1.3 O Grau de Brouwer 18

€2n+1 3 5

€ €
tome z,, = m, (Jﬂn)neN = {67 5; aa T }
Assim,
62n+3 2
Tnt1  (2n+3)! €
Ty, % (2n +2)(2n + 3)

Como € < 1, entao z,11 < z,,.

2 (Tn)nen é decrescente.

2
. Tp41 . €
lim —— =1

= lim
Ty, (2n+2)(2n + 3)
O que prova nossa afirmagao.

=0 < 1, entdo (z,)nen € convergente.

Logo, <z~5E ¢ uma aproximacao assintotica de ¢, e
be — e = O(e*™ ) para todo m € N.

Entretanto, a série nao converge para ¢..

Na teoria de equagoes diferenciais nao-lineares esta parte de convergeéncia
¢ de pouco interesse pratico. Geralmente o célculo de um ou de mais termos
na expansao é tudo que precisamos para nossos interesses.

1.3 O Grau de Brouwer

Nesta secao vamos definir o grau de Brouwer e enunciar algumas de suas
principais propriedades. Para um detalhamento maior, ver [7]. Estes resulta-
dos serao utilizados no capitulo 3 no qual demonstraremos o método averaging
de primeira ordem que da uma relacao quantitativa entre as solucoes de um
sistema diferencial nao autonomo e os zeros de uma funcao definida em um
espaco de dimensao finita.

Vamos considerar V um subconjunto aberto e limitado do R™, V o seu
fecho, f : V — R"™ uma fungdo e S = {z € V|Js(x) = 0}, onde Jy(a) é o
determinante do jacobiano de f aplicado no ponto a .

Definigao 1.3.1. Sejam f : V — R” uma fungao de classe C' e b ¢ f(9).
Definimos o grau topolégico de Brouwer da aplicacao f em relacao a V no
ponto b, como sendo o numero inteiro

ds(f, Vb)) = > sign(J1(G),
Gef({v})
onde sign ¢é a fungao sinal definida por

1, se t>0
-1, se t<O.

sign(t) = {
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)
Exemplo 1.3.2. Considere a aplicacao f : (0, g) — R, definida por f(z) =

5
sen(x) com b = % Vamos calcular o grau de Brouwer com relagao a (0, 77T>

)
no ponto %, ou seja d(f, (0, g), %)
5
Para que d(f, (0, ;), %) esteja bem definida devemos verificar que % ¢

f(S). Temos

™

5= {we (0, D)feos(a) = 0} = 5 = (2,57} > 7(5) = {1,-1)

¢ f(5)={-11}

N

Assim, pela definicao,

a050,°5), 5 = S sign(J(Q)

2774
T
Gef ({4})
logo,
S, m

Vamos enunciar agora algumas propriedades do grau de Brouwer que serao
usadas nessa dissertacao:

e Invariancia por homotopia de classe C?
Sejam H : V x [0,1] — R™ uma fun¢ao continua, com b ¢ H(9V x [0, 1]).
Entao,
d(H(-,t),V,b) = constante, Vt € [0, 1].

¢ Existéncia de solugao
Se d(f,V,b) # 0 entao, existe xo € V tal que f(zq) = b.

e Excisao
Seja K C V um compacto e b ¢ f(K)U f(0V). Entao,

d(f,V,b) =d(f,V/K,b).

As demonstragoes dessas propriedades sao feitas em [7].



Capitulo

O Método Averaging para
Aproximacoes de solucoes

2.1 Formulacao de problemas simples de per-
turbacao

Estamos interessados em estudar problemas de valor inicial do tipo

dx
7. :f(twrve)wr(t(]) = Xo, (21)
dt

com z,r9 € D C R" ¢ty € [0,00),€ € (0,€0]. O campo de vetores satisfaz as
condigoes do teorema de existéncia e unicidade (1.1.2). Suponha que

lim f(¢,z;¢) = f(t,z,0)

e—0

existe uniformemente em D X I com [ um subintervalo [to, A] de [0, 00). Entao
podemos associar ao problema (2.1) o problema

Y F5:0)yt) = 20, (2.2)
e desejamos estabelecer uma relacao entre a solugdo do problema (2.1) e do
problema (2.2). A relagao sera expressa em termos de aproximagoes assintéticas,
como introduzido na Secao 1.2. Note que este tratamento s6 faz sentido se nao
conhecemos as solugoes de (2.1) e conseguimos resolver (2.2). A ultima hipétese
nao ¢ trivial pois (2.2) é jem geral, ndo-autonoma e nao-linear.

Apesar desta parecer uma aproximagao natural, para problemas de valor
inicial ela produz em geral resultados fracos. Vamos mostrar este fato através
do exemplo a seguir e entao apresentar uma estimativa da diferenca entre as
solugbes dos problemas (2.1) e (2.2) no Lema 2.1.2.
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Exemplo 2.1.1.

d
d_f = —ex,z(0) = 1;2 € [0,1],t € [0,00), € € (0, €.
O problema sem perturbacao é
dy
= 1.
= = 0.y(0) =

Entao z(t) = e, y(t) = 1 e ndo conseguimos nenhum resultado melhor que

z(t) — y(t) = O(€) no tempo-escala 1.

Antes de enunciar o proximo lema, vamos demonstrar o Lema de Gronwall
[3]:
Lema 2.1.2 (Lema de Gronwall). Suponha que para to <t <ty+T
t
¢(t> < 52(t — to) + 51/ ¢(S)d$ + 53,
to

com ¢(t) continua, ¢(t) > 0 para to <t <to+T e constantes 61 > 0, o > 0,

03 > 0. Entao
5 51 t— to) 52
o) < (F o) i - 2

para tg <t <ty+T.

0y
Demonstra¢ao. Tome ¢(t) = ¢ (t) — 5. due transforma a inequacao em
1

<51/w d8+ +(53

Excluindo o caso trivial d, = 03 = 0, neste caso (b(t) =0paraty<t<tg+T.
O lado direito € positivo, desta maneira

d19(t)

09
51ft0 d5+5 + 03

< ;.

A integracao produz

0o 09
IOg / 1/) dS + = 5 + 53) 1Og(5 + 53) < 51(t — to)
ou 5,
/ Y(s ds+ +53 (6 + 03)er(t710),
1
Aplicando a inequacao original para 1 temos

TORYC

e transformando novamente para ¢(t) obtemos o resultado do lema. ]

5+6)51tt0)
1
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Lema 2.1.3. Considere os problemas de valor inicial

& ) + 8( ot ;) 2(to) = o (23)
Y = t.0),0lto) = 0, (2:4)

nos quais f e g sao Lipschitz-continuas com respeito a x em D C R™ e continua
com respeito a (t,x;€) € [t,00) x D x (0,€]; d(€) é uma fung¢ao ordem. Se
g(t,z;€) = O(1) no tempo-escala 1 temos

z(t) —y(t) = O(d(€)) no tempo — escala 1.

Demonstracao. Escrevemos as equagoes diferenciais (2.3) e (2.4) como equagoes
integrais

(1) :amyKU@ﬂﬁww@maawoma
y@==%+[f@wﬁ0%

Subtraindo as equacoes e tomando a norma desta diferenca temos

() — gt :n/ (5,2(5)) — F(5,9(5): 0) + 8()gs, 2(s); )ds]

/HU@ﬂ@) o0+ [ I5t)a(s,(s)i0)ds

Existe uma constante M com ||g(s,z(s);€)|]| < M em I x D x (0,¢)]. A
condigao de Lipschitz-continuidade de f com respeito a varidvel z (com con-
stante L) implica que

l(t) H<L/Hx 9)llds + 8(e)M(t — to).

Aplicando o Lema de Gronwall com 61(€) = L,d2(€) = Md(e),d3 = 0,
obtemos

J(t) — (D) < 5(e) ) — (e

Logo, desta inequacao temos que y é uma aproximacgao assintética de x com
erro 0(¢€) se L(t—tp) é limitado por uma constante que nao depende de €; entao
a aproximacao é valida no tempo-escala 1. Il

M
= (2.5)
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Observe que se tentarmos melhorar a aproximacgao pela escolha de uma
equagao associada melhor (incluindo termos de ordem maior em €), o tempo-
escala de validade nao é estendido. De forma mais especifica, vamos supor que
podemos escrever

dr _ f(t,2) + 0(e)g(t, z;0) + d(e)h(t, z;¢€),

com h = O(1) e §(¢) = o(6(¢)). Aplicando a mesma técnica de estimativas
com d1(€) = L e do(€) = d(€) M a estimativa (2.5) produz para y, como solu¢ao

dy

E = f<t7y) + 5(6)g(t,y;0)’y(t0) = 2o,

a seguinte estimativa para a aproximacao:
x(t) — y(t) = O(3(€)) no tempo-escala 1.

Para estender o tempo-escala de validade precisamos de métodos mais
sofisticados. A funcao y definida no lema e discutida acima é chamada de
aprorimacao formal de x. Notemos que esta aproximacao formal para proble-
mas com valor inicial é uma aproximacao assintética no tempo-escala 1.

2.2 Reformulagao na forma padrao

Vamos encontrar equacoes na chamada forma padrao:

d
L
x(to) = zo.

Consideremos o problema com perturbacao da forma

dx
— = f(t.2) +eg(t, z7¢) (2.6)
x(ty) = o

e o problema sem perturbacao
Y
7 — f(¢t
a ~ 1Y) (2.7)
y(to) = xo.

Suponhamos que (2.7) pode ser resolvido explicitamente. A solugao depen-
dera do valor inicial xy e a escrevemos como y(t, xo). Entao temos

Y= y(th)’y(o; Z) =2z,z € R™.
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Agora consideremos esta como uma transformagao (método da variagao
dos parametros) como segue:

x =yt 2).

Usando (2.6) e (2.7) derivamos a equagao diferencial em z

dy Oydz .
a + %E - f(tay) +Eg(t7y7 6)'

Como y satisfaz a equacao nao perturbada, os primeiros termos dos lados

. y ., .
esquerdo e direito se cancelam. Se supormos que —= ¢é nao-singular podemos

0z
escrever
dz oy(t, z) -1 '
a—e( P ) g(t,y(t,2);e€). (2.8)

A equagao (2.8), mais o valor inicial de z serd chamada de problema com
perturbagao na forma padrao.
Em geral, equagoes do tipo (2.8) sdo pouco interessantes.

Exemplo 2.2.1. Considere duas espécies vivendo em uma regiao com um
suprimento de comida restrito e uma ligeira interagao entre as espécies afetando
sua densidade polacional x; e x5. Descrevemos o crescimento populacional pelo
modelo

dx
d_tl = a1, — 1’% + efi1(z1,22), 21(0) = 95(1),
dx
d_t2 = ATy — 5 + efo(w1, 13), 12(0) = 29,

onde as constantes a;, 20 > 0 e x;(t) > 0 para i = 1,2. A solu¢ao do problema
sem perturbacao é

) 0t
2i(t) = a; _ a;x; e

1+a¢z

@l o~ a;+a(et —1)

i

Aplicando (2.8) temos

% =ee "1+ 2—Z(et — 1)) fi(x1, 22) 2:(0) = a?, i =1,2.

Como foi dito anteriormente a transformacao pode se tornar impraticavel,
e podemos ver nesse exemplo porque mesmo que tomemos f; constante, o lado
direito da equacao cresce exponencialmente. Existe entretanto uma classe
importante onde essa técnica funciona bem, e vamos estuda-la na préxima
secao.
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2.3 A forma padrao no caso quaselinear

O problema com perturbacao

dx
% = f(t,l') + 69<t7xa 6)7 $<t0) = To
sera chamado de quaselinear se a equacao pode ser escrita como
d
= = Al + eg(t.zi0), a(to) = xo (2.9)
onde A(t) é uma matriz continua n x n. O problema sem perturbagao
dx
— = A(t
- = Aty

possui n solucoes linearmente independentes com as quais construimos a matriz
fundamental ®(¢). Escolhemos ® tal que ®(ty) = I. Aplicando o método da
variacao dos parametros, obtemos

x=®(t)z
e obtemos de (2.8) da pagina 24
d
d—j = e ()g(t, B(t)z; ). (2.10)

Se A é uma matriz constante temos para a matriz fundamental
O(t) = eAlt—t0),
A forma padrao neste caso é

dz

— = ee AT g (¢t A0 50 ), (2.11)
dt

E claro que se os autovalores de A nao sao todos puramente imaginarios,

a equacao com perturbagao (2.11) pode apresentar alguns problemas se g for
limitada.

Observacao 2.3.1. Na teoria de oscilagoes forcadas nao-lineares os problemas
com perturbacao podem ser da forma

é—f = Ax + f(t) + eg(t,z;€), 2(tg) = xo, (2.12)

com A uma matriz constante. A transformacao variacdo dos parametros nos
fornece

t
x = el 4 Alh) / e 4071 f(7)dr. (2.13)
to
O problema com perturbacao na forma padrao é
d

onde z tem que ser reescrito na forma da expressao (2.13).
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Exemplo 2.3.2. No estudo de oscilagoes nao-lineares podemos considerar o
problema com valor inicial com perturbacao

i+ win = eg(t,z, @5€), x(ty) = a, i(ty) = . (2.14)

Duas solucoes independentes do problema sem perturbacao §j + w?y = 0
sao cos(w(t —tp)) e sen(w(t — ty)). A transformacio variagdo dos parametros
fornece

{gg = 2z cos(w(t —to)) + ;sen(w(t—to)), (2.15)

T = —zwsen(w(t —tg)) + 2z cos(w(t — tg)).

Observe que a matriz fundamental é ®(¢) = I. A equagao (2.11) neste caso
torna-se

% = —5 sen(w(t — to))g(t, -, s €), z1(ty) = a,

(2.16)
dZQ
T ecos(w(t —to))g(t, -, - €), 2(te) = B.

As expressoes para x e & devem ser substituidas em g nos lugares dos pontos.

Pode ser vantajoso adaptar uma transformacao que nos forneca imediata-
mente as equagoes da variacao da amplitude r e da fase ¢ da solugao. Tomemos

x = rcos(wt + 1), (2.17)
T = —rwsen(wt + ). '

A equagao com perturbagao torna-se

dr €
% = ; sen(wt + lﬂ)g(t ) 6)7
(2.18)
dvp € .
- = o cos(wt +)g(t, -, 5 €).

Os valores iniciais de r e 1) podem ser calculados por (2.17). E claro que a
férmula com perturbagao (2.18) ndo é muito interessante em problemas onde
a amplitude r torna-se pequena. Na Secao 2.5 mostramos a utilidade das
transformagoes (2.15) e (2.17).

2.4 Averaging, uma primeira introducao

Nesta secao vamos apresentar a forma mais simples da teoria averaging. Es-
tamos interessados na solucao de problemas com perturbacao na forma padrao
que podemos escrever da seguinte forma
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le—f = ef(t,x) + g(t,z;€), 2(ty) = 0. (2.19)

Suponha que f é T-periédica em t, entao parece natural dividir propor-
cionalmente f em t (enquanto deixamos x constante). Entao consideremos a
seguinte equagao média

— = ef*(y), y(to) = xo (2.20)

) = %/0 ft,y)dt.

Com mais algumas hipéteses (nem todas realmente necessarias), podemos
estabelecer o seguinte resultado [3]:

Teorema 2.4.1 (averaging de primeira ordem). Considere os problemas de
valor inicial (2.19) e (2.20) com z,y,x9 € D C R",t € [to,to + T, € € (0, €.
Suponha

1. f,g e V[ estao definidas, sao continuas e limitadas por uma constante
M independente de €, em [tg, 00) X D;

2. g € Lipschitz-continua em x € D;
3. f éT-periodica em t com T constante, independente de €;

4. y(t) pertence (independente de €) a um subconjunto interior de D no
tempo-escala %;

entao
1
z(t) —y(t) = O(€) quando € — 0 no tempo-escala —.
€
Observagao 2.4.2. Podemos verificar que na hipdtese (1) é suficiente consi-
derar o conjunto [tg,to + f] com L uma constante independente de e.

Demonstragao. As hipdteses (1) e (2) garantem a existéncia e unicidade das
solugbes dos problemas (2.19) e (2.20); pela escala 7 = et temos a existéncia
da equagao (2.19) no tempo-escala 1 em 7, i.e., em % em t. Defina

u(ty) = / F(s,9) — )]s,

Pela observacao 2.4.2, podemos considerar o conjunto [to,ty + 7' no tempo-
escala %, onde T' é o periodo de f em t.
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E claro que |[ul(t,y)| < 2MT em [to,to + T] x D no tempo-escala L
Introduza z(t) = y(t) + eu(t,y(t)). Estimamos, ja que y(t) € D no tempo-
escala 1,

J2(t) =y @) < [lz(t) —z(@)[[+[2(8) =y (O] < lz(@) — 2] +ellult, y()] <
|x(t) — 2(t)]| + 2eMT.

Notemos que z(t) — z(t) = /t (fl—f - fl—j) ds e calculemos
dv dz dy  Ou(t,y(t))dy  Ou(t,y(t))
i ef(t,x(t)) + eg(t,z(t)) — e e—ay P v
= ef(t,x(t) —ef(t, 2(1))

+ gt a(t) — o e a—yfo(y) +ef(t2(8) — ef (ty(t) + f°()

J/

Afirmacao: existe uma constante k tal que
IR|| < ke,

De fato,

IR] = letg (t, a(t)) - 2L 4L

dy
I 904) -+ e, 20)) — ef )],

t,y(t
Observe que || f(y)|| < M e HMH < 2MT e da Lipschitz-continuidade

dy

de f segue que existe uma constante L tal que

1£(t2(8) = F(t @) < Lllz(t) =yl < ELlju(t, y(0)]] < 2eLMT

IR L | EM|| || E2MT||| M ||+ M LT || < € (M + 2M?*T + 2MLT) .

~~
=k

E claro que

FPy)tef(t, =) —ef (. yO)I < lle®g(t, x(t))]|+
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tde  dz
) —z(t)] < — —Z|d
|z(t) —z@)|| < /toHdt o llds

< / (lef(t.2()) — ef (£, 2(t)) + Rll)ds

to

< /(IIEf(t,x(t))—ef(t7Z(t))||+||R||)d8

to

/t (e (t, () — ef (. ()] + ke)ds

IN

< ||ef(t,:r;(t))—ef(t,z(t))Hds—i—/t ke*ds

to

< e/ L||z(t) — z(t)||ds + ke*(t — o)

to

< Le/t |2(t) — 2(2)||ds + ke*(t — to).

Aplicando o Lema de Gronwall (2.1.2) temos

k k
l2(t) = 2()]] < et — e

ll

e conseqiientemente

() — y(t)|| — 2eMT < ||z(t) — 2(t)|| < e (%eem_to) _ %) '

k
(o) = (o) < (Tt - £ anr).

T 1
Como eL(t — tg) < eL— = LT, no tempo-escala —, ou seja é limitado por
€ €

uma constante independente de €, resulta que
1
x(t) — y(t) = O(€) quando € — 0 no tempo-escala —.
€
m
Podemos ter uma versao um pouco diferente deste teorema se permitirmos

erros no valor inicial, também as funcoes ordem e, €2 podem ser um pouco mais
gerais [3]:
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Teorema 2.4.3. Considere o problema de valor inicial

dx
5 = 0u(e)f(t,2) + 0a2(e)g(t, 3€), (to) = o
e o problema associado
d
= = 81(9£°(y), ylto) = mo+ ()

01,09 € O3 sdo fungdes ordem em €, 09 = 0(61) quando € — 0. Com as condig¢oes
(a-d) do Teorema 2.4.1 temos

o 1
z(t) —y(t) = 0(5—: + d3) quando € — 0 no tempo-escala 5

Demonstracao. A prova é analoga a do Teorema 2.4.1. Il

2.5 Exemplos e contra-exemplos do averaging
elementar

Nesta secao vamos aplicar o Teorema 2.4.1 para alguns problemas classicos.
Também apresentamos alguns contra-exemplos para mostrar a necessidade de
algumas hipoteses e restrigoes do teorema.

Exemplo 2.5.1 (equacao de van der Pol). Considere a equagao
T4z =c¢ef(xr, ) (2.21)

com valores iniciais z(0) e ©(0) dados e f uma funcao de classe C* em D C
R2. Este ¢ um sistema quaselinear e usaremos a transformacao fase-amplitude
(2.18) para colocar o sistema na forma padrao. Tome

= rcos(t+ 1),
= —rsen(t+ ).

A equagao com perturbagao (2.17) torna-se

% = —esen(t +¢)f(rcos(t + ), —rsen(t + 1)), r(0) = ro, (2.22)
W= con(t + 0 f(r cos(t + ), —rsen(t + 1)), 6(0) = th.

O campo de vetores (2.22) é 2m-periédico em t e se f € C'(D) podemos
aplicar o avaraging do lado direito visto que excluimos uma vizinhanca da
origem. Como a equagao original é autonoma, a nova equacao depende apenas
de r e definimos duas componentes para o novo campo de vetores como segue
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filr) = % i ' sen(t + ) f(r cos(t + 1), —rsen(t + 1))dt
_ L " sen(7) f(rcos(T), —rsen(T))dr
2 J,
e
1 2w
fa(r) = o i cos(7) f(rcos(r), —rsen(r))dr.

Uma aproximacao assintotica é dada por

i
d—; = —efi(F)
b _f(7)
dt 2

com valores iniciais apropriados. Esta é uma reducao a um sistema autonomo
de primeira ordem.

Aplicamos a reducao acima para um famoso exemplo, a equagao de van
der Pol:

i+x=el—ai.

Assim

flr,i)=(1 -2 =

f(rcos(t+ ), —rsen(t + 1)) = (1 — r2cos®(t + 1)) (—rsen(t + )).

Dessa forma temos

filr) = % /027T —rsen?(t + ) (1 — r? cos®(t +v))dt = —g (1 - ;)
e
1 2
fo(r) = 5 / —rcos(t + 1) sen(t + ) (1 — r* cos®(t 4+ ¢))dt = 0.
0
Logo,
%= % (1 B Tz) (2.23)
f%i: 0. (2.24)

Pelo Teorema 2.4.1 a solugao ¢é

et
Tro€ 2

T+ L — 1)1 U F )+ 00 (2.25)

z(t) =
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no tempo-escala —.
€

Se o valor inicial da amplitude r for igual a 0 ou 2 a amplitude 7 é constante
para todo tempo. O valor ryp = 0 corresponde a um ponto critico instavel da
equacao original, rg = 2 da uma solucao periédica. Temos

z(t) = 2 cos(t + 1hy) + O(€) no tempo-escala <. (2.26)

A solugao (2.25) tende para a solugao periddica (2.26), pois se 0 < ry < 2
entao, de acordo com (2.23), temos dr/dt > 0 ou seja r(t) é crescente. Portanto
em coordenadas polares as solucoes que se iniciam com raio entre 0 e 2 se
afastam da origem e tendem a solugao periddica (2.26). Analogamente para
ro > 2 teremos dr/dt < 0 e novamente a trajetdria que se inicia em 1 tendem
a solucao (2.26). Chamamos esta érbita peridédica dada por (2.26) de ciclo
limite (estével). Na Figura 2.1 descrevemos algumas érbitas das solugoes de
(2.25).

Figura 2.1: Retrato de fases da equagao de Van der Pol & + x = €(1 — 2%)2
onde € = 1.

No exemplo seguinte mostramos que uma escolha apropriada da trans-
formagao na forma padrao pode simplificar a andlise do problema com per-
turbacao.

Exemplo 2.5.2 (oscilador linear com freqiiéncia modulada). Considere um
exemplo da equagao de Mathieus

Z + (1 + 2ecos(2t))xz =0,
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com valores iniciais z(0) = a e £(0) = .

Podemos fazer o mesmo processo que no Exemplo 2.5.1, entretanto a equacao
(2.21) agora depende explicitamente de t. A transformagao fase-amplitude pro-
duz com f(t,z) = —2cos(2t)z

% — ersen(t + 1) cos(t + 1) cos(21)
% = 2ecos?(t + 1)) cos(2t).

O lado direito é 2m-periédico em t, o averaging produz

- 1 B
% = —ersen(2y)
di) 1 . .

E = 567" COS(277Z)).

Entao para aproximarmos as solugdes de um sistema linear temos que re-
solver um sistema nao-linear. Aqui a integracao pode ser usada mas é mais
pratico escolher uma transformagcao diferente para obter a forma padrao, fi-
cando dentro da categoria de sistemas lineares com transformagcoes lineares.
Usemos a transformacao (2.15) com w =1 e tg = 0:

= 2z cos(t) + zgsen(t),
= —z sen(t) + 22 cos(t).

As equagbes com perturbacgao ficam

le
o = —2esen(t) cos(2t)(z cos(t) + zz sen(t)),
dZQ
= = —2¢ cos(t) cos(2t)(z1 cos(t) + zo sen(t)).

O lado direito é 2m-periédico em ¢, pelo averaging temos

fi(z1) = % 02“ sen(t) cos(2t)(z1 cos(t) + zg sen(t))dt = —izQ
¢ 1 2m 1
fa(z2) = o |, cos(t) cos(2t)(z1 cos(t) + zp sen(t))dt = 17
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Dai, a equacao obtida é
dz 1
% = 2fi(3) = 5e5, 21(0) = a

dé? = —26.]02(22) = %621, 22(0) = 6

dt
Este é um sistema liner cuja solugao é
~ 1 —let ]‘ let
Z(t) = 5(04-1-5)6 2 —|—§(a—ﬁ)e2 :
1 1
Ht) = gla+ e —S(a—per.

A aproximagao assintética para a solugdo z(t) desta equacao de Mathieus

z(t) = %(a + 6)6_%“(005@) +sen(t)) + %(a — ﬁ)e%d(cos(t) —sen(t)).

Observe que a solucao x = & = 0 é instavel.
No exemplo seguinte uma representacao fase-amplitude é mais apropriada.

Exemplo 2.5.3. Considere o sistema de equagoes Hamiltonianas com um grau
de liberdade.
I+ =ef(x),

onde f ¢é suficientemente diferenciavel. Aplicando a férmula do Exemplo 2.5.1
obtemos para a fase e amplitude as seguinte equagoes

% = —esen(t + ) f(rcos(t + 1)),
% _ _Ecos(tr—jL@D)f(r cos(t + 1)).
Temos

/0 ' sen(t + ) f(r cos(t + 1))dt = 0.

Entao a equacao obtida pelo averaging para a amplitude é
dr
— =0,
dt

isto é, na primeira aproximacao a amplitude é constante. Isto significa que

uma pequena perturbacao Hamiltoniana em osciladores harmonicos produz

solugoes periddicas com uma amplitude constante mas em geral um periodo

depende desta amplitude, ou seja, do valor inicial.
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E fcil ver que podemos obter o mesmo resultado usando a transformacgao
(2.15) mas o calculo é muito mais complicado.

Exemplo 2.5.4 (um exemplo trivial com solugdes limitadas e um tempo-escala
de validade restrito). Considere a equagao

¥+x=-ex, x(0)=1, ©(0) =0.

Depois de aplicarmos a transformagcao fase-amplitude e averaging como no
Exemplo 2.5.1 obtemos

dr

— p— v pr— 1
dé O? T(O) )
di 1 -

E = 567 ¢(0) =0

Temos as aproximacoes

z(t) = cos((l—%e)t),

Bt = —sen((l—%e)t).

0,54
0,54

-0,5-
-0,54

T T T T T T
400 405 410 415 420 1800 1810 1820 1830
t

solugdo numérica — — solugdo aproximada] — solugdo exata — — solugdo aproximada ]

Figura 2.2: Solugoes exata e aproximada de & +x = ex, (0) =1, £(0) =0 e
e=0.1.

1 1
Como z(t) — &(t) = O(€) no tempo-escala — e x(t) = cos((1 — €)2t), segue
€

. . . 1.
que temos um exemplo onde a aproximagao em — nao ¢ valido em — ja que
€ €
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. 1
z(t) — & = Os(1) no tempo-escala —. Na Figura 2.2 esbogamos z(t) e ¥ em
€

intervalos distintos.

Finalmente poderemos nos perguntar qual a necessidade de fazer o ave-
raging depois fazermos penosas transformacoes para encontrarmos a forma
padrao. Por que nao aplicamos o averaging nos termos periédicos da equagao
original? Vamos chamar de averaging simples. O seguinte contra exemplo
pode servir para desestimular tal processo.

Exemplo 2.5.5 (contra exemplo de averaging simples). Considere a equagao
&+ 4ecos’ ()i +x =0,

com valores iniciais z(0) = 0, #(0) = 1. A equagao corresponde a um oscilador
amortecido linear onde o coeficiente de atrito oscila entre 0 e 4e.

11

x(t) 0,5

-0,5+

-1-

Apr 4o assintética === === Averaging simples |

Figura 2.3: Aproximagao assintética e solucao obtida através do “averaging
simples”de # + 4e cos?(t)z + 2z = 0, (0) = 0, #(0) = 1; e = 0.1.

Aplicando o averaging no termo que representa o atrito produzimos a
equagao
T+22+2=0, 2(0)=0, 2(00) =1,

que chamaremos de averaging simples.
Esperamos que z(t) seja uma aproximagao de z(t) para algum tempo-escala.

Temos ]
2(t) = ———e “sen 1 — €2)2¢).
(t) (1— e (( )2t)
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Esta nao é uma boa aproximacao. Para ver isto fazemos o averaging através
da forma padrao como no Exemplo 2.5.1. Encontrando

dF I
d—z = —ei(1 - S cos(24), 7(0) = 1.

L= Cesen(2d), 9(0) = 5
e temos 7(t) = e~ 2%, (t) = —Z. Entao
—3et ]‘
z(t) = e 2% sen(t) + O(€) no tempo-escala —.
€
Esta estimativa ¢é valida em [0, 00). E claro que

1
z(t) — z(t) = Os(1) no tempo-escala —.
€

Na Figura 2.3 descrevemos z(t) e z(t) obtido por integral numérica. Poderiamos

, _3 . . s
ter esbogado o gréfico de e 2% sen(t) mas esta aproximagao assintGtica quase
coincide com a solu¢ao numérica. Sabemos que se € = (.1

sup |z(t) — e 2 sen(t)] < 0.015.
>0

Na Figura 2.4 ilustramos o comportamento no plano-fase do average simples
e a solugao numérica.
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T T T T T T T T T T T T T
-06 -04 -02 0 0,2 0,4 0,6 0,8
X
aproximagio assintotica
— — aproximagdo assintotica do averraging simple]

Figura 2.4: Retrato de fase para @ +4ecos?(t)t = 0,z(0) = 0,2 = 1;e = 0,1. A
orbita da solucao numérica e a aproximagao assintotica praticamente coincidem
e foi representada pela linha continua e a aproximagao simples foi representada
por - - -.



Capitulo

O Método Averaging Para Encontrar
Solucoes Periodicas Via o Grau de
Brouwer

Neste capitulo vamos tratar do seguinte resultado:

Teorema 3.0.6 (Método Averaging de Primeira Ordem). Consideremos o
sequinte sistema de equagoes diferenciais

i(t) = el (t, ) + €R(t, x,¢), (3.1)
onde Fi : Rx D — R", R:R x D X (—¢f,e5) — R™ sdo fungoes continuas,
T-periodicas na primeira variavel e D é um subconjunto aberto e limitado do
R™. Definimos f1 : D — R™ como

T
fi(z) = / Fi(s, z)ds, (3.2)
0
€ Vamos assumir que:

(1) Fy e R sao localmente Lipschitziana com respeito a x;

(ii) paraa € D com fi(a) = 0, existe uma vizinhanga V' de a tal que fi(2) #
0 para todo z € V /{a} e dp(f1,V,0) # 0.

Entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solug¢ao T -periddica
(-, €) do sistema (3.1) tal que ¢(,€) — a quando € — 0.

Este resultado é a versao publicada por Jaume Llibre e Adriana Buica
em [1], apresentando hip6teses mais fracas que na versao classica apresentada
em [4], pagina 158, Teorema 11.5. Observamos que a condicao dg(f1,V,0) # 0
na hipétese (ii) da versao aqui apresentada, implica na condi¢ao 11.51 de [4],
isto é, o determinante Jacobiano de f; é nao nulo. Outro aspecto envolvendo
essas duas versoes do Teorema do Averaging, é que em Verhulst [4] é exigido
diferenciabilidade de F', enquanto que na versao de Buica-Llibre em [1] nao é
exigido.
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3.1 Observacoes sobre o grau de Brouwer

Nesta secao usaremos as propriedades do grau de Brouwer apresentadas na
Secao 1.3 para construir algumas observagoes que serao usadas na demonstra-
¢ao do Teorema 3.0.6 para uma funcdo f : D x [—€s, 7] — R”, onde D é um
aberto do R", e um subconjunto V' do R", tal que V' C D e 0 nao esta em
f(OV,€) para todo e. O principal resultado desta se¢ao é o seguinte:

Proposicao 3.1.1. Consideremos as fungoes continuas f; : V — R", para
i=0,....,kefgr:Vx[—€,e] —R", dadas por

9(,€) = fo(-) +efi() + € fo() 4+ fil-), (3.3)

fl €)= g(-,€) + (- ). (3.4)

Suponha que

g(z,€) #0 para todo z € IV, e € [—¢f,€ef/{0}. (3.5)

Entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, dg(f(-,€),V,0) estd bem
definido e
dB(f(V 6)7 ‘/7 O) = dB(Q(, 6)7 ‘/7 O)

Demonstracao. Usaremos a propriedade de invariancia por homotopia do grau
de Brouwer. Para cada € € [—ep,€]/{0} considere a seguinte homotopia
continua

Hi(,e) =g(-,e) +t(f(-,€) — g(-€)), para 0 <t <1,

Assim, temos que provar que quando € é suficientemente pequeno, 0 ¢
Hy(0V,e) para 0 < t < 1. Suponhamos, por contradigdo, que para algum
to € (0,1] e algum g € OV, Hy,(xg,€) = 0.

Pela continuidade de r, sabemos que existe M > 0 tal que |r(z,¢)| < M
para todo z € V e todo € € (0, ¢).

Dai,

Ht(xo,ﬁ) =

o

9(55075) + t()( (an ) - g(x07 E)) =0
g(xo, €) + 1o ARV (x0,€6) =0

9(57507 ) _tO‘E 7"(117076)

|g(z0, €)] < | r (2o, €)

|g(z0, €)] < MM

L
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O que nao ¢é verdade para e suficientemente pequeno, ja que

|90, €) = | fo(zo) + ef1(x0) + € fawo) + - - - + € fi(xo)] # 0
O

Seja f : D — R™ uma funcio de classe C!, com f(a) = 0, onde D é um
subconjunto aberto do R" e a € D. Quando Js(a) # 0, pelo Teorema da
Fungao Inversa, existe uma vizinhanga V' de a tal que f(z) # 0 para todo
z € V/{a}. Portanto dp(f,V,0) € {—1,1}.

Observe que o grau de Brouwer da fungdao fo(z) = 2? é 0 em qualquer
vizinhanga da origem. A funcdo fp tem um tnico zero, a = 0, e temos que
f'(0) = 0. Afim de calcularmos o grau, consideremos um A > 0 arbitrario, o
intervalo V' = (—2),2\) e a fungao g(z) = 2% — A%, Notemos que ¢ tem dois
zeros em V', —\ e A, e o sinal da jacobiana é negativa em -\ e positiva em A.
Portanto, dg(g,V,0) = 0 e pela Proposigao 3.1.1 concluimos que dg(fo, V,0) =
0.

Queremos descrever um método usando a Proposicao 3.1.1 afim de dar
algumas respostas para o nosso problema principal: encontrar zeros de uma
fungao f: D x (—€g, €9) — R™. Assumiremos que D é um subconjunto aberto
do R™ e f é da forma (3.4) com ¢g dada por (3.3) e r : D X (—¢g,€9) — R”
continuas. O primeiro passo para isto é encontrar todos os zeros de f,. Dado
a € D tal que fy(a) = 0, se existir uma vizinhanca V' de a tal que dg(fo, V,0) #
0, entdo para |e| > 0 suficientemente pequeno f(-,€) admite pelo menos um
zero em V.

Se o grau de Brouwer de f; for zero em uma pequena vizinhanga de a ou
se nao pode ser calculada (isto inclui a possibilidade de fy ser identicamente
nula), procedemos para o estudo de fo+€f; em alguma vizinhanga pequena de
a e para € suficientemente pequeno. Primeiramente supomos que existe a;, que
seja um zero de fy + €f; e um subconjunto aberto limitado V' tal que a;, € V
para cada € # 0 suficientemente pequeno e

dp(fo+ef1,V,0) #0. (3.6)

Assim da Proposicao 3.1.1, f(, €) tem pelo menos um zero em V. Notemos
que ainda existe a possibilidade de existir outros zeros de fy + €f; em alguma
vizinhanga de a.

Neste caso continuamos o estudo, analogamente, para a funcao fo+ e€f; +
€2 f,, e assim por diante.

Exemplo 3.1.2. Vamos ilustrar aqui o que foi dito anteriormente. Conside-
remos a funcao continua f : R? — R, f(z,¢) = 22 — €2 + €3r(z, ¢), usando as
notagoes da Proposicao 3.1.1 temos: fo(2) = 2%, fi(2) =0, fo(z) = —1.
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Ja vimos que em qualquer vizinhanca de 0, o grau de fy é 0, assim conti-
nuaremos com o estudo de (fo+ €f1 +€%f2)(2) = 22 — €2, Esta fungdo tem dois
zeros, —e e €. Fixemos um ¢, > 0 e considere os intervalos abertos V' = (0, ¢)
e U = (—¢p,0). Como vimos anteriormente, dg(fo + €f1 + €2f2, V,0) # 0 para
0 < € < €, e a mesma relacao é satisfeita para U em vez de V. Logo, pela
Proposicao 3.1.1, para € suficientemente pequeno, f(-,€) tem pelo menos dois
zeros, um em V e outro em U.(*)

Vamos supor que 7 é de classe C*, com fy(z) = z*, e usaremos o Teorema
da Preparacao de Malgrange [5], para estimar o nimero de zeros que f(-,€)
pode admitir.

2

Teorema 3.1.3 (Teorema da Preparacao de Malgrange). Suponha que U C
R™ x R € um aberto com (0,0) € U, e f € C*(U,R) satisfaz

f(@,0) = a*g(z)

para algum inteiro k > 1, onde g é C*° em wma vizinhanca de x = 0, e
9(0) # 0. Entao existe uma fungdo q definida em uma vizinhang¢a V' de (0,0)
em R? x R e fungoes C ag(e),- -+ ,ar_1(€) em uma vizinhanga da origem em
R™ tal que q(0,0) # 0, ag(0) =--- = ax_1(0) =0, e

N

q(z,€)f(x,e) = 2% + ; ai(€)z’ (z,€) € V.

%

I
o

A funcdo f é de classe C, tomando g(z) = 1, e portanto satisfaz as
condigoes do Teorema 3.1.3 e f(z,0) = 2%g(z), entdo pelo Teorema 3.1.3 existe
uma funcao ¢ tal que

1
q(z,6)f(z,6) = 22+ Y ai(€)z" = 2> + ai(€)z + ap(e)
i=0
em uma vizinhanca da origem.

Como q(z,€)f(z,€) é uma fungao polinomial de segundo grau, ela admite
no maximo dois zeros e portanto f admite no maximo dois zeros.

Logo, por (*) e pelo Teorema da Preparacao de Malgrange, f(-,€) possui

exatamente dois zeros.

Corolario 3.1.4. Suponha que as hipoteses da proposicao 3.1.1 sao satisfeitas
para k =0 e, além disso, que

(i) para a € D com fo(a) = 0, existe uma vizinhanga V' de a tal que fo(z) #
0 para todo z € V' /a e dg(fo,V,0) # 0.

Entao, pelo menos um ramo de zeros bifurcam de a.
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Demonstracio. Como fo(z) # 0 para todo z € V, pela propriedade de excisdo
do grau de Brouwer, deduzimos que dgp(fo,V,0) # 0 para toda vizinhanga
V, C V de a. Escolhamos V,, de forma que V,, — a quando p — 0. Portanto,
para e suficientemente pequeno f(-,€) tem pelo menos um zero a. € V,, e que
podemos escolher a, tal que a, — a quando € — 0. Ainda mais, se, além disso,
Jg,(a) # 0, pelo Teorema da Funcdo Inversa, este ramo ¢é tnico. Il

3.2 O Teorema do Averaging de primeira or-
dem

Nesta secao apresentaremos a demonstracao do Teorema 3.0.6, que pode
ser encontrada em [1], que é o principal resultado teérico deste capitulo.
Comecaremos entao justificando a seguinte afirmagao: O problema de encon-
trar solugoes T-periddicas para um sistema de equacoes diferenciais é equiv-
alente a encontrar zeros de uma funcao definida em um espaco de dimensao
finita correspondente.

Comecemos considerando o sistema de equagoes diferenciais,

= F(t,z,e), (3.7)

onde F' : R x D X (—€f,e5) — R™ é uma fungao continua, T-periddica na
primeira variavel, localmente lipschitziana na segunda varidvel e D é um sub-
conjunto aberto e limitado do R". Para cada z € D denotamos z(-, z,€) :
[0,t,) — R™ a solucao de (3.7) com z(0, z,¢) = z. Suponhamos que

t.>T para todo z € D. (3.8)

Consideremos a funcao f: D x (—ef,e7) — R", dada por

f(z, e):/o F(t,xz(t, z,€), €)dt. (3.9)

Toda solugao de (3.7)
z:[0,T] - R" com x(0)=x(T) (3.10)
pode, pela sua periodicidade, ser extendida a R e temos a relagao
(T, z,e) —x(0,z,€) = f(z,€).
Entao para todo (z,€) tal que
f(ze,€) =0, (3.11)

produz-se uma solucdo periédica de x(-, z, €) de (3.7). O contrario também é
verdade, i.e. para cada solugao T-periédica de (3.7), se denotarmos por z, seu
valor em ¢ = 0 entao (3.11) é satisfeita, o que prova nossa afirmagao inicial.
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Afim de aplicar a Proposicao 3.1.1 precisamos da férmula de Mac-Laurin.
Quando f: D x (—eg,e) — R é continua e de classe C* em € escrevemos

f(z,€) = g(z,€) + (2, 6), (3.12)
com g dada por

g(z,€) :f(z,O)—I—e%(z,())%—---%—ele(z,O). (3.13)
Exceto em € = 0, a fungao r estd bem definida e é continua. Se conseguirmos
provar que 7 é limitada em algum conjunto da forma K X [—ey, €7] com K um
subconjunto compacto de D, entdo temos que r é continua em D X (—eyf, €f).
A continuidade é uma condi¢ao necesséaria na Proposicao 3.1.1 e, neste caso,
de agora em diante, ao invés de escrever a férmula (3.10) com a funcdo r
dada explicitamente, usaremos os simbolos de Landau e escreveremos em K X

[—€r, €1,
f(z,€) = g(z,€) + T1O(1).

Agora iremos provar o Teorema 3.0.6.

Demonstracao do Teorema 3.0.6. Para todo z € V, existe ¢ > 0 tal que,
quando € € [—€g, €], (-, z,€) estd definido em [0,7], i.e. a relagao (3.8) é
valida. Dai, pelo Teorema Local de Existéncia e Unicidade 1.1.2, t, > h, e
h, = inf(T, %) onde M(e) > |eFy(t,x) + €2R(t,z,¢€)| para todo t € [0,T],
para cada z com |z — z| < b e para todo z € V. Quando |¢| é suficientemente
pequeno, M (e) pode ser arbitrariamente grande, tal que h, = T para todo

zeV.
Para todo t € [0,T], 2 € V e € € [—¢0, €] a seguinte relacio é satisfeita

t
x(t, z,€) =z + e/ Fi(s,z(s,z,€),€)ds + (3.14)
0

t
62/ R(s,z(s, z,¢€),€)ds,
0

e a funcao f dada por (3.9) torna-se para o nosso sistema

t t
f(z,e) = e/ Fl(s,x(s,z,e),e)ds+62/ R(s,x(s, z,¢€),€)ds.
0 0
Iremos provar agora que
f(z,€) = efi(2) + €0(1) em V x [—¢, €l (3.15)

com f; dada por (3.2). Observe que existe K um subconjunto compacto
de D tal que z(t,z,¢) € K para todo t € [0,T], 2z € V e € € [—eg, €.
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Entao, pela continuidade de R em [0,7] x K X [—€g, €] existe N > 0 tal que
R(t,z(t, z,€),e) < Nk, ou seja,

T T
/ R(s,x(s,z,¢€),€)ds < / Ngds =TNg = 0O(1)
0 0

Por outro lado,

T

6/0 Fi(s,x(s,2,€),e)ds = € | [Fi(s,x(s,2,€),€) — Fi(s,z) + Fi(s, 2)]ds

[Fi(s,z(s,z,€),€) — Fi(s, 2)]ds

T
Fi(s, z)ds

Il
N&N

=f1(2)
Dai,

f(z€) —€fi(z) = e/o [Fi(s,2(s, 2,€), €) — Fi(s,2)]ds + €2O(1).  (3.16)

Usando o fato de Fy ser Lipschitiziana com respieto a z em [0,T] x K e a
férmula (3.14), obtemos a seguinte relagao:

|Fi(s,x(s, 2,€),€) — Fi(s, 2)] Li|z(s, z,€) — 2|

<
< bLg = O(1) = E0(1).

Portanto, (3.15) ¢é satisfeita. Usando o Corolario 3.1.4, temos que as
hipéteses (i) asseguram a existéncia de z. tal que f(z,€) = 0e z. — a
quando € — 0. Entao ¢(-,€) = x(+, z.,€) é uma solugao periddica de (3.1) e
¢(+,€) — a quando € — 0 (isto é valido pela propriedade de continuidade das
solugoes de (3.1) com respeito a um parametro e o valor inicial). O

3.3 Meétodo Averaging para sistemas planares

autonomos
Seja
T = P(z,y), (3.17)
v = Qz,y),

um sistema planar, onde P, : R?> — R sao funcoes polinomiais, a funcao
p = p(x,y) é um fator de integrag¢io do sistema (3.17) se uma das seguintes
condigoes equivalentes sao satisfeitas
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(0 oppP) _ 0(pQ).
Ox oy
(i) div(puP, uQ) = 0.

A integral primeira H associada ao fator de integragao u é dada por

H(z.y) = / u(, y) P, y)dy + hiz), (3.18)

H
onde h é escolhida de forma que i 1. Entao,
x

. oH . 0H
x:uPza—y, y:MQ:—%- (3.19)

Reciprocamente, dada uma integral primeira H do sistema (3.17) sempre
podemos encontrar um fator de integragao p para o qual (3.19) é satisfeita.
Agora, consideremos o sistema planar

r = P(z,y), (3.20)
y = Q(x,y)7

onde P, : R? — R sao funcoes polinomiais sob a hipétese

(A1) O sistema (3.20) tem um anel periddico (i. é., uma regiao do plano
composta por trajetérias periddicas) em torno do ponto singular (0, 0),

Ty {(z,y) €R*: H(z,y) =h, h.<h<h}.

Aqui H é a integral primeira, h. é o nivel do ponto critico de H correspondendo
ao centro (0,0) e hs denota o valor de H para o qual a anel periédico termina.
Sem perda de generalidade podemos supor que hy > h. > 0. Denotamos por
p = p(z,y) o fator de integracao do sistema (3.20) correspondente a integral
primeira H.

Agora vamos perturbar o sistema (3.20) da seguinte forma

t = P(z,y)+ep(z,y,e€), (3.21)
y = Qz,y)+eqlz,y,e),

onde p,q : R? x R — R sao funcoes continuas.

Vamos aplicar o Método Averaging para estudarmos os ciclos limites que
bifurcam em ¢ = 0 do sistema (3.21), para e suficientemente pequeno, das
trajetérias do anel periédico (3.20). O primeiro passo é escrever o sistema
(3.21) na forma padrao (i.e. na forma (3.1)) para aplicarmos o Método Ave-
raging. Neste caso, a forma padrao vai descrever a relacao entre a raiz da
energia R = v/h e o angulo ¢ das coordenadas polares. O campo de vetores,
nas coordenadas (R, ) serd 2m-periédico e suas solugoes 2m-periddicas serao
trajetorias periddicas de (3.21).
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Teorema 3.3.1. Suponha que o sistema (3.20) satisfaz as condi¢oes (Al) e
que

rQ(z,y) —yP(x,y) #0 (3.22)

para todo (z,y) na regiao de centros. Seja p : (v/he, vVhs) x [0,27) — [0, 00)
uma funcao tal que

H(p(R, @) cos ¢, p(R, p)seng) = R2. (3.23)

para todo R € (Vhe,Vhs) e todo ¢ € [0,2m). Entao a equagao diferencial que
descreve a dependéncia entre a raiz quadrada da energia, R = V'h e o dngulo
@ para o sistema (3.21) €

AR p(a® +y*)(@p — Pg)
de — 2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py)’

(3.24)

onde x = p(R,p)cosy ey = p(R,p)senp.

Tomamos €5 > 0 suficientemente pequeno e D = Uy . chen,.L'n, onde
he < hes < hge < hg sao fixos mas arbitrariamente proximo de h. e hg, respec-
tivamente. O campo de vetores da equagdo (3.23) estd bem definido, é continuo
em D X (—eg,€5) € € 2m-periddico com respeito a ¢.

Demonstracao. Primeiramente observe que as relacoes

oOH 0H OH oH

P+ 0=0. —/— =_yp —/ =

sao validas na regiao de centros ja que H é uma integral primeira e g é um
fator de integragao de (3.20). Vamos definir a fungao

G(r, R, ) = H(rcos p,rsen p) — R?,

em todo ponto (7, ) da regido de centros (que é um conjunto aberto) e para

cada R € (v/he, Vhs). Dai (r,¢) denota a coordenada polar. Entao,

oG OH 0OH B P

e %cosg0+ a—ysengp = p(Qcosp — Pseny).
Para todo (rg, o) na regidao de centros existe um Ry tal que G(ro, Ry, @) = 0.
As hipéteses (3.22) asseguram que % # (. Pelo Teorema da Funcao Implicita,
em torno de cada ponto (19, ¢g) existe uma tnica fungao p = p(R, ¢) tal que
a relacao (3.23) é satisfeita. Dai esta fungao estd bem definida no dominio
(Vhe, Vhs) X [0,27) e satisfaz (3.23).

A dependéncia entre entre a raiz quadrada da energia e o tempo é dada

por R(t) = /H(z(t),y(t)), e entre o dngulo ¢ e o tempo é o(t) = arctan L2

z(t)’
quando (z(t),y(t)) € T'y, t € R. Entao temos

. (0H . OH .\ 1  u(@—Pq
R_<8x$+8yy>\/ﬁ_e 2R ’
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b 1 jr —yi _ (Qu —yP)+ (g — py)
1+ (%) x? x2 4 y?

Eliminado o tempo obtemos a equagao (3.24). A condicdo (3.22) implica que

o campo de vetores de (3.24) estd bem definido em D X (—ef,€f) para ey

suficientemente pequeno. Também, o campo é continuo e 27-peridédico em
®. O]

Escrevendo (3.24) como uma expansao de Taylor com resto de Lagrange
em ¢ = 0, obtemos a forma padrao:

@ = eFi(p, R) + €G(p, R, €), (3.25)
dy
onde

2R(Qx — Py)

e G é o resto de Lagrange logo a expressao de (3.2) para este caso fica:

- [ E i,

Exemplo 3.3.2 (Estudo da bifurcagao de ciclos limites de um centro isécrono
via Averaging). Consideremos o seguinte sistema diferencial quadrético

& = —y+a? (3.28)
= T+ uay,

com um centro isécrono na origem e uma integral primeira na regiao de centros
com a seguinte expressao H(z,y) = % Para esse sistema temos h, = 0,
hs =1, e a fungao p descrita no Teorema 3.3.1 é dada por p(R, ) = %
para todo 0 < R < 1e ¢ € [0,2m).

Vamos considerar que a perturbacao estd na forma normal de Bautin

i = —y+at+ep(z,y), (3.29)
= z+xy+eq(z,y),

onde p(z,y) = a1x — azx?® + (2as + as)ry + agy? e q(r,y) = a1y + asx® + ayzy —
asy®. A equagao (3.24) correspondente é
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AR _ aiR+a(p)R” + b(p)R?

= 3.30
dp 1 — Rsenp + ec(¢)R (3:30)

a(p) = (—2a; 425+ as)seny + (ayg + ag) cos ¢
+  (—4ay — as)sin® p + (—az — ay — ag) cos® ,

b(p) = ay+ay+ (—a; — 2as) cos® ¢ — aycospsen,

c(p) = (az+as)senp+ (—3ay — as) cosp + ((—as — ag — ag) sen”
4+ (4ay + as) cos® .

Assim, neste caso obtemos

aiR + a(p)R* + b(p) R?
1 — Rsengp

Fl((:pa R) =

Afim de aplicar o Teorema 3.0.6, precisamos da funcao (3.2) que neste caso
éf1 : (0,1) —>R,

™ R+ a(0)R? + b(o)R?
0 — isen

Fazendo os calculos, temos

1
2(zv1 — 22)
— (2a5 + 8az)V'1 — 2% + 8ay + 2as].

fi(z) = [2a22* + (65 + a5 — 2a;)2°V1 — 22 — (10ay + 2a5) 2>

Vamos fazer a seguinte mudanga de variaveis z = /1 — &2, onde £ € (0, 1),
obtendo

f1<\/ 1-— 52) = ;(1 — 52)[26L2§2 + (2@1 — 4&2 — CL5)§ + 2(11 -+ 2@2 + (15].
2(v1-¢?)

Observemos que z € (0,1) é um zero de f; se, e somente se, £ € (0,1) é um
zero da funcao polinomial g(&) = 2a2€? + 1€ + ¢, onde ¢; = 2a; — 4ay — as
e ¢ = 2a; + 2ay + as. Considerando em nossa discussao sobre os zeros de
g, iremos considerar seus coeficientes como numeros reais arbitrarios. Entao
podemos concluir que o nimero méximo de zeros de g no intervalo (0,1) é
dois. Isto significa que o nimero de zeros de f; é no maximo dois. Logo, no
méximo dois ciclos limites bifurcam do anel periédico do sistema (3.28).
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3.4 Mais uma aplicagao do Método Averaging

Nesta secao estudaremos a bifurcagao de ciclos limites a partir de o6rbitas
periédicas de centros quadridimensionais em uma classe de sistemas diferen-
ciais lineares por partes. Vamos determinar uma cota superior para o nimero
de ciclos limites e dar um exemplo tal que o numero de ciclos limites que
bifurcam seja igual a cota superior encontrada.

Estudaremos uma classe de sistemas que tem a seguinte forma

T = Aoz + €Az + ep(x1)b (3.31)

onde, A € M(R) é uma matriz arbitraria, b = e; ou b = eg,

0 -1 0 0
1 0 0 0
Ao = 0 0 0 —1
0 0 1 0

e ¢ : R — R a func¢ao linear por partes

-1, para x € (—o0,—1),
o(x1) = S ¥y, para z € [—1,1], (3.32)
1, para z € (1,00).

Essa classe de sistemas foi tratada em [2].

A variavel independente, como de costume, é denotada por t, e vetores do
R* sdo vetores coluna.

Para € = 0 o sistema (3.31), torna-se

1:1 = — X9, ZL:Q = T, ZL’.3 = —T4, 1:4 = I3. (333)

Notemos que a origem é um centro global is6crono para (3.33), i.e. todas
as Orbitas sao periddicas e téem o mesmo periodo.

Afim de colocar a equagao (3.31) na forma padrao para aplicarmos o
Teorema 3.0.6 faremos a seguinte mudanca de variaveis, (x1, zs, 3, T4) para
(0,7, p,s), fazendo

xy =rcosf, xo=rsend, x3=pcos(f+s), x4=psen(d+s)

Dai, temos que o sistema,



3.4 Mais uma aplicacao do Método Averaging 51

4

151 = —XT2 +€ Z a1;T1; + 630(1‘1)()1
i=1
4

Jfg = I + € Z A9;T9; + 6@(.731)[)2
i=1
4

T3 = —T4+ GZ asis; + €p(x1)bs
i=1
4

Ty= wT3+¢€ Z 45T 4; + €p(11)by
i—1

fica da seguinte forma nas variaveis (0,7, p, s),

. 1

0 = 1+ e—(cos 0F, — sen 9F1),
T

7'" — €H1(97T7p78)7

p - €H2(67T7p75)7

s = €H3<07T7p73)‘

onde,

H, = cosOF, +senfFy,
Hy = cos(f+ s)F3+ sen(0 + s)Fy,

1 1 1 1
H; = ——cosOF,+ —sen0F; + —cos(0 + s)Fy — —sen(f + s) F3,
r r p p

e paratodot=1,--- .4

F; = aprcos® + aprsend + a;zpcos(f + s) + aupsen(d + s) + ¢(rcosd)b;.

Note que para |e| suficientemente pequeno, 9 > 0 para cada t quando
(0,r,p,s) € Rx D,, onde D, = (+,n) x (£,n) x R. Agora eliminamos a
variavel t no sistema acima considerando 6 como a nova variavel independente.
Dai, o lado direito do novo sistema é continuo e esta bem definido em Rx D,,, é
2m-periodico com respeito a variavel independente 6 e localmente lipischitziana
com respeito a (1, p, s). A partir da expansao de Taylor com resto de Lagrange
com respeito a € em zero, obtemos o seguinte sistema:

= H(0,r.p.5) + O, (3.34)
% = eHy(0,7,p,s)+0(1), (3.35)
ds eH3(0,7,p,8) + €0(1). (3.36)

o
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que estd na forma padrao para aplicarmos o Teorema 3.0.6.

O préximo passo é estudar a fungao h : D, — R3 h = (hy, ho, h3)T, que é
equivalente a (3.2), e suas componentes sao

27
hi = / Hi(gar) P73)d67
0

paracadat=1,---,3.
Para calcular a expressao de h, precisaremos calcular as seguintes integrais:
Para cada r > 0 denotamos

2m
Li(r)= / @(r cos @) cos 0db, (3.37)
0

2
Ly(r) = / (rcosf)sen 0db. (3.38)
0

Onde ¢ ¢ a fungao linear por partes descrita em (3.32).
Afirmamos que as integrais I; e I, dadas por (3.37) e (3.38), respectiva-
mente, tém a seguinte expressao

rm, para 0<r <1

L(r)={ oY =1 (3.39)

+rm

-
—2rarctan/r2 — 1, para r > 1

Iy(r) =0 para todo r >0 (3.40)

Agora vamos voltar a afirmacao.
Quando 0 < 7 < 1 temos |rcosf| <1 e |rsenf| <1 para todo 6 € [0, 2m).
Entao, ¢(rcos@) = rcosf, assim

2m
Li(r) = / cos? 0df = r,
0

27
Ly(r)= / sen § cos 0df = 0,
0

Fixemos agora r > 1 e considere 6, € (0,7/2) tal que cosf. = 1/r. Entao
podemos escrever

9,; 71'_90
Li(r) = / cos 0df + 7“/ cos® Odf
0 6.

T+0. 27 —0,
— / cos 0df + T/ cos 8d0

—0. T+0.

2
+ / cos 0dd,
2m—0.
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95 71'_95
e Iy(r) = / sen 6df + 7“/ sen 6 cos 0d0
0 .

T+0. 27 —0,
— / sen 0dO + r / sen 6 cos 0d0

—0. T+0.
27
+ / sen 0d6.
2

T—0,

Calculando as integrais acima obtemos
Ii(r)=2senf.+rm—2rf., e Iy(r)=0.

1/r, temos senf, = Vr2 —1/r e 0, =

Como 0. E (0,7/2) com cosf. =
arctan /r2 — 1. Isto prova a afirmacao.

Com esses valores de I e I, obtemos os seguintes valores para as fungoes
coordenadas de h

(hy = c17 + (cacos s + czsen s)p + by I,
he = (c5cos s + cgsen s)r + crp + (bg cos s + bysen s) Iy,
 hs = —cq4 + (c3cos s — cysen s)B (3.41)

b bycoss — bssens
2_|_ 4 3 )i,

,
+(cgcoss — cysen s)— + (——
\ p r p

onde usamos a seguinte notacao I;(r) = I e,

1 (a11 + ag)m,

ca = (a13+ ag)m,

C3 = (a14 - G23)

¢y = (a2 — a2 — a3 + azq)m,
cs = (as1 +agp)m,

Ce (a41 - a32) T,

Cr (a3 + agq)T.

Agora vamos voltar ao sistema (3.31). Para cada constante (r*, p*, s*) € D,
associamos uma orbita periddica do sistema (3.33) (i.e. (3.31) com € = 0), ja

que
r=y/ai+a3, p=/ai+]

Ty T3
§ = arctan — — arctan —,
T3 I

sdo integrais primeira desse sistema. Observe que o sistema (3.34) satisfaz as
hipéteses do Teorema 3.0.6, e para qualquer solucao isolada 27-periddica de
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(3.34) com [e| # 0 suficientemente pequeno, corresponde a um ciclo limite de
(3.31).

Nosso objetivo agora é provar a proposicao abaixo. Afim de encontrar os
zeros de h em D, é suficiente olhar para seus zeros em (0, 00) x (0, 00) x [0, 27).
Isto se deve pelo fato de que n pode ser escolhido arbitrariamente grande, e h,
como definido acima.

Proposicao 3.4.1. Seja h : D,, x R — R? a funcdo cujas componentes sao
dadas por (3.41), onde ¢;,i = 1,--- |7 sdo parametros reais arbitrdrios, by, by €
{0,1} com bibg =0 e b3 + 13 # 0. A fungao I é dada por (3.39). Entdio,

(i) h € de classe C*;
(11) o nimero mdzimo de zeros isolados de h em D,, x [0,2m) € trés.

Além disso, para os sequintes valores dos coeficientes,

21

01:_27 62:_27 C3:0 C4ZE7
0520, 66:1, C7:—1, blzl,
b2:b3:b420,

h tem exatamente trés zeros.

Demonstracao. A funcao h é a composicao de algumas funcoes elementares e
a fungdo I; , portanto para demonstrarmos o item (i) podemos restringir ao
estudo de I; ser de classe C! em (0, c0).

m, para 0<r <1,

L(r) =4 Vit —1
! 2T—2+7r—2arctan\/7“2—1 para r > 1.
r

Precisamos verificar se a func¢ao I é continua no ponto 1. Como,

lim I{(r) = lim 7=,
r—1- r—1-
/ r? —
lim I{(r) = lim 2——— 47 —2arctanvr?2 —1 =,
2
r—1+ r—1+ r

podemos concluir que ] é continua.

Vamos provar agora o item (ii).
Resolvendo o sistema
h, =0,
hg - 0

c1(bscos s + bysen s) — by(cs cos s + cgsen s)

em p e I;, obtemos

(cogcoss+ czsens)(bgcoss + bysens) — bycr
(cacos s+ czsens)(cscoss + cgsens) — ¢z

(cycos s+ c3sen s)(bzcoss + bysens) — bicy
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Fazendo,
ki(s) = ci(bzcoss+ bysens) — by(cscos s+ cgsens),
ka(s) = (cacoss+ czsens)(cscoss+ cgsens) — ciey,
d(s) = (cpcoss+ cgsens)(bscoss+ bysens) — byer.

Podemos escrever

kl (8)

a(s) T, (3.42)
ka(s)
I a0s) r (3.43)

Se substituirmos em hs, os valores de p e I;, vemos que hz torna-se uma
funcao f que depende apenas da variavel s, ja que f é uma combinacao das
constantes ¢; e b;, i =1,---,4 e das funcoes cos s e sen s.

Notemos que estudar os zeros de hsg é equivalente a estudarmos os zeros
de f. Fazendo a seguinte mudanca de variaveis coss = x e sens = /1 — 22 e
igualando f a zero, obtemos uma equagao com seguinte forma:

Ciz + Ca2® + (Do + Daz®)V1 — 22 = 0, (3.44)
onde C1,C3, Dy e Dy sao termos que dependem das constantes ¢; e b;, 1 =
1, 4.

Observe que temos que considerar o caso em que sen s = —y/1 — 22, entao
a equagao (3.44) torna-se

Clx + 031'3 — (DU + DQI’Z) v1-— 2 = O, (345)

Portanto temos que encontrar as solugoes = € [—1, 1] que satisfazem (3.44)
e (3.45), ou seja, que satisfaz

(Cll' —|— 031'?))2 — (DO + DQIE2)2(1 — 172) = 0, (346)

que é a equacao polinomial

— D§+ (C} + D§DyDy)z” + (2C1Cs + 2Dy Dy — D)t (3.47)
+ (3 + D3)a® = 0.

Esta equacdo admite no méaximo seis zeros no intervalo [—1, 1], entao f
admite no maximo seis solugoes s € [0,27). Como f(s+m) = —f(s) para todo
s € [0,27) entao se s* é um zero de f entdo s* + 7 serd também.

Agora vamos estudar a solubilidade de (3.43) com respeito a r > 0, e para
isso usaremos o seguinte lema:
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Lema 3.4.2. Consideremos a sequinte equac¢ao
Li(r)=cr, r>0, (3.48)

com I dada por (3.39) e ¢ um parametro real. No estudo da solubilidade da
equacao acima temos as sequintes situacoes:

a) Se 0 < ¢ <7 entdo (3.48) tem uma tnica solugdo r* > 1.
b) Se c =7 entdo (3.48) tem o intervalo (0,1] como conjunto solugdo.
c) Sec <0 ouc>m entio (3.48) nao admite solugao.

Demonstracao. Pela expressao de I; temos que se r € (0, 1] entao I;(r) = mc
e portanto o resultado é valido.
Para r > 1, pela expressao de I; a equacao (3.48) fica:

7]
2r—2+7r—2arctan\/7"2—1 = cr.
r

Fazendo a mudanca de variavel u = v/1 — 2 obtemos a seguinte equacao:
T—cC u
arctanu = 2 +u2—|—1 u > 0.
Um estudo grafico desta equagdo no intervalo (0,00) nos mostra que o
lado direito e o lado esquerdo desta equacao se interceptam se e somente se

mT—c 7 ) . -
5 < 5 ou seja, 0 < ¢ < 7 e neste caso a intersecgao € unica. O

Usando o lema anterior, existe uma solucao r > 0 de (3.43) se, e somente
se,

0<

kQ(S*)
d(s*)

e neste caso, a solugao é unica. Além disso, para r* fixo correspondendo a
algum s*, quando

kl(S*)
d(s*)

podemos encontrar p* > 0 de forma tnica para (3.42).

Provaremos que a condigao (3.50), é satisfeita para no maximo a metade
dos zeros de f. Afim de provar isto, observemos que ki(s + m) = —ki(s),
d(s+m) =d(s), e ja vimos que os zeros de f aparecem em pares s* junto com
¥+ .

A condigao (3.50) é satisfeita para s*, ou para s*+m, a menos que k;(s*) =

0<

<m, (3.49)

(3.50)

0.
Dai, a funcdo h pode ter no méximo trés zeros isolados (r*,p*, s*) €

(0,00) x (0,00) x [0,27) com d(S*) # 0.
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Para os valores dos coeficientes dados por esta proposicao, as componentes
de h ficam da seguinte forma

hi = 2r—2pcoss+ I(r),

hy = rsens— p,
hs = §—2£sens—tcoss.
10 r p
e as fungoes auxiliares d, k1, ko e f sao dadas por:
d(s) = 1,
ki(s) = sens,
ko(s) = 24 2cosssens,
f(s) = —10coss+ 21sens — 20sen” s.
Com a notacao = = cos s, a equagao f(s) = 0 torna-se sens = 1()—91:’
1+ 2022

ou, de forma equivalente
1 — 612” + 360z — 4002° = 0.
Esta equagao polinomial tem seis solugoes x5 = £1/ V5,

L3456 = j:\/(7 + 24/11)/20 e todas elas estdo no intervalo (—1,1).
Assim, concluimos que f tem as seguintes raizes

74+ 211
20

$1 = arccos 1/\/5, S9,3 = arccos ,Cl23=S123+T

Todas as raizes satisfazem a condigao (3.49), mas apenas as raizes (i, (s €
(3 satisfazem a condicdo (3.50). Entdo h tem exatamente trés zeros. Temos
que mostrar que Jy(r, p, s) # 0 para cada zero de h. A matriz jacobiana de h
é dada por:

_ p -
2 sen(s)p —2 cos ($) 2+ d—Il (r)
r
cos (s)r -1 sen (s)
008 (s)p | sen (s)r g sen (s) 4 cos (23) ro,sen (23) p  cos(s)
i r p r p r p

Observamos que p* = r*sens* e r* > 1 é uma solugao tnica de I;(r) =
(2 + 2 cos s*sen s*)r. Calculando o determinante do jacobianoobtemos

4
5r*2(v r2—1-— 7“*2) cos s*(15 cos s* — 16sen s).

que ¢é diferente de zero para cada (; 2 3.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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