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Resumo

O estudo da obtencao de férmulas assintéticas para polindomios ortogonais classicos
foi amplamente desenvolvido por Szegd. Recentemente, a necessidade de obtencao de
assintoticas para polinomios, ortogonais com respeito a fungoes peso variadas, foi reno-
vada devido a novos estudos na teoria de matrizes randomicas. Nestes estudos, uma das
principais ferramentas utilizadas é a teoria dos problemas de Riemann-Hilbert, caracter-
izada pelo método de maxima descida de autoria de Deft e Zhou. Essas novas técnicas
também aprimoraram os resultados obtidos por Szeg6 e outros autores predecessores.

O objetivo do presente trabalho é esclarecer a conexao entre as teorias de polinomios
ortogonais e problemas de Riemann-Hilbert, demonstrando os passos que devem ser segui-
dos a fim de se obter assintéticas que valham em qualquer subconjunto compacto do plano
complexo. Como aplicagao, escolhemos os polinémios ortogonais em [—1, 1] com respeito

a uma funcao peso modificada de Jacobi.



Abstract

The study of obtaining asymptotics for Classical Orthogonal Polynomials was vas-
tly developed by Szegé. Recently, the need for obtaining asymptotics for polynomials,
orthogonal with respect to varied weight functions, was renewed due to new researches in
the theory of Random Matrices. In these studies, one of the most important tools used
lies in the theory of Riemann-Hilbert problems, enforced by the steepest descent method
of Deft and Zhou. These new techniques also have improved the results obtained by Szeg6
and other previous authors.

The main purpose of this work is to explain the connection between the theories of
Orthogonal Polynomials and Riemann-Hilbert problems, showing the steps to be followed
on the way of finding asymptotics which hold true for any compact subsets of the complex
plane. As an application, we choose the polynomials orthogonal on [—1, 1] with respect

to a modified Jacobi weight.
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Introducao

A teoria dos problemas de Riemann-Hilbert constituem uma importante ramificacao da
teoria de funcoes analiticas, possuindo forte conexao com problemas de aplicacao fisica
como elasticidade e hidrodinamica (veja, por exemplo, Muskhelishvili [10]). Basicamente,
nesta teoria o objetivo central é encontrar uma funcao que seja analitica numa determi-
nada regiao, levando em conta certas relacoes de salto entre os valores de seus limites
sobre os pontos de um contorno dado. Tal problema foi mencionado por Riemann em
sua célebre dissertacao, mas foi primeiramente estudado por Hilbert - dai a terminologia
problema de Riemann-Hilbert (RHP).

Para enunciarmos um RHP, devemos considerar os seguintes elementos: seja > um
contorno orientado em C, isto é, cada arco de ¥ possui um lado positivo e um negativo;
o positivo (respectivamente, negativo) fica do lado esquerdo (respectivamente, direito)
quando percorremos Y no sentido de sua orientacao. Além disso, suponha que ¥ seja
uma uniao finita de arcos suaves em C que se intersectam num ntmero finito de pontos

e que todas as intersecgoes sejam transversais. Defina
¢ := ¥X\{pontos de auto-intersecgao}

e considere uma funcao s

J 1 X% — GL(C) s

onde GL(C),x, ¢é a classe das matrizes complexas n x n inversiveis. A partir do par
(33, J) é possivel enunciar um RHP da seguinte forma: encontrar uma funcao F'(z) de C

em M(C),x, (espago vetorial das matrizes complexas n x n) que satisfaga
i) F ¢é analitica em C\X;
ii) Fy(z) =F_(2)J(z), para z € £° (relacao de salto);

i11) F(z) tende a matriz identidade quando z — oc.
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A notacdo Fy(z) (respectivamente, F_(z)) representa o limite de F(2') quando 2 — 2
pelo lado positivo (respectivamente, negativo) de . A condicao assintética (i4i) pode ter
um formato diferente, como veremos a seguir. A matriz J(z) é chamada de matriz de
salto e pode-se exigir algumas condigoes assintiticas extras sobre J(z) numa vizinhanga
de ¥ ou sobre F(z) quando z se aproxima dos pontos extremos de X, caso existam. O
seguinte teorema, encontrado em [8], estabelece um resultado muito util a partir de uma

dessas condigoes extras:

Teorema: Suponha que v seja um contorno fechado simples e que Q) seja uma vizinhanca
aberta de v. FEntdo, existem constantes positivas C e § tais que uma solu¢cao R do RHP

(1), (ii) e (iii), com J(z) analitica em 2 e
1/(2) = Illo <9,

satisfaz

1R(2) = Illa < Cl[J(2) = Illa,  Vz€C\y.

A conexao entre polinomios ortogonais e os RHP surgiu a partir de estudos na teoria
de Matrizes Randomicas. Por exemplo, quando a dimensao das matrizes tende a infinito,
as propriedades estatisticas locais dos autovalores estao relacionadas as assintoticas fortes
dos polinomios ortogonais associados a essas matrizes. Técnicas para se obter assintoticas
fortes de polinémios ortogonais classicos (pertencentes as familias de Hermite, Laguerre
e Jacobi) sao bem conhecidas (veja Szegd [11]). Novas técnicas introduzidas por Deift e
outros [4, 5, 6] e por Bleher e Its [2] permitiram a obtencao de assintéticas, validas em
qualquer regiao do plano complexo, para polinémios ortogonais com respeito a diversas
funcoes peso.

Dados uma medida ¢(z) tal que do(zr) = w(z)dzr e um intervalo real [a,b] (finito
ou infinito), uma seqiiéncia { P, (z)}>°, de polindémios ortogonais caracteriza-se principal-

mente por possuir uma relagao de ortogonalidade da forma

/ P (@) P () w(z)de = 4 sengm

pn 70, sen=m

onde Py(x) tem grau exatamente k, e dizemos que a seqiiéncia de polinomios { P, ()},

é ortogonal em [a, b] com respeito a w(x).
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Aqui estudaremos como se obter as assintéticas dos polindomios que sao ortogonais

m [—1, 1] com respeito ao peso modificado de Jacobi
w(r) = (1-2)*(L+2)hx), € (-11) (1)

onde o, 3 > —1 e h é positiva em [—1,1] e analitica numa vizinhanca de [—1,1]. Em

8, 9], a matriz

1 Pu(a
Y(s) = P,(2) ﬁ o Pu@)w(@) g
gt a7

onde 7, = (pn)_%, é solucao do seguinte RHP:

a) Y(z) é analitica em C\[—1,1];

1 w(x)
b) Y (2) =Y_(2) para z € [—1,1];
0 1
2" 0
c) Y(z2)= (I + O(l)> quando z — oo;
0 =z
(
1 |z—1*
o) , se a < 0,
1 |Jz—1
1 In|z—1]
d) Y(z)=4 O , sea=0, quandoz—1, z€ C\[-1,1];
1 In|z—1]
11
o) , se a > 0,
11
\
( 8
1 |z+1
O | | ,  se <0,
1 |z+1)°
1 In|z+1]
e) Y(z)=¢ O , se3=0, quandoz— —1, z € C\[-1,1].
1 In|z+1]
11
O , se 0> 0;
11
\
- Lofz=1p) o
Observagao 1. A notagao Y (z) = (yi;(z)) = O significa que y11(2) =
1 |z—1]*

O(1), y12(2) = O(]z—1|%) e assim por diante. Consulte o Apéndice para mais informagaoes.
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Nos trabalhos [8, 9], foi aplicado em Y(z) uma variacdo do método de mdzxima
descida (steepest descent method) de Deift e Zhou. A idéia bésica desse método consiste

de uma seqiiéncia de transformagoes explicitas que aqui terao a forma
Y+—T+—5+—R.

O objetivo é gerar um RHP para R que satisfaca as condigoes (i), (ii) e (i7i) anteriores

em um sistema de contornos y para os quais
J(z)=J(z,n) =1+ 0(£) quando n — oo,

onde [ é a matriz identidade.
Note que Y depende de n e, assim, podemos dizer que Y = Y™ . O mesmo acontece
para T, S e R, isto é, T = T, § = S ¢ R = RM™ sendo que, pelo resultado

estabelecido no teorema anterior,
RM™(z) =1+ 0(%) quando n — oo

uniformemente em C\v. Percorrendo os passos Y™ +—— T —— S0 R em
sentido contrério, serd possivel encontrar assintéticas para Y (™ vilidas em todas as regioes
do plano complexo. Assim, em particular, como P,(z) = y11(2), encontramos férmulas
assintoticas para os polinomios ortogonais véalidas em todas as regioes do plano complexo.

Métodos mais classicos, desenvolvidos em [11], para se obter assintéticas de polinomios
ortogonais dependem do fato de que esses polinomios satisfazem a uma determinada
equacao diferencial ou possuem uma certa representacao integral. O método de méxima
descida para os RHP é o primeiro método capaz de fornecer expansoes assintoticas com-
pletas para polinomios ortogonais mesmo nos casos em que nao ha representacoes integrais
ou equacoes diferenciais.

Por exemplo, os polindémios de Jacobi, que sao ortogonais em [—1, 1] com relagao a
fungao peso w(z) = (1 — 2)*(1 + x)”, possuem uma representacao integral e satisfazem
a uma equacao diferencial de segunda ordem. Entretanto, os polindmios ortogonais com
relagao a funcao peso dada em (1) ndo possuem uma representagao integral nem satisfazem

a uma equacao diferencial.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo serao consideradas apenas algumas das propriedades basicas de polinomios
ortogonais, enfatizando as definicoes dos polinomios ortogonais classicos de Jacobi e de
Hermite. Além disso, forneceremos definicbes e teoremas basicos acerca da teoria de
Anélise Complexa, uma vez que este trabalho se baseia fortemente nestes quesitos. Todas
as demonstracoes sobre polindémios ortogonais podem ser encontradas em Chihara [3] e
Szegé [11], enquanto que as demais podem ser encontradas em Henrici [7] ou em livros
basicos de Andalise Complexa. Algumas dessas demonstragoes estao aqui explicadas com
detalhes adicionais omitidos pelos autores.

Os topicos abordados foram selecionados de modo a contribuir para um melhor
entendimento do trabalho desenvolvido e nao refletem a vastidao de resultados dessa area

de estudo.

1.1 Propriedades de Polinomios Ortogonais

Definicao 1.1. Seja ¢ uma funcgao real, limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos

de aumento num intervalo real (a,b), finito ou infinito. Os valores p, definidos por

b
un:/ z"do(z), n=0,1,..., (1.1)

sao chamados de momentos. Se os momentos existem para n = 0,1,..., entdo ¢ €
chamada de fungao distribuicao e d¢ ¢ chamada de medida (ou medida positiva)
em (a,b). No caso em que dp(x) = w(z)dr, w(x) >0 ew % 0 em (a,b), dizemos que w

¢ uma fungao peso.
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Definigao 1.2. (Seqiiéncia de Polinémios Ortogonais) Dizemos que a seqiiéncia
de polinomios {P,(x)}:, € uma seqiiéncia de polinémios ortogonais (SPO) com

relagdo a uma fung¢ao peso w(x) no intervalo (a,b) se

(i) P,(z) € de grau exatamente n;

b 0’ |
(”) <Pn7 Pm> = / Pn(x)Pm(l‘)w(aj)dx — sen #m
“ Pn 7& 07 SeEn =m.

Teorema 1.1. Considere uma seqiiéncia de polinomios {P,(x)}5>, e uma fun¢ao peso

w(x) num intervalo real (a,b). Entdo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) {Pn(2)}22, € uma SPO com relagdo a fungdo peso w(x) no intervalo (a,b);

(ii) (P, Q) =0 caso Q(z) € P,_1 e (P,,Q) # 0 no caso em que Q tem grau exatamente

n,

0, sem < n,
(111) (Py,,x™) =
o #0 sen=m.

Corolario 1.1. Sejam {Q,(z)}22, e {Pn(z)}>2, duas seqiiéncias de polinémios ortogo-

nais no intervalo (a,b) com relagdo a funcao peso w(x). Entao,
Q;(z) =¢jPj(x), j=0,1,...,
sendo que a constante c; depende somente de j.

Dizemos que P,(x) ¢ ménico quando o coeficiente do termo de maior grau de P, (z)
é igual a 1 e, ao longo deste trabalho, P,(x) denotard um polindmio ménico. Além disso,

se considerarmos

pn(x) == %Pn(x) =Y, Pu(z), n=0,1,..., (1.2)
(pn)2

onde p, = (P,, P,), verifica-se que

0, sen#m,
(Pn> Pm) = (1.3)
1, sen=m.

A seqiiéncia {p,(z)}>, é chamada de seqiiéncia de polinémios ortonormais e 7,,

dado em (1.2), é o coeficiente do termo de maior grau de p,(z).
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Teorema 1.2. (Relagao de recorréncia de trés termos) Seja {P,(z)}>, uma SPO

em (a,b) com relagao a fungdo peso w(x). Entdo,
Poii(z) = (2 = byy1) Po(2) — anp1 Pooa (), n >0, (1.4)

com Py(zx) =1, P_1(x) =0, apy1,bps1 E R paran >0 e

<mePn> <Pn,Pn>

bpyg = o g =i 15
+1 <Pn7Pn> (i1 <Pn—17Pn—1> % ( )

Observacao 1.1. FEspecialmente para o caso em que n = 0, € convencionado que a; =

/abw(x)dx.

Teorema 1.3. (Identidade de Christoffel-Darboux) Considere { P, (x)}52, satisfazendo
(1.4) com an+1 # 0, n > 0. Entdo,

i Pi(x)Pily) _ 1 Posr(2) Pay) = Po() P (y) (1.6)

a1G2 . .. Q41 a1az . ..0p41 r—y

k=0
Relembrando a defini¢ao de p,(x) em (1.2), é possivel mostrar que a seqiiéncia de

polinémios ortonormais correspondente satisfaz

n
T Prs1(@)Pn(y) — Pu(@)Pns1(y)
> oa(@)paly) = - . (1.7)
k=0 Tn+1 r—y
sendo que o coeficiente v, pode ser dado por
1

Y = , n>0. (1.8)
(a1a2 e an+1)

Wl

Teorema 1.4. Sejam w(z) e w(zx) duas fungoes peso em [—1,1] tais que 7”5< ) = k(z).
w(x

Suponha que k(xz) > K > 0 para todo x € [—1,1] e, também, que
k(x1) = k(z2)] < A2y — 2, (1.9)

para X\ > 0 fixo e x1,x9 € [—1,1] (condi¢do de Lipschitz).
Se {pn(x)}22 e {pn(2)}5°, forem as seqiiéncias de polinémios ortonormais relativas

a w(x) e w(x), respectivamente, entdo
|pa(2)| < K72 [P (2)] + AK 2 [lmx)! + }ﬁn_1<x)l] (1.10)

Demonstracao: Como {p,(x)}>2, e {pn(x)}2, sdo seqiiéncias de polinémios ortonor-

mais, entao existem constantes reais ¢y, ..., c, € R tais que

n

pu(z) = cipi() (1.11)

k=0
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e, assim,

/ 1pn<t>(2@<x>@<t>) @ = > pi) / PO E)i (1)

- no ) [ ( ckﬁka))@(t)w(t)dt
- zckzpz /pk (1) (1)t
L kﬁ%ckm) [ mn@an
i

Relembrando o coeficiente v, em (1.2), entao

i) = [ 1pn<t>(2@<x>@<t>>w<t>dt

= Dnl2) / 1pn(t)5n(t)ff7(t)dt+ / 1%@)(2@(%)@@))@@)%

=0

~ [ it (ij@(@@(t)) St

O dltimo termo do lado direito é zero, e assim

oo (a%_l B al) = %_ax)ﬁn(t)) i) <k<:vl>€(;)k<t>) B

n

Y ~ Tn 1
= Pulw) + E

Tn Yn k()
x / pal) (~n(x)ﬁn_1<t) - m_l(:ﬁ)ﬁn(t))@(t) (
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Utilizando a desigualdade de Schwarz, é possivel majorar os seguintes termos:

no_ f OBt

Tn 1
/_ 11 (pn(t)>2%dt] 5 [ /_ 11 <Nn(t)>2@(t)dt] ’

'<pmpn_>]5 — K3 (1.13)

IN

IA

o~ [ peop@aoa 'S [ [peo|po|soa

-1

< [ / 11 (ﬁn_l(t))Qw(t)dtr [ / 11 (Nn(t)fw(t)dt] . (1.14)
‘ /_ 11pn(t)]7n_1(t)zﬂ(t)dt‘ < [ /_ 11 (5n<t))2a<t)dt]2[ /_ 11 (ﬁn_l(t)>2@(t)dt]

< Kz (1.15)

Dessa forma, pelas desigualdades (1.13), (1.14) e (1.15), é possivel concluir que

@l < [2]E@)+ 2
</ ) (Pl (8) = s ()5 1)) 1) (@) a
< K72 [pu(e)] + = [}pn IK*%H@H(:E)K*%\]

= K pu(@)] + MK |50 [ra a)]
|

Coroléario 1.2. Nas condi¢oes do Teorema 1.4, é possivel reescrever a desigualdade (1.10)
na forma

|P.(2)] < K"2M3|Py(2)] + AK 2 M [\ﬁn@)\ + ]ﬁn,l(x)\], (1.16)
onde M finito ¢ tal que k(x) < M para todo = € [—1,1] e Py(x), Po(x) sdo os polindmios
ortogonais monicos associados.
Demonstracao: Pela relagao (1.2), ao dividirmos ambos os lados de (1.10) por 7,

obtemos

|Py(x)] < K3 \ﬁn(x)% + K \ﬁn@)\% + K3 \13”1@)\7;—1. (1.17)
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Como k(x) satisfaz a uma condigao de Lipschitz em [—1, 1], segue que existe M > 0
finito tal que k(x) < M, = € [-1,1]. Assim, da mesma forma que no Teorema 1.4, é

possivel majorar os seguintes termos:

1

LI / B (D (D) (t)

Tn 1
1
1 9 2 )
< [/ <~n(t)) @(t)k(t)dt] < Mz, (1.18)
—1
~o ~n_ ~n (1.18) 1 1
Tt Tt 2T A < M3, (1.19)
VTn Yo Tn

e, portanto,

[Pa(@)] < K-3M3|Py(2)| + AK 3003 || Ba(@)] + | P ()]

1.2 Alguns polindmios ortogonais classicos

Segundo Chihara[3], sao polinémios ortogonais cldssicos os polinomios de Hermite, Jacobi
- 0 que inclui os casos especiais de Tchebichef, Legendre e Gegenbauer - e Laguerre (ha
outros mais; veja Agarwall e Milovanovié¢ [1] para uma defini¢do mais geral). Considerare-
mos aqui somente algumas propriedades, que serao usadas posteriormente, dos polinomios

de Jacobi e de Tchebichef.

1.2.1 Polindmios de Jacobi
Os polinomios de Jacobi sdo ortogonais no intervalo (—1, 1) relativamente a fungao peso
w(r)=(1-2)*(1+2)° ap>-1 (1.20)

Na forma monica, estes polinomios podem ser definidos através da férmula de Ro-

drigues da seguinte forma:

(=)' T(n+a+ ) a ey gyt
= it d (1—2)"%(1 + ) ﬁdxn[u )L+ )", (1.21)

I'(2) :/ e t*1dt, 2€C e Re(z) >0
0
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¢ conhecida como funcao Gama.

O valor do produto interno entre dois destes polinomios, pleP) o ples ), é igual a
0, sen#m,
22tet Sl I (o +n+ DB +n+ D (a+ B +n+1) (1.22)

0, sen=m,
Fa+p+2n+2)T(a+F+2n+1) 7

e os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos (1.4) podem ser dados explicita-

mente por
P dnfa+n)(B+n)(a+5+n)
T et B2 = D{at G+ 20)%(a + 5+ 20 + 1)
) B —a ' 12
bt = bniy’ = (a+ 08+ 2n+2)(a+ 3+ 2n)
Além disso,
) WLlatn+ (ot B+n+1)
P (1) T(a+1)l(a+G8+2n+1) (124
ped(1) = (cgplPtntDilatfrny ) (1.25)

PG+ 1o+ 5+2n+1)

Utilizando o fato de que I'(c +n + 1) = O(n!) para valores de n suficientemente grandes

(veja [?] para mais propriedades da fungao Gama), entao

o 0oy 0 nn—1)...(1)
PEPW) = 256 = T onin 1), (m D)

_ 2n(2n — 2)(2n —4) ... (4)(2)
2n(2n —1)(2n —2)...(n+2)(n+ 1)
2n(2n —1)(2n —2)...(n+2)(n+1)

= 2n(2n —1)(2n —2)...(n +2)(n+1) L (1.26)

ou seja,
PB) () 0(1) (1.27)

mesmo quando n — o0.

1.2.2 Polindmios de Tchebichef

Os polinomios de Tchebichef de 1* espécie sao um caso particular dos polinomios pLe?)

de Jacobi, quando o = = —%. Eles sao ortogonais no intervalo (—1, 1) relativamente a
fungao peso

w(x) = —— (1.28)
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o que faz com que T,(z) = (=1)"T,(—=z) (isto é, os polinomios de Tchebichef sao
simétricos).
Na forma monica, estes polinomios podem ser definidos por

1
2n—1

T.(z) = cos(n arccos(z)), paraz € [—1,1], (1.29)

e sua relagao de ortogonalidade é da forma

<Tn7 Tm> - T, sen=m =0, (130)

Por fim, os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos (1.4) destes polinémios
sao
1

2=t (1.31)
bn+1 =0

Any1 =

1.3 Conceitos basicos de Analise Complexa

Para uma melhor compreensao desta secao, dividiremos os teoremas, lemas e definigoes

em tépicos de acordo com o assunto a ser abordado.

1.3.1 Arcos, curvas e contornos

a) Um arco, ou também caminho, denota uma fungao complexa de uma varidvel real,
continua, definida num intervalo fechado e limitado [a, b]. Dessa maneira, arcos sao

definidos em termos de uma representacao paramétrica
2(t) = a(t) +ay(t), ou z=((x(t),y(t)), a<t<b

e também nos referiremos ao arco como o objeto geométrico z = {z(t) : t € [a,b]}.
Um arco é simples quando valores distintos de ¢ se associam a pontos distintos em
C, e é suave se as derivadas z'(t) e 3/ (t) (no sentido real) existem e nao se anulam

simultaneamente em |a, b].

Os pontos zy := z(a) e z; := z(b) sdo chamados de pontos extremos do arco, e
dizemos que o arco é orientado de zy a z; quando o sentido de seu percurso é de z

a 21.
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b) Uma curva fechada é um arco para o qual z(a) = z(b), e uma curva fechada é simples

se nao possui pontos de auto-interseccao, exceto por seus pontos extremos.

¢) Um contorno é uma cadeia finita de n arcos zi(t),...,2,(t), associados respec-
tivamente a intervalos [a1,b1],..., [an, by, de modo que z;(b;) = zi11(aip1), © =
1,...,n — 1. Dizemos que o contorno é fechado caso zi(a;) = z,(b,) e fechado

simples se nao possuir pontos de auto-interseccao, exceto por seus extremos.

Por fim, diz-se que um contorno fechado simples é orientado positivamente se o

sentido de sua orientacao for horario.

Definicao 1.3. Dizemos que um conjunto aberto R é conexo se ele nao pode ser repre-

sentado como a uniao de dois conjuntos abertos que sejam disjuntos e nao-vazios.

Definicao 1.4. Um conjunto nao-vazio, aberto e conexo é chamado de regiao.

1.3.2 Analiticidade e a Formula Integral de Cauchy

Informalmente, a analiticidade de uma funcao f num ponto zy caracteriza-se pela exigéncia

de que f € C* numa vizinhanca aberta de zy. Em termos mais precisos:

Defini¢ao 1.5. (Fungao Analitica) Uma funcao f: C — C € analitica num ponto z

de uma regiao R C C se existirem € > 0 e constantes ag, ay, as, . .. tais que
i) a bola aberta B(zy,e) C R;

ii) para todo z € B(zy,¢), tivermos

f(2) =ap+ay(z —20) +as(z —20)* +... . (1.32)

Nestas condigoes, dizemos que f é representada localmente pela série de poténcias

(1.32). Além disso, tal série é unica e, também, os coeficientes da mesma sao dados por
Lo
ax = Hf( ().

Salientamos ainda que é relativamente simples mostrar que, quando f ¢é analitica
num certo ponto zp, entao f também é analitica em qualquer outro ponto pertencente a

B(zp,¢). Por fim, quando f é analitica em todos os pontos de C, diz-se que f é inteira.
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Teorema 1.5. (Férmula Integral de Cauchy) Seja f : C — C uma fungao analitica
numa regiao fechada R delimitada por um contorno fechado simples C, orientado positi-
vamente. Se z pertence ao interior de R, entdo

fo) == [ 1D

= dt. 1.
21t Jot — 2 (1.33)

1.3.3 A férmula de Plemelj

De autoria do matematico Josip Plemelj (1873 - 1967), a célebre férmula de Plemelj
constitui uma das principais ferramentas no estudo da teoria dos problemas de Riemann-
Hilbert; este fato serd muito enfatizado no préximo Capitulo. Antes de enunciarmos tal

formula, relembremos a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.6. (Condicao de Hoélder) Seja f : C — C wuma funcgdo definida numa
regiao L do plano complexo. Dizemos que f satisfaz uma condi¢cdo de Holder (ou condi¢ao

de Lipschitz de ordem \) em L se, para todo x,y € L, tivermos

f(2) = f(y)] < Alz =y, (1.34)
comA>0e0< \<1.

Teorema 1.6. (Férmula de Plemelj) Seja L um contorno (aberto ou fechado) e con-
sidere p(s) uma fun¢ao que satisfaz a uma condi¢cdo de Holder em L. Entao, a integral

de Cauchy ¢(z) definida por

21 s—z

() = —— /L 205) 4 (1.35)

possui valores limites ¢ (x) e ¢p_(x) a medida que z se aproxrima de x € L pela esquerda

e pela direita, respectivamente. Estes valores sao dados como seque:

orte) = B o [ £y,

2 2mi J;, s —x (1.36)
o) 1 ©(s)
¢—<x>—‘7+%/ﬁ_l~d8

desde que, no caso em que L ¢é fechado, x nao seja um extremo de L.

1.3.4 Teoremas de Morera e Liouville

O seguinte teoremas serao freqiientemente usados ao longo do Capitulo 2.
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Teorema 1.7. (Morera) Seja f uma fung¢do continua numa regido aberta e simplesmente

conexa R C C tal que, para todo contorno fechado C C R, temos

/Cf(z)dz = 0.

Entao, f ¢ necessariamente analitica em R.

Corolario 1.3. Denote por C, e C_, respectivamente, os semiplanos abertos acima e
abaixo do eixo real. Considere uma funcao f que seja analitica em C, UC_ e continua

em C. Entao, f € analitica em C.

Observacao 1.2. Utilizando uma argumentacao um pouco mais rigorosa, € possivel es-
tender o Coroldrio 1.3 para qualquer regiao R aberta e simplesmente conexa, que contenha
um arco suave simples o. Logo, se [ for analitica em R\o e continua em R, entdo [ serd

analitica em R.

Demonstragao: Provemos que / f(2)dz = 0 para qualquer contorno fechado C' C C.
c
Entao, pelo Teorema de Morera, teremos f analitica em C.
Sem perda de generalidade, considere um contorno C'UC' fechado e contido em C_,

como mostra a Figura 1.1, com € > 0.

Figura 1.1: O contorno C' U C; U Cy U C3 Uy

Note que / f(z)dz +/ f(z)dz =0, ja que C'U C} estd inteiramente contida em
C C1
C.. Mostremos entao que a integral sobre C}; UCsUC3UC}y tende a zero quando € — 0.

Os arcos C] e Cy serao parametrizados da seguinte forma:

x(t) = —t,

C1 : 7(te) = . a(e) <t <b(e), (1.37)
y(t) =0,
x(t) =t,

Cy : w(te) = , a<t<hb, (1.38)
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onde Eli)nng ale) =a e Elir%+ b(e) =D.

Além disso, considere C e Cy definidos, respectivamente, sobre os intervalos [¢(¢), d(¢)]
e [c1(e),dy(€)], onde limo lc(e) —d(e)| = limO lei(e) — di(g)| = 0.
Dessa forma, a integral de f sobre Cy U Cy U C3 U Cy, denotada por I, sera tal que

I = f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(2)dz
1 Cy Cs Cy
a(e) b
5;/ fﬁ@wﬁ+/f@@ﬂﬁ+M¢@—Mﬂ+Mﬂ¢%ﬂ@ﬂ

b(e) a

onde My = mazx {|f(2)],z € C3} e My = mazx {|f(2)],z € Cy4}. Assim,

&)

f(r(t))dt + My|c(e) — d(e)| 4+ Malei(e) — du(e)].

a(e)

Como f(7(t,€)) é uma func¢ao continua em ¢, temos que a fungao F' definida por

B
(e

zg/f@@m—

b(e)
F(e) = /( | f(r(t,e))dt

também ¢é uma fungao continua em ¢ e, por isso,
b(e)
lim F(e) = f(7(t,0))dt.
e—0t a(e)
Dessa maneira, temos que I — 0 quando e — 0. Portanto,
lim f(z)dz = 0. (1.39)
e—0% Jouc,

Consideremos, agora, C' como um contorno fechado qualquer, como mostra a Figura

1.2.

Figura 1.2: O contorno C'

Lembremos que f é continua em C. Logo, pelo fato de C' ser o limite para
e — 07 da unido dos contornos C¢, e C¢_, como mostra a Figura 1.3, entao, por (1.39),

/ f(2)dz =0, e o resultado estd demonstrado. u
c
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Figura 1.3: As curvas Cc, e Cc_

Teorema 1.8. (Liouville) Seja f uma funcao inteira tal que |f(z)| € limitada para todo

z € C. Entao, f € constante em C.

Corolario 1.4. Seja f uma funcgdo inteira e n € C uma constante tal que f(z) — 7

quando z — oo. Entao, f(z) =n para todo z € C.

1.3.5 Singularidades

Quando uma funcao f é analitica numa regiao R com exce¢ao de um ponto zy € R, onde
f nao ¢é definida, dizemos que 2y é uma singularidade isolada da funcao f. Existem trés
tipos de singularidades isoladas, bem como propriedades advindas de teoremas classicos

que nos auxiliam a distingui-las.

1) Uma singularidade é removivel quando

e O limite lim f(z) existe.

z2—20

e f possui continuagao analitica em zy, isto ¢, existe uma fungao g(z) analitica

em R tal que f(z) = g(z) para todo z € R\{z0}.

o lim (z—zy)f(2) =0.

Z—20
2) Uma singularidade é um pélo quando

e O limite lim f(z) = oo existe como um limite impréprio.

zZ—20

e Existe n > 0 inteiro tal que lim (z — 20)" f(z) é limitado.

Z—20
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3) Uma singularidade é essencial quando

e O limite lim f(z) nao existe, seja como limite préprio ou impréprio.

z—20

e f nao pode ser continuada analiticamente em z.

e Nio existe n > 0 inteiro tal que lim (z — 29)" f(2) seja limitado.

22— 20
Observacao 1.3. Tradicionalmente, em andlise complexa, assume-se que uma singula-

ridade, caso seja removivel, jd tenha sido removida. Isto €, para efeitos de analiticidade,

consideramos a continuacao analitica de f ao invés da propria f.



Capitulo 2

Problemas de Riemann-Hilbert

(RHP)

Neste capitulo iremos apresentar alguns exemplos de RHP, bem como suas respectivas

solucoes. Os resultados aqui obtidos serao usados no proximo capitulo.

2.1 Caracterizacao de um RHP

Considere > um contorno em C como sendo uma uniao finita de arcos suaves em C que
se intersectam numa quantidade finita de pontos e, também, que todas essas interseccoes
sejam transversais. Suponha que cada um desses arcos seja orietado, de modo que cada
arco de X possua um lado positivo e um negativo - o lado positivo (negativo) fica a esquerda

(direita) quando percorremos ¥ no sentido de sua orienta¢ao. Defina, entao, 3° como
¥.° := ¥\{pontos de auto-intersecgao}.

Considere, também, uma funcao analitica J : ¥X° — GL(C),,xy, onde GL(C),,x, ¢é
o espaco das matrizes inversiveis n X n. No caso em que ¥ nao é limitada, suponha que
J(z) tende a matriz indentidade quando z — oo sobre X.

O par (X, J) determina um problema de Riemann-Hilbert da seguinte forma: encon-

trar uma fung¢ao F : C — M(C), x, de tal modo que
o F' ¢ analitica em C\X,

o Fi(2)=F_(2)J(2), z€X° (relacao de salto),

19
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o [F(z) possui um comportamento assintdtico quando z — 0.

Denotamos por F,(z) e F_(z) os limites de F(z") quando z° — z € %, respectivamente,
pelos lados positivo e negativo de X. A matriz J(z) é chamada de matriz de salto do

RHP.

2.2 RHP quando n =1 (caso escalar)

Quando n = 1, dizemos que o RHP é escalar. A solucao que encontramos a seguir para
um problema dessa natureza serd utilizada no estudo de solugoes para RHP com n = 2.
No estudo pretendido, faremos uso da conhecida férmula de Plemelj (Teorema 1.6), que

nessa area de trabalho desempenha um papel fundamental.

2.2.1 Solugao para o caso X =R

Dada um fungao J(z) (com certas restrigdes que veremos a seguir), procuramos uma

fungao F(z) tal que
e F ¢ analitica em C\R,
o Fi(x)=F_(x)J(x), v €R,
e F(z) =0O(1) quando z — oc.

Fazendo uso da funcao logaritmica, teremos que

(lnF)+(m) — (InF)_(z) = In(J(z)); (2.1)
Observe, agora, que (2.1) pode ser resolvida explicitamente através da féormula de Plemelj
em (1.36), de tal modo que

In(F(z) = L /_OO Mdz, z € C\R (2.2)

2m J_ T — %

e, assim,

1 oo ln(J(z))d

F(z)=ewil-o "2z %z C\R. (2.3)

Note, por (2.2), que devemos supor J(z) > 0 para todo = € R, a fim de que In(J(z))
esteja bem definida. Ainda assim, existem casos onde a integral em (2.2) nao existe. Isto

pode ocorrer, por exemplo, quando J(z) — 1 para £ — +00 e £ — —0o0 na reta real,
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havendo entao a possibilidade de espiralamento (winding number). Felizmente, as fungoes
J(z) que consideraremos garantirdo que a integral em (2.2) é bem definida.
Finalmente, é possivel garantir a unicidade da solucao se considerarmos algumas

condicoes extras, como mostra o proximo teorema:

Teorema 2.1. Dadas Fy(z) e Fy(z) duas solug¢oes de um RHP (caso escalar) onde ¥ = R,
suponha que J~'(x) exista para todo x € R e, também, que Fy'(z) exista para todo

z € C\R. Entdo, Iy = Fy a menos de uma constante.

Demonstracao: Considere W = F1F2_1. Como F; e Fy sao ambas solugoes, entao

We = (F)+(R)i = (FR)-J(F)-J"
= (F)_JJ M) = (F)-(Fy)~!
= W (2.4)

Pelo fato de F; e F; serem analiticas em C\R, entao W também é analitica em C\R e, por
(2.4) temos W continua em C. Assim, utilizando o Corolério 1.3, segue que W ¢ inteira.

Note agora que W(z) — 1+ O(%) quando z — 00, ou seja, W (z) se aproxima
de 1 & medida que z tende ao infinito. Dessa maneira, pelo Corolario 1.4, teremos que

W =1 e, dessa forma, F| = F5. [

Observacao: No caso em que ¥ = [—a,a] C R, é possivel estabelecer um resultado
semelhante ao do Teorema 2.1, impondo relativamente & solu¢ao F'(z) algumas condigoes
assintéticas quando z — {—a,a}, z ¢ [—a,dal.
2.2.2 Solugao para o ¥ = [—a,a] e J(2) =1
Procuramos aqui por uma fungao F'(z) tal que

e F ¢ analitica em C\[—a,al,

o Fi(x)=iF_(2), =€ (-a,a),

e F(z) =0(1) quando z — oc.

Analogamente ao caso anterior, mostra-se que

1 ra In(i) d

F(z) =e?il-aa=%" 2 € C\[—aq,q] (2.5)
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Entretanto, temos que

e, assim,

2m J_,x — 2
1 zZ—a
- In(5)
z+a
Isto nos permite reescrever (2.5) como
Z—a\i
F :( ) . 2eC\[—a,d]. 2.6
()= (32)" ceC\-ad (2.6
De fato, para = € (—a,a),
o A]T
Fi(z) = lim F(2) = lim [~ Zl)}
zt—x zt—x (z + a)Z
2 — )i 2 —z)i
= odm Laaglezdt V2 pl-or
ztoz 2 (2—}-a)1 2 (x+a>1
1 i
= 4 lim (1 ,)(a—z)j = limM
1 2 —x (Z*|>CL)Z

_ 1 1—¢
lim (Z a)‘* = lim ( g) = 0(1).
z—o0o \ 2 + a 2—00 1—|—;

2.2.3 Solugao para X = [—a,a] e J(z) = —i

Assim como no caso anterior, mostra-se que

F(z)= (Z — a)—i = <z+a>i’ z € C\[—a,aq] (2.7)

zZ+a Z—a

¢ a solugao procurada nas condigoes atuais.

2.3 O RHP quando n =2

Para os casos em que n > 1, serao mais trabalhosos os argumentos a serem utilizados para
se garantir a existéncia e a unicidade da solu¢ao de um determinado RHP. Essencialmente,
dado um RHP onde n = 2, nos limitaremos a mostrar que uma certa matriz F' = F(z) é

solucao do problema e entao provar que tal solugao é, de fato, unica.



2.3. O RHP quando n = 2 23

2.3.1 Solugao para um Y-RHP

A situacao a ser estudada agora exemplifica as possibilidades de relacionamento entre as

teorias de Polinomios Ortogonais e problemas de Riemann-Hilbert. Aqui, consideraremos

Y = [—1,1] e a matriz de salto J(z) tera a forma
1 w(z)
J(x) = : (2.8)
0 1

onde w(z) é uma modificagao da fungao peso de Jacobi, dada por
w(z) = (1 —2)°(1 +2)°h(a), (2.9)

sendo «, § > —1 e h(z) uma funcdo positiva em [—1, 1] e analitica numa vizinhanga aberta
U de [-1,1].

Queremos, entao, encontrar uma matriz Y = Y'(2)2x2, que satisfaga:

(a) Y(z) é analitica para z € C\[—1,1].

_ 1 w(x)
(b) Yi(z) =Y_(x) , paraz € (—1,1).
0 1
(c) Y(2) = (I + O(l)> o0 , quando z — 0.
z 0 2"

Além disso, a fim de garantirmos a unicidade da solugao, iremos impor, sobre Y'(z), duas

condicoes assintdticas para quando z — +1 , quais sejam:
C\[-L,1]

(d) Quando z — 1, z € C\[—1,1], entao

(

1 |z—1
,  sea <0,
1 |z—1]*
1 In|z—1]
Y()=¢ O , sea=0, (2.10)

1 In|z—1]
1

O , se a > 0.
11

\

(consulte o Apéndice para o significado da notagao)
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(e) Quando z — —1, z € C\[—1, 1], entao

¢

1 |z+1)°

O ., se 3<0,
1 |z +1)°
1 In|z+1]

Y(2)=< O , se =0, (2.11)

1 In|lz+1]
11

@) , se 3 > 0.
11

\

Daqui em diante, um RHP cuja solugao satisfaz as condigdes (a) - (e) anteriores serd

denotado por Y-RHP.

Teorema 2.2. A matriz Y (z) dada por

Pn(2> QL 11 _P"(z)w(l)dx
Yiz) = e 2.12
A NP L2l Pt (2.12)
-1 n—l(Z> Yn—1 f—l T—z T

¢ uma solugdao para o Y-RHP, em que P,(x) € o polinomio ortogonal ménico em [—1,1]
relativo a w(z) dada em (2.9) e y,—1 € o coeficiente do termo de maior grau do polinémio

ortonormal correspondente (veja (1.2)).
Demonstragao: Mostremos que Y (z) satisfaz cada uma das condi¢oes do Y-RHP.
(a) Y(z) é analitica em C\[—1, 1], j& que:

e y11(2) e yo1(2) s@o polinémios e, portanto, func¢oes analiticas em C.

e y12(2) é derivavel em z € C\[—1, 1], isto é,

1 U Pu(z)w(z)

— d 2.13
271 ), (x—2)? v (2.13)

y;Q(z) =

e, portanto, y12(z) é analitica em C\[—1,1]. A demonstragdo para yso(z) segue de

maneira idéntica.

(b) Para z € (—1,1), mostremos que a relagdo de salto se verifica em cada um dos

elementos de Y (z):
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e Novamente por P,(z) ser analitico em C, temos y11(z)+ = yi1(x)- = yu(z). O

argumento é o mesmo para Y1 (2).

® yi2(7)1 =y () -w(@) + y12(x)- = y12(x)4 — y12(x)- = Pu(z)w(x). Note agora
que P,(z)w(zx), pelo fato de ser analitica em (—1,1), satisfaz a uma condi¢do de

Holder em (—1, 1); assim, pela férmula de Plemelj em (1.36), temos entao que

1 L P, (z)w(x)

vele) = o | e
-1

dx

que é exatamente a expressao de yi2(z). A demonstracio para yso(z) é feita de

maneira analoga.

(c) Quando z — oo,

_ [ oG o)) (2.14)
o("")  O(z™)

Agora analisemos cada um dos elementos de Y (z) quando z — 0o, comparando-os

com (2.14):

o yu(x) = 0(")
Como y11(z) = P,(x) é um polindomio ortogonal monico, temos
lim P,(z) = lim (z” + O(z”_l)) = 0(z"), (2.15)

o que verifica a igualdade. A demonstracao é a mesma para ya1(2).

o yia(z) = O(z~ ")
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Observe que

1 [' P.(z)w(x)
= — d
pra() 2m /_1 T —z
-1 ('R
- ZL [ B,
2miz ), 1-%
-1 [t z?
= P, 1 — d
QW/1 (2 >( T )w(:p) .
Teo. 1.1 —1 1 " $”+1
= 5 / P,(x) (z_” + s, +.. .)w(w)dm

(2.16)

sendo, assim, a igualdade verificada. Para ys2(2), o processo é similar.

(d) Provemos, primeiramente, que lirn1 y11(2) = O(1), j& que essa condi¢ao ocorre inde-
pendentemente do sinal de a. Essa demonstragao também vale para yo(2).

Ao considerarmos a funcao peso dos polinomios de Jacobi
w(z)=(1—-2)*1+2)° of>-—1, (2.17)
é relativamente simples mostrar que existe K > 0 tal que

W) ) s K, vae [—1,1], (2.18)

w(z)
bastando, para isso, supor que K := min {h(z), = € [—1,1]}, sendo h(z) citada em (2.9).

Com isto, segundo o Corolério 1.2, temos que

|Po(x)| < K3 M3| Py(w)] + AK 3 M [\ﬁn(x)\ + [Py (2)

], (2.19)

onde P,(z) ¢ o polinomio ortogonal de Jacobi relativo a @(z), M := maz {h(z), = €

[—1,1]} e X := maz {h'(z), z € [=1,1]}. Agora, como P,(1) = O(1) (veja (1.27)), resta
somente que P,(1) = zliinl y11(z) = O(1), para z € C\[-1, 1].

Resta, agora, provar que

O(lz—1*), a<0

yi2(2) = ¢ O(ln|]z — 1), a=0 (2.20)
0(1), a>0

quando z — 1, z ¢ [—1, 1], sendo que as demonstragoes para ys2(z) podem ser feitas de

forma andloga.
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e No caso em que « > 0, considere a = o — 1 > —1. Entao,
/1 Wd$ =— /1 Po(x)(1 — 2)*(1 4 z)°h(x)dx. (2.21)
1 - -1
Como (1 — 2)%(1 + z)Ph(x) > 0 em (—1,1), temos, pelo Teorema do valor médio
generalizado, que existe ¢ € (—1,1) de forma que
/1 de = —P,c) /1(1 —2)*(1 + 2)°h(z)dx
1 - -1

(1.1) "
= P,

8)

onde 4" 6 0 momento de ordem zero associado & funco peso (1 —z)%(1+z)%h(z).

Com isto, provamos que (2.21) é limitado. Dali, pelo fato de y12(2) ser analitica numa
vizinhanga de = = 1, segue que lim1 y12(2) = Pn(c)u(()a’ﬁ), isto é, lim1 y12(2) = O(1).

e No caso em que o = 0, observe que

yia(2) L/O Pu(z)(1 +2)°h(z) , 1 ' By(@)(L+ 2) h(z) (2.22)

2m J 4 T —z 2w Jy r—z

O primeiro termo de (2.22) é obviamente analitico num aberto que contenha x = 1;
resta, entdo, nos preocuparmos com o segundo termo de (2.22).
Note que f(z) = Pn(2)(1 + 2)Ph(z) é analitico num aberto B que contém [0,1] e,

dai, f'(z) existe para todo z € B. Considere

LRy (CPR C ¥ C VARSI CES G
2m Jy r—z

2 Jy v — 2 2t Jo x — 2
J— 1 J—
_ f(Z)ln<z 1) +L/ f@) = fE),
2mi z 21 ), T —z
o (2)
— (1 , _
Observe, agora, que limlL{() = f(1). Logo, M ¢ analitica no
z— xr — r—z

aberto B e, conseqiientemente, ®(z) também é analitica em B. Assim, podemos

concluir que, para z — 1,

1 VP (x)(1+ $)ﬁh($)dx =Cln(z — 1)+ ®(2), =zeC\[-1,1], (2.23)

2m ) T —z

onde C' é uma constante. Dessa forma, y12(z) = O(In|z — 1|) quando z — 1, caso

a=0.
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P

Figura 2.1: O contorno &

e No caso em que o < 0, lembremos, por (2.9), que a fungao h é analitica em U.
Escolha p > 0 de forma que o disco de centro 1 e raio p esteja contido em U e seja
|z — 1] < pcom z ¢ [—1,1]. Para 6 > 0 suficientemente pequeno, z se localiza no

interior do contorno fechado &5, como mostra a Figura 2.1.

Defina, agora, a fungao g(z) como
9(2) = (=1)*Pu(2)w(2) = Pu(2)(z = 1)%(z + 1)"1(2).

Excluindo-se a semi-reta (—oo, 1], fica claro que g(z) é analitica em U\(—o0,1].

Assim, pelo teorema de Cauchy,

1 g9(t)

271 g t—2

dt = g(2). (2.24)

Note, entao, que

1446 1+i6 [ 1\a
5““‘0% / L0 / () Pu)ulz) o
— Ty ) _

14ist— 2 §—0 21 J 1 45 t—=z
1 1448 ( im ap.
o L[ e R,
1 (' P.(2)w(z), ,
= — —————=(e"Y)dt 2.25
i / L t—2 (™) (2.25)
e, analogamente, que
1 —1-i5 0y 1 1 p '
im — 9(t) dt = ——,/ M(e”“)dt. (2.26)
§—02mi Ji_5 t—=z 2 J_, t—=z
t
Por fim, é relativamente simples mostrar que a integral na variavel ¢ de & sobre
—z

as demais curvas que compdem s constituem uma funcao (digamos, 2(z)) analitica
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em z caso § < |z —1| < p, 2z ¢ [—1,1], mesmo quando § — 0. Utilizando este

fato e os resultados obtidos em (2.25) e (2.26), mostra-se que

1 (' P.(z)w(), . ,
— Q = R A 1T _ —I1TQ d 2.27
02) = )+ 5 [ HEEE e ey (2.27)
e, assim, sabendo que a func¢ao seno é definida em C como
eiﬂ'Oé _ e—iwa
sen(a) = —

podemos finalmente concluir, através de (2.27), que

Po(2)(z +1)h(2)

2i sen(ma)

Q(z)

 2i sen(ra)’

(z—1)° (2.28)

y2(2) =

motivo pelo qual y12(z) = O(|z — 1]*) quando z — 1, caso a < 0.
(e) A demonstragao de que Y (z) satisfaz a condicdo Y-RHP(e) segue de forma andloga a
demonstragao feita anteriormente para Y-RHP(d). [

Até aqui, nos preocupamos somente em mostrar que a matriz Y (z) era uma solugao

para Y-RHP. O préximo teorema garante a unicidade dessa solugao.
Teorema 2.3. Se existe uma solug¢ao para Y-RHP, entao essa solucao € unica.

Demonstragao: Seja V(z) uma solucdo qualquer para Y-RHP. Logo, V(z) é analitica

em C\[—1,1]. Como

B 1 w(x)
Vi(z) =V_(2) para z € (—1,1),
0 1
temos que
det(V)o(e) = det()_(wydet |+ )
0 1

= det(V)_(z)

e, assim, pelo Corolério 1.3, temos det(V(z)) analitico em C\{—1,1}.
Entretanto, pelo fato de V(z) satisfazer (2.10) quando z — 1, temos necessaria-

mente que
O(lz—1]%), a<0
det(V(z)) =3 O(ln|z —1|), a=0 (2.29)
O(1), a>0
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quando z — 1.
Sabendo que a > —1, temos que a singularidade de det(V)(z) em 1 é removivel. De

fato: observando que
liml(z —1)[z—=1]*=0 (mesmo quando a < 0),

via a utilizacao da regra de L’Hospital, segue que

_1
lz—1]
1
(2-1)?

lim (z — 1)in|z — 1] = lim — = 0.

z—1 z—>1

Utilizando os mesmos argumentos acima, mostra-se que a singularidade de det(V')(z) em
—1 também é removivel e disso decorre que det(V')(z) é inteira.

Agora, como

entao

det(V(z)) =1+ O(%), z — 00.

Portanto, pelo fato de det(V(z)) ser inteira e det(V(z)) = 1+ O(2) quando z — oo,
segue, pelo Corolario 1.4, que det(V(z)) = 1, para todo z € C. Logo, V(z) é inversivel
para todo z e V7!(2) é analitica em C\[—1,1].

Suponha, agora, que exista outra solucao V(z) para Y-RHP. Dessa forma, a funcao

H(z) = V(2)V~!(z) serd analitica em C\[—1,1] e, como det(V)(z) = 1, teremos
H(z) = 311(2’) v12(2) va(z)  —wvia(z
U21(2) U22(2) —va1(2)  vn(z
_ [ nl2va(z) = via(2)va(2) (2)on(z) = v (2)v12(2)
U21(2)v2(2) = V2a(2) 1 (2) (Z)Un(z) 21 (2)v12(2)

Por hipétese, V(z) e V(z) satisfazem (2.10). Assim, para cada um dos elementos de

H(z) = (hij(2)), segue que

hij(z) = ¢ O(ln|z —1]), a=0 (2.30)
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quando z — 1. Novamente, o ponto 1 serd uma singularidade removivel de h;;(2), assim
como —1 também serd (os argumentos sdo os mesmos, utilizando-se (2.11)). Além disso,

para x € (—1,1),

Hi(z) = Vi(2)[Vi] ()
(

R ATY B I B NUA RIS
0 1 0 1
S ACARTE
— H (2) (2.31)

e, assim, pelo Corolério 1.3 aplicado a cada um de seus elementos, H(z) é analitica em
C\{—1,1} (veja também a Observagao 1.2). Mas, como —1 e 1 sao ambas singularidades
removiveis, entdo H(z) é analitica em C.

Finalmente, quando z — o0,

wer = (o)) (7 D)5 0 ) (r0)]
- 1ol o

e, aplicando o Teorema de Liouville em cada um dos elementos de H(z), resta somente
que H = I e, portanto V=V. [ |
Pelos Teoremas 2.2 e 2.3, garantimos que Y (z), dada em (2.12), é a unica solugao

de Y-RHP.

2.3.2 Solucao para um T-RHP

Neste RHP, consideraremos novamente ¥ = [—1, 1], todavia agora a matriz de salto J(z)
sera
x)~n w(w
J(z) = o+(2) (z) 7 (2.33)
0 o ()™

onde w(zx) é a mesma fungao descrita em (2.9) e p : C\[-1,1] — C\S' ¢ a fungao dada

por

N

p(z) =z + (22 = 1)z. (2.34)

Vale ressaltar que tal funcao possui as seguintes propriedades:
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e ©(z) =0(2z), quando z — o0

De fato: podemos utilizar a série de Taylor para mostrar que

1
22_1222(1__2): 212 = i 12 T
z T 1+ 2t atE ...

22

2

e, assim, para z — 00, teremos (22 — 1)2 = O(2).

e ¢(z) é analitica em C\[—1,1] e p(z)p_(z) =1, paratodo z € (—1,1)
De fato: escolha para 23 o ramo definido por

arg(z)

g(z) = 2237, —m <arg(z) <.

Entao, ¢g(z) é analitica em C\(—o00, 0) e descontinua em (—o0,0), com g (z) = g_(x)
para todo x < 0. Por esse motivo, g(z? — 1) ¢ analitica em C\[—1, 1] e descontinua
em (—1,1) e, portanto, ¢(z) é analitica em C\[—1,1].

Note, agora, que ¢, (z) = lim ¢(z2) =z +1vV1—22, com z € CL ez € (—1,1).
Logo,

e (D)o (2) = e (@pr@) = (@+iVI— @)@ —ivVI—a?) = 1
para todo x € (—1,1).
De volta ao RHP, nosso objetivo é encontrar uma matriz 7" = T'(z)ax2, que satisfaz:
(a) T(z) é analitica para z € C\[—1, 1].

(b) T (x) =T_(x) pr(@)™ wla) , paraz € (—1,1).

0 p ()7
(c) T(2)=1+ O(%), quando z — 00.

Também imporemos, sobre a solu¢ao T'(z), duas condigdes assintdticas para quando

z — 1, z € C\[-1, 1], que sao:
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(d) Quando z — 1, z € C\[-1,1],

1 |z—1]*
1 |z—1*

@)

,  sea <0,

1 In|z—1]

@)

, se a > 0.

( 1 In|z—1]
T(z)=4 O , sea=0, (2.35)

\

(e) Quando z — —1, z € C\[-1,1],

(

1 [z+1°
1 [z+1°

O ,  se <0,

T(z) = o(l 1) s (2.36)

1 In|z+1]

O , se > 0.

\

Daqui em diante, um RHP cuja solucao satisfaz as condigoes (a) - (e) anteriores,

sera denotado por T-RHP.

Lema 2.1. A matriz T(z), dada por

2" (2) al(2)

220) [ B,

271 T —z
T(Z) = -n n 2)(— 2_1 1 2wl 3 (237)
2 () () e AR [ B,

¢ a unica solugdo para o T-RHP, em que P,(z), w(x) e v, sao os mesmos de (2.12), e

©(z) € dada sequndo (2.54).

Demonstragao: Observe que T'(z) pode ser reescrita como segue:

T(z) = Y (2) : (2.38)
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em que Y (z) é a solugdo do Y-RHP dada em (2.12). Mostremos, entao, que 7'(z) satisfaz
cada uma das condicoes do T-RHP:

(a) Note que as matrizes M e P(z) sdo ambas analiticas em C\[—1, 1] (veja as propriedades
de ¢(z) a partir de (2.34)). Conseqiientemente, pelo fato de Y (z) satisfazer Y-RHP(a),

tem-se que T'(z) é analitica em C\[—1, 1].

(b) Por (2.38) e sabendo que Y(z) satisfaz Y-RHP(b), mostra-se facilmente que, para
re(—1,1),

Ty(z) = MYi(x)Pi(x)

= T_(2) . (2.39)

(c) Dado que Y(z) satisfaz Y-RHP(c), segundo (2.38) e o fato de que
o(z) = 0O(22) (2.40)

quando z — 00, entao temos que

2" 0 2" 0 (2z)™ 0
OIS <1+0<§)>

(0 <I+o(§>> Y
_ Ho@)> 21

quando z — 0.

(d) Como a funcao ¢(z) ¢ limitada numa vizinhanca de 1, entdo, através de (2.38),

temos que T'(z) possui 0 mesmo comportamento assintético de Y (z) quando z — 1,

z € C\[-1,1].

(e) Pelo mesmo argumento utilizado em (d), prova-se que T'(z) satisfaz a condicao
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T-RHP(e).
A unicidade de T'(z) segue do fato que

v = | 2 ? T [ P 0_
0o 2 0 )™

é uma solugao do Y-RHP. Logo, pelo Teorema 2.3, temos que T'(z) é a tinica solugao do

T-RHP. |

2.3.3 Solucgao para um S-RHP

Para este tipo de RHP, consideraremos o contorno orientado ¥ = ¥; U ¥y U X3 contido

em U, como mostra a Figura 2.2.

3,

Figura 2.2: O contorno X

Y1 e X3 sao arcos suaves, Yo = [—1,1] e U (ver Figura 2.1) é a regiao onde h(z),
dada em (2.9), é analitica.
Note que ¥ possui "formato similar ao de uma lente”. Desse modo, a fim de sim-

plificarmos a notagao, nos referiremos
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e a parte superior da lente como a regiao aberta delimitada por i e X,
e a parte inferior da lente como a regiao aberta delimitada por s e s,

e a0 exterior da lente como a regiao aberta no exterior de 3.
Além disso, defina
¥ =Y\{-1,1}, j=1,2,3.

Utilizando a expressao da matriz J(z) dada em (2.33), podemos obter uma fatoragao

da mesma como segue:

1 0 0 w(x) 1 0
J(z) = . (2.42)
wp_ @ 1)\ e 0 ) @ tea@ 1

Observe que ¢4 (z)p_(x) = 1, conforme visto anteriormente na Segao §2.3.2.
Consideraremos, também, a extensao analitica da fungao peso w(x) em

U\((—o00, —1] U [1,00)) dada por
w(z) = (1 —2)*(1+ 2)°h(z). (2.43)

Tal extensdo ¢ nao-nula em U\ ((—oo, —1] U [1,00)), uma vez que Re(h(z)) > 0 em U
(veja (2.9)).

Assim, dados estes elementos, buscamos uma matriz S = S(z) que satisfaga:
(a) S(z) é analitica para z € C\X.

(b) S(z) possui as seguintes relagoes de salto em ¥\{—1,1}:

B 0 w(x)
Si(x)=5_(z) para x € (—1,1), (2.44)
—w(z)™t 0
1 0
Si(z) =5_(2) para z € X{ U X5. (2.45)
w(z) ()7 1

(c) S(z)=1+ O(%), quando z — o0.

(d) Quando z — 1, o comportamento de S(z) dependerd de @ como segue:
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Para a < 0,
1 |z—1J*
S(z)=0 , zeC\X. (2.46)
1 |z—1]*
Para a = 0,
1 In|lz—1| :
@) , para z — 1 pelo exterior da lente,
1 In|z—1|
S(z) =

In|]z—1| In|z —1| o
, para z — 1 pelo interior da lente.

In|z—1| In|z —1|

(2.47)
Por fim, para o > 0,
(
1
@) , para z — 1 pelo exterior da lente,
11
S(z) = (2.48)
[z =17 1 o
O ,  para z — 1 pelo interior da lente.
|z —17* 1

\

(e) Quando z — —1, o comportamento de S(z) fica determinado simplesmente substituindo-

se, em (2.46), (2.47) e (2.48), a por 3, |z — 1] por |z + 1] e z — —1 por z — 1.

Doravante, o RHP satisfazendo as condigoes (a) - (e) anteriores serd denotado por

S-RHP.

Teorema 2.4. A matriz S = S(z) definida por

T(z), para z no exterior da lente
1 0 _
T(z) B . , para z na parte superior da lente
—w(z)p(z)7" 1
S(z) = (2.49)
1 0 ) )
T(z) , para z na parte inferior da lente
w(z) ()7 1

¢ uma solugao do S-RHP, em que T'(z), w(z) e ¢(z) sao dados respectivamente por (2.37),
(2.43) ¢ (2.34).
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Demonstragao: Mostremos que S(z) satisfaz cada uma das condigoes do S-RHP.

(a) Dado que T'(z) e ¢(z) sao analiticas em C\[—1, 1], temos que ambas sao analiticas
em C\X. A fun¢do w(z) (a extensdo analitica de (2.9)) ¢ analitica em C\{—1,1}, em

particular, ela também ¢é analitica em C\X. O resultado segue da construcao de S(z).

(b) Nas relagoes de salto de S(z), observe que z pode pertencer a 39, ¥ = (—1,1) ou a

2. Facamos a prova de cada caso separadamente:

e Suponhamos que z € 9. Entao, pela definicao de S(z),

1 0
5.() = To(2) = T(:) = T(:)
01
1 0 1 0
= T(2) B B B B
—w(z) ()7 1 w(z)"hp(z) 7" 1
1 0
= S_(2)

e a igualdade se verifica.
e Para z € X%, a demonstracao ¢ feita de maneira similar a anterior.

e Para z € (—1,1), temos, também pela defini¢ao de S(z), que

1 0
Si(z) = Ty(z) () Tp(z)32 1
—w(z)p(x)
(e e
0 p—(z)™" —w(z) " p(x) " 1
_ T () 0 ) w(x) )
—w(z)™ p(z)7"
- T ) 1 ) O) 0 ) w(x)
w(z) o _(x)™" 1 —w(z)™t 0
_ 5 () 0 ) w(x) |
—w(z)™' 0

o que comprova o resultado.
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(c) Para 2 — oo temos S(z) = T(z), uma vez que z pertence ao exterior da lente.

Portanto, a condi¢gao S-RHP(c) ¢ satisfeita.

(d) Primeiramente, note que S(z) apresenta o mesmo comportamento de 7'(z) a medida
que z se aproxima de 1 pelo exterior da lente. Assim, vamos analisar, de acordo com o
sinal de «, o comportamento de S(z) quando z — 1 pela parte superior da lente. Os
resultados obtidos neste contexto serao validos mesmo no caso em que z — 1 pela parte

inferior da lente.
e Caso a < 0:

Note que

— (2.50)

tendo em vista que

lim w™(2) = lim (1 —2)*(1+2)Ph7 Y (2) =0, 2¢%

z—1 z—>

e, também, que lim1 ©(z) = 1. Logo, por T'(z) satisfazer (2.35), S(z) satisfaz (2.46).

e Casoa=0:

Por (2.9), temos
— (2.51)
—w(2)tp(z)™ 1 c 1
quando z — 1 pela parte superior da lente, onde ¢ = 27°h(1) é uma constante

nao-nula. Assim,

l+clin|lz—1| In|z—1] In|z—1| Inlz —1|
S(z)=0 =0
l+clin|lz—1| In|z—1] In|z—1| Inlz —1|

para z — 1 pela parte superior da lente.

e Caso a > 0: Novamente por (2.9), observe que

1 0 1 0
. . (2.52)
—w(z) ()7 1 [z =17 1
Logo, da mesma forma que procedemos no caso em que o = 0, pode-se mostrar que
|z — 1|7 1

|z —1]7* 1

S(z)=0

quando z — 1 pela parte superior da lente.
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(e) A demonstragao segue de maneira andloga a feita em (d). u
Até aqui, provamos que dada uma solugao para T-RHP, obtemos, através de (2.49),

uma solugao para S-RHP. A fim de demonstrarmos a unicidade de S(z), considere a matriz

T(z) dada por

S(z), para z no exterior da lente
~ 1 0 .
- S(z) , para z na parte superior da lente
T(z) = 4 w(z)"lp(z)"2 1 (2.53)
~ 1 0
S(z) , para z na parte inferior da lente
—w(2)lp(z) 7" 1

onde S (z) é uma solucdo para S-RHP e mostremos que f(z) ¢ uma solucao para T-RHP.

Teorema 2.5. Sejam S(z) uma solugdo do S-RHP e T(z) definida como em (2.53).
Entao, Tv(z) ¢ uma solucao para RHP-T.

Demonstragio: Concentrar-nos-emos em mostrar que T(z) satisfaz as condicdes (d) e
() do T-RHP, uma vez que a demonstracio de que T(z) satisfaz (a), (b) e (c) segue de
maneira muito similar ao que foi feito na demonstracao do Teorema 2.4.

Seja T'(z) = (t;;(2)) a (Unica) solugdo para T-RHP. Entao, por (2.38),

2" 0 elz)™ 0
det(T(z)) = det det(Y(z)) det
0o 2= 0 o(z)"
o ER

1 P,_ 1x)wx

=212 Po1(2) —72_ 1f L dx
_ /1 )2 Po(2)Po1(2) = Po(2) Poa ()

1 T —z

w(z)dx

Def.(1.2) 1 (1 Obs. 1.1

Dai, temos que
T < [ =) Thel) (2.54)
—t21 (Z) tll(Z)
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existe e é analitica para todo z € C\[—1, 1].
Defina W (z) como

t1(2)tae(2) — tia(2)ta1(2)  tra(2)tia(z) — 11 (2)t12(2) (2.55)

to1(2)taa(2) — o (2)tn (2)  to2(2)t1(2) — B (2)t2(2)

Assim, W (z) é analitica em C\[—1,1]. Dado que T(z) e T(z) possuem a mesma relacao

de salto para x € (—1, 1), procedendo de forma andloga ao apresentado na demonstragao

do Teorema 2.3, segue que W (z) é analitica em C\{—1,1}.

A fim de determinarmos o comportamento de W (z) quando z — 1, analisemos

primeiramente o comportamento de f(z) segundo o sinal de a:

e Quando a < 0, temos, por (2.50), que

1|z — 1

T(z)=0
1 |z—1]"

quando z — 1, seja pelo interior ou pelo exterior da lente.

e Quando a = 0, segue de (2.51) que

1 In|z—1] :
@) para z — 1 pelo exterior da lente,
1 In|z—1]
T(z) = <
In|z—1| In|z —1| o
,  para z — 1 pelo interior da lente.
In|z—1| In|z —1|

e Por fim, quando o > 0, segundo (2.52) obtem-se

.
para z — 1 pelo exterior da lente,

11
o :

z—1]7* 1
| | , para z — 1 pelo interior da lente.
|z —17* 1

Logo, combinando (2.35) e (2.55), teremos, quando z — 1, que:

|z =1 [z —1)
=0 , caso «a <0,

[z =1 [z =1

W(z)



2.3. O RHP quando n = 2 42

Inlz — 1| In|z — 1
W(z)=0 , caso a=0,
Inlz — 1| In|z — 1

e, por fim,
.
1 1
O , para z — 1 pelo exterior da lente
11
W(Z) = )
[z =17 |z =1 o
@) ,  para z — 1 pelo interior da lente
\ [z =17 |z =1
caso o > 0.

Mostremos, agora, que a singularidade de W(z) em 1 é removivel (de maneira

andloga, é possivel mostrar que a singularidade em —1 também é removivel):

e Quando a < 0, utilizando a regra de L’Hospital, segue que

lim (2 — 1)w;;(2) =0,

z—1

onde w;;(z) é qualquer um dos elementos de W(z) e, dessa forma, a singularidade

em 1 é removivel (lembrando que o > —1).

e Quando « > 0, temos que W(z) permanece limitada quando z — 1 pelo exterior
da lente. Dessa forma, a singularidade em 1 nao pode ser um pdlo. Além disso,
para qualquer m > « inteiro,

liml(z —)Mz—=1"*=0

e, assim, a singularidade em 1 nao ¢ uma singularidade essencial. Resta-nos, por

exclusao, somente a possibilidade de que 1 é uma singularidade removivel.

Observe que a analiticidade de W (z) se estende a todo plano complexo, haja visto

que as singularidades em +1 sdo removiveis. Além disso, utilizando (2.55) e as condigaos

T-RHP(c) e S-RHP(c), tem-se

W(z) — I, quando z — o0.

Dessa forma, pelo Corolario 1.4, W(z) = I. Portanto, conclui-se que T'(z) = T'(z).

Dessa maneira, a solugao S(z) é unica. [ |
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2.3.4 Solugao para um N-RHP

Consideremos agora > = [—1, 1] e a matriz de salto J(z) dada como segue:
0 w(z)
J(z) = , (2.56)
—w(z)™ 0

onde w(z) é uma modificacao da fungao peso de Jacobi, segundo (2.9).
Queremos encontrar uma matriz N = N(2)ax2, que satisfaga:
a) N(z) é analitica em C\[—1,1].
0 w(x)

b) N,(z) = N_(x) ., paratodo z € (—1,1).
—w(z)™t 0

c) N(z) = I+O<§), quando z — o0.

Um RHP satisfazendo as condigoes (a), (b) e (c) acima serd denotado por N-RHP.
Afim de encontrarmos uma solucao para este N-RHP, necessitaremos da funcao de

Szegd, dada por

(z2=1)z (' in(w(z)) dx
D(z)=D(z,w) =ex . 2.57
Esta fungao possui as seguintes propriedades (veja [11, ?]):
e D(z) ¢ analitica e ndo-nula em C\[—1, 1],
e D (x)D_(z) =w(x), quando x € (—1,1),
11 In(w(z))
o lim D(z)=exp| — ———==dx | = Dy, onde 0 < D, < o0.
2——00 ( ) p<2ﬂ' -1 m
Proposicao 2.1. A matriz N(z) abaizo descrita é uma solugdo para N-RHP:
Dy, 0 a(z)+a(z)"! a(z)—a‘(z)fl D(Z)_l 0
M=) = ) e ashrale) o (258)
0 D 5 5 0 D(z)
1)
onde a(z) = u
EEIE
Demonstracgao: Utilizando as notacoes
Dy 0 D(z)™t 0
d> = e d(z)= : (2.59)
0 D! 0 D(z)

segue que N(z) = d*Q(2)d(z). Assim, para que N(z) seja uma solugdo para N-RHP,

Q(z) deve satisfazer as seguintes condigoes:
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i) Q(z) deve ser analitica em C\[—1, 1], uma vez que d(z) ja ¢ analitica em C\[—1,1].

ii) Para todo z € (—1,1),
0 1
Q1 () = Q-(x) ( ) (2.60)

ja que

- e 0 w(x)
— Q. (1) (2) = d¥Q_(2)d_(x)

—w(@)t 0
= Q4(z) = Q_(v) 0 B Dy (x)"'w(x)D_(x)~
—D.(z)w(z) " D_(x) 0
0 1
= Q4(z) = Q-(z)
-1 0

iii) Para z — oo,
1
Q(z) = 1+0(3),

tendo em vista que d(z) = d! quando z — oo.

Encontremos, entao, uma matriz que atenda as condigoes (i), (ii) e (iii) anteriores.

Primeiramente, observe que a matriz de salto em (2.60) para Q(z) pode ser fatorada
como segue:

()06

= 2. (2.61)
-10 i —i 0 —i i

z i 11
aa(1)
(

ii) e (iii) anteriores como:

NI= N
[ I

Assim, definindo

podemos reescrever as condigoes (i),
i') Q'(2) deve ser analitica em C\[—1, 1].

ii') Para todo z € (—1,1),

, ¢t 0

Q\ () =Q () - (2.63)
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iii' ) Quando z — oo,

Q'(2) = 1+0(1).

z

Suponhamos agora que Q'(z) = (¢;;(2)) seja uma matriz diagonal. Dessa forma,
41, (2) € qgq(2) serdo, respectivamente, as solucdes para os RHP apresentados em §2.2.2 e

§2.2.3, com [—a,a] = [-1,1]. Ou seja,

, a(z) 0
Q) = (2.64)
0 a(z)™!
(z — 1)i ,
onde a(z) = -. Portanto, através de (2.62), teremos que
(4 1)}
a(z)ta(z)"t  a(z)-a(z)”!
2 2i
_ 2.65
Q(Z) a(z)—a(z)"!  a(z)+a(z)"! ( )
~2 2
como queriamos demonstrar. [ |

Observacao 2.1. E importante ressaltar que até o presente momento nao garantimos
a unicidade da solugao N(z) para N-RHP. Porém, no préximo capitulo serdao impostas

algumas condicoes adicionais ao N-RHP, condigoes estas suficientes para garantirmos a

unicidade de N(z).

Observagao 2.2. Utilizando w(z) dada sequndo (2.43), € possivel mostrar que, para

z € C\[-1,1],

p1e = Dl = C-HE e (C208 [ I oo

onde p(z) € dada em (2.34). Logo, para z € C\[—1,1], € possivel obter a informacao de

que
O(lz —1|%), »-—1,
D(z) = 5 (2.67)
O(lz +1|z), z— —1.

Esta propriedade nos serd til no proximo capitulo.



Capitulo 3

Assintéoticas para polinomios

ortogonais

Mostraremos, agora, como utilizar os exemplos de RHP explorados no Capitulo 2, para se
determinar assintdticas para os polindomios ortogonais em [—1, 1], relativamente & fungao

peso modificada de Jacobi
w(z) = (1 —2)*(1+ 2)°h(),

onde o, 3 > —1 e h(z) é uma funcdo real positiva e analitica numa vizinhanga aberta U
de [—1,1], com parte real positiva. Este estudo serd feito para o caso particular em que

a:ﬁ:—%.

Inicialmente vamos esclarecer a estratégia de abordagem que vamos seguir. O método
de mdxima descida de Deift e Zhou consiste de uma seqiiéncia de transformacoes que

partem de uma matriz Y até uma matriz R,
Y+—T+—S—R
onde R serd a solucao de um RHP com as seguintes caracteristicas:
i) R é analitica em C\~;
it) Ri(z) = R_(2)J(z), paraz € ~;
i) R(z) — I quando z — o0;

iv) Existe 0 > 0 tal que ||J(z) — I|| < 0, numa vizinhanca aberta de 7,

46
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sendo  um contorno fechado simples. Entretanto, a solu¢do R = R(z) ndo serd determi-
nada explicitamente! Na realidade, estimaremos o valor dos elementos de R através do

préximo teorema (para maiores detalhes sobre o mesmo, veja [8]).

Teorema 3.1. Sejam v um contorno fechado simples e €2 uma vizinhanc¢a aberta de ~.
Se existir 6 > 0 tal que
1J(2) = 1[le <6

para z € ), entao existirda uma constante C' > 0 de tal maneira que, dada uma solucio R

do RHP (i), (ii) e (iii) anterior, teremos
1B(2) = Illo < C[|J(2) = Illa, ¥z € C\y.

Assim, na prética, o que faremos sera relacionar a matriz Y (z), dada em (2.12), a
uma matriz R(z) muito proxima a I, através de tranformacoes que sejam todas inversiveis.
Logo, percorrendo Y —— T'—— S —— R em sentido inverso, encontraremos assintéticas
para a matriz Y (z) véalidas em qualquer regido do plano complexo. Como o primeiro
elemento de Y(z) é exatamente o polindmio P,(x) ortogonal em [—1,1] com relagao a

w(z), teremos entao encontrado assintdticas para P,(x) validas em todo plano complexo.

3.1 Partindo de Y(z)

Relembremos que a matriz Y (z) dada em (2.12) é a tnica solugdo para o Y-RHP apre-

sentado em §2.3.1. Salientamos que neste caso a matriz de salto era, segundo (2.8),

1 w(x)
0 1

(3.1)
e, além disso, tinhamos que

Y(2) = <1+0(§>> zon ?n

quando z — oo. Temos, entao, o seguinte problema a considerar: a matriz de salto (3.1)

nao é préxima a identidade, o mesmo acontecendo com Y (z) quando z — oc.
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3.2 Primeira transformacao: Y —— T

Obtemos a matriz T'(z) através da transformagcao

=% 0 v 0 (3.2)
0o 2™ 0 o(z)"
onde ¢(z) é dada em (2.34). O efeito dessa transformagao foi o de normalizar T'(z) quando
z — 00, isto é,
T(z) =1+ 0(%).
Todavia, a matriz de salto para T'(z), dada por

Qi (x)~" w(z)

0 p (@)
possui os elementos da diagonal com valor absoluto igual a 1, permanecendo ainda distante

da identidade.

(3.3)

3.3 Segunda transformacao: T — S

A formulagao do S-RHP foi baseada na fatoragao da matriz de salto (3.3) em

1 0 0 w(z) 1 0
—w(z)~" 0 w(z) oy (z)7? 1
Também expandimos o intervalo [—1,1] para o contorno ¥, com formato de lentes, e

obtivemos a matriz S(z) através da transformacao

T(z), para z no exterior da lente,
1 0 ,
T(z) B . , para z na parte superior da lente,
—w(z)"p(z)"" 1
1 0
T(z) : para z na parte inferior da lente.
ERCREEE

Observe que S(z) permanece normalizada quando z — oo. Além disso, temos
agora que, para valores suficientemente grandes de n, a matriz de salto para z € XU X,

dada em (2.45) por
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3.4. Caso especial: a = 3 = —3

¢ tao préxima da indentidade quanto se queira. Contudo, a matriz de salto quando
z € (—1,1), ou seja,
0 w(x)
—w(x)™t 0

dada em (2.44), ainda nao é préxima da identidade.

L] . _ _ —l
3.4 Caso especial: a= (= —3
Ao considerarmos a = § = —%, a analise dos RHP considerados se tornara mais simples.

Dai, estabeleceremos algumas condigoes extras que nos permitirao ajustar o S-RHP, de

modo que a matriz de salto (2.44) se aproxime de I.

3.4.1 A matriz S(z) para a == —

DN |—

Observe que, para estes valores de a e 3, a fun¢ao w(z) de (2.43) se torna
w(z) = (1 — 2%)"2h(2). (3.5)

Nesse caso, consideramos o contorno ¥ do S-RHP de modo que ¥; e ¥3 coincidam em
algum ponto dos intervalos [-1 — §,—1] e [1,1 + 4], com § > 0, de tal maneira que

[-1—6,1+ 9] C U, aregiao onde h(z) é analitica, como mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1: O contorno ¥ = ¥; U Xy U X3

Note agora que, nos intervalos (—1 —4§,—1) e (1,14 4), duas relagoes de salto estao
combinadas: o salto de S(z) quando z € £{UX$ (veja (2.45)) e o salto da prépria funcao

w(z), uma vez que

wi(zr) =—w_(z), paraz<louz>1, ze€U. (3.6)
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3.4. Caso especial: a = 3 = —3

Porém para = pertencente a (—1 —d, —1) ou (1,14 ¢), tem-se

ou seja, S é continua em (—1—6,—1) e (1,14 ¢). Isto, juntamente com o Corolario 1.3,
nos fornece a informacao de que S(z) é analitica em C\X, onde estamos considerando

Y. =~y U[-1,1], como mostra a Figura 3.2.

)

F

Figura 3.2: O contorno ¥ =~ U [—1, 1] para S-RHP, quando a = 3 = -1
Dessa forma, S é a tinica solucao do seguinte RHP:
(a) S(z) é analitica para z € C\X.
(b) As relagoes de salto para S(z) sao:
0 w(z)
Si(z) = S_(2) , para x € (—1,1), (3.7)
—w(z)™t 0
1 0
Si(z) = S_(») , para z € yN{Im(z) <0}, (3.8)
w(z)le(z) 7 1
1 0
Si(z) = S_(») ., para z € yN{Im(z) > 0}.(3.9)

(c) S(z) =1+ O(%), quando z — o0.
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(d) Quando z — 1,
1 |z—1|2
S(z) =0 AR A U (3.10)
1 |z—1]"z2
(e) Quando z — —1,
1 |z+1|2
S(z) =0 AR ES N (3.11)
1 |z+1]|2

Mas a matriz de salto (3.7) para x € (—1,1) ainda nao é préxima da indentidade!

A fim de resolvermos isso, relembremos o N-RHP do Capitulo 2.

3.4.2 A matriz N(z) para o = = —

DO —

Voltando ao N-RHP apresentado em §2.3.4, salientamos que nao provamos a unicidade
da solugdo N(z) descrita em (2.58). Contudo, considerando a = 3 = —1, podemos

acrescentar duas condigdes ao N-RHP que irdo garantir a unicidade de N(z), quais sejam:

1 |z—1]2

d) N(z) =0 . |, quando z —1,
1 |z—1]"2
1 |z+1]2

e) N(z) = .|, quando z — —1,
1 |z+4+1|7z2

sendo que em ambos casos z € C\[-1,1].

De forma andloga a dinamica adotada para provar que Y(z) era a tunica solugao
para Y-RHP, pode-se mostrar que N(z) sera a unica solu¢ao de N-RHP (a) - (e). Observe
que (2.58) com a = 3 = —1 satisfaz também as condi¢oes (d) e (e) anteriores. De fato:

observe que o comportamento de Q(z) dada em (2.65) é tal que

_1 _1
—0 S d 1 3.12
Q@=o| T T e s (3.12)

e
uma vez que a(z)”! = % = O(|z — 1|_i) quando z — 1. Por outro lado, o
z — 4

comportamento de d(z) dada em (2.59) serd, de acordo com (2.67),

|z — 1|1 0
d(z) =0 |, para z — 1. (3.13)
0 |z — 1|71
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Como N(z) = d*Q(z)d(z), com d., constante dada em (2.59), teremos, por (3.12) e
(3.13), que N(z) satisfaz exatamente a condicdo N-RHP(d). A demonstracao de que

N(z) também satisfaz N-RHP(e) pode ser feita de maneira analoga.

3.5 Terceira transformacao: S+—— R

Finalmente, no caso em que a = ( = —%, obteremos a matriz R(z) através da tran-

formacao

R(z) = S(z)N"*(2). (3.14)

Pelo fato de S(z) e N(z) possuirem a mesma relagdo de salto em (—1,1), mostra-se

facilmente que

Ri(w) = Si(@)Ni\(x)

para € (—1,1). Em outras palavras, R(z) é analitica em C\yN{—1,1}, com singulari-
dades isoladas em +1. Mostremos que essas singularidades sao removiveis. De fato: note

inicialmente que det <N (z)) =1, ja que

(2.58) Dy O ()™t 0
det <N(z)) = det det <Q(z)> det
0 D! 0 D(z)
a(2)ta(z)"!  az)-a()"!
= det > S
a(z)—a(z)~'  a(z)+a(z)”!
~2 2
oa(2)?+alz) 7?42 alz)’+a(z)? -2
B 4 4
- 1 (3.15)
Assim, como
1 |z—1]2
N(z) = )
1 |z—1]"z2

quando z — 1, entao
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Logo,
1 |z—1|2 lz—1]"2 |z—1|2
.| O
1 |z—1|"3 1 1
2 =177 |z -1z
- O ) . (3.16)
lz—1|72 |z—1]"2
quando z — 1. Ou seja, todos os elementos de R(z) = (74,(2)) sdo tais que r;;(z) =
O(|z — 1|~2) quando z — 1. Assim, de maneira analoga & que procedemos na demons-
tragao do Teorema 2.3, temos que a singularidade isolada em 1 é removivel.
Utilizando argumentos similares, mostra-se que a singularidade em —1 também é
removivel, e portanto R(z) é analitica em C\~.

Por fim, temos que R(z) é a solu¢ao do seguinte RHP, denotado por R-RHP:

i) R é analitica em C\~.

ii) Para z € v, temos R, (z) = R_(z)J(z), onde

N(z) ) ! ) N7Yz),  selIm(z) <0,
w(z)"e(z) 7" 1
J(z) = (3.17)
1 0
N(z) ) ) N7Yz), selm(z) >0
—w(z) ()7 1

iii) R(z) — I quando z — oo0.

Como a matriz de salto J(z) — [ & medida que n — oo, entao, de acordo com o
Teorema 3.1, segue que

R(z) — I, n— oc. (3.18)

Observagao 3.1. A relagao de salto de R-RHP ¢ facilmente verificavel. Sem perda de

generalidade, suponha z € v, com Im(z) < 0. Entao,

Ri(z) = Si(2)N7'(2)

1 0
= S_(z) B B N1(2)
w(z)Tle(z)7" 1
1 0
= S_(z)N'(2)N(2) N7(2)
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e a igualdade se verifica.

3.6 Assintéticas para polinomios ortogonais

Mostraremos agora como obter assintéticas para os polindmios ortogonais em [—1,1],
relativamente & fungao peso w(z) de (2.9), no caso em que o = § = —1. Isto nos serd

possivel gragas a (3.18).

3.6.1 Caso z € C\[-1,1]

Neste caso, consideremos a curva v (Figura 3.2) préxima ao intervalo [—1, 1], de forma

que z esteja no exterior de v. Entao,

(2.38) 27" 0 z)" 0
Y(z) = T(2) #(2)
0 2 0 px)™
(2.49) 27" 0 zZ)" 0
2 5(2) ¢(2)
0 2 0 o)™
31y [ 27" 0 o) 0
= R(z)N(z)
0 2" 0 o(z)™
1) [ 27" 0 o(z)" 0
= N(z)
o 2 0 pz)™
(2:58) 27" 0 Do, 0 a(z)+g(z)*1 a(z)—Qai(z)*l
n - a(z)—a(x)~"  a(@)ta(x)"!
0 2 0 D! = :
D(z)™t 0 z)" 0
x (> o) (3.19)

quando n — 0. Logo, o elemento y11(z) de Y (2) pode ser expresso através de (3.19),

Como segue:

p(2)\" Do a(2) +a(z)”"
y11(z) = Po(z) = ( 5 ) D(2) 5 ) (3.20)
onde p(z) e D(z) sdo descritas, respectivamente, por (2.34) e (2.57), e a(z) = ﬂ
(= + 1)}

Recordemos agora que, ao substituirmos n por n + 1 na férmula de y9;(2), teremos

yo1(2) = —27?2'7,2an(2).
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Pelo fato de P,(z) ser um polindmio monico de grau n, temos entdo que

1
72 = —— lim 2 "y (2) (3.21)

27y z—00

e, assim, por (3.19), substituindo n por n + 1, teremos

1 B 1 a(z) —a(z)™!
2 n |on+1 n+1
- ] |
n P A oW TP
b [Qnﬂ (@(@)”“ z a(z) - a(Z)l}
274 z—00 z D..D(z) —2i
(2.34) 1 92n+2 92n

S = . 22
omi 21D2,  wD2 (322)

3.6.2 Caso z € [—1,1]

Inicialmente, consideremos z pertencente a parte superior da lente (veja (2.49)) e fagamos

z—x e (—1,1):

(238 [ 27" 0 a0
Y(z) = O AR
0 2 0 o)™
(2.53) 27" 0 1 0 S\ 0
= S(2) (2)
0 2 w(z)"he(z) 7" 1 0 p(z)™
(1a) [ 27" 0 Ly 0
= R(z)N(z) #()
0o 2» w(z)_lgo(z)_" o(2)"
By [ 277 0 ) 0
= N(z) #(2)
o 2 w(z) (z)™ p(z) "
(2.58) 27" 0 Dy 0 a(z)+g( ) a( )}ai(z)—l
- 0o 2" 0 D! a(z)—a(z)"!  a(2)ta(z)”!
o0 —2i 2
D(z -1 0 2" 0
3 - . (3.23)
0 D(z) w(2)'e(z)™ p(z)"

Dessa forma,

()" Do al2) vale) | (1 yrDuDle)ale) el
2 .

(=) = Pu(2) = (5 D) 5

(3.24)

Estudemos agora o valor de lim y11(2), segundo (3.24). E possivel mostrar que

exp(i arccos(x)) = x + i sen(arccos(z)) =z + V1 — 22 = ¢ (z),
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1 (z m') B o (x)

V21—t P2 arceos(w) =7 V2y/(-1)(1 - 2?)
a.(z) + a4 ()™

2 Y

-1

m%p< - % arccos(x) + ﬂ) a4 () —QZCL+(x) |

4
ol 6xp<\/71—a:2 In(w(t)) dt ): D.(2).

e que

2m aV1I—t2x—t

Portanto, combinando estes resultados adequadamente em (3.24), obteremos

Doo
P.(z) = Q”W(l - :172)% (e1(z) + ea(x)), (3.25)
onde
1y . w1 —22 [Yin(w(t)) dt
e1(z) = exp[(n + 5) i arccos(x) — 1 o Ve J

ex(z) = exp[<n — %) i arccos(x) + m + L—a2 [*in(w(®) dt }

4 27T -1 \/1—t2]/’_t



Apeéendice

Este apéndice foi criado com o intuito de familirizar o leitor as notagoes utilizadas ao

longo deste trabalho. Sao elas:

Ordem de uma fungao (a notagao O)

Dadas duas fungoes f,g : R — R, existem dois casos onde pode-se dizer que f ¢é

da ordem de ¢, quais sejam:

e Limite no infinito: dizemos que f é da ordem de g quando x tende ao infinito,
e utilizamos a notagao f(z) = O(g(x)) quando x — o0, se, e somente se, existem

constantes ¢ € R e ng € N tais que

|f(z)| < clg(z)|, paratodo z > ng.

e Limite para um ponto c: dizemos que f ¢é da ordem de g quando x tende a um
ponto ¢, e utilizamos a notagdo f(z) = O(g(x)) quando © — ¢, se, e somente se,

existem constantes c¢,e € R, com £ > 0, tais que

|f(z)| < clg(z)|, paratodo z tal que |z —¢| <e.

Tal conceito pode ser extendido para o caso em que f,g : C — C, como segue:

dizemos que f € da ordem de g, e utilizamos a notagao f(z) = O(g(z)), se, e somente se,

e cxistem constantes ¢ € R e ng € N tais que

|f(2)] < clg(2)|, paratodo z tal que |z| > ngy (limite no infinito)

e existem constantes c,e € R, com ¢ > 0, tais que
|f(2)| < clg(2)|, paratodo z tal que |z —c¢| <e (limite para um ponto c)

69
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Observacgao 1: E conveniente ressaltar que o papel da fungdao g nao é o de informar o

comportamento assintético do limite de f (seja no infinito ou para um ponto ¢). De fato,

g se restringe a informar qual é a magnitude da fungao f, isto é, qual é o valor absoluto

maximo que f pode assumir quando num determinado limite.

Observagao 2: Nos casos em que f é uma soma de varias fungoes, é comum considerar-se

somente a ordem da funcao que cresce mais rapidamente. Por exemplo, no caso em que

f é uma soma de monomios,
flx)y=a"+2"" +.. . +ua,

considera-se que f(x) = O(z").

Observacao 3: No caso em que f é um produto de funcoes por fatores constantes, é

comum omitir-se os termos constantes quando se esta considerando a ordem de f. Por

exemplo, no caso em que f é uma funcao do tipo
f(z) = 14e® + 2,
considera-se que f(z) = O(e®).

Observagao 4: Quando utilizamos a notagao

1 2" 0
"Y(z) = (I + O(;)) quando z — 00"

queremos dizer que

Y(2) = ) ) -
o) 14+0(3) 0 z™m

2"+ O0(z" 1) O(z~ (1)
o(z" 1) 27" 4 Oz~ (D)
O(z") Oz~ ("*h)
Oz (z70)

Perceba que ja fizemos uso das Observacoes 2 e 3.

(3.26)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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