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Resumo

A proposta deste trabalho é estimar propriedades mecanicas de materiais
metalicos e poliméricos, utilizando um método éptico experimental sem contado
fisico e ndo destrutivo. Os resultados experimentais serdo obtidos usando a
técnica de Correlagcdo de Imagens Digitais (CID), que é uma técnica 6ptica
desenvolvida para a determinagdo de campos de deslocamentos e
deformagBes sem a necessidade de contato. Esta técnica requer um sistema
Optico para capturar as imagens da superficie do espécime antes e depois de
sofrer os esfor¢os. As imagens sdo entdo processadas, utilizando um algoritmo
de correlagdo de imagem, onde é possivel obter os campos de deformacgéo e
deslocamento. A determinacdo dos pardmetros desejados serd feita por meio
da minimizacdo da funcéo erro, que associa uma solugdo analitica com os
dados experimentais. Este problema inverso serd baseado no método classico

de Levenberg-Marquardt.

Palavras-chaves: caracterizacdo de materiais, método Optico, problemas inversos.



Abstract

The purpose of this study is to estimate the mechanical properties of
metallic materials and polymer, using an experimental optical method without
physical contact and not destructive. The experimental results will be obtained
using the technique of Digital Image Correlation (DIC), which is an optical
technique developed for the determination of displacement and deformation of
camps without the need for contact. This technique requires an optical system
to capture the images of the surface of the specimen before and after
undergoing efforts. The images are then processed, using an algorithm of
correlation of image, where you can get the fields of deformation and
displacement. The determination of the desired parameters will be made by
means of minimizing the error function, which combines an analytical solution
with the experimental data. This issue is based on inverse classic method of

Levenberg-Marquardt.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

H& anos vém sendo desenvolvidas e aperfeicoadas diversas técnicas
Opticas ndo destrutivas de medicao de deslocamento, velocidade, deformacéo,
tensdo e vibracdo, sendo usada também em teste de inspecdo [1, 2]. Tais
técnicas permitem a visualizacdo de campos completos de deslocamentos e de
deformagbes, principalmente em superficies, com uma sensibilidade de
medicdo elevada e sem contato mecéanico, podendo inferir valores estéaticos ou
dindmicos. Em particular, as técnicas de interferometria: ESPI (Electronic
Speckle Pattern Interferometry), Shearography e de Correlagdo de Imagem
Digital merecem destaque pela aplicabilidade em diversos campos da
mecéanica experimental [2, 8, 10, 12]. A determinagdo dos campos de
deslocamentos e de deformacfes usando tais técnicas pode ser feita
diretamente sobre uma estrutura em operacéo e independe do material do qual

esta é constituida: metal, polimeros, materiais compa@sitos, entre outros.

O uso de problemas inversos na mecanica experimental teve um
expressivo aumento nas Ultimas décadas com aplicagbes em diferentes areas
tais como transferéncia de calor, analise modal, integridade e monitoramento
estrutural, entre outros. Ajustar os dados experimentais com o0s modelos
analiticos e numéricos sempre foi o objetivo de todos os pesquisadores, e com

o0 desenvolvimento de técnicas experimentais que sdo capazes de medir



campos completos, ao invés de medidas pontuais, este processo se tornou

mais atraente.

O objetivo deste trabalho € ajustar os dados experimentais de
deslocamento, considerando os carregamentos bem estabelecidos, com o0s
modelos matematicos, para estimar as propriedades mecénicas elasticas dos
materiais, em particular o modulo de elasticidade de dois materiais distintos:
aluminio e resina epodxi. Neste processo, os dados experimentais obtidos
utilizando o método de Correlacdo de Imagens Digitais (CID), assim como, o
modelo analitico de uma viga engastada serdo otimizados usando o método de
Levenberg-Marquardt.

Os conceitos que serviram de base para o desenvolvimento do presente
trabalho estdo apresentados no capitulo 2, onde serdo abordados os principios
fundamentais de problemas inversos [14], desde a sua modelagem até a sua
resolugdo; o método dos minimos quadrados, que associara a solugdo analitica
com os dados experimentais, por meio da minimizagdo da fungdo erro; o
método de Levemberg-Marquardt, que sera usado para resolver o problema
inverso; e ainda o método de correlagcdo de imagens, que pelo programa de
correlacdo de imagens nos permitird obter o campo de deslocamento do
espécime.

No capitulo 3 serd apresentado e resolvido o problema de uma viga
engastada com carregamento aplicado na sua extremidade livre. A resolucéo
deste problema sera desenvolvida usando a tecnica de fungdo tenséo,
conhecida como fungéo de Airy.

No capitulo 4 é apresentado a descricdo da montagem e do procedimento
experimental para a determinacdo do campo de deslocamento, obtido através
do método de correlacdo de imagens.

Os procedimentos para a determinacdo do parédmetro elastico, em
particular o mddulo de elasticidade, e os resultados obtido no presente trabalho
estdo descritos no capitulo 5 e 6, respectivamente.

As conclusdes deste trabalho estdo apresentadas no capitulo 7.



Capitulo 2

CONCEITOS PRELIMINARES

2.1. Problemas inversos

2.1.1. Modelagem e modelo matemética

Antes de discorrermos sobre problemas inversos, é necessaria a
compreensdo de alguns conceitos que nos ajudaréo a ter um entendimento
preciso do que vem a ser problemas inversos.

Primeiro, precisamos entender o que é a modelagem matematica, pois a
solucdo de problemas inversos envolve este conceito, que tém por base
porcdes elementares da algebra linear. Por isso, é determinante a definicdo do
modelo que se quer estudar.

Para a visualiza¢cdo de um modelo, usaremos como protétipo mental, uma
caixa que possui um mecanismo interno capaz de, ao receber um input

(entrada), produzir um output (saida), conforme demonstrado na figura 2.1.1.

0, 2

Entrada ke _ | Saida

Fig.2.1.1 Protétipo mental

Esta caixa nos ajudara a prever o seu comportamento em diversas

situagBes. Deste modo, faz-se necessério responder aos seguintes problemas:



P1: Dado um estimulo qualquer, antecipe a reacéo correspondente;

P2: Conhecida a reacéo, determine o estimulo que a provocou.

Na resolucdo destes dois problemas, estamos interessados em previsdes
de natureza cientificas do comportamento da caixa e, para tanto, faremos
associacdes entre a situacdo real, um modelo fisico e um modelo matematico.

“Por modelo fisico, entendemos uma descricdo de fendmenos envolvidos,
utilizando conceitos como, por exemplo, massa, energia, momento, carga,
transferéncia de calor, etc.” [14].

“Por modelo matematico, entendemos qualquer tipo de estrutura
matematica, como, por exemplo, um conjunto com uma relacdo de
equivaléncia, uma fungdo, um espaco vetorial, um grupo, um sistema de
equagdes diferenciais parciais néo lineares, etc.” [14].

A modelagem que nos guia para a determinagdo de um modelo, é o
método cientifico, que nos permite fazer associagbes do modelo fisico com o
modelo matematico em situa¢des praticas e reais, ou seja, determinar um
modelo mateméatico que ndo entre em contradicées com a situacéo real ou que
nédo se desvie muito dos fenbmenos envolvidos.

Para se chegar a um modelo matematico satisfatorio, é preciso buscar no
fendmeno estudado, os elementos principais e fundamentais que possibilitem
conhecé-lo, de tal forma que seja possivel a sua visualizagdo para cada
elemento, seus antecedentes e seus desdobramentos. Nesse sentido,
devemos intuir sobre o comportamento da nossa caixa, iniciando a etapa
observacional e experimental do nosso fenébmeno estudado, através da
aplicacao de diferentes estimulos e registrando as respectivas reacoes.

Outro passo importante é a organizacdo dos dados experimentais para
uma analise minuciosa, formando um banco de dados real ou experimental.
Devemos lembrar que este processo € critico e, por consequéncia, a forma de
organizar podera realcar determinados aspectos em detrimento de outros.

Para respondermos as questbes Pl e P2, ou até mesmo novos
guestionamentos, sem a necessidade de recorrermos a experimentacéo, faz-se
necessaria a construgdo de um modelo matematico da nossa caixa.

Com certeza os dados obtidos experimentalmente nos permitem obter
algumas respostas, mas dentre os motivos que nos levam a construir um

modelo matematico, podemos destacar dois:



Uma vez em posse de um modelo matematico da situacao, é possivel construir,
com base neste, por puro raciocinio légico-dedutivo, candidatos a resposta para
uma gama mais ampla de valores do estimulo. Fica assim, a disposicdo, um
ambiente natural, no qual diversos cenarios e hipéteses podem ser gerados e
testados;

Uma vantagem que se sobressai na modelagem matematica é a compactacao
da informacdo. De fato, a partir do modelo, ficam evidenciadas estruturas
adicionais no banco de dados, e essa informacdo € suficiente para substituir
porcdes vastas deste mesmo banco, resultando, respectivamente, efetivamente,

numa compactacéao. [14]

2.1.2. Caracterizagdo do modelo

Com isso, chegamos a fase da caracterizacdo do modelo, que é o
processo de escolha de um modelo adequado a situagdo. Este processo ndo
se resume em uma aplicacdo da matematica, mas € um conjunto de atividades
que requer uma percepcao inteligente e capaz. Isto € exemplificado por
situacdes sofisticadas que muitas vezes requerem, na etapa de caracterizagéo,
o desenvolvimento de estruturas matematicas inexistentes.

Para a caracterizagdo do modelo, a andlise exploratoria de dados pode
ser o primeiro passo para a formulagéo de relagdes simples entre eles.

Vamos retornar a caixa. Ao assumirmos que os estimulos e as reacfes

podem ser qualificados e descritos por trés medicdes, determinamos o0s

vetores: o vetor sinal de entrada x = (x,,X,,%;) € ®® e o vetor sinal de saida,

y= (yl’ Y2, 3/3)t e R,

A descricdo dos sinais de entrada e saida como elementos de 9°¢é parte
da etapa de caracterizacdo. Notemos que a construcdo de tabelas que
relacionam esses dados é essencialmente o tipo de modelo mais simples, e
seria 0 modelo descritivo.

Hipoteses (H) adicionais para o funcionamento da caixa favorecem uma
andlise mais exploratoria. Veja abaixo:

H1. “Repetindo-se diversas vezes o mesmo sinal de entrada, o
mesmo sinal de saida se consuma” [14];
H2. “Se o sinal de entrada for ampliado o vezes, ao sair pela caixa

preta, permanecera ampliado pelo mesmo fator” [14];



H3. “Se somarmos dois sinais na entrada, o sinal de saida sera a
soma dos sinais de saida de cada um dos sinais quando estes
entram individualmente” [14].

Estas hipoteses caracterizam o exemplo de um modelo fisico da situagéo
real.

Com a adocédo destas hipéteses, o modelo descritivo se descaracteriza,
dando-nos um modelo casual. Porém, isto ndo significa que o modelo descritivo
nao esteja inserido no modelo casual.

Analisando as hipéteses, temos que a primeira atribui a caixa uma fungéo
de entrada e saida, que denotaremos de F, que caracteriza 0 comportamento
da caixa. Ja a segunda e terceira caracterizam F como uma funcéo linear.
Com estas hipdteses os dados seriam organizados na construcdo de um
dominio e um contradominio.

Chega ao fim a fase de caracterizacdo do modelo, pois ja esta definido o
comportamento da caixa, que, em fungéo das hipdteses acima, é descrito por
uma fungdo linear. No entanto, a caracterizagdo do modelo pode ser descrita
por uma funcao linear ou n&o linear.

Evidente que o exemplo dado tem por objetivo uma melhor compreenséo
dos conceitos da modelagem matemética em problemas inversos, porém
modelos néo-lineares possuem uma complexidade bem maior, bem como

aplicacdes relevantes.

2.1.3. Resolucgéo Ideal

Como vimos, o modelo matematico da caixa € uma funcao linear.
Precisamos agora determina-la, ou pelo menos obtermos uma fungdo que se
aproxime da mesma, pois precisaremos dela para dar solugéo aos problemas
P1 e P2. Esta etapa € a identificacdo do modelo.

No protétipo mental que estamos considerando, é facil determinar o

modelo. Para tanto, consideremos conhecidos os valores de Fem {e,e,,e,}

(base candnica de %°),

e, =(10,0), e, =(010), e, =(0,01) .



Suponhamos que possuimos a informacdo contida no banco de dados

ideal
F(el)zal’ F(ez)zaz’ F(es)zas’ (2.1.1)

onde a,a,,a, € R*. Seja A a matriz 3 x 3 cujas colunas séo formadas pelas

imagens dos vetores e, F(ej), para j=123, isto é:

\ \ \ RN
A=|F(e,) F(e,) Fle,)|=|a, a, a,]|. (2.1.2)
1 1 1 (N

Ent&o, se o estimulo é denotado por x € R®, a resposta F(x) sera dada

pelo produto Ax e R®.

Para o exemplo da caixa, o modelo é determinado tdo somente pela
obtencdo de A. Com isso, os problemas P1 e P2 s&o parcialmente
solucionados, visto que, para a solucdo, deveremos determinar a matriz A.
Temos agora o problema P3, que nédo é tdo fundamental como os problemas
P1 e P2, mas € o instrumento na resolugéo destes.

P3: A partir de um conjunto de dados, determinar a matriz A.

Se conhecermos a informagcdo contida na equagdo (2.1.1), nés
perceberemos que pela equacéo (2.1.2) a obtencéo de A é automética.

Agora, consideremos a situacdo mais geral, correspondente a
conhecermos Fem uma base de R*® qualquer, ndo necessariamente a base

candnica. Assuma conhecido o valor de F na base {u,,u,,u,} de %*. Digamos

entdo que o banco de dados ideal é:
F(ul)zvl’ F(UZ)ZVZ’ F(u3)=V3 (2.1.3)
Como as colunas da matriz A na equagado (2.1.2) sdo dadas pelas

imagens dos vetores candnicos, e como temos de determina-las a partir da

informagédo na equacgédo (2.1.3), devemos primeiramente escrever os vetores



candnicos em termos dos elementos da base {u,u,u,}, 0 que, a titulo de
ilustracdo, faremos para e. Sejam ci, C; € C3 0S Unicos escalares, tais que

e = CuU, +C,U, +C;u;. Denotamos por U a matriz cujas colunas séo 0s vetores u;

e por V a matriz cujas colunas s&o v;. Seja ainda c¢=(c,+c,+¢c,). Com esta

notagao,
e, =Uc (2.1.4)

onde, multiplicando ambos os lados da equacdo por U™ e, uma vez que

UUJ =1 é a matriz identidade 3 x 3, temos

c,=U"e. (2.1.5)

Notemos que a obtencdo explicita de ¢ corresponde a resolugdo de um
sistema de equag0es lineares. Em seguida, a determinagéo da primeira coluna

de A é resultado de F e do uso das equacdes (2.1.3) e (2.1.5),

F(el) = F(Clul +CU, + C3u3)
= ClF(ul)+ CzF(uz)"‘ C3F(u3)
=GV, +C,V, +CV; =VC

=VU e,

Fazendo o mesmo para e; e es, concluimos que F(x)= Ax, com

A=VU™, (2.1.6)

Concluimos assim a determinacdo do modelo para o caso apresentado.
Apesar da simplicidade, esta conclusdo possui diversas aplicagbes para
solucdes de problemas com certo grau de complexidade. Uma transformagéao

linear e uma base F(u,)=v,, F(u,)=V,, F(u,)=V,, nos permite determin&-la por

completo por meio da equagdo A=VU ™.



2.1.4. Processamento dos dados

Os problemas P1 a P3 s&o de naturezas distintas. P1 e P2 se
caracterizam por serem questfes naturais, legitimas de qualquer pessoa que
observe a caixa, ja P3 é caracterizado por ser uma questdo analitica, de quem
busca criar ou caracterizar um modelo para descrever o comportamento da
caixa.

Para o caso estudado, 0 modelo matematico é simples. Vejamos:

ePara P1, dado x, um sinal de entrada, a solugéo se resume em calcular o

produto Ax;

ePara P2, se y é o sinal de saida, a entrada que a provoca é A'y;

oE para P3 j4 foi demonstrado na equagéo (2.1.6).

Em funcdo da natureza da operacdo, € comum denominar P1 como
problema direto e P2 e P3 como problema inverso.

E evidente que para solucionar P1 e P2, faz-se necessario solucionar P3,
ou seja, encontrar A, que é o tensor responsavel pela transformacao linear do
sinal de entrada para o sinal de saida da caixa.

Contrapondo a idéia acima, poderemos primeiro resolver o problema
direto P1, resolvendo-o sucessivas vezes para diferentes valores arbitrados ou
estimados do parametro A, e escolhem-se aqueles que permitam maior
concordancia, num sentido preestabelecido, com os dados.

Os problemas P2 e P3 podem aparecer combinados em algumas
aplicacdes. Por exemplo, uma imagem Y, observada num determinado
experimento, serve de ponto de partida para se determinar a imagem real I,
que, através de um operador linear B, decorrente da técnica utilizada no
experimento, transforma-se na imagem Y = Bl

Na Tabela 2.1.1, mostramos a informagdo necessaria as respostas dos
problemas, bem como o tipo de processamento que deve ser realizado nestes

problemas elementares de algebra linear.

Tabela 2.1.1 Caracterizacao do problema de processamento de informacao

~ - Resposta / Caracterizacédo do
Problema | Informacdo necessaria . ~
processamento de informacao
P (x,A) y = AX
P, (v.A) x=A"y
Ps (u',Vv),i=123 A=VU™!




2.1.5. Conceitos fundamentais

Obtida a funcdo que caracteriza o problema inverso, sua solugdo nao
difere da avaliagdo de uma fungdo qualquer. Associado a isto, discutiremos 0s
conceitos fundamentais em problemas inversos.

As fungbes que muitas vezes interessa no processo de pesquisa S&o
bastante complicadas ou extremamente rebuscadas, como por exemplo, uma
equacdo diferencial parcial. O auxilio de computadores é fundamental para se
obter um valor numérico. Logo, a avaliagdo da funcéo solucdo (resultado final)
poderé estar em maior ou menor erro, conforme:

1.0 problema que a define for mais complicado ou mais malcomportado;

2. A fungéo for mais malcomportada;

3.A forma utilizada para avalid-la no computador (o algoritmo) for melhor

ou pior.

2.1.5.1. Problema malcomportado

A questdo 1 esta relacionada com a complexidade de compreensédo do
modelo e, consequentemente, da elaboragcdo da fungdo que o representa,
como vimos acima.

A introdugdo de um erro num calculo, através de um dado experimental
ou de um arredondamento, pode ter os seguintes efeitos no resultado:

oE reduzido:

ePermanece pequeno; ou

oE ampliado.

Na avaliagdo de funcdes ha duas nog¢des que nos ajudam a compreender
a dindmica do erro, que representam exatamente as questdes 2 e 3,
respectivamente, como seguem:

¢A condic&o da fungdo que se procura avaliar;

oA estabilidade do método de avaliagéo.

2.1.5.2. Condicéao da funcéao
No processo de avaliagdo de uma fungdo em um dado ponto, ela pode
ser bem ou mal condicionada, e isto € intrinseco da funcao, ndo depende de

aproximacdes. Qualitativamente, a funcdo sera bem condicionada se um
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pequeno erro no ponto de avaliagdo nao afetar grandemente o valor da fungéo
e mal condicionada se afetar.
Para analisarmos como um erro nos dados afeta a avaliagdo de uma

funcéo f, consideremos o quociente:

o _ Errono resultado(da avaliagdo)  f (x")— f(x)

s ) 2.1.7)
erronodado(no dominio) X —X

onde x é o ponto de interesse e x~ a aproximac&o de x.
A equagéo (2.1.7) é o quociente de Newton da func&o f. No caso limite,
X" — X, temos ¢ — f (x) e interpretamos f (x) como o fator de multiplicagdo

local do erro de avaliacdo de f no ponto x.

Podemos obter a definicdo: Dada f:DcR—%R, f(X) € o nimero de

condicdo (da avaliagdo) de f no ponto x. Dizemos, também, que a avaliacdo

de f no ponto x é bem condicionada se ‘f'(x)‘sl e mal condicionada se
()| >1.

Assim, se a derivada de f for limitada por 1 em todo o seu dominio, ou

7

seja, ‘f'(x)‘sl para todo xeD, entdo a avaliacgdo de f €& sempre bem

condicionada.

A equacdo (2.1.7) esta escrita em termos da razdo de dois erros
absolutos: erro absoluto na avaliagéo e erro absoluto nos dados. Entretanto, o
interesse de se acessar a sensibilidade da avaliagdo de uma fungéo pode estar
em se considerar erros relativos. Assim temos outras possibilidades para definir

o fator de multiplicagéo do erro na avaliagcdo, conforme tabela abaixo.
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Tabela 2.1.2 Possiveis definicbes para o fator de multiplicacédo do erro

Numerador — erro absoluto na : P
. A erro relativo na avaliagéo
Denominador 4 avaliacéo
@ (b)
erro absoluto no dado (x 2— (x) ~ F(x) £ (%) N £(x)
X X —X f(x)
(d)
© ) £00 F(x) = F(x)
erro relativo no dado Y x " xf () f(x) _xf(x)
— X -x  f
. (x)
X

Assim como na equacéo (2.1.7), podemos chegar a nocdo de numero de
condicdo e de avaliagdo bem ou mal comportada para os fatores de
multiplicagdo apresentados. Temos o0s seguintes numeros de condi¢cdes no

ponto X:

(@) f (x): aderivada (usual) de f em x;

(b) :c((x)) : a derivada logaritmica de f em x (derivada de In f'(x));
X

(c) xf (x): derivada sem nome especial;

(d) X:: (();) : a elasticidade de f em x.
X

Em qualquer dos casos, a nogdo de avaliagdo bem condicionada é menor
ou igual a 1. E evidente que este valor é convencionado de acordo com as
necessidades do trabalho cientifico, podendo, numa avaliagdo menos rigida,
uma funcgéo ser considerada bem condicionada para um fator de multiplicacéo
do erro menor ou igual a 2, por exemplo.

Até agora vimos apenas fun¢des de uma variavel. Vamos considerar uma
fungéo vetorial a varias variaveis, f:R">Q —>R". Analogamente podemos

definir diversas matrizes de condi¢cdo (da avaliacdo) da fungdo f em x. A

condicdo para as varias variaveis € o multiplicador (infinitesimal) do erro nos
dados, determinando o erro na avaliagéo.

Tomemos por base a férmula de Taylor:
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f(X*)—f(X)=\ﬁX(X*—X)+4)Ox*—xr) quando X >x  (2.1.8)

onde Jf, & a matriz jacobiana de f (matriz das derivadas parciais primeiras de

f)em x,

My o
ox, (x) ox (x)
P T :

of : of
m (X) m

axl axn (X)

e a norma de um vetor qualquer é dada por:
1
M= (2 +...+v2 ).

A partir da equagéao (2.1.8), obtemos:

F)-F)_ 1 5 (¢ w)ro X 2.1.9

(O [If<x>| Y
F(X) = F(x) = |x|JfX.£X*|X—_|X)+O( X —x|2j, (2.1.10)

()10 _ X (¢=x) o[ )=

()= () _ 3t +0 , (2.1.11)
LG/ ¢/ R [T ()

em todos os casos, quando X — X Motivados pelas equacdes (2.1.8) a
(2.1.11), definimos as matrizes de condi¢ao
o Jf,

3,
|f ()

o |X|JfX

13



|X[Jf,
YL
| ()]

O numero de condi¢cao, nestes casos, é a norma da matriz de condicao.

2.1.5.3. Estabilidade do método de avaliacdo (algoritmo)

Vamos avaliar a questdo 3 agora, referente a estabilidade do método de
avaliacdo ou a forma utlizada para avaliar a fungdo no computador (o
algoritmo).

Vimos que a nocdo de condicdo de uma avaliacdo é uma caracteristica
intrinseca da fung@o que se quer avaliar. J4 a nogcdo de estabilidade esti
relacionada com o algoritmo que se utiliza para avalia-la. O desafio é escolher
0 método de avaliacdo mais adequado, uma vez que existem diversas
possibilidades de se avaliar a mesma fungéo.

A caracteristica desejada que identifica um algoritmo estavel é aquela em
que os erros, na funcdo avaliada, ndo se propagam através dos célculos
intermediarios que se ampliam. Caso contrario, é instavel.

Como o algoritmo de avaliagdo de uma funcdo é composto de varios
passos elementares, para se analisar sua estabilidade, nés temos que estudar
cada passo separadamente e verificar as consequéncias da introducdo de um

erro.

2.1.6. Existéncia e unicidade

A informacdo disponivel referente & quantidade e qualidade de
informacdes esta diretamente relacionada com a dificuldade de resolugdo dos
problemas inversos.

Para melhor compreensdo, vamos supor que, para um determinado

problema inverso, sua fung@o desconhecida seja f(x)=2x+1. No processo de
caracterizacdo do modelo observamos que a fungdo pertence a classe
f.,(X)=ax+b, onde a e b sdo constantes arbitrarias. Devemos a partir dos
dados conhecidos, determinar a e b _

Quanto a qualidade, os dados podem ser exatos ou reais (inexatos) e,
quantitativamente, os dados podem ser insuficientes, suficientes ou em

demasia.
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A analise feita com dados insuficientes, exatos ou reais, torna impossivel
a resolugdo do problema inverso, a ndo ser que seja imposto uma outra

condicao para se obter uma Unica solugéo.
A andlise feita com dados suficientes, exatos, podera se determinar & €

b. Ja com dados reais, nem sempre essa quantidade é suficiente, em funcao
da possibilidade da existéncia de erros; nesse caso, ha a possibilidade de
minimizar a medida da discrepancia entre o modelo e os dados, calculando o
erro devido a diferenga entre o que o modelo estabelece e o que os dados
indicam (isto deve ser feito com cada um dos dados experimentais que se
tenha).

A andlise realizada com dados em demasia, exatos, ndo causam

problemas em termos de identificacdo de @ e P. J4 com dados reais, devido

estarem contaminados por erros e imprecisdes intrinsecas da medigdo, é

impossivel resolver a8 e b. Portanto, para resolugdo do problema inverso,
torna-se necessario o uso do método dos minimos quadrados, dentre outros,

que sera abordado adiante.

2.1.7. Classificagéo dos Problemas Inversos
A classificacdo dos problemas inversos aqui abordada sera relativa a
estimagdo do modelo e ndo a caracterizagdo do modelo. Consideraremos 0s

problemas inversos referentes a classe de modelo representado por:

e Equacgles lineares ou néo-lineares em espagos de dimenséo finita.
AX)=Y, onde R' 2 Q> x> A(X) €eR" ¢ yma funcdo linear ou ndo-
linear.

Para um modelo de dimensao finita, classificamos os problemas inversos
no seguinte tipo:

e Tipo I: Estimac&o de um numero finito de pardmetros em um modelo

de dimenséo finita.
Também existem os tipos Il e Ill, que estdo relacionados com problemas
de valor inicial e/ou de fronteira para equacdes diferenciais ou integro-

diferenciais.
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e Tipo II: Estimag&@o de um namero finito de pardmetros em um modelo

de dimensao infinita.

e Tipo Ill: Estimacdo de um namero infinito de pardmetros ou de uma

funcdo em um modelo de dimensé&o infinita.

2.1.8. Problemas bem-postos e problemas inversos

Um problema bem posto € aquele que possui solucdo Unica e esta
solucéo depende suavemente dos dados, ou seja, possui existéncia, unicidade
e regularidade.

Um problema mal posto é considerado quando quaisquer das condi¢des
acima nao sao satisfeitas. Vimos que um problema inverso nem sempre
satisfaz as condi¢Bes acima; por isso, € de elevada importancia os processos
de definicdo do modelo. Vamos analisar cada condi¢do, considerando que ela
nao é satisfeita pelo modelo do problema inverso.

Quando a condicdo de existéncia ndo € satisfeita por ser impossivel,
flexibiliza-se a nogdo de solugdo, procurando-se uma aproximagao e ndo uma
interpolagéo.

Quando a condicdo de unicidade ndo é satisfeita, adicionam-se outras
restricdes para obrigar a unicidade.

Quando a condigdo de regularidade ndo é satisfeita (isto € comum nos
problemas inversos do Tipo Il e Ill), esta situacdo precisa ser discretizada para
ser resolvida no computador. Problemas discretizados geralmente s&o
continuos, porém podem persistir a dificuldade de se chegar a solucdo e o
problema ser mal condicionado.

Esta “suavidade” citada no primeiro paragrafo pode ser traduzida por
continuidade e para problemas inversos do Tipo | pode ser trocada por bem
condicionada. Existem vérias técnicas que procuram contornar esta dificuldade
e apresentaremos os metodos dos minimos quadrados e de Levenberg-

Marquardt.
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2.2. Método dos Minimos Quadrados
2.2.1. Apresentacéao e Defini¢cbes

Para a melhor compreensédo e aplicacdo do método, faz-se necessario
apresentarmos algumas defini¢des.
A primeira define o problema minimos quadrados. Encontre x*, um

resultado minimizado para

F0O =5 2 ()

i=1

onde f,:R"— R, parai=1,...,m, séo funcdes dadas, e m>n.
Uma fonte importante de problemas minimos quadrados séo os ajustes

de dados. Suponhamos o modelo de ajuste M (x,t) = x.e® +x,e*. A figura 2.2.1

representa a curva do modelo, bem como os pontos dos dados.

Fig. 2.2.1 Dados dos pontos {(tl, yl)} marcados por + e o modelo M (x,t) marcado pela linha.

O modelo depende dos parametros x = [xi,xz,xg,x“]T . Vamos assumir que

um x° existe nestes parametros, tal que,

yi =M (X’ ) + e,

onde ¢ séao erros nos dados que foram medidos, geralmente chamado de

ruido branco.

NoOs podemos determinar os residuais para qualquer x, conforme abaixo:
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f.(x) =y, ~M(Xt) =y, — %" —x,e, i=1...,m.

Para um ajuste dos minimos quadrados, os parametros sao determinados

pela soma dos quadrados residuais (x").

z

Um problema de minimos quadrados € uma variante especial do caso
mais geral: Dada uma funcdo F:R"+ R, encontrar um argumento de F que

nos fornece um valor minimo, chamada de fung&o objetiva.

Podemos entéo apresentar a segunda definigdo, chamada de Minimizador
Global:

Dado F:R" — R. Encontramos
x* =argmin, {F(x)}.

z

Este problema geralmente é muito dificil de resolver, e apresentaremos
apenas um meétodo para resolucdo do problema simples de encontrar um
minimizador local para a funcdo F, ou seja, um vetor argumento que nos
fornece um valor minimo de F dentro de certa regido, cujo tamanho € dado

por &, onde § € um ndmero pequeno e positivo.

Apresentamos agora a terceira definicdo que é chamada de Minimizador

Local.

Dado F:R"— R. Encontramos
x", tal que F(x") < F(x) para HX—X*H< )

Vamos assumir que a funcdo objetiva é diferenciavel e tdo suave que a

seguinte expansao de Taylor é valida:
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F(x+h)=F(x)+h'g +%hTHh+O(||h||3) (2.2.1)

onde g é o gradiente

F %
X,

g=F'(x)=|: (2.2.2)

oF

aT(X)

e H é o Hessian,

H=F"(x) {aian. (x):l. (2.2.3)

Se x' € um minimizador local e ||h é suficientemente pequeno, entdo nés

ndo podemos encontrar um ponto X +h, que seja um menor valor de F.
Aplicando este conceito na equagéo (2.2.1), temos o seguinte teorema, que é a

condi¢do necessaria para um minimizador local; ou seja,

Se x” é um minimizador local, entdo
g'=F'(x)=0.

E usado um nome especial para o argumento que satisfaz essa esse
teorema, chamado de ponto estacionario. Assim, apresentamos a quarta

definicao.
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Se g, =F'(x,) =0, entdo x, € chamado de ponto estacionario de F .

7

Concluimos entdo que o minimizador local é também o ponto
estacionario, mas isso € um maximizador local. Um ponto estacionario que nao
€ nem um maximizador local, nem um minimizador local é chamado de ponto
sela. A fim de determinar se um determinado ponto estacionario é um
minimizador local ou ndo, precisamos incluir o segundo termo na série de

Taylor (2.2.1). Inserindo x, temos
F(x,+h) = F(xs)+%hTHsh+O(||h||3), com H,=F"(x,). (2.2.4)

Da equagdo 2.2.3, temos que qualquer H é uma matriz simétrica. Se

impormos que H, é positiva, entdo seus autovalores sdo maiores que 0S

mesmos nimeros de § >0,e h"H.h> 6||h||2.

Isto mostra que, para |jh| suficientemente pequeno, o termo O(||h||3) da

equacgdo 2.2.4 seré controlado pelo termo %hTHSh. Dai, podemos apresentar

um segundo teorema: Assuma que X, € um ponto estacionario e que F"(x,) é

positivo. Entdo x, € um minimizador local.

Se H, é definido como negativo, entdo x; € um maximizador local. Se H,
é indefinido, ou seja, tem autovalores positivos e negativos, entdo x, € um €

um ponto sela.

2.2.2. METODO DE DESCIDA

Todos os métodos de otimizar uma fungdo néo linear séo interativos. A

partir de um ponto de partida x,, 0 método produz umas séries de vetores x,
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X,, ..., que convergem para X , que é o minimizador local da fungdo dada. A

maioria dos métodos aplica a seguinte condi¢do de descida:

F (%) < Flx) (2.2.5)

Esta condigdo previne a convergéncia para um maximizador e também
torna menos provavel a convergéncia para um ponto sela. Se a funcéo dada

possui muitos minimizadores, o resultado dependera do ponto de partida X,.

Nao é possivel saber quais dos minimizadores iremos encontrar, e ele ndo

sera, necessariamente, o minimizador mais proximo de x,.

Em muitos casos, o método produz vetores que convergem para um

minimizador, que apresenta dois estagios diferentes. Quando x, esta distante

da solugéo, nos utilizamos o método para produzir repeticbes que tendam com
regularidade para x". Neste estagio global de interacéo, ficaremos satisfeitos

Se 0s erros nao aumentarem, com excegao dos primeiros passos, isto €,

lecall < ec] - para k > K,

onde e, representa o erro,

e, =X —X. (2.2.6)

No final do estagio de interacdo, onde x, estd préximo de x*, é desejado

uma convergéncia rapida. Podemos entdo classificar a convergéncia como:

eConvergéncia linear
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lec.s < ale.| quando | | é pequeno; 0 <a <1 (2.2.7)

eConvergéncia quadratica

lewa] = O([|ek||2) quando |je | é pequeno; (2.2.8)

eConvergéncia super linear

lev.al/es] — 0 para k — o (2.2.9)

Os métodos apresentados sdo métodos de descidas que satisfazem a
condicdo de descida (2.2.5) em cada passo da interacdo. Cada passo da

interagdo apresentada consiste em:

eEncontrar a diregédo de descida hy; e

eEncontrar em um dos passos uma diminuigéo significativa do valor da

funcéo.

Abaixo, segue um esbog¢o de um algoritmo de descida.
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begin

k = 0;x = x,; found = false {starting point }

while (not found)and (k <k, )
h, := search_direction(x) {From x and downhill }

if (nosuch hexists) (2.2.10)
found := true {x s stationary |

else
o = step _length(x, h, ) {from xin direction h, }
X=x+ah;;k=k+1 {next iterate}

Considere a variagédo do valor da funcdo F ao longo da linha média de

partida em x e a direcdo h. Da expanséo de Taylor (2.2.1), temos

F(x+oah) = F(x)+ah" F'(x) + O(x?)

= F(x)+ah'F'(x) para a suficientemente pequeno.(2.2.11)

Nos dizemos que h estd em uma dire¢édo de descida, se F(x+ah) é uma

funcéo decrescente de @ em « =0. Isto nos leva a definicdo da direcdo de

descida, conforme abaixo:

h é uma dire¢éo de descida para F em x, se h"F'(x) <0. (2.2.12)

Caso néo exista tal h, entdo F'(x)=0. Isso mostra que, neste caso, X
esta estacionado. Caso contrario, teremos que escolher «, isto €, até onde

devemos ir em direcdo a x dado por h,, de modo que cheguemos a uma

diminuicdo no valor da funcdo estudada. Uma maneira de fazer isso é

encontrar uma aproximagao para
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a, =argmin__,{F(x+ah)}. (2.2.13)

O processo € chamado de line search, que discutiremos mais adiante.

Antes, introduziremos dois métodos para calcularmos a direcédo de descida.

2.2.2.1 METODO STEEPEST DESCENT

Da equagdo (2.2.11), n6s podemos ver que, quando realizamos um
incremento «h, com « positivo, 0 aumento relativo do valor da fungéo satisfaz

ao

lim F(x)—F(x+cah) __1
=0 aofhl [hl

h"F'(x) = -|F'(x)||cos®,

onde 6 é o angulo entre o vetor h e F'(x). Isso mostra que nés temos a maior

taxa de aumento se 0=, isto é, utilizamos o Método steepest descent na

direcéo h, , dado por

hy =-F'(x). (2.2.14)

O método baseado em (2.2.14), isto €, h, =hy, no algoritmo (2.2.10), é

chamado de método steepest descent ou método gradiente. A escolha de uma
melhor direcdo de descida pode combinar com uma exata line search, como
mostrado em (2.2.13). Um método como este converge, mas o final da
convergéncia é linear e, por vezes, muito lento. Estudos mostram como o
método steepest descent com uma exata line search e precisdo de célculo

finito pode falhar para encontrar o minimizador de um polinémio do segundo
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grau. Para muitos problemas, no entanto, o método tem um bom desempenho

na fase inicial do processo de interacao.

As considera¢gBes acima introduzem os métodos chamados de hibridos;
que, como o préprio nome sugere, sdo baseados em dois métodos diferentes.
O primeiro satisfaz a fase inicial, como o método gradiente; e o segundo
satisfaz a fase final, como Método de Newton. O grande problema do método
hibrido € o uso de um mecanismo apropriado que possa alternar entre os dois

métodos.

2.2.2.2. METODO DE NEWTON

NGs podemos derivar este método condicionando que x € um ponto
estacionario. De acordo com a definicdo do ponto estacionario, isso satisfaz
F'(x)=0. Isto nos da um sistema de equacgdes ndo lineares e, da expansdo

de Taylor, temos

F'(x-+h) = F'(x)+ F*(h+ O{|n[f)

=F'(x)+F"(x)h

para |h| suficientemente pequeno, nés derivamos o Método de Newton, onde

encontramos h, como uma solugéo para

Hh, =-F'(x) com H =F"(x), (2.2.15)

e calculamos o proximo evento por
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X:=X+h,. (2.2.16)

Suponhamos que H é definido como positivo. Entéo ele é ndo singular, o
que implica que a equacdo (2.2.15) tem uma Unica solucdo, e h"Hu >0 para
todo u diferente de zero. Assim, pela multiplicagdo com h! em ambos os lados

da equacao (2.2.15), nés temos

0<h'Hh, = -hTF'(x), (2.2.17)

mostrando que h, é uma direcdo de descida, e isso satisfaz a condi¢cdo da

definicdo da condicéo de descida.

O método de Newton é muito eficiente na fase final de interacdo, onde x
estd proximo a x . Pode-se mostrar que se Hessian na solugdo é definido
positivo, condicdo que satisfaz o teorema do minimizador local, e se nds
estamos em uma posicdo privilegiada em torno da regido x’, onde F(x) é
definida como positiva, entdo obtemos a convergéncia definida em (2.2.7),
(2.2.8), (2.2.9). Por outro lado, se x esta numa regido em que F '(x) é definida
como negativa em todos os pontos, e onde existe um ponto estacionario, o
método de Newton em (2.2.15) e (2.2.16) convergiria, quadraticamente, na

direc@o deste ponto estacionario, que € um maximizador. N6s podemos evitar

iSSO ao exigir que todos os passos dados estdo em direcOes ascendentes.

NOs podemos construir um Método hibrido baseado no Método de
Newton e o steepest descent. De acordo com (2.2.17), a acdo de Newton esti

assegurada em declividade se F '(x) é definido como positivo, entdo podemos

escrever a secao central deste algoritmo hibrido como
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If F"(x)é definido como positivo

h:=h,

else Algoritmo (2.2.18)
h:=hg
X=X+ah

Aqui, h,, é a direcdo steepest descente o € encontrado pela line search,
que serd abordada na préxima secdo. O Método de Cholesky € uma boa
ferramenta para se verificar com exatiddo se uma matriz € positiva, que,
quando bem sucedido, € usado para resolver o sistema linear em questéo.

Assim, a verificacdo da exatiddo é simples.

Na Secao 2.2.3, nés introduziremos alguns métodos, onde o calculo da
procura da direcdo h, e do step length a ¢é feito simultaneamente, e
apresentaremos uma versdo do algoritmo (2.2.18) sem a line search. Tais

Métodos Hibridos podem ser muito eficientes, mas sdo raramente usados. O

motivo é que eles precisam de uma implementacdo de F '(x) e, para a

aplicacdo em problemas complicados, isto ndo esta disponivel. Em vez disso,

podemos usar um método chamado Quase-Newton, que € baseado numa série

de matrizes que gradualmente aproximam H” = F > (x").

2.2.3. LINE SEARCH

Dado um ponto x e uma diregcdo de descida h. O préximo passo de
interacdo € um movimento de x na direcdo h. Para descobrir o movimento,
estudaremos a variacdo da fungdo dada, ao longo da linha média de x na

direcéo h,

p(a) =F(x+ah), x e h fixos, a>0. (2.2.19)
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Um exemplo do comportamento de ¢(a) € mostrado na figura 2.2.2.

Y = 6(0) /

¥ =o(0)

o
Fig. 2.2.2 Variagdo da funcao objetiva ao longo da line search.

Sendo h uma diregéo de descida, podemos entdo escrever

0(0)=h"F(x) <0,

indicando que se a é suficientemente pequeno, satisfaremos a condicdo de

descida em (2.2.5), que é equivalente &

o(a) <p(0).

Geralmente nés supomos o valor inicial de « . Por exemplo, no Método de

Newton, « =1. A figura 2.2.1 ilustra trés diferentes situagdes:

1°. o € tdo pequeno que o ganho no valor da fungédo € muito pequeno.

a deve ser aumentado.

2°. a é muito grande, tal que: ¢(a)>¢@(0). Diminua «, a fim de

satisfazer a condigéo de descida (2.2.5).

3°. a esta proximo do minimizador de ¢(a) . O valor de o é aceitavel.
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Uma exata line search é um processo interativo, que produz uma série de

a,, a,, .... O objetivo é encontrar o minimizador ideal «,, definido em (2.2.13),

e o algoritmo de parada quando a repeticdo «, satisfaz

lp'(ex, ) < 7lp'(0)

onde r é um pequeno numero positivo. Na interacdo n6és podemos utilizar

aproximacdes para a variagdo de ¢(a) com base no célculo dos valores de

ol )=F(x+ah) e ¢'(a,)=h"F'(x+a,h).

O célculo para se encontrar uma exata line search pode ser demorado.
Quando x esta distante de x", a procura pela direcdo h pode estar distante da
direcdo x —Xx, e ndo existe necessidade de encontrar um minimo exato de ¢,

qgue seja muito apurado. Esta é a base para o chamado soft line search, onde
nds aceitamos um valor de «, se ele ndo estd enquadrado na categoria 1° ou
2° listada acima. NOs podemos utilizar uma versdo mais restritiva da condig&@o

de descida (2.2.5), conforme abaixo:

¢o(a,)<p(0)+7,-¢'(0)-a, com 0<y, <1. (2..3.20)

Isso garante ndo estarmos no 2° caso. O 1° caso corresponde ao ponto

(a,p(a)) sendo muito proximo do inicio da tangente, devendo apenas ser

completado pela seguinte condig¢ao:
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¢'(a)= 7, ¢'(0),com y, <y, <1. (2.2.21)

Se o inicio da suposicdo de « satisfaz ambos os critérios, entdo nds o

aceitamos com « . Caso contrario, teremos que repetir como definido para a

exata line search.

2.2.4. METODOS TRUST REGION E DAMPED

Assuma que temos um modelo L, com uma funcdo F que expressa seu

comportamento, na proximidade de um valor de x.
F(x+h)zL(h)= F(x)+th+%hTBh, (2.2.22)

onde ceR" e a matriz BeR™ ¢é simétrica. As idéias basicas desta secédo
podem ser aplicadas para outras formas de modelo, mas utilizaremos apenas
na forma de L dada em (2.2.22). Normalmente, o modelo é uma expanséo de
Taylor de segunda ordem de F em fungdo x, como 0s primeiros trés termos
do lado direito da equagao (2.2.1), ou L(h) pode ser uma aproximacéo desta
expansdo. E comum que um modelo deste tipo s6 € bom quando o passo h é
suficientemente pequeno. Iremos apresentar dois métodos que incluem este
aspecto na determinagé@o de h, o qual é uma direcdo de descida que pode ser

usado com « =1 no Algoritmo (2.2.10).

No Método Trust Region, nés assumimos que conhecemos um numero
positivo A, tal que o modelo é suficientemente preciso dentro de um circulo de

raio A, centrado em x, e determina 0 passo como

h=h, =arg mithHSA{L(h)}. (2.2.23)
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No Método Damped o passo é determinado como

h=h, =arg minh<A{L(h)+%:uhTh}’ (2.2.24)

A . 1 1
onde o paradmetro de amortecimento x> 0. O termo EuhTh = Eu||h||2 serve para
limitar passos grandes.

A parte central do algoritmo (2.2.10) baseada em um destes métodos, tem

a seguinte forma:

Célculo de h por (2.2.23) ou (2.2.24)

if F(x+h)<F(x)
X:=X+h (2.2.25)
UpdateAou u

Isso corresponde a « =1, se 0 passo h satisfaz a condigcdo de descida
(2.2.5). De outra forma, a =0, ndo ha movimento. No entanto, ndo estamos
presos em x, a menos que x =X , por uma apropriada modificacdo de A ou

U, que visa ter uma melhor interagdo no préximo passo.

Sendo L(h) uma boa aproximagdo assumida para F(x+h), para h
suficientemente pequeno, o motivo pelo qual o passo pode falhar € que h seja
muito grande, e deve ser reduzido. Além disso, se 0 passo € aceitavel, pode
ser possivel utilizar um passo maior para uma nova interacédo e assim reduzir o

nimero de passos necessarios antes de chegarmos a x”.

A qualidade do modelo com o passo computadorizado pode ser avaliado

pelo chamado gain ratio

31



_ F(x)-F(x+h)

T ST

(2.2.26)

isto €, a razdo entre a real e a previsivel diminuicdo do valor da fung&o. Pela
forma como o denominador aparece em (2.2.26), ele serd positivo, e o
numerador é negativo se 0 passo ndo estiver em declinio (passo grande que

devera ser reduzido).

Com o método trust region n6s monitoramos o cumprimento do passo

pelo tamanho do raio de A. A seguinte estratégia € amplamente utilizada:

if ¢ <0.25

A=l
2 (2.2.27)

elseif ¢ > 0,75
A :=max{A,3x|h[}

. 1 o 3
Assim, se ¢<Z’ uma boa decisdo é usar pequenos passos, e se (/75>Z e

possivel utilizar passos maiores. Um algoritmo trust region ndo € sensivel a

pequenas variagdes iniciadas em 0.25 e 0.75, ao divisor p, =2 ou ao fator
p, =3, mas é importante que os niumeros p, e p, sejam escolhidos de forma

que os valores de A ndo possam oscilar.

No método damped um pequeno valor de ¢ indica que deveriamos
aumentar o fator de amortecimento e assim aumentar o valor dos passos. Um
valor grande de ¢ indica que L(h) € uma boa aproximacdo para F(x+h) e
para 0 h calculado, podendo-se reduzir o amortecimento. Uma estratégia

largamente utilizada é similar a (2.2.27), tendo sido originalmente proposta por
Marquardt (1963).
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if ¢ <0.25

W= %2
elseif ¢ > 0,75 (2.2.28)
—H
Hi=g

Novamente o método ndo € sensivel a pequenas mudancas para 0S

valores inicias 0.25 e 0.75, ou para 0os nimeros p,=2 e p,=3, mas é
importante que os nimeros p, e p, sejam escolhidos de forma que os valores
de u nao podem oscilar. A experiéncia mostra que mudangas descontinuas

dos valores iniciais 0.25 e 0.75 podem dar origem a um efeito chamado de
flutter, que pode fazer com que a convergéncia seja mais lenta. Em geral, a

seguinte estratégia supera a apresentada em (2.2.28):

if¢g>0
1 3
= maxs—1—(2¢-1) +;vi=2
He=pe {3 (29 )} (2.2.29)
else

L= U*V, Vi=2%V

O fator v foi inicialmente adotado no valor de v=2. Observe que uma
série de resultados com falhas consecutivas rapidamente aumentam os valores

de u . A atualizacéo nas formulas esta ilustrada na figura 2.2.3.

0 025 075 1 0
Fig. 2.2.3 Atualizagéo de u por (2.2.29), com V = 2 (Linha cheia)
Estratégia de Marquardt em (2.2.28) (Linha tracejada)
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2.2.4.1. CALCULO DO PASSO

No método dumped o passo é calculado como um ponto estacionério para

a funcéo
¥ (h)=L(h +—1 uhTh

Isto significa que h,, é uma solugdo para
¥, (h)=L'(h)+uh=0,
e da definicdo de L(h) em (2.2.22), vemos que isto € equivalente a
(B+ul)h,, =-c (2.2.30)

onde | é a matriz identidade. Se u € suficientemente grande, a matriz
simétrica B+ ul é definida positiva, e entdo pelo Teorema do minimizador local

h;, € um minimizador para L.

No método trust region, o passo h, € a solu¢do para um problema de

otimizagao forcada,

minimize L(h)

. 2.3.31
subject to h'h < A? ( )
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Isto esté fora do escopo do presente trabalho. Para maiores detalhes podemos
consultar Madsen (2004) ou Nocedal e Wright (1999). Mencionaremos apenas

algumas propriedades.

Se a matriz B em (2.2.22) é definida positiva, entdo o minimizador ndo

forcado de L é a solugéo para

Bh=-c,

e se isso for suficientemente pequeno (se satisfaz a h'h < A%), entdo este € o

passo desejado, h,. Caso contrario, a condicdo forcada esta ativa, e o

problema é mais complicado. Com um argumento similar ao usado em (2.2.23)
e (2.2.24), podemos ver que nédo temos que calcular a solugdo verdadeira para
(2.2.31).

Finalmente, apresentamos duas semelhangas entre os métodos damped
e trust region, quando B é considerado positivo: no caso do minimizador ndo
forcado esta fora da trust region, pode ser mostrado que existe um A >0, tal

que,

Bh, +C=-2h, (2.2.32)

Pela reordenagdo desta equacdo e comparando-a com (2.2.30), vemos

que h, € idéntico com o passo de amortecimento de h,, calculado com o
parametro de amortecimento u=A. Por outro lado, pode-se também mostrar

que se calcularmos h,, para um dado x>0, temos

h,, = arg mithHSthmH{L(h)}, (2.2.33)
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isto &, hy, éigual a h,, correspondendo ao raio da trust region A = |h,, . Assim,

os dois métodos estdo intimamente relacionados, mas nao existe uma formula

simples para relacionar os valores de A e u que ddo 0 mesmo passo.

2.2.5. PROBLEMAS DE MINIMOS QUADRADOS NAO LINEARES

Dada uma funcgao vetorial f:R"+ R™, com m>n. Queremos minimizar

|f (x)| para encontrar
x" =argmin, {F(x)}, (2.2.34)

onde

F(x) = %Zm:(fi (0?)= %ll f] = % FO)T (). (2.2.35)

i=1

Problemas de minimos quadrados podem ser resolvidos com diversos
métodos de otimizacdo geral, mas apresentaremos o método de Levenberg-
Marquardt por ser um meétodo eficiente tanto no inicio da interagdo quanto no
final. Em muitos casos, ele realiza uma melhor convergéncia linear,
ocasionalmente convergéncias quadraticas, mesmo que ndo necessitem de

aplicacdo da segunda derivada.

Na descricdo do método, precisaremos de férmulas para as derivadas de

F . E desde que f tenha uma segunda derivada parcial continua, poderemos

escrever a expansao de Taylor como
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f(x+h) = £ (x)+ 3 (h+ O[] (2.2.36)

onde J € R™" é a matriz jacobiana. Esta € uma matriz que contém as primeiras

derivadas parciais dos componentes da fungéo
of.
J(X)). =—(x). 2.2.37
O09); =750 (2:2.37)

No que diz respeito & F:R"+— R, segue-se da formulagdo em (2.2.35)

que

oF m of
5002 S0, (22.38)

Assim, o gradiente em (2.2.2) é
F'()=30)" f(x). (2.2.39)

Necessitaremos também do Heissian de F. De (2.2.38) vemos que 0

elemento na posicao (j,k) €

OPF [ of o o f,
o, (x) = iZl:[a—xj(x) ox, () + f;(x) oron, (X)J,
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mostrando que
F'(x) = J00TI00) + Z FOOF, (%) (2.2.40)

Com base nessas informagdes, poderemos passar para a descrigdo do
método de Levenberg-Marquardt, porém descreveremos antes o método

Gauss-Newton, que o antecede.

2.2.5.1. METODO DE GAUSS-NEWTON

Este método € a base de muitos métodos eficientes, inclusive do método
de Levenberg-Marquardt. Estid baseado na implementacdo da primeira
derivada dos componentes de uma fungéo vetorial. Em alguns casos pode nos
dar convergéncias quadraticas como o método de Newton para otimizacdes

gerais.

O método Gauss-Newton esti baseado em uma aproximacao linear para

os componentes de f (um modelo linear) na vizinhanga de x. Para um

pequeno |h|, vemos da expanséo de Taylor que
F(x+h)=I(h) = f(x)+I(0h. (2.2.41)

Inserindo (2.2.41) na definigdo (2.2.34) e (2.2.35) de F, vemos que

38



F(x+h) = L(h) z%l(h)Tl(h)
=%fo FhTITE +%hTJTJh (2.2.42)

=F(x)+h"J"f +%hTJTJh
com f =f(x) e J=J(x). O passo Gauss-Newton h,, minimiza L(h),
hy, =argmin, {L(h)}.
Podemos notar facilmente que o gradiente e o Hessian de L séo
L'(hy=J3"f+J"Jh e L"(h)=J"J (2.2.43)

A comparagdo com (2.2.39) nos mostra que L'(0)=F'(x). Além disso,
vemos que a matriz L"(h) é independente de h. Ela é simétrica. E se J tem
full rank, isto é, se as colunas séo linearmente independentes, entdo L"(h) é
também definida positiva. Isso implica que L(h) tem um dGnico minimizador, o

gual pode ser encontrado resolvendo-se
(37, =371 (2.2.44)

Isso € uma direcao de descida para F, desde que
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h,"F'(x) = h, (37 )=—h," (373 )n,, <0. (2.2.45)
Assim, podemos usar h,, para h, no algoritmo (2.2.10). O passo tipico €

Solve (JTJ )hgn =-J'f

(2.2.46)
X:=X+ahy,

onde o € encontrado pela line search. O classico método Gauss-Newton usa
a =1 em todos os passos. O método com line search pode-se garantir uma

melhor convergéncia, desde que:
(a) Seja limitada {x| F(x)< F(x,)}; e
(b) A matriz jacobiana J(x) tenha full rank em todos os passos.

No método de otimizacdo de Newton, vimos que ele tem convergéncia
quadratica, porém isto normalmente ndo ocorre com o método Gauss-Newton.
Podemos ver isto ao comparar a procura das diregcbes usadas nos dois

métodos, conforme abaixo:
F"(x)h, =-F'(x) e L”(h)hgn =-L'(0).

J& observamos que em (2.2.43) os dois lados direitos sdo idénticos, mas
entre (2.2.40) e (2.2.43) podemos observar que os coeficientes das matrizes

diferem. Vejamos:

F"(x) = L”(h)+Zm: £.(0F, (X) (2.2.47)
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Portanto, se f(x*):O, entdo L"(h)=z F"(x) para x proximo a x°, e
teremos a convergéncia quadratica também para o método Gauss-Newton.

Podemos esperar uma convergéncia super linear se as fungoes {fi} tém uma
curvatura pequena, ou se {in(x*}} Sao pequenos, mas podemos esperar uma
convergéncia linear em geral. E importante ressaltar que o valor de F(x*)

controla a velocidade da convergéncia.

O método Gauss-Newton pode falhar com ou sem uma line search.
Mesmo assim, em algumas aplicacbes pode nos dar um bom desempenho,
ainda que normalmente sé tenha convergéncia linear, oposto a convergéncia

quadratica dada pelo método de Newton com segunda derivada.

Apresentaremos a seguir 0 método Levenberg-Marquardt, que possui um

desempenho global superior.

2.2.5.2. METODO LEVENBERG-MARQUARDT

Levenberg (1944) e depois Marquardt (1963) sugeriram usar um
amortecimento no método Gauss-Newton. O passo h,, esta definido pela

seguinte modificagéo em (2.2.44):

(09+uh,=—g comg=Jf e u>0. (2.2.48)

Onde J=J(x) e f =f(x). O parametro de amortecimento u traz os seguintes

efeitos:

(@) Para todo x>0, o coeficiente da matriz é definido positivo,

assegurando que h,, € uma direcdo de descida, conforme em 3.10.
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(b) Para valores grandes de u, temos h ~—lg =—lF’(x), isto €, um
H H

Im =
curto passo na dire¢cdo steepest descent. Isto € bom se a corrente
repeticdo esta distante da solugéo.
(c) Se u for muito pequeno, entdo h,, =h,, que € um bom passo no

estagio final da repeticdo, quando x esta proximo de x . Se F(x*)z 0,
ou muito pequeno, podemos nos aproximar de uma convergéncia final

quadrética.

Assim, o parametro de amortecimento influencia tanto na dire¢éo, quanto
no tamanho do passo, e isto leva-nos a um método sem uma especifica line

search. A escolha do valor inicial de u deve ser relacionada ao tamanho dos

elementos em A, =J(x,)" J(x, ), por exemplo, deixando
1, = 7-max; fa®}, (2.2.49)

onde ¢ é escolhido pelo usuario. Durante a repeticdo, o tamanho de u pode

ser atualizado, sendo controlado pelo gain ratio

_F(X)-F(x+hy,)

=T Lo~ L)

onde o denominador € o ganho predito pelo modelo linear em (2.2.42),

mostrado abaixo:
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L(O) - I-(hlm) = _h;rmJTf _%hlmJTJhlm
1
- —Ethm(Zg (0T34 - ).

1
= _Ehrm(/lhlm - g)

Note que os termos h; h,_ e —h | g s&o positivos, entdo L(0)—L(h, ) também
q Im™"Im Im Im

sera positivo.

Um valor grande de ¢ indica que L(h,,) € uma boa aproximacgdo para
F(x+h,m), e nos podemos diminuir u, tal que o proximo passo de Levenberg-
Marquardt se aproxima do passo de Gauss-Newton. Se ¢ é pequeno e até
mesmo negativo, entdo L(h,,) é uma aproximacdo ruim, e nés deveremos
aumentar o valor de u com dois objetivos: aproximar a direcdo steepest

descent e reduzir o cumprimento do passo. Isso pode ser encontrado por

diferentes caminhos.

O critério de parada do algoritmo deveré refletir, para um minimizador

global, F’(x*)z g(x*)z 0, entdo podemos utilizar
lo|l, <&, (2.2.50)

onde ¢ é um pequeno numero positivo escolhido pelo pesquisador. Outro

importante critério é parar, se a mudanca em x é pequena,

[Xoew = X[ < ez(]|x||+ez). (2.2.51)
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Esta expressdo nos fornece uma mudanca gradual do tamanho relativo
do passo ¢, quando |x| é grande para o tamanho do passo absoluto &7, se x

esta préximo a zero. Finalmente, como em todo processo interativo, nos

precisamos de uma protec¢do contra um loop infinito,

k>k . (2.2.52)

max

Também ¢, e k,,, sdo escolhidos pelo pesquisador.

Os dois ultimos critérios sé@o efetivos, se ¢ € escolhido tdo pequeno que

os efeitos dos erros de arredondamento tém grande influéncia. Isto ira
normalmente revelar-se numa harmonia pobre entre o ganho atual em F e o

ganho predito pelo modelo linear em (2.2.42), e resultara em pu sendo

aumentado em todos o0s passos. A estratégia (2.2.29) para aumentar u implica
no seu aumento rapido, resultando um pequeno |h,|, e o processo sera

parado pelo (2.2.51).

2.3. Método de Correlagdo de Imagem Digital.
2.3.1. Apresentacao do Método

Varios métodos experimentais, tais como, interferometria hologréfica,
técnica de moiré, interferometria de speckle vém sendo utilizados para a
medi¢cdo de deslocamentos no plano e fora do plano de superficie. O método
de Correlagdo de Imagem Digital (CID) representa uma abordagem diferente
que é opticamente menos exigente que os métodos acima mencionados. O
método CID ndo necessita de iluminagcéo especial, isolamento de vibragdo e os
componentes Opticos, como os separadores de feixe, prismas, filtros espaciais,
atuadores piezelétricos, etc., podem ser eliminados. No entanto, o método CID
requer uma camera digital de alta resolucéo e para medicdo de deslocamentos

tridimensionais sdo necessarias duas cameras. Estas cameras devem ser
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equipadas com lentes livres de distorgbes para se evitar erros induzidos.
Também € necessario um computador adequado, com memoria de
armazenamento e placa de video suficientes para digitalizarem a imagem de

saida da camera.

A concepcdo do método é simples. A camera digital é empregada para
capturar a imagem da superficie (bi-dimensional) de um espécime, como
indicado na Figura 2.2.1. A imagem é armazenada no computador através de
uma placa de captura de video, onde o sinal anal6gico da matriz do CCD
(charge-coupled device) é digitalizado. Estes dados sdo entdo armazenados no
HD e processados subsequientemente.

MATRIZ R
DO CCD T E
5
T 9021 5
E
c
.‘ S — : :
—" 1z i
_ % INCIDENTE
v —_—

[
COMPUTADOR

PLACADE
CAPTURADE
IMAGEM

Fig. 2.3.1 Equipamentos tipicos usados na medicao de deslocamento com CID

A superficie do espécime é coberta com um padrdo aleatorio (textura) de
tons de cinza, o qual é capturado em dois estados distintos, antes e apos sofrer
o carregamento. A imagem digital do espécime contera a intensidade luminosa
da localizacdo de pixel na matriz do CCD da superficie do espécime antes e
depois da deformacédo. Se o aspecto da textura for suficiente para indicar um
ndimero de pontos unitérios e suas localizagbes precisas em cada imagem, o

campo de deslocamento pode entéo ser estabelecido.

O método de correlacdo de imagem tem sido desenvolvido e aprimorado
por varios pesquisadores, com o0 objetivo de localizarem pontos Unicos e

estabelecer suas localizagdes no plano x e y dentro de 0.02 pixel. Entende-se
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por pixel, como a menor unidade que forma uma imagem digital, sendo que o

conjunto de milhares de pixels formam a imagem inteira.

2.3.2. Localizando a textura do alvo em uma matriz de pixel

A matriz do CCD registra a intensidade da luz incidente no pixel. A matriz
na camera digital de alta qualidade é retangular com mil ou mais pixel por linha
e mil ou mais linha por imagem. Um exemplo de uma matriz quadrada de 16
pixels na direcdo x e 16 pixels na direcdo y, € mostrado na Figura 2.3.2. O alvo
quadrado que é do tamanho de 3 x 3 pixels é mostrada em duas localizagbes

diferentes nesta matriz pixel.
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Fig. 2.3.2 Matriz quadrada de 16 x16 pixel com alvos quadrados.

A localizagdo do alvo quadrado na parte inferior esquerda representa a
posicdo do alvo antes da deformagédo. O centro mostrado como um pequeno
ponto branco é localizado em x =4 pixels e y =5 pixels. Apds a deformacao, o
alvo foi movido no plano de pixels e seu centro esté localizado em x =12 pixels
e y=10 pixels. As componentes do deslocamento sdo u=12-4=8 pixels e
v=10-5=5 pixels. Este simples exemplo mostra que a imagem do alvo no

plano de pixel antes e depois da deformagéo contém informacdo suficiente

para determinar dentro do plano as componentes do deslocamento u e v.

Este exemplo é simples porque o alvo permanece centrado na posi¢éo do
pixel e ndo muda de forma durante o processo de deformagdo. Um exemplo

mais realistico é demonstrado abaixo, onde o alvo ndo permanece centrado na
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posicdo do pixel e o alvo move-se durante o processo de deformagéo. O alvo,
mostrado na figura 2.3.3, € um sinal de + formado por dois blocos de 2 x 8
pixels atravessados um em relagédo ao outro. Observa-se um grande sinal de +
em preto em um campo de 10 x 10 pixels. O sinal da matriz CCD depois de ter
sido digitalizado da uma leitura da intensidade luminosa para cada pixel. Na
figura 2.3.3, a intensidade lida estd mostrada como 0 para pixels sem luz e 100

para pixel com luz.

100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 400 | 100 | 100 | 100

100 0 0 0 [} v} 0 ] Q| 100

100 | O [¢] 0 0 0 0 0 0 | 100

100 [100 | 100 | 100 ] 0 100 | 100 | 100] 100

100 {100 | 100 | 100 0 0 100 | 100 | 100 | 100

100 | 100 | 100 | 100{ O 0 100 | 100 | 100 100

100 | 100 | 100| 100|100 } 100 | 100 | 100 | 100 | 100

Fig. 2.3.3 Esquerdo: Alvo sinal de mais centrado em uma matriz 10x10 pixels.
Direito: Intensidade lida em cada pixel que identifica o sinal de mais.

Suponha agora que o espécime esta deformado e o sinal de + move um
pixel para baixo e um pixel para a esquerda em relacdo a matriz original de 10
x 10 pixels. A imagem do sinal de + apds este movimento e o0 novo conjunto de

intensidade luminosa para cada pixel correspondente a nova localizagcdo do
sinal de +, conforme mostrado na figura 2.3.4.
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Fig. 2.3.4. Esquerdo: Alvo sinal com movimento de um pixel para esquerda.
Direito: Intensidade lida em cada pixel que identifica o sinal de mais.

O problema é localizar os dados de intensidade de luz na nova posi¢édo do
sinal + no pixel. Isto € geralmente conseguido através do método de correlagdo
de imagem. Isto €, normalmente, comegamos por definir um subconjunto de
pixels que circundam as principais caracteristicas do alvo na fase inicial do
padréo de intensidade de luz, conforme ilustrado na figura 2.3.5. O subconjunto
utilizado neste exemplo é um bloco de 6x6 pixels, que circunda o centro do
sinal +. A imagem gravada apds o movimento do sinal + é entdo transferida
para encontrar um bloco correspondente de 6x6 pixels com o mesmo padrdo
de intensidade. Apds o bloco de 6x6 ter sido localizado na segunda imagem, o
centro do alvo pode ser determinado e as componentes do deslocamento u e v
medidos em termos de pixels. Existem métodos sistematicos para se
determinar a localizagdo do alvo, uma vez que este deslocamento € um
movimento de corpo rigido. No entanto, antes de introduzir o método de
correlacdo de imagem, é importante definirmos e discutirmos 0s requisitos

utilizados nestes estudos.
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Fig. 2.3.5 Um bloco de 6x 6 pixels que circunda a regi&o central do sinal de + define um
padréo de intensidade nas imagens. Igualando os dois padr8es, determina-se o deslocamento
do alvo.

2.3.3. Requisitos para a textura do alvo

Nos exemplos anteriores, um quadrado e um sinal de + foram utilizados
como alvos. Ambas as formas sdo excelentes alvos se o deslocamento é para
ser determinado num ponto Unico sobre o espécime. No entanto, se os dados
do deslocamento de campo total forem requeridos, estas formas ndo séo
adequadas. Suponha que um conjunto de 1000 quadrados foram impressos
sobre a superficie do espécime, e imagens digitais foram tiradas antes e depois
da deformagédo da amostra. O experimento seria um fracasso, porque seria
impossivel distinguir um quadrado dos outros 999. Para a identificagdo
especifica dos pontos sobre a superficie do espécime, o0 alvo do ponto deve ter
uma Unica forma. Caso contrario, as técnicas de correspondéncia de imagens,
que servem de base para o método de correlagdo de imagens, ndo podem
distinguir um alvo de outro. As informacdes (variagdes de intensidade) Uteis no

estabelecimento do local do alvo em ambas as imagens ndo esté disponivel.

Um granulado padrdo, que abrange a regido da superficie do espécime
que € de interesse, fornece uma textura Unica do campo alvo. Cada gréo tem
uma unica forma e intensidade, e serve como um alvo ideal. Um padréo tipico
de granulado é ilustrado na figura 2.3.6. Existem vérias técnicas para criar o

granulado padrao. A técnica dependera do tamanho do grao necessario para
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conduzir o experimento. Se uma pequena area (15 x 15 mm) sobre o espécime
esta a ser analisada, a imagem serd ampliada e pequenos grédos seréo
necessarios. Neste caso, tinta branca é pulverizado sobre a superficie do
espécime, e, antes de a tinta estar seca, particulas de carbono (toner de xerox)
sdo pulverizadas sobre a superficie. Este conjunto de particulas associa-se, de

uma forma aleatoria, para fornecer um conjunto Unico de alvos.

m padrdo de granulado serve para fornecer um alvo Unico para as imagens
analisadas.

Fig.

Se uma area de tamanho moderado (50 x 50 mm) sobre o modelo esta a
ser analisada, a imagem sera quase do mesmo tamanho que a matriz do CCD,
entdo uma matriz de pixel de tamanho moderado sera requerido. Neste caso,
tinta branca é pulverizada sobre a superficie do espécime. Depois € passado
uma tinta que reflita a luz negra sobre a superficie do espécime para se
produzir um padréo de granulado adequado.

Se uma area grande (150 x 150 mm) sobre o espécime for o objeto da
analise, a imagem serd menor que o objeto (lente com relagdo de amplitude
menor que 1) e serdo requeridos graos grandes. Neste caso, tinta branca é
pulverizada sobre a superficie do espécime. O bocal do pulverizador de tinta
preta € modificado através de um aumento (duplicacdo) do seu diametro. A
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pulverizagdo com o bico modificado produz um padrdo de gréos grandes mais

adequados.

Se uma area muito grande (450 x 450 mm) sobre o espécime for o objeto
da andlise, a imagem serd muito menor que o objeto (lente com relacdo de
amplitude muito menor que 1) e os grdos grandes serdo requeridos. Neste
caso, tinta branca é pulverizada sobre a superficie do espécime. Os graos
pretos sdo aplicados com um pincel. Uma pequena quantidade de tinta é
transferida do pincel para o espécime com um movimento rapido. Isso gera
salpicos de tinta que fazem formas relativamente grandes de gréos. Outra
abordagem consiste em imprimir um granulado padrdo em uma folha de

plastico e, em seguida, cola-la a superficie do espécime.

O tamanho do grdo é o mais importante e ele € medido, em termos de
dimensdes do pixel do CCD, sobre a matriz. Ele &€ dependente do tamanho do
subconjunto do pixel utilizado na amostragem. Uma ilustragdo de gréo de
diferentes tamanhos relativo ao subconjunto de 3 x 3 pixel é apresentado na
figura 2.3.7. O grdo, na figura 2.3.7a € muito pequeno, uma vez que esta
contido em um pixel. Devido ao fato do valor em cinza ser determinado pela
intensidade média ao longo do espago de um pixel, a deformacdo néo ir4
produzir uma mudanca na intensidade do pixel se o grdo permanecer nos
limites do pixel. O tamanho do gréo mostrado na figura 2.3.7b € uma melhoria,
comparada a situagédo na figura 2.3.7a, pois abrange parcialmente seis dos
noves pixel. O tamanho do gréo na figura 2.3.7c é ainda melhor, uma vez que
abrange um pixel totalmente ou parcialmente, e abrange o restante dos oitos
pixels no subconjunto. O tamanho do gréo na figura 2.3.7d é muito grande,

ficando parte dele fora dos limites do subconjunto 3 x 3 pixel.
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Fig. 2.3.7 llustragdo do tamanho do gréo, relativo a um subconjunto de 3x 3 pixel

A regra geral é que o tamanho do grdo devera cobrir a maior parte da
area da matriz do pixel 3 x 3. Considerando que o tamanho de ambos, grao e
pixel, sdo conhecidos antes do inicio do experimento, a ampliacdo usada para
registrar as imagens pode ser ajustada ao tamanho do grédo na matriz do CCD.

E importante considerarmos no estabelecimento do conceito de granulado
padrdo, o algoritmo usado, o qual ndo é baseado no padrdo correspondente
sobre um gréo simples no estado normal e deformado, e sim no campo de
intensidade correspondente de varios grédos ao longo do campo de visdo. A
razdo para esta estratégia na estruturacdo do algoritmo € demonstrada na
figura 2.3.8 e 2.3.9. Na figura 2.3.8, um simples grdo € mostrado no antes e
depois do estado de deformagéo em uma matriz 10 x 10 pixels. Os dados de
intensidade de mais de 100 pixels ndo é util, uma vez que somente 9 pixels
mostram uma intensidade menor que o valor médximo. Na figura 2.3.9, trés
gréos sado mostrados na mesma matriz 10 x 10 pixels. Neste caso, os dados de
intensidade s&o significativos, porque a medida da intensidade difere do valor
maximo em 27 de 100 pixels mostrados. Além da melhoria dos dados, a
capacidade de determinar com precisdo a localizagéo de cada gréo para dentro
de uma pequena fracdo do pixel também melhorou. Apresentaremos na
proxima secdo o método de correlacdo empregado para localizar as posicdes

dos gréaos.
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Fig. 2.3.8 Um gréo simples antes e depois da deformagdo em uma matriz de 10x10 pixels.
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Fig. 2.3.9 Um padréo granulado antes e depois da deformac&do em uma matriz de 16x16

pixels.

2.3.4. Correlagao do algoritmo

A Correlagédo de Imagem Digital envolve a comparagéo intensa de dados
entre dois campos de pixel. O primeiro € o campo de referéncia, representando
a imagem inicial, ndo deformada. O segundo é o campo de pixel mostrando a
imagem deformada do espécime. Uma grade de pontos é estabelecida na
imagem de referéncia e o deslocamento ao longo de todo o campo é mapeado
em relacdo a estes pontos. Os calculos envolvidos no processo de correlagdo

séo feitos no nivel do ponto.

2.3.4.1. Mapeando os deslocamentos

Num deslocamento bidimensional, um ponto P(Xx,y) no campo de
referéncia € mapeado para um ponto correspondente P’(X,y) no campo

deformado. O mapeamento das coordenadas entre os dois campos € dado por:
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X =x+u(x,y) (2.3.)

Y = y+v(xy)

onde u e v sdo as componentes do deslocamento.
Se for assumido que as componentes do deslocamento u e v podem ser
aproximadas pela expansdo da Série de Taylor de segunda ordem sobre o

mesmo ponto P(x,,Y,), entdo a equagao (2.3.1) pode ser expressa como:

2 2 )
i:x0+u0+a_qu+a_uAy+la_L;sz+£a LZJAyZJr L&Y Axy
oX oy 2 OX 2 oy oxoy 032)
2 2 2 ..
Y=Y +V0+@Ax+@Ay+la_\2’sz+la\Z/Ay2+ o%v Axy

onde AX=X—-X, € Ay=y-Y,.
Observando a equagéao (2.3.2), ela nos mostra que doze parametros de
mapeamento foram introduzidos na expansdo da Série de Taylor. Estes

incluem as componentes de deslocamento u, e v,, no ponto (X,,Y,); 0S

gradientes de deformacdo de primeira ordem a_uﬂé_u e ﬂ; mais o0s
OX OX oy oy
2 2 2 2 2 2
gradientes de deformacgao de segunda ordem ou oV ou oV Ju ou

2! 2! 2! Zl_e_'
OX" OX° 0oy~ 0y° oOxoy oOxoy

2.3.4.2. Nivelamento da intensidade dos dados

As imagens digitais de referéncia e deformada do espécime consistem de
pixel com diversos valores de intensidade de cinza. Geralmente estes valores
mudam abruptamente de um pixel para o outro, como ilustrado abaixo na figura
2.3.10.
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Fig. 2.3.10 Ajuste de uma funcao de suavizacao dos valores da escala em cinza da imagem
digital.

Estas alteragfes bruscas na escala dos valores de cinza de um pixel para
o outro, produz uma significativa dificuldade matemética ao tentar se
determinar os parametros de mapeamento na equacao (2.3.2). Para contornar
esta dificuldade, os dados s&o suavizados ao longo de todo o campo em
ambas as imagens. Muitas minimizacdes de fungdes tém sido desenvolvidas
por diversos cientistas, tais como, a interpolacéo bi-linear, a interpolagéo bi-
cubica e interpolacdo bi-cubic spline. Neste trabalho, descreveremos a
interpolagéo bi-cubic spline.

A Interpolag&o bi-cubic spline é um processo de interpolagéo piecewise,
em que um conjunto de coeficientes de ajustes é determinado para cada regido
de interpolagédo (um pequeno subconjunto de pixels). A escala de valores em
cinza da intensidade em qualquer ponto das regides interpoladas da imagem

de referencia é calculada a partir de:

a6 y) =3 Y a,x"y" (2.33)

m=0 n=0

onde a,, sdo os coeficientes de ajustes para o bi-cubic spline.

Para o espécime deformado, a fungéo interpolacdo bi-cubic spline para a

imagem da escala em cinza é escrita como:

00

hE7.P) =Y 3 b, XY +a (2.3.4)
m=0 n=
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onde b, s&o os coeficientes de ajustes para o bi-cubic spline, « € um

parametro adicional de mapeamento e P € um vetor com treze parametros de

mapeamento com suas componentes.

2.3.4.3. Coeficiente de Correlagéo
Os trezes parametros de mapeamento sdo determinados usando-se 0

coeficiente de correlagdo minimos quadrados, o qual é definido como:

3 {g(s,)-h(S,, P)f
C=2 (2.3.5a)

> g%(S,)

S,es

onde S representa todos 0s pontos no subconjunto circundantes ao ponto Sp.

Uma alternativa para a equacéo do coeficiente de correlagéo é dada por:

2. 9(S)N(S,.P)

C=1-

1/2

D 9%(S,) D h*(s,.P) (2.3.5b)

Spes Spes

Quando os parametros de mapeamento u, v, suas derivadas de primeira
e segunda ordem e o termo de luminosidade estdo exatamente corretos, 0
coeficiente de correlagdo C = 0. O melhor valor estimado destes parametros
de mapeamento esta estabelecido pela minimizag&o do valor de C.

O método Newton-Raphson € usado para resolugdo dos trezes
pardmetros de mapeamento. Para a aplicagdo deste método, € necessério
estimar Po. O proximo passo € escrever C(P) em fungéo Py através da série de

Taylor, como:

c(P)=C(R)+VC[RT[P-RJ+1/2[P-RJVVC(R)[P-P]  (2.3.6)
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Tomando o gradiente da equacéo (2.3.6) VC(P,) e ajustando o resultado

igual a zero, aplicamos uma operacdo matematica simples para encontrar uma
solugdo para Py que minimiza C. Fazendo esta operacdo na equacao (2.3.6),

nos possibilita chegar a equacdo Newton-Raphson, como:
[VVe(r)(P-PR)]=-[VC(R)] (2.3.7)

O gradiente de C é dado por:

ah(s )} =0 (2.3.8)

oC
C=|— S h(S_,P
v [apj XS (S){Szesm )=hEnP)

i=1,2,..13
Spes

O gradiente de segunda ordem do coeficiente de correlacdo C(P),

conhecido como a matriz Hessian é dado por:

*h(S,, P)
S.)-h(s,,P
) > (S)sze:sg( )-h(s, P) e aPaP "
VVC:{ oc J —] (2.3.9)
PP, ) rians |, 2 Zah(Sp,P) ah(s,,P)
Szlsgz (Sp) SpeS aP| aPJ

i=1,13;j=1,13

A estimativa inicial para os parametros de mapeamento é baseada na

hipétese de que g(x,y) = h(x,y,P), como:

T g(s,)-h(s,,P) e P)

(2.3.10)
= PP,

Por substituicdo da equagéo (2.3.10) na equagéao (2.3.9), a matriz Hessian

fica reduzida para:
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o j 2 Zah(SP,P) ah(s,,P) (2.3.11)

vvcz[— = .
PP, ) i SZE“Sg S,) & o oP,

J
i=1,13;j=1,13
As derivadas parciais da fungédo h(S,,P) sao funcdes de mapeamento do

deslocamento e a interpolacdo bi-clibica de informacdo da intensidade na
imagem deformada. Estas derivadas parciais para cada 13 parametros de

mapeamento sdo determinadas usando-se a regra da cadeia para escrever:

NS, P) _ oN(X.5.P) R(S,) | oh(R,3.P) F(S,) , an(%.7.P)

~ (2.3.12)
oP, OX oP, oy oP, oP
« . o . oh(s,,P)
As relagOes utilizadas na determinagéo do gradiente a—” para cada
ponto S, sdo dadas por:
thosh i h i 0
ou OX ov oy adu, OX ov,
a_h:a_ﬁ y, a—h=a—r~1Ay, oh =1@Ax2 oh =36—EA 2
ou, ox ov, oy ou, 20X oV, 20y
6_h:£6EAy2 a—hziiAy2 on =@AxAy on =@AxAy 8_h:1
ou,, 20X ov,, 20y ou,,  OX ov,, Oy oa
onde
ou ov o%u o
U=y = Uy =5 V=77
“ooxT Y ox Ox? ox?
Yooyt Y oyt Y axay Y oxoy
oh oh ~ ~ .
Os termos = e — ha equacdo (2.3.13) estdo relacionados com o0s

coeficientes utilizados na montagem da interpola¢é&o bi-cubic spline do dado de
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intensidade na imagem deformada. Utilizando o gradiente da equacéo (2.3.4),

temos:

oh - - - - _— _— —
a_i =by, +b,Y + b12y2 + b13y3 +20,,X + 2b,, Xy + 2bzzxy2 + 2b23xy3 +

+30,, X% + 30, X?Y + 3b, X ?y? + 30, Xy °
(2.3.14)

g—ﬁ _ by, + 20,7 + 30,7 + b, X + 25, + 30, K52 + b, X2 + 2b, K +

+30,,X°y° + by, X* + 20, X°Y + b, X°V?

E evidente que o método de correlagéo digital nos assegura uma correta
medigcdo de deslocamentos e forgas, utilizando-se de aproximagdo matemética,
como descrita acima. A matemética pode ser um desafio para muitos
pesquisadores, entretanto, estdo disponiveis comercialmente software que
permitem a manipulacdo de matrizes requeridas nos diversos processos de

minimizagao.

2.3.4.4. Calibracéo
A calibragdo da composicado cAmera-espécime é necessaria para fornecer
fatores numéricos que auxiliardo na andlise de dados e para conversdo da
contagem de pixel para a unidade de deslocamento. Para estudos
bidimensionais, quatro calibracdes devem ser determinadas:
1.0 fator de aspecto A para a combinagdo camera-placa de captura.
2.A ampliagdo M usada no experimento.
3.A localizag&o do centro da lente relativa ao centro do espécime.
4.Coeficientes de distor¢des das lentes.
O fator de aspecto estid relacionado com as dimensdes vertical e

horizontal da célula sensivel a luz da matriz do CCD e do projeto do circuito da

placa de captura de video; 4 é constante para uma combinagéo especifica
entre a cAmera e a placa de captura de video. Dai é necessério medir este

parametro uma Unica vez.

Das diversas técnicas que podem ser usadas para medir 4,

descreveremos duas. A primeira envolve a preparagdo de uma placa alvo, com
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um entalhe, como mostrado na figura 2.3.11. Também mostrado na figura
2.3.11, estda um grupo de pixels ilustrando o tamanho, a forma e o
espacamento das células sensiveis a luz da matriz do CCD. O tamanho do alvo

é tal que cobrira (bloquear a luz) vérios pixels.

CELULAS
. SENSIVEIS
ALuz

AINO
Fig. 2.3.11. Entalhe alvo na placa de movimento.

A placa alvo é montada com precisdo em cima dos eixos x-Y, tal que

possa ser movido nas duas dire¢des. Imagens séo registradas ap6s umas

séries de movimentos de Ax na direcdo x e de Ay na direcdo Y.

Comparacdes dos niveis de intensidade de cinza registradas nos pixels

cobertos pelo movimento de Ax e Ay, fornecem o dado necessério para se

determinar o fator de aspecto 4

O segundo método para se determinar 4 utiliza uma grade de calibracdo

colocada no plano do espécime. Um contato com uma pequena rede de

medicdo, com uma grade de 10x10mm givididos dentro de 100 quadrados,
serve como uma grade adequada. A precisdo do espagamento da intersegéo

das linhas da grade na qualidade da pequena rede é de aproximadamente

+4um com linhas de cerca de 304M de espessura. Muitas imagens da grade
sdo ampliagBes relativamente altas, de modo que a area da grade ocupa Vvéria
células da matriz do CCD. Ao usar imagens analisadas por software, a

localizagdo dos pontos da grade € estabelecida pela intensidade inicial da

imagem e uma curva é calculada utilizando o método dos minimos quadrados.
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Um nimero de 20 ou mais destes pontos de imagem sdo selecionados, e um

subconjunto de 9%5 pixels, que rodeia cada um destes pontos de imagem é

Ay
analisado. O valor da razdo de Ax dos vértices da diagonal do subconjunto

5x5 ¢ medido. Um exemplo da dimensdo Ax e Ay € mostrado na figura

2.3.12. O valor do fator de aspecto é entdo determinado, como indicado abaixo:

a=—1_ (2.3.15)
Ky &Y
T AX

onde k é o numero de pontos de imagem considerado na determinacdo da

média.

MATRIZ 5X5 PIXEL

PONTO DA GRADE /—‘-——_“‘

rd &

Ay

A
i

Ax

Fig. 2.3.12 Dimenséo da matriz 5x 5 pixels que circula o ponto da grade.

O fator de ampliagdo M relaciona uma dimens&o do espécime & uma

dimensé&o correspondente no plano de imagem da camera. Novamente dois

métodos na determinacdo de M sao utilizados. Um método usa a placa alvo
com um alto contraste do padréo de granulado (speckle) e € movimentada nas

direcbes X € Y. Imagens no padrdo de granulado sdo tomadas apés cada

movimento. As imagens sdo analisadas para se determinar a distancia movida
por um ponto especifico antes e apdés o movimento. Este movimento medido
nos pixels € comparado ao movimento conhecido e um fator de ampliagédo &
obtido pelo numero de pixels por milimetro do movimento.

Uma segunda aproximacao é determinar uma escala padréo na superficie

z

do espécime. Uma imagem da escala é registrada e uma linha de rotina de
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deteccdo é aplicada para localizar as posi¢cdes dos pixels em relagdo a dois
sinais na escala, os quais tenham conhecido o seu espagamento. A grade na
pequena rede de medigéo, descrita no item anterior, serve como uma escala

padréo para medir o fator de ampliagéo nas diregbes x e y.

Para reduzir os efeitos provenientes de distorgdes das lentes, o centro da
lente da cémera deverd coincidir com o centro da area de interesse do
espécime. A centralizacdo da lente é facilmente conseguida pela colocacao de
um ponto preto no alvo de fundo branco, no centro da &rea de interesse do
espécime. Uma imagem do ponto no alvo é adquirida e a intensidade dos
pixels préximo do centro da matriz de CCD € monitorada. O centro dos pixels
na matriz devera mostrar uma menor intensidade. Se o0s centros né&o
coincidem, a camera ou o espécime devera ser movimentado até os dois
centros coincidirem.

Para minimizar os efeitos das distor¢des das lentes, séo utilizadas nas
cameras CCD lentes de alta qualidade com distancia focal relativamente longa.
Lentes com distancias focais entre 200 a 300mm séo geralmente empregadas
para minimizar os efeitos da distorcdo. Se luz suficiente esta disponivel, a lente
fecha o diafragma, tal que somente a regido central é usada na focalizagédo da
imagem na matriz do CCD. Limitar o uso das lentes nas suas regides centrais

reduz consideravelmente os efeitos da distorgéo.

2.3.4.5 Erros devido aos deslocamentos fora do plano

Como mostrado anteriormente na figura 2.3.1, o espécime € montado
perpendicularmente ao eixo éptico e seu plano é paralelo & matriz do CCD. E
assumido que o espécime nao sofre qualquer deslocamento ou movimento de
corpo rigido na diregdo Z quando esta com carga. Se existe uma mudanca na
distancia da camera ao espécime devido a um movimento da dire¢cdo Z,
produzira erro na medigdo da localizagéo do pixel nos planos X < Y. Este erro

¢, medido em pixel, & dado por:

W
&= r(fj (2.3.16)
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onde W é o deslocamento fora do plano; I é a distancia radial do eixo 6ptico

ao ponto no plano da imagem, medido em pixels; e L é a distancia do

espécime ao plano da imagem.

2.3.4.6 Discusséo da Correlagéo de Imagem Digital (2D)

A Correlacdo de Imagem Digital € um método promissor por ser uma
técnica sem contato para medir o deslocamento total de um campo. O método
de correlacdo descrito acima, com a interpolacdo bi-cubic spline, que serve
para suavizar os niveis de escala de cinza, e o coeficiente de correlagédo, que
acomoda 13 parametros de mapeamento, fornecem um meio efetivo de
converter as imagens digitais em mapas do deslocamento total de campo. A
matematica envolvida neste processo € um desafio, entretanto, quando um
método numérico adequado € utilizado, o processo de mapeamento é
automético.

A precisdo do método na determinacdo do deslocamento € de

aproximadamente +0.02 pixel, para cada componente do deslocamento;
entretanto, o uso da interpolacédo bi-cubic spline, juntamente com a fungéo de
mapeamento, que inclui a derivada a segunda do resultado do campo de
deslocamento, agrega uma melhoria na resolugdo. Estudos com imagens

tedricas, que incluiam ambos os deslocamentos com derivadas de primeira e

segunda ordem, alcancaram precisdes em torno de *+0.005 pixels para cada
componente. Além disso, com o desenvolvimento da funcao de mapeamento, a
derivada a primeira dos deslocamentos s&o obtidas com uma melhoria
significativa no aumento da precisdo. Assim, forgcas podem ser medidas com
certo grau de confianga quando a derivada a segunda do campo de
deslocamento séo incluidas na funcdo de mapeamento.

A variacéo da intensidade e distribuicdo da luz na superficie do espécime
entre exposi¢gdes pode causar problemas em se conseguir uma boa correlagéo.
A variacé@o da intensidade é suprida com a adi¢do do termo ¢ na funcédo de
interpolagdo bi-cubic spline, mostrada na equagédo (2.3.4). No entanto,
cuidados deverdo ser tomados para manter um campo de luminosidade

uniforme na superficie do espécime, que se mantém constante durante o
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tempo necessério para completar o carregamento do espécime e a aquisicao
de todas as imagens digitais.

O método tem muitas vantagens, que vamos citar abaixo:

1. A preparacao do espécime é simples, pois consiste apenas em produzir
um padréo aleatério de granulacéo na superficie do espécime, que seja

adequado a configuragéo do ensaio.

2.Enquanto gréos sdo usados como alvo, o padréo de granulado é obtido
de maneira aleatéria e ndo dependera de iluminacao especial, podendo
ser utilizada uma iluminagdo ambiente que devera se manter constante
durante a realizagdo do ensaio.

3.Luz branca pode ser usada para iluminar a superficie do espécime.

4.0 tamanho do espécime ndo influencia no método, podendo ser
utilizado em espécimes pequenos e grandes. E necesséario apenas
ajustar a ampliagdo da imagem quando da sua gravagao.

5.0 método sofre pouca influéncia quando utilizado em sistemas sujeitos
a certo grau de vibragdo, ndo sendo necesséria a utilizacdo de um
sistema de amortecimento para a maioria dos casos.

6.Grandes forcas ou movimentos significativos de corpo rigido néo
causam dificuldades se o espécime ndo se mover para fora do campo

de visdo da camera.
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Capitulo 3

FLEXAO DE UMA VIGA EM BALANCO
CARREGADA NA EXTREMIDADE LIVRE

3.1. Modelo Tedrico: Fungéo de Airy (Solugao Polinomial)

Quando as forcas de um corpo sdo constantes ou ausentes, tem sido
mostrado que a solugdo de problemas bi-dimensionais é reduzida a resolugéo

da equacéao diferencial [18].

=0, (3.1.1)

levando em consideracdo as condicbes de limite. No caso de longas tiras
retangulares, a solu¢cdo da equacgéo (3.1.1) na forma polinomial € bastante
interessante, pois adotando polindmios de véarios graus e ajustando
adequadamente seus coeficientes, um considerdvel nimero de problemas

pode ser resolvido.

A funcdo tensdo, (phi), conhecida como tensdo de Airy, pode ser

expressa por
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Vig=0

3.1.2
p(x,y)= (812

A LXy"

zMg
=M

Considerando uma viga engastada com um carregamento aplicado em

sua extremidade livre, pode ser adotado o seguinte polindbmio de quarta ordem

a, 4 b4 3 Cy 2,2 d4 3 €, .4
¢ - x4+ APy + 24 x + A Xy 4+ Ayt 3.1.3

Para a aplicagdo do polindbmio, devemos utilizar o conceito da Fungéo
Tensdo, que é uma solucdo para problemas bi-dimensionais que reduz a
integracdo da equacado diferencial de equilibrio junto com as equacgbes de

compatibilidade e as condigdes de contorno. Temos entéo

o’ &° o°
o, =W‘f—pgy, o, =7f—pgy, Ty == axg;/' (3.1.4)

Colocando pg =0, obtemos as equagdes das tensdes

2 2
o =—"%, O,= 9 ¢22 , Ty = —%. (3.1.5)
OX oxoy

Substituindo o Polinémio (3.1.3) na equacao (3.1.1), ndés encontramos que
a equacao so é satisfeita se
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e, =—(2c, +a,)

As componentes da tensdo neste caso séo

2
O-X = a ¢24 = C4X2 + d4Xy_(2C4 + a4)y2,
2
Oy = aa)(é4 = 3-4X2 +bxy + C4y2’ (319
2
Ty = —M = —&XZ _2C4Xy_%y2
oy 2 2

3.2. Analise da viga em balan¢co com carregamento na extremidade

Nesta Secao, abordaremos os conceitos que envolvem a flexdo de uma

viga em balango, conforme mostrado na figura 3.2.1. [18]

=3 h-} 4°-

¥ A

y
Fig. 3.2.1 Viga em balanco carregada na extremidade.

A figura 3.2.1 nos mostra uma viga com secao retangular, engastada
numa extremidade e livre na outra, sendo uma forca P aplicada na sua
extremidade livre. As superficies superior e inferior estdo livres de cargas e
forgas cortantes, tendo uma resultante P distribuida ao longo do eixo x. Estas
condicbes podem ser satisfeitas por uma combinagcdo apropriada de

cisalhamento puro com tensao. Superpondo o cisalhamento puro, z,, =-b,, na

x d ;
tenséo, o, =d,xy / 0,=0 /7, =——+ y?, nés encontramos
2
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o,=dxy, o,=0

(3.2.1)
d4

2
2y.

Txy = _bZ -

Para as superficies longitudinais (superior e inferior) temos y=+c livre de

forcas. Dal,

do qual

Para satisfazer a condicdo no carregamento na extremidade, a soma das
forgas cortantes distribuidas deve ser igual a P. O sinal de menos antes da

integral segue a regra do sinal da tensdo de cisalhamento.

SRE fc(bz -2 yzjdv =P

onde
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Substituindo os valores de d, e b, na equacéo (3.2.1), temos

Note que %ce‘ € o momento de inércia | da sec¢éo da viga, logo,

P1
o,=——>,0,=0er, = _I_E(CZ —yz) (3.2.2)

Isto coincide exatamente com a solugdo elementar descrita em livros de
resisténcias de materiais. Observemos que esta solugdo representa uma
solucdo exata, somente se as forgas cortantes nas extremidades s&o
distribuidas de acordo com a mesma lei parabdlica da tenséo de cisalhamento

7, € aintensidade da forca normal embutida na extremidade seja proporcional

a y. Se forcas nas extremidades sé&o distribuidas de qualquer outra maneira, a
distribuicdo da tensdo mostrada na equacao (3.2.2) ndo é uma solugéo correta

para o modelo de uma viga em balango com uma carga na extremidade livre.

Consideremos agora o deslocamento correspondente as tensfes na

equacéo (3.2.2). Aplicando a Lei de Hooke, temos

o _o, 8_@ _VGX_vay
* ox E El Yooy E El

(3.2.3)
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(3.2.4)

Os procedimentos para se obter as componentes u e v do deslocamento,
consiste em integrar as equacgbes (3.2.3) e (3.2.4). Integrando as equagdes
(3.2.3), temos

Px Px%y _ VPxy

f
2El 2g IOV 2El

+£,(x) (3.2.5)

nas quais f(y) e f(x) sé@o funcbes ainda desconhecidas de y e x.

Substituindo estes valores de u e v na equagéo (3.2.4), temos

2 2
_ Px +df(y)+va +dfl(x):_ P
2El dy 2El dx 21G

(c*-y?)

Nesta equagédo alguns termos estdo em fungdo de x, outros em fungdo de y e
um independente de x e y. Denotemos estes termos em grupos por F(x),

G(y) e K. Entdo temos

P df(9
2El dx

F(x)=-

G()_df(y) VPy? Py
dy  2El 2IG
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~ Pc?
21G

e a equacao pode ser escrita

F(x)+G(y)=K

Isto significa que na equagdo F(x) devera estar uma constante d e em G(y)
uma constante e . Caso contrario, F(x) e G(y) poderia variar de acordo com x
e y, respectivamente, e, pela variagdo de x ou y sozinhos, a equagéo poderia

ser violada. Assim

(3.2.6)

2 2 2
df,(x) _ Px d, df(y) _ Py +Py te
dx  2El dy 2El  2IG

As funcdes f(y) e f,(x) sé&o entédo

vPy?  Py?
fy) =Y Y
W) =—6er "o YT
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3

+dx+h

Px
f.(x) =
() =5

6

Substituindo f(y) e f(x) na expressao (3.2.5), temos

__ Px’y wPy® . Py*
2El  6El 6IG

+ey+g,

(3.2.7)

2 3
Ve vPxy®  Px

+ +dx+h.
2El  6El

As constantes d, e, g e h podem agora ser determinadas a partir da equagao
(3.2.6) a partir das trés condigdes de limite, que s&o impostas para que a viga
ndo tenha movimento de corpo rigido no plano xy. Assuma que o ponto A,
que é o centro da extremidade da secao transversal, esta fixa. Entdo, u e v é

igual a zero para x=1e y =0, entdo temos a partir da equagéo (3.2.7)

PI®

—0, h=-——-
| 6EI

A curva de deflexdo € obtida pela substituicdo de y =0, para a segunda

equacéo (3.2.7). Entao,

V)0 = 0 PL
Y= 6EI 6EI

—d(-x). (3.2.8)
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Para a determinacdo da constante d nesta equacgéo, nos devemos usar a
terceira condicdo de limite, eliminando a possibilidade de rotagdo da viga no

plano xy em torno do ponto A fixado. Estas limitagGes podem ser impostas de

varias formas. Consideremos dois casos:

«O primeiro, quando um elemento do eixo da viga é fixado na extremidade

A. Entdo a condigdo de limitagdo é

(avj =0 (3.2.9)

X e
y=0

¢A segunda, quando o elemento vertical da sec¢éo transversal no ponto A

est4 fixado. Entdo a condi¢do de limitacdo é

[a—“j =0 (3.2.10)

No primeiro caso nos obtemos da equacéao (3.2.8)

_ PI?
2El
e da equacdo (3.2.6) nés encontramos
o PI? Pc’
2EI 2IG~
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Substituindo agora as constantes d, e, g e h na equagéo (3.2.7)

o Px%y _va3 . Py? . PI? ~ Pc?
2EI  6ElI 6IG |2EI 2I1G )"’
(3.2.11)

vPxy> Px® PI’x PI®
2ElI  6El 2ElI 3ElI

Logo, substituindo a constante d na equacdo da equacdo da curva de
deflex&o (3.2.8), temos

Px* PI’x PI®
- +

V), = . 3.2.12
V)0 6ElI 2EI 3El ( )

que nos fornece para a deflexdo na extremidade carregada (x =0) o valor de

PI® .. . o
3 Isto coincide com o valor encontrado geralmente nos livros de resisténcia

de materiais.

Para ilustrar a distorcdo de sec¢édo transversal produzida pela tenséo de
cisalhamento, consideremos o deslocamento u na extremidade fixada (x=1).

Para esta extremidade, considerando a equacgdes (3.2.11), temos

vPy? . Py* Pc?y

Uy =—
W 6EI  6IG 2IG
2 2 2
u) __VPy' Py Pe (3.2.12)
)., 2E1  2IG 2IG
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A aparéncia da secao transversal apos a distor¢cdo é mostrada na figura

3.2.2. Devido a tensdo de cisalhamento z,, =—i—P, no ponto A, um elemento
c

da sec¢do transversal em A gira no plano xy sobre o ponto A, até um angulo

3P/4cG no sentido horério.

(&)

Fig. 3.2.2. Deflexao da viga.

Se o elemento vertical da segdo transversal esta fixado em A da figura
3.2.2a, ao invés de um elemento horizontal do eixo, nés encontramos da

equacao (3.2.10) e primeira das equacoes (3.2.7)

PI?
e =
2El
e da equacao (3.2.6), temos
__PI?_Pc?
2El  2I1G
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Substituindo agora na segunda das equagoes (3.2.7), temos

Px® PI’x PI® Pc?
Y, = — + + l—x 3.2.13
V)0 6ElI 2EI 3El 2IG( ) ( )

Comparando a equagédo (3.2.14) com a equagédo (3.2.12), podemos
concluir que, devido a rotacédo da extremidade do eixo em A da figura 3.1.2b, a

deflex@o do eixo da viga esta aumentada pela expressao

Pc?
21G

(1-%=-2(-%)

Este é o chamado efeito for¢a cisalhante na deflexdo de uma viga.

Este capitulo € fundamental neste trabalho, uma vez que a determinacéo
do modelo matemético para a viga em balango carregada na extremidade ja é
conhecida e, com isso, nos permite ndo passar pelo processo de modelagem

do problema inverso.
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Capitulo 4

MONTAGEM E PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

4.1. Montagem experimental

Para a estimacdo de parametros elasticos, adotou-se a configuragdo de
uma viga engastada com carregamento aplicado na extremidade livre, como
ilustrado na figura 4.1.1. A idéia é determinar o médulo de elasticidade usando
uma configuragdo simples, sem a necessidade de aplicagdo de cargas
elevadas.

A definicdo da regido de interesse, indicada na figura 4.1.1, foi baseada
em critérios Opticos e mecéanicos. O critério Optico estd em garantir que a
imagem obtida do campo de deslocamento ndo esteja fora do limite da
superficie analisada, ou seja, a continuidade da imagem no limite da regido de
interesse. Ja o critério mecéanico esta baseado no Principio de Saint-Venant,
que estabelece que as tensdes na extremidade livre, onde esté a aplicacdo da
forca, e na extremidade engastada, onde atua o momento fletor, sofrem
alteracdes substanciais, ou seja, a funcdo que define o sistema tem a

tendéncia a ser mal comportada.

REGIAO DE INTERESSE

vy
Fig. 4.1.1. Viga engastada carregada na extremidade livre
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O principal objetivo da fase experimental deste trabalho é a obtencéo do
campo de deslocamento da viga em balanco, que servira de base de dados
para o inicio do processo de estimacdo de parametros.

O aparato experimental tem uma configuragéo relativamente simples,

conforme figura 4.1.2, e compde-se de:

Fig. 4.1.2. Montagem do aparato experimental.

o Dispositivo de fixagéo: possui a fungdo de fixar a viga, deixando-a em
balanco, com um orificio na sua parte superior, que coincide com a
extremidade livre da viga, para possibilitar o carregamento;

e O espécime (a viga): foram utilizadas duas vigas de materiais
diferentes, com dimensodes distintas, uma de aluminio e outra de resina
epoxi (éter diglicidil de bisfenol A - DGEBA), cujas caracteristicas estéo

dispostas na Tabela 4.1.1;

Tabela 4.1.1 Caracteristicas nos espécimes.

Maodulo de Dimenséao: Forca
Material Elasticidade de Lxbxh aplicada
referéncia (GPa) (mm®) (N)
Aluminio 68 101x4.7x5 9.9
Resina 2.4 101x4.7x10 | 5.4
Epoxi

e Camera CCD e placa de captura de imagens: A camera possui a
funcdo de capturar a imagem antes e depois de sofrer o carregamento,
e a placa de captura tem o papel de digitalizacdo das imagens. As
caracteristicas técnicas da camera utilizada e da placa de captura
estdo apresentadas na Tabela 4.1.2.;

78



Tabela 4.1.2 Caracteristicas da camera CCD e da placa de captura.
Componente Especificacbes
e Fabricante Sony.

e Modelo: XCD-SX900.

¢ Resolugdo: 1280 x 960 pixels.
e Célula do pixel: 4.65 x 4.65 um.
e PN NI PXI-8252.

e PN 185797-02 IEEE 1394 Non-
Latching Cable (2m).

e Software NI Machine Vision.

Camera CCD

Placa de Captura

e Computador: O computador utilizado possuia uma configuracdo atual,
permitindo que o tempo de processamento, para a determinagéo do
campo de deslocamento (usando o programa CID) e da estimagao do
modulo de elasticidade (usando o método de Levemberg-Marquardt),

fosse suficientemente baixo.

e Software: Foram utilizados no processo experimental os seguintes
software:
o NI Machine Vision: Responsavel pela digitalizagdo da imagem obtida
pela camera CCD.
o Adobe Photoshop: Responsével pelo ajuste das imagens para
utilizacdo no algoritmo utilizado na determinagéo do deslocamento

no método CID.

0 MatLab R2006a: Plataforma usada para o desenvolvimento dos
programas de correlagdo de imagens e de resolucdo do problema
inverso.

Foram tomados os seguintes passos para a montagem do experimento:

1°.Preparacdo do corpo de prova. O método CID exige que a
superficie analisada tenha um padrdo de granulacdo aleatdrio e
anico, o qual guarda informacgdes relevantes. Isso foi feito pintando
0s espécimes de aluminio e resina epoxi de branco, com
pulverizagdo de preto, de forma a criar um padréo contrastante,
produzindo assim um padréo aleatdrio granular.

2°.Colocagéo do corpo de prova no dispositivo de fixagéo.

3°.Calibracdo da configuragcdo. Esta parte da montagem tem a

finalidade de ajustar o alvo no espécime ao CCD e a placa de
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captura de video. Os procedimentos encontram-se na Secao
2.3.4.4.
4°.Calibracdo do tamanho de pixel com as dimensoes reais.
Podemos notar que o aparato experimental é relativamente simples e de

baixo custo.

4.2. PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL DO METODO CID
Apés o término da calibracdo da configuracdo experimental, os
procedimentos que foram realizados para a obtengdo da medida do

deslocamento através do método CID serdo descritos abaixo, passo a passo.

4.2.1.0BTENCAO DA IMAGEM NAO DEFORMADA

Estando o espécime sem carregamento na extremidade livre, a imagem
ndo deformada, conforme figura 4.2.1, foi capturada e salva em um arquivo
com extensao *.PNG, para ser ajustada posteriormente por qualquer software
editor de imagem. No presente trabalho foi utilizado o programa Photoshop.
Este procedimento foi realizado tanto para o espécime de aluminio, como para

o de resina epoxi.

Fig. 4.2.1a Imagem n&o deformada do espécime de aluminio.

Fig. 4.2.1b Imagem ndo deformada do espécime de resina epoxi.



4.2.2.0BTENCAO DA IMAGEM DEFORMADA
Depois de obtida a imagem ndo deformada e sem alterar a configuragéao

experimental, foi aplicado o carregamento de F =5,4N para resina epoxi e
F=99N para o espécime de aluminio, conforme figura 4.2.2. E entdo

capturada a imagem deformada e salva em um arquivo com extensao *.PNG,

gue sera ajustada posteriormente pelo programa Photoshop.

Fig. 4.2.2a Imagem deformada do espécime de aluminio.

Fig. 4.2.2b Imagem deformada do espécime de resina epoxi.

4.2.3.PREPARACAO DAS IMAGENS OBTIDAS

Obtidas as imagens nao deformadas e deformadas, € necessario adequé-
las para a sua utilizacdo na determinagcdo do campo de deslocamento,
selecionando a regido de interesse. Entretanto, deve-se ter o cuidado de
manter uma regido de referéncia entre as imagens n&o deformadas e

deformadas para garantir a acuidade do método CID.

As imagens foram manipuladas usando o programa Photoshop, onde
obtivemos as imagens finais, conforme figura 4.2.3, para a utilizagdo no
programa de correlacdo de imagem desenvolvido no Laboratério de Opto-

Mecéanica — LOM da UFF, que procura pelo maximo de correlagdo entre as



regides de interesse da imagem nao deformada e deformada, determinando
assim o deslocamento ocorrido.

Fig. 4.2.3a. Imagem final ndo deformada da viga de aluminio com a regiao de interesse.

Fig. 4.2.3b. Imagem final deformada da viga de aluminio com a regido de interesse.

Fig. 4.2.3c Imagem final ndo deformada da viga de resina epdxi com a regido de interesse.

Fig. 4.2.3d Imagem final deformada da viga de resina epOxi com a regido de interesse.

4.2.4.DETERMINACAO DO DESLOCAMENTO

7

Definidas as imagens finais, €& preciso referencia-las ao programa
(algoritmo) da CID para que ele possa ser executado. Como resultado,
obtemos o campo de deslocamento nos espécimes da resina epdxi e do

aluminio, conforme figura 4.2.4, comparados com o deslocamento obtido
através do modelo matemético.

Deslocamento na direcéo y

025

; 02
= 0.15
E 2 0.1
> f 0.05

0
2 -0.05
5 10 15 0 % 0
X {(mm)

Fig. 4.2.4 Campo de deslocamento na direcao vertical (Resina Epoéxi).
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Capitulo 5

DESCRICAO DA OBTENCAO DOS PARAMETROS
ELASTICOS E RESULTADOS

5.1. ESTIMACAO DOS PARAMETROS ELASTICOS

Para caracterizar um sistema mecéanico plenamente, € preciso estimar
um conjunto de pardmetros desconhecidos. Entretanto, para simplificar, é
definido o vetor p, que contém as informacdes de todos os parédmetros

desconhecidos do sistema, como segue:

p={ps Py Py, Y (5.1.2)

onde N, corresponde ao numero de parametros desconhecidos. Nas
formulagcbes de um problema inverso, considera-se que p é desconhecido e
que existe disponivel um conjunto de dados experimentais relativos a resposta
do sistema y*(x,t), para certo estimulo. A idéia basica por traz da formulagdo
de problemas inversos é encontrar o conjunto de parédmetros p, que melhor
correlacione a resposta y(x,t), que é obtida do modelo matematico do sistema
estudado, com a resposta experimental y®(x,t), quando eles sdo sujeitos a

qualquer estimulo. Entretanto, € necesséario definir a funcdo S para medir a
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diferenca entre estas duas respostas: y®(x,t) e y(x,t). Se um assume a

hipétese de que o erro da medicdo tem média igual a zero, varidncia constante,

distribuicdo Gaussiana e que eles séo aditivos e ndo correlatos, a fungéo erro

7

S, que fornece a minima variancia estimada, € a norma ordinaria minimos

quadrados, definida como segue [8,9]:

S(P)=[Y-YT[Y-Y] (5.1.2)

onde (e)" indica a transposta de (¢) e Y, Y contém as informagdes sobre as

respostas experimentais e estimadas do sistema, respectivamente, e é definida

COmo segue:

Y ={Y. . Y02 (5.1.3)

YT ={Y LY} (5.1.4)

onde N, corresponde ao numero total medidas num instante de tempo. As
colunas dos vetores y; e Y; conttm as informagdes experimentais e
estimadas, respectivamente, e estdo organizados tal que [y ], e [Y;]
representam a medida do s —th sensor, tomado no j —th instante de tempo.

No presente trabalho os dados tedricos de Y s&o obtidos por meio da
equacdo (3.2.12), que nos fornece o deslocamento vertical, conforme

demonstrado no Capitulo 3. Os dados experimentais sédo obtidos por meio da

CID, conforme mencionado no Capitulo 2, Secéo 2.3.
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Uma vez a fungédo erro ter sido definida adequadamente, o problema
inverso consiste em determinar o conjunto de parametros que minimizam a

funcéo.

mpin S(p) peP (5.1.5)

onde toda restricdo associada ao problema inverso € representada pela

solu¢éo do conjunto P.

O problema inverso definido em (5.1.4) serd resolvido, no presente
trabalho, pelo método de Levenberg-Marquartd, que corresponde a um método
eficiente e interativo para a resolugdo néo linear de minimos quadrados nos
problemas de estimag&o de parametros [8,9]. Visando minimizar a fungéo S na
equacéo (5.1.4), temos que obter a derivada de S(p), com relacédo ao conjunto
de parametros desconhecidos p e, entdo, igualar & zero. A condi¢do 6tima é

dada como segue:

B0 o o1, (5.1.6)

A condi¢cdo 6tima em (5.1.6) pode ser rearranjada em notagdo matricial,

COmo segue:

VS(p)=-2J[Y - Y(p)]=0 (5.1.7)

onde a matriz J € a matriz sensitiva daqueles componentes, chamados de

coeficientes sensitivos, que sdo definidos como segue:
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— aYl

i =—, 1=L.,NxN and j=1..,N
=5 L t 1=1

(5.1.8)

p

O procedimento interativo do método de Levenberg-Marquardt é dado por:

Pt =p  +[3° I+ u T [Y - Y (p)] (5.1.9)

onde u é o parametro de estabilizagdo, I é a matriz diagonal e os termos (e )"
denotam o nimero de interagdes. A funcdo do termo x** na equacéo (5.1.9)
€ para reduzir a oscilagédo ou a instabilidade originada do mau condicionamento
do problema associado. A diminuicdo destas oscilagdes ou instabilidades pode
ser obtida pela a adog&o da matriz x*T*, cujos componentes s&o relativamente
grandes, comparados aos componentes da matriz J'J [08]. Na iniciacdo do
processo interativo, um parametro grande de u é escolhido e o método de
Levenberg-Marquardt tende ao método Steepest Descent. O parémetro u é

gradualmente reduzido, a medida que o processo interativo aproxima a solugéo

do problema (o método de Levenberg-Marquardt tende ao método de Gauss).

k+1

O parametro u* é escolhido tal que S(p**"')<S(p*) e permanece valido em

toda interacdo. O critério de parada admitido para o processo de interagdo &
sugerido por Dennis e Schnabel [08], como segue:

S <e (5.1.10)
13D IY-Y(P)l<e&, (5.1.11)
Ip*t —p* i< g, (5.1.12)
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onde ¢, & € & sdo prescritos e [o corresponde a norma euclidiana.

Diferentes versdes do método de Levenberg-Marquardt podem ser encontradas
na literatura, que dependera da escolha da diagonal da matriz I'e da forma

escolhida da variagdo do parametro u [08]. Para o presente trabalho foi

escolhida a matriz I", como segue:

r* =diag[J* J¥] (5.1.13)
5.2. RESULTADOS

Nas figuras 5.2.1 e 5.2.2 s&o apresentados o0s resultados dos
deslocamentos verticais das vigas engastadas ao longo da posicdo x para os
dois materiais, aluminio e resina epoxi, respectivamente. Estes resultados
foram obtidos considerando a aplicacdo de um carregamento na extremidade
livre de 5.4N, para a resina epo6xi, e 9.9N, para o aluminio. Os resultados
experimentais (=) foram obtidos utilizando os dados provenientes do método de
correlacdo de imagem, enquanto os resultados teéricos foram obtidos a partir
minimizacdo da fungéo erro (5.1.2), tendo como modelo analitico a equacéo
(3.2.12). A partir deste ajuste, foi possivel estimar os parametros elésticos,

maodulo de elasticidade, do aluminio e da resina epoxi.

Deslocamento vertical, v(mm)

() Corrigido

Experimental
Tedrico

20 30 40 50 60

Posicao, x (mm)

70

80

90 100

Fig. 5.2.1 Deslocamento vertical do espécime de aluminio
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Fig. 5.2.2 Deslocamento vertical do espécime de resina epoxi

A equacao (5.2.1) abaixo, utilizada no presente trabalho para a
determinagdo do deslocamento vertical da viga engastada, tem sua origem na

equacao (3.2.12) e possui 0s parametros adicionais x,, Y, € E,.

F(x+x0)2[(x+x0)—3L].

V=Y, + oE, | (5.2.1)
Como dados de entrada, tivemos os contidos na tabela 5.2.1.
Tabela 5.2.1 Dados de entrada
ALUMINIO
Descrigcao Simbolos Valores dos dados

Forca aplicada F 9.9N
Comprimento da viga L 101mm

Base da viga B 4.7mm
Altura da viga H 5.0mm
Momento de Inércia [ 48.95mm’

RESINA EPOXI

Forca aplicada F 5.4N
Comprimento da viga L 101mm
Largura da viga B 4.7mm
Altura da viga H 10.0mm
Momento de Inércia [ 391.66mm°
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Nas figuras 5.2.1 e 5.2.2 pode ser observado a boa concordéancia entre os
dados experimentais e tedricos do deslocamento vertical das vigas engastadas.
Os dados teoricos estdo associados aos dados experimentais corrigidos

através dos valores encontrados de Xx,, Yy, € E,, onde podemos estimar, apdos

a interacao do programa, os valores da tabela 5.2.2.

Tabela 5.2.2 Valores estimados de X,, Yy, € E,.

ALUMINIO RESINA EPOXI
E Estimado 67.7GPa 2.6GPa
X, Estimado 19.970mm 25.333mm
Yy, Estimado 0.055mm 0.0803mm

Considerando a proximidade dos dados, os resultados da estimagao de
parametros demonstram uma boa convergéncia em relagdo aos valores de

referéncia. Estes valores podem ser verificados na tabela 5.2.3 abaixo.

Tabela 5.2.3 Comparacao entre os resultados de referéncia e os experimentais.

Materiais E_referéncia E_estimado Erro relativo
(GPa) (GPa)
Liga de 68 67.7 0,0044
aluminio
Resina epoxi 2.4 2.6 0,0083
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Este € um trabalho preliminar destinado a utilizacdo das informacg6es
experimentais obtidas a partir da técnica CID para estimar parametros
constitutivos. A técnica CID foi utilizada para obter o campo deslocamento de
regides especificas de uma viga sob flexao e essas areas foram utilizadas para
a obtencdo do mdédulo de elasticidade desta viga. A estimagédo de parametros
foi realizada por meio da minimizagdo de uma funcgéo erro compreendida da
diferenca entre os campos de deslocamentos obtidos a partir do modelo
experimental e do modelo tedrico. O problema inverso foi resolvido por meio da
cladssica Técnica de estimacdo de parémetros ndo-lineares de Levenberg-
Marquardt.

Os resultados obtidos na determinacdo do deslocamento foram conforme
esperado. Tanto o deslocamento quanto o modulo de elasticidade estimado
ficaram bem préximos dos valores tedricos, o que garante a eficiéncia dos
métodos e técnicas utilizados.

Pode-se observar a facil reconfiguracdo do aparato experimental para se
adequar as variacbes de deslocamentos, em funcdo de alteracdo de
carregamentos e de materiais.

Apesar de ter sido utilizado dois espécimes com caracteristicas diferentes,
aluminio e resina epdxi, os métodos e técnicas aplicados neste trabalho séo
vélidos para qualquer tipo de material uma vez que o modelo matematico de

uma viga em balanco é bem definido e aplica-se a qualquer tipo de material.
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A principal contribuicdo deste trabalho é o de proporcionar um meio alternativo
de se estimar os parametros elasticos através de uma configuracdo
experimental simples, que é relativamente de baixo custo, quando comparado

a outros métodos experimentais.
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RESUMO
A proposta deste trabalho é estimar propriedades mecéanicas de materiais metélicos
e poliméricos, utilizando um método Optico experimental sem contado fisico e ndo
destrutivo. Os resultados experimentais serdo obtidos usando a técnica de
Correlacé@o de Imagens Digitais (CID), que € uma técnica Optica desenvolvida para a
determinagdo de campos de deslocamentos e deformagdes sem a necessidade de
contato. Esta técnica requer um sistema Optico para capturar as imagens da
superficie do espécime antes e depois de sofrer os esfor¢os. As imagens sdo entédo
processadas, utilizando um algoritmo de correlagdo de imagem, onde é possivel
obter os campos de deformacgédo e deslocamento. A determinagcdo dos parametros
desejados seré feita por meio da minimizagdo da funcdo erro, que associa uma
solucéo analitica com os dados experimentais. Este problema inverso serd baseado

no método classico de Levenberg-Marquardt.

Palavras-chaves: caracterizagdo de materiais, método 6ptico, problemas inversos.
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INTRODUCAO

H& anos vém sendo desenvolvidas e aperfeicoadas diversas técnicas opticas
nao destrutivas de medigcdo de deslocamento, velocidade, deformagéo, tensdo e
vibragdo, sendo usada também em teste de inspecédo (Rastogi, 1997; R. Jones el al.
1989). Tais técnicas permitem a visualizacdo de campos completos de
deslocamentos e de deformagdes, principalmente em superficies, com uma medicao
de elevada sensibilidade e sem contato mecéanico, podendo inferir valores estéticos
ou dinamicos. Em patrticular, as técnicas de interferometria: ESPI (Electronic Speckle
Pattern Interferometry), Shearography e de Correlagdo de Imagem Digital merecem
destaque pela aplicabilidade em diversos campos da mecanica experimental (L.C.S.
Nunes, 2000; T.A. Berfield el al. 2007, LP. Guo el al. 2008, Rastogi, 1997). A
determinacéo dos campos de deslocamentos e de deformag8es usando tais técnicas
pode ser feita diretamente sobre uma estrutura em operacdo e independe do
material do qual esta é constituida: metal; polimeros; materiais compdsitos; entre
outros.

O uso de problemas inversos na mecanica experimental teve um expressivo
aumento nas Ultimas décadas com aplicacbes em diferentes &reas tais como
transferéncia de calor, analise modal, integridade e monitoramento estrutural, entre
outros. Ajustar os dados experimentais com modelos analiticos e numéricos sempre
foi o objetivo de todos os pesquisadores, e com o desenvolvimento de técnicas
experimentais que sdo capazes de medir campos completos, este processo se
tornou mais atraente, ao invés de medidas pontuais.

O objetivo deste trabalho é ajustar os dados experimentais de deslocamento,
considerando os carregamentos bem estabelecidos, com os modelos matematicos,
para estimar as propriedades mecénicas elasticas dos materiais, em particular o
modulo de elasticidade de dois materiais distintos: aluminio e resina epoxi. Neste
processo, os dados experimental, obtidos utilizando o método de Correlacdo de
Imagens Digitais (CID), assim como, o modelo analitico de uma viga engastada

serdo otimizados usando o método de Levenberg-Marquardt.

MATERIAIS E METODOS

Neste Trabalho foram utilizados, para estimar o médulo de elasticidade, os
seguintes materiais: liga de aluminio (68 GPa) e resina epoxi (2,41 GPa). A resina
epoxi utilizada foi o éter diglicidil de bisfenol A (DGEBA).
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Método de Correlacdo de imagens Digitais

O método CID é uma técnica de medicdo de deslocamento de superficie
(campo completo) éptico-numérico, que € hoje largamente utilizado na mecénica
experimental. Esta técnica é baseada na comparacédo entre duas imagens de um
corpo de prova, obtidas aleatoriamente, sendo uma antes da deformacédo e outra no
estado deformado. Este método tem algumas vantagens devido a medicdo ser
realizada sem contato, o aparato 6ptico ser simples, ndo ha a necessidade de
preparacdo especial do corpo de prova e ndo ha a necessidade de iluminacao
especial.

O principio basico do método CID é a procura pelo maximo de correlagao entre
pequenas zonas nas imagens n&o-deformadas e imagens deformadas, como
ilustrado na Figura 1, das quais o deslocamento em diferentes posigdes na zona de
interesse pode ser obtido. A mais simples imagem de correspondéncia do
procedimento é a correlagdo cruzada, a qual pode se determinar no plano do campo
de deslocamento (u,v), pela correspondéncia de diferentes zonas das duas

imagens.

y y| B
T f=(xy) TR S =6)
i Sub-imagem vl ,i _____ .
§ | - g=(x»)
o - o
Nao deformado Deformado

Figura 1. Esquema representativo para correlagcéo de imagens

Uma funcéo de correlagdo cruzada, comumente usada, é definida abaixo:

ii[@d)fbwwkd

C(u,v) = =1t (A)

(S5l 1T 35 ot i)-of

i=1 j=1 i=1 j=1

onde,
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ou ou

X'=X+U+—0x+— B

XSV (B)
ov

ov
'=y+V+—0OX+—0y C
Y=y v X (©)

f(x,y) é ovalor em coordenada (x,y) para umaimagem nédo deformada ou original,
g(x’,y") é o valor em coordenada (x',y') para a imagem deformada ou imagem alvo,

f e § sdo as médias dos valores em cinza e u e v sdo as componentes do

deslocamento para as sub-imagens nas diregdes x e y, respectivamente.

Estimagcdo de Parametros

Para caracterizar um sistema mecéanico plenamente, € preciso estimar um
conjunto de parametros desconhecidos. Entretanto, para simplificar, € definido o
vetor p, que contém as informacdes de todos os parametros desconhecidos do

sistema, como segue:
p={P. Pporr By ¥ (D)

onde N, corresponde ao numero de parametros desconhecidos. Nas formulagGes
de um problema inverso, considera-se que p € desconhecido e que existe disponivel
um conjunto de dados experimentais relativos a resposta do sistema y®(x,t), para

certo estimulo. A idéia basica por traz da formulacdo de problemas inversos é

encontrar o conjunto de parametros p, que melhor correlacione a resposta y(x,t),
que € obtida do modelo matemético do sistema estudado, com a resposta
experimental y®(x,t), quando eles s&o sujeitos a qualquer estimulo. Entretanto, é
necessario definir a funcdo S para medir a diferenca entre estas duas respostas:
yE(x,t) e y(x,t). Se um assume a hipétese de que o erro da medigcdo tem média

igual a zero, variancia constante, distribuicdo Gaussiana e que eles sao aditivos e
ndo correlatos, a funcéo erro S, que fornece a minima variancia estimada, € a norma
ordinéria minimos quadrados, definida como segue [8,9]:

S(P)=[Y-YTIY-Y] (E)
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onde (s)" indica a transposta de (s) e Y, Y contém as informagdes sobre as

respostas experimentais e estimadas do sistema, respectivamente, e € definida

COomo segue:

Y ={y. . Y02 (F)

YT ={Y],... Y} (G)

onde N, corresponde ao numero total medidas num instante de tempo. As colunas
dos vetores Yy; e Y, conttm as informacdes experimentais e estimadas,
respectivamente, e estdo organizados tal que [Y ], e [Y;]; representam a medida do

s —th sensor, tomado no j —th instante de tempo. Entretanto, uma vez a funcgéo erro
ter sido definida adequadamente, o problema inverso consiste em determinar o

conjunto de parametros que minimizam a fungéo.

mpin S(p) peP (H)

onde toda restricdo associada ao problema inverso € representada pela solu¢ao do
conjunto P.

O problema inverso definido em (G) sera resolvido, no presente artigo, pelo
meétodo de Levenberg-Marquartd, que corresponde a um método eficiente e
interativo para a resolucdo néo linear de minimos quadrados nos problemas de
estimacdo de parametros [8,9]. Visando minimizar a fungcdo S na equacgédo (G),
temos que obter a derivada de S(p), com relagdo ao conjunto de parametros

desconhecidos p e, entéo, igualar a zero. A condi¢cdo 6tima é dada como segue:

S¥ o0, j=L.N, (1)
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A condi¢do 6tima em (H) pode ser rearranjada em notacdo matricial, como

segue:

VS(p)=-23[Y-Y(p)]=0 ()

7

onde a matriz J € a matriz sensitiva daqueles componentes, chamados de

coeficientes sensitivos, que sao definidos como segue:

=—L  i=1.,N,xN, and j=L..N, (K)

O procedimento interativo do método de Levenberg-Marquardt é dado por:

Pt =p 4 [3° 3 + 4 TN Y - Y ()] L)

7

onde u € o pardmetro de estabilizacdo, ' é a matriz diagonal e os termos (o)k
denotam o nimero de interacdes. A funcdo do termo u*T* na equacdo (K) € para
reduzir a oscilagdo ou a instabilidade originada do mau condicionamento do
problema associado. A diminuicdo destas oscilagbes ou instabilidades pode ser
obtida pela a adogdo da matriz u*T*, cujos componentes s&o relativamente
grandes, comparados aos componentes da matriz J'J [08]. Na iniciagdo do
processo interativo, um parametro grande de u € escolhido e o método de
Levenberg-Marquardt tende ao método Steepest Descent. O parametro u é

gradualmente reduzido, a medida que o processo interativo aproxima a solugao do

problema (o método de Levenberg-Marquardt tende ao método de Gauss). O

k+1

parametro u* é escolhido tal que S(p*"')<S(p*) e permanece véalido em toda

interacdo. O critério de parada admitido para o processo de interac@o € sugerido por

Dennis e Schnabel [08], como segue:

S(p* ) < (M)
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13D LY - Y(P)ll< e, (N)

k+1

Pt —p*l<e, ©O)

onde ¢, &, e & S&o prescritos e |¢| corresponde & norma euclidiana. Diferentes

versBes do método de Levenberg-Marquardt podem ser encontradas na literatura,
que dependera da escolha da diagonal da matriz T e da forma escolhida da variacdo

do parametro u [08]. Para o presente trabalho foi escolhida a matriz I', como

segue:

r* = diag[J* J] (P)

Configuracéo Experimental

A fim de validar a técnica de estimag¢é@o de pardmetro usando o método DIC,
serd considerado o problema de estimagéo de parametros elasticos de uma viga de
aluminio e outra de resina epdxi (engastada / livre), sujeitas a uma carga

concentrada aplicada na sua extremidade livre, como ilustrado na Figura 2.

REGIAO DE INTERESSE b

y

Figura 2. Viga engastada com carregamento na extremidade

Uma camera CCD foi fixada perpendicularmente ao modelo, e conectada a um
computador com uma placa de captura de imagens. A preparagdo da viga (corpo de
prova) foi feita com tinta branca de fundo e salpicos de tinta preta, com o objetivo de
produzir um padrdo aleatério da superficie. Foi preparado um dispositivo para

fixag&o do corpo de prova (engastado / livre). Veja Figura 3.
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A tabelas 1 e 2 mostram os componentes da camera CCD e a descricdo dos

Figura 3. Arranjo experimental

corpos de prova, respectivamente.

Tabela 1. Camera CCD

Componente

Especificactes

Camera CCD

Fabricante Sony.

Modelo: XCD-SX900.

Resolucéo: 1280 x 960 pixels.

Célula do pixel: 4.65 x 4.65 pm.

Placa de captura: PN NI PXI-8252.

Cabo: PN 185797-02 IEEE 1394 Non-Latching Cable (2m).
Software NI Machine Vision.

Tabela 2. Descrigao dos corpos de prova

Material

Médulo de . X .
Elasticidade de Dimensao:

3 Forca aplicada (N)
referéncia (GPa) L xbxh (mm’)

Aluminio

68 101x4.7x5 9.9

Resina Epoxi

2.4 101x4.7x10 54

os corpos de prova, da aplicagdo das cargas nas extremidades

Os resultados obtidos no modelo experimental demonstraram um nivel

RESULTADOS E DISCUSSAO
Nos graficos 1 e 2 sdo apresentados os resultados das simulacfes feitas com

consequentes deformac¢des. Podemos notar que o resultado teérico e o experimental

apresentaram pequenas diferengcas em toda a extenséo dos corpos de prova.

consideravel de confiabilidade na determinacao de parametros elasticos utilizando o

método DIC. Tanto os resultados obtidos com o corpo de prova feito de resina epoxi,
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quanto o de aluminio, ficaram préximos dos valores de referéncias, conforme

mostrado na Tabela 3.

Gréficos 1 e 2 — Deslocamento da deformacéo

ResIna kpoxi Liga de aluminio

0,0 0,0

-0,2

Teodrico Teorico
Experimental 0,24 Experimental

0,4
-0,6

0,8 0,4

-1,04

-1,2 4 -0,6

147 F=9.9N
164 F=5.4N 08 E_est=67.7GPa
] E_est=2.6GPa ]
1,84 N

2,0 . ; . ; . ; . ; . 1,0 . ; . ; . ; . ; .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Posicéo, x(mm) posicao, x(mm)

Tabela 3 - Comparacéo entre os resultados de referéncia e os experimentais

Materiais E_referéncia (GPa) | E_estimado (GPa)
Liga de aluminio 68 67.7
Resina epoxi 2.4 2.6

CONCLUSOES

Este é um trabalho preliminar destinado a utilizagdo das informacfes
experimentais obtidas a partir da técnica CID para estimar pardmetros constitutivos.
A técnica CID foi utilizada para obter o campo deslocamento de regides especificas
de uma viga sob flexdo e essas areas foram utilizadas para a obtengdo do modulo
de elasticidade desta viga. A estimacdo de parametros foi realizada por meio da
minimizacdo de uma fungdo erro compreendida da diferenga entre os campos de
deslocamentos obtidos a partir do modelo experimental e do modelo tedérico. O
problema inverso foi resolvido por meio da classica Técnica de estimacdo de
parametros ndo-lineares de Levenberg-Marquardt.

A principal contribuicdo deste trabalho é o de proporcionar um meio

alternativo de se estimar os parametros elésticos através de uma configuragdo
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experimental, que &, relativamente, de baixo custo, quando comparado a outros

meétodos experimentais.
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METAL AND POLYMERIC MATERIAL CHARACTERIZATION USING NON-
DESTRUCTIVE OPTICAL METHOD

ABSTRACT

The aim of this work is estimate mechanics propriety of metal and polymeric
materials using a non-contact and non-destructive optical method. The experimental
results will be obtained by means Digital Image Correlation technique (DIC) that is an
optical technique developed to determinate full-field displacements and deformations
without contact. This technique requires an optical system to capture surface image
of specimen after and before to load. Processing is made in Image by means DIC
algorithm where full-field displacement is obtained. The parameter estimation is
performed by means of the minimization of an error function comprising of the
difference between the displacement fields obtained from the experiment and from
the model. The inverse problem is solved by means of the classical Levenberg-
Marquardt nonlinear parameter estimation technique.

Keywords: characterization of materials, optical method, inverse problem.
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