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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo abordar aspectos fundamentais da teoria de
imersao proposta por John Nash em 1954, na qual foi mostrado que uma variedade
continua com derivada continua C!, pode ser imersa em espacos euclidianos de 2n di-
mensoes. Faz-se importante citar que ao longo do trabalho serao destacados aspectos
inovadores do Teorema de Nash, tais como a nao necessidade da hipdtese de analitici-
dade conforme havia sido usada anteriormente por Janet-Cartan, além do aspecto da
perturbacao que permite construir qualquer outra variedade imersa por uma sequéncia
de deformagoes infinitesimais. Sao discutidos também extensoes do Teorema de Nash,
sobretudo os trabalhos de Greene e de Gunther, e aplicacoes do método perturbativo de
Nash nas Teorias unificadoras da fisica.

Palavras-chave: Variedade Riemanniana e Imersoes ou mergulho do tipo Nash,

Nash-Greene, Nash-Gunther, Janet-Cartan, um ensaio e aplicacoes



Abstract

The present work has for objective to approach basic aspects of the immersion the-
ory proposal for John Nash in 1954, in which it was shown that a continuous variety
with continuous derivative C!, can be immersed in Euclidean spaces of 2n dimensions.
One becomes important to cite that throughout the work innovative aspects of the The-
orem of Nash will be detached, such as the necessity of the hypothesis of in agreement
analiticidade had not been used previously for Janet-Cartan, beyond the aspect of the
disturbance that allows to construct any another immersed variety for a sequéncia of in-
finitesimal deformations. Extensions of the Theorem of Nash are also argued, over all the
works of Greene and Gunther, and applications of the perturbativo method of Nash in

the unifying Theories of the physics.

Keywords: Riemannian Manifolds; Immersion, Embedding, Nash, Nash-Greene,
Nash-Gunther, Janet-Cartan.
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Capitulo 1

Breve introducao histérica sobre a

origem da geometria

Neste capitulo descreveremos a historia da geometria, de uma forma cronoldgica e breve,
baseada nos principais fatos de sua histéria. Desde sua origem, fundamentou-se em duas
teorias, a primeira defendida por Herédoto que acreditava que a geometria tinha surgido
da necessidade pratica de se fazer novas demarcagoes de terras apds as inundacgoes, e a
segunda defendida por Aristételes que acreditava que a origem da geometria se deu através
do lazer sacerdotal. Passando por Euclides, que através de seu livro “Elemento” se torna
uma das figuras mais importantes desta histéria, se nao for a mais importante. Com
Euclides a geometria se consolida e passa a ser conhecida como geometria euclidiana.
Discutimos a validade do quinto postulado de Euclides, o qual é de vital importancia
nesta historia, pois através da negacao deste postulado se constréi duas novas geometrias,
denominadas geometria gaussiana e geometria riemanniana. Descrevemos a importancia

destas novas geometrias no desenvolvimento da matematica e da fisica.

1.1 O nascimento da Geometria.

O nascimento da geometria se confunde com as proéprias origens da matematica. Nao
se pode afirmar com certeza sobre a origem da matemadtica, pois os seus primérdios sao
mais antigos, que a prépria arte de escrever. A referéncia mais antiga de um sistema
de medida vem da Grécia, com os antigos babilonios. Her6todo(484 a.C. - 425 a.C.)[1],

um famoso historiador grego, defendia a teoria que a geometria se originava no Egito,



pois acreditava que tinha surgido da necessidade pratica de se fazer novas demarcagoes
de terras apds cada inundacao anual que ocorria no vale do Rio Nilo. Por outro lado
Aristételes(384 a.C - 322 a.C.)[11] o fundador da ldgica sistemdtica, que era filosofo e
bidlogo, mas estava completamente a par das atividades dos matematicos, acreditava que
a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que teria originado o estudo
da geometria. Eles tinham teorias opostas sobre a origem. O primeiro acreditava que a
origem fosse da necessidade pratica e o segundo que a origem fosse do lazer sacerdotal. O
fato de as vezes geometras egipcios serem chamados de “estiradores de corda” pode ser
tomado como apoio de qualquer uma das duas teorias, pois eram usadas tanto para fazer
demarcacoes quanto para tracar as bases de templos.

Nao podemos contradizer nenhum dos dois filésofos quanto a motivagao que produziu
a origem da matematica, mas é claro que eles subestimaram a idade deste assunto. O
homem Neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de fazer demarcagoes de
terras, porém seus desenhos e figuras mostram uma preocupagao com a congruéncia e

simetria que sao parte da geometria elementar.

1.2 A geometria de Euclides.

Tales de Mileto(624 a.C - 548 a.C.)[11], foi o primeiro matemdtico verdadeiro que originou
uma organizacao dedutiva da geometria, quem manteve o nome egipcio de geometria cujo
significado seria “medida de terras”. Ele foi o primeiro a demonstrar os teoremas de
geometria que séculos mais tarde Euclides juntaria em sua obra Elementos.

Euclides(aprox. 300 a.C.)[1], que pode ser considerado como o pai da geometria es-
creveu trabalhos cobrindo topicos variados como 6ptica, astronomia, miisica e mecanica,
e até um livro sobre secoes conicas. Porém seu maior feito é sem duvida a obra “Elemen-
tos”[9] que foi considerado o texto matemdtico mais bem sucedido de todos os tempos.
Foi escrito em 300 a.C. aproximadamente, e estd dividido em treze livros ou capitulos, dos
quais os seis primeiros sao sobre geometria plana elementar, os trés seguintes sao sobre
teoria dos nimeros, o décimo livro sobre incomensurabilidade e os trés ultimos tratam
principalmente sobre geometria no espaco.

Seus livros apresentavam, de maneira sistematica, a Matematica como ciéncia dedu-
tiva. Isto significa que toda afirmacao deve ser deduzida logicamente de outras afirmacoes
mais simples, e assim sucessivamente. E claro que no comeco devem existir algumas

afirmacoes nao demonstradas, que Euclides chamou de postulados. Fuclides formulou 23
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definigoes, cinco postulados geométricos e cinco nogoes comuns com o objetivo de formu-
lar um sistema livre de suposicoes baseadas na intuicdo ou conjecturas. A partir desta
base ele demonstrou 465 teoremas, os quais eram todos os conhecimentos geométricos da
época.

Apesar da fama de Euclides e de seu “best seller” “ Elementos”, sabe-se pouco de sua
vida. Nenhum lugar de nascimento foi associado a seu nome, apesar de algumas edig¢oes de
os “Flementos”, o tinham freqiientemente identificado como Euclides de Megara. Mas,
trata-se de um erro de identidade. O verdadeiro Euclides de Megara era um discipulo
de Sécrates, nosso Euclides, freqiientemente chamado de Euclides de Alexandria lecio-
nou em um instituto conhecido como Museu, situado em Alexandria. Pela natureza de
seu trabalho se presume que ele tenha estudado com algum discipulo de Platao (aprox.
427a.C.)[11], se nao na prépria academia. FEuclides ndo dava muita importancia para
os aspectos praticos do assunto, pois ha uma historia que diz que quando um estudante
perguntara para que serviria a matematica ele ordenou para que seu escravo desse para o
estudante trés moedas, “pois ele precisa ter lucro com que aprende”.

Na seqiiéncia discutiremos o quinto postulado de Euclides. Ele procurou escolher,
como postulados, afirmagoes que, por sua simplicidade, seriam aceitas por qualquer pessoa
de bom senso e que eram, em um certo sentido, evidentes por si mesmo.

Os quatro primeiros postulados de Euclides, enunciados a seguir[15], satisfazem ple-

namente as condi¢oes de simplicidade e evidencia acima mencionados:
1. Dois pontos determinam uma reta.

2. A partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel marcar um seguimento de

comprimento arbitrario.
3. E possivel descrever um circulo com centro arbitrario e raio arbitrario.

4. Todos os angulos retos sao iguais. (O angulo reto é definido do seguinte modo: se
duas retas se cortam formam quatro angulos iguais, o angulo comum assim determinado

¢ chamado reto.)
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O quinto e ultimo postulado, entretanto, é conhecido como postulado das paralelas:

5. “Se duas retas, em um mesmo plano, sao cortadas por outra reta, € se a
soma dos angulos internos de um lado é menor do que dois retos, entao as
retas se encontrarao, se prolongadas suficientemente do lado em que a soma

dos angulos € menor do que dois angulos retos”. [1,2]. Veja na figura (1.1).

Figura 1.1: O quinto postulado de Euclides
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1.3 Geometria Nao-Euclidiana.

O desenvolvimento histérico da geometria nao-Euclidiana foi o resultado de tentativas de
se provar o quinto postulado de Euclides. Observe que apesar de nao conter a palavra
paralela, ele é também conhecido como axioma das paralelas (ou postulado das paralelas).
A razao de chamarmos o quinto postulado de Euclides de axioma das paralelas se da por
ele ser totalmente equivalente a qualquer uma das afirmagoes seguintes que contém a

palavra paralela
1. Se uma reta no mesmo plano intersecta uma das paralelas, intersectara a outra.
2. Retas que sao paralelas a uma reta sao paralelas entre si.
3. Duas retas que se intersectam nao podem ser paralelas a uma mesma reta.

4. Sejam dados, em um plano, uma reta r e um ponto p que nao esta em r. Entao

existe uma e s6 uma reta paralela a r passando por p (figura 1.2).

Figura 1.2: Postulado das paralelas
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As primeiras investigagoes sobre o quinto postulado de Euclides tentavam provar sua
validade; inicialmente tentou-se deduzi-lo logicamente a partir dos outros quatros, assim
ele se tornaria um teorema e sua validez estaria garantida. Por exemplo,

Proclus (500 d.C.) admitia que dado um triangulo, existe um triangulo semelhante a ele
com area arbitréaria; Legendre (1752 - 1833 d.C.) admitia que dado um angulo e um ponto

P no seu interior, é possivel passar por p uma reta que encontra os dois lados do angulo
(figura 1.3).

Figura 1.3:

Como estas tentativas falharam, foi inevitavel que os matemaéticos se voltassem para
os métodos indiretos. Dois matematicos notaveis, que empregaram redugao ao absurdo

para provar a validade do postulado, foram Girolamo Saccheri (1667-1733)[11] e Johann
Lambert (1728-1777)[11].
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Girolamo Saccher[16] foi um jesuita que ensinava em colégios de sua ordem na Italia.
Morreu no proprio ano que publicou um livro chamado “Fuclides ab omni naevo vindicatus
[1]” (Euclides com toda falha retida), em que fez um elaborado esforgo para provar o
axioma das paralelas. Ele trabalha com um quadrilatero ABCD que tem angulos retos A
e B no qual AD = BC (figuras 1.4, 1.5 e 1.6). Tal quadrilatero é atualmente conhecido
como quadrilatero de Saccheri. Deveria ser observado na geometria Euclidiana que AD
é paralelo a BC, e isso torna os angulos D e C retos. Porém Saccheri, conclui que, na

verdade dispunha de trés opgoes
1. Os angulos em C e D s@o ambos retos (figura 1.4).
2. Os angulos em C e D sao ambos obtusos (figura 1.5).

3. Os angulos em C e D sao ambos agudos (figura 1.6).

Figura 1.4: Quadrilatero de Saccheri caso (1)

Figura 1.5: Quadrildtero de Saccheri caso (2)
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Figura 1.6: Quadrildtero de Saccheri caso (3)

Algumas das conclusoes obtidas das opgoes (2) e (3) s@o surpreendentes e se chocam
com a “intuicao” e o matematico desiste

Johann Heinrich Lambert[1] um suico alemdo, autor de uma variedade de temas
matematicos e nao-matemaéticos, chamou a atencao sobre o fato que sobre a superficie de
uma esfera a soma dos angulos internos de um triangulo é maior que dois angulos retos.
Na tentativa de provar o quinto postulado de Euclides ele seguiu os passos de Saccheri,
mas com um quadrildtero com trés angulos retos (agora conhecido como quadrildtero de

Lambert), e entao considerou as trés possibilidades para o quarto angulo.
1. Reto.
2. obtuso
3. agudo

A partir destas trés conclusoes ele provou que o quanto a soma é menor que, ou
excede dois retos, é proporcional a drea do triangulo. Foi com Saccheri e Lambert que
comecavam ser dados os primeiros passos para a descoberta de uma nova geometria a
”geometria nao-euclidiana”.

No fim do século dezoito, chegamos ao cume da filosofia classica, com
Kant Weierstrass(1815-1897 d.C.)[11]. Ele era uma continuagao da heranca platonica,
da procura da certeza e da imutabilidade no conhecimento humano. Ambos Platao e
Kant acreditavam na existéncia de uma tnica geometria, a Euclidiana. Na Critica da
Razao Pura, Kant chama o espaco Euclidiano de “uma necessidade inevitavel do pen-
samento”. Em sua opinido a intuicao geométrica deveria prevalecer sobre a formali-
dade matematica[4,5]. Carl Friedrich Gauss (1777-1855 d.C.)[16] seguia uma linha oposta
acreditando que o rigor mateméatico era necessario para a geometria.

Aos quinze anos, Gauss foi o primeiro matematico a aceitar a idéia de que negando
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o postulado das paralelas se poderiam construir uma geometria consistente. Entre 1813
e 1816, ja como professor da Universidade de Goéttingen, Gauss desenvolveu o que hoje
chamamos de geometria hiperbdlica. No dia seis de novembro de 1824, Gauss escreve para

seu amigo Taurinus, um advogado que estudava matematica:

YA suposi¢ao de que a soma dos trés angulos é menor que 180° leva a uma
geometria especial, bem diferente da nossa, que € absolutamente consistente,

e que eu desenvolvi de modo bem satisfatorio para mim mesmo....... "[3],

Ele nunca publicou essa descoberta. Acredita-se que ele temia a reagao dos filésofos
seculares.

A honra dessa particular descoberta, a geometria nao-euclidiana, deve-se a Bolyai e
Lobachevsky, apesar de Gauss ter sido o primeiro a alcancar tais conclusoes. Ambos abor-
daram a questao através do postulado das paralelas, considerando as trés possibilidades:
por um ponto dado pode se tracar mais de uma, exatamente uma ou nenhuma paralela a
uma reta dada.

Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1792-1856)[1,11], Russo natural de Gorki, teve sua
vida académica na Universidade de Karzan, primeiro como aluno, depois como profes-
sor, e de 1827 a 1846 como reitor. Publicou em russo em 1829 o primeiro artigo sobre
geometria nao-euclidiana: “Sobre os Principios da Geometria”, numa desconhecida re-
vista russa chamada “O mensageiro de Karzan”, na qual ele intitulava essa nova geome-
tria de “geometria imaginaria”. Na tentativa de provar o quinto postulado de Euclides,
ele admitiu que isso fosse impossivel, surgindo assim, uma nova geometria. Nessa geome-
tria, hoje conhecida como geometria hiperbdlica (ou geometria Lobachevsky), a soma dos
angulos internos de um triangulo é menor que 180°. Em 1840, publicou um pequeno livro
em alemao intitulado “Geometrishe Lentersuchungen Zeir Theorie der Parallellinien” (In-
vestigagoes Geométricas Sobre as Teorias das Paralelas). Morreu sem ver seus trabalhos
reconhecidos. O amigo hungaro de Gauss, Farkas Bolyai, tinha gasto muito tempo de
sua vida tentando provar o postulado das paralelas, e quando soube que seu filho Jo-
hann Bolyai (1802-1860)[1,5] estava seguindo seus passos na busca da prova do postulado,

escreveu ao filho:
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“Pela amor de Deus, imploro a voceé, desista. Receie isto tanto quanto as
pairoes sensuais porque isso, também, pode tomar o seu tempo e privd-lo de

»

sua saude, paz de espirito e felicidade da vida

Mas o filho nao convencido continuou suas pesquisas, € no ano de 1823 escreveu a
seu pai dizendo que tinha ”criado um mundo novo e diferente, a partir do nada”. Ele a
chamou de “Ciéncia Absoluta do Fspaco”. Ele se referia geometria nao-Euclidiana. Foi
publicado em 1832 no apéndice de um livro de seu pai, Temtame[1].

Apos a morte de Gauss, especialistas encontraram em suas anotacoes correspondéncias
e pesquisas sobre o espaco nao-euclidiano, bem como trabalhos de Lobachevsky e Bolyai.
Seu segundo livro e “Cliéncia Absoluta do FEspaco” respectivamente, a ambos Gauss
teve uma postura de aprovacao, mas nao apoio impresso. Em 1867, os trabalhos de
Lobachevsky e Bolyai foram incluidos na segunda edicao do influente livro Baltzer, FEl-
ementos da Matemdtica , tornando-se referéncia para os que trabalhavam com a nova
geometria [1].

Infelizmente Gauss, Lobachevsky e Bolyai nao conseguiram visualizar de forma simples
o novo espaco descoberto, chamado de espaco hiperbdlico. Isto foi feito, mais tarde, por
Beltrami[11], e de uma forma mais simples ainda por Henri Poincaré[1,3].

Enquanto a evolucao da geometria hiperbdlica nao estava completa, G.F.B Riemann
(1826-1866)[1,2] filho de um pastor de aldeia, concluiu Géttingen, seu doutorado em
1851, com uma tese sobre teoria das funcoes de variaveis complexas, onde encontramos
as famosas equacoes de Cauchy-Riemann. Ele almejava uma posicao de conferencista em
Gottingen. Em 1854 Riemann se tornou Privatdozent na Universidade de Gottingen, e
segundo uma tradicao, ele foi designado a apresentar um Habilitationschrift (conferéncia)
perante o corpo docente. Entre os trés temas entregues por Riemann, Gauss escolheu o ter-
ceiro topico, o tema “Sobre as hipéteses que estao no fundamento da geometria”. O motivo
de Gauss escolher este tépico foi que nos dez anos a partir de 1816, Gauss fez um levanta-
mento geodésico de algumas areas da Alemanha, e observou que a topologia do condado
poderia ser descrita por medidas tangenciais, produzindo assim um mapa bidimensional a
partir de dados tridimensionais. O resultado no caso de Riemann foi a mais célebre confer-
encia da histéria da matemadtica, pois apresentava uma ampla visao de toda a geometria,
intituda “Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegenf1,11]”. Como re-
sultado, a palestra descrevia outro tipo de geometria nao-euclidiana, o espaco eliptico.
Esta nova geometria tinha um sentido bem mais amplo que o geometria hiperbdlica, em
que a questao é simplesmente encontrar quantas retas paralelas passam por um ponto.

Riemann percebeu que a geometria nem deveria tratar de pontos ou retas ou do espaco,
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mais sim de colegoes de n-uplas que sao combinadas segundo uma regra. Ele percebeu
que entre as regras mais importantes para qualquer geometria, estd aquela de calcular
distancia entre dois pontos que estao infinitamente préximos. Assim percebeu que podem
ser usadas outras formulas da distancia que nao a usada por Euclides, ou seja, que natu-
ralmente a métrica usada determinara as propriedades do espaco. O problema do espaco
eliptico é que além de quebrar o quinto postulado de Euclides ele também era incon-
sistente com dois outros postulados de Euclides. Ele reinterpretou o segundo postulado
afirmando que este apenas garantia que as retas nao tinham limites. Porém ele nao foi tao
feliz com o primeiro postulado. Apesar disto, sua obra e a necessidade de quebrar outros
postulados de Euclides, causaram um impacto na matematica do final do século XIX.
As geometrias euclidianas, de Lobatchevsky, e Riemanniana, possuem formas diferentes
de medida e aspectos projetivos diferentes. Uma comparacao das trés é extremamente
interessante. Por isso, vamos citar agora alguns exemplos importantes, onde destacamos

as principais diferencas entre as trés geometrias.

Teorema de Pitagoras.

Euclidiana A=a’+ b

Lobatchevskiano ek + e k) = (ef + e #)(ef + e %), onde k é fixa

N

riemanniana  ds? = adxz? + 2Bdxdy + vdy? onde ( @ p ) é positivo-definido

Dada a reta r e o ponto p nao sobre r

Euclidiana Uma e somente uma reta é paralela a r passando por p

Lobatchevskiano Pelo menos duas retas sao paralelas a r passando por p

riemanniana Nenhuma reta é paralela a r passando por p

Duas retas distintas intersectam em

Euclidiana No maximo um ponto
Lobatchevskiano No maximo um ponto
riemanniana  Uma (eliptica tnica) duas (eliptica dupla)
Uma reta A
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Euclidiana E separada em duas partes por um ponto
Lobatchevskiano E separada em duas partes por um ponto

riemanniana Nao é separada em duas partes por um ponto

Retas paralelas

Euclidiana Sao eqiiidistantes
Lobatchevskiano Nunca sao eqiiidistantes

riemanniana Nao existem
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Se uma reta intersecta uma reta paralela

Euclidiana Deve intersectar a outra
Lobatchevskiano Pode ou nao intersectar a outra

rlemManniana e

A hipétese de Sacheri valida é que;

Euclidiana Angulo reto

Lobatchevskiano Angulo agudo

riemanniana Angulo obtuso

Duas retas distintas perpendiculares a mesma reta, sao paralelas.

Euclidiana Sao paralelas

Lobatchevskiano Sao paralelas

riemanniana Intersectam

A soma dos angulos de um triangulo é

Euclidiana Igual a 180 graus
Lobatchevskiano Menor do que 180 graus

riemanniana Maior do que 180 graus

A area de um triangulo é

Euclidiana independente
Lobatchevskiano  Proporcional ao defeito

riemanniana Proporcional ao excesso

Da soma de seus angulos

Dois triangulos que tem angulos correspondentes iguais sao

Euclidiana semelhantes

Lobatchevskiano congruentes

riemanniana congruentes
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Apesar disto muitos matematicos se recusavam a aceitar esta nova geometria. Isto
mudou dramaticamente depois do antncio de Albert Einstein (1879-1955)[2,11] de sua
Teoria da Relatividade Geral. Einstein precisava de uma nova geometria que descrevesse
a gravitacao como uma distorcao do espaco. Foi entao que ele descobriu as obras de Lo-
batchevsky e Riemann e de outros sobre geometria diferencial. As obras de Lobatchevsky
e Riemann permitiram que Einstein as aplicasse a qualquer campo gravitacional. Foi
quando Einstein teve o embasamento matematico para o principio da equivaléncia. A
idéia dada por Einstein de que o espaco era curvo nao era nova, tinha sido proposta por

Riemann, em 1854

“A questao da validade da geometria ... nao esta relacionada com a questao da
base interna das relagoes métricas do espaco... nos devemos procurar a base de

suas relagoes métricas fora dela, nas forcas de ligagoes que agem nele...” [6].

Em 1870 ela foi novamente proposta por William Kingdon Clifford, com o artigo sobre

a “Teoria Espacial da Matéria”, que escreveu “Na verdade, eu mantenho que”:

1. As pequenas por¢oes do espago sao de uma natureza andloga aos pequenos

montes numa superficie que €, na média, plana,

2. A propriedade de ser curvo ou distorcido € transmitida continuamente de

uma por¢ao de espago para outra como uma onda;

3. “Esta variacao da curvatura do espaco € realmente o que acontece naquele

fenémeno que chamamos de movimento da matéria...” [7].

Mas foi Einstein quem realizou este pensamento, em 1915. Einstein apresentou seu
artigo “As Equacgoes do Campo Gravitacional”. Cinco dias antes,
Hilbert (1862-1943 d.C.)[1,11] apresentou a dedugao das mesmas obras. Sua produgao
era independente, e até superior em alguns aspectos, porém ele reconheceu a teoria como

sendo de Einstein por quem tinha uma enorme admiracao.
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Assim em 1915 logo ap6s Einstein ter apresentado seu artigo, a resposta a Kant sobre
o carater nao intuitivo das geometrias nao-euclidiana, que parecia ter sido atribuida dire-
tamente ao préprio Riemann, se torna realizavel. Riemann argumenta que se a intuigao
¢ a base da verdade geométrica, atribuindo formas e comparagoes, entao isto ¢ de fato
algo que tem a ver com fisica, ja que ele depende de medida e instrumentos. E assim se

consolida definitivamente a geometria nao-euclidiana na sociedade cientifica.



Capitulo 2

Alguns Conceitos Basicos e idéias

sobre Medidas

2.1 O espaco vetorial R"

Seja n um numero natural. O espago euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano de

n fatores iguais a R:

RP=RxRx...xR

Os pontos de R" sdo, todas as n-listas x = (x1, T3, . .., T, ) cujas coordenadas x1, T, . .., T,
sao numeros reais. Dados = (1, 22,...,2,) € y = (Y1,Y2, ..., Yn) em R™ e um nimero
real o tem-se x = y se, e somente se, 1 = Y1, T3 = Yo,..., Ty, = Y,. E definimos a soma

x + y e o produto escalar a.x por

r+y=(r1+y,22+y2+ -+ T, +Yn)

a.r = (a.r), 0Ty, ..., 0.zy).

Estas operagoes fazem de R™ um espago vetorial de dimengao n sobre o corpo dos
reais, no qual o elemanto neutro para a adi¢cao é 0 = (0,0,...,0) e o simétrico de z =
(X1, T2, ..., x,) é —x = (=21, —T2, ..., —Tp).

Os elementos de R"™ serao as vezes chamados pontos e as vezes chamados de vetores.

Geometricamente, considerar x € R™ como vetor significa imaginar a seta que tem origem
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no ponto 0 e extremidade em x.

2.2 Produto Interno e Norma

Um produto interno num espaco vetorial real E é uma funcao que associa a cada par
de vetores z,y € E, corresponde um numero real, indicado por < z,y >, tal que, para

quaisquer z, 2", y,y € E e a € R se tenham

<x,y >=<y,r> (comutativa)

<x+a,y>=<uz,y>+ <2, ,y> (Distributiva da soma)

<ax,y >=<z,ay >=a<z,y> (produto por escalar)

r# 0 =<z, >>0 (positividade).

O exemplo mais importante é o produto interno canonico do espaco euclidiano R"”, o

qual é dado por

< T, Y >=x1.Y1 + ToYo + -+ TpYn; onde x = (T1,%2, ..., Tn), Y = (Y1,Y2, -+ Yn)-
Uma norma de um espago vetorial E sobre R é uma fun¢ao que associa a cada x € F
um nimero real ndo negativo, indicado por ||z||, chamada de norma de x, de maneira que:

Ve,y € E e a € R, se tenham

|z|]| =0 <= 2 =0,

lov-z]| = [ fll],

[z +yll < ll=ll + llyll

,onde |a| é o valor absoluto do ntimero real a.

Mostraremos em seguida trés importantes exemplos de norma em R".
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Dado z € R", x = (x1,22,...,x,) temos:

||| = max{|x1|, |x2|,. .., |zn]|}. (Norma do Méximo )

|z||s = |21] + |22| + - - + |2,]. (Norma da Soma)

Temos também ||z|| = /< =,z >, ou seja:

lall = /a3 + a3+ + a2

O nuimero ||z|| é chamado de norma euclidiana ou comprimento do vetor z € R".
Assim dados dois pontos x,y € R™ podemos definir a distancia entre x a y como sendo

a norma euclidiana de x — y ou seja

|z -yl =vV<z—y,z—y>.

Observe que dados dois vetores z,y € R", temos que x é ortogonal a y se < z,y >= 0.

Teorema 2.2.1. Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Para quaisquer x,y € R", tem-se | < z,y > | < |z|.]y|. Vale a igualdade somente se,
um dos vetores x,y € um multiplo escalar do outro.

<z,y>

Demonstragao: Isto é ébvio se y = 0. Se, porém, for y # 0, poremos o = M
Y

Como o vetor z = x — a.y é ortogonal a y. Segue-se dai que

2] =< 2 + a.y, 2 + ay >= 2> + Py,

donde

z|* > o |y]? =< x,y >,

ou seja: |z|%.|y|* >< x,y >?2, como queriamos demonstrar

Vale a igualdade se , e somente se, z = 0, ou seja, r = a.y. |

A norma euclidiana ||z|| = /< x,z >, goza das seguintes propriedades: Vz,y €
R", Va € R,

i) |z +yl < x|+ |yl;

i) |ax| = lal |z
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r#0=|z| >0.

As duas tltimas sao evidentes e a primeira decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
De fato

z+yP =<z+yr+y>=zP+ Y +2<zy><|z]*+ [y]* + 2.|z|.|y| = (2| + |y])*.

Portanto: |z + y| < |z| + |y|, (Desiguadade Triangular).

2.3 Conjuntos abertos

Uma norma em R™ permite que se definam algumas nogoes geométricas basicas.

Definicao 2.3.1. Definimos a bola aberta de centro num ponto a € R"™ e rato r > 0,
como sendo o conjunto de todos os pontos x € R" cuja distancia ao ponto a é menor que

r. Usaremos a nota¢ao B(a,r) para indicar esse conjunto. Assim:

B(a,r) ={x € R"; |z —a| < r}.

Analogamente definimos a bola fechada Bla,r] e a esfera Sla,r| ambas de centro a e

raio r, como sendo;
Bla,r] ={x € R"; |z —a| <r} e Sla,r] ={z € R"; |x —a| =1}.
Conjuntos Abertos

Definicao 2.3.2. Seja X um subconjunto de R"™ dizemos que X €é um conjunto aberto
em R" se para todo pontos x € X existe § > 0 tal que a bola aberta B(z,d) estd contida

em X. Em outros palavras: X € aberto em R" <= Vx € X, 3§ > 0: B(z,0) C X.

Definicao 2.3.3. Seja X um subconjunto de R™ dizemos que um ponto x € X € um

ponto interior de X existe 6 > 0 tal que a bola aberta B(x,d) esta contida em X ou seja:
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|t —a| <= z€X.

O conjunto dos pontos interiores de X € chamado de conjunto interior de X e €

denotado por intX.

Observacao Um conjunto X ¢é aberto se, e somente se, intX = X.

1)Todo intervalo aberto do tipo (a,b), a,b € R é um intervalo aberto em R.

2)Seja u = (z,y) € R?® e § > 0 a bola aberta B(u,d) = {v = (2/,y') € R?; |u—v| < §}
¢ um conjunto aberto em R2.

3)Toda bola aberta de centro u = (z,y, 2) e raio 6 > 0, definida por B(u,0) = {v €

R3;|u — v| < ¢} é um conjunto aberto em R3>.

Teorema 2.3.1. Os conjuntos abertos do espacgo euclidiano R™ gozam das sequintes pro-

priedades:
1)O conjunto vazio @ e o espago R™ iteiro sao abertos.

2)A interse¢cao A = Ay1N...N Ay de um nimero finito de conjuntos abertos Ay, . .., Ay

¢ um conjunto aberto

3)A reuniao A = Uxep Ay de uma familia qualquer (A))aer de conjuntos abertos Ay é

um conjunto aberto.

Demonstragao:

1)Um conjunto s6 pode deixar de ser aberto se contiver algum ponto que nao seja
interior. Como ) ndo contém nenhum ponto, é aberto. R™ é obviamente aberto.

2)Seja a € A. Entdo, para cada i = 1,...,k, temos ainA;. Como A; é aberto, existe
9; > 0 tal que B(a,d;) C A;. Seja 6 = min{dy,...,0}. Entao B(a,d) C A.

3)Dado a € A, existe A € L tal que a € A,. Sendo Aj aberto, existe 6 > 0 com
B(a,0) C A C A. Logo A é aberto. ]

Definicao 2.3.4. Considere uma funcao f: X — R™ e Y C R™, definimos a imagem

inversa de Y, f~1(Y")como sendo:

YY) ={zeX;IyeY;f(z)=y}
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Teorema 2.3.2. Seja f : X — R™ uma funcao definida no conjunto X C R™. Entao
[ € continua se, e somente se, a imagem inversa f~(A) de todo aberto A C R™ for um

congunto aberto em X.

Demonstracao: (<=) Se f é continua e A C R™ é aberto, tomemos um ponto
a € f71(A). Entao f(a) € A. Pela definigao de aberto, existe € > 0 tal que B(f(a),¢) C A.
Sendo f continua, existe 6 > 0 tal que x € X, v —a| < § = |f(z) — f(a)| < e. Isto
significa que f(B(a,d)NX) C B(f(a),e) C A, donde B(a,d)NX C f~'(A). Logo f~*(A)

é aberto em X.

(=) Se a imagem inversa por f de todo aberto de R™ é aberto em X; entao, dados
a€ X ee>0,como B(f(a),e) é aberto,concluimos que A = {z € X;|f(z) — f(a)| < €}é
aberto em X. Evidentemente, a € X. Logo existe § > 0 tal que B(a,d) N X C A. Isto
significa porém quex € X, |z —a| < d = |f(z) — f(a)| <€, ou seja, que f ¢é continua no

ponto a. Como a € X é qualquer. f é continua. |

2.4 Conjuntos Fechados

Definicao 2.4.1. Seja X um subconjunto de R" definimos seu complementar como sendo

R" — X e denotamos por X°€.

Definicao 2.4.2. Seja X um subconjunto de R"™ dizemos que X é um cunjunto fechado
em R™ se seu complementar é aberto. Em outrs palavras: X € fechado em R" <—= R*—X

€ aberto.

Definicao 2.4.3. Seja X um subconjunto de R"™ dizemos que um ponto x € X € um

ponto aderente de X se

Ve >0, B(z,e)NX #£0

O conjunto dos pontos aderentes de X € chamado de fecho de X e denotado por X

X ={r € X;V>0;B(x,e)NX #0}.
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Observacao Um conjunto fechado X esté contido em seu fecho (X C X).

1)Todo intervalo aberto do tipo [a,b], a,b € R é um intervalo fechado em R.

2)Sejau = (x,y) € R?ed > 0 abola fechada B(u,d) = {v = (2/,9') € R?; |[u—v| < §}
¢ um conjunto fechado em R2.

3)Toda esfera fechada de centro u = (z,y, z) e raio ¢ > 0, definida por B(u,d) = {v €

R3;|u — v| < §} é um conjunto fechado em R3.

Definicao 2.4.4. Seja X C R™. Um ponto a € R"™ chama-se ponto de acumulagao do
conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do

ponto a. Noutros termos, para todo € > 0, deve existir x € X tal que 0 < |x — a| < e.

Por exemplo, seja X C R" a bola aberta de centro na origem e raio r > 0. Todo ponto
a € R" com |a| = r é ponto de acumulagao de X.
Com efeito, dado € > 0, podemos, sem perca de generalidade, supor € < 2r. Entao o

ponto x = (1 — €/2r)a pertence a bola X, ¢é diferente de a e tem-se |a — x| = § <.

Teorema 2.4.1. Os conjuntos fechados do espago euclidiano R™ gozam das sequintes

propriedades:
1)O conjunto vazio @ e o espago R™ iteiro sao fechados.

2)A reunidgo F' = Fy U...U F}, de um nimero finito de conjuntos fechados Fy, ..., Fj

¢ um conjunto fechado.

3)A intrsecao F' = Nyep F)\ de uma familia qualquer (Fy\)xer, de conjuntos fechados Ay

¢ um conjunto fechado.

Demonstragao:

1)O conjunto @ é fechado pois seu complementar R™ é aberto, analogamente R™ é
fechado pois seu complementar ) é aberto.

2)Se Fy,..., Fy sao fechados entdao A; = FY, ..., Ay = F{ sdo abertos, portanto A; N
..M Ag éaberto. Logo FiU...UF,=A{N...NA, = (A1 N...N A)° é fechado.

3)Se cada Fy, A € L ¢ fechado entdo cada Ay = FY é aberto, logo A = Uxer Ay
também ¢é aberto. Sendo assim, o conjunto F' = Myep F\ = MiepA§ = (UpepA))¢ = A° é

fechado. n
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Teorema 2.4.2. Seja f: X — R™ uma funcao definida no conjunto X C R™. Entdao f
¢ continua se, e somente se, a imagem inversa f~1(F) de todo fechado FF C R™ for um

conjunto fechado em X.

Demonstragao: (<) Isto decorre do teorerema analogo para abertos, juntamente
com o fato de que os conjuntos abertos em X sao exatamante aqueles cujos comple-

mentares sao fechados em X. Com efeito, se f é continua. Entao, para cada F' € R"
fechado, temos F' = A¢, onde A C R™ ¢é aberto.Logo f~!(A) é aberto em X. Mas
JUF) = fY(A°) = X — f~1(A), portanto f~'(F) é fechado em X.

(=) Se a imagem inversa por f de todo fechado em R™ é fechado em X, entdo a

relagao f71(A) = X — f7(F), com A = F*, mostra que a imagem inversa por f de todo

aberto A C R™ é um aberto em X, portanto f é continua. |

2.5 Conjuntos Compactos

Definicao 2.5.1. Um subconjunto X C R™ diz-se limitado quando existe um nimero real
¢ > 0 tal que |x| < ¢ para todo x € X. Isto equivale a dizer que X estd contido na bola

fechada de centro na origem e raio c.

Definicao 2.5.2. Diremos que um conjunto K C R™ é compacto quando ele for limitado

e fechado.

Assim, por exemplo, sao compactos todas as esferas e bolas fechadas do espaco euclid-

iano, mas o espaco R™ nao é compacto (salvo se n = 0!).

Teorema 2.5.1. Em virtude do teorerema de Bolzano-Weierstrass, um conjunto K C
R"™¢é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos xp adimite uma subseqiéncia

que converge para um ponto de K.

Demonstracgao:Pelo teorerema de Bolzano-Weierstrass, “Toda seqiiéncia limitada em
R™ posssui uma subseqiiéncia convergente”. Como uma seqiiéncia xy € limitada quando

o conjunto dos seus termos é limitado em R".
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Portanto o teorerema decorre diretamente da definicao de conjunto compacto e do

teorerema de Bolzano-Weierstrass.

Propriedade 2.5.1. i) Se K,...,K, sio compactos em R"™, entdo K, U ... UK, €

compacto.

ii)A intersecao de uma familia qualquer de compactos Ky C R™ é um conjunto com-

pacto.

iii)Se K C R™ e L. C R™ sdo compactos entao o produto carteziano K x L C R™™

€ compacto.

Demonstragao:

i)Como K, ..., K, sdo compactos em R"™ logo existem niimeros reais ¢; > 0 e bolas
fechadas de centros na origem e raios ¢; B[0,¢;], com i = 1,...,p tais que K; C BJ0, ¢],
assim tome ¢ = max{¢;}, logo para qualquer x € KU, ...,UK, implica |z| < ¢, implica
que K U, ... UK, ¢é limitado. E como pelo teorerema de fechados a reuniao de fechados

¢ fechado implica K U, ...,UK, é fechado. Portanto KU, ..., UK, é compacto.

ii)Como K sdao compactos em R™ logo existem niimeros reais ¢; > 0 e bolas fechadas
de centros na origem e raios ¢; B|0, ¢;], com i € A tais que K; C B[0, ¢;], assim tommando
¢ igual a qualquer ¢;, teremos que para qualquer x € K, implica |z| < ¢, implica que K
é limitado. E como pelo teorerema de fechados a intersecao de uma familia de fechados é

fechado implica K é fechado. Portanto K, é compacto.

iii)Se K C R™ e L C R™ sao compactos entao existem nimeros reais ¢ > 0e d > 0
tais que K C B[0,c] e L C BJ0,d] logo tome p = (¢, d), implica que o produto cartesiano
K x L C B|0, p], implica que K x L é limitado. E como o produto cartesiano de fechados

¢ fechado, implica que K x L é compacto. |

2.6 Conjuntos conexos

Definicao 2.6.1. Um conjunto M C R"™ se diz desconexo quando existem dois conjuntos
abertos G e H ambos nao vazios, de maneira que GNH =0 e GU H = M. Neste caso
dizemos que o par de abertos G e H formam uma desconexdo de M e denotamos tal fato
por M = G/H. Um conjunto conexo € um conjunto que nao € desconexo. Portanto, dizer

que M ¢é conexo significa dizer que nao existe nenhuma desconexao de M.
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Por exemplo;

1) R — {0} é desconexo. Também é desconexo todo conjunto discreto X C R™, com
mais de um ponto. Com efeito, por definicao, cada ponto x € X ¢ isolado, isto é, dado
xr € X, existe € > 0 tal que B(z,¢) N X = {z}. Assim, cada ponto x € X ¢é um conjunto
aberto em X e, por conseguinte, todo subconjunto A C X é aberto em X, pois é uma
reuniao dos seus pontos. Portanto podemos obter conjuntos G, H C X abertos tais que

GNH=0eGUH = X, ou seja uma desconexao de X e, portanto X é desconexo.

2)Todo conjunto unitario em R™ é conexo. Com efeito, considere A = {p} um conjunto
unitario em R™, logo os tinicos subconjuntos de A sao @ e {p}, onde @ é aberto, mas {p}
é fechado, portanto nao consiguimos uma desconexao de A. Portanto A é conexo.

3)Q C R todo subconjunto A de Q, ndo unitario tem-se A desconexo. Com efeito,
sejam p,q € A com p # q, logo existe 1 € R—Q tal que p < i < g. Considere os conjuntos
G =|—00,i[NA e H =]i,o[NA, G, H sao abertos em A, com G # @ e H # O, poisp € G
eq€ HeGNH=0eGUH = (]|—00,i[NA)U(Ji,c[NA) = (R—{i})NA=A, (i#A).
Portanto A = G/A, logo A é desconexo.

Proposicao 2.6.1. Um conjunto M C R™ é desconexo se,e somente se, existe uma

fungao continua e sobrejetora de M em {0,1}.

Demonstracao: (=) Por hipdtese existem abertos G e H de M de maneira que M =
G/H. Consideremos f : M — {0, 1} definida por f(z) =0,Vz € G, e f(z) = 1,Vx € H.
E claro que f é sobrejetora uma vez que G # O e H # (). E f é continua porque,
considerando os abertos de {0,1} que sdao @, {0}, {1},{0,1}, todos tem como imagem
inversa por f um aberto de M posto que f~1(0) = @, f1({0}) = G, [ ({1}) = H e
J7H{0,1}) = M.

(«<=)Por hipétese existe uma sobreje¢do continua f : M — {0,1}. Assim, sdo
abertos nao vazios G = f~1({0}) e H = f~'({1}). Como, ainda, GNH = f~1({0}) N
i) =1 {orn{1}) =) =0eGUH = f71({0,1}) = M, entao M = G/H.
]

Proposicao 2.6.2. Seja f : M — N uma funcao continua. Se M € conexo, entao

f(M) é um subconjunto conexo de N.

Demonstracao:Suponhamos f(M) desconexo. Existe entdao g : f(M) — {0,1}

continua e sobrejetora. Sendo entao

fi: M — f(M)
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definida por fi(z) = f(z), Yo € M, f; é obviamente sobrejetora e é continua pelo
fato de que f é continua. Portanto a fungao go f; : M — {0, 1} é continua e sobrejetora

o que é absurdo pois M é conexo. |

Proposigao 2.6.3. Se A e B sdo subconjuntos conexos de um espaco M e AN B # O,

entao AU B também € conexo.

Demonstragao:Se A U B fosse desconexo existiria uma fungao f: aU B — {0, 1}
continua e sobrejetora. Seja p € AN B e vamos supor f(p) = 0. Entao existe ¢ € AUB de
maneira que f(¢) = 1. Supondo por exemplo que g € A, entdo a func¢ao f|A: A — {0,1}
"“e continua (restricdo de uma fungdo continua é continua) e sobrejetora (f|A)(p) =0 e

(f|A)(¢) = 1. Mas isto é absurdo, visto que A é conexo. n

Proposicao 2.6.4. Seja M um espaco tal que, para quaisquer p,q € M, existe um sub-

conjunto conexo A C M, de modo que p,q € A. Entao M ¢é conexo.

Demonstragao:Suponhamos que existisse f : M — {0,1} continua e sobrejetora.
Considerando entao p,q € M de modo que f(p) = 0 e f(q) = 1, seja A C M um
subconjunto conexo tal que p,q € A C M (existe por hip6tese). Logo a fungao f|A :

A — {0, 1} é continua e sobrejetora o que contréria & hipétese. n

2.7 Conexo por Caminhos

Definicao 2.7.1. Um caminho em um conjunto M C R™ é uma func¢do continua f :
I — M, onde I =[0,1]. Os pontos f(0) e f(1) sdao chamados ponto inicial e ponto final,

respectivamente, do caminho. Veja na figura (2.1).

Definicao 2.7.2. Um conjunto M se diz conexo por caminhos se, para quaisquer a,b € M,

existe um caminho f em M de maneira que f(0) =a e f(1) = 0.
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1 > f(1)

>~ @ 1(0)

Figura 2.1: caminho no espaco M.

Proposicao 2.7.1. Todo conjunto conexo por caminhos € conexo.

Demonstracgao:Seja M conxo por caminhos e admitamos que M é desconexo. Entao
existe g : M — {0, 1} continua e sobrejetora. Sejam a,b € M pontos tais que g(a) =0 e
g(b) = 1. Por hipétese existe um caminho f : I — M de modo que f(0) =a e f(1) =b.

Assim a aplicacgao

gof:I—{0,1}

é continua e sobrejetora uma vez que (go f)(0) = g(a) =0e (go f)(1) = g(b) = 1.

Absurdo pois I é conexo. |

Observacgao: Nao vale a reciproca da proposicao acima. Um exemplo intuitivo desse

fato é o seguinte. No R? o conjunto A formado pelo ponto p = (0,1) e por todos os pontos

An—{(x,x—>; nggl}
n—1
n=23,...

¢ conexo mas nao ¢ conexo por caminhos: nao existe nenhum caminho do ponto inicial

p e final ¢ = (1,1). Veja na figura (2.2).

de familia:
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q=(1,1)

—_

p=(1,0)

Figura 2.2: Contra exemplo de conexidade por caminhos

O suporte de uma fungdo continua f : R® — C, denotado por supp{f}, é o fecho do

conjunto de pontos z € R" onde f(z) é nao-zero, isto é,

supp{f} ={z e R": f(z) # 0}

Seja a funcao infinitamente diferenciavel em R"

1
exp |~ se |r] <1
sy = | o [t i
0 se |x| >1
Seu "suporte”é a bola unitaria {z € R" :| z |< 1}.

De fato, o suporte de j é dado por:

supp{j} = {z € R" :j(z) # 0}

Como j(z) # 0 < | z |< 1 entdo,

supp f{j} ={z € R":[ z |[< 1},

fecho da bola unitaria sem o bordo.
Como o fecho da bola unitaria aberta (sem o bordo) é a bola unitaria (com o bordo),
{r eR":|z|< 1},

Como A=A+ A onde A" sao os pontos de acumulacio entao,

supp{j} ={r e R":| = |[< 1}.



Capitulo 3

Formas Locails de 1mersoes e

mergulho em Superficies

Neste capitulo trataremos do estudo local e global de uma superficie em um espaco
Euclidiano n-dimensional. Este estudo foi baseado no livro da Professora Keti Tenenblat
[18]. Nao houve a preocupacgao, neste capitulo 3, de demonstrar os Teoremas enuncia-
dos, porquanto sao demonstracoes conhecidas e ja bem discutidas em indmeros textos
didéticos como de K. Tenenblat [18], B. o'Neill [5] e outros.

Para este estudo vamos definir alguns conceitos fundamentais como plano tangente,
primeira e segunda forma quadratica, etc. Através destes conceitos poderemos classificar
um ponto arbitrario da superficie em elitico, hiperbdlico, parabdlico e planar. Também
vamos definir e estudar alguns conceitos sobre imersao e mergulho de uma superficie em

um espago euclidiano n-dimensional.

3.1 Superficies

Nesta Secao definiremos alguns conceitos basicos que serao utilizados nas secoes sub-
sequentes.

Como visto anteriormente podemos definir o espaco euclidiano de dimensao n como o
conjunto R™ de todas as n-uplas z = (z1,...,x,) de nimeros reais. Os vetores
er = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) formam uma base natural do
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espaco R"

A nogao de superficie de dimensao m num espago euclidiano R™ (n > m) é generaliza-
cao direta dos objetos que encontramos na geometria diferencial cléssica, as curvas do R?
que possuem vetor tangente em cada ponto e as superficies do R? que possuem em cada
ponto um plano tangente.

Seja U um subconjunto aberto de R™. Uma fungao vetorial f : U — R" é uma
correspondéncia que , para cada z € U, associa um tnico f(z) € R™, e que pode ser

definida pela seguinte relacao:

fl@) = (f'(x),.... f"(x)), = €U
onde f1 ..., f*: U — R e sdo chamadas de fun¢oes coordenadas de f. A figura (3.1)
mostra uma representacao geométrica da funcao vetorial f.

n

R
f(U)

Figura 3.1: Representecao geometrica da superficie

Temos que uma aplicacao f : U — R” é diferenciavel no ponto € U, quando existe
uma transformacao linear 7' : R™ — R" tal que
r(z)

flx+h)=f(x)+Th+r(z), com EL%W:O

ou seja

o Ja e+ th) — f(@)

t—0 t

= 0.

Que pode ser interpreado geometricamente como mostra a figura (3.2).
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f(U)

+h)

+h

Figura 3.2: Representecao geometrica do vetor tangente

A transformacao linear 7' : R™ — R™ é tnica. Ela é chamada de derivada da
aplicacao f no ponto z e é denotada por f'(z) ou Df(x).
Observamos que uma funcao f : U — R” ¢é diferencidvel em x se, e somente se, suas

funcoes coordenadas sao diferenciaveis em x, ou seja,

Df(x).h = Df'(x).h,...,Df"(z).h

Uma aplicacao f : U — R" chama-se um difeomorfismo entre U e R" se ela é
diferenciavel e bijetora e sua inversa g = f~!: V = f(U) — U também ¢ diferencidvel.
Dada uma aplicacao f : U — R™, podemos associar a matriz Jf(x) chamada de

matriz jacobiana de f no ponto x, que é definida por

o f! Of! of!

of of of
Jf(z) = Ei;;(x) Ei?;(x) ga;;(x)

afﬁ' afﬁ' afﬁ'

e (x) s () ... o (x)

onde g—f(x) = (Df(x).e;) = (Df'(z).e1,...,Df"(x).e;), que é denominada j-ésima
Ly

derivada parcial de f no ponto .
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3.2 Superficies nos Espacos Euclidianos

Neste secao estudaremos os conceitos basicos e algumas propriedades geométricas locais
de superficies no espaco euclidiano R?. Todos os conceitos estudados para R?® podem ser

estendidos para R".

Definig¢ao 3.2.1. Definimos uma superficie parametrizada, reqular(ou simplesmente uma
superficie), como uma aplicagio X : U C R? — R3, onde U é um aberto de R?, tal que
a) X é diferencidvel de classe C™;

b) Para todo q = (u,v) € U a diferencial de X em q, dX, : R* — R3, ¢ injetora.

O subconjunto X (U) obtido pela imagem da aplicagao X, chamada de trago de X, e
as variaveis u, v sao os parametros de superficie.

Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada, assim fixado g, vg, as curvas

u+— X (u,vp)

v — X (vg,u),

sdo denominadas curvas coordenadas de X em (ug,v9). Os vetores X, (ug,vp) e

X, (ug, v9) s@o os vetores tangentes as curvas coordenadas. Veja na figura (3.3).

0 0 0
Xafuos ) = dX,(er) = (50w, S o), S wnw). ) @)

0 0 9
X, (g, vo) = dX, (e2) = (a—j}“"(u(),vox 52 (0, ), - (o, vo>,> (3:2)
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v

Figura 3.3: Vetores tangentes as curvas coordenadas

Exemplo 3.2.1. Sejam py = (xo, Yo, 20) um ponto de R®, a = (a1, as,a3) e b= (by, by, b3)
vetores linearmente independentes de R®. Considere a aplicacio X : U C R? — R3 que

para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = py + ua + vb, isto é,

X(u,v) = (2o + uay + vby, yo + uay + vby, 2o + uas + vbs).

Entao X ¢é uma superficie parametrizada regqular, pois X € diferencidvel e os vetores
X, =a, X, =b, sdo linearmente independentes. A aplicacao X descreve um plano de R?

que passa pelo ponto py, ortogonal ao vetor a X b.

As curvas coordenadas de X descrevem retas do plano paralelas aos vetores a e b

respectivamente. Veja na figura (3.4).

Proposicao 3.2.1. Considere f : U C R*> — R3 uma funcdo real diferencidvel C*°,
e (u,v) € U um aberto de R?, entao a superficie parametrizada, reqular, que descreve o

grdfico de f é definida pela aplicagio X (u,v) = (u,v, f(u,v)).
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Po

v
<

Figura 3.4:

3.3 Plano Tangente e Vetor Normal

Seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva diferenciavel, cujo trago estd contido na superficie
descrita por X. Dizemos que a é uma curva da superficie. No6s definiremos um vetor

tangente a superficie como sendo o vetor tangente a uma curva da superficie.

Defini¢ao 3.3.1. Considere X (u,v) uma superficie parametrizada regqular, dizemos que
um vetor w € R® € um vetor tangente a X em q = (ug,vo) se w = (o), onde a(t) =

X(u(t),v(t)) é uma curva da superficie, tal que (u(ty),v(to)) = (uo, vo).

Observacao 3.3.1. Os vetores X, (ug, vo) e X, (ug, vg) sdo vetores tangentes a X no ponto

q = (up, Vo), pois como visto anteriormente sao tangentes as curvas coordenadas de X .

Definicao 3.3.2. O plano tangente de X no ponto q = (ug,vo) € definido como o conjunto

de todos os vetores tangentes a X no ponto q, e podemos denotd-lo por T, X.

Observe que os conceitos de vetor tangente e plano tangente sao definidos em um

ponto (ug, vp) do dominio da aplicagdo X e nao no ponto X (ug, vp). Veja na figura (3.5).
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Figura 3.5:

Na proposigao a seguir veremos que o plano tangente 7,X é o conjunto de R* gerado
por Xu(q) e Xu(q).

Proposicao 3.3.1. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e um ponto q =
(ug,v0). Entdo o plano tangente T,X € o conjunto de vetores obtidos como combinagio

linear de X, (ug,vo) e Xy(ug,vo) (Veja na figura (3.6)).

Pela definicao dada de superficie parametrizada regular, X, e X, sao vetores
linearmente independentes. Observamos que em geral X,, e X, nao sao ortogonais, nem

unitarios.
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Figura 3.6: Plano Tangente

Definicao 3.3.3. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada, reqular, e um ponto
q = (uo, o), dizemos que um vetor de R3 é normal a X se é ortogonal ao plano tangente

T,X, isto é, é ortogonal a todos os vetores tangentes a X em q. Veja na figura (3.7).

Considere o plano tangente 7, X, existe uma unica direcao normal a este plano e assim
existem exatamente dois vetores unitarios normais a X em ¢g. Logo podemos fixar o vetor

unitdrio normal a X em ¢, da seguinte forma

X, X X,

N(q) = =22 2v

(9). (3.3)

Se o dominio da superficie X é um aberto U C R? entdo, variando (u,v) € U temos
uma aplicacao diferencial N : U — R3, denominada aplicacdo normal de Gauss, que
definimos por:

X, X X,
N(u,v) = ————(u,v 3.4
(7) |Xuva’(7)7 ( )
e cuja imagem estd contida na esfera unitaria, centrada na origem. Veja na figura

(3.7) e (3.8).
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N
v X
T~ A
/ AN
// U °q \\
—r
\ / Xu
\ /
\\ //

N(u,v)

Figura 3.7: Vetor Normal

Exemplo 3.3.1. Seja X(u,v) = (u,v,v1—u?—v?), (u,v) € U onde U = {(u,v) €
R?% u? +v? < 1}. Consideremos o ponto g = (ug,vy = (0,0). Pela proposi¢ao anterior,
os vetores X,(0,0) = (1,0,0) e X,(0,0) = (0,1,0) formam uma base do plano tangente

T,X. Portanto, todo vetor tangente a X em q € da forma (a,b,0) onde a,b € R e o vetor
¢ N(0,0) = (0,0,1).
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Figura 3.8:

3.4 Primeira Forma Quadratica

Para desenvolver o estudo sobre as teorias das superficies vamos introduzir duas formas
quadraticas. A primeira estd relacionada com o comprimento de curvas em uma superficie,
angulos entre vetores tangentes e com &area de regioes da superficie. A segunda esta
relacionada com a curvatura das curvas da superficie. Vamos ver que estas duas formas
quadraticas determinam localmente a forma de uma superficie a menos de sua posi¢cao no

espago.
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Definicao 3.4.1. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,
denominamos a primeira forma quadrdtica de X em q, a aplicacdo que Yq € U associa

um numero real dado por:

I,:T,X — R

w — I, (w) =< w,w >= |w]*.

Consideremos uma superficie dada por X (u,v) e um ponto ¢ = (ug,vy). Entao pela

proposicao (3.3.1), temos que o vetor w € T, X é da forma

w = aX,(ug, vo) + bX,(uo, vo),

onde a,b € R. Logo podemos escrever

I(w) = a® < Xy, Xy > (ug,v0) + 2ab < Xy, Xy > (ug, vo) + 0> < Xy, X,y > (ug, vo),

onde podemos usar a seguinte notacao

E(Uo,vo) =< Xu,Xu > (UJO)UO)7

F(UO,UO) =< XuaX’U > (UO,UO),

G(UO7U0) =< XU; X’U > (UO, vO)a

assim podemos escrever

I,(w) = a®E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + b*G (ug, vo).

Quando variamos (u,v) temos as fungoes diferenciaveis F(u,v), F'(u,v) e G(u,v) que
sao denominadas coeficientes da primeira forma quadrdtica, e elas satisfazem as seguintes

propriedades:
a) E(u,v) >0 e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois os vetores X, e X, sdo nao nulos;

b) E(u,v)G(u,v) — F?*(u,v) > 0.
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De fato, como

1 Xy X X+ < X, X, >2= | X, 2|1 X%

logo temos que:

EG — F? = | X, *| X, ]’ — < X, X, >*= | X, x X,|* > 0.

Exemplo 3.4.1. Seja X (u,v) = py + vw; + vwy, (u,v) € R?, onde p, € R3 e wy, wy
sao vetores ortonormais de R3, isto é X descreve o plano ortogonal a wy, X wy que por
po. Entio X,(u,v) = wy e X,(u,v) = we. Como wy e wy sao ortonormais obtemos
que os coeficientes da primeira forma quadrdtica sao as fungoes constantes F(u,v) =

1, F(u,v) =0, G(u,v) = 1.

Observamos que uma mudanca de parametro, embora modifique os coeficientes da

primeira forma quadratica, a mantém invariante.

Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) = X (u(t),v(t)),
t € I C R, é uma curva diferenciavel da superficie entao, para tg,t;1 € I, to < t, o

comprimento de ¢y a t; é dado por:

/t:l o/ (t)|dt = /t:l \/mdt.

Onde usamos o fato de que o/ () é um vetor tangente a superficie em ¢(t) = (u(t), v(t)).

Sejam w; e we sao vetores tangentes a X e nao nulos em ¢ = (u,v), entdao o angulo
0 < 0 < 7 formado por w; e wy é dado por:
< wi,Wq >
cosf) = ——————.
|wi[[ws]
Podemos expressar cosf em termos da primeira forma quadratica, observamos que

w1 + we é um vetor tangente a X em q e

< wy + wo, wy +wy >= |wy|* + 2 < wy, wy > +|ws?.

Assim temos:

Iy (wy + wy) — Iy(wy) — Iq(w2)_
24/ 1y (w1) 1y (wa)

cosf =
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Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de X (u,v) é dado por:

< Xy, Xy, >
| X[ X0

(UQ,UQ) = F(UO7UO) .
\/E(U(), U())G(UQ, Uo)

Podemos concluir que as curvas coordenadas de uma superficie X (u, v) se intersectam

cosf =

ortogonalmente, se e sé se, F'(u,v) = 0 para todo (u,v).
Agora usando a primeira forma quadratica vamos definir a nocao de area de regioes

de uma superficie.

Definicao 3.4.2. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3
D c U e uma regigo de R?, tal que X restrita ao interior de D ¢é injetora. A drea de

regiao X (D) que pode ser dada por:

A(X(D))—//Dmdudv.

A figura (3.9) mostra uma interpretagdo geometrica desta defini¢ao

Figura 3.9:
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3.5 Segunda Forma Quadratica

Nesta secao vamos introduzir um estudo sobre a segunda forma quadratica, que esta

relacionada ao estudo das curvaturas de curvas da superficie.

Definicao 3.5.1. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,

Fizando o ponto q = (ug,vo) € U, a sequnda forma quadrdtica de X em q é uma aplicagdo

1, :T,X — R,
que para cada vetor w € T, X associa I1,(w) da sequinte forma: se a(t) = X (u(t),v(t))
¢ uma curva diferencidvel de superficie, tal que ¢ = (u(ty),v(to)) e o/(ty) = w, entdo

definimos:

[Iq(w) =< O/l(to)7 N(“Oa UO) >7
onde N ¢ o vetor normal a X.

Podemos verificar que a segunda forma quadratica nao depende da curva escolhida.
Se

w = aX,(ug, vo) + bX,(ug, vo),

consideremos uma curva «(t) = X (u(t),v(t)) tal que ¢ = (u(to),v(to)) e &/ (to) = w,

isto é,

(u(to), v(to)) = (uo,v0), (u'(to), v (to)) = (a,b).

Como

2/ (8)v' (£) X (u(t), v (1)) +

(v ()" Xoo (u(t), v(t)) + 0" ()0 ()Xo (u(t), v(2),
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logo

II,(w) =< a"(to), N(ug, vo) >=

a? < Xyu, N > (ug,v0) + 2ab < Xyp, N > (ug, vo)+

b2 < anN > (UO7U0)7

onde a ultima expressao nao depende da curva «.

Como feito na primeira forma quadratica podemos usar a notagao
e(uo, vo) =< Xyu, N > (ug, vp),
f(u(]av(]) =< X’LLU; N > (u(]?UO)?

g(ug, vo) =< Xy, N > (uo, ),

assim podemos escrever

II,(w) = a’e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b2g(ug, vo).

Quando variamos (u,v) temos as fungoes diferenciaveis e(u,v), f(u,v) e g(u,v) que

sao denominadas coeficientes da sequnda forma quadrdtica.

Definigao 3.5.2. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R*> — R3
e um ponto q¢ = (ug,vp). A fungdo curvatura normal em q é uma aplicagdio ky, : T, X —

{0} — R que para cada vetor w € T,X nao nulo, associa:
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Observacgao 3.5.1. Seja w € T,X, w # 0, entdo k,(Aw) = k,(w) para todo nimero real

A # 0. De fato, considere w = aX,(ug, vo) + bX,(ug,v9) onde (a,b) # (0,0). denotando

por eq, fo,go 08 coeficientes da sequnda forma quadrdtica em (ug,vy), temos

I, (0w)  NaPeg +2Xabfy + NbPg0
LOw) A2 <w,w > B

kn(Aw)

a’ey + 2abfy + b2go I (w)

< w,w > L (w) = ka(w).

Portanto, podemos pensar na curvatura normal em ¢ segundo uma direcao tangente

a superficie.

Vejamos a interpretacao geométrica da curvatura normal e da segunda forma quadratica.

Seja w um vetor unitario de 7, X e a(s) = X (u(s),v(s)) uma curva regular da superficie,

parametrizada pelo comprimento de arco, tal que ¢ = (u(sp),v(so)) e &'(so) = w. Supon-

hamos que a curvatura de a em g, k(sg) # 0. Entao,

II,(W) =< a"(s0), N(u(sg),v(sg)) >=

k(so) < n(so), N(u(so),v(sg)) >= k(so)cost
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Portanto:

kn(w) = k(sg) cost

onde n(sg) é o vetor normal a & em sq e 6 é o angulo formado pelos vetores n(sg) e
N(u(so),v(sg)). Veja na figura (3.10).

Figura 3.10: Angulo entre vetores
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3.6 Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss e Cur-

vatura Média

Na secao anterior, apresentamos a funcao curvatura normal. Veremos que esta funcao
admite um méximo e um minimo. Os valores maximo e minimo da funcao curvatura
normal em um ponto ¢ serao chamados de curvaturas principais e a partir delas definiremos

as curvatura de Gauss e a curvatura média.

Proposicao 3.6.1. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3
e k, a funcdo curvatura normal de X em q = (ug,vg). Entdo, existem vetores unitdrios
e ortogonais wy, wy € T, X tais que, ky = ky(wy) e ky = k,(w2) sdo os valores mdzimo e

minimo da fungao de curvatura normal.

Usando a notagao da proposi¢ao anterior temos que os vetores w; e wsy sao chamados
de vetores principais de X em ¢ e as curvaturas k; e ky sao denominadas as curvaturas
principais de X em ¢. As diregdes do plano tangente 7, X determinadas pelos vetores

principais sao chamadas de diregoes principais.

O produto das curvaturas principais

k(q) = kiko,
¢ chamada de curvatura gaussiana de X em ¢ e a semi-soma de k; e ks
kit ke
= TR

é chamada de curvatura média de X em q. Segue-se destas defini¢oes que as curvaturas

H(q)

principais de X em ¢ sao solugoes da equacao:

2® — 2H(q)z + k(q) = 0.

Observacao 3.6.1. notamos que uma mudanc¢a de parametro pode mudar o sinal da

curvatura média entretanto a curvatura gaussiana permanece inalterada.



3.6. Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss e Curvatura Média 59

Proposicao 3.6.2. (Férmula de Euler)
Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3, considere um
ponto q = (ug, vo) pertencente ao dominio de X e ky e ky as curvaturas principais de X

em q e wy e wy 0s vetores principais em q. Para todo w € T, X tal que |w| =1, se

w = cos Bwy + Owo,

entao

En(w) = ki cos? 0 + ky sin? Gw,.
A proposicao seguinte nos permite obter k(q) e H(q) a partir dos coeficientes da

primeira e segunda formas quadraticas.

Proposigao 3.6.3. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3.

Se q = (ug,vo), entdo

eogo — J3
k: pr— —_— .
(@) EoGo — F2

_ leoGo —2foFo + Eogo
2 EoGo— E2

A proposigao permite calcular k(u,v) e H(u,v) de uma superficie parametrizada reg-

H(q)

ular X (u,v), a partir dos coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas. E resol-

vendo a equacao

2% — 2H (u,v) X + k(u,v) =0

obtemos as curvaturas principais k; e ko da superficie. A seguir veremos como obter

os vetores principais a partir de k; e ko.

Proposicao 3.6.4. Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular, ¢ = (ug,vo).
Um vetor ndao nulo w = agX,(q) +boX,(q) € uma diregcao principal de curvatura principal

ko, se e so se, ag, by satisfazem o sistema de equagoes:

(60 — k‘()EQ)CLo + (f[) - kf[)Fo)b() =0

(fo — koFo)ao + (g0 — koGo)bo = 0
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Exemplo 3.6.1. Consideremos o paraboldide descrito por

X(u,v) = (u,v,v* —u?), (u,v) € R%.

Calculando os coeficientes da primeira e sequnda forma quadrdtica em q = (0,0),

obtemos

E(0,0) =1, F(0,0) =0, G(0,0) =1,

e(0,0) = —2, £(0,0) =0, g(0,0) = 2.

Seque da proposi¢io (3.6.3) que K(0,0) = —4 e H(0,0) = 0. Portanto as curvaturas
principais em q = (0,0), que sdo as solu¢oes da equagdo 12 —4 =0, sdo ky = —2 e ky = 2.

As direcoes principais sao as solugoes do sistema:

(60 — klE(])CLO + (f[) - leO)bO =0

(fo — k2Fb)ag + (go — k2Go)by = 0,



3.6. Curvaturas Principais; Curvatura de Gauss e Curvatura Média

quando substituimos ko respectivamente por ki e ko, obtemos o vetor principal

w; = X,(0,0) = (1,0,0) para ky = —2

we = X,(0,0) = (0,1,0) para ke = 2.

Veja na figura (3.11)[18].

Figura 3.11:
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3.7 Classificacao dos Pontos de uma Superficie

Nesta secao veremos que o sinal da curvatura Gaussiana em um ponto ¢ nos permite
estudar o comportamento da superficie em pontos préximos de . Inicialmente vamos

considerar a seguinte classificagao.

Defini¢ao 3.7.1. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Dizemos que q =
(u,v) € um ponto:

a) elitico se k(q) > 0;

b) hiperbdlico se k(q) < 0;

¢) parabdlico se k(q) =0 e H(q) # 0;

d) planar se k(q) =0 e H(q) = 0.

Exemplo 3.7.1. a) Todos os pontos de uma esfera sao eliticos.
b) A origem de um paraboléide hiperbélico € um ponto hoiperbdlico.
c¢) Todo ponto de um cilindro é parabdlico.

d) Todo ponto de um plano é um ponto planar.

Observacao 3.7.1. a)Em um ponto elitico as curvaturas principais tém sinais iguais,
portanto as curvas da superficie neste ponto estao para um mesmo semi-plano determinado

pelo plano tangente T, X.

b)Em um ponto hiperbdlico, como as curvaturas principais tém sinais distintos, ex-
istem curvas na superficie cujas concavidades estao voltadas para os dois semi-planos

determinados pelo plano tangente T,X . Exibimos este resultado na proposicao a sequir.

Proposigao 3.7.1. Considere X (u,v), (u,v) € U C R? uma superficie parametrizada
regular e g = (ug, vo).
a)Se q € um ponto elitico, entdo existe uma vizinhan¢a W de q, com W C R, tal

que X (W) estd contido e um dos semi-espagos fechados determinados pelo plano tangente

T,X.
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b)Se q é um ponto hiperbolico, entao em toda vizinhangca W de q, W C U existem ¢
e g tais que X(q1), X(q2), pertencem a semi-espagos distintos determinados pelo plano

tangente T, X .

Observacgao 3.7.2. Se q é um ponto parabdlico ou planar de uma superficie X (u,v) entdo,
para (u,v) prézimo de q, a posigio do ponto X(u,v), relativamente ao plano tangente

T,X, nao é determinada.

Agora vamos considerar os pontos da superficie em que as curvaturas principais coin-

cidem.

Definigao 3.7.2. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,
Definimos que um ponto q € U é dito ponto umbilico da superficie X, se as curvaturas
principais de X em q coincidem.

Em um ponto umbilico q de uma superficie X, a curvatura normal de qualquer vetor
nao nulo é constante igual a ki = ko. Portanto todo vetor unitdrio do plano tangente T, X

¢ um vetor principal.

Observacgao 3.7.3. Para toda superficie parametrizada reqular X (u,v), seque-se da defini¢ao

de curvatura Gaussiana e curvatura média que H?(u,v) — K(u,v) > 0, jd que

_ 2
(k1 — ko)” > 0.

H?*(u,v) — K(u,v) = 1 >

Portanto um ponto q = (u,v) € umbilico, se e sé se, H*(u,v) — K(u,v) = 0.

Exemplo 3.7.2. a) Temos que todo ponto planar de uma superficie é um ponto umbilico.

b)Seja um paraboldide elitico definido por

X(u,v) = (u,v,u® +v?), (u,v) € R

Entao q = (0,0) € um ponto umbilico.
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Proposicao 3.7.2. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3.

Um ponto q € U é umbilico, se e so se, existe um niumero real A tal que

eo = AEy, fo= Ay, g0 = AGy

onde Ey, Iy, Go, eq, fo, go sao os coeficientes de primeira e sequnda forma quadrdtica

em q. E neste caso, \ € igual as curvaturas principais de X em q.

Proposicao 3.7.3. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regqular
onde U é um subconjunto aberto e conexo de R?. Se para todo ponto g € U, ¢ é um ponto
umbilico de X, entdo a curvatura Gaussiana K € constante em U e K > 0. Além disso,

1
se K — 0, entdo X(U) estd contido em uma esfera de raio —.

VK

Observagao 3.7.4. A condi¢ao do conjunto U ser conexo pode ser sempre satisfeita

restringindo-se convenientemente o dominio de X.

3.8 Linhas de Curvatura, Linhas Assintoticas e Geodésicas

Considere uma superficie parametrizada regular X : U C R? — R3, (u,v) € U, onde u
e v sao fungoes diferencidveis com parametro t, t € R, logo a curva diferenciavel «(t) =
X(u(t),v(t)) é uma curva da superficie X. Se a curva « é regular dizemos que « é
uma curva regular da superficie. Entre as diversas curvas regulares da superficie, vamos
apresentar trés tipos de curvas que merecem um estudo especial. Sao as chamadas linhas

de curvatura, linhas assintoticas e as geodésicas.

Definicao 3.8.1. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,
e também uma curva regular a(t) = X(u(t),v(t)), onde t € I C R dizemos que o é
uma linha de curvatura da superficie X, se para todo t € I o vetor o/(t) é uma dire¢ao

principal de X em (u(t),v(t)).
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Exemplo 3.8.1. a) Toda curva regular de um plano é uma linha de curvatura.

b)Toda curva reqular de uma esfera € uma linha de curvatura.

Na proposicao a seguir vamos obter equacoes que nos permitirao determinar as linhas

de curvatura de uma superficie.

Proposicao 3.8.1. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3
e a(t) = X(u(t),v(t), t € I C R uma curva reqular desta superficie. Entdo a € uma

linha de curvatura de X, se e so se, u(t) e v(t) satisfazem

(U/)2 —u' (u/)Q
E F G | =0,
€ oy
onde E, F.G,e, f,g sao os coeficientes de primeira e sequnda forma quadrdtica de X

em (u(t),v(t)).

Agora veremos na proposicao a seguir que por cada ponto umbilico, de uma superficie

parametrizada regular, passam duas linhas de curvatura.

Proposigao 3.8.2. Seja X (u,v), (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada regu-
lar. Se (ug,v9) € U é um ponto nao umbilico de X, entao existe uma vizinhanca V de
(ug,v0), V' C U, de pontos umbilicos, tal que para todo q € V existem duas linhas de

curvatura

satisfazendo

Observacao 3.8.1. Se (ug,vg) € um ponto umbilico de uma superficie X (u,v), entdo
nada podemos afirmar sobre existéncia de curvaturas passando por (ug,vo). Por exemplo,
no paraboldide elitico X (u,v) = (u,v,u?+v?) o ponto (0,0) é umbilico e existem infinitas

linhas de curvatura X (u(t),v(t)), tal que (u(0),v(0)) = (0,0).
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A seguir vamos introduzir o conceito de linhas assintoticas.

Definigao 3.8.2. Sejam X (u,v), (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada reqular
e ¢ um ponto de U. Uma direcao tangente a X em q, onde a curvatura normal se anula,

¢ chamada direcao assintotica de X em q.

A seguir veremos como determinar a quantidade de direcoes assintéticas em g em

termos da curvatura Gaussiana em q.

Proposicao 3.8.3. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,
e um ponto q de U:

a) Se q € um ponto elitico, entdo ndo existem dire¢oes assintoticas em q.

b) Se q é um ponto hiperbdlico, entao existem exatamente duas dire¢oes assintdticas
em q.

c) Se q é um ponto parabdlico, entao erxiste uma unica diregoes assintdticas em q, que
¢ também a principal.

d) Se q € um ponto planar, entio a dire¢do € assintdticas em q.

Definigao 3.8.3. Considere uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3,
Uma curva reqular a(t) = X(u(t),v(t)), t € I C R, é uma linha assintdtica de X, se

para todo t € I, o/(t) € uma direcao assintética de X em (u(t),v(t)).

Exemplo 3.8.2. a) Do item (d) da proposicao temos que toda curva regular de um plano

€ uma linha assintotica.

b) Se (u,v) € uma superficie reqular e a(t) = X (u(t),v(t)) é uma reta, entao o é uma

linha assintotica de X .

A seguir vamos obter as equacoes diferenciais que permitem determinar as linhas

assintooticas de uma superficie.

Proposicao 3.8.4. Considere uma curva regular o(t(= X (u(t),v(t)), t € I C R de uma
superficie X (u,v). Entao, a € uma linha assintética de X, se e sd se, as fungoes u(t), v(t)

satisfazem a equacgao:
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e(u)? + 2fu'v + g(v')* =0, (3.5)

onde e, f,g sao os coeficientes da sequnda forma quadrdtica de X em (u(t),v(t)).

Vemos na proposicao a seguir a existéncia de linhas assintéticas em uma vizinhanca

de um ponto hiperbdlico.

Proposigao 3.8.5. Seja X (u,v), (u,v) € U C R? uma superficie parametrizada regu-
lar. Se (ug,v9) € U é um ponto9 hiperbélico de X, entao existe uma vizinhanga V de
(ug,v0), V C U, de pontos hiperbélicos tal que, pata todo q € V, existem duas linhas
assintdticas, a(t) = X (u(t),v(t)), que satisfaz ¢ = (u(0),v(0)).

Exemplo 3.8.3. Consideremos o helicdide descrito por

X (u,v) = (ucos(v),usin(v),v), (u,v) € R

Assim obtemos suas linhas assintoticas. Os coeficientes da seqgunda forma quadrdtica

sao dados por

e=0, f(u,v)=—

Neste caso a equacao

e(u)? + 2fu'v + g(v')* =0,

se reduz a

]' /!
—uv
V1+u?

Portanto, temos as equacgoes u' = 0, v/ = 0. Concluimos que as curvas coordenadas

sao as linhas assintdticas.

Vamos agora introduzir a nocao de curvas geodésica de uma superficie. As geodésicas

sao as curvas mais importantes das superficies.
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Definicao 3.8.4. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Uma curva reqular
a(t) = X(u(t),v(t)) € uma geodésica da superficie X se, para todo t € I, "(t) € um

vetor normal a X em u(t), v(t).

Exemplo 3.8.4. a) Toda reta contida em uma superficie é uma geodésica da superficie.

b)Consideremos uma esfera de raio r > 0. Temos que o circulo mdximo, parametrizado
pelo comprimento de arco, é uma geodésica da esfera e reciprocamente, toda geodésica
da esfera tem o tragco contido em um circulo mdzimo. De fato, todo circulo mdrimo,
parametrizado pelo comprimento de arco, tem o vetor o apontado para o centro da esfera,

portanto normal a esfera.

Agora vamos obter as equagoes diferenciais que permitem obter as geodésicas de uma
superficie.

Considere uma superficie parametrizada regular X (u,v), (u,v) € U C R%. Como
para cada ponto (u,v) € U os vetores X, X,, N sdo linearmente independentes, temos
que Xy, Xuvs Xow, Xy € X, podem ser expressos como combinagao linear de X, X,, N.

Ou seja;

Xyw =TH X, +T3 X, +a N,

Xuw =L X, + T4 X, + aN,

Xy = T8, X, +T2,X, + anN, (3.6)
Ny = b1 Xy + 012X,

Ny = by X, + b X,

Onde os coeficientes Ffj, a;j, bj; devem ser determinados. Nas duas tltimas igualdades
usamos o fato de que N, e N, sao vetores tangentes a superficie. Os coeficientes Ffj sao
chamados simbolos de Christoffel da superficie X. Considerando o produto interno das

trés primeiras relagoes anteriores (3.6) com N, obtemos

aipr = e, a2 = f, an =g. (3-7)



3.8. Linhas de Curvatura, Linhas Assintoticas e Geodésicas 69

Para determinar os outros coeficientes, consideremos o produto interno de cada relagao

em ( 3.6 ) com X, e X, obtendo:

1
PLE +THE =< X, X, >= 5B,

1
M F 412G =< Xy, Xy >= F, — 5 Ev,

1
ML,E+T3,F =< Xy, Xy >= iEU’

1

1
PB4+ THF =< Xop, X, >= F, — 3G,

[, F +T2,G =< Xy, X, >= %Gu, (3.8)
b E + b3, F =< Ny, X, >= —e,
by F +02,G =< N,, X, >= —f,
b1 B + b5, F =< N, X, >= —f,

bglF + b§2G =< Nv,XU >= —g,

onde usamos (3.5) e (3.7) nas quatro relagoes.
Resolvendo as quatro primeiras relagoes de (3.8) para I'l; e '3, as duas seguintes para

I'l, e T'?, a assim sucessivamente obtemos:

GLE, —2FF,+ FFE,

rt = 3.9
> _ 2EF, — EE, + FE,
e (BEG-F?2)
GE, — FG,
F%z =

2(EG — F?)’
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2 _ EG,— FFE,
2 2(EG — F2)’
rlo_ 2GF, - GG, — FG,
2 2EG-F?)
2 _ EG,—-2FF, + FG,
2 2(EG-F?) 7
 fF—gG
b1 = FG_ 2 (3.10)
T el —eG
12 — EG — F27
p o 916
21 — EG _ F27
b — JF —gE
27 EG-F*

Proposicao 3.8.6. Seja a(t) = X(u(t),v(t)), t € I C R, uma curva regular de uma
superficie X (u,v) Entao, a € uma geodésica de X se e so se, as fungdes u(t),v(t) satis-

fazendo ao sistema de equacgoes
u'+ ()T + 2u'v'Ty, + ()T, =0,

v+ (u)T3, + 2u'v'TE, + (V) T3, = 0, (3.11)

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel da superficie X .

3.9 Teorema Egregium de Gauss, Equacoes de Gauss
e Codazzi-Mainardi , Teorema Fundamental das

Superficies

Nesta secao veremos alguns dos teoremas mais importantes da teoria das superficies, tais

como o teorema de Egregium de Gauss, que afirma que a curvatura Gaussiana, depende
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somente da primeira forma quadratica. Também veremos a importancia da primeira e
segunda forma quadraticas para o estudo local da teoria de superficies com o teorema
fundamental das superficies.

Seja X (u,v) uma superficie e N uma aplicacgdo normal de Gauss, entdo como vimos
anteriormente X, X .., Xy 880 combinagoes lineares de X, X, e N. Além disso, como
N,, N, sao tangentes a superficie, também sao combinacoes lineares de X, e X,. Os

coeficientes desta combinacao nao sao independentes, pois devem satisfazer as relagoes:

(Xov)u = (Xuw)o, (3.12)

Substituindo (3.6) em (3.12), teremos que cada equagao de ( 3.12) se reduz a anular
uma combinacao linear de X, e X, e N, que sao vetores linearmente independentede R3.
Portanto, anulando os coeficientes destas combinagoes lineares obtemos nove relacoes, das

quais destacamos as seguintes:

—EK = (Pé)u - (Fi)v + F%2F%1 - FLF% + (1?2)2 - F%1P§2 (3-13)

onde K é a curvatura gaussiana e

€y — fu= eFiz + f(F%2 - P%l) - grfl, (3~14)

fo—9u= 61—%2 + f(FgQ - F%2) - QF%T (3-15)

A equacao (3.13) é chamada de equagdo de Gauss e as equagoes (3.14) e (3.15) sao
chamadas de equacoes de Codazzi-Mainardi. Estas duas equagoes sao chamadas também
de equagoes de compatibilidade.

Como os simbolos de Christoffel s6 dependem da primeira forma quadratica, podemos

obter da equacao de Gauss (3.13) o seguinte resultado.
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Teorema 3.9.1. Teorema Egregium de Gauss

A curvatura Gaussiana so depende da primeira forma quadrdtica.

Uma consequéncia deste teorema é que uma superficie isométrica tém a mesma cur-
vatura Gaussiana em pontos correspondentes. E podemos observar que em geral a

reciproca desta afirmagao nao é verdadeira.

A importancia das equacoes de Gauss e Codazzi-Mainardi se deve ao fato de que os
coeficientes da primeira e segunda forma quadratica, satisfazem tais equacoes, ou seja
determinam uma superficie a menos de sua posicao no espaco. Este é o resultado apre-

sentado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.9.2. Teorema Fundamental das Superficies
Sejam E, F,G,e, f,g funcoes reais diferencidveis definidas em um aberto conexo U C
R2, tais que E > 0,G > 0, EG — F? > 0. Se as funcoes satisfazem as equacoes de Gauss

e Codazzi-Mainardi, entdo:

a) Existe uma superficie parametrizada reqular X : U C R* — R3 tal que E, F, G, e, f, g

sao os seus coeficientes da primeira e sequnda forma quadrdtica de X .

b) Se X e X sdio duas superficies satisfazendo (a), entdo existe um movimento rigido

F de R? tal que X = Fo X.

3.10 Forma Local das Imersoes

Definicao 3.10.1. Seja U C R™, uma aplicagao diferencidavel f : U — R™ chama-se
uma imersao de U no espaco R™ se a transformacao linear Df, : R™ — R™ € injetiva.
Isto, naturalmente, so pode ocorrer se m < n.

Quando m = n, toda imersao de classe C* de U no espago R™ é um difeomorfismo

local.

Exemplo 3.10.1. O ezemplo tipico € a inclusio: i : R™ — R™™"  dada por i(z) =

(x,0), € linear e Di, =1 é injetiva.
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Teorema 3.10.1. Teorema da Aplicagao Inversa
Sejam U C R™ um aberto e f : U — R, uma aplicacdo de classe C*, k > 1. Suponha
que no ponto p € U a transformacao linear f'(p) : R™ — R™ é um isomorfismo. Entao a

aplicacio f € um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhanca V de p em uma vizinhanca

W de f(p). Veja na figura (3.12 ).

f fxp)
- R
T,(x)=X+X Ta(x)=y-fxp)
f
_ >
T v —+ w
~ ~
l/ \\ [ \\
/ {
\\ 1 \\ 1 //
Figura 3.12:

Teorema 3.10.2. (Forma Local das Imersoes) Sejam U C R" um aberto e
f: U — R"”, uma aplicacdo de classe C*, k > 1. Suponha que no ponto p € U com a
transformacao linear f'(p) : R™ — R™ € injetora. Entdo f se comporta localmente como

uma inclusado. Com isto queremos dizer que existem abertos V,W,Z com

flp) ez, 7ZcCR",

peV, VcUcCR™,

0eW, WcR"
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E um difeomorfismo de classe C*, h : Z — V x W, tal que h o f(x) = (x,0), para
cada x € V

A figura(3.13)[17], mostra uma interpretagio geométrica para o caso em que m = n =

Z
F
A
o
E = o'(X,)oR"
h
g W
u
¢ ° 3 i = hoot s
%o ) 0
ln
< ; >
V 0
Figura 3.13:

Defini¢ao 3.10.2. (Parametrizagao)

Uma parametrizacio de classe C* de um cunjunto V. .C R™ é um homeomorfismo ¢ :
Vo — V que também é uma imersio de classe C*, definida no aberto Vo C R™ (m < n).

Nesse caso p é uma parametrizagao m-dimensional.

Exemplo 3.10.2. Seja V C R? o paraboldide {V = (z,y,2) € R® : 2 = 2* + 3}

Considere ¢ : R2 — V' dado por:

o(z,y) = (z,y, 2> + v°).

Neste caso Vo = R? e ¢ é uma parametrizagao 2-dimensional.

@ (U, 0) = (u,v, 22U + 2yv),
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¢ injetiva. Portanto ¢ € uma imersao de classe C*. Veja na figura (3.14)[17].

Figura 3.14:
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Definicao 3.10.3. Uma funcao f : U C R™ — R"™ é chamada submersao se para
todo x € U tivermos f diferencidvel em x e a transformacao linear Df, : R™ — R" ¢

sobrejetora (n < m)

Exemplo 3.10.3. Considere a aplicagao p : R™ x R" — R™ dedinida por:

pla,y) = (x).

Logo temos que p'(x,y) = p e p € sobrejetiva.

Exemplo 3.10.4. Considere a fungao p: R™ x R" — R™ definida por:

p(z,y) =z,

onde D, = p. € sobrejetiva.

Teorema 3.10.3. Forma Local das Submersoes

Sejam U C R™*" ¢ f: U — R™ de classe C* (k > 1). Suponhamos que 325 € U tal
que Df., é sobrejetora. Dada uma decomposi¢ao R™" = E @ F(E cartesiano com F)
com zy = (xo,Yo0) tal que Oaf,, :— R™ € isomorfismo. Entao existe um difeomorfismo
h:V xW — Z de classe C* tal que f o h(x,y) = y para todo (z,y) € V x W, onde

xg € V aberto em E, f(z9) € W aberto em R™ e zy € Z aberto em R™".

Definicao 3.10.4. Seja U C R", dizemos que uma aplicacdo f : U — R™ € um merqgulho
se:

i) [ € uma imersao.

ii) f € um homeomorfismo de V sobre o subespaco f(V) C R".



Capitulo 4

Formas Locais de imersoes e

mergulho em Variedades

Neste capitulo faremos um estudo sobre as Variedades Diferencidveis, em particular as

variedades riemannianas e variedades afins. Inicialmente vamos definir e estudar al-
guns conceitos basicos que se farao necessarios no desenvolvimento do capitulo seguinte.
Estudaremos conceitos como métrica (em particular a riemanniana), componentes con-
travariantes e covariantes em vetores, geodésicas, tensores, curvatura no espago curvo e

paralelismo.

4.1 Introducao

De forma geral, uma variedade diferencidavel é como uma superficie, s6 que nao precisa

estar contido em um espaco euclidiano.



4.2. Variedades Diferenciaveis 78

Definicao 4.1.1. Espaco Topolégico
Seja M um conjunto nao vazio. Uma colecao €2 de subconjuntos de M ¢é chamada

topologia sobre M se:
i)d, M € Q,
ii)Se Gh,...,G, € Q2 (n>1), entio Gy N ..., € Q.

iii)Se (G;) € uma familia qualquer de conjuntos de Q, entio UG; € S).

Nestas condigbes diremos que o par (M,€2) é um espago topolégico; os membros da

classe €2 sao chamados conjuntos abertos do espago e cada elemento de M ¢ designado
~ ~ , : " L

por um ponto. Quando nao houver confusao possivel diremos apenas ”espaco topologico

M?”. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Dado M # (), a cole¢io Q2 = p(M) (conjunto das partes de M )verificamos
facilmente que se trata de uma topologia sobre M. FEssa topologia é chamada topologia

discreta sobre M.

Exemplo 4.1.2. Para todo M # 0, a colegio Q = {0, M} é uma topologia a que

chamaremos topologia cadtica sobre M.

4.2 Variedades Diferenciaveis

Definigao 4.2.1. (Variedade) Uma variedade de dimensio m e classe C* é um conjunto
M C R™ que pode ser coberto por uma colecao de abertos U C R"™ tais que V= M NU
admite uma parametrizacio ¢ : Vo — V de classe C* definida em um aberto Vi de R™.
Além disso se p : Wy — W com VNW £ 0 entao p top : o H{VNW) — = H(VNW)

é um difeomorfismo de classe C*. Como mostrado na figura (4.1).

Definicao 4.2.2. Seja M um espaco topoldlico. Um sistema de coordenadas locais ou
carta local em M € um homeomorfismo x : U — z(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre um aberto x(U) C R™.
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v, 0
Wo

Figura 4.1:

Exemplo 4.2.1. Seja f : R™ — R™ uma aplicagio de classe C* entao M = {(z, f(z))} :
r € R™ € uma variedade de dimensdo m e classe C*. De fato: Basta considerar a carta

Y R™ — M dada por ¥(x) = (z, f(z)).

Exemplo 4.2.2. Considere a circunferéncia unitdria definida por S* = {(x,y) € R? :

22 +y? = 1} € uma variedade de dimensdo 1. Como mostrado na figura (4.2).

= (
]/

Figura 4.2:

De fato, considere ¢ : R — S dada por ¢(t) = (cos(t),sin(t)) e para obter as cartas

locais fazemos restrigoes no dominio de

Exemplo 4.2.3. Sejam as variedades, My, uma variedade de dimensdo my e My uma

variedade de dimensdo mo. Entao M, X My € uma variedade de dimensao mq + mao.
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De fato, se ¢ : Vo — V ey : Uy — U sao cartas locais para My e My respectiva-
mente, entao Vo C R™ e Uy C R™. Assim a aplicagao ¢ X ¢ : Vo x Uy — V x U dada
por o x Y(x,y) = (¢(x),¥(y)) € uma carta local para My x My e como Vi x Uy € aberto

de R™*™2 ymplica que My x My é uma variedade (my + ms)-dimensional.

Definicao 4.2.3. Seja o espago topologico M dizemos que € um espaco Ty ou espaco de
Housdorff se o sequinte axioma, chamado Ty, se verifica [17]:
"Dado quaisquer x,y € E, = # y entao existem abertos disjuntos G, e G, de maneira

que © € G, ey € G,. Como mostrado na figura (4.3).”

E
Gy
/“‘7// N
/// \
o / \\
Gx // S \\ \
~
/ \\ ) |
// N / |
/ /
/ | / /
- Foy J
/ - X S °y /
/ / / i
[ —~ / I //
K /// N7 K\_/\ -

Figura 4.3: Espaco Topologico T,

Definicao 4.2.4. Um atlas de dimensao m sobre um espaco topolégico M € uma colegcao
U de sistemas de coordenadas locais x : U — R"™ em M, cujo dominio U cobrem M. Os
dominios U dos sistemas de coordenadas x € U sao chamados as vizinhancas coordenadas

de U.

Por exemplo, os sistemas de coordenadas que sao os inversos das parametrizacoes em
uma superficie M™ C R™ formam um atlas de dimensao m sobre M.

Um espaco topolégico M no qual existe um atlas de dimensao M chama-se uma
variedade topoldlica de dimensao m. Em outras palavras, M é uma variedade topolégica
de dimensao m se, e s6 se, cada ponto de M tem uma vizinhan¢a homeomorfa a um aberto

do R™.
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Exemplo 4.2.4. Toda superficie M™ C R™ € uma variedade topolégica de dimensao m.

Definicao 4.2.5. Mudancga de Coordenadas

Dado um sistema de coordenadas locais x : U — R™ ey : V — R™ no espaco
topolégico M, tais que UNV # ¢, cada ponto p € UNV tem coordenadas x' = z*(p) no
sistema x e coordenadas y' = y*(p) relativamente ao sistema y.

A correspondéncia

(' (p),. ... 2™ (p)) — (W' (p),. .., y™(p))

estabelece um homeomorfismo

pry=yor 1 (UNV) — y(UNV)

que é chamado mudanga de coordenadas. Veja na figura (4.4)[17].

se z : W — R™ é outro sistema de coordenadas locais tal que UNV NW # ¢ entao

Puz = Pyz 0 Py x(UNVNAW) — 2(UNVNW).
Tem-se

Prz = idy (U>

Py = (‘Pym)_l-

Defini¢ao 4.2.6. (Variedades Diferencidveis)

Um atlas U sobre um espago topolégico M diz-se diferencidvel, de classe C*, (k> 1),
se todas as mudangas de coordenadas ¢.,, x,y € U sdo aplicagées de classe C*. Notagao
U e Ck. Como pyy = (pye)"", seque-se que 0s ., sao, de fato, difeomorfismos de classe

C*. Em particular, se escrevemos
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YoX

Figura 4.4: Variedade Diferenciavel

Py - (‘le..,xm) - (yla"'vym>7

yj) ¢ nao nulo em todo ponto de x(UNV).
@

Seja U um atlas de dimensido m a classe C* num espaco topologico M. Um sistema

entao o determinante jocobiano det (8

de coordenadas z : W — R" em M diz-se admissivel relativamente ao atlas U se, para
todo sistema de coordenadas locais x : U — R™, pertencente a U, com UNW # ¢, as
mudancas de coordenadas ¢, € @., sio de classe C*. Em outras palavras, se U U {z} €

ainda um atlas de classe C* em M.

Exemplo 4.2.5. Seja U o atlas de classe C*> em R que consiste de uma unica carta local
r=1id: R — R. Sejaz:R — R o sistema de coordenadas dado por z(t) = t*. Entao z
ndo é admisstvel em relagdo a U pois, embora ¢, (t) = t* seja de classe C*°, ., (t) = t3

nao € diferencidvel em t = 0.
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Um atlas U, de dimensao m e classe C*, sobre M, diz-se maximo quando contém
todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a Y. Todo atlas
de classe C* em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar um atlas maximo de

classe C*: basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 4.2.7. Uma variedade diferencidvel, de dimensdo m e classe C* é um par
ordenado (M,U) onde M ¢é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel e U
¢ um atlas de dimensdo m e classe C* sobre M.

A exigéncia de que o atlas seja mdximo nao € essencial mas € coveniente. Em alguns
contextos admitem-se variedades nao Hausdorff ou sem base enumerdvel. Na realidade,
porém, os teoremas mais importantes exigem estas hipoteses. Em outras palavras para
provar que (M,U) é uma variedade diferencidvel de dimensio m e classe C* devemos

verificar que:
i)M € um espago topolégico de Hausdorff com base enumerdvel.

WU é uma cole¢ao de homeomorfismos x : U — R™, de conjuntos abertos U C M

sobre abertos x(U) C R™.
i1i)Os dominios U dos homeomorfismos x € U cobrem M.

iv) Dados x : U — R™ ey : V. — R™ pertencentes a U com UNV # ¢, entdo

Ory : 2(UNV) — y(UNV) € um homeomorfismo de classe C*.

v) Dado um homeomorfismo z : W — R™ de um aberto W C M sobre um aberto

(W) C R™, tal que ., € p,. sdo de classe C* para cada x € U, entao z € U. Para todo

r < k, uma variedade de classe C* pode ser olhado como variedade de classe C", pois

qualquer atlas de classe C* estd contido num tinico atlas mdzimo de classe C".

Exemplo 4.2.6. Ezemplos de variedades.
1)Superficie no R™.

Toda superficie de dimensio m e classe C*, M™ C R", é uma variedade diferencidvel
de dimensdo m e classe C*, com o atlas U formado pelos sistemas de coordenadas

z: U — R™, inversos das parametrizacoes ¢ : Uy C R™ — U C M, de classe C*.

2)Espagos Projetivos.
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Encaremos o espaco projetivo P" como o conjunto de todas as retas H C R" que

passam pela origem.
3)Variedade de Grassmann.

As variedades de Grassmann G,.(R™") é o conjunto de todos os subespago vetoriais

de dimensao r do espago euclidiano R"*".

Em particular, P"* = G{(R"™1).

4)Variedades Riemanianas

Faremos, na seqiiéncia, um estudo sobre a Variedade Riemaniana. Inicialmente definire-
mos métrica riemaniana para isto vamos definir alguns conceitos que serao importantes

no desenvolvimento da teoria.

Definigao 4.2.8. (Métrica)

Dado um conjunto M # () e considere a aplicagdo:

d:MxM—R,

(z,y) — d(x,y).

Dizemos que d € uma métrica sobre M se as sequintes condig¢oes se verificam para
quaisquer x,y,z € M:
1)d(z,y) =0 <z =0.

2) d(z,y) = d(y,x) (comutativa)

3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdade Triangular)

A imagem d(z,y) recebe o nome de distancia de x e y.

Uma métrica riemaniana numa variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que
associa a cada ponto p € M um produto interno no espaco tangente 7T, M.

Seja g uma métrica riemaniana em M. Indicamos com g,(u.v) ou g(p;u,v) o produto
interno dos vetores u,v € T,M. Quando nao hé perigo de confusao usamos a notacao
< u,v >, ou simplismente < u,v >. Dizemos que ¢ ¢ a distancia dos vetores u e v, onde
u,v € 1T,M.
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A norma do vetor tangente u € T,M ¢é definida por:

H u ”:H U Hp: vV < u,u >,

Definicao 4.2.9. (Variedade Diferencidvel Riemanniana)
Uma variedade diferencidvel onde estd definida uma métrica riemaniana chama-se
uma variedade riemaniana. Em termos mais precisos, trata-se de um par (M, g) onde g

é uma métrica riemaniana na variedade M .

Definicao 4.2.10. Seja M uma variedade de dimensio m e classe C*. Dadop € M, o
espago vetorial tangente a M, no ponto p, € o subespago vetorial T,M C R™ que pode ser

definido de duas formas:

a) Tomamos uma parametrizacao ¢ : Vo — V de classe CF de uma vizinhanca
V. C M, peV. Assim existe um unico a € Vy tal que p(a) = p (observe que ¢ : Vo C
R™ — V C R™). Definimos, T,M = Dyp,(R™) (como ¢ € parametrizacio, ¢ € uma
imersao, e dai Do, € injetiva e portanto a dimensdao da transformagao linear T,M ¢é igual

am).

b) Consideramos todos os caminhos X : (—€,€) — M, com A\(0) = p, diferencidvel

em 0. Definimos, T,M = {vetor velocidade X' (0) dos caminhos acima}.

Observagao 4.2.1. As definigoes (a) e (b) sio equivalentes. Logo T,M ndo depende da

parametriza¢ao .

Definicao 4.2.11. Seja M C R™ uma variedade de classe C*. Uma aplicagdo f : M —
R™ diz-se diferencidvel no ponto p € M quando existe wuma parametrizacao ¢ : Vo — V'

tal que fop: Vo — R" € diferencidvel em a, com ¢(a) = p.

Nesse caso Df, : T,M — R" definida da seguinte forma: Dado v € T,M = Jw € R™
tal que v = Dgy(w). Definimos D f,(v) := D(f o ¢)q(w).

Observacgao 4.2.2. Pode-se de maneira dnaloga definir aplicacoes diferencidveis f :
M — N onde M e N sdao variedades e nesse caso Df, : T,M — Ty, N. Pode-
se ainda demonstrar versoes de Teorema da Funcgdo Implicita, Inversa, forma local das

submersoes e imersoes,etc, para essa classe de aplicacoes.
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Definicao 4.2.12. (Valor Médio)
Seja ¢ € R™, dizemos que ¢ é um valor reqular de f : U C R* — R™ se para todo

x € U tal que f(x) = ¢ tivermos D f, sendo sobrejetora.

Teorema 4.2.1. Teorema da funcao Implicita
Seja f : U C R* — R"™ de classe C* no aberto U. Se ¢ é um valor regular de
f, entio f~1(c) é uma variedade de dimensio m em R"™ e classe C*. Em cada ponto

p € f7(c) o espago tangente T,[f'(c)] € o nucleo de derivada Df, : R" — R™*™™,

Exemplo 4.2.7. Considere f : R? — R dada por f(x,y) = 2*> + y*. Observe que 1 € o
valor reqular de f, pois se (z,y) € f' =2 +y*=1e Jf(z,y) =2z 2y].

Portanto, se (z,y) € f~'(1) = (z,y) # (0,0) = Jf(x,y) # [0 0] = Df(x,y) é
sobrejetiva. Entao, pelo Teorema anterior temos que

1) ={(z,y) e R*: 2? + y* = 1} = S* € uma variedade de dimensdo 1.

4.3 Imersoes em Variedades

Sejam M™, N™ variedades de classe C* (k > 1) e f : M — N uma aplicacao difer-
enciavel. Um ponto p € M diz-se ponto regular de f se a derivada
f'(p) : Ty,M — Ty N for injetora. Caso contrario o ponto p é definido como ponto
singular ou critico de f.

Tomando coordenadas locais X : U — R em M eY : V — R” em N, com
f(U) C V, aderivada f'(p), p € U, transforma-se na derivada f, (z(p)) : R™ — R",

onde f,, =Y o X '. Em outras palavras, o diagrama comuta. Como na figura (4.5).
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Figura 4.5: Diagrama

Um ponto p € U C M é regular para f se, e somente se, f, (z(p)) é injetora
O conjunto dos pontos regulares p € M de uma aplicacao de classe C*, f : M — N,

(k > 1) pode ser vazio. Por exemplo, isto ocorre sempre que dimM > dimN.

Definicao 4.3.1. Sejam M e N duas variedades e f : U — R™ uma aplicacdo diferen-
ciavel. Chama-se uma imersao de M em N se todo ponto p € M € um ponto reqular para

f, isto €, a derivada f'(p) : T,M — Ty N € injetora para cada p € M.

Proposicao 4.3.1. Forma local de imersoes em variedades
Seja p € M um ponto reqular para a aplicacio f : M — N de classe C*,
(k > 0). Entao existe um sistema de coordenadas X : U — R™, U C M em M, com

p € U, e um difeomorfismo de classe C*,

Y:V—R" —R"™ (V CN,aberto),m <n

tais que f(U) CV e foy = Yo foat: X({U) — z(U) x {0} € R™ x R*™
€ a aplicagdo de inclusao, isto € fyy(w) = (w,0). Em particular, o conjunto dos pontos
requlares p € M de f € aberto em M. A figura (4.6) mostra wma interpretagao geométrica

da proposi¢ao.
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R f
—_—>
U
X /\
g
m
R ¢ x(U) x 0 0
= ) B
x(U)
Figura 4.6:

Definicao 4.3.2. Mergulho

Sejam M™, N™ variedades de classe C* (k > 1) e f : M™ — N™ uma aplicacdo.
Dizemos que f € um mergulho se:

(1) f € uma imersao.

(17) f € um homeomorfismo de M™ sobre a subespago F'(M™) C N™.



Capitulo 5

Em direcao ao Teorema de Nash

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos discutir o estudo da forma local de uma variedade. Como vimos
no capitulo 2 nesse estudo ¢ de suma importancia conhecermos as curvaturas principais
da variedade. Destacaremos a importancia das imersoes para o estudo da forma local de
uma variedade, pois para recuperar a forma local torna-se necessario fazer uma imersao
da superficie de Riemann em R3?, e obter a curvatura média H, ou melhor as curvaturas
principais k; e ko. Faremos uma imersao X : V,, — V,,,, com n < m e de forma direta
vamos obter as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci que nos darao X4 e n?'. Porém, sao
equacoes fortemente nao-lineares de dificil solucao. Veremos que é possivel resolver estas
equacbes com a imposicao de que X4 sejam funcoes analiticas. Entretanto a prova mais

geral é feita pelo teorema de Nash, que vamos enunciar e demonstrar no préximo capitulo.
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5.2 Espacos Curvos

Como vimos na introdugao historica, Gauss, J. Bolyai, Lobachevsky e Riemann desen-
volveram uma consistente e elegante geometria conhecida como geometria curva, a partir

da negacao do 5° potulado de Euclides.

e c/

Figura 5.1: Angulos internos de um triangulo

Enunciaremos a seguir trés tipos de geometria, e suas caracteristicas basicas, baseadas

nas somas dos angulos internos de um triangulo. Veja na figura (5.1).
a) Geometria Euclidiana A + B + C = 180° (Geometria Plana).
b) Geometria de Lobachevsky A + B + C' < 180° (Geometria sela de cavalo).

c¢) Geometria de Riemann A + B + C > 180° (Geometria esferica)(figura 5.2).
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Figura 5.2: Espaco de Riemann

5.3 Geometria Riemanniana (ou Esferica) e Geome-

tria Afim

O espago de Riemann é uma Variedade difrenciavel que denotaremos por V,, C R™. Nesta
geometria A+ B+ C > 180°, e qualquer paralela a AB passando por C, nao pertencente
a AB, corta AB (figura 5.2).

Se considerarmos um referéncial dado pela base canénica e, = (eq,...,€e,), podemos
definir a distancia entre dois pontos qualquer de V,,. Sejam z,y € V,, onde x = a'e; e

y = y’e; logo a distancia entre z e y é dado por:

dS* = Z gijdz'dy’, (métrica riemanniana)

tj
onde g;; =< e;e; >.

H4 geometrias em que ndo necessariamente estd definida uma métrica (“geometria nao
métricas”). Ou seja, nao se pode falar a priori de distancia entre dois pontos, no entanto

pode-se falar de paralelismo entre vetores, e de curvatura. Sao as geometrias afins.

Considere um campo de vetores V' (), figura (5.3) e (5.4) sobre uma reta que varia em

t onde temos:
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() Vi) V(Y
B()
X
Figura 5.3:
V(t) = V(B(1)),
onde se pode definir
Bt)+V =alt).
Suponha que:
dv(B(t)) da dfs
TR T (5.1)

Figura 5.4: Espaco afim

Um espago caracterizado pela equagao (5.1) é conhecido como Espago com Paralelismo
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ou Espaco Afim, ou como chamou Elli Cartan (1923),(1924),(1925)[20], Espaco com

Conexao Afim.

Definicao 5.3.1. Dizemos que um FEspaco é Afim ou Espaco com Conexao Afim se a

equagao (5.1) € integrdvel.

5.4 Geodésicas

Definigao 5.4.1. Uma curva B(t) é dita geodésica se seu plano tangente unitdrio € pa-

ralelo a (3.

geodésica

Figura 5.5: Geodésica

Seja T um campo tangente unitario a 3 e denote:

d

Va(VA(E) = 5V (A(). (52)

Se V' define um paralelismo sobre (3, entao:

Vr(V(6(t))) = 0. (5.3)
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Qualquer paralelo a AB passando pelo ponto ¢, ndo pertencente a AB, corta AB, ou
seja, dado um ponto ¢ pertencente ao espago S? existem infinitas retas(geodésicas) que se

cortam no ponto c¢. Como nas figuras (5.2) e (5.5).

Proposigao 5.4.1. (Propriedades de V)

a) Se € linear em V', entdo:

VT(CLV + bV’) =aVyV + bVTV/.

b)Se é linear em t, entdo:

VaT+bT/V = (ZVTV + bVT/V

c) Se f é uma fun¢ao curva (3:

d d
VrlfV) = S(7V) = S v,V

Se V satisfaz (a), (b), (c) e (5.2), entdao define uma conexdo afim no espago com

conceito de diferénciagao V.

Seja {l;(t)} uma base mével de Cartan (1950)[20], chamado sistema mével de referéncia

de Elie Cartan. Veja na figura (5.6).

Bl 1

Figura 5.6:
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Na nova base, o campo tangente unitario 7' é dado por:

3

T= Zu@-(ﬁ(t))l (B1)) = VrT = cclit(

VT = Z dqu + Zzuzugvh g

T(p)) =

onde V;l; = >, T'};(t)l, entao:

VT = Z duklk + Zu,u]I’ 1, = Z (duk + Zu u, I > . (5.4)
k

ijk

Se a curva [ é tal que, T' é uma geodésica entao:

du

Vr(V(B(1) =0 = —F + D uul; =0. (5.5)
J
dx!
Se u; 7 =
d?z” p dzt dx?
a g e =Y (5.6)
2,k
Se Ffj =0= e 0 que define a equacao da reta.

A equacao (5.6) é a equacao da geodésica, e representa a generalizacao do conceito de

reta da geometria plana, euclidiana.

5.5 Componentes Contravariantes e Covariantes em

Vetor

Defini¢ao 5.5.1. Dado uma base qualquer (e, ..., e,) do espago vetorial V,,

a) Chamaremos de componentes contravariantes de um vetor x € V,,, com respeito a

base mencionada, aos numeros escalares x*, tais que:
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r=1x'e;.

b) Se denominam componentes covariantes de um vetor x, com respeito a mesma base

mensionada aos niumeros escalares x* definidos pelo produto escalar:

T; = T€;.

Podemos calcular facilmente as componentes covariantes de um vetor a partir de suas

componentes contravariantes:

z; = (27ej)e; = (eej)r! = gija’.

5.6 Produto tensorial

Consideremos dois espacos vetoriais £, e I, de n e p dimensoes respectivamente e a estes
espagos associaremos um espago vetorial de (n.p) dimensdes que desiguinaremos por
E, ® E,. Esta correspondencia tem 3 propriedades:

a)Sejam x,x1,22 € E, e y,y1,y2 € E,, entdo sao validas as igualdades relativas a

propriedade distributiva da soma vetorial.

TR (1 +1) =Ry + 1 ys,

(14 22)QYU=21 QY+ 229Y.

b) Se o é um escalar arbitrario, entao a seguinte relagao é satisfeita:

ar Ry =r®ay =alry).

c) Se (z1,...,2,) € (Y1,-..,Yn) designam dois vetores base quaisquer de E,, e E, os
n.p elementos de £, ® E,, z; ®y;, (i=1,...,n, j=1,...,p) se tornam uma nova base

deste novo espaco.
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Cumprindo (a), (b) e (c) diremos que o espaco vetorial £, ® E, é um produto tesorial
dos espacos vetoriais £, ¢ E, e que o elemento x ® y é o produto tensorial dos vetores x

e y. Por inducao podemos definir o produto tensorial de n espagos vetoriais.

5.7 Paralelismo e Curvatura

Considere a variedade V,, um campo de vetores V' definidos pelas suas componentes con-
travariantes V?. Expressemos a diferéncial dV do vetor de campo para uma variacao
infinitesimal do ponto M mediante as componentes contravariantes de dV. Veja na figura

(5.8).

M+dM(y' ;)

My &)

Figura 5.7:

O vetor V qualquer ponto m de V,, sera

V =Vie, = dV = dV'e; + Vide;,

como de; = wie; = dV = dV'ie; + V'wie;, onde wi = I' de; (Conexao de Cartan).

Por conseguinte as componentes contravariantes de vetor dV', serao

VVY =dVi+wj V" = dV = VV'e, (5.7)

VV? diferencial absoluta de V;
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dV . diferencial absoluta do vetor V.

Definicao 5.7.1. Se diz que um vetor V' € transportado por paralelismo do ponto M de

coordenadas y* ao ponto de coordenadas y* + dy* quando a diferencial absoluta é nula:

vV =0.
Os espagos com paralelismo se chamam espagos de conexao afim.

Seja V,, uma variedade diferéncial e considere n = 4. Considere ainda dois simbolos

de diferénciagao d e d, permutaveis, ou seja:

dd = do.

Seja f uma funcgao definida em Vj: entao:

Sdf = dsf.

A partir de um ponto M de Vj, percoremos um caminho C; figura (5.8).

Figura 5.8:

Percorrendo o caminho C| e através de uma diferenciagao d obtém-se M+dM (y* +dy'),

logo apds efetuamos uma segunda diferenciacao 9, obtendo-se entao Mj.
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Por um caminho Cs a partir de M efetuaremos a diferenciacao dque néds faz passar de
M a M + M e posteriormente uma segunda diferenciagdo que leva a M.
Como d e ) permtam podemos mostrar que:

Integrando o caminho C) para chegar a M/, tem-se:

(Mlel) — (M + dM, E1 + d@i),

h

onde dM = dy'e;, de; = wi(d)e; com w! é a conexdo de Cartan.

O desenvolvimento de (M + dM, e; + de;) pelo caminho Cy, nos leva a M’e;, onde:

MM} = dM + §M + 6dM,

pois

MM, = (M +dM)+6(M +dM) — M = MM, =dM + 6M + 6dM

e, — e; = de; + de; + dde;.
a mesma forma, se fizermos agora o desenvolvimento por Cj:
MM, = 6M +dM + doM,

pois

MM, = MM, — MM,

el — €; = 0e; + de; + dde;.

Assim temos que

d(OM) — §(dM) = d(6y'e;) — 6(dy'e;) = dy'de; — dy'de;,

pois: d(dy'e;) = d(0y")e; + dy;de; assim:



5.7. Paralelismo e Curvatura 100

(5(dyiei) = (5dyi)ei + dy'de; =

dSM = 6dM = dy'de; — dy'de; = (indkéyi — indyiéyk) en,

h _ 1h k 1V =
w; = 1'}dy", I'), — conexao afim.

Permutando-se os indices i e j, tem-se:

doM — §dM = (T}, — T )dy*oy'es, = 0,
(se FZZ- = F?k)

Elimine agora a equagao €., — e¢; = de; + de; + dde;:

(€2 — €i1) = dde; — dde; =

d(wl(8)en) — s(wh(d)e;) = [dw!(8) — swl(d)]en + wF(8)des, — w(d)de, =

(8¢, — 3dey) = [dw!'(8) — dwl(d) + whef(d) — wh(d)wh(8)]en # 0.

Adotaremos que: dde; — dde; = QF, onde QF = dw!(5) — dwi(d) + wk(5)wh(d) —
wk(d)wi(5) associado a curvatura riemanniana.

Dos resultados anteriores temos:

wi(8) = d(T"65) = 6,"dy"5y* + I'do® =

si%y
dwf((;) — 5w?(d) = 5rfgidyT5yS — srfgisdeys =

dw?(s) — 5w?(d) = (5TFZi — (55F7}fi)dyrc5ys. (5.8)

Por outro lado....

wi (6w (d) — wi(d)wi(8) = (TGTy; — TRT4)dy"6y°

st i ri— sk

(5.9)

como O = (5.8) + (5.9) = QF = R _dy"5y* =

1,18
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R . =6 — 5, 4 ThTF — PhT*

0TS st it

QO é chamado de curvatura ou Tensor de curvatura de Riemann-Christoffiel.

5.8 A Teoria da Relatividade Geral e desenvolvimento

da geometria

Até a Teoria da Gravitacao devida a Einstein, a atragao entre os corpos, ou seja, 0s
fenomenos devido a gravitacao, era explicado por uma noc¢ao de forca. Desde Newton
que se acreditava que o Sol exercia uma forca de atragao sobre os planetas, dentre eles a
Terra, responsavel pela érbita que nosso planeta descreve ao redor do Sol.

Teoria de Gravitacao de Newton

Para ilustrar essa idéia vamos considerar a seguinte situacao: Em uma mesa com
superficie plana, no centro na qual colocamos uma bola de chumbo para representar o
Sol. Ao seu lado coloquemos uma bilha representando a Terra. Ao se impulsionarmos
a bilha, ela devera percorrer uma trajetoria retilinia. Se associarmos a bilha ao objeto
central, o “Sol” por intermédio de uma molo ou elastico, a mesma ao ser impulsionada ira
percorrer uma trajetéria circular ao redor da bola de chumbo, por intermédio da mola a
bilha ao ser impulsionada ird descrever um circulo cujo raio dependera a elasticidade da
mola e da velocidade que dermos a bola de bilha que representa a Terra. A elasticidade
da mola que faz a bilha descrever um circulo representa a atracao gravitacional que o Sol
parece exercer sobre oa Terra, segundo a explicagao fornecida pela teoria de gravitacao
de Newton.

vspacelcm

Figura 5.9: Teoria de Newton
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Teoria de Gravitacao de Einstein

Para compreendermos a atragao universal da teoria da relativadade de Einstein, de-
vemos considerar agora a seguinte situagao: Vamos substituir a superficie plana da mesa
de madeira por um colchao de espuma de borracha muito mole e fofo. Em sua superficie
ao centro, colocamos uma enorme e pesada bola de chumbo para representar o Sol. A
superficie do colchao, inicialmente plana, ird se afundar com o peso, criando ao redor da
esfera de chumbo (Sol) uma espécie de depressao em forma de funil. Esta curvatura ao
redor da esfera serd tao maior quanto mais pesada for e esfera. Se lancarmos, agora a
bilha em sua direcao, esta ao passar préximo a superficie deformada pela bola de chumbo,
descrevera uma trajetoria circular em consequéncia a deformacao da superficie. A uma
determinada distancia euma determinada velocidade, a bilha ira se deslocar sem nenhuma
dificuldade, descrevendo um movimento circular ao redor da bola de chumbo. Nesse caso
nao é necessario nenhuma forca. Assim, a curvatura do espaco é que ira explicar a acao
da gravidade. Essa ¢ a idéia fundamental de Einstein num modelo bem smples.

vspacelcm

Figura 5.10: teoria de Einstein

No modelo da superficie de um colchao de espuma, onde temos um modelo bem simples

de duas dimensoes, é facil deduzir trés conseqiiencias:
observacgoes
a)A sua superficie é curva.

b)Tal curvatura é produzida pela massa da esfera de chumbo colocada em sua su-

perficie.

¢)As bolas que se movem ao seu redor irdo tragar trajetorias que dependerdo das
deformagoes produzidas ao redor das enormes massas(ou esferas de chumbo) que existirem

ao longo das diregoes de deslocamentos das bolas.
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Destas trés observagoes correspondem os trés principais fundamentos da Teoria da
Relativadade Geral que se aplicam ao espaco tridimensional:

1)O espago em que vivemos é curvo.
2)Sua curvatura é produzida pela massa contida no interior deste espago.

3)As massas se movem livremente em func¢ao da curvatura do espaco.
A Curvatura do espaco tempo

Quais serao as formas do espaco? Teoricamente sao trés as possibilidades:
a)O espago plano(ou euclidiano),onde os raios de luz viajam em linha reta.

b)O espago com curvatura positiva, a superficie esferica(ou de Riemann) por exemplo,

onde a luz se propaga em arcos de circulos fechados.

¢)O espago de curvatura negativa, semelhante a uma sela de cavalo(ou espago de
Lobachevsky), onde os raios luminosos seguem curvas abertas.

No espago de curvatura positiva(espago esférico), temos um espaco finito, e no caso
do espago de curvatura negativa(espago sela), temos um espago infinito.

Para a teoria da relatividade geral, tal curvatura seria positiva, como a de uma su-
perficie esférica. Assim o universo seria considerado finito, embora ilimitado. Pode-se aqui
utilizar a similitude com a superficie de uma esféra que é finito porém pode-se percorre-la
sem encontrar um limite, portanto finito e ilimitado. O raio de curvatura vai depender

dadensidade média da matéria existente em seu interior.
Universo de Einstein

A relatividade geral, d4 nascimento a uma nova concep¢ao de univarso, a uma nova
e revolucionaria cosmologia. Ao aplicarmos as equacoes da relatividade ao problema
cosmoldgico, Einstein foi conduzido a um universo homogénio e estdvel no tempo, onde
as galaxias deveriam estar uniformemente distribuidas em um espaco com propriedades
geométricas que variam com o tempo.

Em 1922 o matematico soviético Alexander Friedmann demonstrou que Einstein foi
conduzido ao universo estatico por um pequeno engano. Dois eram os modelos nao
estaticos previstos pelas equagoes de Einstein, Em um desses modelos o universo se ex-
pande com o tempo, e no outro o universo se contrai.

Alguns anos mais tarde com a descoberta das fugas da galaxias pelos astronomos
Slipher e Hubble, confirmaram-se os trabalhos de Friedmann e, desde entao comegou-se a
aceitar a teoria da expancao do univarso como um fenomeno real.

Desde entao calculamos a raio de curvatura por equacoes dependendo da constante de

expancao determinada por Hubble, e pela densidade da matéria contida no universo. As
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equagoes permitem dois tipos de modelos
a)expansivo: ocorre em espagos abertos, com curvatura negativa.
b)oscilante: ocorre no espago fechado, com curvatura positiva.

Em 1956 o astronomo norte-americamo Allan Sandage anunciou que nosso universo é
osciante,com um espaco fechado.

E impossivel com os conhecimentos atuais, afirmar se o universo é oscilante ou se ex-
pandira eternamente. Ao olhar as equagoes de Einstein podemos, no entanto compreender,
como o faz o poeta inglés Pope(1688-1744), em La Dunciade,

que todo esse “mistério parece fugir para as matematicas”.

Em busca de enterdermos as leis fisicas de nosso espago surge uma das motivagoes para
se estudar a forma local de um um espaco de Riemann, pois segundo Einstein nosso espaco
é curvo, e as leis da fisica depende da farma desta superficie. Uma das ferramentas que
podemos utilizar para este estudo sao as imersao, e para isto vamos estudar os principais
e mais atuais teoremas sobre este assunto.

A teoria da relatividade geral proposta por Einstein tem por hipdtese fundamental
que o universo (espago tempo) é um espago de Riemann. De acordo com Einstein os
conceitos fisicos estavam diretamente ligados a métrica, mas a métrica depende da dis-
tribuicao da matéria no universo, e portanto, deve determinar-se em cada caso. Einstein
assumiu que o espago fisico é desta natureza e foi assim que ele fundou a sua “Teoria da
Gravitagao” (Teoria da Relatividade Geral). Ele imaginou que no espago vazio (por vazio
entenda-se que nao ha nenhum outro campo a menos do campo gravitacional) R;; = 0,
que passa a constituir a lei da Gravitacao de Einstein. R;; sao os elementos de um
tensor, conhecidos como tensor de Ricci, que é obtido a partir de uma contragdo (uma
espécie de redugao dimensional, ou de “projegao”) do Tensor de Curvatura de Riemann-
Christoffel(vide segao anterior). Um corpo livre num espaco vazio descreve uma geodésica.
A equagao R;; = 0 combinada com a equacao da geodésica nos fornece informacoes sobre
o movimento do corpo.

Elie Cartan acreditava em uma conexao entre fisica e geometria afim. Um exemplo
simples, da fisica classica ajuda-nos a observar essa conexao. A partir da 2° lei de Newton.

d?x oll)
—=——=FI}% (5.10)
dt? ox’

,onde Fp é a forga resultante que age sobre um corpo de massa m, e § = ((z°) é

o potencial da forga (considerando para simplificacdo , m = 1), entdo em comparando

(5.10) com a equacao da geodésica,
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A equagao (5.11) mostra claramente a relacao existente entre a fisica, expressa em (),
e conexao afim, que é uma grandeza puramente geométrica.

Elie Cartan antecipou, também a possibilidade de desenvolvimento da fisica moderna
em uma variedade sem a necessidade e preoculpacao de introduzir-se uma forma analitica
de métrica. Um exemplo moderno sao as teorias “pés Einstein” de Gravitagao ”espagos
com tor¢ao e curvatura(Brian Greene [22]). Elie Cartan e William Kingdon Clifford
construiram uma conexao entre a fisica e os espacos afins através do estudo de: sistemas
de referéncia de um espaco afim, onde dado um espaco afim F,, definimos como referéncia
a “‘n-upla” formado pela origem (o ponto O) e uma base do espago vetorial associado.
Podemos efetuar trocas do sistema de referéncia, espacos pontuais afins ou euclidiano,
tensores afins, componentes de um tensor afim e troca de bases, contragoes, curvatura
do espaco riemanniano, paralelismo de Cartan, etc. Isto ressalta a importancia de se
estudar estes espacos. Neste trabalho apresentam-se alguns resultados importantes para
o estudo da forma local deste espacos, principalmente através dos Teoremas que serao
demonstrados no capitulo 6.

Varios avancos em Geometria e Topologia foram impulsionados pelas idéias de Ein-
stein. Torsao e imersao sao dois exemplos de alguns desses avancos. Einstein hipote-
tizou que da mesma maneira que um espago curvo bi-dimensional (e.g. uma superficie
esférica) estd imersa em um espago tri-dimensional plano (euclidiano), podemos pensar
num universo quadri-dimensional (Riemanniano) imerso em um espaco plano ou curvo de
um numero maior de dimensoes. Com abstracao do conceito de variedade, surgiu uma
duvida se uma variedade Riemanniana tem a mesma forma que aquela de uma geometria
imersa em um espaco euclidiano, tal como uma superficie. Hoje sabe-se que toda var-
iedade Riemaniana definida intrinsicamente pode ser imersa isometricamente, localmente
ou globalmente, em um espaco Euclidiano de dimensoes apropriadas.

Em 1926, Janet [23] provou a imersao de forma analitica . Porém Janet notou que
seu trabalho estava incompleto, pois ela apenas resolveu o proplema local para variedades
riemannianas imersas bi-dimensionais com métrica analiticas. Em 1928, Cartan [24],
estendeu o resultado para uma variedade n-dimensional, mas com métricas analitica.
E em 1931, Burstin[25] estendeu os resultados de Janet e Cartan para uma variedade
riemanniana V,, com métrica analitica e definida positiva. As equacoes de Gauss, Codazzi

e Ricci foram usadas por ele como condigoes de integrabilidade desta imersao.
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Toda variedade Riemanniana V,, com métrica analitica definida positiva pode
ser analiticamente e isometricamente mergulhada em E,,, onde m = §n(n+1).
FEste teorema é devido a Janet, Cartan e Burstin [23,24,25].

Em 1954, Nash [26] mostrou que uma variedade de classe C' pode ser imersa em
espacos Euclidianos de 2n dimensoes, e em 1956, tratou o caso C* para 3 < k < oco[27].
Ele demonstrara como fazer a imersao local de uma variedade diferenciavel mantendo sua
regularidade, ndo necessitando mais de uma métrica analitica. Greene [28] estendeu o
teorema de Nash para métricas nao positivas.

A dimensao m do espaco-ambiente para uma imersao isométrica e local de uma va-
riedade V,, depende das fungoes de imersao. Se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan-
Burstin com fungdes analiticas, o espago total terd o nimero de dimensoes m < n(n+1).
Entretanto, funcoes analiticas sao muito restritas quando comparadas a funcoes diferen-
ciaveis. Portanto se utilizarmos o Teorema de Nash-Greene com fungoes diferenciaveis,

entdo o numero de dimensoes de espago cresce para m < n(n + 3).

Uma variedade Riemanniana nao compacta conectada M, possui uma imersao

apropriada por fungoes harmonicas em R**1. Este teorema é devido a Nash

e Greene [26,27,28].

5.9 A forma local de uma variedade e as equacoes de

Gauss, Codazzi e Ricci

Nesta secao discutiremos o estudo da forma local de uma variedade. Como vimos no
Capitulo 2, para esse estudo é de suma importancia conhecermos as curvaturas principais
da variedade. Destacando a importancia das imersoes para o estudo da forma local de
uma variedade, pois para recuperar a forma local torna-se necessario fazer uma imersao da
superficie de Riemann em R3, obter a curvatura média H, e por conseguinte as curvaturas
principais ki e ko. Faremos uma imersao X : V,, — V,,,, com n < m e de forma direta
vamos obter as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci, que como visto no Capitulo 2 nos
dardo X4 e n2t. Porém, essas equagoes sio fortemente ndo-lineares e entdo de dificil

solucdo. Veremos que é possivel resolver estas equacdes com a imposicdo de que X4 sao
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funcoes analiticas. Entretanto a prova mais geral é feita pelo Teorema de Nash, que serd

enunciado e demonstrado mais adiante.

Considere uma superficie, onde podemos ser definir uma parametrizacao X : R? —
RS

Y

X(u,v) = (u,v, f(u,v)) (5.12)

oonde u = x e v =y e f(u,v) é uma fungao diferencidvel. Essa parametrizagao é

caracterizada pela equacao:

g(x,y,2) = ¢ (5.13)

onde ¢ é uma constante e g(x,y, z) : R®> — R? é uma fungao diferencidvel e regular.
Esta regularidade permite usar o teorema das fungoes implicitas para extrair uma fungao

diferencidvel

2 = f(a,y) (5.14)

,e assim ela construir a parametrizacao, acima. O vetor normal unitario da superficie

pode ser obtido da seguinte forma

Vg
Vgl (519)
. dg 0g Og
V é t diente(Vg = (==, =, =2));
em que V é o vetor gradiente(Vg (8x’ oy 8Z)),
podemos concluir que
dg dg dg
dg — dl >= =24 =Zd Zdz = 1
g =< Vg,dl > axx—l—ayy—irazz 0 (5.16)

,onde dl = (dz,dy,dz) tangente a superficie. Temos que, em variando a dire¢ao do
vetor tangente pode-se obter uma nocao local da superficie observando como a norma
varia, ou equivalentemente, ou quando a superficie se afasta do plano tangente local. As
dire¢oes de variagao maxima e minima k; e ko(curvas principais) de n, sdo usadas para

calcular a variagao de n em qualquer direcao através da férmula de Euler

k(u) = kicos(0) + kasen(6) (5.17)

Pelo teorema de Egregium de Gauss atestamos que:
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K = ky.ks(curvatura Gaussiana),

é uma propriedade invariante e intrinseca da superficie, ou seja, ela nao depende da
norma. Mas esta curvatura nao é suficiente para descrever a forma local da superficie.
Pela férmula de Euler sao necessarios dois nimeros enquanto o valor de K nos fornece

apenas um numero. Para completar podemos agregar ao cédlculo, a curvatura média

1
H - §(k1 +k2),

e entao podemos obter o outro valor necessério e determinar a forma local da superficie.
Ou seja, podemos conhecer a forma local da superficie conhecendo K e H no lugar de k;
e kQ.

Contrariamente ao K, a curvatura média H depente necessariamente do vetor normal

n. Por outro lado na geometria de Riemann, define-se, o produto escalar local,

Guv =< €y, €y > (518)

O formato local de superficie abstrata de Riemann é definida pelo tensor de curvatura,

definido por,

R(U, V)W = VuVoW — VoVuW — V[u, v]W

onde [.] é o colchete de Lie, e uma base {e,} do espago tangente

Rew, en)e, = RE, es. (5.19)

uvp
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Aplicando, a uma superficie do R obtemos apenas uma componente independente
Ri212 = K. Logo a curvatura de Riemann nao é suficiente para determinar a forma local
de uma superficie de Riemann. Para recuperar a forma local torna-se necessario fazer
uma imersao da superficie de Riemann em R? para obter a curvatura média H, ou melhor
as curvaturas principais ki e ko.

A conjectura de Schlaefli é uma extensao desse raciocinio para uma variedade rieman-

niana V,, de dimensao n com primeira forma quadratica
¢ = gudzdz®, (5.20)

imersa em um espaco V,, com m < n. A imersao X é uma aplicagao X : V,, — V,,,,
local e isométrica, com componentes X“ = f4(z!,...,2") onde associamos a cada ponto

de V,, um ponto de V,, de coordenada X4, tal que

Gupdzdr’ = GapdXAdXP,

que implica

Guv = gABXﬁ)C:g (521)

; X4 sdo componentes de vetores tangentes a V,. Além disso devemos ter m — n
vetores normais a V,,. Se 7' denota as componentes desses vetores, entdo elas satisfazem

a equacao de ortogonalidade

GapXyn, =0 (5.22)

Assim podemos escolher os vetores 12 como sendo mutuamente ortogonais e com

norma +1. Também temos a condicao

GaMnE = gap = €alap (5.23)

,com €, = £1 sao os sinais que relacionam as duas possiveis assinaturas das dimensoes
extras. As equagoes (8.4), (8.5) e (8.6) nos mostram o sistema de equagoes bésicas de
imersoes, cuja sua solucao nos da as coordenadas da imersao X*. Uma maneira de saber-
mos se podemos determinar as componentes X“ da imersdo X’ a partir destas equacoes,

seria determinar as condicoes de integrabilidade de X4,
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Diferenciando ( 8.4) covariantemente com respeito a gy,

0Gap
ox¢

XOXTXS + Gup(XA, X5 + X5 X0) =0 (5.24)

Subtraindo desta equacao a soma das equacoes obtidas trocando « por v, e § por 7,
obtemos (notando que gy, = 0, ¢ o fato de Gap é fungao de x* via X 4 e finalmente que

cada X4 ¢ um escalar em V,, apesar de ser um vetor de V,,,)

0GcB

53 A T XAXGXC + Gap(XXE + X5, X0+

0Gac
0XB

XOXBXG + Gup(XoX5 + x5,x0)—

_ 0Gan
0xX¢

XOXGXS = Gup(XO, X5 + XF,X5) =0.

Usando a definicao

1

I'apc = §(QAC,B +Gpca—Gago)

a equacao acima pode ser escrita da seguinte forma

GanX} X5, + TapcX X5 =0, (525)

e que pode ser reescrita da seguinte forma

Gap XA (X8, +Th,XEXE) =0,
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onde Gapl'd . = Tapc. Assim qualquer solugdo da imersio X : V,, — V;, a segunda

forma fundamental de componentes k,qg, ¢ definida por
kaaglla = Xap + ThpXa X5,
e assim podemos escrever (5.25) dé seguinte forma

kaaﬁgABT]fan - kaaﬁgab = gAB-X:é@an + FBDEXQX:gan

€akaap = gABX,égnf + FBDEX,ngan' (5.26)

Temos que a funcao I'gpg € invariante sobre as transformacoes de coordenadas z, de
V, mas nao de V,,; X(fﬂ, sao as componentes de um tensor simétrico covariante de segunda
ordem com relagdo a x e X D sdo componentes de um vetor. Para cada valor do indice de
A as quantidades k,o3 sao componentes de um tensor simétrico em V.

Diferenciando (8.5) covariantemente com respeito a g,,,, obtemos

0Gap
oxX¢

Xand X7 + Gap(X g + Xongs)
De (8.5) e (5.26) obtemos:

GapXangs = kvas — Tepp XX 50 . (5.27)
Logo temos que a 3° forma fundamental de componentes A, é definida por

Aas = GaBnings + TpppX R X500 (5.28)

Entao para cada valor dos indices a e b as quantidades A, sao componentes de um

vetor. Para concluir, diferenciando (8.6) covariantemente com respeito a g,,,, obtemos
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0G4 N
e Tl XO - Gaplaly + Gapnnge = 0

e aplicando o resultado de (5.24) a expressao acima resulta em

gAan,anz? + GAannfa = 0.

e juntando-se esta com (5.28), obtemos:

Auwp = —Abap (5.29)

Agas =0

Portanto a geometria imersa é determinada pela solugao das equagoes (8.4), (8.5) e
(8.6) que definem a métrica g, da variedade imersa, e também as quantidades extrinsecas,
Kapw € Aapu. Resta saber se existe tal solugao. Para mostrar essa existéncia vamos calcular
as condigoes de integrabilidade das equagoes (8.4),(8.5) e (8.6). Logo, para um dado valor

de indice B as derivadas 17 ; dos vetores podem ser escritas na base {X5, 1/}

Mg = CiaX 5 + Bagn, (5.30)
onde podemos encontrar os coeficientes C’s pela substitui¢ao desta expressao em (5.27),

e usando (8.5) obtemos:

QABXéX,EC;ﬁ = ko — Do o X5, -

Assim usando (8.4), temos que

ChpGary = Kbap — TpesX o XGny (5.31)
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. usando (8.5) e (8.6),

Bily = Aap — CppsXjnyny .

Multiplicando (5.31) por g*?, e somando por «, obtemos

Cis = €vkpapg™” — PBDEXDXETIEQQG

(5.32)

Sejam A§ componentes de quaisquer vetores multuamente ortogonais unitarios em V,,,

entao
Z AsAs =97
Se 7734 sao as componentes desses vetores com respeito a imersao X, entao
s = AL
assim podemos obter
Ta X = epkpapg®’ X — TpppX R XG0 g7 XL
Substituindo a expressao acima em (5.32), e voltando para (5.30) obtemos
Nes = evkvapg® X5 — TpppX X 50 g* X5 + Bign/,

chegando assim a

nlfﬁ = ebkbaﬁgwxg - F?Ggaﬁ?fﬁnf + Aabﬁan

(5.33)
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Logo podemos obter um dado X4, e utilizar a identidade de Ricci:

5— 242(};;‘57 — X4 5= X29%° Rsapy (5.34)

onde Rja, sa0 os simbolos de Riemann e sao construidos com respeito a métrica g,
de V. Derivando covariantemente a defini¢ao de ka3, € usando (5.33) e com a defini¢ao

do simbolos de Riemann, obtemos

XeAgg(s(R(Saﬁw - gab(kaéﬂkbav - kjb&'ykaaﬁ»_

nfgab(kaaﬂw - kaa’y;ﬁ - gab(Aabvkbaﬁ - Aabﬁkba'y))—i_

A D yE pF
Assim R 5p sdo os tensores de Riemann de V,,. Se a equagao for multiplicada por

Gapn?Z, obtemos as equagoes:

Rapre = 9" (Kaarkbos — kaaokesy) + RapepXAX XS XD (5.35)

Kapyy = Kaayip = QCd(Acdvkcaﬁ — Acapkear) + RABCDX;‘WEX,%X?' (5.36)

Como nfaﬁ = nfﬁa, podemos trocar a por 3 e usando (5.36) a equacao (5.33) pode ser

re-escrita como:

(Abaﬁ;'y - Aba'y;ﬂ)an + ng<AcbﬁAda'y - Ada'yAcbﬁ)an_{'

9 (keyskapy — kegykays)ng +

RippX 5 X5 — 97 X RarppX s X 5 X0, = 0;
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multiplicando por 1 e somando para 3, obtemos:

Aba’7§5 - Aba5;’7 = ng<ACb5Ada'y - Ada'yAcb§>+

ng ( kcw& kdé’y - kcé'y kd’yé) +

REBCann(?XSX,?- (5.37)
As equagoes (5.35), (5.36) e (5.37) s@o as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci respectiva-

mente. A importancia destas equagoes é a seguinte: considerando g, kuva € Apuqp como
variaveis basicas satisfazendo essas equacoes, podemos substituir e resolver na equagao
de imersao para obter X4 e n7'. Porém, sdo equacdes fortemente nao-lineares, e entao de

dificil solucao.

5.10 Os teoremas de Janet-Cartan

Extencao real e analitica

Seja H uma subvariedade (n + 1)-dimensional de uma variedade riemanniana n-
dimensional U, e f : H — E~ uma isometria com respeito a uma métrica em U in-
duzida em H. Fixe um ponto p € H, e considere o espaco tangente T,H e Ty f(H).
Seja L : T,H x T,H — R' e L : T,H x T,H — B a segunda forma fundamental
de H em U e EV respectivamente, onde B ¢ um espaco tangente e normal de f(H)
sobre f(p). Se existir uma isometria f : U — EV como extensido de f, entdo possui
<v,L(X,Y) >= L < X,Y >, para algum vetor unitdrio v no espaco tangente de E~
sobre f(p) e para todo X e Y em T,H. De fato v = fiu,onde p € U, p L T,H, || it || =1,

e p possui orientacao apropriada. Deste modo, L necessariamente domina L.

Definicao 5.10.1. Para f e p fizos, temos L > L se existir algum v € Tf(p)EN com
Dlvi<i,
2) v ortogonal a T,H, e
3) <v,L(X,Y) >= L(X,Y) para todo X eY em T,H.

Isto é suficiente para a obtengao de (3) que < v, L(X;,Y; >= L(X;,Y;) para alguma

1 _
base Xi,...,X,_1 de T,H. Tomando N > §n(n—l— 1). Se L > Lpara fep,efé

nao-degenerada, entdo o mesmo é verdadeiro para f’ e p’ com f’ préximo de f em C? e
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p’ suficientemente fechado para p. Que também é um exemplo de vetor satisfazendo (2) e
(3) com norma pequena. Este vetor varia suavemente como uma fungao de p. Para ambos
segue se f é ndo degenerada Q,(f(H)) é méximal (isto é, para dimenséao %n(n +1)—1).
Mais adiante para adicionar um vetor v perpendicular a Q,(f(H) nos podemos obter uma
variagao suave no vetor unitario satisfazendo (2) e (3).

Seja H uma geodésica a existéncia da imagem exp, : T,U — U para um sub-
espago linear (n — 1)-dimensional. Entao nas coordenadas naturais todos os simbolos de
Christoffel para a conexao desaparece em p, e neste ponto L = 0. Mas para uma isometria
f:H — EYN possui L > L , lembrando que a existéncia de uma tnica extensao implica
em podermos encontrar uma tnica solu¢ao para (2) e (3) com || v ||= 1. Substituindo
| v ||> 1para a inequacdo da defini¢do acima, podemos definir L > L.

Porém L > L ndo é suficiente para garantir a existéncia de uma extensdo, como
podemos ver no exemplo seguinte:

Considere a métrica dS?*® = dr? + (®(r)r)?df* em R? e a métrica padrao dS* em E?
correepondendo para ® = 1. Seja ¢(1) =1, ¢’(1) =0, &”(1) < 0 e considere dois pontos
pertencentes a um tunico circulo fechado. Claramente a distancia entre esses dois pontos
na primeira métrica é estritamente menor que sua distancia na métrica padrao. A inclusao
S! — E? para o tnico circulo é uma isometria, desde que dS?® = ds* em S para o
qual podemos justificar a observacao acima. Nao podemos estender uma vizinhanca de
um ponto para qualquer outro ponto por uma isometria.

O mesmo ocorre se considerarmos aplicacao de S' — E*. em particular o conjunto

f(0) = (cos(f).sin(h),0) e seja ¥y = r, T3 = 0 mas '}, = —1. Para encontrarmos v
nos necessitamos de v.f,, = 0 e v.f;,,, = —1, nos podemos encontrar uma solu¢ao com
| v ||= 1 (mas ndo com || v ||> 1). Mas L > L ndo ¢ suficiente para encontrar uma
extensao.

Investigamos quanto L > L significa em termos de coordenadas locais. Introduzimos
as coordnadas x1,...,2, 1,2, =y em U tal que = H = {(x,y) : y = 0} com a métrica
gni =0, gun = 1, onde 1 <7 <75 <n-—1. O campo vetorial Y, X;,..., X,,_; denota

os vetores tangentes para as curvas apropriadas. O simbolo de Cristoffel I'}; é igual para

1 1 —
—égij,n. Mas L;; =< Y, X; F X; >= —§gij,n. Para L > L sabemos que existe um

vetor v(p') € Ty EN a qual para a unidade de comprimento safisfaz (2) e (3) e modifica

analiticamente como um funcao de p’. Em termos da aplicacao f : H — E” nos podemos

1 . . . .
ter v. fxixj = —=0ijmn, V-fz, = 0 e v.v = 1. Nos vimos que em uma variedade riemanniana

2

real e analitica a existéncia de uma solucao deste sistema algébrico impliva na existéncia

de uma aplicacao isométrica f : U — EV como extensao de f.

Teorema 5.10.1. Seja U uma variedade riemanniana real e analitica de dimensao n. H
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uma subvariedade analitica de codimensao um, com a métrica induzida, e p um ponto de
H. Seja a aplicacio f: H — EV com N = %n(n—l— 1), a qual em uma vizinhanga de p é
analitica e isométrica. E assuma que no ponto p, f seja nio degenerada e L > L. Entdo
existe uma vizinhanca aberta U de p em U e wma aplicacdo real e analitica f : U — EN

tal que f € um mergulho isométrico e f corresponde a f em HNU.

O fato de f ser ndo degenerada e de dimensdo N suficientemente pequena é de suma
importancia para a demonstracao de ambos os Teoremas, este e o de Janet-Cartan.
Demonstragao:

Com as coordenadas locais introduzidas a cima, o mergulho isométrico torna-se as

seguintes equacao

Nos consideramos f(0,z1,...,z,_1) como dado e procuramos a solugao de
fly,z1,...,xn1) = f(0,2) + fi(z)y + fa(x)y* + .... Nos (5.38) para um sistema para
o qual possa ser aplicado o Teorema de Cauchy-Kowalewski, onde vemos facilmente que

uma solucao de (5.38) também tem que satisfazer:

ey = =50 Fofe =0, fyfy =1 (539

fyy'fzi = 07 fyy-fy = O, fyy-fxixj = %(gij)yy + fymi-fyxj- (540)

Pode-se notar que a condigdo da segunda forma fundamental implica que f,(0,z) =
v(x) satisfaz (5.39) em H. Mais v(z) ¢é linearmente independente de Q(H), isto é,
a métrica cuja ordem v, fo., ..., fe, s forzrs - Saie - Son_1z,_, € iInversivel.  Mas
podemos aplicar a Teorema de Cauchy no sistema (5.40) com f(0,z) a aplicacdo dada de
H em EV e f,(0,2) iqual a v(z).

Agora verificamos que a funcao analitica f(z,y)também satisfaz (5.38)daqui ja temos
mostrado que f,, f, =0 e f,.f, =1 onde f(x,y) é definido e para todo ¢ =1,...,n — 1.
Para algum 4, temos v = z;, v = x;, em H podemos ter f,.f, = gi;, sabemos que em
H, f satisfaz a condigao f,.fu, = —%(gij)y. Diferenciando f,.f, = 0 = f,.f, dado que
(fu-fo)y = —2fuww-fy = (gij)y em H. Veremos agora podemos mostrar que (fy.fu)yy =
(Gij)yy, entdo claramente f,.f, = g;;. Para f,.f, = fo.fy = 0 e f,.f, = 1 nos derivamos
Far-Fo = = Fuvg-F9 = - Foy = Fuv-Fuy © Fuvy-fy = —Fuy-Fon.

Mas usando (5.39) obtemos (fy.fu)yy = (9ij)yy, qual implica que uma solugdo para
o sistema (5.40) satisfazendo as condigoes acima é também uma solu¢do para o sistema

(5.38), assim prova-se que uma extensio para o mergulho isométrico H — E¥.
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Teorema 5.10.2. (Janet-Cartan) Seja U uma variedade Riemanniana n-dimensional

real e analitica, e seja p um ponto de U. Entdo existe um conjunto aberto U contendo
— 1

p e uma aplicacdo real e analitica de U em EN, N = §n(n + 1), qual é um mergulho

1sométrico.

Demonstragao:

Seja p € H'? c ... ¢ H"! C U uma sequéncia de subvariedades analiticas, com
dimensao de H* ¢ k, nos procuramos isométrias analiticas nao degeneradas para cada H*
(ou um subconjunto aberto de H* conténdo p) em EV, com N = §n(n +1). Para H!
isto é simples, desde que a introdugao de comprimento de arco seja uma troca analitica
de variaveis.

Se H*! ¢ também um mergulho, com condicao de curvatura forte, entdo pode-se
aplicar o teorema (5.10.1), e obter um mergulho similar para H*. Assim obtemos um
mergulho de U, o qual prova o teorema de Janet-Cartan.

1
Ou pode-se repagar N por N = §n(n + 3) e obter uma varia¢ao do teorema: de todo

. 1
modo U possui um mergulho isométrico analitico e ndo degenerado em EV, N = §n(n+3).
Na questao anterior a sequéncia de variedades H” e seu mergulho néo degenerado pode
ser tal que a restricao de curvatura é valida, lembramos que estas restricoes sao sempre

satisfeitas se as variedades sao geodesicas sobre p. Isto prova o teorema (8.0.1).

— — 1
Seja M e M variedades riemannianas, dimM=n, dimM = §n(n +1). Seja H uma
subvariedade com co-dimensdo um em M, e h : H — M uma isometria. Nos desejamos
estender h para uma isometria f : M — M. Novamente pode-se assumir que cada uma

¢é real e analitica e vemos um tunico resultado local. Para cada coordenada local em M

)@k e

onde o primeiro é o produto interno em M, e o segundo em M. Seja H = {z : z,, = 0},

o 0 .
<a—xn,a—xl>: s Z%n.

logo deseja-se resolver:

e tome
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nea(2)

. Uma condicio necessaria para existir uma extensdo isométrica é que exista W € TM
com < WW >=1, < W, X; >=0,e < W,V,. X; >= [ ao longo h(H) C M. Nos

usamos 1 < i < j < n. Logo V é a conexao em M (também denotamos a subsequéncia

Também o conjunto

por F), e ' o simbolo de Christoffel em M. é fécil verificar que a solugao para:

< Ve Xn, X;>=0, <V, X,, X, >=0,

— - 1 02
< Vg, X, Vg, Xj >= 0 < 0. 0 >+

~5922 \ 9w’ 9,

<V Xi, Ve X; >+ < R(X,,, X;)X;, X,, >

sujeito a condicoes iniciais em H

<X, Vo X;>=T7 <X, X;>=0, <X,,X,>=1

YR

também dado uma solugao para (5.41). Aqui R é a curvatura

R(A,B)C = —AF (BFC)+BF (AFC)+]A B]FC.

Usando coordenadas locais e lembrando que R é um tensor e logo nao depende da
derivada de f, nos vimos que o teorema de Cauchy-Kowalewski pode ser aplicado para
provar que {Xi,Xn,vxin} sao linearmente independentes na origem da superficie H.
Assim nos dizemos que f é nio degenerada sobre p € H se o conjunto {X;, V,,X;} C
Tf(p)M é linearmente independente, e nos temos L > L se existir W € TWf(p) com
<WW><1, <WX—-i>=0e< W,%in >= L(X;, X;), L sua segunda forma
fundamental de H em M.

Teorema 5.10.3. Se f € ndo degenerado, e L > L sobre p € H, entdo a isometria
h: H — M pode ser estendido, por uma isometria analitica em wma vizinhanca em M

sobre p.

Como vimos anteriormente, pode-se notar que se H é uma geodésica para uma sub-
variedade de M sobre p, entao a isometria h : H — M pode ser estendida, provando
que h é nao degenerada. Assim note que se M é uma subvariedade sobre algum M,

uma geodésica para algum ponto g, entdo para qualquer h : M — M com h(p) = q o
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espago osculador para h(H) sobre ¢ como um subspago linear de Tq]f . Com estas duas

observagoes podemos provar a seguinte generalizagao do teorema de Janet-Cartan.

Teorema 5.10.4. Seja My e My é uma Variedade Riemanniana analitica de dimensao n

1
2 §n(n + 1) respectivamente. Entao a cada ponto em M, existe um conjunto aberto qual

pode ser imersa isometricamente em My por uma aplicacao analitica.



Capitulo 6

Teoremas de Nash, de Nash-(Greene

e de Nash-Gunther

6.1 Introducao

Na secao seguinte vamos estudar o teorema de Nash.

“Toda n-variedade Riemaniana possui uma mergulho isométrico de classe C*

em um espago E* (espaco euclidiano de dimensao 2n) Nash 1954[26]".

Ele mostrou que uma variedade de classe C!(derivadas parciais de primeira ordem de
Guv)
existem e s@o continuas) pode ser imersa em espago euclidianos de 2n dimensoes. Em
1956 ele tratou o caso de C* para 3 < k < co. Demonstrou como fazer a imersao local de
uma variedade diferencidvel mantendo sua regularidade, nao necessitando mais de uma

métrica analitica.
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6.2 Teorema de Nash (1954)

Através do Teorema de Nash podemos garantir que qualquer variedade riemanniana V,
é imersivel em V,,, sem usar de analiticidade, e com o conceito de perturbacao ortogonal
de uma geometria imersa, desenvolvido por Nash. Pode-se fazer uma imersao local e
isométrica com a aplicacao. Discutiremos o resultado de Nash-Greene na proxima secao
[28].

Com,

?A Vi, — V.

Uma imersdo local e isometrica, onde V,, é uma superficie inicial, uma subvariedade,
particular, imersa em V,,. A idéia de Nash consiste em deformar V,, ao longo das N =
m — n dimensoes extras de modo a obter qualquer outra variedade imersa.

A variedade ndo-perturbada V,, é descrita em V,, pelas coordenadas de imersio TA,
enquanto a variedade perturbada V,, é descrita em V,, pelas coordenadas de imersao Z4.

A perturbacao ao longo de uma direcao n arbitraria pode ser escrita como

ou

ZA =" 4y (6.1)

, assim y® sao as coordenadas medidas nas dimensoes extras. Por outro lado, pode-se

perturbar os vetores normais como

nt =+ (&l =nt + Ml =0

Com a suposicao que Z4 deve definir uma nova geometria riemanniana Vj, imersa em

V.., as equacoes de imersdao para Z4 devem satisfazer as equacdes semelhantes:

Guv = gAB‘)C:fyX:B7
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QAB)(,éUI? =0
gAanan = Gab = Eaéaba
de tal forma que,
Guv = Z,ﬁzngB; (62)
Gus = 28 Gas, (6.3)
na T]b gAB - gCLb Eaéaby (64)

Escrevendo as componentes de um vetor contravariante em V,,,, para um dado valor

de indice A, as derivadas n/ . dos vetores podem ser escritos na base {X i}

77(;4,/4 = au + ﬁbanlf“

Como na equagao. (5.30), encontramos que o, é —k,07" € 3, € Apacg™

. Note que

esta é uma expressao consistente, ja que reproduz as equacoes para kpq € Auqc para V,

nao-deformado. De fato, para k,,, pode-se fazer uma contracao com a métrica G4p ¢ a

~ —B
coordenada nao-deformada X,

ana MgAB = _k,upagpu-)( X gAB + BuaX oy gAB?

pelas equagoes (8.4) e (8.5).

—Uv B4
g =X X Gan

—A
gABX,aan =0
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A expressao para k,,, fica escrita como:

Eup,a - _?B A gAB; (65)

70'/’70'7#

que ¢é a 2% forma fundamental nao-deformada, ou curvatura extrinseca.
Com A, procederemos de modo andlogo. Contraindo com a métrica G4p e a com-

ponente normal 1?

A _ v pa b A
na,u - Oéa,uX,V + ﬁuanb )

v pA c
nfnﬁ‘ugAB = OéaHXWUCBgAB + A,uacg bn?nngB'

Pela equagao (8.5),

A,uad == nfnéiugAB-

Chega-se a expressao para a 3* forma fundamental (definida apenas nesta se¢ao) nao-
deformada, mostrando que a variedade nao perturbada é um caso particular da varie-
dade perturbada. Agora vamos encontrar expressoes para a métrica e a 2% e 3* forma

fundamental deformadas. Das equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) segue que:

9" G = Z,ﬁzngB

Como em termos dimensionais m = n + N, entao pode-se escrever isso como:

9" G = GG an — 9" Gab;

dai pode-se concluir que

9" ZLZ0 =GP — gty (6.6)

Tomando as equagoes
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, podemos rescrever a equagao

ub = Z,ﬁnl?gAB

Ccomo:
A a A a
g = Zmy = Gap = (X, +y" 02 )0 Gas = X, Gas +y “1i,mi Gas
=0

Iub = —i—ya??ﬁunngB = y" Apba, (6.7)

como n = 7%, entdo segue que

Aba =018 Gas =Ty Gas = Aysa, (6.8)

o que mostra que a 3* forma fundamental nao se propaga na deformacao.
A partir das equagoes de imersoes da variedade deformada pode-se obter a métrica

g de V, em termos de quantidades pertubadas. Para isso, deve-se tomar as equacoes
(6.1) e (6.3),

—A a B
Gur = ZAELGan = (), + 4l ) (X + 40 )G =
?A?Bg by A, B aypB A a b, A . B
ut YaBty ,unb,ugAB +y X,una,ugAB vy Ua,wb,ygAB-

Aplicando a equacao (6.4) e ap6s uma mudanga de indices, a expressao acima fica

G = g,u,l/ - 2yaEMVa + yaybnlﬁ#nfl’gAB'
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De acordo com o que fora abordado anteriormente, desenvolve-se o termo ng‘“nfyg AB

seguinte forma:
Ci 7. —v e - —aa_B
nﬁunfygAB = (Auacg b771;4 - kupag pxﬁ)(Aubdgd neB - kuabg X,a)gAB

= QCbgdeAuacAubdng‘neBgAB - QCbﬁwAuachangnngB

_gdegypzupaxﬁneBQAB - gupgaUEupaEljabXﬁgAB-

E usando as equagoes (6.2), (6.3) e (6.4), pode-se obter

néunfygAB = ngAp,caAl/db + gapE,u,paEypb (69)

Dessa forma a expressao para a métrica pertubada é

Gy = G — 2Y* Kpva + Z/ayb @U’%uaa%w’b + QCdAucaAvdb)a (6.10)

onde g,, expressa a métrica de V;, nao-deformada. A curvatura extrinseca também
pode ser estudada sob o contexto de deformacao do espago imerso. Portanto a curvatura

extrinseca perturbada sera

ke = —10 250G a5, (6.11)

assim de (6.1) temos que

280 4 yf,

; substituindo em (6.10) obtemos

——B
k,uzla - —772“(%,1/ + ybnlfu)gAB

—B
= =0 X Gap — Y0, Gan
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_ T b,A A B
- kw/a -y na,una,,unb,l/gAB

De acordo com o resultado obtido em (6.9) chegamos a

kul/a = kuua - yb(ngAucaAl/db + gapEuaaEl/Ub>‘ (612)

No caso de uma imersao diferenciavel, o teorema de Nash diz que a imersao da varie-
dade deformada V,,, no espago-ambiente V,,, é garantida se a deformacao for continua e
regular no espaco-ambiente.

As componentes do tensor de Riemman do espaco-ambiente, R spcp, definidas em
termos das bases de imersao da geometria pertubada {Zﬁ, n2} reproduzem as equacoes

de Gauss-Codazzi-Ricci demonstradas na secao anterior.

Raﬂ'yo = gab(kaa'ykboﬁ - kaaakbﬁ'y) + RABC’DZ;({;Z”%Zng

kaa&'y - kaoe'y;é = ng(Acd'ykcaé - Acdzskcow) + RABCDZfOtT/bBZ;C;Zg

Aba'y;d - Abaé;'y - ng<Acb6Ada7 - AdayAcbci) + ng<kc’y§kd57 - kcé'ykd'y(s) + RABCD”(?UIJJBZSZ,?'

Portanto, conclui-se que em usando os resultados do teorema de Nash, a geometria
perturbada deve satisfazer as mesmas equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, para que ela

esteja diferenciavelmente imersa no mesmo espago V,,.

6.3 Teorema de Nash-Greene

O nominado Teorema de Nash-Greene [27],[28], ¢ relativo a generalizagoes, extensoes
e aperfeicoamentos do Teorema de John F. Nash [26], sobre a existéncia de imersoes
isométricas de variedades Riemannianas em espacos Euclidianos. Os novos resultados
obtidos por J. Nash e R. Greene [26],[27], seriam:

(i) demonstragao sobre a existéncia de imersoes isométricas de variedades (pseudo)

Riemanniana com métrica variavéis.
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(ii) demonstragao sobre a existéncia de imersoes isométricas de variedades abertas em
Espagos Euclidianos de dimensao menor do que aquela estabelecida por J. Nash (1954).

(iii) demonstragao sobre a existéncia de imersoes isometricas na vizinhanca de um
ponto arbitrario de uma variedade Riemanniana do tipo C*°, em uma variedade Rieman-
niana arbitraria de dimensao suficientemente alta. Em resumo, R. Greene prova que:
“Qualquer variedade Riemanniana nao compacta conectada M, admite imersoes harmon-
icas em R*"™1”. Antes de tratarmos com pormenores desse teorema (segao 6.6), definimos
nas segoes subsequentes as coordenadas harmonicas, fungoes e mergulhos harmonicos, com

o intuito de melhor analisarmos os resultados de Nash-Greene.

6.4 Coordenadas Harmonicas Locais

Proposicao 6.4.1. Seja M uma variedade riemanniana de classe C'*° e dimensao n e
p € M um ponto arbitrario de M, entao existe uma vizinhanc¢a aberta U de p e uma

colecdo de fungoes reais (de classe C*®) hy, ..., h, em U tal que:
a) Vhi(q) =0, Yge U, i=1,...,n.

b) Se H:U — R™ € definida por H(q) = (h1(q),...,hn(q)) € R™ para q € U entao

H possui a matriz Jacobiana sobre p nao singular.

Demonstragao:
Seja (x1,...,x,) um sistema de coordenadas C'* definido em uma vizinhanca de p.
Se g, denota o espaco de vetores reais de funcoes harmonicas sobre p, entao existe uma

aplicacao linear £ : p, — R", definido por:

— Oh oh —
L(h — s =—1p ), hEp,.
(h) — (&El lp oz, |p) ©p
De fungoes especificas hq, ..., h,, nao singulares sobre p com o Jacobiano associado a

aplicagao H ¢ equivalente a matriz nao-singular n x n:

Oh; , .
<8_£Cj’p)’ i1=1,...,n, j=1,...,n.
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E equivalente a independencia linear em R”, para os vetores £(hy), ..., £(hy), onde h;
o germ de h; sobre p. Mas para provar a proposicio ¢é suficiente mostrar que o subespaco
£(pp) de R™ possui dimensdo n ou equivalentemente que £(gp,) = R™. Os detalhes podem

ser vistos em [23].

6.5 Mergulho por funcoes harmonicas

Nesta seccao a na seguinte vamos considerar M como sendo uma variedade riemanniana
conectada nao-compacta da classe C'™ e dimensao n > 2.

Seja (M) um espago topologico de fungoes harmonicas de valores reais em M com
topologia simplaes C° (topologia d énci if b to d
opologia simplaes opologia de convergéncia uniforme no subespaco compacto de
M). Considere C*(M) como o espago das fungoes reais C* em M com uma topolo-
gia simples (a topologia de convergencia uniforme no subespago compacto de M para
va_lo_res funcionais e derivadas de todas as ordens). Seja uma fun¢ao harmonica em M é

necessariamente C°°, ha uma inclusao

i:p(M)— C®(M), p(M) C C>®(M).

Lema 6.5.1. A aplicacdo de inclusao i : p(M) — C>®°(M) é um homeomorfismo de

(M) em um subespaco fechado de C*(M).

Demonstracgao:
Este lema é equivalente as seguintes propriedades de func¢oes harmonicas, o primeiro

segue do segundo,o segundo é um exemplo especial dos resultados de Friedrichs e Garding
[27]:

a) Se a sequencia de fung¢oes harmonicas convergem uniformementeno subespago com-

pacto de M, entao o limite é uma fungao harmonica.

b) Se a sequéncia de fungoes harmonicas convergem uniformemente no conjunto com-
pacto , entao a derivada dos membros da sequéncia convergem uniformemente no conjunto

compacto para a derivada do limite da sequéncia.
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Definicao 6.5.1. Seja P um operador diferencial em M. Uma funcao f: K — R onde
K € um subconjunto compacto de M que satisfaz Pf = 0 se f € a restricao para K da
funcao f1 definido em algum subconjunto aberto de M contendo K e satisfazendo Pf, =0
nesse subconjunto. Em particular, a funcao f : K — R € dita harmonica em K se f € a
restricao de K para uma funcao harmonica definida em algum subconjunto aberto de M

contendo K.

Lema 6.5.2. Seja K um subconjunto conpacto de M tal que M — K ndo possui com-
ponentes compactas, entao cada funcao f : K — R qual € harmonica em K € o limite
uniforme em K para fungoes harmonicas definidas em todo M, e particular, se p,q € M,

entao existe uma funcao harmonica h em M tal que

h(p) # h(q).

Demonstragao:
Um operador linear eliptico P em M possui uma tnica propriedade continua se duas

funcoes

UliU—>R

UQIU—>R

definidas em um subconjunto aberto conectado U de M satisfazendo

Pu;=0e Puy =0

em U e

U = Uy

em algum subconjunto aberto V' de U necessariamente satisfazendo u; = us para todo
U. Note que cada operador eliptico possui um tnica propriedade continua como mostra
PLI’s . Entretanto, Aronszajn e Cordes possuem uma prova para todo operador neliptico

de segunda ordem (com coeficientes C*°) e em particular o Laplaciano em M possui esta
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propriedade e o fato em mesmas condigoes fortes para um nico tipo de continuidade que
requeremos aqui. Um teorema relacionado que admitam uma prova muito mais simples e
que igualmente implica a propriedade original atual da continuacao é dado por Protter.
A primeira conclusao do lemma é assim uma conseqiiéncia do seguinte resultado de Lax e
Malgrange (ver tamb em, para uma discursao detalhada para o caso analitico real, onde
a unica propriedade continua é automatica:

Se P é um operador eliptico em uma variedade conectada nao compacta M e sua
adjunta P* possui uma unica propriedade continua, entao, para cada subconjunto con-
pacto K de M tal que Mg nao possui componentes fechadas, e uma fungao f : £ — R
satisfazendo Pf = 0 em K ¢é um limite uniforme em K para funcoes h definidas em todo
M e satisfazendo Ph = 0 em todo M.

a segunda conclusao do lemma segue imediatamente do primeira desde que a fungao

que ¢ 0 em p e 1 em ¢ é harménico no conjunto p,q e M — p, q é conectado.

Lema 6.5.3. Para cada ponto p € M, existem funcgoes harmonicas hy,..., h, : M — R

tal que a aplicacao

q— (hl(q)v - >hn(q)) € Rn’ qe M7
¢ um difeomorfismo em uma vizinhanca do ponto p.

Demonstragao:
Como visto na proposicao 1, existe uma vizinhanca U de p, com func¢oes harmonicas
1. bl em U tal que ¢ — (R}(q), ..., h,(q)) é um difeomorfismo de U em sua imagem.
Uma vizinhanca fechada U; de p com U, compacto, U; C U, e M — U, conectado (por

exemplo, uma esfera geodésica de raio suficientemente pequeno em torno de p). Pelo

lema 2 implica que existem func¢oes harmonicas hq,..., h, : M — R aproximando-se de
/

Ry, ..., hl em U, fechado arbitrario. Pelo lema 1 segue que a derivadas —, i=1,...,n
x .
j

sobre p. Assim a matriz

on; .
9. 7=1,...,n
J

é nao-singular sobre p por hipétese, hq, ..., h,pode ser fechado mas a matriz

Ohi =1 n
81']" j_ 9ttt




6.5. Mergulho por fung¢oes harmonicas 132

¢ também nao-singular sobre p.Estes hls satisfazem o lema pelo teorema da funcao

mversa.

seja K um subconjunto compacto de M. Uma aplicacio C*® F : M — R* é dita um

mergulho de K se F'\ K é injetiva e se F é injetiva para todo ponto de K.

Lema 6.5.4. Seja K um subconjunto compacto de M. Logo existe um numero finito de

funcoes harmonicas

hl,...,hllM—>R

tal que a aplicacao M — R' definido por

q — (hi(q), ..., hi(q))

¢ uma merqulho de K.

Lema 6.5.5. Seja F : M — R¥, com k > 2n + 1, é uma aplicacio C>* com com-
ponentes de funcoes Fi,..., Fy. Suponha que F possui a propriedade que F, € inje-
tora para cada ponto de um subconjunto compacto K de M. FEntao o conjunto de todo
a=(ay,...,ap_1) € R*! tal que a aplicagcio Fa de classe C* de M em R*1 definida

por

q— (Fl(Q) - ale(Q), . 7Fk71(Q) - aklek(Q))

possui (F'*), injetora para cada ponto de K possui complementar mensurdvel zero em

RF-1,

Demonstracao:

A aplicacao linear P, : R¥ — R*~! definido por:

(3/17 ldots, yk) — (y1 —aY —k, ..y — akflyk)v (yla ce ,yk) € RF
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possui um Kernel para o conjunto de escalares multiplos do vetor (aq,...,ax_1,1) esta
aplicacao pode ser interpretada geometricamentecomo projecoes ao longo dos vetores de
dimensdes k — 1 no subespago de R* definido por y* = 0. A aplicagao (F%), : TM, —
RF=1 p € M, é ndo injetiva e seu kernel de p possui uma intersecao diferente de zero com
F.(TM,) e mas se e s6, se (ai,...,a,1,1) € F.(TM,).

Seja U uma vizinhanca de K; entao a aplicacao

{(p,v) :peUwveTM,}

em R* definida por (p,v) — F,qv é C™ e seu dominio uma variedade de dimensio
2n < k. Deste modo sua imagem possui medida zero em R* (veja em [28 ]). Assim a
imagem de {(p,v) : p € U,v € TM,} possui medida diferente de zero em R*. O fato de
possuir medida diferente de zero implica que sua intersecao com o hiperplano definido por

y* = 1 possuir (k — 1) dimensdes de medida zero neste hiperplano. Mas o conjunto de

a = (al,...,ak_l)

tal que F'* possui (F'*), nao injetiva sobre algum ponto de K possui medida zero em

R,

Lema 6.5.6. Seja F : M — R* com k > 2n + 2, uma aplicacdo de classse C™ com
componentes de funcgoes Fi,...,Fy. Suponha que F € uma imersio de K. FEntdo o
conjunto de todo a = (ay,...,ar_1) € R*¥! tal que a aplicagio C* de M em RF!

definido por

q — (Fi(q) — a1 Fy(q), - - -, Fr1(q) — a1 Fx(q))

¢ uma imersao de K possui um complementar mensurdvel zero em RF™L.

Lema 6.5.7. Seja K um subconjunto compacto de M, entao e(K) é um subconjunto

aberto denso de E*" 1 (M).

Proposicao 6.5.1. Seja ¢(M) € igual ao conjunto de aplicacoes H em @***1 (M) satis-

fazendo as propriedades:
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a)H € injetora em M e
b)H, € injetiva para cada ponto de M,

entao €(K) € denso em o*" T (M).

Demonstragao:

Seja {K; : i = 1,...} uma sequéncia de subconjuntos compactos de M, com K; C K,y
para todo i e UL K; = M. Entao:

e(M) = niZye(ks) -

Claramente (M) C N %e(k;). Por outro lado, se H € N;¥e(k;) entdo H ¢é injetiva
em M, deste modo quaisquer dois pontos p,q € M juntos em algum K; e H\ K; é injetiva
para todo ¢ por suposicao. Similarmente H deve possuir H, injetiva para todo ponto de
M, assim todo ponto de M em algum K;.

Para cada i, ¢(K;) possui um subconjunto denso de (M) (Lema 7), logo

e(M) = niZye(k:) -

é denso em E*"TH(M).

Definicao 6.5.2. Considere K um subconjunto compacto de M. Entao o fronteira com-
pacta de K, denotada por K ¢ a unido de K e todos os componentes de M — K quais tém
o fechamento compacto.

O sequinte resultado seque de argumentos topologicos em [23].

—

Lema 6.5.8. Seja K um subconjunto compacto de M, entao K ¢ compacto e (I?) =K.

Se Ky e Ky sdo subconjuntos compactos de M e ki C Ky, entao f(\l - [/(\2

Lema 6.5.9. Considere {C;j1 = 1,2,3,...} € uma colecio de subconjuntos compactos

conectados de M tal que

CL) Cil mCiQ = ¢ se 1l %ZQ
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b) Se K € um subconjunto compacto d M entio C;N K = ¢ para todo mas um nimero

finito de i =1,2,3,.... Entao existe uma colecdo

{(Kp k=1,2,3,...}.

Para um subconjunto compacto de M tal que para todo k [A(k = Ky, Ky C Kgyq, para
cada i ky N C; = ¢ ou C; C Ky, e UFS K} = M.

Lema 6.5.10. Seja M n-dimensional, logo existe uma cole¢do de n+1 familias (contavéis)

{¢h=1,2,3,...}, j=0,1,...,n

para um subconjunto compacto conectado de M, com as sequintes propriedades:
a) Para cada j = 0,1,...,n, C\NC, = ¢ seil # 2.

b) Para cada j = 0,1,...,n e cada subconjunto compacto K de M, C’Z»j N K = ¢ para

todo, mas para um niumero finito de i’s.

¢) Para todo j =0,1,...,n ei=1,2,3,... se U é um subconjunto aberto conectado

de M contendo C?, entio U — C? ¢ conectado.

d) Uj—g (szofcf) = M.

Lema 6.5.11. Seja {C? j = 0,...,n, i = 1,2,3,...} seja a colecio de subconjuntos
compactos conectados de M obtido no lema (6.5.10). Entao para cada j € {0,...,n} e
cada sequencia {o; : 1 =1,2,3,...} de nimeros reais, assim existe uma fun¢ao harmonica

fi+ M — R tal que f;(p) > o, para todo p € Cy.

Proposicao 6.5.2. Fxistem n+ 1 funcoes harmonicas em M tal que a aplicagao M em

R+ ¢ obtido destas funcoes como componentes da aplicagdo apropriada.

Demonstragao:
Se para cada j temos uma sequéncia «;, do Lema 6.5.11, para 1,2, ... entao as fungoes
fi»3 =1,...,n do lema satisfazem a proposi¢ao. A propriedade da aplicacao de M em

R™*! definida por:
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segue facilmente pelo fato que:

a) Para qualquer conjunto compacto K C M, C’Z-j NK = () para todos, mas um ntimero
finito de pares (i,7) € Z x {0,...,n}.

b)Ur_ Uy €Y = M

e

c)para cada j, lim; | (infpec? fj(p)) = 400 (segue do Lema 11).

6.6 Teorema de Nash-Greene

Teorema 6.6.1. Uma variedade Riemanniana nao compacta conectada M, possui um

mergulho apropriado para as funcoes harmoénicas em R?*" 1,

Demonstragao:

Seja:

p— (hl(p>7 ) h2n+1(p)) € Rl

uma imersao injetiva de M em R?"*! por funcoes harmonicas, a existencia é garantida
pela proposigao (6.5.2). Seja f;,j = 0,...,n sdo n + 1 funcoes harmonicas satisfazendo
a proposigao (6.5.3). Entao a 3n+2 fungdes harmonicas fy, . .., fu, A1, . .., hope1 juntas de-
finem uma imersao apropriada de M em R3"2 : p — (hy(p),, honi1(p), fo(p), ..., fu(p)) €
R3*+2. Por uma escolha mais cuidadosa das funcoes f;, pode-se arranjar técnica de
projecao do Lemma 6.5.7 pode ser aplicada para obter uma imersao apropriada R?**1,
Especificamente, dada as fungoes hq, . .., ho,y1, definidas para cada j € {0,1,...,n} uma

sequencia {of :i=1,2,3,...} por

7 2 h ] .
o] = max ( seucpj (K%%?éﬂ‘ k(p)|> 7@)

Entao para cada j € {0,1,...,n} considere f; uma funcao harmonica fornecida pelo
Lema 6.5.11 aplicado para isse j e com a sequencia {ozg :i=1,2,3,...} apenas definida.
Agora as fungoes f; tomadas juntas definem uma aplicagdo apropriada para M em

R™ com f; > i em CY. Além disso, como antes as fungoes fo, ..., fn, ki, ..., hopt1 juntas
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definem uma imersao injetiva apropriada de M em R***2, como visto anteriormente uma
imersao de M. O argumento para a aplicagao repetida no lemma (6.5.7) e (6.5.8) mostra
que os numeros reais &5, 1 < r < 2n+ 1, 1 < s+ 1 pode ser escolhido tao perto de 0

como desejado e tal que a aplicacao F : M — R2n+!

n+1 n+1

¢ —" (fo(@) = D &1shnra(@), fi(@) = Y ashnis(a),

n+1 n+1

ceey fn(Q) - Z gn*l,shn—l—s(Q)y hl (Q) - Z €n+2,shn+s(q>7
s=1 s=1

n+1

o ha(q) — Z Sont1,shnt1(q))
s=1

1
é uma imersao injetiva de M. Escolha &.; com || < ——1 para todo r,s. Entao
n

para q € C? o fato que filg) > o implica que

n+1

filq) — Z§j+1,shn+s(q) > ag—
s=1

sup  max |hu(p)| > of —

L 1
P 1<k< -t v
n+1 peCs 1<k<2n+1 2

'R

, . ~ . . ]
Temos que F' é uma aplicagao apropriada agora segue o fato que para cada jo; — +00
com i — 400 juntos com o fato que somente um numero finito de CY possuem uma

intersecao com um dado subconjunto ompacto de M.

Corolario 6.6.1. Em uma variedade Riemanniana conectada e nao compacta M existe

uma fungao estritamente subharmonica C'*

T M —R

tal que 771([0,a]) é um subconjunto compacto de M para todo a € R (Uma funcao é

por defini¢ao estritamente subharmonica se € Laplaciana e positiva)

Demonstracgao:Seja H : M — R™ uma imersao apropriada de M por componentes

funcionais harménicas hy, ..., hy,. O conjunto T =Y ;" h?. Entio T claramente possui
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a propriedade que 771([0,a]) é compacto para todo a € R desde que {(x1,...,x,,) € R™:
224422 < a é compacto e H € apropriado por hipdtese. Além disso, T é estritamente

subharmonica :

Seja (1, ...,x,) coordenadas Riemannianas normais sobre um ponto p € M. Entao
0?1 N G N,
Arl, = 6 |p 2 la_le (zz: hi v

Spleesn)

=l

n

=92 Z(@xl )’COmZa2|P

=1 =l

= Ah; [,=0, para todo i.

Assim algum conjunto de n funcgoes h; formam um sistema de coordenadas locais em
2

i1=1,....m, Il =1,...,n sao

hi
002 b

uma vizinhanca de p, nem todas com derivadas

zero. Mas AT |,> 0.

A ezistencia de uma funcdao estritamente subharmonica C* ndo negativa com con-
juntos de subniveis compactos em uma variedade Riemanniana nao compacta € a func¢ao
harmonica analoga para a existencia de func¢ao estritamente plurisubharmonica com con-
guntos de subniveis compactos na variedade. A existencia de tal fun¢ao na variedade seque
da existencia de uma imersao holomorfica apropriada na variedade em algum C™ por um
processo analogo no caso harmonico é um processo mostrado pelo Coroldrio dando uma
gustificativa para concluir a prova do teorema.

As funcoes subharmonicas que satisfazem as condi¢oes do coroldrio sao sujeitas a
determinadas limitagoes geométricas. Por exemplo, se M ¢é completo mas tem o volume

finito entao tal fung¢ao nao pode ser (uniformemente) Lipschitz continuo em todo o M

[23].



6.7 Teorema de Nash-Gunther

Por volta de 1987 o matematico alemao Matthias Gunther [30] encontrou uma maneira
nova de obter a existéncia de um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana.
Sua demonstragao evita o esquema chamado de iteracao de Nash-Moser, uso de fungoes
harmonicas, e portanto, isto simplifica consideravelmente a prova do teorema do mergulho
isométrico de Nash [23,24]. Gunther apresentou seu trabalho no congresso internacional
dos matematicos em Kyoto em 1990 logo apds publicou sua prova [30]. Nesta segao

mostra-se uma exposicao informal que descreve sua prova.

Teorema 6.7.1. Seja M um toro n-dimensional e ug : M — RN, N > %n(n +1)+n,
uma imersdo livre e suave. Entdo, dado 0 < a < 1, existe € < 0 (dependendo de ugy e «)
tal que dado qualquer C** métrica Riemanniana g, onde ||g — dug.dug||2.o < €, existe uma
C?% imersao u fechada para ug, tal que du.du = g. Além disso, se g é O, 2 < k < oo,

a imersdo u € CF°.

Demonstragao:

Seja M uma variedade suave n-dimensional. Dado um mergulho u : M — RY, o
produto interno padrao em R” induz a uma métrica em M. Nés denotamos esta métrica
por du.du. Em particular, dado uma métrica riemanniana g em M, nds afirmamos que o

mergulho u é isometrico, se

du.du = g

1
Seja N > En(n +1). Uma C? imersdo u : M — RY & livre se para todo x € M,

Oiu(z), 0;0;u(x), 1<i,j<mn,

. . 1 . .
abrangem um subespago linear min (N A+ En(n + 1) |-dimensional de R¥.
A tnica parte onde a prova de Gunther’s difere das demais é em mostrar a existéncia de
um mergulho suave vy : M — RY e uma métrica Riemanniana suave ¢ suficientemente

fechada para dug.dug, existe um mergulho suave v : M — RY fechado para ug tal que:
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du.du = g. (6.13)

Embora nao seja necessario, simplificaremos a prova, supondo a existéncia de coorde-
nadas ”globais”em M. Se M é compacto, este é obtido por um mergulho de M em um
toro de dimensao maior e estendendo suavemente o mergulho ug e a métrica g ao toro de
modo que g permaneca fechada para dug.duy.

Se o que nds estamos tentando provar é o teorema local da existéncia, podemos supor
que M é um difeomorfismo para um conjunto aberto em R". Na discussao abaixo, vamos
supor que 7y, . . ., &, sao coordenadas globais em M, se M nao possui coordenadas globais,
entao todos os cédlculos abaixo estao feitos usando uma métrica suave e fixa g, em vez da
métrica implicada pelas coordenadas globais, e sua conexao de Levi-Civita. Os termos
extras que envolvem a curvatura de ¢ e a derivada covariante da curvatura aparecem, mas
sao todas da mais baixa ordem e nao afetam a prova.

Seja v =u—ug e h=g— dug.dug.

Por coveniéncia nos denotaremos:

8U0 02U0
Yoozt Y 9xi0ad

Entao (6.13) sao equivalentes a

ui.ajv -+ Uj.aﬂ) -+ aﬂ].aﬂ) = hij7 1 S Z,j S n. (614)

Aplicando a ”integracao por partes”padrao podemos reescrever (6.14) como:

az(ulv) + @(uzv) - QUZ‘j.U + @vﬁjv = hU (615)

iste pode ser escrito da seguinte forma:

Lov 4+ Q(v,v) = h,

onde Ly é um operador linear e @) é bilinear.

Quando N > §n(n+ 1)+n, para observar que o operador diferencial linear Ly pode ser
invertido por um operador diferencial My de ordem zero (M. Gromov e Bryyant-Griffiths-
Yang[30] encontraram os casos onde N < —n(n+1)+n e Ly admite inversa a direita M,

2
com um numero fixo de derivadas. Em todos os casos ha uma perda na regularidade, de
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modo que os teorema da funcao implicita contradiz os argumentos da func¢ao,ou seja, nao
se aplica. Logo, o esquema assim chamado da iteracao de Nash-Moser deve ser usado).
Gunther utiliza um truque engenhoso que pode ser descrito como se segue: Gunther

encontra novos operadores bilineares nao-locais ()1 e (02 tais que

Q = Lo + Q2, (6.16)

onde ()1 possui ordem zero e (05 é de qualquer ordem negativa, isto é, um operador de
alisamento bilinear. Nesta situacao, o operador ()5 serd idéntico a zero. Entao a contragao

que traca o argumento pode ser aplicada a equacao

v = My(h — Q1(v,v)) — Qa(v,v).
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A separagao é obtida da seguinte forma: Seja

A=>"0;
i=1
Entao A — 1 é um operador elipitico invertido em M. Aplique-o a ambos os lados de

(6.15). Rearranjando os termos e entdo aplicando-se (A — 1)~! pela equacao resultante,

nos obtemos;

0 —i(upv + Q;(v,v)) + 9j(uj.v + Qi(v,v)) — 2us;.v + Qi(v,v) = hyj,

onde

Qi(v,v) = (A —1)7HA = 1)v.0

Qij(v,v) = (A — 1t (2 Z 0;0,v.0;0,v + 0jv.0jv — 2(A — 1)1}.@@1}) .

k=1

Desde que g seja livre, existe um tinico valor em RY do operador bilinear Q, tal que

0 u;.Qo = Qi e 0 u;;.Qp = Q;j. A equagao do mergulho isométrico torna-se agora

Lo(v - Qo)) = h,

onde

(L(ﬂ))ij = az(u]v) + 8](11,12)) - 2ui]~.v.

Dado h = h;jdxz'dx?, define Myh = v, onde para todo x € M, v(z) é o dnico vetor

encontrado na extensdo de u;(z), u;j(x), 1 <14, j <mn, satisfazendo as seguintes equacoes

u;. v =10

—2uij V= hij



6.7. Teorema de Nash-Gunther 143

Claramente, M, é um inversa a direita para Lg. Portanto, para resolver (6.15), é

suficiente resolver o seguinte:

v = Myh + Qo(v,v).

Definimos ¢(v) = Myh + Qo(v,v). Se ||v||2.a, 0 < a < 1, é suficientemente pequeno,
entdo ¢ é uma aplicacao de contracdo em uma vizinhanca de 0 € C?(M,RY). Alem
disso, o operador linear I — Qy(v,.) é um operador elipitico de orden zero e portanto se
h é C** k > 2, entdo v também é C* k > 2. Em particular, se h é suave, v também ¢é
lisa.

portanto concluimos a demonstracao do teorema.



Capitulo 7

Imersao “a la” Nash e Teoria de

unificacao

7.1 introducao

Em 1915 Einsten publica o seu artigo: “As equacoes do Campo Gravitacional”. Tendo
em vista que as equacoes da Relatividade Geral descrevem a curvatura do espago-tempo
provocada pela presenca da matéria, caso a distribuicao da massa de todo universo fosse
conhecida, tais equacoes, poderiam, em principio descrever a geometria do universo. Tais
conclusoes foram feitas por Einstein apds a publicagao de sua teoria, que na verdade ele
desejava ser uma teoria unificada.

O primeiro a cogitar a possibilidade de uma teoria unuficada foi Pierre de Mau-
pertuis[30], sugerindo que toda a natureza pode ser explicada a partir de um principio
matematico. Atribuimos a Maupertuis o conceito de agao, composto por atributos fisicos,
como massa, movimento e espaco. Por outro lado, quando pensamos que isso pode ser
realizdvel pela geometria proposta na teoria de Einstein, uma vez que somente uma com-
ponente fisica, a gravitacao, é geometrizavel em sua teoria.

Podemos ressaltar algumas teorias de unificacao apds Einstein, tais como: a teoria
de Weyl, a teoria de Einstein-Cartan, a teoria de Kaluza-Klein, e finalmente a teoria de
Cordas[22].

A teoria de Kaluza Klein foi desenvolvida inicialmente por Theodor Kaluza (1885-
1954), e posteriormente por Oscar Klein (1894-1977), que procurava unificar forgas fun-

damantais da fisica: a gravitacional e a eletromagnética. A teoria extendeu a Relatividade
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Geral, baseada no espaco-tempo de Minkowski 4-dimensional, para um espago-tempo 5-
dimensional. As equacoes resultantes da teoria de Kaluza produzem uma lagrangeana da
gravitacao e do eletromagnetismo em 4 dimensoes sobre a condi¢ao que as componentes
do tensor métrico fossem especificas e nao dependessem da quinta dimensao. Os resulta-
dos encontrados, levaram a conclusao de que o campo seria uma conseqiiéncia da quinta
dimensao. Einstein e Bergman estudaram a teoria de Kaluza e concluiram, em 1933, que
a teoria reproduzia tao somente sas equacoes de Einstein-Maxwell, a qual pode ser escrita

em apenas 4-dimensoes. Nao havia portanto um ganho real de unificacao.

7.2 Elementos da Teoria Nao-Abeliana

A deficiéncia dessa teoria de Kaluza-Klein é devido a topologia V; x By que produziu
um férmion de massa muito grande, que nao podia ser eliminado e deveria existir até os
dias atuais. Com essa deficiéncia Rubakov e Shapostinikov[30], produzem em 1984 um
modelo no qual a topologia produto era substituida por uma superficie imersa; tal feito
foi chamado de “Toy Model” pois era dado por uma superficie de 2 dimensoes. Nesta
ocasiao a Teoria de cordas também achou uma superficie imersa (Word Sheets) em maior
dimensao, o que atraiu a atencao dos pesquisadores. A teoria de Cordas surgiu no final
da década de 60 com um modelo de ressonancia dual vazando explicar o confinamento
de quarks. Ao final da década de 80 a Teoria de Supercorda é dividida como: Tipo
I(aberta), Tipo ITA, Tipo IIB, E8 x E8 heterdtica e SO(32) (as quatro tltimas sao cordas
fechadas), onde cada uma delas é definida em um espago de 10 dimensoes[28]. Em 1995
se percebeu que o Tipo ITA e o Tipo IIB estao conectadas pela dualidade, qual uma corda
fechada de raio R na teoria ITA é a dualidade de uma corda de raio = pela teoria IIB.a
mesmo ocorre entre as teoria SO(320) heterdtica e E* x E'8 heterdtica. Com a descoberta
das transformacoes duais que relacionam as teorias de Supercorda e Supergravidade de
11 dimensodes levaram a conjectura de uma tunica teoria de 11 dimensoes, tal teoria foi
chamada de teoria M. Nesta teoria os objetos bésicos sao pbramas (ou p membranas) tais
objetos sao subvariedades de dimensao p imersas no espaco de 11 dimensoes. Uma corda
é um exemplo de 1-brana.

Em 1998 Arkani Hamed, G. Dvali e S. Dimopolos|31] inspirados pela Teoria M pro-
poram uma teoria multidimensional, a qual foi inspirada na solucao do problema de
hierarquia das interagoes fundamentais, observando que:

a) As iteragoes pertencentes ao modelo padrao (Teoria de Calibre Yang-Mills) sao
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consistentes em apenas 4 dimensoes, ou seja, ela nao depende das dimensoes extras.

b) A gravitacao pode ser forte em escala menor de energia, que a escala de Planck,
desde que se propague nas dimensoes extras.

Nesta teoria foi adotado o principio de que existem pbramas imersas no espago ambi-
ente(bulk). A geometria do espago ambiente é definido pelas equagdes de Einstein. Dessa
maneira, uma brana ao movimentar-se no bulk gera uma branamundo, generalizando uma
folhamundo, que também esta imersa no bulk. Assim, a Brama-mundo nada mais é do
que o espago tempo, isto é, um objeto dinamico resultante do movimento da 3-brana, de-
terminado pela teoria de Einstein com nimero de dimensoes maior que 4. Os postulados
da teoria de brana-mundo sao:

i) Acado de Einstein-Hilbert para a geometria ambiente.

ii) Confinamento do campo de calibre na brana-mundo (inclusive a matéria).

iii) A gravitacdo descrita por gmv se propaga no espago ambiente.

Em 1996, a teoria M, em 11 dimensoes procurava descrever os cinco tipos de su-
percordas existentes. A compatibilidade das teorias de Calibre é uma decorréncia da
Relatividade Especial na qual a teoria de Maxwell é definida em 4 dimensoes obtendo-se

na formulagao covariante do eletromagnetismo

OuF™ = dxJV, erod, Fro = ()

com 0, ¢ a derivada quadridimensional, F'*” é o tensor de Maxwell definido por 9,4, —
0,A,, sendo A, o quadri-vetor potencial e por fim J, é a corrente quadridimensional. Por
outro lado a Teoria de Maxwell nao é nada mais que euma teoria local de calibre, sendo

o0 mesmo para Yang-Mills.

D, 3™ = 473*, D, =0

com D, ¢ a derivada covariante e 3* a corrente de Yang-Mills.Ressaltamos que embora
tenha havido inspiracao na Teoria de Cordas, o termo Branas ou Branas-Mundo, aqui,
tem significado bem diferente, sendo este relativo a um espaco tempo de 4 dimensoes
imerso em um espaco maior de D dimensoes, ou seja, tal modelo difere-se do contexto da
teoria de Cordas.

Foi no ano de 1998 que a teoria de Branas-Mundo apresentou-se como estrutura tedrica
consistente, baseada em trabalhos de Arkani-Hamed[31], ela pode ser resumida em trés
postulados basicos:

1) Existe uma variedade maior ou ambiente com dimensao D > 4 que é solugao das
equacoes de Einstein;

2) O espago tempo quadrimensional é imerso no espago ambiente e é gerado pelo

movimento de uma 3brana (Brana-Mundo) no mesmo espaco;
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3) A gravitacao descrita pela métrica da variedade de 4 dimensbes imersa, oscila no
espaco ambiente e as ondas geradas propagam-se no espaco ambiente, mas as demais
interacoes permanecem confinadas a brana.

Afirmar a idéia de que a gravitagoa propaga-se nas dimensoes extras, nada mais é do
que afirmar que o espaco ambiente tem dimensao (D = 4+ N) e é definido pelas Equagoes

de Einstein

1
Rap — 5%%,43 = a1

onde a* a escala de energia do bulk e Tyg o termo de fonte. Sendo assim, existe um
campo gravitacional no bulk que faz contrapartida com as interacoes de calibre.

Aguns modelos também merecem atencao como o de Randall-Sundrum, que foi pro-
posto em 1998, que é definido em um espaco ambiente de 5 dimensoes AdSs; baseado
no modelo de Horava-Written, que inclui simetria Zs sendo que a Brana-Mundo fisica é
fixa em uma D-brana. Outro modelo que merece ser citado é o modelo de G, Dvali, G.
Gabadadze, M. Porrati ou DGP em que o espago ambiente é plano e a brana é fixa, onde
uma brana fixa, nada mais é, do que uma imersao rigida, o que simplifica as equacoes,
mas nao descreve a dinamica da brana, uma vez que a imersao nao estd propriamente
estabelecida. Afim de fornecer um significado fisico para a imersao, precisa-se considerar
a geometria extrinsecas como elemento fundamental, sendo assim, a brana seria uma var-
iedade imersa, regular, diferenciavel, e que deve possuir dinamica bem definida a partir
das equacoes de imersao. Outro que procurou a unificacao na fisica foi Ne’emann, onde
de forma paradoxal, procurou a imersao do espago tempo, o que representava um retorno
ao ponto de vista de Kart. O paradoxo criado anteriormente passa a nao existir mais na

teoria de Brana-Mundo, onde o espaco tempo fisico passa a ser uma variedade imersa.

7.3 Cosmologia

O Telescopio Espacial Hublle da supernova reproduz em 1998 as primeiras evidéncias de
uma possivel expansao acelerado do universo. Estes dados sugerem a existéncia de alguma
forma de energia ou matéria nao agromerada que permeia, segundo dados obtidos, cerca de
74 por cento do universo como um todo com pressao negativa o que o produz uma expansao
acelerada do universo, ou ainda, tal caso representa uma gravitacao repulsiva no ambito
da Relatividade Geral. Paralelamente, a Matéria Escura é considerada como uma forma
de matéria nao-barionica com efeito astrofisico dado pelo aumento da velocidade de uma
estrela em regioes limitrofes das galéxias. E importante ressaltar que a Energia Escura e a
Matéria Escuras possuem estruturas gravitacionais opostas. Assim, o patamar em questao

sugere que apos a primeira inflagdo, a matéria escura torna-se um ente importante, no
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entanto hoje, percebe-se uma aceleragao acelerada, o que acontece apds a formacgao de
grandes estruturas.

A cosmologia Moderna tem trazido para a fisica dados sobre a estrutura gravitacional
e a evolugao do universo, o que demanda uma busca por teorias gravitacionais que vao
além da teoria gravitacional proposta por Einstein. Particularmente, a Energia Escura e

a Matéria Escura trazem informacoes importantes para as teorias de gravitacao.

7.4 Teoria de Kaluza Klein

A teoria de Kaluza Klein[30] é baseada na acdo de Einstein-Hilbert

A:/Rﬁﬁv (7.1)

onde €2 é uma regiao do espago métrico de D-dimensoes e Vp é definido pelo produto

Vb = Vi x By,

onde Vj é o espaco tempo da Relatividade Geral e By é um espago interno compacto,
de diametro pequeno com N dimensoes. A observacao original de Theodor Kaluza foi que

é possivel escolher um sistema de coordenadas no qual a métrica se escreve como:

y WwA2AL A
Gap | I A (7.2)
Al/ Gab

onde gur denota a métrica de Vy, g,» denota a métrica de By e AZ denota as compo-
nentes do campo de calibre associado a um grupo de calibre. Denotando a base de Killing

do grupo de calibre por {k,}, tal que

Gap =< kaa kb >

entao

A= Ak,

tal que

< Ay Ay >= g AL AL

Portanto, o espaco By nao pode ser arbitrario, pois estd associado a um teoria de
calibre. Dependendo de Grupo de Calibre considerado para o propdsito geral de teoria,
esse grupo pode ser obtido a partir de um modelo de Grande Unificacao sificientemente

geral.
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Como estamos falando de um espago compacto, esse grupo pode ser considerado como
SO(N). De modo geral para um grupo desse tipo, o espa¢o By se escreve como um
quociente By + T onde H é um subgrupo homogeénio de G. Presentemente, o grupo
SO(10) ainda é competitivo como simetria de calibre, contendo o modelo padrao das

iteracoes

U(1l) x SU(2) x SU(3).

Obviamente, outros grupos tem sido destacados em outras teorias que requerem sime-
trias mais gerais, como o SO(32) e o Eg x Fg em teoria de corda.

O célculo original de Kaluza, nao previa que A, ou g,, dependese da coordenada
interna de g,. Entretanto, isso foi generalizado por Einstein e Bergman (em 5 dimensoes).

O calculo que se abtém ¢é analogo ao

1
RV®& = Ry—=g + L—LtrFWF’“’\/_—g (7.3)

onde Rv/—®& é o escalar de curvatura de D dimensdes, F. = [D,,D,], e D, =
Iop + A, e onde A, é o potencial de calibre que se obtém na representagao adjunta da
algebra de Lie do Grupo de Calibre.

A expressao (7.3) acima é o que da a legimitidade a unificacao da Teoria de Kaluza-
Klein, no contexto definido por Maupertuis. De fato, a interpretacao da teoria é a seguinte:
Em um passado remoto (10~* segundos ap6s o Blg Bang) todas as interacoes fundamen-
tais eram parte de um sé campo, a gravitacao D dimensional no sentido de Einstein. Com
o esfriamento do universo a simetria desse campo se quebra, produzindo a separacao entre
gravitacao de Einstein e as iteragoes de Calibre. Ao decorrer desse processo a teoria pas-
saria por um estagio onde seria possivel a sua verificacao experimental. ¢ importante citar
que na escala de TeV, estao definidos todos os Campos de Calibre e a Teoria Eletrofraca.
Nesta teoria os férmions apresentam um comportamento chamado de helicidade esquerdo-
direita, ou seja, eles se propagam para a direita e para a esquerda. Entao, para verificar
o comportamento da Teoria de Kaluza-Klein nesse limite fraco faz-se necessario definir
férmions na teoria. Isto foi feito por Edward Witten[30] da seguinte forma: a equagao de

Dirac no Vp x By:

(Y04 —m)y =0, A+1,...,D,

onde 74 denota a representacio da Algebra de Clifford definida em Vp(equivalente as

matrizes de Dirac). Entdo, decompondo a soma

(YO0 +70a —m)p =0, p=1,...,4, a=5,...,D, (7.4)
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0

= — a = —_—
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Série de Fourier generalizada (expansao harmonica). Nesta expansao apenas en y obtemos

onde 9, e Y(x*,y*) é uma fungao de onda que é representada em

a /
v aw =m ¢
Portanto, um aobservador em V, entenderd m’ como massa adicional, de modo que a

equacao de Dirac se transforma em

('Y“au —m' - m)y =0,

ou ainda

(7“8M_M)¢:Oa M =m'+m,

que coincide com a equacao de Dirac em 4 dimensoes, com uma massa adicional.
Devido a expansao de Fourier, resulta que a massa adicional é inversamente proporcional
ao comprimento A, que é o diametro de By. A Teoria de Kaluza-Klein toma por hipdtese
que A ~ 10733cm que é o comprimento de Planck, assim, m’ serd da ordem da massa
de Planck. No entanto, a existéncia de uma massa fermionica tao grande nao obedece a
helicidade observada ao nivel de TeV. Portanto percebe-ce que a Teoria de Kaluza-Klein
nao preveleceu, pois sua configuracao geométrica nao é adequada.

Propoe-se aqui que a Teoria de Kaluza-Kein possa ser reexaminada, tomando como
estrutura geométrica a estrutura perturbativa d Nash. Assim, em lugar do produto
topoldgico usual da Teoria de Kaluza-Klein, agora, o espaco de dimensao D = 4 + N
¢ tomado como espaco de referéncia para todos os subespagos de 4 dimensoes, ou seja, a
topologia produto é substituida pela imersao de se que com essa proposta, problemas da

Teoria de Kaluza-Klein, passar a ser superados.

7.5 Calculo de g,, usando imersao de Nash

Com o intuito de um futuro trabalho proceder a uma reestruturagao da Teoria de Kaluza-
Klein daremos aqui um exemplo da aplicagao da teorema de Nash[30].
Seja D GUER7AMNNG v , onde 7" 6 uma subvariedade imersa e V2 é o espaco total de

D = M + N dimensoes. Consideremos inicialmente as equagoes de imersao:

—A—B
X WX 5GaB = gop

YzﬁfGAB =0
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ﬁaAﬁlj)BGAB = Gab = €aOab-

Agora faremos a perturbagao em uma certa direcao arbitraria v, esta perturbagao é

derivada de Lie £, tal que v = n = y®n,, onde temos que:
74 = YA + (S'Y:nYA)A
logo

A
24 =Xy,

77A =N+ (S'y:nﬁ)A = ﬁA-

Aqui destacamos algumas consideragoes importantes:

a) (L) = 0.

b) y* “mede” o grau de perturbagao da variedade imersa.
¢) Z4 é a coordenada imersa perturbada.

Agora, é possivel estabelecer as equagoes de imersao do espago deformado. Sao elas:

Z,ﬁZEGAB = gul/(*)a
Z,ﬁanGAB = g,ubv

n(fnljngAB = Gab = 6aéab-

Agora, agrupando as equagoes:

foﬁfGAB =0

e aplicando na equagao

ZﬁanGAB = Gub,

podemos escrever:

A a. a ~A= a
g = Zomy Gas = (X, + ™15 )ny Gap = X 7y Gas + y*ng i Gas,
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—A
com X 7 Gap = 0, temos que:

Gub = ZﬁanGAB = yaAuba-

Claramente, n* = 74, ou seja, as normais nio sofrem perturbacao. Assim:

Auba - Auba'

assim podemos determinar a métrica g,,, em funcao das quantidades perturbadas, para

iSSO7 temos que escrever:
Ar7B
ng == Z“U,Z’VGAB(*)

A
—~~B
@) (X 1506

—A a
G = (X,u+y n

—A—B oA B “
G = X,HX,VGAB +y X,“ﬁfy +y X,yn::uGAB +y ybnf,wfyGAB,

—A-=B
mas, como X X ;Gap = g,4, temos que:

— a_A a_B a
Guw = Ty + Y X 00, + v X 0 Gas + y"y"ng me, G as.

Por outro lado, a curvatura extrinsseca nao deformada sera:

A B
k,ul/a = _na7ﬂX7yGAB7

efetuando a mudanca de indices, temos:

Guv = guu - anEMVG + yaybn:iﬂanGAB'

Portanto determinamos g, em termos das quantidades perturbadas.



Capitulo 8

Conclusoes

A Geometria de Euclides

Euclides(aprox. 300a.C.)Pode ser considerado o pai da geometria. Escreveu varios
trabalhos cobrindo variados topicos.

Porém seu maior feito foi o livro “Elementos” considerado o livro matemético mais
bem sucedido de todos os tempos.

O best seller “Elementos” Foi formulado com 23 defini¢oes, 5 postulados, 5 nogoes
comuns e 465 teoremas. Dos quais eram todo conhecimento geométrico da época.

Os cinco postulados de Euclides 1- Dois pontos determinam uma reta.

2- A partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel marcar um seguimento de
comprimento arbitrario.

3-E possivel descrever um circulo com centro arbitrario e raio arbitrario.

4- Todos os angulos retos sao iguais.

5-Se duas retas, em um mesmo plano, sao cortados por outra reta, e se a soma dos
angulos internos de um lado é menor do que dois retos, entao as retas se encontrarao,
se prolongadas suficientemente do lado em que a soma dos angulos é menor do que dois
angulos retos.

Geometria nao Euclidiana O desenvolvimento histérico da geometria nao-euclidiana
foi o resultado de tentativas de se provar o 5 postulado de Euclides. As primeiras inves-
tigagoes se deram por dedugoes logicas a partir dos outros quatros postulados, por exemplo
Procus(500a.C.), Legendre (1752-1833 d.C.).

Como estas tentativas falharam, foi inevitavel que se voltassem para os métodos in-
diretos. Dois matematicos notaveis, que empregaram reducao ao absurdo para provar a
validade do postulado, foram Girolamo Saccheri(1667-1733d.C.) e Johann Lambert(1728-
1777d.C).

Mas foi com Lobachevsky(1792-1856), Bolyai(1802-1860) , Gauss(1777-1855) e Riemann(1826-
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1866) que apartir da negacao do 5 postulado construiram uma nova e elegante geometria
com caracteristicas tinicas. Nesta nova geometria (curva) a soma dos angulos internos é
diferente de 180 graus.

vspacelcm
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Figura 8.1: Angulos internos de um tridngulo

Geometria Euclidiana(ou Plana):A4+B+C=180.

Geometria de Lobachevsky(ou sela e cavalo):A+B+Cj180.

Geometria de Riemann(ou esferica):A+B+C;180.

Apesar disto muitos matematicos se recusavam a aceitar esta nova geometria. Isto
mudou dramaticamente depois trabalho de Einstein(1879-1955) sobre a Teoria da Rela-
tividade Geral. Que foi construida sobre a geometria riemanniana.

Forma local de imersoes e mergulho em superficies

Seja n um numero natural. O espago euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano

de n fatores iguais a R:

RP=RxRx...xR

Os pontos de R" sdo, todas as n-listas x = (x1, 3, . .., T, ) cujas coordenadas x1, T, . .., Tp
SA0 numeros reais.

Superficies no espaco euclidiano

Definicao 8.0.1. Uma superficie parametrizada, regular, ou simplesmente uma superficie
¢ uma aplicacio X : U C R?2 — R3, onde U € um aberto de R?, tal que
a) X € diferencidvel de classe C*;

b) Para todo q = (u,v) € U a diferencial de X em q, dX, : R* — R3, ¢ injetora.
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As varidveis u, v sao os parametros de superficie. O subconjunto S de R? obtido pela

imagem da aplicagao X, é denominado trago de X. Plano Tangente

Definicao 8.0.2. Considere X (u,v) uma superficie parametrizada reqular, dizemos que
um vetor w € R® € um vetor tangente a X em q = (ug,vo) se w = (o), onde a(t) =
X(u(t),v(t)) € uma curva da superficie, tal que (u(ty),v(to)) = (ug,vo). E definimos o
plano tangente de X no ponto ¢ = (ug, vg) como o conjunto de todos os vetores tangentes

a X no ponto q, que denotamos por T, X

Vetor Normal

Definigao 8.0.3. Se X (u,v) € uma superficie e ¢ = (ug,vg), dizemos que um vetor de
R? ¢ normal a X se é ortogonal a T, X, isto é, € ortogonal a todos os vetores tangentes a

X em q. Veja na figura (3.6).

Dado um plano tangente 7,,.X, existe uma tnica dire¢ao normal a este plano e portanto
existem exatamente dois vetores unitarios normais a X em ¢. Dai podemos fixar o vetor

unitario normal a X em ¢, como sendo o vetor

N = T ) .)

Se o dominio da superficie X é um aberto U C R? entao, variando (u,v) € U temos
uma aplicacao diferencial N : U — R3, denominada aplicacao normal de Gauss, definida
por:

(u,v), (8.2)

Primeira Forma Quadratica

Definicao 8.0.4. Seja X uma superficie parametrizada reqular, nos definimos a primeira
forma quadrdtica de X em q, como a aplicagcao que Vq € U associa um nimero real dado

por:
I,: T,X —R

w — Iq(w) =< w,w >= |w|?.
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Segunda Forma Quadratica

Definicao 8.0.5. eja X : U C R?2 — R? uma superficie parametrizada reqular. Fizado

q = (up,v9) € U, a sequnda forma quadrdtica de X em q € uma aplicagao

11, : T,X — R,

Defini¢ao 8.0.6. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e ¢ = (ug,vg). A
fungao curvatura normal em q é uma aplicagao k, : T,X — {0} — R que para cada vetor

w € T, X nao nulo, associa:

Curvaturas: Principais, de Gauss e Média

Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e k, a fun¢do curvatura normal
de X em q = (up,vo). Entdo, existem vetoras witdrios e rtogonais wy,ws € T,X tais
que, k1 = kp(wq) e ke = ky(ws) sdo os valores mdzimo e minimo da func¢do de curvatura
normal. Temos que os vetores wy e wo sao chamados de vetores principais de X em q e
as curvaturas ky e ko sao denominadas as curvaturas principais de X em q. As direcoes
de T, X determinadas pelos vetores principais sao chamadas de diregcoes principais.

O produto das curvaturas principais

k(Q) - klk27

¢ chamada de curvatura gaussiana de X em q

E a semi-soma de ki e ko

kit k
-2

H(q)

¢ chamada de curvatura média de X em q.
Seque-se destas definigoes que as curvaturas principais de X em q sao solugoes da

equacao:

z® — 2H(q)z + k(q) = 0.
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Classificagao dos Pontos de uma Superficie

Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Didemos que q = (u,v) é um

ponto:
a) elitico se k(q) > 0;
b) hiperbolico se k(q) < 0;
c¢) parabdlico se k(q) =0 e H(q) #0;
d) planar se k(q) =0 e H(q) = 0.
Exemplo 8.0.1. a) Todos os pontos de uma esfera sao eliticos.
b) A origem de um paraboléide hiperbélico é um ponto hoiperbdlico.
c¢) Todo ponto de um cilindro é parabdlico.

d) Todo ponto de um plano é um ponto planar.

Proposigao 8.0.1. Seja X (u,v), (u,v) € U C R? uma superficie parametrizada regular

e q = (up,vg).

a)Se q é um ponto elitico, entao exiete uma vizinhanga W de g, W C R, tal que X (W)

estd contido e um dos semi-espagos fechadosdeterminados pelo plano tangente T,X .

b)Se q € um ponto hiperb/olico, entao em toda vizinhan¢a W de q, W C U existem ¢
e qo tais que X(q1), X(q2), pertencem a semi-espagos distintos determinados pelo plano

tangente T, X .

C R? — R3. Definimos que um ponto q € U € dito ponto umbilico da superficie X,
se as curvaturas principais de X em q coincidem. .3cm m um ponto umbilico q de uma
superficie X, a curvatura normal de qualquer vetor nao nulo € constante igual a ki = k.
Portanto todo vetor unitdrio do plano tangente T, X €é um vetor principal. def ex a) Temos
que todo ponto planar de uma superficie é um ponto umbilico. )Seja um paraboldide elitico
definido por X (u,v) = (u,v,u* +v?), (u,v) € R%ntaoq=(0,0)éumpontoumbilico.

Proposicao

Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular onde U é um sub-

conjunto aberto e conexo de R%. Se para todo ponto g € U, q é um ponto umbilico de X,
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entdo a curvatura Gaussiana K € constante em U e K > 0. Além disso, se K — 0, entdo
X (U) estd contido em uma esfera de raio \/%

A Teoria da Relatividade Geral e desenvolvimento da geometria

Até a Teoria da Gravitagao devida a Finstein, a atracao entre os corpos, ou seja, 08
fenomenos devido a gravitacdao, era explicado por uma nocdao de forca. Desde Newton
que se acreditava que o Sol exercia uma forca de atracdo sobre os planetas, dentre eles a
Terra, responsdvel pela orbita que nosso planeta descreve ao redor do Sol.

Teoria de Gravitacao de Newton

Para ilustrar essa idéia vamos considerar a sequinte situacdo: Em uma mesa com
superficie plana, no centro na qual colocamos uma bola de chumbo para representar o Sol.
Ao seu lado coloquemos uma bilha representando a Terra. Ao se impulsionarmos a bilha,
ela deverd percorrer uma trajetoria retilinia. Se associarmos a bilha ao objeto central, o
“Sol” por intermédio de uma molo ou eldstico, a mesma ao ser impulsionada ird percorrer
uma trajetoria circular ao redor da bola de chumbo, por intermédio da mola a bilha ao ser
impulsionada ird descrever um circulo cujo raio dependerd a elasticidade da mola e da
velocidade que dermos a bola de bilha que representa a Terra. A elasticidade da mola que
faz a bilha descrever um circulo representa a atragao gravitacional que o Sol parece exercer
sobre oa Terra, sequndo a explica¢ao fornecida pela teoria de gravitagao de Newton.

vspacelcm

Figura 8.2: Teoria de Newton

Teoria de Gravitacao de Einstein

Para compreendermos a atracao universal da teoria da relativadade de Finstein, de-
vemos considerar agora a sequinte situacao: Vamos substituir a superficie plana da mesa
de madeira por um colchdo de espuma de borracha muito mole e fofo. Em sua superficie

ao centro, colocamos uma enorme e pesada bola de chumbo para representar o Sol. A
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superficie do colchao, inicialmente plana, ird se afundar com o peso, criando ao redor da
esfera de chumbo (Sol) uma espécie de depressio em forma de funil. Esta curvatura ao
redor da esfera serd tao maior quanto mais pesada for e esfera. Se lancarmos, agora a
bilha em sua direcao, esta ao passar proximo a superficie deformada pela bola de chumbo,
descreverd uma trajetoria circular em consequéncia a deformacao da superficie. A uma
determinada distancia euma determinada velocidade, a bilha ird se deslocar sem nenhuma
dificuldade, descrevendo um movimento circular ao redor da bola de chumbo. Nesse caso
nao € necessdario nenhuma forca. Assim, a curvatura do espaco € que ird explicar a a¢do
da gravidade. Essa € a idéia fundamental de Finstein num modelo bem smples.

vspacelcm

Figura 8.3: teoria de Einstein

No modelo da superficie de um colchao de espuma, onde temos um modelo bem simples

de duas dimensoes, € facil deduzir trés conseqiiencias:
observacoes
a)A sua superficie € curva.
b) Tal curvatura é produzida pela massa da esfera de chumbo colocada em sua superficie.

c)As bolas que se movem ao seu redor irao tracar trajetorias que dependerdo das
deformagoes produzidas ao redor das enormes massas(ou esferas de chumbo) que ezistirem
ao longo das direcoes de deslocamentos das bolas.

Destas trés observacoes correspondem os trés principais fundamentos da Teoria da
Relativadade Geral que se aplicam ao espaco tridimensional:

1)0O espago em que vivemos € curvo.
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2)Sua curvatura é produzida pela massa contida no interior deste espago.

3)As massas se movem livremente em fun¢ao da curvatura do espago.
A Curvatura do espaco tempo

Quais serao as formas do espaco? Teoricamente sdo trés as possibilidades:
a)O espaco plano(ou euclidiano),onde os raios de luz viajam em linha reta.

b)O espago com curvatura positiva, a superficie esferica(ou de Riemann) por exemplo,

onde a luz se propaga em arcos de circulos fechados.

c)O espago de curvatura negativa, semelhante a uma sela de cavalo(ou espago de
Lobachevsky), onde os raios luminosos sequem curvas abertas.

No espago de curvatura positiva(espaco esférico), temos um espago finito, e no caso
do espago de curvatura negativa(espago sela), temos um espago infinito.

Para a teoria da relatividade geral, tal curvatura seria positiva, como a de uma su-
perficie esférica. Assim o universo seria considerado finito, embora ilimitado. Pode-
se aqui utilizar a similitude com a superficie de uma esféra que € finito porém pode-se
percorre-la sem encontrar um limite, portanto finito e ilimitado. O raio de curvatura vai

depender dadensidade média da matéria existente em seu interior.
Universo de Einstein

A relatividade geral, dd nascimento a uma nova concep¢ao de univarso, a umMa Nova
e revoluciondria cosmologia. Ao aplicarmos as equagoes da relatividade ao problema cos-
mologico, Finstein foi conduzido a um universo homogénio e estdvel no tempo, onde
as galdarias deveriam estar uniformemente distribuidas em um espaco com propriedades
geométricas que variam com o tempo.

Em 1922 o matemdtico soviético Alexander Friedmann demonstrou que Einstein foi
conduzido ao universo estdtico por um pequeno engano. Dois eram os modelos nao
estdticos previstos pelas equacoes de Einstein, Em um desses modelos o universo se ex-
pande com o tempo, e no outro o universo se contrai.

Alguns anos mais tarde com a descoberta das fugas da galdzrias pelos astréonomos
Slipher e Hubble, confirmaram-se os trabalhos de Friedmann e, desde entao comecou-se a
aceitar a teoria da expangdo do univarso como um fendémeno real.

Desde entao calculamos a raio de curvatura por equagoes dependendo da constante de
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expancgao determinada por Hubble, e pela densidade da matéria contida no universo. As

equacoes permitem dois tipos de modelos
a)expansivo: ocorre em espagos abertos, com curvatura negativa.
b)oscilante: ocorre no espago fechado, com curvatura positiva.

Em 1956 o astronomo norte-americamo Allan Sandage anunciou que nosso universo
¢ osciante,com um espaco fechado.

E impossivel com os conhecimentos atuais, afirmar se o universo ¢ oscilante ou se
expandird eternamente. Ao olhar as equacoes de Finstein podemos, no entanto compreen-
der, como o faz o poeta inglés Pope(1688-1744), em La Dunciade,

que todo esse “mistério parece fugir para as matemdticas”.

Em busca de enterdermos as leis fisicas de nosso espaco surge uma das motivagoes para
se estudar a forma local de um um espaco de Riemann, pois sequndo Einstein nosso espaco
€ curvo, e as leis da fisica depende da farma desta superficie. Uma das ferramentas que
podemos utilizar para este estudo sao as imersao, e para isto vamos estudar os principais
e mais atuais teoremas sobre este assunto.

Em diregcao ao Teorema de Nash

Temos que em wvariando a direcao do vetor tangente pode-se obter uma noc¢ao local
da superficie observando como a norma varia, ou equivalentemente como a superficie se
afasta do plano tangente local. As direcoes de variagao mdzrima e minima ki e ko de n,

sao usadas para calcular a variacao de n em qualquer direcao através da formula de Euler

k(u) = kicos(0) + kosen(6) (8.3)

O teorema de Egregium de Gauss atesta que:

K = ky.ko(curvatura Gaussiana),

¢ uma propriedade invariante e intrinseca da superficie, ou seja, ela nao depende da
norma. Mas a curvatura nao € suficiente para descrever a forma local da superficie. Pela
formula de Fuler sao necessdrios dois nimeros enquanto o valor de K nos fornece apenas

um numero. Para completar podemos agregar ao cdlculo, a curvatura média

1
H - é(kl + k’g),
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e entao podemos obter o outro valor necessario e determinar a forma local da superficie.
Ou seja, podemos conhecer a forma local da superficie conhecendo K e H no lugar de ky e
ko. Contrariamente ao K, a curvatura média H depente necessariamente do vetor normal
n.

Mas em um espago riemanniano a curvatura de Riemann nao é suficiente para deter-
minar a forma local de uma superficie de Riemann. Logo torna-se necessdrio fazer uma
imersao da superficie de Riemann em R® para obter a curvatura média H, ou melhor as

curvaturas principais ki e ky. A conjectura de Schlaefli representa uma extensdo desse
raciocinio para uma variedade riemanniana V, de dimensao n.

Considere a imersio X, local e isométrica, com componentes X4 = fA(z', ... z")
que associam a cada ponto de V,, um ponto de V,, de coordenada X, tal que obtemos as

equacoes bdsicas de imersoes:

Juv = gABX,flphaX,g (8.4)

; X4 sdo componentes de vetores tangentes a V,,, e n* denota as componentes dos

vetores normais , entao elas satisfazem a equacao de ortogonalidade

QABX,fUE =0 (8.5)

Assim podemos escolher os vetores n/ como sendo multuamente ortogonais e com

norma £1, obtendo

gABlr]fan = Gab = €a5ab (86)

,com €, = £1 sao os sinais que relactionam as duas possiveis assinaturas das dimensoes
extras.

Sequindo as dedugoes classicas de Finstein obtemos as equagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci, considerando g, kuva € Auay como varidveis bdsicas satisfazendo essas equagoes,
podemos substituir e resolver na equagdo de imersio para obter X4 e nZt. Porém, sdo

equacoes fortemente nao-lineares, e entao de dificil solugao.
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Em 1926, Janet [23] provou a imersao de forma analitica . Porém Janet notou que
seu trabalho estava incompleto, pois ela apenas resolveu o proplema local para variedades
riemannianas imersas bi-dimensionais com métrica analiticas. Em 1928, Cartan [24],
estendeu o resultado para uma variedade n-dimensional, mas com métricas analitica. FE
em 1931, Burstin[25] estendeu os resultados de Janet e Cartan para uma variedade rie-
manniana V, com métrica analitica e definida positiva. As equacoes de Gauss, Codazzi e

Ricci foram usadas por ele como condi¢oes de integrabilidade desta imersao.

Teorema 8.0.1. (Janet-Cartan) Seja U uma variedade Riemanniana n-dimensional

real e analitica, e seja p um ponto de U. Entdo existe um conjunto aberto U contendo
— 1

p e uma aplicacdo real e analitica de U em EN, N = §n(n + 1), qual é um mergulho

1sométrico.

Em 1954, Nash [26] mostrou que uma variedade de classe C' pode ser imersa em
espacos Euclidianos de 2n dimensoes, e em 1956, tratou o caso C* para 3 < k < co[27].
Ele demonstrara como fazer a imersao local de uma variedade diferencidvel mantendo sua
regularidade, nao necessitando mais de uma métrica analitica. Greene [28] estendeu o
teorema de Nash para métricas nao positivas.

A dimensao m do espago-ambiente para uma tmersao isométrica e local de uma va-
riedade V,, depende das funcoes de imersao. Se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan-
Burstin com fungées analiticas, o espago total terd o nimero de dimensoes m < n(n+1).
Entretanto, funcoes analiticas sao muito restritas quando comparadas a funcoes diferen-
ciaveis. Portanto se utilizarmos o Teorema de Nash-Greene com funcdes diferencidveis,

entao o numero de dimensoes de espago cresce para m < n(n + 3).
Uma variedade Riemanniana nao compacta conectada M, possui uma imersao

apropriada por funcoes harménicas em R***1. Este teorema é devido a Nash

e Greene [26,27,28].

Teorema de Nash-Greene

O nominado Teorema de Nash-Greene [27],[28], € relativo a generalizagoes, extensdes

e aperfeicoamentos do Teorema de John F. Nash [26], sobre a existéncia de imersoes
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isométricas de variedades Riemannianas em espacos Fuclidianos. Os novos resultados
obtidos por J. Nash e R. Greene [26],[27], seriam:

(i) demonstracdo sobre a existéncia de imersoes isométricas de variedades (pseudo)
Riemanniana com métrica variavéis.

(i1) demonstragdo sobre a existéncia de imersoes isométricas de variedades abertas em
Espacos Euclidianos de dimensao menor do que aquela estabelecida por J. Nash (1954).

(111) demonstrag¢ao sobre a ezisténcia de imersoes isometricas na vizinhanca de um
ponto arbitrdrio de uma variedade Riemanniana do tipo C*, em uma variedade Rieman-
niana arbitrdria de dimensao suficientemente alta. Em resumo, R. Greene prova que:
“Qualquer variedade Riemanniana nao compacta conectada M, admite imersoes harmon-
icas em R?"T17. Antes de tratarmos com pormenores desse teorema (segio 6.6), definimos
nas se¢oes subsequentes as coordenadas harmonicas, funcoes e mergulhos harmonicos, com
o intuito de melhor analisarmos os resultados de Nash-Greene.

Ele mostrou que uma variedade de classe C' (derivadas parciais de primeira ordem de
Guw)
existem e sdo continuas) pode ser imersa em espaco euclidianos de 2n dimensoes. Em
1956 ele tratou o caso de C* para 3 < k < oo. Demonstrou como fazer a imersao local de
uma variedade diferencidvel mantendo sua reqularidade, nao necessitando mais de uma

métrica analitica.

Teorema 8.0.2. Uma variedade Riemanniana nao compacta conectada M, possui um

mergulho apropriado para as funcoes harmoénicas em R?*" 1,

Teorema de Nash-Gunther

Por volta de 1987 o matemdtico alemao Matthias Gunther [30] encontrou uma maneira
nova de obter a existéncia de um mergulho isométrico de uma variedade Riemanniana.
Sua demonstragao evita o esquema chamado de iteracdo de Nash-Moser, uso de fungoes
harmonicas, e portanto, isto simplifica consideravelmente a prova do teorema do mergulho
isométrico de Nash [23,24]. Gunther apresentou seu trabalho no congresso internacional
dos matemdticos em Kyoto em 1990 logo apds publicou sua prova [30]. Nesta se¢ao

mostra-se uma exposi¢ao informal que descreve sua prova.
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Teorema 8.0.3. Seja M um toro n-dimensional e ug : M — RN, N > %n(n +1)+n,
uma imersao livre e suave. Entao, dado 0 < o < 1, existe € < 0 (dependendo de uy e «)
tal que dado qualquer C** métrica Riemanniana g, onde ||g — dug.dug||2.o < €, existe uma
C?% imersao u fechada para g, tal que du.du = g. Além disso, se g é C**, 2 < k < oo,

a imersdo u é CF°.

Foi mostrado teorema de Nash permite que qualquer geometria Riemanniana seja im-
ersa a partir de uma geometria dada dentro de um espaco de imersao definido.

Uma grande contribuicao de teorema de Nash poderd ser encontrado em aplicagoes
fisicas. Um dos objetivos de trabalhos posteriores serd o uso do teorema na verificagcao
da solugcao de um problema classico da Teoria de Kaluza-klein, encontrado mo ano de
1984[30]. O problema era que a teoria nao era consistente com a experimenta¢do no
regime eletrofraco. Portanto, surge a oportunidade de implementar o teorema de Nash

afim de tentar solucionar o referido problema.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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