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Resumo

O fato de jungdes terem dimensoes menores que os defeitos envolvidos, nos dd uma idéia
razoavel de como fazer reducao dimensional de estruturas tipo paredes de dominios que pode
representar o nosso Universo como € o caso de uma 3-brana. Como um bom exemplo, podemos
pensar o nosso Universo 3-dimensional como uma intersegao de 2 universos com 4 dimensoes
espaciais. O foco deste trabalho é o estudo da intersecao de defeitos para localizar estados
fermionicos em jungoes de paredes de dominio que formam juncoes estaveis. Aqui destacamos
a possibilidade do Universo de 4-dimensoes ter sido obtido através de juncoes de paredes
de dominio 8-dimensionais onde é possivel verificar o aparecimento de modos massivos para
um numero determinado de estados fermidnicos localizados na junc¢ao, além do modo zero

fermionico.



Abstract

The fact of junctions having smaller dimensions than the involved defects, give us a reasonable
idea of how to do dimensional reduction of structures type domain walls that can represent
our Universe as in the case of a 3-brane. As a good example, we can think of our 3-dimensional
Universe as an intersection of 2 universes with 4 spatial dimensions. The focus of this work
is the study of the intersection of defects such as domain walls that form stable junctions.
Here we emphasize the possibility of the Universe being obtained through junctions of 8-
dimensional domain walls where it is possible to verify the emergence of a certain number of

massive fermionic eigenstates localized on the junction beyond the fermion zero mode.
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Capitulo 1

Introducao

Na investigacao de sistemas de campos escalares reais onde ocorre quebra espontanea de
simetria discreta, nos deparamos com o surgimento de estruturas de defeitos do tipo paredes
de dominios que estao presentes em sistemas que incluem campos fermionicos com ou sem
supersimetria. As solugoes classicas que representam as estruturas de defeito podem ser
de natureza topologica ou nao-topologica. Nos lidamos com a estrutura topoldgica mais
simples que aparece em modelos de campos escalares - o kink. Neste trabalho, vamos
nos concentrar em modelos descritos por campos escalares em (D + 1) dimensoes espago-
temporais que suportam solucoes topologicas, que sao solucoes estaticas classicas da equacao
de movimento. Estas solu¢oes podem ter aplicagoes em diferentes contextos desde a Fisica
da Matéria Condensada a Cosmologia [1, 2]. Acredita-se que, durante o inicio da evolugao
do Universo, os defeitos topologicos produzidos podem ter conseqiiéncias observéaveis para
explicar as propriedades do Universo hoje. Por exemplo, a formacao de defeitos tem muitas

semelhangas com fenémenos de nao-equilibrio que acontecem em colisées de ion pesados [3, 4].

Vamos considerar estruturas de defeitos que podem aparecer em configuragoes tipo
jungoes. Como é bem conhecido na literatura, é possivel localizar particulas em defeitos
tipo paredes de dominios, cordas cosmicas, etc. Estas solu¢oes podem envolver escalas de
energia tao diferentes quanto as que sao encontradas em campos de sistemas magnéticos [5],

termodinamica de sistemas fora do equilibrio [6] e cosmologia [2]|. Estas estruturas espaciais
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estendidas sao a base para descrever a coexisténcia de dominios diferentes ou fases, e em geral,
modelada por uma série de campos escalares que desempenham o papel de parametros de
ordem que satisfazem as equacoes de movimento. As paredes de dominios também aparecem
em modelos que incluem supersimetria [7, 8, 9, 10| e supergravidade [11, 12]. Ha restri¢oes
impostas pela teoria supersimétrica na classificacao das solucoes das equagoes de campo. Os

defeitos topoldgicos sao classificados como estados BPS ou nao-BPS.

Modelos contendo dois ou mais campos escalares reais dao origem a duas outras classes de
sistema: os que suportam defeitos que geram estruturas internas [14, 15| e os que suportam
jungoes de defeitos [7, 9, 10]. Esta segunda classe de sistema é o objeto de estudo deste
trabalho. O mnosso foco principal é a localizagao de particulas fundamentais em intersecoes
desses defeitos. Para construir jungoes espaciais de defeitos primeiro modelamos jungoes
planares. Como é bem conhecido na literatura, é possivel ladrilhar um plano com poligonos
regulares de trés modos distintos: com tridngulos, quadrados ou hexagonos. Estes casos
requerem juncoes com trés, quatro e seis segmentos, respectivamente e em cada vértice do
poligno formado temos um minimo do potencial que descreve o sistema.. Assim, o modelo de
dois campos deve gerar simetrias discretas Z3, Z, ou Zg. Ha uma relagao entre a disposicao
dos minimos no modelo de dois campos e a rede (triangular, quadrada ou hexagonal) montada
com a junc¢ao que surge com os mesmos minimos. Ligando os centros das figuras que montam
essas redes, percebemos uma relagao de dualidade entre a rede triangular e a rede hexagonal
enquanto que rede quadrada é uma rede auto-dual (Figuras 1.1 e 1.2). Estamos interessados
no uso dessas juncoes de defeitos como base de um modelo de reducao dimensional que nos
permita localizar particulas em um cenario que envolve dimensoes espaciais extras. Nao foi
possivel gerar uma visualizacao espacial de sistemas com mais de trés dimensoes espaciais,
mas um exemplo simples nos permitird intuir como se processa a reducao dimensional. Da
intersecao de duas paredes de dominios tridimensionais obtemos uma juncao bidimensional,

ou 2-brana (Figura 1.3). Portanto, podemos entender nosso Universo como sendo o resultado
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da intersecao de objetos, nos dando uma juncao tipo 3-brana.

Figura 1.1: Correspondéncia dual entre as redes triangular e hexagonal.

e -y

Gt e e

Figura 1.2: Correspondéncia auto-dual da rede quadrada.

Figura 1.3: Uma jungao tipo 2-brana formada pela interse¢ao de duas paredes de dominios
tridimensionais, representadas pelos dois blocos.

Resultados importantes foram obtidos usando estas consideragoes como um guia para
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construir juncoes de defeitos em modelos de trés ou mais campos. Alguns desses resultados

serao apresentados no capitulo 3.

Em geral estamos interessados em potenciais que podem ser obtidos em termos dos
superpotenciais na forma

1 N
— E W.2 P —
V—§i_1 bi s 2—1,2,...,3

onde Wy, = OW/0¢;. A densidade de energia para solugoes estaticas unidimensional pode ser

dW do; 2

%

escrita como

As estruturas de defeito de interesse sao solugoes de energia estavel e finita das equagoes
diferenciais de primeira ordem que resolvem as equagoes de movimento correspondentes,
conforme mostradas no capitulo 2. Para assegurar que as solugoes classicas tenham energia
finita, é preciso identificar o comportamento assintotico das solugoes com minimos do
potencial que definem o sistema em consideracao. O potencial tem que incluir dois minimos

degenerados distintos, pelo menos, para que o sistema possua solugoes topologicas.

Esta dissertacao esté organizada da seguinte forma: No capitulo 2, é feita uma revisao de
conceitos importantes tais como quebra espontanea de simetria e teoria de campos escalares
reais em um espago-tempo 1 + 1 dimensional abordando vérios aspectos como a analise de
energia, onde serao apresentadas algumas consideracoes sobre o método de Bogomol'nyi, o

conceito de corrente topologica e analise da estabilidade linear.

No capitulo 3, estudamos modos fermionicos em paredes de dominios que formam juncgoes
estaveis e apresentamos um sistema estendido definido por um potencial composto por um
setor bosonico real mais uma extensao onde aparece um parametro real e uma funcao dos
campos, tal que V. = V 4 ¢F. Este serda usado em um modelo de reducao de dimensoes,

denominado Mecanismo BBL [44], com o objetivo de estudar o fenémeno de bifurcacao e
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mostrar que existem valores de € que favorecem bifurcagoes com uma configuragao particular
estavel. Tal configuracao pode ser uma jungao tipo O-brana estavel, por exemplo. Exploramos
a aplicacao deste sistema com dois e trés campos escalares para discutir em seguida, a
generalizagao para N campos. Um dos resultados importantes descritos nesta secao ¢ a

possibilidade de encontrarmos gravidade localizada nas juncoes.

No capitulo 4 apresentamos os resultados que sao frutos da contribuicao cientifica desta
dissertacao [48]. Partindo do pressuposto que o nosso Universo, que possui 4 dimensoes
espago-temporais, estd mergulhado em dimensoes espaciais extras, modelamos um sistema
composto por campos escalares reais para mostrar que jungoes de defeitos tipo paredes de
dominios se comportam como mecanismo de confinamento de particulas. Trabalhamos dois
exemplos especificos: com dois campos e outro com seis campos escalares reais. A partir
da equacgao Schrodinger para os estados fermidnico localizados na jungao, encontramos uma
superposicao de estados massivos e um modo zero fermionico localizados na juncao de seis

paredes de dominios 8-dimensionais.

Os comentérios finais e discussao dos resultados estao no capitulo 5.



Capitulo 2

Defeitos topolbgicos

Defeito é uma denominagao dada a algumas solugoes estaticas das equagoes de movimento.
Ha varios tipos de defeitos, como paredes de dominios, cordas cosmicas, monopolos, texturas
e outro objetos “ hibridos 7. O tipo de defeito formado é determinado pelas propriedades
de simetria do sistema e a natureza da transicao de fase. Em geral, sao duas classifica¢oes
dadas aos defeitos: defeitos topologicos e defeitos nao-topologicos. Os defeitos topologicos
surgem em modelos que suportam quebra espontanea de simetria [16]. Eles sao solugoes
estaveis, com densidade de energia localizada [17, 18]. Sempre que os modelos apresentarem
simetria Z; podem surgir estruturas denominadas paredes de dominios originadas da imersao
de solugoes topologicas (kinks) obtidas no espago-tempo 1 + 1 dimensional em espagos de
dimensao espacial superior. Nosso interesse estd em modelos descritos por campos escalares,
bem como em sistemas aos quais adicionamos campos fermidnicos com ou sem supersimetria

20, 21].
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2.1 Quebra espontanea de simetria

O modelo apresentado a seguir nos mostra uma aplicagao dos conceitos de quebra
espontanea de simetria. Trata-se do modelo ¢* que é o modelo mais conhecido que apresenta

tal fenomeno. Consideremos um potencial escrito na forma
Loy 1 4
V(g) = 5 + 1 AI6" (2.1

onde i e A sao constantes reais, com A\ representando a constante de acoplamento de auto-
interacao do campo escalar real. O termo quadratico representa o termo familiar de massa da
teoria de campos escalares. O coeficiente positivo do termo quéartico é escolhido de forma a
garantir a estabilidade contra oscilagoes. Termos acima da quarta poténcia sao omitidos para
que a teoria seja renormalizavel em 4 dimensoes. Dois casos, que correspondem & manifestacao
ou quebra de simetria, podem ser distinguidos. Se o termo que envolve o parametro pu? for

positivo, o potencial (2.1) tem apenas um minimo, (¢ = 0).

Mas se o termo que envolve o parametro u? for negativo, ocorrera a quebra espontanea de

simetria. O potencial (2.1) terd dois minimos

_/’L2
::I:”— 2.2
Vo ’)\’ ) ( )

que nos fornece uma massa classica bem definida e dada por

2V
m® = (d752> = —24. (2.3)
P2=—p/X

Note que o minimo do potencial ndo estd mais em ¢ = 0. A escolha do novo minimo do

potencial deixa o modelo bem definido, mas resulta na quebra da simetria Z, do mesmo.
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) R0 b) V)

Figura 2.1: Minimos do potencial (2.1): a) Um minimo para p? > 0 ; b) Dois minimos para
2
pe < 0.

2.2 Campos escalares

Sistemas classicos sao descritos pela definicao de dois elementos: o conjunto classico de
coordenadas espaciais ¢, que é suposto para dar uma informacao completa sobre o estado
do sistema e a lagrangeana. O estado depende de um parametro chamado tempo classico

absoluto ¢ e, conseqiientemente, as coordenadas z*(t) sdo fungoes do tempo. A lagrangeana,
L=L"i't)=T-V (2.4)

¢ uma funcao das coordenadas x’, das velocidades 4, e do tempo t. Do ponto de vista
da Mecéanica Cléssica, todos os sistemas em nosso Universo, incluindo o Universo como um
todo, sao plenamente descritos pelas suas coordenadas e lagrangeana. Para a maior parte dos
sistemas, a lagrangeana ¢ igual a diferenca entre a energia cinética T'(i'), e energia potencial
V(z"), dependendo apenas das coordenadas. Uma vez que o sistema ¢ definido como acima
e se as condigoes de contorno iniciais z(t = 0) e #*(t = 0) sdo conhecidas, suas propriedades

podem ser derivadas de maneira relativamente simples.

A teoria cléssica de campos descreve certos sistemas fisicos como objetos classicos infinito-
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dimensionais cujos estados precisam de tantas coordenadas classicas quanto ha pontos no
espaco. Entao, o indice i, que acima foi usado para enumerar as coordenadas cléssicas, é
substituido pelo ponto espacial x*, e a propria coordenada é levada em uma certa funcao

¢(z"), denominada campo, no ponto z*

i—p, 1 — ¢ = p(ah). (2.5)

A densidade lagrangeana local L(¢, 0,¢) define a lagrangeana

L= / dPrL(},0,0). (2.6)

Fungoes do quadrivetor, isto ¢, z# = (2 = ¢, ¥), onde T representa a sua parte espacial,
descrevem os campos escalares reais. A métrica utilizada é a de Minkowski, com tensor
meétrico 7, tal que 799 = 1, M1 = N22 = 733 = ... = —1. A dimensao do espagco-tempo é
D+1,0u (D,1),de modo que T = (z*, 22, ..., 2). Para modelos de apenas um tinico campo

escalar real ¢, com derivadas 0,¢ = 0¢/0x" & possivel escrever a acao

S = / dP e L(¢,0,0), (2.7)

integrada em todo espaco-tempo, com a densidade lagrangeana L sendo uma funcao do
campo e de suas derivadas. A dindmica deste tipo de modelo é descrita por uma densidade

lagrangeana
1
£ = 50,00"6 ~ V(9) (28)

onde o potencial V(¢) é uma funcao escalar real qualquer do campo escalar que caracteriza
o modelo a ser investigado. E importante salientar que, em unidades naturais, a acao ¢é
adimensional e as coordenadas espaco-temporais tém dimensao de inverso da energia e o

campo tem dimensao de energia na poténcia %(D —2).

Aqui a analise sera feita no nivel classico, o que torna possivel mudar a notacao e eliminar

os parametros a e X\. Assim, para simplificar a compreensao do problema fazemos as mudancas:
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¢ — ap e ' — x'/\a, garantindo que o novo campo ¢ e as novas coordenadas x* sejam

adimensionais.

A densidade lagrangeana (2.8) é real, invariante de Lorentz e quadratica nas derivadas.
O termo dependente das derivadas na Lagrangeana identifica as contribuigoes cinética e
gradiente enquanto que o outro se refere ao potencial. Usaremos aqui ¢ = 0,1,2,...,D e
a convencao de soma de Einstein. A partir do principio da minima agao, obtemos a equagao

de movimento do campo

oL oL
— — — =0, 2.9
"50,0) 90 29
que usando a lagrangeana (2.8), pode ser escrita como
D¢ 9 av
W—ngﬁ—i—%—o. (2.10)

A equagao acima possui D variaveis espaciais e uma temporal para o campo ¢ e o simbolo
V2 & o laplaciano em D dimensoes. Além disso, a equagao (2.10) representa a equagao de
onda com termo, em geral, ndo-linear dado pela derivada V'(¢) = dV/d¢. Em uma dimensao

espacial (D = 1), esta equagao se torna

¢ ¢, 4V

o7 a2 T ag = (2.11)

Para a configuragao de campo estatico, ou seja, ¢ = ¢(x), a equagdo de movimento (2.11)

torna-se

2y AV

" dg (2.12)

10
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2.3 Solucgoes topologicas

Voltando nossa atengao para equagao de segunda ordem (2.12), devemos lembrar que para
obtermos uma solu¢ao bem definida necessitamos de condigdes de contorno que podem ser
construidas a partir do fato de que solugoes topologicas devem ter energia finita e densidade

de energia localizada (como pode ser visto em [18]). A solugao estatica, ¢ = ¢(z), possui a

E:/ZM{%(%)ZV(@}. (2.13)

Para solugoes com energia finita isto nos sugere as seguintes condi¢oes de contorno

energia dada por

ac—»li 0. o(x) = vo; (2.14)
(§
1
lim — 2.1

A relagao (2.14) garante que ¢(z) tenda assintoticamente para um dos zeros do potencial

de maneira que V' (vy) = 0. Escrevendo V (¢) na forma

V(p) = %W’(W (2.16)

onde W'(¢) = dW/dp e W(¢) é uma fungao suave chamada de superpotencial, as solugoes
da equagdo de movimento (2.12) que satisfazem as condigdes de contorno (2.14) e (2.15)

obedecem a equacgao de primeira ordem

D 4W() = £V/V(0). (217)

que mostra que V(¢) > 0. Logo, a energia associada a estas solugbes é igualmente

compartilhada entre as porc¢oes gradiente e potencial, isto ¢,

p- furly () vl o [Tag () <2 [Tave. e

11
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2.4 Equacoes de Bogomol’'nyi

Nesta segao, vamos tratar do caso de modelos descritos por potenciais limitados
inferiormente, isto é, potenciais da forma (2.16). Estes modelos constituem setores bosonicos
reais de sistemas supersimétricos |20, 21]. A equagao de movimento dada em (2.12) pode ser

reescrita Ccomo Sendo
o _wisywr(o) (2.19)
dx? ' ’

A equagao (2.19) pode ser resolvida pelas seguintes equagoes de primeira ordem

do

= = £IW'(g) (2.20)

conhecidas como Equag¢oes de Bogomol'nyi [23]. De fato,

&¢ d d¢

— C(EW(9)) = W (9) 5

= = W)W ()

onde na tltima igualdade usamos a equagao (2.20). A energia da solugdo pode ser escrita

SPEHOREY

como

1
2
1 i) N
- [z (Exwie) = [awiof
2
onde Ep é conhecido como o limite de Bogomol'nyi e
Ep = [W(¢(c0)) = W(¢(—00))| = |AW]. (2.22)

Podemos encontrar este limite se conhecermos a forma como superpotencial W (¢) é definido
e o comportamento assintotico da solu¢do ¢(x). Observamos também que se o potencial

escrito como em (2.16) e a condigao Ep # 0 for satisfeita, as configuragoes de campos que

12
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satisfazem as equagoes de primeira ordem (2.20), sdo chamadas solugoes BPS (Bogomol'nyi-
Prassad-Somerfeld) [23, 25|. Podemos classificar as solugbes BPS segundo suas caracteristicas

topologicas. Introduzimos entao a corrente topologica
g =¢e"0,0. (2.23)

Esta corrente fornece uma carga topologica conservada definida por

o= ["ar f =[ (flﬁ) — 6(00) — d(~00). (2.24)

[e.e] o
d
0191 =92

Sendo assim, solugdes topologicas sao aquelas para as quais Qr # 0; caso contrario as solugoes

sao ditas nao-topologicas.

13
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2.5 Estabilidade linear

O objeto de estudo desta secao ¢é investigar a estabilidade de uma solugao estatica
¢(z). Consideramos pequenas perturbagoes em torno desta solu¢ao para estudarmos sua
estabilidade [18, 26]. O procedimento consiste em linearizar a equagao de movimento (2.10),
desprezando termos perturbativos de ordem maior ou igual a dois. Sendo assim, vamos admitir
que

¢(z,t) = ¢(z) +n(x,t) (2.25)
seja solugao da equagao de movimento (2.10), onde ¢(z) é solu¢ao da equagao estatica (2.12) e
n(x,t) ¢ uma pequena flutuagao em torno desta solu¢ao. Substituindo entdo (2.25) em (2.10),
fazendo a expansao de Taylor em (dV/d¢)(¢ + n) em torno de ¢(z), preservando termos

somente até ordem linear em 7, e tendo em vista a equagao (2.12) obtemos

oy P &2V
1204 < ) —0, (2.26)
#(a)

o2 ox? dg?
onde o termo <%§)¢(w) = U(x) é uma fungao que depende apenas da coordenada espacial x.
Utilizando o método de separagao de variaveis podemos obter uma solugao para equacao

(2.26). Supomos entao que sua solugao seja do tipo

n(x,t) =n(x)T(t). (2.27)

Assim,
T"(t)yn(x) — 0" ()T (t) + Ulz)n(x)T(t) = 0, (2.28)
onde ” indica a derivada segunda com respeito ao argumento. Dividindo esta equacgao por

(2.27) obtemos

U@ =0 = LW 1@ g (2.29)

@)  n()

Ambos os lados desta expressao dependem de uma tnica variavel, o que implica que deve ser

iguais a uma constante, digamos K. Teremos entao, duas equagoes diferenciais ordinarias de
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segunda ordem,

T"(t) — KT(t) = 0 (2.30)

—1'(x) + Ulx)n(z) = —Kn(x). (2.31)

Vamos analisar estas duas equagoes:

1. Temos como solucdo para a primeira equacdo: T'(t) = exp(+iv/—Kt). Caso tenhamos
K > 0, quando t — Fo00 esta funcao diverge. Mas de acordo com a hipdtese de que
n(xz,t) = n(x)T(x) representa uma pequena flutuacao, isto é incompativel. Portanto,
devemos ter K < 0, e isso nos permite escrever X = —w?, com w real, de maneira que
T(t) = exp(Liwt) é oscilatoria. Além disso, como ¢(x,t) = ¢(z)+n(z)T(t) é um campo
escalar real, ¢ suficiente escolher a parte real ou imaginaria de 7'(¢). Podemos escolher
entao

T(t) = cos(wt). (2.32)
2. A equagdo (2.31) é uma equagao de autovalores, tipo Schrédinger, da forma

I:Inn(x) = Winn(x)7 (2.33)

onde 7,, representa o conjunto de autofungoes desta equagao e

. d?
H=_-—"_ 2.34
-+ Ula) (2:34)

¢ o operador hamiltoniano. Entao, a estabilidade das solugoes é assegurada se este
operador for nao negativo, isto é, se seus autovalores forem nao-negativos. Devemos

notar que, como H ¢ um operador linear, a solug¢do geral da equagao (2.25) é da forma

Znn cos(wpt). (2.35)

15
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Para modelos que suportam solugoes BPS, os potenciais sao limitados inferiormente (equagao

(2.18)), e o operador H pode ser fatorado na forma H = SST, onde

d —d*W

S= 0t an

(2.36)

4 ew
gt—_2 .
ir g

(2.37)

Esta fatoracao indica que H é um operador nao-negativo. Para verificar esta afirmacao
consideramos uma autofunc¢ao normalizada qualquer 7, associada a H cujo autovalor é w?
n ) n:

Devemos mostrar que este autovalor é nao-negativo. Sabemos que
w? =< n|H|n >=< n|SST|n > (2.38)
e considerando o operador identidade I = 37, |m >< m| obtemos

wh =Y <nlSm ><m|STn >= |wpn|” > 0 (2.39)

o que mostra diretamente que o operador hamiltoniano é nao-negativo. Portanto as solugoes

BPS sao linearmente estaveis [31].

2.6 Solucoes tipo kink

Na presenca de quebra espontanea de simetria podemos escrever o potencial na forma

mais conveniente

V(9) = F(a® = 67" (2.40)

que apoés ignorarmos as constantes a e \ fica da forma

V(g) = 5(1- &) (2.41)

Em (1,1) dimensoes, a equa¢ao de movimento que segue de (2.8) e de (2.41) pode ser

escrita na forma

o 0?
I e

16
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que para o caso de solucoes estaticas temos
0%¢

— = 2¢(¢* — 1). 2.43

=266~ 1) (243

Estamos interessados em solugoes ¢ = ¢(x), que sejam estendidas, localizadas no espago

e de energia finita. Estas solugoes sao chamadas de ondas solitarias ou sélitons. A equacao

(2.43) tem duas solugbes triviais, independentes da posigao espacial. FEssas solugoes sao

6.+ = +1 e apresentam energia nula, identificando os vacuos classicos do modelo. Ha outras

solugoes estaticas, dadas por

¢+(x) = £+ tanh(z) (2.44)

que sao denominadas kink(+) ou antikink(-), escolhidas centradas na origem de forma
conveniente, pois o modelo apresenta invariancia translacional e o centro da solugao é
arbitrario. Para um potencial do tipo (2.40), a solugdo é atanh(Aaz). Os kinks podem
ser imersos em duas ou mais dimensoes espaciais. Quando isso acontece, eles sao chamados
genericamente de paredes de dominios.

a) I d{x) Bl P 4{x)

Figura 2.2: a) O kink(+) ; b) O antikink(-).
A energia das solugoes estaticas é dada pela expressao

E = /OO e(z)dx (2.45)
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onde €(x) é a densidade de energia, que se escreve como
1 (do\?
=—| - Vix). 2.46
=3 (%) +ve (2.46)
No caso da solucdo trivial, ¢, que satisfaz V(¢)=0, a energia ¢ nula. Para os kinks, a
energia ¢ F = 4/3, com densidade de energia ¢(x) = sech?(x).

A energia gradiente e a energia potencial se escrevem, respectivamente, como

1™ (do\? 1™

e se anulam no caso de solugoes triviais ¢ = +1. Para os kinks, temos

() = €p(2). (2.48)

o que implica em E, = E,,.

18



Capitulo 3

O Mecanismo BBL de reducao de
dimensoes

Existe a possibilidade de um defeito topolégico terminar em outro formando juncoes.
Na formacao de juncoes de objetos de D dimensoes espaciais, consideramos que esta
superposicao se da em uma regiao suficientemente pequena quando comparada com as
dimensoes espaciais dos defeitos e que estes dois objetos estao em repouso. Levando-se em

conta estas consideracoes, temos duas possibilidades:

1. Nesta pequena regiao existe uma fusao dos dois objetos, formando um terceiro, com
emissao de energia tal como em um processo exotérmico tornando, assim, a jungao

estavel;

2. Este processo talvez nao seja energeticamente favoravel.

Um processo de fusao, onde a juncao se estabiliza, realmente s6 acontece quando a energia
por unidade de area, isto é, a tensao, do terceiro objeto formado no processo for menor que
a soma das tensoes dos outros dois objetos originais. Uma vez que a energia deste terceiro
objeto ¢ menor que a soma das demais, ele nao decai em um estado no qual os outros dois

estao separados. Sendo assim, s6 pode haver uma juncao se de fato o terceiro objeto existir.
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Em regioes afastadas da juncao, a configuracao se aproxima assintoticamente de paredes
isoladas. Paredes de dominios interpolam dois vacuos degenerados. Se trés ou mais vacuos

(v1, v, v3) ocorrem, segmentos de paredes de dominios separam cada par de vacuos vizinhos.

Figura 3.1: Juncao tripla

Dentro do contexto de formagao de jungoes esta a redugao dimensional. A unificagao
da gravidade com outras forgas da natureza sugere que o nosso Universo tenha mais que 3
dimensoes espaciais. A proposta original do modelo estudado neste capitulo é a de criar um
mecanismo dinamico com argumentos que sugerem a existéncia de um mundo tridimensional
e que a formacao de uma juncao é um mecanismo natural de selecao espago-tempo com
determinada dimensao. Nesta se¢ao mostraremos algumas idéias novas sobre o mecanismo de
reducao de dimensoes proposto em [44] para explicar a razao pela qual o relaxamento cessa
em 3+1 dimensdes. Este modelo ¢ denominado Mecanismo BBL (Bazeia-Brito-Losano). Em
principio, no mecanismo BBL se procura por bifurcacoes de frentes de fase como solucoes
topologicas estaticas de uma versao 9-dimensional para as equagoes de Ginzburg-Landau em

duas dimensoes que sao:

1 2
0Py = &7 + §v2<1>1 - 5@? —

€

5 (®3 — 307%)D;. (3.1)

onde I,J =1,2(1 # J) e |e| < 1. Frente de fase ¢ o nome dado aos kinks que conectam dois

estados uniformes com fases diferentes. No caso que estamos estudando, os estados tém uma

20



Sistemas estendidos e o mecanismo BBL

diferenca de fase de 180° portanto, chamaremos essas frentes de fase de frentes . A bifurcagao
é a decomposicao dessas frentes de fase em outras quando ha a perda de estabilidade devido a
diminuicao da tensao. Se o nimero N de campos escalares é maior que o niimero de dimensoes

espaciais, o processo de bifurcacao nos leva a uma juncao tipo 0-brana caso todos os 9N graus

| B
-

Figura 3.2: a) Dois dominios separados por uma jungao; b) Criagao de outros dois dominios
por meio de bifurcagoes.

de liberdade estejam ativos.

Vamos considerar (3.1) como as equagdes de movimento de uma teoria de campos com 9N
campos escalares reais em um espaco-tempo de 10 dimensoes. Para que a reducao termine em
uma jungao tipo 3-brana somente 6 graus de liberdade (campos escalares) devem ser ativados
por efeitos térmicos. Necessitamos entao de um espaco tempo 10-dimensional com uma rede

de intersecoes de 8-brana formando juncgoes tipo p-brana de dimensoes p =0,1,2,...,7.

Estamos tratando de um sistema eldstico com um espago tempo composto de 9N
osciladores unidimensionais independentes a semelhanga de um soélido de Einstein em 9
dimensoes espaciais, onde consideramos as unidades naturais (h = ¢ = kg = 1). Tal
semelhanca é observada em alguns resultados importantes obtidos que demonstram a validade
deste sistema como um mecanismo de reducao de dimensoes: a energia e o calor especifico
[47]. Para alguma temperatura abaixo da temperatura de Einstein, Tx = wy (frequéncia

natural de oscilagao), os efeitos quanticos provocam perda de graus de liberdade. Entretanto,
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o namero de graus de liberdade ativados independentemente, como os graus de liberdade
rotacional e vibracional de um gas de moléculas diatomicas, podem ser obtido por efeitos
térmicos pelo céalculo do calor especifico do sistema. O “quantum” é a tensao da 8-brana
ativada, Ty = Tg. Aqui a energia total de configuracoes de 8-brana idénticas escrita como

Ey=1[d% ol [(I)i +(V®;)?] = 9NTgVolg, define um sistema estatistico dado por

e U=F = —a%an (energia média);

Z =3 Nv_oexp(—FEN) (funcao de partigao);

Eyn = Nw (energia de todos os estados acessiveis onde w = 973V olg);

e Ty e Volg (tensao e o volume da 8-brana);

o n(T) = 92UT) (ntimero de estados ativados por efeitos térmicos por Vols);
o U(T) =N e exp (%] = Ts/ [exp (§) — 1], onde ¢, = nT5.

n(T)

ol 2 T

Figura 3.3: Graus de liberdade do sistema ativados por efeitos térmicos.

Usamos o calor especifico para a contagem média do nimero de estados ativados, n(7T), que

se aproximam de 6 quando 7' = 1/8 — wy/2 (energia de ponto zero obtida no limite de
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baixas temperaturas 7' << wy) [44]. Neste regime nosso sistema oscila com um comprimento
de onda muito alto. Entao, podemos escrever uma teoria de campos efetiva para nosso
solido de 9 dimensoes espaciais com apenas 6 campos escalares ao invés de 9N campos.
Podemos notar que este mecanismo reduz as dimensoes espaciais para junc¢oes de branas com
D — n(T) = 3 dimensoes efetivas que favorecem jungoes tipo 3-brana além de n(7") branas,

com uma codimensao, formando jungoes ortogonalmente.

Considere a acao

IN

S = %/dl%; {aucblaﬂcbf - {%ﬁ} 2} (3.2)

aqui consideraremos que o superpotencial tem a forma

W(@) =3 W@ W(d)=rd, - %‘? (3.3)

com r = 4/3/2 para garantir uma simetria Z, entre os minimos. O termo e que acopla os
campos esté relacionado & estabilidade das jungoes. O superpotential cubico W (®) nos dara

= 29V solucoes tipo vacuo e solucoes tipo S-brana, que

uma teoria de campos com 512V
podem ser usadas para construir jungoes tipo 0-brana. Jungoes tipo 7-brana sao formadas
por intersecoes de duas 8-branas ortogonais. Nosso Universo parece ser uma juncao tipo 3-
brana proveniente da juncao de seis 8-branas ortogonais. Em um modelo de dois campos, por
exemplo, s6 ha 4 = 22 vacuos nas bordas de um quadrado no espaco de campos. J4 em um
modelo de trés campos, existem 8 = 23 vacuos relativos aos vértices de um cubo no espaco de
campos, e assim por diante. Em trés dimensoes espaciais, o modelo de dois campos produz

apenas uma juncao tipo 0-brana, enquanto que no modelo de trés campos ou mais campos,

ha uma juncao tipo O-brana e jungoes tipo 1-brana produzidas pela intersecao de 2-branas.

Nas proximas secoes serao apresentados os modelos que exibem os fenémenos acima

mencionados.
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a)

Figura 3.4: a) Uma jungao tipo 0-brana; b) Uma juncdo tipo 1-brana.

ko

Figura 3.5: Bifurcagoes das frentes de fase 7 formando frentes de fase 5. Em um modelo com
trés campos escalares, temos a formagao de uma 0-brana bem no centro do cubo formado
pelos vacuos no espaco de campos.
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3.1 Modelo supersimétrico levemente deformado

Vamos investigar sistemas de campos escalares reais em (1,1) dimensdes com potenciais
levemente modificados que admitem extensdes supersimétricas [24]. Em uma teoria
supersimétrica, cujo setor real bosonico possui N campos escalares reais ¢, ¢',....,0n, 0
potencial pode ser escrito em termos do superpotencial W (g1, ¢, ..., ¢n) como
1

1 1

V =V(1, b2, ..., oN) = 2le + 2W§2 + ot 2W£N, i=1,2,..,N (3.4)
onde Wy, = Z—Z. De uma forma geral, podemos estender o potencial de um sistema
supersimétrico da seguinte maneira

1 €
Ve=-Y W, +-F 3.5
E QZZI ¢),+2 (¢17¢27 7¢N) ( )

onde a fungao F(¢1, ¢o, ..., ¢y ), arbitraria dos campos em principio, representa uma espécie
de deformacao do sistema original. Estas fungoes de correcao devem ser pequenas o
suficiente para que praticamente todas as propriedades supersimétricas do sistema original
sejam mantidas, tais como as solucoes BPS. O procedimento de perturbacao é baseado em

investigagoes prévias [45, 46].

3.1.1 Consideragoes Gerais

Considerando modelos que sao porc¢oes bosdnicas de teorias supersimétricas da forma

N
L= 0,0i0"¢; — V($1, 2, ... o) (3.6)
i=1
onde V' é dado por (3.4). As equagdes de movimento para campos estéaticos sao:
d*¢y
A2 = We,Wop, + oo + Woy Wopns,
d*¢,
dx2 W¢1 W¢>1¢>2 + .t W¢NW¢N¢2
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Pon
dx?

W¢1 W¢1¢N +...+ W¢NW¢N¢N‘ (37)

As equagoes de primeira ordem que nos dao as configuragoes de campos que resolvem as

equagoes de movimento sao dadas por

dpr dos don
dx — Wou dr _W¢2’ > dr _W¢N' (38)

A energia das solugoes estaticas pode ser escrita como:

RS
E:§/_Oodx;[(d$) +W§i], (3.9)

onde a e b nomeiam os vacuos. O sistema pode ter vérios setores topologicos distintos, que

podem ser identificados por dois estados de vacuo conectados por solugoes topologicas. Estes
vacuos podem ser identificados pela série de nimeros (v, vp, U, ...), 0 que nos permite escrever:

1> L [ des 2
E“b:Ejg’+§/ dxz [(dw’ +W{_> ] (3.10)
=1

—00

onde EY = |Wy| = [W(va) — W ()| é o limite de Bogomol'nyi.
A corrente topologica tem a forma
e 1 af
Jt = e 0P (3.11)

onde ® é um vetor coluna, tal que ® = (¢1, ¢, ..., On).
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3.1.2 Sistemas estendidos

E do nosso interesse o estudo de setores topologicos do tipo BPS e para isto, vamos
escrever as solugoes estaticas do sistema estendido ¢5(x), ¢5(z),...,¢%(x) em termos das

solucoes estaticas do modelo original, até a primeira ordem em &
o;(x) = ¢ +eni(x), i=1,2,...,N. (3.12)
Em um sistema supersimétrico, a energia da solugao estatica ¢; pode ser escrita como
N 2
1 [ dos
E. = = dx L w2
L z[(d) s

+ %/ deF (65,05, ., 65%), i=1,2,..,N. (3.13)

No caso de um setor BPS conectando vacuos

o N 2
1 do;
f o [ ‘Ir
B = 5/ dxz(da: ¢i)

- i=1

+ EB+§/ dxF(¢l>¢27"'7¢N)7 i = 1’2""’N' (314)

[e.e]

onde ¢; sao solugoes do sistema original e os indices f e g nomeiam os vacuos. Os campos
dados por (3.12) resolvem o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem (2.20) e isso

nos permite escrever a energia como

Ef9 = EI9 + g /OO dxF (1, ¢a, ..., o) + O(?) (3.15)

— 00

onde BY = |Wyy| e Wyy = W (v5) — W (v5) = W(vg) — W (vy).

g

Para ¢ = 0, v; = vy e v; = v, (ndo ha modificagdes nos minimos do sistema).
¢S(x) e ¢;(x) possuem o mesmo comportamento assintotico fazendo com que 7;(z) se anule
assintoticamente. Correcoes que nao alteram os minimos de V', também nao modificam a
carga topologica, vemos que, Q7 = Q. Com ¢ # 0, se fizermos uma expansao de primeira

ordem de

dW (£00)

W [ (00), .., ¢y (£00)] = W [91(00), .., oy (F00)] + £ 3 mi(#00)
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o termo Ef;g, em (3.15), desaparece como no caso para ¢ = 0. Isso acontece pois ¢;(+00) sao
os minimos do sistema original. Eles sao extremos de W, entao o segundo termo da equacao
(3.16) se anula, o que faz com que o limite BPS de um sistema estendido coincida com o
limite BPS do modelo nao-perturbado, em primeira ordem. A carga topoldgica, para este

caso, sofre uma ligeira mudanca

Q7 = Qr +€AQ, (3.17)

onde Q%, Qr e eAQ sao vetores com N componentes com AQ) = n(oco) — n(—o0).
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3.2 O Mecanismo BBL

Nesta secao estudamos os modelos para o caso de dois e trés campos escalares,

respectivamente.

3.2.1 O modelo de dois campos escalares

Vamos considerar dois campos escalares reais ®; = ¢1(x) = ¢1 e Py = ¢o(x) = @9, cuja

dindmica é descrita por

1 1 1 1
£ - §8a¢18a¢1 + §aa¢2aa¢2 - 5(8¢1W)2 - 5(0¢2W)2. (318)

O superpotencial (3.3) agora ¢ escrito na forma

3 3
W= (614 60) (% + %) (3.19)

e as solugoes topologicas estaticas unidimensionais podem ser encontradas pelas equagoes de
primeira ordem
2 2
¢1° doa o

doy
- — 2
dz " r ' dx " r (3.20)

Este conjunto de equagoes nao-lineares, facilmente, produz vacuos e solugoes tipo defeitos
topologicos. Os Vvacuos sdo ¢; = ¢o = =%r, envolvendo uma simetria Z; que exige que
r = \/% Estes vacuos sao vértices de um quadrado no plano (¢1,¢2) que formam uma
série de 6 (4!/2!2!) setores BPS independentes, onde cada um conecta um par de vértices.
Quatro setores estao nas extremidades do quadrado, enquanto os outros dois setores estao
nas diagonais. Estes estados foram denominados de Lados e 1-Diag e nos dao as seguintes
solugoes topologicas

¢1a2 = 7‘2; ¢1a2 = r? tanhz(a:), Lados (321>
G2y = d1a’; ¢’ =r’tanh’(z), 1-Diag (3.22)
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onde o indice a = 1, 2, 3,4 indica um lado particular, enquanto b = 5,6 indica uma diagonal.
Tais solugoes sao obtidas facilmente quando fazemos o sistema desacoplar impondo o limite
¢ — 0. Realmente, estas solucoes sao independentes uma das outras e sendo assim, nos
podemos inseri-las corretamente em duas dimensoes espaciais como paredes de dominios, ou
1-brana, separando dois viacuos. A conexao entre os quatro vacuos sao feitas pelas solucgoes
v1=r(1,tanhy), vy=r(— tanh z, 1), v3= r(—1, — tanhy) e v;= r(tanhz, —1).

-

Figura 3.6: Representagao no espago de campos para o mecanismo BBL com 2 campos
escalares.

Para mostrar que o sistema e suas solugoes formam juncoes estaveis devemos deformar
ligeiramente o espaco de parametros da teoria levando em conta a presenca do parametro
de deformacao, ¢, de jungao nas equagoes de Ginzburg-Landau. A mudanga na energia de

Bogomol'nyi das solugoes BPS, como pode ser visto em [24], é dada por

pomyge [ Z Fon(), dala))d, (3.23)
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onde E% = |AW,| é a energia de Bogomol'nyi. A deformacao em termos de €, que é compativel

com as equagoes de Ginzburg-Landau, pode ser deduzida como sendo

F(61,62) = 516" + (62)'] = 3gnnl? + 5 (3.24)

Agora podemos mostrar que se a solu¢ao (3.21) é estéavel, a solugao (3.22) ¢é instéavel e
vice versa. No limite € = 0 encontramos a estabilidade marginal destas solu¢oes que também
coincide com o limite onde o sistema desacopla. A energia total (3.23) das solugdes (3.21) é
a mesma em qualquer setor referente aos lados que envolvem metade da energia das solugoes
diagonais (3.22). Para que a jungao seja estavel, a soma de energias dos dois lados adjacentes

deve ser menor que a energia de qualquer diagonal, i.e., a condigao de jungao [49]:

E* 4+ BT < EP. (3.25)

Calculando as energias encontramos
a a+1 21
E*+ E =4+ 5 Lados (3.26)

E’=4+6¢, 1-Diag (3.27)

onde o indice a = 1,2, 3 indicam os lados e b = 1,2 uma diagonal.

Com isso vemos que a configuracao de 4 Lados é estavel para ¢ < 0, por satisfazer a
condicao de juncao neste regime. Porém, a configuracao 1-Diag é estavel para € > 0. Assim
as configurages (3.21) e (3.22) nao podem ser simultaneamente estaveis. Em qualquer
circunstancia que envolve a condigdo ¢ < 0, paredes de dominios (dos setores 1-Diag)
separando vacuos adjacentes tendem a bifurcar em quatro meia (ou equivalentemente duas)
paredes de dominios formando uma juncao tipo O-brana, a qual possui uma dimensao mais
baixa. Isto pode representar um mecanismo de redugao de dimensoes [43], onde um universo
(p+1)-dimensional inicialmente formado relaxa para outro universo [(p — 1) + 1]-dimensional,

com uma bifurcac¢ao e assim sucessivamente.
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Estamos interessados em solugoes estéaveis que satisfazem as exigéncias basicas das solugoes

topologicas, de acordo com as referéncias |18, 50]. Dadas as equagdes de movimento:

fg _ % (3.28)
onde V' é uma funcao de campos escalares reais ¢'(x') e ¢*(2?) tal que:
V(¢! ¢*) = % (Wi + W) + %F(qﬁl, %), (3.29)
onde F(¢', ¢?) ¢ dada por (3.24).
Substituindo este potencial estendido em (3.28):
o =0 |7 (5 ¢) —2) - setiery (3.30)
g = |62 (5 +e) 2| - ey 331

Vamos estudar a estabilidade de solugoes tipicas (¢* = ¢!(z1),0? = 0) e (¢! = 0,¢* =
$?(2?)), a fim de encontrar os kinks que aproximam o modelo BBL do modelo \*(¢*)* que é

bem conhecido na literatura (como em [51] por exemplo)

ot (zh)? = r? ( > tanh?(2'), ¢*(2?)? = r? ( 1T2€> tanh?(2?) (3.32)

1+ ¢ 1+ ¢

podemos ver que para £ — 0 encontramos exatamente as equagoes (3.21) e (3.22).

De uma teoria de perturbagao do tipo [51]

oh(x,t) = ¢f(x) + > nhi(a)e ! (3.33)

onde esta indicado uma soma em todos os modos normais de vibracao [50] e £ = 1,2. Obtemos
equagoes tipo Schrodinger acopladas para flutuagoes 7. 1(1‘1), 7722 (2?) que podem ser escritas

na forma

d2
— e (@) + Vi, () = B2 ik, (2), k= 1,2 (3.34)
k
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onde usamos O&% (x) = E?(,,), &k (). Aqui V; sdo as componentes da matriz

V. V.
V= d101 D102 ) ' 3.35
< V¢>2¢>1 V¢2¢2 ( )

O estudo completo da estabilidade se resume a achar os autovalores E?(,,) L, em (3.34),
para uma determinada solu¢ao. Em geral, isso nao é uma tarefa facil. Porém em problemas
em que os campos estao quase desacoplados (¢ — 0), estas complicagoes nao existem. Na
aproximacao em que em que € — 0, este problema pode ser tratado analiticamente uma vez

que as equagoes diferenciais estao desacopladas com as seguintes contribui¢oes
Vg, = 4 — 6sech® )\ az!,
Vipss = 4 — Gsech®\gaz?, (3.36)
Virps = Voo = 0.

Um fato digno de nota é que nao ha uma relacao de dependéncia com o pardmetro &
nas equagoes acima. Encontramos nas equagoes (3.36) simplesmente os potenciais de Péschl-
Teller modificados obtidos para paredes de dominios BPS no limite em que ¢ — 0. Isto mostra
que o termo dependente de € nao afeta a estabilidade de qualquer parede de dominios. O

espectro discreto para as flutuagoes do campo escalar é encontrado e é composto por dois

estados ligados: o modo zero e o primeiro estado excitado dados por

Eops = 0, (3.37)
U(lf = Cpsech’(\; az'?), (3.38)
Bl = 33d, (3.39)
77(13 = Cysech?(\paz"?) x tanh (A paz™?). (3.40)

3.2.2 0O modelo de trés campos escalares

O superpotencial (3.3) agora é escrito na forma

_%(ﬁm_f’ﬂ_f)

W =7r(p1 + ¢ + ¢3) 3 3 3

(3.41)

33



Sistemas estendidos e o mecanismo BBL

e as solugoes topologicas estaticas unidimensionais podem ser encontradas pelas equagoes de

primeira ordem

dor _ _
dz r ' dx r’ dx r

—¢—12 %—r—d)—f %—r—qﬁ—?} (3.42)

Os vacuos agora sdo ¢, = ¢y = ¢35 = £, compondo os vértices de um cubo no espaco
(1, @2, ¢3) € formando uma série de 28 (8!/2!6!) setores BPS independentes, onde cada um
conecta um par de vértices (22 = 8 no total). Doze setores estdo nos lados, 12 formam
superficies diagonais, enquanto os outros quatro setores estao nas diagonais internas. Estes

estados foram denominados Lados, 1-Diag e 2-Diag e nos dao as seguintes solugoes topologicas

Gra> = boa” =717 ¢3,° = r’tanh®(z), Lados (3.43)
o’ =717 oy = dn’;  ds° =r’tanh’(z), 1-Diag (3.44)
¢102 = ¢2c2 = ¢302; ¢3c2 = T2 tanh2 (‘I)v Q'Dlag (345)

onde a=1,...,12, b=13,...,24 e ¢ = 25, ..., 28 rotulam todos os 28 setores.

V== s

/

Figura 3.7: Representacao no espaco de campos para os estados 1-Diag e 2-Diag,
repectivamente, no mecanismo BBL com trés campos escalares.

Novamente, temos que mostrar que no caso € = 0, o sistema pode favorecer a configuragao
de solugoes que formam os doze Lados (3.43) em vez das solugbes que formam as diagonais

internas (3.45). Isto ¢ o analogo do fendmeno de bifurcagao no sistema planar descrito para

34



Sistemas estendidos e o mecanismo BBL

o caso de dois campos escalares. Existem valores de £ que favorecem uma bifurcagao onde os
doze Lados formam uma configuracao estavel. Tal configuracao pode formar uma juncgao de
0-brana estavel em 3 dimensoes espaciais. Também existem configuragoes de jungoes 1-brana
provenientes dos setores 1-Diag (3.44), mas elas nao sao energeticamente favorecidas. No
limite de largura fina [52], as paredes de dominios podem ser representadas por doze solugoes
rotacionadas de 90°, dadas por v,= (P14, B2a; P34) com a = 1,2,...,12. As primeiras trés

solucoes sao v;= (1, tanhy, 1), vy= r(—tanhz,1,1), v3= r(—1, 1, — tanh 2).

Considerando a func¢do em (3.23) como sendo F(¢1, ¢o, p3) = F(d1,02) + F(¢p1,¢3) +
F(¢2, ¢3), a estabilidade da configuragao é assegurada se a soma das energias de trés Lados

adjacentes for menor que algum estado 2-Diag, i.e.,

E* + Bt 4 Eot? < E© (3.46)
O calculo das energias nos da
63
B+ BTN B2 =6+ 5& a=1 2,...,10; Lados (3.47)
E’+ B! =6+ 27¢, 1-Diag (3.48)
E°=6+18¢, 2-Diag (3.49)

Este resultado mostra que a configuracao dos doze Lados é estével para valores de £ < 0,
pois neste regime a condi¢ao de juncao é satisfeita. As configuracoes 2-Diag tém maior energia
e s6 podem ser estéveis se € > 0. A energia dos estados 1-Diag tem valor intermediario e
decai para qualquer um dos casos. Assim as configuragoes (3.43), (3.44) e (3.45) nao podem
ser simultaneamente estaveis. Para nossos propoésitos, porém, nés assumimos que € < 0 e isso
nos conduz a um cenario que envolve paredes de dominios separando dois vacuos adjacentes
que tendem a bifurcar em doze meia-paredes de dominios (ou equivalentemente seis) que
juntas formam uma juncao tipo O-brana. Um fenémeno no qual reduzimos trés para 0-

dimensoes. Podemos estender estes exemplos para N campos escalares, em D-dimensoes
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espaciais e estudar a estabilidade das junc¢oes de p-branas para formar juncoes de branas

(D — N) dimensionais.

Também foi mostrado na literatura [61] resultados que sugerem que a gravidade prefere
viver numa jung¢ao tipo 3-brana através da localizagao de gravitons. Vamos considerar na

localizagao da gravidade:

A solucao tipo juncao de branas é alcancada considerando fatias AdS;o! juntas a fontes

do tipo funcao delta. As equagoes de campo do graviton de spin 2 podem ser encontradas
pela lagrangeana Lo = \/§[£+%+A], onde £ é dado por (3.2), R é o escalar de Ricci, k

¢ uma escala da ordem da escala de Planck (=~ 10'®GeV) e A é a constante cosmologica;

e Do potencial estendido (3.5) temos a fungao F(¢1, ¢o, ..., o) que representa N campos

combinados na forma F'(¢1, @2, ..., 0n) = F(¢p1,02) + F(o1,¢3) + ... + F(dn_1,0N);

e Agora aplicando a explicita forma do potencial e F(¢;, ¢;) nos encontramos os vacuos
1

perturbados que sdo dados por ¢, = ¢, = ... = Py = <m> 5;

(27/8)N(N—1)2e2

e A constante cosmologica definida por A = V (¢, = ¢y = ... = dy) = — PRETgES

com N > 1 é sempre negativa pois foi estabelecido que € < 0. Ou seja, a estabilidade

de jungbes é consistente com o espago AdS.

A juncao de branas em um espaco-tempo plano constante permite a localizagao de estados
sem massa sobre ela. No limite de largura fina L|gmp — —0 2?:1 d(Zr), onde Z; sao as
coordenadas que parametrizam as dimensoes extras, e o é a tensao da 8-brana. As flutuacoes

da métrica

6
dS7, = Q72 (nde“dX” +) (5(dZI)2> : (3.50)

I=1

Representagao no espago anti-de Sitter, (AdS), em 10 dimensdes espago-temporais onde uma configuracao
de juncoes de brana tem o objetivo de localizar a gravidade para a regiao de intersegao.

36



Sistemas estendidos e o mecanismo BBL

em torno da 3-brana onde 2 = m, sao governadas pela equagao tipo Schrodinger
I=1 I

[60]. Para um conjunto de 6 jungoes tipo 8-brana temos [61]

1 6
—§v2 +605°Q% — 4R 5(Z)) | = m*® (3.51)

=1
Concluimos que o modo zero é confinado na juncao e sua funcao de onda ¢ ¥, = CQ*.
A densidade de probabilidade ¢ maximizada quando |Zi| + |Za] + ... + |Zs| = 0, isto &,
Z1 = ... = Zg = 0 e define uma juncao tipo 3-brana em 10 dimensoes espaco-temporais.
Correcoes para o potencial de Newton para cada estado massivo sao altamente suprimidas
a longas distancias, e portanto, nesse regime a gravidade (3+1) dimensional pode ser

corretamente descrita pelo modo zero gravitacional [60, 61].

No préoximo capitulo ampliaremos estes conceitos para localizacao de modos massivos

fermidnicos nas juncoes.
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Capitulo 4

Estados fermidénicos em juncoes de
paredes de dominios

Os modelos de Randall-Sundrum assumem a existéncia de uma teoria de dimensoes
espaciais extras que nos da uma brana como um mecanismo de confinamento do nosso
universo numa 3-brana. Se nosso universo 4-dimensional estd mergulhado em dimensoes
extras, ao fornecermos bastante energia, deveria ser possivel provar a existéncia de dimensoes
extras transversais & nossa brana. Atualmente, em teorias supersimétricas, um assunto em
particular tem recebido bastante atencao: defeitos topolégicos com dimensoes espaciais extras
tipo paredes de dominios 5-dimensionais. Neste capitulo trabalhamos com (9,1) dimensdes, e
mostramos que juncoes de defeitos tipo paredes de dominios sao candidatas a estruturas de

confinamento tanto de férmions chirais sem massa como de modos massivos fermidnicos.

4.1 A acgao supersimétrica

A lagrangeana que adotamos aqui possui um termo que quebra parcialmente a

supersimetria e ¢ dada por

L= %&ncﬁ"a’”# + T + W' = V(¢) + eF ("), (4.1)
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ondem =0,1,2,....D—1,4,7 =1,2,..., N, ¢' sao os campos escalares reais, 1 sao espinores,
['™ sao as matrizes de Dirac e o termo de quebra de supersimetria e F'(¢") é responsavel pelo
acoplamento dos campos e pela estabilidade das jun¢des como vimos no capitulo anterior. O

potencial escalar é dado por

Lowow 10w oW 1 oW ow

Ny _ * - - 7
V(eh ¢ . >_28¢18¢1+26¢28¢2+”'+28¢N8¢N7

(4.2)

onde W e Wiy sdo o superpotencial e sua segunda derivada (as referéncias |7, 37, 38, 39, 40,

41] dao mais detalhes a respeito). Neste trabalho assumimos ¢ < 1 e ainda que:
W¢i¢j = 6/L‘jW¢i¢i (43)
com o potencial escrito na forma

V(g @2, ..., ™) = V(o) + V(¢?) + ... + V(o™). (4.4)

4.2 Solucoes tipo paredes de dominios e juncoes

As equagdes de movimento para campos bosonicos e fermionicos resultantes de (4.1) sdo

ng + a_gbl — W¢i¢i¢i’l7/) 1/) — &

OF
It
0" 4+ Wi = 0. (4.6)

0, (4.5)

Uma escolha conveniente do superpotencial nos permite encontrar solugoes tipo parede de

dominio no setor bosonico cuja dindmica é governada pelas equagoes de movimento

v

Ce* + 95

0, (4.7)

onde desprezaremos o termo £F' por enquanto por ser suficientemente pequeno para afetar
a dinamica dos campos escalares. Como vimos no capitulo anterior, este termo para

garantir a estabilidade das juncgoes precisa apenas que € seja negativo e ainda que em
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modulo o mesmo seja muito pequeno. Estamos interessados em solugoes tipo parede de
dominio que podem formar jungoes estaveis. Sendo assim, vamos considerar que cada campo
escalar depende de apenas uma coordenada espacial z*, ie., ¢(zt, 22, ....2%) — ¢F(a*) €
9 M) 9 VAR
L), p?(2?), ..., o™ (zN)}, onde ¥ é uma coordenada transversal a parede de dominios.
J ? 9 ?

Com estas consideragoes, no regime estatico as paredes de dominios sao governadas por

Lk oV

rra s (4.8)

Uma primeira integragao de (4.8) nos habilita a trabalhar com a equagao de primeira ordem

do* oW

Viérias aplicagoes do formalismo de primeira ordem em varios contextos da fisica podem

ser vistas em |29, 30, 31, 32, 33, 34, 35].

4.3 Modos fermidnicos inseridos em paredes de dominios
e juncoes

A equagao de movimento para férmions (4.6) pode ser escrita em termos das componentes

positivas e negativas da energia de ¥’_. Vejamos solugoes fermionicas da forma [36]
k ipFak k(o k
w —e Pu X (:U ), (410)

onde = 0,1,2,.... D — 2, sdo indices ao longo das paredes de dominios. Substituindo (4.10)

em (4.6), encontramos

Z'F“p,(f)xk _ Fkaka + W¢k¢kxk —0. (4.11)

Ao admitirmos o sistema no referencial de repouso tal que pfﬁ) = (E*,0,...,0), podemos

fazer com que a equagao (4.11) assuma a forma
iEMTOXY — TFOx" 4+ Wigrgre ™ = 0. (4.12)
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Usando as propriedades das matrizes gamma nos temos Iy, = +x4 e il%y; = x4+ tal que

encontramos o sistema de equagoes
(O — Wergr )Xt = EMXE, (4.13)
(O + Wgrgr)X" = —EFyE. (4.14)

Da manipulagao destas equagoes encontramos as equagoes tipo Schrodinger que governam a

dindmica de férmions tal como encontramos para paredes de dominios. A saber

[=0k + U (2"))xk = Eixh, Uk (a") = Wik () £ Wi (). (4.15)

Da superposi¢cao dos estados localizados nas paredes de dominios descritos na equagao
acima, podemos obter a equacao de Schrodinger para os estados fermionicos localizados na

juncao, dada por

[—V2 + U(junc)]\:[li(nth,...,nN) = E(2n1,n27...7nN)junC\Iji(nl:n2’~~~»nN)’ (416)

onde
Ufjune) = UL (z") + UL (2%) + ... + UY (z), (4.17)
E(2n1,n2,...,nN)junc - Ef + E22 + .t E]2V7 (418>

Wty e = Xerfn) (2 X X () (87) X oo X Xy (@), (4.19)

e as componentes X', (z') e X", (z') sdo fungdes normalizaveis. Estamos considerando
7 7

os nuameros n; = 0,1, i.e., somente dois estados ligados, pois eles podem ser localizados em

paredes de dominios individuais ou em jungoes. O modo zero (E=0), que esta associado ao

férmion chiral na parede de dominios e jungao [28|.

4.4 Um exemplo com dois campos escalares

Vamos considerar o exemplo com N = 2 campos escalares formando paredes de dominios

bidimensionais em D = 3 4+ 1 dimensdes que podem se unir para formar uma jungao tipo
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brana.
Considere o seguinte superpotencial
¢} 5
W(gr, d2) = M1 (gl - a2¢1) + A2 <§2 - a2¢2> . (4.20)

Para este caso a equagao de primeira ordem (4.9) se reduz para

dot oW A6 oW

det ~ 9¢l da? ¢ 420
As solugoes que satisfazem as equacoes diferenciais sao tais que
¢*(z') = —atanh \jaz’, #*(2%) = —atanh \gaz?. (4.22)
Os potenciais com obtidos de (4.15) sdo dados por
U (ah?) = AN ya® — 6AT ya”sech® A paz'?, (4.23)
U (2h?) = AN pa® — 2/\372a2sech2/\1,2ax1’2 (4.24)

que sdo os potenciais de Poschl-Teller modificados [27] da forma geral U(z*) = A— Bsech®(z*)

para k = 1,2, com A e B constantes reais. Os estados ligados tém as seguintes energias

2
/ 1 1
B+ - — -

+4 (n+2>
=0,1 <\/B+1—1 (4.26)
n=>0,1,.. 173 .

nos da o nimero de estados ligados do sistema.

E,=A- (4.25)

onde

O espectro discreto de férmions composto pelo modo zero e o primeiro estado excitado
para o potencial (4.23) localizados na parede de dominios, que pode ser encontrado através

de (4.17), é dado por

E(ZO)L2 =0, Xiﬁ = Cpsech?(\; gaz'?), (4.27)
E(21)1’2 = 3)\%,2(12, Xzﬁ = () tanh (\; gaz"?)sech(\; sax'?). (4.28)
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As quatro combinagoes utilizando o modo zero e o primeiro estado excitado sao descritas

abaixo

E{yo)june = 0, (4.29)
W00y = Cysech®(Ajaz') x sech?(Aax?), (4.30)
E(201)junc = 3/\3&2, (431>
W)= CQSeChQ(/\lazvl) x tanh (A\paz?) x sech(\yaz?), (4.32)
E(210)junc = 3/\%&2, (433)
W10y =C3 tanh (Araz’) xsech(\ax') x sech(Agaz?), (4.34)
lyalﬁunc:: 3(A%'+'A§)a27 (4.35)
U(11)=Cy tanh (A\jaz') x sech(Aaz') x tanh (A2az?) x sech(A2az?). (4.36)

Por outro lado, para potenciais da forma (4.24), podemos montar um modelo que exibe o

comportamento de um potencial tipo delta no limite de largura fina que nos permite escrever

Vizy) == (20° — ad (zn)), (4.37)

N | —

1
ANAN

) gy 2
— 0 ¢ a espessura da parede de dominio; p ~ Ayay; a = =£.

onde admitimos que A = p
N

Teremos entao

=0 (4.38)

que resume 0 nosso problema ao da particula livre em um poco cuja solugao é dada pela
funcao de onda

U(zy) = (—) eroxnlenl N =12 .. 6. (4.39)

E bem sabido que funcdes § suportam um tinico estado ligado (o modo zero) e os demais
estados sdo modos continuos. Entao, as equagdes (3.51) e (4.38) recebem o mesmo tratamento

no processo de obtencao das solugoes. A densidade de probabilidade de encontrar o estado
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fundamental, tanto para férmions quanto para gravidade, em jungoes, || g ||, apresenta um

maximo como pode ser visto na figura abaixo

Figura 4.1: densidade de probabilidade, |[¥y||*>, onde Wo=CQ?* para a gravidade e
Uo=U(Zy)y*=Csech?(\1Z1)sech?(\yZ;) para férmions em duas dimensoes. Parametros:
C=L; A\y=1, N=1,2.
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4.5 Um modelo com seis campos escalares

Uma vez que estamos considerando uma teoria em (9,1) dimensoes espago-temporais e o
nosso Universo descrito por (3,1) dimensoes, necessitamos de uma configuragao com dimensoes
espaciais extras com um campo escalar associado a cada uma delas. Entao, devemos encontrar
uma teoria de campos 4-dimensional efetiva localizada na juncao de 6 paredes de dominios
8-dimensionais (8-brana) em dez dimensoes. Para tanto, devemos ter 6 campos escalares ao
todo, totalmente imersos nas 10 dimensoes espaciais para formar as 8d paredes de dominios, ja
que estamos considerando o Universo como uma jungao de paredes de dominios (3-brana) que
evolui no tempo de maneira a constituir um volume global com 4 dimensoes espago-temporais.
A lagrangeana para estados fermiodnicos localizados sobre as juncoes 4-dimensionais ¢ dada

por
‘Cfd = /Eﬁ]dd:cldxgdxgdx4dx5d:c6, (440)

onde a dinamica dos férmions e o acoplamento de Yukawa sao dados pela densidade

lagrangeana 10-dimensional

Liog = YTMOp U + (Wyipy + o+ Wegs, ) V. (4.41)

A seguinte decomposicao espectral nos da os campos escalares e fermidnicos

o —-d, = ny";z1, .., z6)

= g, yhmer, (4.42)
ni...ng

W(y'san,me) = ) T, (Y)Y (4.43)
ni...ng

onde n; = 0,1 e ™" = x"(x1) X ... x X" (x4), € x(x;) s@o func¢des que satisfazem a equagao
(4.16), validas tanto para férmions quanto para bosons. O sistema tem dois estados ligados,

que sao 2V parceiros supersimétricos. No nosso caso, temos N = 6 que nos da 64 escalares
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4-dimensionais £, (y*) e 64 férmions sem massa de Dirac 71", (y*) vivendo na juncao.

Entao nos temos a lagrangeana 4-dimensional

F _ Junc 0 Junc
l:4d - 11 é%i

+ Z 7_#Lunc (F“@ En1 ng)T;]luncn(i_'_

junc

+ Z Z Z G mune rime (4.44)

..lg m1...mg n1..

Note que o primeiro termo descreve férmions 4-dimensionais, enquanto que o segundo nos
leva a férmions massivos em 4-dimensoes. G é uma constante de acoplamento calculada pela
integracao do acoplamento de Yukawa nas seis dimensoes extras. Temos 2V estados ligados
localizados na juncao. Existe um certo niimero de estados degenerados A\ = A, para qualquer
valor de k. Na intersecao de N = 6 paredes de dominios existe apenas o modo zero e os
demais estados massivos com massa m = v/3\a sdao dados como segue:

N

F 9

20

in

E=0 E=m E=+Zm E=v3m E=v&m E=+~Sm E=+8m

Figura 4.2: Histograma referente ao nimero de estados massivos e sua energia correspondente.
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Temos entao a seguinte distribuicao:

(Np,m) = {(1,0),(6,m), (15,v/2m), (20, V/3m),
(15,v4m), (6, V5m), (1,V/6m)}. (4.45)

Assim, os férmions na lagrangeana tém uma “ hierarquia ” de massa, que é a seguinte

6 N
Liy =70 TrO,m +y Y 7 ([0, —vsm)r)

s=1 n=1

+ Z Z Z Grim!/mn'n gl(l,)?gn/)ﬂ(zn/)v (446)

LU mm' nn'
onde l', m', n’=0,1,...,6. A funcao de particao de um gas de jungoes de seis paredes de dominios
8-dimensionais pode ser encontrada considerando a energia de todos os estados fermionicos

de um gas com 6M paredes de dominios 8-dimensionais em (9,1) dimensoes
M
E=) me, ¢=0¢ i=12 .,6M, (4.47)
i=1

onde e = 3 e E éa energia da fungao de onda normalizada (4.27), ou seja, tem a forma
E?/)\%a®. Assim, a funcao de particao é

Z= Z exp [—ﬁZniq]: [Zexp (—ﬁne)] . (4.48)

N1yee s UGN n=0

A energia média por juncao é dada por

-~ 0z e he
Ujunc = 8[3 M = 61+e*ﬁ6'

(4.49)

Portanto, @ — 3¢ em temperatura suficientemente elevada, tal que €¢/T < 1. Neste
regime a energia da juncao por parede de dominio é precisamente a mesma energia encontrada

na jungao de trés paredes de dominios excitadas.

A respeito do valor médio da massa fermionica nao-nula na distribuicao, encontramos

6
N
<m>= Z:g—ﬁm = 1.709m ~ \/3m. (4.50)

Zs:l NS
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Este resultado significa que em um gas de paredes de dominios em dez dimensoes, a
probabilidade de uma jungao ser formada com a superposigao de 20 estados massivos através
da combinacao de trés paredes de dominios 8-dimensionais em seu estado fundamental
fermionico, e trés paredes de dominios 8-dimensionais em seu primeiro estado excitado é
maior do que qualquer outra combinagao. Assim, Os férmions observados em nosso mundo

4-dimensional sao regidos pela lagrangeana média
20
chy ~ 209,y FE(ITH9, — Vam)rd) +

n=1
SN Grimtmnn €777 (4.51)

LU mm' nn'

Assumindo que esses estados fermionicos podem ser organizados em um vetor coluna e
que se transformam sob o grupo local SU(3)

1
T%
qn - Tn

3

Tn

, (4.52)

podemos atribuir N.=3 cores para seis quarks (n = 1,2,...,6), ou seja, o nimero de sabor
dos quarks é Np = 6. Isto compreende N.Np = 18 graus de liberdade fermionicos. Os outros
dois graus de liberdade sao preenchidos com 2 férmions sem cor tipo esquerdo que podem ser
colocados em conjunto com o primeiro termo (o modo zero que corresponde ao férmion chiral)
para dar lugar a 3 léptons. Assim, o modelo simples (4.51) parece ser uma boa aproximagao

para descrever a geracao de seis quarks e trés léptons.
A dindmica dos modos bosonicos é descrita pela lagrangeana
B 1 L 1 2
[’10d = 58}/’78 n— 577<—V + Uvjunc)n -
1 6 nr 3 1 6 " 4
DGO DAL (4.53)
k=1 k=1

Integrando essa lagrangeana nas coordenadas x1, s, ..., T¢ nés encontramos a lagrangeana
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4-dimensional

1 : .
Liy = 5 D Q85 0"E 5~V (),

ni...neg

12

20

1 1

50u60 060+ 5D 0,609~V (©). (4.54)
n=1

O potencial escalar é responsavel pelas solucoes nao triviais de 21 escalares que devem ser

responsaveis pela produgao das dos quarks e léptons na Lagrangeana (4.51).
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Capitulo 5

Conclusoes

Nosso universo fisico € bem descrito pelo modelo padrao e a relatividade geral, e ambos sao
expressos em trés dimensoes espaciais e uma temporal. Mas esses modelos sao incompletos e
uma grande quantidade de trabalhos vem questionando se é possivel melhorar esta descri¢ao
com uma ou mais dimensoes espaciais extras. O acréscimo de mais dimensoes nos da mais
graus de liberdade que podem ser utilizados como ferramenta para tentar solucionar uma

grande variedade de problemas nos cenarios ja existentes.

Nesse contexto, procuramos justificar, com argumentos e exemplos, um modelo idealizado
para explicar a dindmica por tras do confinamento e localizacao de modos fermionicos de
altas dimensoes para o nosso universo 4-dimensional. Seguindo uma ordem pré-estabelecida,
estudamos modelos importantes de dois ou mais campos escalares e a formacao de juncoes
de defeitos. Na procura de solugoes topoldgicas ao nivel classico, demos atengao especial
ao modelo ¢* apresentado no capitulo 2, definido pelo potencial dado pela equagio (2.1)
e mostramos como ocorre o fenémeno de quebra de espontinea de simetria deste modelo.
Em seguida, desenvolvemos o conceito de campos escalares dentro da Teoria Classica de
Campos para mostrar como é possivel encontrar solugoes topolégicas para o conjunto de
equagoes diferenciais de segunda ordem dadas por (2.12) (equagdes de movimento para campos

estaticos). Mostramos que estas equagoes podem ser resolvidas por um conjunto de equagoes

20
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de primeira ordem, chamadas de equagoes de Bogomol'nyi, e introduzimos o conceito de
corrente topologica para classificar as solugdes como topologicas e nao-topologicas para enfim,

estudar a estabilidade destas solucoes diante de pequenas flutuacoes.

No capitulo 3 mostramos que o limite BPS em modelos supersimétricos levemente
deformados coincide com limite BPS do sistema original sem essa deformacao, em primeira
ordem. Apo6s uma breve apresentacao do mecanismo BBL, onde constatamos sua validade
como mecanismo de reducao de dimensoes, encontramos os kinks que aproximam este modelo
do modelo padrao ¢*, as eqs (3.33), e verificamos que o termo de acoplamento € nao modifica
a estabilidade do sistema. Ainda neste capitulo, verificamos alguns resultados interessantes
deste modelo no que diz respeito a identificagao de gravidade, gauges e campos de matéria
em jungoes 3-brana e tragamos um paralelo com o mecanismo que possibilita a identificagao

de modos zeros fermidnicos.

Encontramos equagoes tipo Schrédinger que governam a dinadmica de férmions localizados
nas paredes de dominios independentes, através de flutuagoes em torno da intersecao de
defeitos e assim sendo, foi possivel determinar o ntmero de estados ligados do modelo
4-dimensional desenvolvido, pois os potenciais envolvidos sao os do tipo Podschl-Teller
modificados, os quais possuem apenas dois estados ligados. Este modelo nos permitiu
identificar uma quantidade bem definida de modos massivos, e um modo zero fermidnico
que ja havia sido previto em trabalhos bastante citados, como pode ser visto na referéncia
[36]. Outras quantidades fisicas importantes foram calculadas: além dos estados de energia
encontramos a funcao de partigao; calculamos a energia média por jungao na parede de
dominio, valor médio da massa fermidnica, etc. Alguns resultados ainda estdo em aberto

como o calculo das constantes de normalizagao das equagoes (3.36), por exemplo.

Este trabalho tras perspectivas de aplicagbes cosmoldgicas, no futuro. Partindo do

pressuposto de que o Universo é homogéneo e isotropico em largas escalas de energia [62],
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nosso grande desafio seré aplicar o formalismo de primeira ordem em cosmologia para o modelo
de seis campos escalares descrito no capitulo 4. O principio cosmologico exige que o contetido
de matéria do Universo se comporte como um fluido perfeito, para o qual podemos assumir
que o tensor energia-momento seja dado por T}, = (p,—p,—p,—p). A partir deste tensor

energia-momento obtemos as equacoes de Friedmann

H2:g _

3 a?

a 1( 4 3p)
Cl_ 3p D),

centrais no modelo cosmoloégico padrao. p e p podem ser identificados como a densidade de

energia e a pressao do campo escalar que permeia o Universo (p = py € p = py).

Do ponto de vista de uma teoria de campos, em um contexto em que a energia do Universo
¢ dominada por campos escalares, é possivel determinar a acao que descreve a dinamica das

equagoes de campo da gravitacao:
1
S = /d4x\/—g (_ZR + E(qzﬁ,@s))

esta é a acao de Einstein-Hilbert onde R é o escalar de curvatura. O termo multiplicativo
v/—g, onde g é o determinante do tensor métrico (¢ = |guw|), é apropriadamente escolhido
[63, 64]. Enfim, nos cenarios que envolvem este formalismo para a dindmica da energia e
matéria escura, que sao de natureza bosonica, a inclusao de férmions na teoria pode gerar

resultados interessantes.
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