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Resumo

Nesta dissertacao estudaremos o problema da existéncia de conjugacao absolutamente
continua entre uma transformagao de intercambio de intervalos 7' : [0,1) — [0,1) e uma
transformagao afim de intercambio de intervalos F' : [0,1) — [0, 1), com vetor de derivadas
v, que serda o parametro que permitira classificar os tipos de conjugagao. Assumiremos
que T é auto-induzida, isto é, T' é um ponto periddico de um determinado operador,
chamado de operador de Rauzy. Introduziremos o chamado expoente de Lyapunov de ~
e veremos que existe conjugacao absolutamente continua apenas quando o expoente de

Lyapunov for negativo.
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Introducao

O estudo da dinamica das transformacoes de intercambio de intervalos, abreviada-
mente (t.7.7), iniciou-se com os trabalhos de Michael Keane em meados da década de
70. Apéds estabelecer que uma condigdao natural, nos parametros que definem a trans-
formacao, ja garante sua minimalidade, isto é, que todas suas 6rbitas sao densas, Keane
conjecturou que, tal como acontece para rotacoes do circulo, minimalidade implicaria uni-
cidade ergddica no caso de intercambios de intervalos em geral. No entanto, o proprio
Keane achou um contra exemplo. Contudo parecia razoavel pensar que nao toda, mas
quase toda (no espacgo de parametros), ¢.i.i é unicamente ergédica. Esta conjectura viria a
ser provada simultaneamente, mas usando métodos diferentes, por William Veech [Veech]
e Howard Masur [Masur] no ano de 1982. Tanto Veech como Masur exploraram a relagao
das t.i.1.s com objetos geométricos mais complexos, tais como a teoria de folheagoes men-
suraveis, a teoria de superficies planas (flat surfaces) e o fluxo de Teichmiiller.

A partir destes trabalhos pioneiros, o estudo da teoria ergddica das t.i.7 ganhou forca.
No trabalho de Veech foi estudado o operador de renormalizacao de Rauzy e em 1997, An-
ton Zorich introduziu uma versao melhorada desse operador chamado agora de operador
de renormalizacao de Rauzy-Zorich.

Também no ano de 1997, Carlos Gutierrez e Ricardo Camelier em [Cam-Gut], abor-
daram o estudos das Transformacgoes Afins de Intercambio de Intervalos (t.a.i.i), isto é,
transformacoes semelhantes as t.i.7 de intervalos mas permitindo derivadas diferentes de
um. Nesse artigo Camelier e Gutierrez, mostraram a existéncia de t.a.i.i com intervalos
errantes e que sao unicamente ergédicas. Tais exemplos que nao eram conhecidos foram
obtidos da seguinte maneira. A partir de uma t.i.i T fixada, e por pertubacao das in-
clinagoes da transformagao, obteve-se uma t.a.i.i F' que é semi-conjugada com T e que
possuia intervalos errantes. Se T' é escolhida unicamente ergddica, entao F' também sera
unicamente ergodica.

O trabalho de Camelier e Gutierrez foi generalizado na tese de doutorado de Milton

Cobo, feita no IMPA em 1999, sob a orientacao de Carlos Gutierrez. A presente dis-



sertagao esta completamente baseada na tese de Milton Cobo [Cobol. Vejamos entao com
maiores detalhes os resultados a serem mostrados neste trabalho.

Seja T : I — [ uma t.i.i unicamente ergédica onde I = [0,1). Suponhamos que
T intercambia os intervalos I*,I%,...,I¢ C I e seja A = (A, \a,...,A\q) 0 vetor dos
comprimentos destes intervalos. Nesta dissertacao suporemos que T' é auto-induzida, isto
é, que existe um subintervalo I ; I de forma que a transformacgao de primeiro retorno
Ty : I; — I, é exatamente um reescalamento de 1" por um fator 0 < { < 1. Associada
a este processo temos uma matriz B € GL(d,Z) chamada de matriz de indugao. Seja

v € R? e considere o expoente de Lyapunov de v definido pelo limite
1
0(y) = lim —log [|yB"||.

Queremos achar medidas de probabilidade ;1 nos borelianos de I de tal forma que se A é

um conjunto mensuravel contido em 7, entao

u(T(A)) = e p(A), (1)

isto é, aos olhos da medida p a transformacao T tem derivada e/ constante no intervalo
I’. O problema central aqui é classificar as possiveis solugoes da equagao (1) de acordo
com o expoente de Lyapunov associado ao vetor . Em particular estudaremos se as
solugoes desta equacao sao absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.
Para tanto, estudaremos como se comportam, de acordo com o expoente de Lyapunov de
v, as solugoes da equagao

H(Tx) =eV ¢(x), v € I, (2)

de quem a equacao 1 pode ser considerada como uma generalizagao. Sera mostrado que a
equacao 2 tem solucao se e somente se, existe uma solugao p absolutamente continua com
respeito a Lebesque para a equacao 1. Ao longo dessa dissetacao, faremos uma exposicao

completa do seguinte teorema.

Teorema 1 (Teorema Principal.(1% versao)). Suponha que ~y esteja no complemento or-

togonal de \ em R?,

1. Se'f(y) < 0, entao existe uma unica fung¢io ¢ : [0,1) — R que € solugao mensurdvel
da equagdo 2. A medida p = [ ¢dm satisfaz a equagao 1 e é a tnica medida que

satisfaz esta equagao.

2. Se'0(y) > 0, entdo a equagdo 2 nao tem solugao mensurdvel mas a equagao 1 tem

solugao, sendo entao esta uma medida singular com respeito a medida de Lebesgue.
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Definicoes preliminares

1.1 Sobre transformacoes afins de intercambio de in-

tervalos

Seja a = ap < a; < --- < ag = b uma parti¢do do intervalo I = [a,b). Dizemos
que uma aplicacao F' : [a,b) — [a,b) é uma Transformagao Afim de Intercambio de

Intervalos (t.a.i.i) se for uma aplicagao bijetiva da forma
Fr=wx+v, x€la1,a;) e i=1,2,....d,

para alguns vetores v = (vy,...,vq) € w = (wy,...,wy) € R%L Neste trabalho consid-
eraremos apenas o caso onde as derivadas de F' sao positivas, isto é, w € R‘fr. Sejam
I'(F) = [a;_1,a;) C [a,b) com 1 < i < d, os subintervalos de continuidade de F' cujos
comprimentos sao dados por \; = a; — a;_;. Claramente, uma condi¢ao necessaria para a
bijetividade de F serd (\,w) = b — a (onde (-,-) é o produto interno usual de R%). Uma
tranformacao afim de intercambio de intervalos com w = (1,1,...,1) € R é chamada
simplesmente de Transformagao de Intercambio de Intervalos (t.i.i). Diremos que uma
(t.a.i.i) (ou uma (t.i.i)) é normalizada se ela estiver definida no intervalo [0, 1). Definimos
o vetor derivadas de F' como sendo o vetor v € R% dado pelo logaritmo das derivadas de
F,isto é v = (71,...,74), onde v; = log w;.

Vamos introduzir a notacao padrao para intercambio de intervalos. Seja R‘i 0 cone
positivo de R?. P, denotard o grupo de permutacoes irredutiveis de {1,2,...,d}, isto é,
sem subconjuntos invariantes da forma {1,2,...,k}, com k < d. Seja |- | a norma L' de
R?. Dado (m,\) € Py x R%, associamos uma t.i.i T = T, » : [0, |A\])—[0, |A]), definida da
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seguinte forma

mi—1 i—1
Tx :x+Z)\Z—Z)\k, HARS [a/ifla&i)) (11>
k=1 k=1

onde a; = 22:1 M, 1 <i<dell =M\, 1 <i<d. NotequeT éuma transformagao
que preserva a medida de Lebesgue, além disso T' é uma isometria em cada intervalo
[ai—la ai)7 isto é7

T(x) = T(y)| = |z —y|

para quaisquer z e y em |a;_1, G;).
Em geral, para definir uma t.a.i.i., necessitamos de uma permutacao m € P, e de dois
vetores A, w € R? tal que (\,w) = |A|. Entao F' = F ) : [0,]A])—[0, |A]) é dada por

mi—1 i—1

F$:w1$+ E U)]::r Z—wz E )\k, xe[ai_l,ai)
k=1 k=1

onde a; e AT sao definidos como acima.

Definigao 1. Sejam Fy : [a,b) — [a,b) e Fy : [c,d) — [c,d) transformagoes afins de
intercambio de intervalos. Dizemos que Fy € conjugada a Fy, se existe um homeomorfismo

h:la,b) — [c,d) que preserva orientagdo tal que
Fy=hoF oh™,

1sto €, temos que o sequinte diagrama comuta:

[a,b) — [a,b)

al |
[Ca d) - [Ca d)

s
Definigao 2. Sejam T e F aplicagoes continuas por partes no intervalo [a,b). Dire-

mos que F € semi-conjugada a T se existe uma aplicagao continua, sobrejetiva e nao-

decrescente h : [a,b) — [a,b) tal que
Toh(x)=hoF(z),z € [a,b).

Observe que na definicao acima que h pode nao ser injetiva.
Denotaremos por C.(T") (resp. S,(7T")) o conjunto de aplicacoes afins F' que sao con-
jugadas (resp. semi-conjugadas) a T" e tem o vetor de derivadas 7.

Por conveniéncia trabalharemos com ¢.a.i.7 definidas sobre o intervalo [0, 1). Notemos
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que dada uma t.a.i.i F' la,b) — [a,b), esta pode ser conjugada a uma t.a.i.i F':[0,1) —

[0,1), por um reescalonamento linear & : [a,b) — [0,1) dado por

r—a
h(z) = T

O seguinte resultado é mostrado em [Cam-Gut].

Teorema 2. Seja T = T, ) unicamente ergodica. Entao o conjunto S,(T) das t.a.i.i

com vetor v semi-conjugadas a T, € nao vazio se e somente se v € ortogonal ao vetor .

No apéndice A, faremos uma demonstracao deste resultado seguindo a dissertacao de

Joao Batista Queiroz Zuliani [Zuliani].

Definigao 3. Seja F': [0,1) — [0,1) uma t.a.i.i. Fizado z € [0,1) definimos a orbita de x,
que denotaremos por O(z) como sendo o conjunto O(x) = {F’(x): j € Z}. Chamaremos
o congunto O (x) = {F’(x) : j € Z,} de drbita positiva de x e o conjunto O~ (x) =
{Fi(x):j € Z_} de drbita negativa de .

Definigao 4. Dizemos que um intervalo J € [0,1) é um intervalo errante para uma
aplicagao F : [0,1) — [0,1) se:

1. F*(J) é um intervalo, Vk € Z;
2. F*(J)NF'Y(J) =0 sempre que k # [;

3. O conjunto limite de J nao € uma orbita periodica.

1.2 Sobre teoria da medida e teoria ergddica

Definigcao 5. Seja X um conjunto. Uma familia A de subconjuntos de X ¢é uma dlgebra

se:
(i) X € A

(i) Ac A= A e A

(iii) Ac A, Be A= AUBec A

Dizemos que A é uma o-dlgebra se

A, e A i=1,2,... tivermos UAi e A
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Se X ¢ um espaco topolégico denomina-se o-dlgebra de Borel de X, a qual denotamos por
B, a o-adlgebra gerada pela familia dos conjuntos abertos. Os conjuntos em B denominam-

se borelianos de X.

Definigao 6. Se A ¢ uma dlgebra de subconjuntos de X, dizemos que p : A — [0,00)

¢ uma medida se, para toda familia A; € Ai = 1,2,... de conjuntos disjuntos tal que
Uizt 4i C A, vale:
p(J4A0) =D ().
i>1 i>1

Teorema 3 (Medida de Lebesgue). Se A € a o-dlgebra dos borelianos de R?, existe uma

unica medida m : A — [0, +00) tal que, se A= (ay,b1) X -+ X (aq,bq), entdo
m(A) = (by —a1)- (by — az)-...- (ba — aq).

Esta medida m denomina-se medida de Lebesgue.

Definigao 7. Um espaco de medida é uma terna (X, A, u) onde X € um conjunto,

-

uma o-dlgebra de subconjuntos de X e u : A — [0,00) uma medida. Dizemos que

um espago de probabilidade se u(X) = 1.
Defini¢ao 8. Uma medida p € dita de probabilidade se 11(]0,1)) =1
Defini¢ao 9. Uma medida p € dita continua se p({z}) =0VvVzx € X.

Definicao 10. Dizemos que uma medida i € absolutamente continua com relacao a me-
dida o, se dado um conjunto A pertencente a o-dlgebra de Borel B tal que o(A) = 0

tivermos u(A) = 0. Denotamos isso como:
p<<o < o(A)=0= pu(A) =0.
Uma definicao equivalente seria
Ve >0, 30 >0 tal que 0(A) <6 = p(A) <e.

Definicao 11. Duas medidas j4 e o sao equivalentes e denotamos por j < o se cada uma

¢ absolutamente continua com respeito a outra, o que € representado por:
W= — pup<<oeo<<<u

Definicao 12. Dizemos que as medidas ju e o sao singulares e denotamos por p L o se

existem A, B e X na o-dlgebra de Borel B tais que AUB = X e u(A) =o(B) =0
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Definicao 13. Dizemos que uma funcao f : R — R ¢é absolutamente continua com

respeito a medida de Lebesgue se
f(conjunto de medida nula) = conjunto de medida nula

Lema 1. Se T :[0,1) — [0,1) é uma t.i.i, entdo T ndao possui intervalo errante.

Demonstrag¢ao. Suponha que que J C [0,1) seja um intervalo errante da t.i.i T. Entao
os conjuntos J, T'(J), ..., T*(J) sao dois a dois disjuntos. Como T preserva a medida de

Lebesgue m, temos:

m <U Tk(J)) => m(T*J) =Y _ m(J) =0,

o que contradiz o fato de m([0,1)) = 1. E isto conclui a demonstragao do lema. O

Vejamos alguns conceitos sobre ergocidade (ver [Mane|) que serdo utilizados mais
adiante.
Seja G uma aplicacao de [0,1) em si préprio. Dizemos que um conjunto A € B é

G-invariante se
G_I(A) = A.

Seja G uma aplicagao de [0, 1) em si préprio e g uma medida. Dizemos que p é invariante

sobre G (ou que p é G-invariante), se para todo A € B tivermos

Definicao 14. A aplicacao G € dita ergodica para uma medida invariante p, se a medida

s

de todo conjunto G-invariante A € B for 0 ou 1. Dizemos que G : [0,1) — [0,1) é

unicamente ergodica se existe uma unica medida de probabilidade p invariante para G.

Lema 2. Seja F : [0,1) — [0,1) uma t.a.i.i conjugada a uma t.i.i T : [0,1) — [0,1)

unicamente ergodica, entao F' também é unicamente ergodica.

Demonstracao. Observe que o seguinte diagrama comuta.

0,1) —— [0,1)

r| | »

[071) T [07 1)

Suponhamos que F' nao seja unicamente ergddica, ou seja, que existem medidas de prob-
abilidade p e v ergédicas e distintas para F. Entao existe A € B tal que u(A) # v(A).
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Denotemos por h : [0,1) — [0,1) o homeomorfismo que conjuga F e T, e definimos as
medidas de probabilidade

pp=poh tev,=voh

Entao afirmamos que uy, e v, sao ergddicas para 1. De fato, seja C' € B um conjunto
T-invariante, ou seja T~1(C) = C. Seja D = h™!(C'), logo h(D) = C, entao

FH(D) = (F7(h™(C))) = (ho F)7}(C)
= (Toh)™(C) =h"(T(C)) =h7}(C)
=D.

Logo, D ¢ F-invariante. Dali, como as medidas p e v sao ergddicas para F', temos que
uw(D)=0o0ulewv(D)=0oul. Logo:

Portanto uy, é ergodica para T

Por argumento anédlogo concluimos que v, também ¢é ergddica para T'. Entao

p(A) # v(A) = pn(h(A)) # va(h(A)).

Logo T possuiria medidas de probabilidades ergédicas e distintas, contradizendo o fato

de ser unicamente ergdodica. O que demonstra o lema. [

Definicao 15. Dado um espago de medida (X, A, n), temos que um conjunto A € A é

mensurdvel, se e somente se, (A) estd definido.

Definigao 16. Dado os espagos de medida (X1, A1, 1) e (Xa, A, pio), dizemos que uma

funcgao f (X1, A1, 1) — (Xa, Ag, p2) € mensurdvel se o conjunto
fUE)={zr e Xi: f(z) € B}

pertence a Ay para todo conjuto E € As.

Teorema 4 (Radon-Nikodym). Sejam o e p medidas finitas sobre o espa¢o mensurdvel
(X,A) e suponha que pu € absolutamente continua com respeito a o. Entdo eziste uma

funcao mensurdvel e finita, tal que

u(A) = /Afda, VA e A

Majis ainda, a funcao f € unicamente determinada em quase toda parte.
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Demonstragao. Encontra-se em [Bartle]. O

Para uso posterior introduziremos alguns resultados e defini¢oes preliminares sobre
convergéncias no espaco de medidas M(X) = M de medidas de probabilidade sobre os

borelianos de X.

Definicao 17. Uma seqiiéncia (pn)nen de medida de probabilidades converge pontual-

mente para uma medida u € M se
tn(A) — u(A) para todo conjunto A € B.

Definigao 18. Uma seqiéncia (pin)nen em M converge na topologia fraca-+ para uma

medida 1t € M se

/fd,un — /fd,u para toda func¢ao continua f: X — R.

Proposicao 1. Toda seqiiéncia (pin)nen € M de medidas de probabilidades sobre os

borelianos tem uma subseqiéncia que converge na topologia fraca-x para uma medida

w e M. (ver [Viana])

Proposicao 2. A seqiiéncia (fin)nen € M converge para p € M na topologia fraca-+ se
e somente se j1,(A) — u(A) para todo conjunto mensurdvel A € B cujo bordo OA possui
medida nula. (ver [Vianaf)

1.2.1 O teorema ergodico de Birkhoff

Seja (X, A, 1) um espago de medida. Considere a seguinte relagao de equivaléncia ~

entre as fungoes mensuraveis f : X — R:
f~g<= f(x) = g(x) para quase todo = € X.

E f4cil verificar que [ « fdu é constante sobre a classe de equivaléncia de f representada

por [f]. Definimos entao

LX) = {[7): [ 171 < o).

com a norma |[[f]llh = [y | fldu.
Embora os elementos de L; sejam classes de equivaléncia, ¢ comum trabalhar com um

representante de cada classe.

Enunciaremos agora, um dos teoremas fundamentais para essa dissertacao.
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Teorema 5 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Seja (X, A, u) um espagco de medida de
probabilidade e T : X — X uma transformacgao ergodica que preserva a medida de proba-
bilidade . Se ¢ € L1(X, A, ), entdo para cada x fora de um conjunto de p-medida zero

temos

n—00 n

Y- ELCORSIES uac N V)

Demonstracao. Este é um teorema classico de Teoria Ergddica cuja demonstragao encontra-
se em [Katok] ou [Mane]. O

1.3 Expoentes de Lyapunov

Apresentaremos sumariamente a teoria dos Fzxpoentes de Lyapunov no contexto de

cociclos sobre transformacoes que preservam medida.

Definigao 19. Seja (X, B, p) um espago de medida e seja f : X — X uma transformagao
invertivel que preserva medida p. Assumiremos que j € uma medida de probabilidade,
isto 6, u(X) = 1. Seja GL(d,R) o grupo de transformacdes lineares invertiveis de RY.
Se K : X — GL(d,R) € uma func¢ao mensurdvel, definimos o cociclo linear sobre f como
sendo a fungio K : X x Z — GL(d,R) dada por:

K(z,m)=K(f"(z))... K(f(z))K(x) para m >0

K(z,m)=K(f™(x))™"...K(f(2)"", para m <0,

K(z,0) =Id
Observe que
K(w,m + k) = K(f(2), m)K (@, k).
A aplicacao K é chamada de gerador do cociclo K.

Definicao 20. Para um cociclo K : X x Z — GL(d,R) sobre a tranformagao f : X — X

e para (x,v) € X x RY o miimero (possivelmente infinito)
X' (x,v,K) = x"(x,v) := limy,—0o— log || K(z, m)v||
m

¢ chamado o Ezxpoente de Lyapunov superior de (z,v) com respeito ao cociclo K. Se

1My, o0 = log ||z, m)v|| eziste, entao é denotado por x*(x,v) e chamado de Expoente

de Lyapunov de (x,v) com respeito ao cociclo K.
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Lema 3. Dado um cociclo IC sobre f € valido:

1. Para (z,v) € X x R? e A € R~ {0}, temos x*(z,v) = X" (z, \v).

2. Sev,w € R, entao Y (z,v 4+ w) < max{x*(z,v), v (z,w)}.

3. Se xT(x,v) # xT(z,w), entao xT(z,v 4+ w) = max{x" (z,v), X" (x,w)}.
Demonstracao. 1. Parte (1)

T ) = mmﬂw% log [[KC(z, m) v
= T e 08 [\ + Ty - log K, m)o]
m m

— 1
= lim,, 00— log [|IC(z, m)v||
m

= )_(+(SC,U)
2. Parte (2) Note que
1K (2, m)(v +w)|| < 2max{]|(z, m)vl, [[(z, m)wl]},

entdo o resultado segue da parte (1) com A = 2

3. Parte (3) Suponha que x*(z,v) < Y™ (x,w), entao:

)ZJ’(x,v +w) < )Z+(a:,w) = )?L(:E,w +v—w)

< max{x " (x,w +v),{xT(z,—v)} = ¥ (z,v + w)

]

Segue do lema anterior que dado um cociclo I, entao para cada niimero real y e cada

r € X o conjunto F,(z) = {v € R?: xT(z,v) < x} é um subespago de R? e se x1 > X2

temos E,, () C E,,(x). Além disso para cada z € X existem um inteiro k(z) < d e uma

colecao de niimeros e uma colecao de subespacos lineares

X1(7) < x2(z) < -+ < Xig) (@),

0C Ey,(2) C Ey,(2) C--- C By, (z) = R?

tais que se v € E,,,, (z) \ E\,(z) entdo x*(v) = x;+1(v). Esses nimeros sao chamados os

Ezpoentes de Lyapunov em x com respeito ao cociclo K.
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1.3.1 Teorema de Osedelec

Teorema 6 (Teorema de Osedelec). Seja (X, A, ) um espaco de medida e suponha que
f: X — X éuma tranformacao que preserva . Seja K : X — GL um cociclo mensuravel
sobre X. Se

log | K (2)]| € L'(X, ),

ou seja, se [\ log | K= (z)|du(z) < oo, entdo existe um conjunto Y C X tal que p(X\Y) =

0 e para cada x €Y existe uma decomposicao de R? como

k(x)
R = P Hi(x).
i=1
Além disso, os Expoentes de Lyapunov

X1 (%) <+ < X (2)

existem, sao f-invariantes e

) K(x,m)v
lim Wl % = £xi(z)
uniformemente para v € H;(x) \ {0}.
Demonstragao. Encontra-se em [Katok] O
Exemplo 1. Seja X = {x} um conjunto com um unico elemento. Assim se K &

GL(d,R), entao K(xz,m) = K™ e os Expoentes Lyapunov superiores sio dados pelos
logaritmos do valor absoluto dos autovalores de K. Portanto neste caso os limites sempre

existem.

Exemplo 2. Seja X um conjunto aberto contido em R? e f : X — X wuma funcdo

diferencidvel que preserva uma medida de probabilidade . Considere o cociclo

K :X — GL(d,R)
x — Df(z).

Entao se [, |log Df(x)|du(z) < co, o teorema 6 garante que o limite
o1
lim —log || D f"(x)v[| = 6(v)
n—oo N,

existe para quase todo v € X.
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1.4 Transformacoes de Poincaré

Teorema 7 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja f uma transformagao preser-
vando medida do espago de probabilidade (X, B, 1) e seja A C X um conjunto mensurdvel.

Entao para qualquer N € N wvale:

pfzr e A:{f"(@)}noy € X\ A}) = 0.

Demonstracao. Substituindo f por f", vemos que é suficiente provar para o caso N = 1.

O conjunto
A={r e A: {f"(@)}uen C X\ A} = AN (m f‘”(X\A)>

é mensuravel. Note que f~"(A) N A= para cada n e conseqlientemente

FAN ™A =0

-~

para todo m,n € N. Comof preserva medida y temos pu(f~"(A)) = u(A). Assim, como

l=p(X) 2 p <U f‘”@) =D (A = ulA).

segue
pu(A) =0.

-~ -~

Pois caso pu(A) > 0, teriamos que >~ u(A) seria ilimitado, contradizendo o fato de
w(X) =1. O

Seja T :[0,1) — [0,1) uma t.i.i e I G [0, 1) um intervalo. Se T' é unicamente ergédica,
pelo teorema 7 sabemos que para quase todo x € I, a orbita positiva de x re-intercepta
1.

Definicao 21. Chamaremos de tranformacao de primeiro retorno ou transformacao de

Poincaré, induzida por T sobre I, a aplicagao Ty : I — I definida por:
Ti(x) =T (x),

onde n, = min{n > 0:T"(z) € I}.

Vamos apresentar agora um resultado de algebra linear que sera ttil nesta dissertacao
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1.5 O teorema de Perron-Frobenius

Teorema 8 (Perron-Frobenius). Seja L uma matriz d x d com entradas nao negativas,
tal que para uma certa poténcia L" todas as entradas sdo positivas. Entio L tem (a
menos de escalar) um autovetor X com coordenadas positivas e ndo tem nenhum outro
autovetor com coordenadas nao negativas. Além disso, o autovalor correspondente para
A € raiz simples do polinomio caracteristico, positivo, e o maior, em modulo, de todos os

autovalores.

Demonstragao. Encontra-se em [Katok| O



Capitulo

2

O teorema principal

2.1 Introducao

Neste capitulo definiremos o processo de inducao de Rauzy e o chamado operador de
Rauzy no espago das t¢.i.i.s. Enunciaremos também o teorema principal do artigo [Cobo]
para o caso de t.;.2. auto-induzidas, isto é, pontos periddicos do operador de Rauzy.
Mostraremos que tal teorema é equivalente ao teorema 1 enunciado na introducao dessa

dissertacao. Esse teorema sera estudado em detalhes nos trés capitulos subseqiientes.

2.2 O processo de inducao de Rauzy

Definicao 22. Chamaremos Simplezo padrao de R?, e representaremos por A%, ao

conjunto definido como
AT ={NeRL |\ =1}

Definicao 23. Seja G um grupo e seja Xum conjunto. Dizemos que G age sobre X se

cada elemento de g € G € uma funcao g : X — X. A drbita de xy € X € definida como

O(x0) = {g(w0) : g € G}.

Por exemplo, suponha que f : X — X é uma bijegdo e G = {f" : n € Z} é o grupo
gerado por f.

Definicao 24. Consideraremos agora duas aplicacoes a,b : Py — P, definidas param € Py
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por:
(), j<m(d)
an(j) = ¢ w(d), j=n"(d)+1 (2.1)
(5 —1), caso contrdrio.
(7), (j) < m(d)
br(i) =< 7(G)+1,  w(d) < 7() < d (2:2)

n(d)+1, 7w(j)=d

Observe que essas aplicacoes sao injetivas e geram o grupo de aplicacoes de P;. Seja

G = (a,b) o grupo gerado por (a,b), e tome m € P,;. Considere O(r) = {g(7) : g € G}.

Cada 6rbita deste grupo é chamada Classe de Rauzy. Para cada (A\,7) € ATl x Py e

T = T(xr), associaremos a matriz d x d A(T) dada por

A(T) A(m,a), se Ag < Ar-1(q)
a A(m,b), se Ag > Ar-1(q)

onde as matrizes A(m,a) e A(m,b) sdo dadas por (2.4) e (2.5)

0 0
Loy |
10 ...
1 0
A(m,a) = 00 1 0
0

00 . 1
00 . 0
10 . 0
0
A(m,b) = la 0
0 1 0 1

(2.3)

(2.4)

(O “1” na tltima linha da matriz (2.5) ocorre na 7~ !(d)-ésima posicao). Podemos checar

que det A(m, ¢) = £1, ¢ € {a,b}.
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O processo de inducao de Rauzy é definido como segue. Dado m € Py e \ € R‘i um
vetor tal que A\g # Ar-1(g), definimos (A, 7) := min{Aq, A\r-1(4)}. Seja T ) e denotemos
por R(T) a aplicacio de Poincaré induzida em T no intervalo I(T) := [0,1—v(\, 7). Em
[Rauzy] ¢ provado que R(T') é novamente uma transformacao de intercambio de intervalos

de d subintervalos correspondentes ao par (A, 7’) dada por

Vo) — { (AN (ma)A a(n)), A< Aera) 26)

(A71<7T7 b))‘a b(ﬂ'))a )\d > )\w—l(d)

Reescalonando o vetor X obtemos a transformagao, chamada transformagao de Rauzy,

dada por R : A% ! x P; — A%l x P;, onde

A/
A7) — [ ——, 7
) <|)\’|1 >

onde | - |; representa a L'-norma de R%. Note que R nao esté definida no conjunto de
medida zero
AeAtt: N\ = )\W(—{g,ﬂ € Py}

Exemplo 3. Tome a permutag¢io ™ = {1,3} e suponha que A3 < Ar-1(3) = A1, seque que
(N, 7)) = (A7} (m,a)\, a(r)) onde

Graficamente temos o sequinte esboco:
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e —
T

Seque que
110

A(ma)=|0 0 1
010

1 2 3
am =
31 2

além disso temos;

2.3 A matriz L™

Enquanto estudava a suspensao de intercambios de intervalos para fluxos numa su-

perficie compacta sem fronteira, Veech introduziu em [Veech] a matriz anti-simétrica

L™, 7 € Py definida como

+1, se i<j e m(i)>m(y)

0, caso contrario.

, se i>7 e m(i) <m(y)

(2.7)
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T

Pode-se ver facilmente que (L"™\); = Z;l AT — 22;11 Ak € portanto a t.i.i. T(y - é dada
por

Tz =x+(L"\);, xel(T),1<i<d. (2.8)

A matriz L™ executa um papel importante nas propriedades ergddicas dos t.i.i. (ver

[Veech3]). E provado que L™ satisfaz a equacao
A(T)L™ = L™ A(T) ™, (2.9)

tal relacao sera usada mais adiante.

2.4 A situacao auto-induzida

O conceito principal com o qual trabalharemos nesta dissertacao é o caso em que as

transformacoes sao auto-induzidas.

Definigao 25. Uma t.1.i T = Ty ) € dita auto-induzida se T € um ponto periddico do

operador de Rauzy, isto é, RP(T) =T, para algum p > 1.

Observe que se T' = T{, ) ¢ auto-induzida, entao RP(T) é um intercambio de intervalo
correspondente ao par (N, ') satisfazendo a relagdo m = 7’ e A = p\’ para algum p > 1.

De agora em diante, denotaremos por B a matriz
B = A(T)A(RNT))...A(R(T)) (matriz de auto-inducio).

Usando recursivamente (2.6) temos que A é um autovetor positivo da matriz B!, isto é
B7'A=X = (1/p))\, p > 1. Em particular T é auto-induzida no intervalo J = [0, p~1).
Definimos agora o segundo outro conceito fundamental desse trabalho, que é o ex-

poente de Lyapunov de um vetor.

Definicao 26. Seja T t.i.i auto-induzida e B a matriz associada. Dado um vetor v € RY,
definimos o expoente de Lyapunov de ~y pelo cociclo da transposta 'B representado por

D(~) como:
.1 "
0(y) = lim —log||yB"| -

Note que este limite existe pelo teorema 6. Observe que #9(~) é o logaritmo do mddulo

de um autovalor n de ‘B. De fato, se v é um autovetor de !B associado ao autovalor
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n € R, entao

1 T S
0(7) = lim ~log|lyB"|| = lim —log |[n"7|
1 N
= lim —log|[y[| + lim —log |[n"|
n—oo N n—oo 1,
= log |Jn| -

Se n é um autovalor complexo entao B deixa invariante um plano que chamaremos de
II, segue que a matriz ‘B restrita ao plano II, pode ser vista como uma aplicacao do

conjunto dos nimeros complexos em si préprio, isto é.

By 11 — 11
C—-=C

Z—nz
Supondo 1 = re®, se v é escrito como v = z = se’® em II, com 7,5 € Rt e a, 3 € R

temos:

1 .
0(y) = lim —log |vB"|

IR T l ia\n i3
_JlxlgonlogH(re )" se”||

= lim Llog [[rseie+d)|
n—oo M

1 1 1 :
= lim —log|r"|| + lim —log||s|| + lim — log ||’ ]|
n—oo n n—oo N n—oo M,

= logr.

Como todo vetor v € R? pode ser escrito como combinacio linear de vetores nos auto-
espacos de ‘B, pelo lema 3, dado um vetor v € RY, supondo que ele possa ser escrito
como combinagao linear dos autovetores de ‘B, tem-se que (v) é igual ao expoente de
Lyapunov do maior autovalor de ‘B.

Sera provado no Lema 12 da pégina 47 que se Ty ) ¢ (t.i.i) unicamente ergddica,
entao dado um vetor 7, se existir uma t.a.z.2 F' com vetor de derivadas v semi-conjugada
a T, entao 7 é ortogonal a A. Por isso, consideraremos apenas os vetores de inclinacao

v que sao ortogonais ao complemento de A\. Denotaremos o complemento ortogonal de A
por A.

Teorema 9. [Teorema Principal(2* versio)]. Seja T = T(xr) uma t.i.i auto-induzida
e seja B sua matriz de auto-inducao. Vamos supor que, fora do kernel de L™, B tem

autovalores distintos entre si e diferentes de 1. Seja v € *A. Entdo
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1. Se9(y) <0, entdo existe uma tnica aplicagio F semi-conjugada a T. Se v = L™\,
entao F' € de fato analiticamente conjugada a T. Caso contrario F é pelo menos
C'-conjugada a T. Em particular, F tem uma medida invariante que é equivalente

a medida Lebesque.

2. SeW(y) > 0 e F é conjugada a T, entdo esta conjugacao nunca € absolutamente
continua. Em particular, F' tem uma medida invariante que € singular com respeito

a Lebesgue.

Observe que T' é também auto-induzida e cada subintervalo I,, := [0,p™"), n > 1 com
matriz de inducao B", isto é, B™"\ = p~"\. T,, denotara a aplicagao de inducao de 7" no
intervalo I,,.

Da equagao (2.9) obtemos que
‘BL™ = L"B™, (2.10)

entao se n # 1 é um autovalor de B associado ao autovetor w entao 1/n é um autovalor
de !B associado ao autovetor L™w.

Como B é uma matriz positiva, do teorema 8 concluimos que p é o maior autovalor de
B em norma, e entao 1/p é o menor autovalor de B e estd associado ao autovetor L™\ # 0.
Relembremos que N (7) denota o kernel de L™. No capitulo 4 veremos que N (7) tem uma
base de autovetores de B associados ao autovalor 1. Denotemos por [(7) a dimensao de

N(m) e seja g := 5(m —I(m)). Entéo os expoentes de Lyapunov de B sao da forma

—O < <=0 < 1= = = Ogim)r1 = 1 <Oy < < by = p.

m m—g

Teorema 10. A equacdo 2 tem solugcao ¢ mensurdvel, se e somente se, existe uma t.a.i.i

F que € conjugada com T e a conjugacao € absolutamente continua.

Demonstracao. (=) Seja ¢ : [0,1) — R uma solugdo de 2, isto é
¢(Tz) =eVg(x) Vo € I,

Definimos pu = [ ¢dm e observamos que p é uma medida abolutamente continua com
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respeito a m. Observe que pu satisfaz a equacao 1, de fato, se A C I7, entao

W(TA) = [ ¢dm

TA
:/gbonm
A

= / e’ pdm
A

= e p(A)

Seja h(z) = p([0,z)) = [ ¢dm e defina F de maneira que o diagrama seguinte comute,

g
h lh
I — 1
T
Entao temos F' = hoT o h™!. Verificaremos que o vetor das derivadas de F é
(71,72, - - -»va)- De fato, se xy pertence ao interior de I’ e yo = h™* (o) entao
dF+ . F(y07y0+6)
d (y0> - 11_{% €
~ lim |hoT oh™ (yo, 40 + ¢
e—0 €
T —1
iy P01 (o, 50 + €))|
e—0 €
Toh!
iy T 0 R (o, o + €))
e—0 €
i A (o, 90 + €))
e—0 €
Vi -1
— lim & |A(h™" (Yo, Yo + €)
e—0 €
— e’YjS — i

Analogamente podemos verificar que d—(yo) existe e portando também existe d—y(yo),
o que demonstra a primeira implicacao do teorema.

(<) Suponha que h é uma conjugacao absolutamente continua entre F' e T, isto é, h o
T = F oh. Seja m a medida de Lebesgue. Entao a medida m = m o h definida por
m(A) = m(h(A)) onde A é um conjunto de Borel, é absolutamente continua com respeito

a Lebesgue, e pelo teorema de Radon-Nikodym (teorema 4), podemos escrever m =
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| ¢dm. Mostraremos agora que ¢ satisfaz a ja mencionada equagao 2

A(T(2)) = € (), =€ I'(T)

em quase toda parte em [0,1). De fato, se A C I'(T) é tal que h(A) = B C I'(F), entao

/gﬁonmz ¢pdm =m(TA)
=m(h(TA)) =m(F(B)) =e"m(B) . (2.11)

= e"'m(h(A)) = e""m(A) = / g dm
A
Comparando as integrais, tem-se que que ¢ satisfaz a equacao 2 em m-quase todo z, o

que demonstra a implicagao contraria do teorema. O

Observe que se F' é semi-conjugada a T mas nao é conjugada, isto é, se h nao é
injetiva, entao existe um intervalo W C [0, 1) tal que A(W) se reduz a um tdnico ponto
T e também pela semi-conjugagao h(F/(W)) = T?(zg), cada j € Z. Isto implica que as
iteragoes de W nunca alcangam os pontos de descontinuidades de F, isto é, F7(1W) é um
intervalo para cada j € Z. Se supormos que T tem todas as orbitas densas, entao F' nao
tem pontos periédicos segue que W é um intervalo errante para F' (ver definigao 4).

Denotaremos por

Af = {y e At :19(y) <0}
A ={ye A :"0(y) = 0}
A= {y e At :'0(y) > 0}
os quais serao chamados respectivamente o caso estavel, o caso central e o caso instavel.

Nos capitulos seguintes estudaremos as solucoes da equagao 2 em cada um dos espagos

estavel, central e instavel.



Capitulo

3

O caso estavel A°

3.1 Introducao

O caso estavel, 9(y) < 0, é o Uinico caso em que ha solugoes mensurdveis para a
equacao 2. Neste capitulo veremos que, para um subespaco de dimensao 1 de A®, é ainda

possivel explicitar as solugoes de 2.

3.2 Estudo do caso estavel

Primeiramente introduziremos alguns conceitos e notacoes que serao utilizados ampla-
mente neste capitulo.

Seja I um intervalo e A = {1,2,...,d}. Definimos a fun¢ao indicadora i : I — A
a qual associa a cada ponto x o sfmbolo j que corresponde ao intervalo I/ onde z se
encontra, isto é:

i(r):=j< x €l onde j€ A

A cada ponto x € [ associamos sua trajetéria {x, },ez onde x, := T™(x) e também os

itinerdrios positivos e negativos de ordem n como
i(x,n) :==i(xo)i(xy) ... i(xp1) € i(z,—n) = i(z_1)i(x_2)...1(z_p).

Dado um vetor v € R?, vamos definir as somas associadas a estes itinerarios como
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(@ n) = y(i(zo)) +7(i(x1)) + - - +y(izn1)) (3.1)
V@, —n) = (i(z-1)) +7(i(x-2)) + - +(i(z-n))

Claramente (z,n) é um cociclo aditivo e Y™™ é um cociclo multiplicativo.
Pensaremos sempre nestas somas como sendo “logaritmos das derivadas”de uma trans-
formacao afim F', no seguinte sentido. Seja F' é uma t.a.i.i com vetor des derivadas
que é semi-conjugada com uma t.i.7 1. Se y é qualquer ponto na pré-imagem pela semi-
conjugacao de x, entdo y(z,n) nao é mais do que o logaritmo da derivada D(F"™)(y). Foi

mostrado em [Cam-Gut] que para um conjunto denso de pontos x, vale

liminf v(x,n) <0 < limsup v(z,n) (3.2)

n
sempre que v € ortogonal ao vetor A da transformagao T(y ). Na verdade isto vale para

um conjunto de medida total. Usando este fato, é possivel mostrar o seguinte teorema:
Teorema 11. A equagdo (1) tem solugao <= o vetor v € ortogonal a A.

Demonstracao. Encontra-se no apéncice A. O

3.2.1 Uma solucao explicita para a equacgao 2

Vejamos agora que ¢(z) = e é uma solucdo para a equagao 2, para um determinado
vetor de R

Da relacao 'BL™B = L™, conforme equacao 2.10, e do fato que BA = pA, inferimos
que

'B(L™\) = %(L”)\),

isto 6, L™\ é o autovetor de 'B associado ao menor autovalor 1/p. Da relacio Tz =

x+ (L™N\);, x € I(T), podemos ver que ¢(x) = e, x € I'(T), satisfaz a relacio
O(T(x)) = eF™Nig(x), « e I(T). (3-3)

isto é, ¢(x) = e é uma solugdo para a equacao 2, com o vetor v = L™\. Segue entao que
p= [ ¢(x)dz, 6 uma medida solucao de 1. Seja
pl0,x] e —1

M) =T = oo ©E 0,
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Podemos ver facilmente que F' = hoT o h™! é a seguinte t.a.i.i

oL™Ni _

Fr) — o™i
(x)=¢e T+ <1

, o € I'(F) = h(I").
Seguindo um argumento de Veech, mostraremos agora que a equacao 2 tem solugao
para um vetor 7, se ele tiver expoente de Lyapunov negativo.

Lembremos que a norma do sup é definida como

flloo = sup [f(x)]

z€(0,1]

para uma funcao f : [0,1] — R limitada.
O seguinte teorema garante a existéncia de solucao para a equacao 2, no caso em que
v e A*.

Teorema 12. Seja T uma t.i.i auto-induzida em I, = [0, %) e com matriz de indugao B.

Seja v € R um vetor tal que
1
0(~) = lim ~log|yB"|| <0, (3.4)
n—oo M

entao existe uma unica solucao mensurdvel e limitada ¢ da equagao 2.

Demonstragao. Vamos considerar o espago métrico completo B([0, 1], R) das fungoes lim-
itadas f : [0,1] — R com a métrica do sup. Sejam I' I2 ... I¢ os intervalos de con-
tinuidade da induzida T, : I,, — I,, de T sobre [,,. Para cada j = 1,2,...,d, seja r,(j)
o tempo de retorno a I,, de I7. Definimos a seqiiéncia f, : [0,1] — R em B([0,1],R) da
seguinte forma. Primeiramente f, = 1 em I, e se = ¢ I,, entao é facil ver que existem
jekcom0<k<r,(j)—1tais que x € T*(IJ) ou seja x = T*(y) com y € IJ e neste
caso definimos f,(z) = e’k f, (y), onde conforme a equacio 3.1 da péagina 29, temos
k) = W) EUTY)I+-+7UT ) - Note que f,(Tx) = @k f,(2) se x ¢ T-(1,),
dessa maneira {f,} estd unicamente determinada. Mostraremos que f,, é uma seqiiéncia
de Cauchy na norma do sup. Definimos h,(x) = f,11(z) — fo.(x) se x € [0,1), segue que
ho(z) =0 em I,y e h,(TFz) = @@Ph, (z) se TFz ¢ I,. Se TFx € I,,, entdo k = 7,(5)
para algum j. Sabemos que v(x) +y(Tz) + - + v(T"'z) = (yB");, a j-ésima compo-
nente do vetor (yB"), dai h,(T*z) = fo1(T*2) — f(T*x) = e"B"i — 1, note que h,,(z)
nao ¢ nula quando z € I, N I;; ;. Segue do Teorema do Valor Médio que existe um §;

entre 0 e (7B™); tal que

an+l - fn”oo = Sup ‘fnJrl(x) - 1‘ § sup GVB;L —1 S sup |e€j’ ‘(7Bn)J|

zelpnlf 1<j<d 1<5<d
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Note que por hipétese ||yB™|| — 0. De fato, como
t, : 1 n
B(y) = lim —log|lyB"|| = 5 <0,

dado € > 0 tal que S+4¢ < 0, existe um N tal que se n > N, entdo ||yB"|| < e*¥*9 e como
n(B + ¢€) < 0, o resultado segue quando n — oo. Segue que cada componente (yB"); — 0
quando n — oo. Portanto podemos supor que (yB"); < 1 para todo j se n > N;. Segue
que existe C tal que ||for1 — fall < k|(YB™),] < C||yB"|| < Ce™P+9. Note agora que
dado 9 > 0:

||fn+p - fn“oo < ||fn+p - fn+p—1||oo + ||fn+p—1 - fn+p—2||oo et ||fn+1 - anoo
n+p—1

<C 2 hEl

n+p—1

<C Y eI <,

se n for suficientemente grande ja que a série Zf:f ~1 gn(B+e) converge pelo critério da
razdo. Segue entao que {f,} é de Cauchy, e como B([0, 1], R) é completo, {f,} converge
para alguma funcao limitada f € B([0, 1], R).

Note que para todo n, f, satisfaz

fu(Ty) = eV(i(y))fn, se Ty & I,.

Portanto no limite temos

f(Ty) = W) £(y), para todo Ty ¢ ﬁ I, = {0},

n=1

isto é, f é solugao da equacao 2.
Para provar a unicidade, observamos que se ¢ ¢ uma solucao da equacao 2, pelo
teorema de Birkhoff (teorema 5), dividindo por uma constante se necessario, temos para

quase todo x que:

iy 2@+ o(Tw) + -+ (T ) _ /1 dm — 1

n—00 n

e como estamos supondo que ¢(T'x) = e ¢(x) entdo vale, conforme a equagao 3.1, que

y(z,1) v(, - y(z,n
L 0() + BN+ (@)D 4 - ga)ertn)

n—0o00 n

=1
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onde a fung¢do ¢(z) comparece em cada termo da soma, e portanto

n

d)(l‘) - nh—%lo 14+ e-y(ac,l) + e’y(x,?) + 4 e’y(z,n)

em quase toda parte. Logo toda solucao da equacao 2 é expressa por esse limite, de onde

segue a unicidade, o que encerra a demonstracao. O



Capitulo

4

O caso central A€

4.1 Introducao

Veremos neste capitulo que no caso central nao é possivel encontrar uma solugao
mensuravel para a equacgao 2. Usaremos resultados encontrados em [Veech] e [Veechl], e
que nao serao demonstrados neste trabalho devido sua a grande extensao. Unicamente
neste capitulo, faremos a restricao que a matriz de inducao B terd os autovalores que

forem distintos de 1, reais e distintos entre si.

4.2 Estudo do caso central

Primeiramente veremos que o espago N(7), o kernel da matriz L™ definida em 2.7,
possui uma base formada por autovetores de B, para alguma poténcia N, associados ao
autovalor 1. Para isto introduziremos resultados e notagoes do artigo [Veech|. Definimos
m(0) :=0em(d+ 1) := d+ 1 e consideramos a nova permutacdo ¢ = o(m) no conjunto
{0,1,2,...,d} dada por

o(j) = Hrx(j)+1)—1, 0<j<d.

Denotemos por (7) os conjuntos ciclicos de o, isto é, as érbitas periédicas de o. Para

cada S € ¥(7) definamos o vetor bg € R? cujas componentes sao dadas por

bs(j) = xs(j —1) = xs(j), 1<j<d (4.1)
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onde ys = {0,1,...,d} — {0,1} é a fungdo caracteristica de S. Veech mostrou em
[Veech] que se R(m,A\) = (m1, A1), entdo a matriz A(m, \) quando restrita ao conjuto
{bs € R?: S € 3(m)} é uma bijecdo com o conjuto {bsr € R?: S" € ¥(m)}, isto é, existe

uma bijegao ¢ = ¢(m) : X(m) — X(m) tal que
begsy = A(m, A)bs, S € X(m).
No caso auto-induzido teremos uma seqiiéncia finita
(. 0) 5 (11, 00) - 5 (T, ) = ()

e portanto a matriz B = A(m, A\)A(m, \1) ... A(mp, Ay) é uma bijecio de {bs € R? :
S € X(m)} consigo mesma. Isto implica que existe uma poténcia N, para a qual, BY
é a identidade sobre {bs € R? : S € X(7)}, isto é, BNbs = bg para todo S € X(r).
Em particular, o expoente de Lyaponov 6(bs) é nulo para todo S € ¥(w). Com efeito,
sabemos que o limite
1
0(bs) = lim —log||B"bs||
n—oo M,
existe e portanto tomando a subseqiiéncia n; tal que B"bg = bg temos:
1 .
0(bs) = lim — log||B"bsl|
n;j—00 10
) 1
— lim > log 1]
= 0.

Observe também, que
1
9_1(55) = lim — 10g ||B_nbs|| = 0.
n—oo N,

Mostraremos agora que a t.a.i.i que aparece no caso central nao tem medida invariante

absolutamente continua. Usaremos o seguinte resultado.

Teorema 13. Fizado w € Py, e para quase todo X € R, se existe uma fung¢do mensurdvel

P :[0,1) — S! tal que
O(Tx) = ™'®(x) ,x € IV ey = (1,7, ...,7) € RY, (4.2)

entdo o produto interno (y,v) € um nimero inteiro para todo v € ker(L,).

Demonstragao. Encontra-se em [Veechl] O
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Corolario 1. Seja ¢ : [0,1) — R € uma solu¢ao mensurdvel da equagao (2), e para o € R
defina @, : [0,1) — S por ®,(x) = exp(2ralog(p(x))i). Entio @, € uma solugio da

equagao 4.2. Além disso v € necessariamente ortogonal a N(mw) = ker(L,).

Demonstragao. De fato agrupando as equagoes 2 e ¢, temos:

O, (Tx) = exp(2ralog(p(Tx))i)

(
exp(2malog(e” p(x))1)
exp(2may;i + 2walog(o(x))i)
(
(

exp(2ray;i) exp(2ralog(o(z))i)

exp(2may;i)Po (),

o que demonstra a primeira parte do corolario. Observe agora que do teorema 13

(ary,v) € Z

e portanto
aly,v) € Z.

Como « é um nimero real abitrario, concluimos que

(v,v) =0

o que demonstra o coroldrio. O

Em outras palavras, se ¢ : [0,1) — R for solu¢do de 2 para o vetor 7, entdao v é

ortogonal a N ().

Teorema 14. Se a matriz de inducao B tiver os autovalores que forem distintos de 1

reais e distintos entre si, entdo o complemento ortogonal de ker(L,) € disjunto do espago

A°.
Corolario 2. Se v € A°, entao a equacao 2 nao tem solu¢ao mensurdvel.

Para demonstrar o teorema acima, necessitamos de algumas observagoes preliminares.

Lembremos que do teorema de Osedelec (teorema 6), existe uma decomposigao
RI=E\GE® & E,
e numeros 0 < 0y < --- < 0, tal que se v € E; entao

.1 m
6(+) = lim — log| B"y]| = ;
m—oo 1
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E possivel mostrar que 64, 6,, ..., 60, podem ser calculados como

1
0; = lim — log(i-ésimo autovalor de ‘B™.B™).
m—oo 21

Lema 4. Os expoentes de Lyapunov de B e de 'B~!, satisfazem a relacdo

0.('B™") = —0,,(B)
O( 'B™") = —0,,_1(B)

0 ( 'B™) = ~0:(B),
onde 0s expoentes de Lyapunov sao ordenados do menor para o maior.

Demonstracao.

1
0; = lim o log(i-ésimo autovalor de ( '‘B™.B™)
m—oo L1

1
0;('B™") = lim 5 log(i-ésimo autovalor de (B™)~'.( ‘B™)™)

m—oo 2M,

1
= lim —log(((d — i + 1)-ésimo autovalor de ‘B™.B™)™!)

m—oo 21

1
= — lim — log((d — i + 1)-ésimo autovalor de ( ‘B™).B™)

m—oo 2M,

= _Qd—i+1(B>-
onde os autovalores reais de ‘B™ - B™ sao ordenados do menor para o maior. O
Observamos que neste caso 0;_; < 04_;,1 = —0; e portanto

0,‘ + ed—i < 0. (43)
Sejam

i 1 m
‘0(y) = lim —log||yB™||
m—oo M,

g '(y) = lim llogHB_my

m—oo M,

Y

Definigao 27. Sejam F; = {v € RY: 071 (v) < 6;} e H; = {v € R : B(v) < 0;}, onde
1< <d.

Lema 5. Com as mesmas notagoes é vdlido:

Hy_; = anulador(F;) para 0 <1 <d.
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Demonstracao. Sejam v € F; e h € Hy_; vetores nao nulos. Observamos que
(B~™v,hB™) = (v,h), Vm € N. (4.4)

Tendo em vista que

1
lim —log||B~"v|| < 6,
m—oo M,

1
lim — log |[|hB™]|| < 04,
m—oo M,

entdo dado € > 0 satisfazendo (6; + 0,4—; + 2¢) < 0, existe n; € N tal que
[|B~™v|| < e™®F9 o ||nB™|| < e™Pi=ite) m > n,.
Seja B, = £(B~™v, hB™), entao

(v,h) = (B, hB) = [|B™"v|| - [|nB"™| cos B

< e 0itba—i+2€) (g B, S€ M > Ny

Como (0; + 04_; + 2¢) < 0, segue que quando m — oo, (v,h) — 0 o que demonstra o

lema. O
Voltemos agora a demonstracao do teorema 14.
Demonstracao. Com as mesmas notagoes que antes seja
A* = {y e At:'0(y) <0}

A ={y e A+ :*0(y) = 0}
A = {y e At :'0(y) > 0}

e
WS ={yeAt:07(y) <0}
We={yeA":07(y) =0}
Wh={yeAt:07(y) >0}
Note que

W = ker(L,),

e do lema 5 temos
A* = (ker L, ® W*)*.
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Note que se v € A° é um vetor ortogonal ao ker(L,), entao
A° @ (v) Lker(L,) & W°. (4.5)
Mostraremos que isso é um absurdo. Observamos que pelo lema 5
dim A* = d — dim(ker L, & W?*) (4.6)

além disso
A* & (7) C (ker(Ly) & Wo)*

e portanto
dim(A°* @ (7)) < dim(ker(L,) & W*)*

logo

dim A° + 1 < d — dim(ker L, & W*)
dim A* < d — dim(ker(L, & W?*) — 1

Mas da equacao 4.6, temos que
dim A®* > d — dim(ker L) ® W*) — 1

o que conclui a demonstracao.
O

Concluimos do corolario 1 e do teorema 14 que a equagao 2 nao tem solucao men-

suravel.



Capitulo

5

O caso instavel AY

5.1 Introducao

Nesta se¢ao provaremos que se 9(y) > 0 e se F' é uma aplicagao afim conjugada a
T, entao F' tem uma medida invariante que é singular com respeito a Lebesgue. Pelo
teorema 10, isso é equivalente a mostrar que a equagao 2 nao tem solu¢ao mensuravel. A
seguir mostraremos que, efetivamente, a condigao 9(vy) > 0 implica a nao existéncia de
tais solugdes mensuraveis para a equacao 2. De fato, no artigo [Cobo] foi conjecturado

que se *0(y) > 0, entdao nao existe sequer uma t.a.i.i F' que seja conjugada a T.

5.2 Estudo do caso instavel

Teorema 15. Se 9(y) > 0, entdo nao existe solu¢io ¢ : [0,1) — R mensurdvel para a

equacao 2 associada ao vetor 7.

Para proceder a demonstracao do teorema vamos primeiro fazer algumas observacoes
e demonstrar alguns lemas auxiliares. Primeiramente definimos 7;(z,n) como sendo o
nimero de iterados de z na 6rbita de tamanho n que estao dentro do intervalo I*(T), isto
é, a cardinalidade do conjunto {0 < j < n:TY(z) € I'(T)}. Definimos também

[(z,n) = exp(z T;(x,n)vi). (5.1)

i=1
Suponhamos por contradicao que h é uma conjugacao absolutamente continua entre
FeT,isto é h(F(y)) = T(h(y)) comy € [0,1), entdo a medida m = m o h definida

por m(A) = m(h(A)), para qualquer conjunto de Borel A, é absolutamente continua com
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respeito a Lebesgue e é solugao da equagao 1. Pelo teorema de Radon-Nikodym (teorema
de 4), m pode ser escrita como m = [ ¢dm onde m é a medida de Lebesgue. Podemos

ver facilmente, combinando 2.11 da pagina 27 e a equacgao 5.1, que
¢(T*x) = T(z, k)o(x), = € [0,1), k € Z,

e usando o teorema ergddico de Birkhoff teremos

n—1
1
Ji 22 OTH@) = o(a). fimy 2 ZF (@:5)
1
—/ ¢ dn=1
0
e portanto,
n—1
| [(x, k). 0.2
o) nggonz z, (5:2)

Isto implica que, em particular, para quase todo ponto x o quociente I'(xz,n — 1)/n per-
manesse limitado quando n tende para o infinito. Provaremos agora que isto é impossivel
quanto ‘d(v) > 0. Esta contradi¢do mostra que F' nao pode ter uma medida invariante
absolutamente continua. A demonstragao do teorema anterior, decorre entao, do seguinte

lema.
Lema 6. O conjunto

G={ze [O,l):limsupw = 00}

n—o0o

¢ invariante e tem medida de Lebesque total.

Para demonstrar esse lema, precisaremos de alguns resultados. Enunciaremos primeira-

mente, um teorema classico da Teoria da Medida.

Teorema 16 (Teorema de Egoroff). Suponha que ;1(X) < 0o e que {f,} € uma seqiiéncia
de funcoes reais mensurdveis que convergem pontualmente em cada x € X. Dado um § >
0, existe um conjunto mensurdvel B tal que (X —B) < 6 e {f,} converge uniformemente

em B.
Demonstragao. A demonstragao deste teorema se encontra em [Bartle]. O

Sera usado também o seguinte lema técnico.
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Lema 7. Seja {e1,e9,e3...,eq} a base canénica de RY. Entio existe uma constante
C1 > 0 tal que
Clpk < |Bk€j|7

para cada k>1 el <j<d.

Demonstragao. Seja C = (Cj;), 1 < i,j < d uma matriz positiva. Defina J(C) =
max; j j g—li Podemos supor que 9(C) > 1. Entdo se b¥ = |BFe;| = Zle Bf; concluimos
que

k kypk k -

bi <9(B)b; <9(B)by, 1<j,i<d, (5.3)

onde na tltima desigualdade usamos o fato de que ¥(B*) < 9¥(B), k > 1 (ver [Veechl]).
Da igualdade Zfil Aje; = A e do fato que B¥\ = p*) obtemos

d
[B¥A] = pFIAl = p* =) \i| B, (5.4)

=1

onde estamos assumindo que || = 1. Isto implica que para cada k € N existe j& tal que

k p*
AjglBregsl = 7
e portanto
k p*
BFe .| >
|B"e;x| > oy
Usando 5.3 concluimos que
k
P
Bre > "
Brejl 2 I(B)dA

chpka 1§]§d7

1

onde C; = m O

Podemos supor sem perda de generalidade que I; C I, ou seja, I; estd contido no
primeiro intervalo de continuidade de 7T'. Isto implica que I,,; esta contido no primeiro
intervalo I! de continuidade de T, para todo n > 1. Sabemos que |B"¢;| é o niimero
de iteragoes que o primeiro subintervalo I! executa para retornar a I,. Deste modo, o
intervalo I,,,1 pode ser iterado | B"e; | vezes sem que encontre os pontos de descontinuidade
de T, isto é T*(I,41) é um intervalo para cada 0 < k < |B"¢;|. Entao T é também auto-
induzida em cada um dos subintervalos T%(I,,,1) com a mesma matriz associada B"**.

Seja d; > 0 uma constante tal que para cada intervalo de continuidade Ig com1<j5<d
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de T" tem-se, ‘
m(lp)
m([0,1))

Segue do fato de T,, ser auto-induzida em I,, que

> d;.

m(I2) > dym(I,) =dip™", n>1, (5.5)

onde lembramos que p é o autovalor de Perron-Frobenius. Pelo lema 7, existe uma con-
stante C tal que |B"e;| > Cip™.

Lema 8. Seja D" a uniao:
|B™er|

D= | J (1)
5=0
e m a medida de Lebesque, entao

Demonstracao. Observamos que

m(D") = Y m(l})
j=0
m(D") = |B"e1| - m(1,);
segue do lema 7 e da desigualdade 5.5 que

m(D") > dy.p”"Cip"

o que demonstra o lema. O

Lema 9. Seja 1™ := 'B"y, entao v™ ¢ ortogonal a \.
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Demonstracao. Sabemos que (7, \) = 0, dai segue que

(B, (B)7A) =0
1
('B"y.)) =0

7

portanto
('B"y,\) =0

1
pois — # 0. O
pn

Seja z € I,, e r,(x) o seu tempo de retorno a I,, pelo lema 7 existe uma constante C
tal que
ro(x) = |B"e;| > Cip", (5.6)

onde como ja mencionado {ey, ey, ..., e4} é a base canonica de R Por hipétese temos
t . 1 n
0(y) = lim —log |yB"| = a > 0,
n—oo N,
daf segue que, dado um € > 0 satisfazendo (o — €) > 0, existe um ng € N tal que
1 n
—log|yB"| > (e —¢€) >0
n

se n > ng. Portanto se n > ng, temos |[yB"| > e™@=9 > 5™ onde n = (=9 > 1. Existe

entao um C > 0 tal que
V" = |yB"| > Cn", para todo n > 1. (5.7)

Lema 10. Eziste uma constante K > 0 e, para cada n > 1, existe um indice p = p(n) €
{1,2,...,d} tal que

vy > K|y >0, onde " = (9], Vs Va);

e portanto
v, > KCn", para todo n > 1. (5.8)

Demonstracao. Observe que o lema é 6bvio no caso em que 7" e A sao vetores do plano
R2. Considere agora o caso geral em que 7" e X € R%. Sejam A = {1 < j <d: Vi > 0} e
B={1<j<d:v} <0} Definimos tambhém as seguintes somas

D= 7 L= 7 A=) Nely=> A\

jeA jeB jeA jeB
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e o0s vetores

Q= (Ql,Qg) e A= (Al,AQ).

Observe agora que
Q| ="

e que

0={(y" A = (A7),

ou seja o caso geral em que 7" e A € R%, pode ser reduzido ao caso em que os vetores

estao em R?. De fato existe K > 0 tal que
Q> K|Q|,

e como
oy = 0> K19 = KRl >0,
jEA

como na soma do lado esquerdo temos no maximo d — 1 parcelas positivas, entao existe

um indice p = p(n) tal que
n K 7]
ﬁyp d _ 1 7 Y

o que conclui a demonstracao do lema. O]

Observe que o lema acima afirma que, pelo menos uma das componentes do vetor ~"
é suficientemente grande. Note que necessariamente p(n) é constante em um conjunto

infinito £ C N pois 4" tem finitas coordenadas. Seja

|B™eq|
D= |J T(%,)neE.
j=0

Observe que como T é auto-induzida, a proporgao entre o tamanho de I} e I} 41 ¢ limitada,

e como conseqiiencia do lema 8, temos que existe uma constante L tal que

|B™e1 1

m( {J T 2 L (59)

j=0

(z,rn(2))

Lema 11. Se x € I, entdo o quociente L () nao € limitado

Demonstracao. Note que em geral temos:

[(z,rn(x)) = B = &%, sex € I%,
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em particular se x € I +1, usando as equagoes 5.6 e 5.8 temos

[(x,r,(x)) _ el < el S elCn” e

rn() ro(x) — Cpm — Cp»

quando n — o0 O
Vamos agora, demonstrar o lema 6.

Demonstracao. Note que G é T —invariante dai, como a medida m de Lebesgue é ergddica

temos que m(G) = 0 ou m(G) = 1. Suponha por contradi¢cao que m(G) = 0. O Teorema

Egoroff implica que para cada ¢ > 0 existem Ms; > 0 e um conjunto Bs com m(B;) > 1—0
tal que

%F(m,n) < Ms, ¥V x € Bs e n > ny. (5.10)

Note que D} e B; sao disjuntos, se n for suficientemente grande, pois em B, o quociente

T'(z,rn(z))

() é limitado por uma constante Ms e em Dy ele ¢ maior que Ms. Mas como

m(Bs) +m(D,) > (1-09) +0 =1,

temos um absurdo pois Bs e D} estdo contidos em [0,1) e m([0,1)) = 1. Concluimos

entao que m(G) = 1, o que demonstra o lema e termina o estudo do caso instével. O]



Apéndice

A

Resultados adicionais

A.1 Introducao

Veremos neste apéndice que uma condicao necessaria e suficiente para que o conjunto
S,(T') seja nao vazio é que o vetor 7 seja ortogonal a X onde T( ). Para demonstrar a
suficiéncia seguiremos a dissertagao de J. B. Q. Zuliani [Zuliani] e o artigo [Cam-Gut], e

para a necessidade o argumento como em [Cam-Gut].

A.2 Demonstracao do teorema 2

Lembremos que, fixada uma transformacao de intercambio de intervalos T', estamos
denotando por S, (T") ao conjunto de todas as t.a.i.i F' que sdo semi-conjugadas a T e que
possuem vetor de derivadas 7, isto é, existem d intervalos I'(F),..., I%(F) disjuntos no

dominio de F' tais que
Fl(z)=¢", sexc (F), 1 <j<d.

Mostraremos a seguir o seguinte resultado encontrado em [Cam-Gut]. Vamos enunciar

novamente o teorema 2 da pagina 10.

Teorema 2 Seja T' = T( ) uma t.i.i unicamente ergodica. Entao S,(T') € ndo vazio se
e somente se 7y é ortogonal a \.

A demonstracao é feita em dois lemas. No primeiro seguiremos o artigo original de
Camelier e Gutierrez e também a dissertagao de Zuliani para mostrar uma das implicacoes,

logo em seguida, mostraremos a outra implicagao.
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Lema 12. Seja Ty ) uma Transformagdo de Intercambio de Intervalos auto-induzida e

F e S,(T). Entao o vetor vy € ortogonal a X.

Demonstrag¢ao. Sejam v = (v1,7%2,...,%1) € A = (A1, Ag, ..., A\g). Suponha que v e A nédo

sejam ortogonais. Entao
d

(LA =D 7N #£0 (A1)

Jj=1

Aplicando exponencial, e lembrando que w; = exp(y;), 1 < i < d, temos

d
(exp(ZAj~7j>>7&1:>0<w?1~w§‘2...w2d7£1 (A.2)
=1

. A .. ~
Consideraremos o caso w;" - wy? . . .wjy? = ¢ < 1. Pela continuidade em z = 0, das funcoes

ng\i“‘”, zeReo €{-1,1}

existe e > 0 e d > 0 tal quee<min{%,);1—2,...,%} e
W T )T < b 5 < 1 (A-3)
para todas as possiveis escolhas de o; € {—1,1}. Sejam {aq,as,...,aq_1} 0s pontos de

descontinuidades de T', onde ay = 0 e ag = 1. Como T é auto-induzida, temos que T é
unicamente ergddica e entao possui todas as suas érbitas densas (ver [Veech3]). Além disso
podemos achar (através de h™!) a medida ergédica de T, que ¢ a medida de Lebesgue,
numa medida de probabilidade ergédica p para F. Em [Cam-Gut], é provado que se
T :1[0,1) — [0,1) uma t.7.7 unicamente ergddica e J C [0,1) um intervalo, dado € > 0,
existe N € N tal que Vo € [0,1) e Vn > N

|7(z, J;n) —m(J)| < e (A.4)

onde o T o< i<
n+1

e m é a medida de Lebesgue. Portanto para o € > 0 acima e J; = [a;_1, a;), existe N; > 0
tal que Vo € (0,1) e Vn > N;
|T(z, J,n) — N\;| <€

onde

#{j Tz eJ 0<j<n}

(. Jon) = e
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Assim também é valido

17i(z, J,n) — p(lyi-1,9:))| < e

Em [Cam-Gut] é provado que escolhendo N = max{Ny, ..., Ny}, existe um § > 0, tal que

se um intervalo J possui comprimento menor que §, entdo Vzx € [0,1) temos
#{x, Tw,... . TV2}NJ <1

Logo para F', temos pela semi-conjugacao que para todo intervalo I de medida positiva

e menor que 6§, (0 < u(I) < §) vale
#{y, Fy,...,FNy}nI<1.

Portanto, se y € [ e Fiy € I, entdao . = h(y) € J e T?(z) = h(Fi(y)) € J segue j > N.
Podemos entao escolher um intervalo I com medida positiva (logo este nao é um
intervalo errante) tal que seus extremos nao sejam pontos extremos de intervalos errantes
de F. Neste caso, podemos induzir (por F'), em I a aplicacao F: I — 1, eestaéuma
bijecdo. Daf deve satisfazer F(I) = I. Seja D = {descontinuidades de F'}. Entdo temos
que dado y € I, existe j = j(y) < N tal que {Fy, F?y,...,F''y}nI =0e Fiy € I. Em

particular, para y € I \75 e j=j(y), F/ é uma fungao diferencidvel em y. Lembremos que

Aplicando a regra da cadeia e contando o numero de vezes que o trecho da érbita de y

passa por [y;_1,y;) temos:

(F7) () = F'(F7" () - F'(F'"*(x)) ... F'(F(x)) F'(x)

71 (y,i—1 72 (y,i—1 jTa(y,i—1
= w! 1(y,] )~w% 2(YJ )“_wil a(y,j—1)

pois - |
Ti<y,j - 1) _ #{y;-..,F] (yj)}ﬂ [yi—l,y—l)'

Disto e da desigualdade (A.3) temos:

1=

(F7Y(y)i = wln(y,j—l) 'w;(y,j—l) N .w;d(y,j—l) <(c+d) <1

<

e portanto
(F)(y) < (c+0) <1

Lembremos que a funcdo F' é um t.a.i.7 induzida por F', e dai, temos que a derivada F’ é
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constante em cada intervalo de continuidade de F. Assim, pela desigualdade acima, temos
que F é uma contracao em cada um de seus intervalo de continuidade. Logo F (I) # 1,
o que contradiz F(I) = I. Se wi - w)? . .. w)! = ¢ > 1, teriamos entdo que F:I—1
seria uma expansdo, também contradizendo o fato de F (I) = I. Portanto, o lema estd

demonstrado. O

Lema 13. Seja T' = T{) r) uma t.i.i unicamente ergddica e vy € R um vetor ortogonal a

A. Entao existe uma t.a.i.i F' com vetor de derivadas v e que é semi-conjugada com T
A prova segue um argumento encontrado em [Cam-Gut].

Demonstrag¢ao. Dado um conjunto A C B, definimos a medida de Dirac centrada no ponto

T9x como ‘
0 seT’z¢A
1 seTleA
Definimos também a sequiéncia
n—1
K, :ZF(x j), n>0
§=0

Se £ C [0,1) é um boreliano, seja A(E,n) = {0 < j <n—1: Tz € E}, conseqiientemente

pn(E) = K, ™! Z I'(z, j).

JEA(En)

observe que Tz € E <= T’z € TE e portanto

{j+1:j€AE,n)}, sen—1¢FE

A(TE n) =
{j+1:j€ A(E,n)}\{n}, sen—1€E.

Segue que se E C I'(T), entao

pin(TE

N|H 5|H

'
R

(r,j+1)— [S(—nl"(x,n)

n n
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onde s, ¢ igual a zero se n —1 ¢ FE ou igual a um se n —1 € E. Como I'(x,j) =
7@+ 1) temos que eI (g, j) = 1@+ +9T7 )+ (T2) — (g j 4 1) e notando

que I'(T?z) = e entao j € A(E,n), temos

1 n
p(TE) = = 3 Tlej+1) = Z-Taen)

JEA(En)

1 J . n

= > T, j) - - Tlan)

JEA(EM)

e’Y'L ) S’I’L

" jeA(En) "

ou equivalentemente
pin(TE) = i (B) = 2= T, m).

n

Em [Cam-Gut] é provado que para quase todo x € [0, 1),

liminfI'(z,n) <1 <limsupI'(x,n).
deste modo, K,, — oo quando n — oo e considerando uma subseqiiéncia (ny) tal que

['(x,ng) < 1 entao
F(J}, nk)

K, —0, k— o

e portanto pela proposicao 1 da pagian 14 existe uma subseqiiéncia de medida de proba-
bilidade (1, ) que satisfaz
W(TE) = & u(E)

para quase todo subconjunto E C I'(T), i =1,2,...,d.

Concluimos que S, (T') é ndo vazio desde que T seja unicamente ergédica ey € A+, O
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