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1 Introducao

Uma maneira natural de investigar o espago no qual estamos vivendo consiste em
analisar o que se encontra em torno de nés. Obtemos informagoes sobre o nosso espaco
através das vizinhancas locais. Esta é a arte da topologia, que deduz daquelas observagoes
locais algumas propriedades globais, como diferenciar viver acima de uma esfera de viver
acima de um disco. Uma maneira ingénua para classificar espacos topéligicos exigiria
gerar todos eles e determinar, em seguida, quando dois sao topolocicamente equivalentes.
Infelizmente, este problema é complexo demais. Para dimensoes superiores a 3, isto nao

é calculavel, ainda que pudessemos utilizar um computador ideal [8].

Entretanto, existem outras ferramentas que podem descrever as propriedades topolé-
gicas e que podem provar, em alguns casos, que dois espacos nao sao homeomorfos. Por
exemplo, se ndo houver nenhuma homotopia (i.e. deformacao continua) entre dois espagos,
estes nao podem ser topologicamente equivalentes. A teoria de Morse é a base de muitas
dessas ferramentas e nao apenas uma técnica util, incorporando um grande alcance a
idéia, que interelaciona a anélise e a topologia e, mais recentemente, a fisica. Isto é, sem
duvida, responsavel pela elasticidade da teoria, que mesmo depois de diversas décadas,
apesar da simplicidade essencial de sua idéia, parece reemergir e ter um papel crucial em

novos desenvolvimentos matematicos.

Em topolgia diferencial, as técnicas da teoria Morse fornecem uma forma muito direta
de analisar a topologia de uma variedade, estudando fungoes direrencidveis sobre a mesma.
Morse provou que a topologia de uma variedade esta relacionada aos pontos criticos de
uma funcao real diferenciavel nela definida. O exemplo mais simples deste relacionamento
é o fato de que se a variedade for compacta, entao qualquer funcao continua nela definida
deve ter um maximo e um minimo. A teoria de Morse permite encontrar uma estrutura
CW  (cf. Definigdo 6.3) e manipular decomposi¢oes sobre variedades, obtendo assim

importantes informagoes sobre a sua homologia.

Neste trabalho nés analisamos os conjuntos de nivel f~!(y) de uma funcao f: M —



R tendo somente pontos criticos do tipo mais simples possivel. Tal funcao é chamada de
uma “funcao de Morse” (cf. Definigdo 3.3 ). A decomposigao de M em conjuntos de nivel
contém uma quantidade surpreendente de informacgoes da topologia de M. Por exemplo
nés mostraremos como um complexo CW, homotopicamente equivalente a M, pode ser
obtido de uma funcao de Morse. Estudaremos também as desigualdades de Morse. Estas
relacionam os pontos criticos de f aos grupos de homologia de M. Em particular, elas
permitem calcular a caracteristica de Euler de M a partir de uma funcao de Morse definida
sobre M. Em cada ponto, critico um tipo especial de carta é construido, fazendo com que
uma funcao de Morse possa ser vista como uma forma quadrética nao degenada. O indice
desta forma ¢é chamado de indice do ponto critico. Estas cartas dao uma analise local
completa da funcao. Exploraremos alguns fatos sobre equagoes diferenciais, os conjuntos
f~a,b] que nao contém nenhum ponto critico serao investigados. Sob leves restrigoes,
mostraremos que f~![a,b] ~ f~!(a) x [a,b] (equivaléncia topoldgica). Passamos entao
ao cerne da teoria: Se assumirmos que f‘l[a,b] contem exatamente um ponto critico,
de indice k, entdao f~'[a,b] é obtido de f~'(a), a menos de equivaléncia homotépica,
apos adjuncao de uma k-célula. Isto conduz diretamente as desigualdades de Morse e a
construcao de complexos C'W homotopicamente equivalente a M, que tém uma k-célula

para cada ponto critico de indice k.



2  Preliminares

Iremos aqui recordar alguns resultados classicos do estudo das varieades diferen-
ciaveis. Muitos dos resultados enunciados nao sao acompanhados das referidas provas,
visto estarem fora do escopo deste texto. Existem na literatura diversos textos que ofe-

recem provas dos resultados enuciados, como por exemplo [1],[4],[11],[7],[3], entre outros.

2.1 Variedade Diferenciavel

A nocgao de variedade diferenciavel é uma das mais importantes em geometria dife-
rencial e andlise, encaradas sob o aspecto global. Variedades diferenciaveis constituem o
dominio natural para o estudo de aplicacoes diferenciaveis e suas singularidades. A seguir,

desenvolveremos os elementos essenciais para tal estudo.

Definigao 2.1.1 Um atlas A de dimensdo n e classe C" sobre M, onde M ¢é um es-
pago topoldgico, € uma colegao de cartas locais A = {(Uy, fo); o € I} que satisfazem as

sequintes propriedades:

i) U fa(Ua) = M;

i) Para todo a e 3 com fo(Uy) N f3(Ug) = W # 0, os conjuntos f,;*(W) e fﬂ_l(W)
sao abertos em R™ e a aplicacao fﬂ’1 ofo: fTH W) — fﬁ’l(W) ¢ um difeomorfismo

(0%
de classe C";

Um atlas A de classe C" sobre M é mazximal quando ele contém todas as cartas locais

Vo = fa(Va), cujas mudangas de coordenadas com elementos Vi = f3(Vs) € A

0300t pa(VaNVs) — (Vo N V)

¢ difeomorfismo de classe C", onde 1 <r < oo our =w (i.e., € analitico real).



10

Um atlas maximo de dimensao n e classe C" sobre M serda chamado também estrutura
diferencidvel de dimensao n e de classe C" sobre M. Diremos que M é uma variedade
diferencidvel de classe C", se for um espaco de Hausdorff, com base enumeravel, munido
de uma estrutura diferenciavel de dimensao n e classe C”. Além disso, toda vez que
falarmos em particao da unidade, estaremos assumindo que a variedade é paracompacta,

ou seja, que toda cobertura aberta da variedade, possui subcobertura localmente finita.

Exemplo 2.1.2 Naturalmente R™ é uma variedade, tendo como atlas a aplicagao identi-

dade.

Exemplo 2.1.3 O espaco M(n;R) de matrizes reais n x n é uma variedade com atlas

dado pela listagem das linhas horizontalmente, i.e., ¥ : M(n;R) — R™ dada por

11 - Qip
P
? <a117-"aa1n7~"aaila"'7an1a"~7ann)

Ap1 -+ App

Teremos entao uma bije¢cao de M(n;R) com R”Q, de onde vem a estrutura de variedade.

Exemplo 2.1.4 O conjunto das matrizes simétricas Sym(n,R) C M(n,R) é uma sub-

n(n+1) .
—5—. Para verificar tal

variedade do espago de matrizes nxn de M (n,R) com dimensao

afirmacao, basta utilizar a identificagao do exemplo anterior e observar que tais matrizes

se identificam as matrizes cujos elementos abaixo da diagonal sao nulos, e portanto a
n(n+1)

R

2.2 Espaco Tangente

Um problema em topologia diferencial se decompoe em uma parte local e uma global;
nesta secao definiremos conceitos locais fundamentais para a compreensao do Espaco Tan-
gente. Iniciaremos essa se¢ao recordando alugns resultados cldssicos sobre espago tangente,

demonstragoes cf. [3].

Defini¢ao 2.2.1 Sendo M wma variedade, entao uma aplicacao da forma c : I. =] —
g, e[— M € chamada de curva em M. Tal curva serd dita diferencidvel no ponto

p = c(0) se a aplicagio c: I. =] — e,e[— M for diferencidvel na origem.



11

Note que, de acordo com o conceito de aplicacao diferenciavel, uma curva ¢ : I. =
| —e,e[— M sera diferencidvel em p = ¢(0) se, e somente se, existir uma carta local

U em torno de p tal que c,(t) := @ o ¢(t) for diferencidvel na origem.
(U, p tal que c, ® g

Definigao 2.2.2 Sendo c¢1,co @ I. =| — e,e[— M, i = 1,2, curvas diferencidveis na
variedade M, tais que ¢;(0) = p. Entdao diremos que c; e ¢ sio tangentes em p, com

relagdo a carta local admissivel (U, ) em torno de p, se
c1'(0) = &'(0)

onde ¢; = gpoc;: I, — M,i=1,2.

Proposicao 2.2.3 O conceito de tangéncia entre curvas nao depende da carta local ad-

missivel escolhida.
Lema 2.2.4 A nocao de tangéncia entre curvas define uma relagcao de equivaléncia.

Definicao 2.2.5 A classe de equivaléncia das curvas tangentes a curva ¢ : I, — M em
p = ¢(0) serd denotada por denotada por [c],. O conjunto de tais classes de equivaléncia

serd denotado por T,M. O conjunto

T™ = | J T,M
peEM
serd chamado de espago tangente e a aplicagio T : TM — M , dada por [c], — ¢,

serda chamada de projecao canénica do espaco tangente.

Passaremos agora aos passos técnicos necessarios para podermos definir em 7'M uma
estrutura de variedade diferencidvel, de tal forma que este seja visto como uma familia
suave de espagos vetoriais parametrizados por p € M. Inicialmente vamos necessitar do

conceito de aplicacao tangente.

Lema 2.2.6 Sendo f : M — N uma aplicacao diferencidvel e ¢1,co : I — M curvas

diferencidveis tangentes em p € M. Entao focy, focy: I — N sdao tangentes em f(p).

O lema acima mostra que uma funcao diferenciavel entre duas variedades induz uma

aplicagao entre classes de equivaléncias de curvas tangentes:
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Definicao 2.2.7 Sendo f : M — N uma aplicacao diferencidvel entre variedades entao
a aplica¢ao
Tf :TM — TN

(o = [fodm

serd chamada de aplicagao tangente de f.

Proposicao 2.2.8 Sendo f : M — N e g : N — P aplicacoes diferencidveis entre

variedades entao:

L. T(gof)=TgoTf;

2. Se f: M — M é aidentidade de M, entao T'f : TM — TM ¢ a identidade de
TM,

3. Se f: M — M é um difeomorfismo entao T'f : TM — T'M é uma bijecao.

Se pretendemos fornecer cartas locais para o espaco tangente de uma variedade, entao
o primeiro passo é naturalmente descrever o espaco tangente de um subconjunto aberto
de R™. De fato, sendo U C R™ aberto, entao definimos a aplicacao iy : U x R"™ — TU

dada por iy (u,e) = [cy.elu-

Lema 2.2.9 Sendo U C R™ um conjunto aberto, entao a aplicacao iy : U x R™ — TU

¢ uma bijecao.

Proposigao 2.2.10 Sendo U C R™ e V. C R" abertos e f : U — V diferencidvel.

Entao o diagrama

TU XN TV
Tiy Tiv (2.1)
UxRm TTEXPE o g

¢ comutativo, onde f X Df(u,e) = (f(u), Df(u)-e)). Ou seja, Tfoiy =iy o (f x Df).
Descreveremos detalhadamente o desejado atlas para o espaco tangente.
Teorema 2.2.11 Sendo M uma variedade de classe C*, com k > 1, com atlas A =

{(Ua, p0) : o € A} entio (TM, TA) é uma de classe C*~! onde TA = {(TUa,fg;a) :
aeA}eTo, =i, 0T q.
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Exemplo 2.2.12 O FExemplo 2.1.4 nos mostra que conjunto das matrizes simétricas,
denotado por Sym(n,R), € uma subvariedade do espago de matrizes n X n, denotado
por M(n,R), com dimensao w Note ainda que, sua construcao se dd através de
identificacdo do referido espago com um subconjunto de R™. Como esta é uma aplicacao
linear, entao

T (Sym(n,R)) = Sym(n,R) x Sym(n,R)

Observacao 2.2.13 Faremos agora algumas observagoes que sao importantes no estudo

de fibrados vetoriais e principais.

1. O fato da primeira coordenadas de f;%a independer de v, mostra que T'pg,, preserva

fibras, i.c., Tpga({e} x B™) = {pgala)} x R

2. A restrigao de TNgoﬂa as fibras {x} x R™ € um isomorfismo linear, i.e., fg/oﬁa - :
T}xR™
{2} X R™ — {pga(x)} X R™ é um isomorfismo linear;

3. Se M ¢ de classe C", entao TM ¢é uma variedade de classe C™ 1.

Corolério 2.2.14 Sendo f : M — N uma aplicacio de classe C*, k > 1, entdo a
aplicacio tangente Tf : TM — TN ¢é uma aplicacdo de classe C*~1.

Um outro conceito importante é o de secao do fibrado tangente.

Definicao 2.2.15 Sendo M uma variedade e w: TM — M seu fibrado tangente, entao

diremos que uma fun¢ao s : M — TM € uma se¢cao de T'M se
mTos=1idy

Exemplo 2.2.16 Sendo M uma variedada entao vamos verificar que a aplicagao que
associa a cada ponto p € M o vetor nulo de T,M é uma se¢ao diferencidvel de T'M.
Sendo A = {(Us, 0a)}aca um atlas para M, entdo basta definir a aplicagio em cartas
locais como $o(xa) = (T4,0) para todo o € A, onde xo, = po(p). Dessa forma, seque do

item 2) da Observagao 2.2.13 que

Tg0 Sa(va) = (Psalva) T (0))
= (JC@, 0)

= sp(2p).

A secao introduzida no exemplo anterior sera chamada de secao nula de T'M.
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2.3 Espaco tangente de subvariedades

Nesta secao iremos relacionar o espago tangente de uma variedade, chamada de am-

biente, com o fibrado tangente de uma sua subvariedade.

Teorema 2.3.1 (da fungao inversa) Dados M e N variedades de classe C", f : M —
N de classe C", r > 1, ep € M tal que T'f, : TyM — Ty,)N seja um isomorfismo linear.

Entao f € um difeomorfismo local em p.

Teorema 2.3.2 (do posto) Sendo f : M — N wuma aplicagio de classe C" entre
variedades de classe C", r > 1, tal que T'f, : T,M — Ty, N tem posto k, entao existem

cartas locais (U, ) de M e (V,4)) de N, em torno de p e f(p) respectivamente, tais que
fVU(.TI,'.- ’xm> = (:C17-.. 7:6]6707"' 70)

onde fyy =1 o fopt

Estudares agora aquilo que seria a generalizagao natural do conceito de curva dada

por uma equagao implicita.

Definicao 2.3.3 Sendo M e N wvariedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacao,
todos de classe C*, k > 1, entdo diremos que a € N € um valor regular de f se uma

das duas condicoes é satisfeita:

1. fYa) =0;

2. Tfy: T,M — Ty N € sobrejetiva, para todo p € f~'(a).

Em caso contrdrio, diremos que a € valor critico de f. Em particular diremos que

f € uma submersao se todos os ponto de N sao valores regqulares para f.

Teorema 2.3.4 (valor regular) Sejam M e N wvariedades e f : M — N uma apli-

cacdo, todos de classe C*, k > 1, e b € N walor reqular de f. Entao:

1. S= f7Yb) C M ¢é uma subvariedade de codimensio n = dim(N);

2. T,S = Nuc(T'f,) = {veT,M:Tf,(v) =0}.
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Exemplo 2.3.5 (T'S* revisitado) Considere S' = f~1(1) onde f(x,y) = 2*+y*. Como
D fizy) = 2(x,y) # 0 para todo (x,y) # 0, entdo T fzy) : T(wy)St — TiayR € sobrejetiva

e portanto que 1 € valor reqular de f. Dessa forma S é uma subvariedade de R? e
Ty S' = Nue(T fay)) = {(z,y,u,0) € TR : 2(z,y) o (u,v) = 0}

isto € Ty, St consiste dos vetores da forma ((x,y), (u,v)) € R* = TR? tais que (u,v)
seja ortogonal a (x,y) € S*.

Exemplo 2.3.6 Um cdlculo imediato mostra que 0 é um valor critico de f(x,y) = y*—23.
De fato, Df deixza de ser sobrejetiva exatamente na origem, onde diremos que a curva

y? — 23 = 0 possui uma singularidade.

Descreveremos agora a generalizacao do conceito de curva parametrizada para dimen-

soes maiores. Como conseqiiéncia imediata do teorema do posto temos o:

Corolario 2.3.7 (Forma local das imersoes) Sendo f : M — N wuma aplica¢io de
classe C* entre variedades de classe C*, k > 1, tal que T'f, : T,M — Ty N € injetiva,
entdo existem cartas locais de (U, ) de M e (V,9) de N, em torno de p e f(p) respecti-

vamente, tais que

foo(x, - xm) = (21, Ty, 0,- -+, 0)

onde fyy =1 o fop !t

Definicao 2.3.8 Diremos que uma aplicacio diferencidvel entre variedades de classe CF,
k>1,f: M — N éumaimersao se para todo p € M tenhamosT'f, : T,M — Ty, N

imgetiva. Em particular, toda imersao injetiva é chamada de mergulho.

Exemplo 2.3.9 Considere a parametrizacio da curva y*>—x> = 0 dada por f(t) = (t,t3).
Um cdlculo tmediato mostra que Df € nulo na origem e portanto f nao € uma imersao,

nem mesmo numa vizinhanga da origem.

2.4 Espaco Cotangente

Descreveremos um fibrado vetorial que estd intimamente ligado ao espago de ope-
radores diferenciais sobre as variacoes de primeira ordem nos movimentos de uma particula

sobre uma variedade (velocidade da particula), demonstragoes cf.[3].



16

Recordemos que, dados dois espacos vetoriais de dimensao finita V' e W, entao pode-
mos associar a cada transformacao linear 7' : V' — W uma outra transformacao linear
T* : W* — V*, dada por T*(v)(v) = v(T'(v)), para todo v € W* e v € V. Tal aplicagao
serd chamada de transposta de 7. Por outro lado, sabemos que cada fibra 7,M do
fibrado tangente T'M de uma variedade diferenciavel M possui uma estrutura de espaco
vetorial. Desta forma, sendo T)y M seu espago dual, entao a uniao de tais espagos vetoriais
para todo p € M sera denotada por

"M = | ;M
peM
e sera chamada de espago cotangente. Tal espaco é de fato um fibrado vetorial de posto
m = dim(M ), daremos uma idéia de como se constroi tal estrutura. Considere um atlas
A={(Us, 0a) : e € A} de M e seja TA = {(TU,,Tp,) : a € A} 0 atlas fibrado induzido

em T'M, entao sabemos da algebra linear que estd bem definida e é bijetiva a aplicagao:

W, x (R™* 2% U, c T*M
! !
() = (e @) (Tea) €)

p

onde p = ¢ (z), W, = pa(U,) C R™, (f;;a) : T,M — {x} x R™ é um isomorfismo
P

linear. Mais precisamente teremos:

Teorema 2.4.1 Sendo M wuma variedade diferencidvel com atlas A = {(Us, pa) : a €
AY, entio T*A = {(T*Us, Par)) : Qax = (¢2)"", a € A} € um atlas diferencidvel
para T*M. Em particular se Y/Toﬁa(x,v) = (pga(®), gsa(x) - v), entdo ppa(z,y) =
(£80(2), (gha080(2) ™ 7).

Teorema 2.4.2 Sendo M uma variedade diferencidvel com atlas A = {(Uy, pa) : @ €
AY, entio AFA = {(AF(UL), 0ax)) © Pax == (¢5)7", a € A} € um atlas diferencidvel
para A*(M). Em particular se ﬁ/pﬁa(x,v) = (psa(T), goa(x) - V), entdo Pgas(r,w) =
(#80(2), (gha(3a(2))) " w).

Observacao 2.4.3 :

1. De maneira similar ao caso do fibrado tangente (Exemplo 2.2.16) podemos introduzir
o conceito de se¢cdo do fibrado cotangente e, em particular, o conceito de se¢ao

nula;
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2. 8 f: M — R" é uma aplicacao de classe C", entao a Proposi¢ao 2.2.10 nos
permite construir uma se¢ao do fibrado cotangente Df : M — T*M dada em carta

locais por
Tf(z,v) = f(z) x Df(x) v

para todo x € U C M e v € R" onde (U, p) € uma carta local de M. Tal aplicagao

a serd chamada de diferencial de f.

2.5 Transversalidade

Sejam f : M — N uma aplicacao de classe C" e S C N uma subvariedade C" de
N. Uma pergunta que poderiamos nos fazer é: Quais as condigoes para que a imagem
inversa f~1(S) seja uma subvariedade de classe C" de M? Uma resposta a esta questao
¢ dada por meio da nocao de transversalidade, devido a René Thom. Na verdade é uma
generalizacao natural do conceito de valor regular. Por meio desta nocao, pode-se dar um

significado preciso ao fato de duas figuras se intersectarem em “posicao geral”.

Definicao 2.5.1 Seja f : M — N wuma aplicagao de classe C", comr > 1, ¢S C N
uma subvariedade de N. Assim diremos que f é transversal a S no ponto v € f~1(9)

quando
Ti@)N = Ty@)S + Df(x) - (T M),

ou seja, quando a soma da imagem de Df(x) ao espago tangente a S em f(x) geram
TryN. Quando [ for transversal de S em todos os pontos de M, diremos que f €
tranversal a S. Se ndo houver intersecao entre a imagem de f e a variedade S, entdo

estes serao tranversais, por defini¢cdo.

Exemplo 2.5.2 Se S = {c}, entdo f € transversal a ¢ se, e somente se, ¢ € valor reqular
de f.

Exemplo 2.5.3 Se f(M)NS =g. Entao f € automaticamente transversal a S.
Exemplo 2.5.4 Sendo N e P duas subvariedades de M e iy : N — M a aplicagcao
de incusao, entao iy € transversal a P se, e somente se, acontece uma das sequintes

possibilidades: p ¢ NN P ouT,N +T,P =T,M.

O exemplo anterior sugere a seguinte:
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Definicao 2.5.5 Sendo N e P duas subvariedades de M, entao diremos que N e P sao

transversais em p € M N P se:

1.pg NNP;

2. T,N +T,P=T,M.
Exemplo 2.5.6 As retas coordenadas em R? sdo transversais em qualquer ponto de R2.

Observagao 2.5.7 A definicao do conceito de transversalidade € local, ou seja, depende
apenas do ponto no qual se estuda a propriedade. Desta forma, para verificarmos a e-
xisténcia ou nao de transversalidade entre duas subvariedades de uma dada varidade, basta

verificar se esta propriedade se verifica em uma dada carta local.

2.6 Variedades com bordo

Faremos aqui uma abordagem do conceito de variedade com bordo, visto ser este um
assunto central no que segue. Primeiramente recordemos alguns conceitos basicos. Note
que nosso objeto de estudo, as variedades diferenciaveis, excluem conjuntos como a bola
fechada B"(0,7) = {z € R™ : |z| < r}, cujo bordo é dado pela esfera S"'. Tanto do
ponto de vista topoldgico, como geométrico e fisico (o teorema de Gauss para o eletro-
magnetismo, por exemplo), o estudo de tais objetos é de importancia vital. Passaremos
agora a introdugao dos elementos técnicos que nos permitam tal definicao. Diremos que
H" :={z = (21,--- ,x,) € R" : &, > 0} é o semiespaco euclideano de dimensao n. Note
que OH" = R"™ x {0} é uma cépia difeomorfa de de R™"~1.

Definicao 2.6.1 Sendo U C H" um aberto, entdo diremos que a funcdao f:U — R™ é

diferencidvel (respect. de classe C™, r =1,...,00,w) se existir um aberto U; C R"™ e uma

funcao f1: Uy — R™ tais que:

1. U= U1 N Hn;
2. f1: Uy — R"™ € diferencidvel (respect. de classe C", r =1,...,00,w).
Mais ainda, sendo V' aberto de H"™, entao diremos que f : U — V € um difeomorfismo

(respect. de classe C", r = 1,...,00,w) se f possuir uma inversa que seja também

diferencidvel (respect. de classe C", r=1,...,00,w).
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Passaremos agora a extensao do conceito de atlas para permitir estudar os objetos

desejados.

Definigao 2.6.2 Um atlas A de dimensdo n e classe C" sobre M, onde M ¢é um es-
pago topoldgico, € uma colegao de cartas locais A = {(U,, fo); o € I} que satisfazem as

sequintes propriedades:

i) U fo(Ua) = M;

i) Para todo o e B com fo(Uy) N f3(Ug) = W # 0, os conjuntos f;*(W) e fﬁ_l(W)
sao abertos em H"™ e a aplicacao fﬂ_lofa LY W) — fﬁ_l(W) ¢ um difeomorfismo

de classe C";

iii) Um atlas A de classe C™ sobre M é maximal quando ele contém todas as cartas locais

Vo = fa(Va), cujas mudangas de coordenadas com elementos Vg = f3(Vs) € A

pa ooyt pa(VaNVs) — (Vo N V)

¢ difeomorfismo de classe C", onde 1 <r < oo our =w (i.e., € analitico real).

Como antes, um atlas maximo de dimensao n e classe C" sobre M sera chamado
também estrutura diferencidvel de dimensao n e de classe C" sobre M. Diremos que M é
uma variedade diferencidvel de classe C" com bordo, se for um espago de Hausdorff, com
base enumeravel, munido de uma estrutura diferenciavel de dimensao n e classe C". O

bordo de M serd definido por

OM = ] fo(Us N OH")

Analogamente, toda vez que falarmos em particao da unidade, estaremos assumindo
que a variedade é paracompacta, ou seja, que toda cobertura aberta da variedade, possui

subcobertura localmente finita.

Observacao 2.6.3 Note que os difeomorfismos de de transicao fﬁ?l o fo preservam o

bordo, i.e.,

f5to fa(f7 (W) NOH™) = f5 (W) N oH".

Portanto OM é uma subvariedade (sem bordo) de M de dimensio n — 1 e classe C”.
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Exemplo 2.6.4 A bola M = B3(0,1) = {z € R?: |z| < 1} ¢ uma variedade com bordo
dado por S?. Para se construir um atlas para M, basta tomar as restricoes das cartas

naturais da bola aberta B3(0,1+¢) com & > 0 com € suficientemente pequeno.

Exemplo 2.6.5 O cilindo S* x [0, +00) € uma variedade com bordo S* x {0} ~ S*. Como
no caso anterior, basta utilizar as restrigoes das cartas locais de S* X (—e,+00) com e > 0

ee~0.
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3 Funcoes de Morse

A questao bésica a qual a teoria de Morse se dedica é a seguinte: Qual € a relacao
entre as propriedades de uma variedade e as propriedades de uma fungao a valores reais
nela definida? Por propriedades queremos dizer propriedades globais, visto que todas as
variedades de mesma dimensao tém as mesmas propriedades locais. Desta maneira, a Teo-
ria de Morse pretende relacionar as propriedades de uma variedade M com propriedades

analiticas de uma funcao a valores reais em M.

3.1 Hessiana e pontos criticos

Iniciaremos esta secao com algumas definicoes bésicas.

Definicao 3.1.1 Seja M uma variedade, e seja f : M — R uma funcao. Um ponto
x € M é chamado ponto critico de f se Df = 0. Mais ainda, se f for de classe C?,
entio a aplicagio Df : M — T*M € de classe C*. Desta forma, diremos que um ponto
critico de f, digamos p € M, ¢ nao-degenerado se a diferencial de f for transversal a

secao nula de T*M em p. Caso contrario, diremos que p € um ponto firo degenerado.

Faremos agora uma rapida digressao a respeito do comportamento da hessiana de
funcoes de classe C? em pontos criticos. Como veremos, tal descricao serd 1til na carac-
terizacao dos pontos criticos nao-degenerados. Uma forma quadratica H : R* — R é uma
funcao cujo valor num vetor v = (ay, -+ ,a,) é dado por Z?] hijoiay, onde (h;;) é uma

matriz simétrica n X n . Portanto

H(U) = Z hijOéiO{j
(2]
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Sejam U C R" e f: U — R, de classe C?, assim a forma quadratica hessiana da funcao f

no ponto x € U, serd representada por H,. Sabemos que H,(u) = d*f(x)(u,u), portanto:

n
E aia-
89518:15] !

7J_

o f

Furdn; (a:')) , chamada matriz

Observe que o teorema de Schwarz garante que a matriz <

hessiana de f no ponto x, é simétrica.

Lema 3.1.2 Seja f : R® — R, de classe C?, e p um ponto critico de f. Entdao a forma

quadrdtica hessiana € tnvariante por mundanca de sistemas de coordenadas.

Prova. Sex:V — R" ey : W — R" sao dois sitemas de coordenadas para R", tais
que VNW # @, cada ponto p € (V NW) possui coordendas z; = (z;(p)) no sistema
de coordenadas x e coordenadas y; = y;(p) relativa ao sistema de coordenadas y. A

correspondencia
(@1(p), -+ () = (W2(p),- -+, yn(p))

estabelece um homeomorfismo h =y ox ! : x(VNW) — y (VNW). Entao basta-nos

mostrar que

Wfoxl Pfoy!
Z 8@31‘] Juivs = Z 0y;0y; (y(p)Juiuy
onde dh(u) = v. De fato, se p € VN W é um ponto critico de f, entdo fox! =

(foy Ho(yox!). Tomando-se F := foy~! e aplicando-se a regra da cadeia, teremos

> A2 st = 3 82; " (x(p))

i=1 i=1

) 0Ya ,
_ZZ aya );zdm

i=1 a=1

Of o AT

e




23

-1

Observe que aqui usamos o fato de que F = foy ! e que h =y ox ! assim h(x(p)) =

y ox Yz(p)) = y(p). Derivando-se a expressao acima teremos, por raciocinio analogo

S P Lo s = 3 S X )t ()i ()

0,0z O0x;0z;
3,j=1 1,j=1
Pfoy! Oya(p) Oys(p) , ; -
— Z Z (y(p)) dx' (u)dz? (u)
Py la,ﬁ . 83/(183/5 Ox;  Ox;
Of oy™! 0*ya :
d dz’
+ZZ S () 5 () () 1)
dy® (v)dyP (v).
;1 L i a0
onde ag’T’;—l(y(p)) =0, para todo a =1, ..., n, visto que p é um ponto critico de f. Note
ainda que
dz'(p) - u = u; e dy*(p) - v = v,.
[ ]

Assim, se f : M — R é uma funcao diferenciavel, um ponto critico de f é nao-
degenerado, se para algum sistema de coordenadas ¢ : U C M — R", tal que p € U,
¢(p) é um ponto critico da fungao f o ¢! : p(U) — R. Em virtude do Lema 3.1.2,
esta definicao independe da carta local. Além disso fica bem definida a forma quadratica

hessiana de f em p por

Z &Ez 83:1 p))uiuj

1,j=1

onde dz'(p) - u = u;. De fato, esta forma é invariante por difeomorfismos, isto ¢, sendo
V C R™ um aberto e suponha que ¢ : V — U é um difeomorfismo de classe C? e seja
q = ¢ (p), de modo que ¢ seja um ponto critico de fo ¢ : V — R. Entao o diagrama
abaixo comuta.
(f<¢>)
R*"——R
e
D¢(Q)\L /pr
RTL
Desta forma, sendo f : M — R de classe C?, entao para cada ponto critico z de f nds

definimos a forma quadratica hessiana H, f : M, — R pela composicao

Dyg m y(Fe™h)
—_—

H,f: M, 225 R" R



24

onde ¢ é alguma carta em x. A propriedade de invariancia da hessiana das fungoes de R"
implica que H,f é bem definida independentemente de . Note que x é um ponto critico

nao-degenerado se, e somente se, H, f é uma forma quadratica nao-degenerada.

Lema 3.1.3 Seja M uma variedade, f : M — R uma funcdo de classe C*. Entdo p é

um ponto critico nao-degenerado de f se, e somente se, a matriz hessiana de f

By = |50

é nao singular (i.e., é invertivel).

Prova. De acordo com a Observagao 2.5.7, a transversalidade é uma propriedade lo-
cal, portanto basta-nos verificar a afimagao para uma dada carta local, ou em outras
palavras, basta verificar a afirmacao para uma funciao f : U C R® — R de classe C2.
Com a identificacao T*R™ ~ R™ x R™ a diferencial serd dada por g(z) = Df(x) =
(f(x),%(x),--- ,%(9&)). Sendo S := R"™ x {0} a se¢do nula de T*R™ | entao g é

transversal a S se, e somente se T,g + 7,5 = R" x R". Como T,S ~ R" x {0}, e
D) = (g(x), H(f)(x)) onde

Pfx) . 9Pf(x)
(9:1318%1 8$n3-731
> f(x) 9 f(z)
8$n811 afﬂnaxn

entdo r € R™ serd um ponto critico nao-degenerado se e somente se Df(x) = 0 e a
matriz H,(f) for ndo singular. Mas, sabemos da dlgebra linear que esta tltima condigao

¢ equivalente a det H,(f) #0. =

Definicao 3.1.4 Seja M uma variedade e f : M — R uma funcao de classe C?. Entao

diremos que f é uma fung¢ao de Morse se todo ponto critico de f for nao-degenerado.

Sendo assim, de acordo com o Lema 3.1.3, obtemos uma caracterizacao de ponto
critico nao-degenerado: um ponto critico de uma funcdo de classe C* a valores reais € ndo-

degenerado se, e somente se, a forma hessiana quadrdtida associada € nao-degenerada.

Seja Q uma forma quadratica num espago vetorial E, entao diremos que () é negativa
(respect. positiva) no subespago F C E se Q(z) < 0 (respect. Q(x) > 0) sempre que

x € F for diferente de 0. A possivel dimensao do maior subespago de E em que @) for
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negativa serd o indice de @), que serd denotado por Ind(Q). Se A = [a;;] é uma matriz
simétrica n X n que expressa (x) como Y a;;x;x; para alguma escolha de coordenadas
sobre E, entdao Ind(Q) é igual ao nimero de altovalores negativos de A, contando as
multiplicidades. Seja p € M um ponto critico nao-degenerado de f : M — R. O indice
de f em p € M é o indice da hessiana de f em p, denotado por Ind(f) ou Ind,(f). Esse
nimero nos da informacgoes valiosas sobre o comportamento local de f numa vizinhanca
de p. Suponha que M =R" e p = 0. A expansao de Taylor de segunda ordem de f em 0
é
F(x) = F(0) + 3Hof(x) + R(x)

R(x)

||

onde lim,_,q = (. Sendo assim, f é aproximadamente igual a soma de uma constante
a metade de sua hessiana em 0. Seja E_ ¢ F, uma decomposi¢ao em soma direta de R,

de modo que Hyf seja negativa em E_ e positiva em F, , entao
dimE_=k=1Ind Hyf e dimE, =n—k

Desta forma, sendo x € R" e t € R \ {0} suficientemente pequeno, entao f(tz)/t é uma
funcao decrescente em ¢ para x € E_ e crescente em ¢t se x € E,. Segue que um ponto
critico da funcao de Morse f : M — R ¢ minimo local se, e somente se, Ind, = 0 e

méximo local se, e somente se Ind, = dimM.

O seguinte resultado de Marston Morse ¢ uma “forma esperta” de relacao entre f e a
hessiana em um ponto critico nao-degenerado p. Isto indica que f possui uma represen-

tacdo em p que ¢ igual a f(p) + 1/2H,f.

3.2 Lema de Morse

O principal objetivo desta secao é mostrar o seguinte resultado conhecido como Lema

de Morse.

Lema 3.2.1 Seja p € M um ponto critico nao-degenerado de indice k da aplicacao f :
M — R de classe C™2, 1 < r < w. Entao existe um carta (p,U) de classe C" em p, tal

que

k n
f@‘l(xl,...,xn):f(p)—Zx?+ Zl‘?
=1

i=k+1

Observe que no caso n = 2 teremos trés possiveis formas quadraticas canonicas:

i) f(z) = f(p) — a} — x3;
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i) f(z) = f(p)+ a7+ x3;

iil) f(x) = f(p) — 21 + 3.

Veja que, nos dois primeiros casos, as curvas de nivel de f numa vizinhanca de p sao
difeomorfas a circulos e p é um ponto de maximo ou minimo local, respectivamente. J4a
no terceiro caso, p é um ponto de sela de f e a equagao f(x) = f(p) determina as quatro

separatrizes locais de p (c.f. [2]).

A prova do Lema de Morse é baseada na forma paramétrica de diagonalizacdao de

matrizes simétricas.

Lema 3.2.2 Seja A = diag{ay,...,a,} uma mariz diagonal n x n tal que |aj| = 1,
j =1,...,n. Entao existe uma vizinhanca N de A no espaco das matrizes simétricas
n X n e uma aplicacio C*

P: N — GL(n,R)

tal que P(A) =1 e se P(B) = Q, entio Q'BQ = A.

Prova. Suponha que B é uma matriz simétrica proxima de A, de tal forma que by seja
diferente de zero e tenha o mesmo sinal que a1, e considere a mudanga de coordenadas

em R" dada por

T7: R" — R"

y —

T =Y, para k =2,...,n.

Podemos verificar que T'BT é da forma

a1 O
0 B

onde B; é uma matriz simétrica (n — 1) x (n — 1). Aproximando-se B o bastante de

A, entdao poderemos assumir que Bj estd tao proxima de Ay = diag {asy...,a,} quanto
se queira, sendo em particular inversivel. Observe que T e B; sao fungoes C* de B.

Por indugdo em n, podemos assumir que existe uma matriz )1 = P(By) € GL(n — 1)
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dependendo analiticamente de By, tal que Q{B1Q = A;. Defina P(B) = Q por Q =TS

onde
1 0
S = ,
[0 Ql]

entao Q'BQ =A. =
Prova do Lema de Morse.

Sem perda de generalidade, podemos supor que M é um conjunto convexo dentro de

R*", p=0€R"e f(0) =0 € R. Por uma mudanga linear de coordenadas nés podemos

B [afng <0>1

é diagonal, com as primeiras k entradas iguais a —1 e o restante igual a +1. Recorde que,

supor que a matriz

por hipdtese, Df(0) = 0. Desta forma, existe uma aplicagdo x — B, de classe C" sobre

M, para o espaco de matrizes simétricas tal que se x € M e B, = [b;;(z)], entao

e By = A. De fato, utilizando-se a hipotese de convexidade do dominio de f, teremos do

Teorema Fundamental do Célculo (aplicado duas vezes) que
1
= / Df(tx) - xdx
= (tz)dt
Z { 0 axz «75 }

) { / / 0 8$Z(stx)dsdt]xx]

Considere agora a fungdo P : N — GL(n,R) definida no Lema 3.2.2 e tome P(B,) =
Q. € GL(n). Defina a aplicagdo ¢ : U — R™ de classe C", onde U C M é uma

vizinhanga suficientemente pequena proxima de 0, por

p(r) =Q, '

Pelo Lema 3.2.3, temos que Dp(0) = I. Consequentemente, pelo Teorema da Fungao

Inversa, podemos supor que (¢, U) é uma carta de classe C™. Se y = ¢(x), entao teremos
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em notagao matricial que

f(x) = 2'B,x

= y' Ay

n
o 2
= g Qi5Y;
i=1

Lema 3.2.3 Sendo ¢ : U C R" — R" de classe C", dada por
p(r) =Q;'x
onde U C M ¢é uma vizinhanca suficientemente pequena proxima de 0. Entao
Dp(0) =1

Prova. Primeiro afirmamos que Q' = I. De fato, Qy = Q(0) = P(By) = P(A), pois
By = A e pelo Lema 3.2.2 segue que P(A) = I. Assim Qg = I, de onde vem que Q' = I.

Assim sendo, para todo x € U e todo v € R", temos

@) 0=y = 297

— ) = () o+ Q) v

1z = Q7 '(x) - . Desta forma, para z = 0 segue que

pois p(z) = Q;
¢'(0)-v=Dp(0)-v=Q *0)-v=1I-v=u,
portanto Dp(0) =1. m

Agora, temos uma descrigao local completa da Fungao de Morse f : M — R. Se
a € M é um ponto regular, entao, de acordo com o Teorema da Funcao Implicita, ha um

sistema de coordenadas numa vizinhaca de a tal que

flzr,. ... x,) = a1

Se a € M é um ponto critico, entao existe um sistema de coordenada numa vizinhanca

de a tal que
fley,.. ) =fla) = —a? = —al+al  +-+a2

Observacao 3.2.4 :
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1. O indice k € unicamente determinado pelo ponto critico;

2. O conjunto f~1(y) da funcdo de Morse tem uma estrutura agraddvel, i.e.:

(a) Perto de um ponto reqular f~'(y) ela se parece com um hiperplano em R™;

(b) Em um ponto critico y € U existe uma carta (o, U) que leva UN f~1(y) numa

vizinhanca de 0 da hipersuperficie quadrdtica degenerada

2 2 2 2
_xl_..._$k+$k+l+.'.+xn:0'

Além disso, hipersuperficies de nivel prévimas em U, digamos U N f~(z7)

com x' ~ 22, sdo levadas em subconjuntos abertos de formas quadrdticas nao-

degeneradas da forma

—e—af — =2l b al 4+ 22 = contante # 0

Figura 1: Exemplos de pontos criticos nao degenerados em dimensao 2 e 3.
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4 FEDO e Superficies de Nivel
Regulares

4.1 Equacoes diferenciais em variedades

Inicialmente vamos recordar alguns fatos sobre equagoes diferenciais. Seja W C R”
um conjunto aberto e F': W — R"™ uma aplicacao de classe C", 1 < r < w, considerada
como um campo de vetores sobre W. Entao F satisfaz localmente a condicao de Lipschitz,
assim os teoremas basicos sobre existéncia, unicidade e diferenciabilidade das solugoes de

equacoes diferenciais ordindrias aplicam-se ao problema de valor inicial

(1) #'(t) = F(g(t)) com ¢(0) ==z

para cada x € W. Portanto, existe um intervalo Jy C R ao redor de 0, tal que a aplicacao
¢ : (J,0) — (W, ) satisfaz a condi¢ao (1). Se ¢; : J; — W é outra solug¢ao para o
problema de valor inicial (1), entdo ¢ = ¢; em JNJ;. Assim, ¢ e ¢ podem ser ajustadas
para fornecer uma solucao do problema em J U J;. Segue que J e ¢ sao Unicos, uma vez
que o intervalo J seja maximal. Denotaremos este intervalo maximal por J(x) (note que

ele depende de = € W) e a solugao correspondente serd denotada por

A aplicagao ¢” e (as vezes) o conjunto ¢”(J(x)) serdo chamados de curva solugao ou
trajetéria do campo de vetores F' por z. A funcdo a valores no intervalo v — J(z) é
semicontinua, i.e., se a € J(z), entdo o € J(y) para todo y em alguma vizinhanca de

x. Esta propriedade assegura que

Q={(t,z) eRxW:te J(x)}
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¢ um conjunto aberto em R x W.

O fluxo por F é a aplicagao de classe C"

v: Q@ — W
t,z) —  pi(z)

Se para cada t € R fixado, tomarmos W; := {z € W : t € J(x)}, entdo W, serd aberto em

W e teremos bem defnida a aplicacao de classe C”

o Wy — W
T = () .
Claramente ¢_,(Wy) = W_, e ¢_; = p; !, assim ¢; é uma imersdo de classe C". Em geral,
teremos a relagao
©s 0 pi(T) = Psre(T),

que é valida no seguinte sentido: se um dos lados da equacgao acima esta definido, entao
outro também esta e ambos coincidem. Seja P C W um conjunto compacto, entao, para
cada x € W, o conjunto t € J(z) tal que ¢;(x) € P é fechado em R (e nao somente
em J(z)). Como conseqiiéncia disso, temos que se z € P ¢ tal que ¢;(x) € P para todo
t € J(x) NR,, entao J(z) D R, (analogamente para R_). Em particular, se a trajetéria

de x tem fecho compacto em W, entao J(z) = R.

Seja agora X um campo de vetores de classe C" sobre uma n-variedade M, i.e., uma
se¢ao de classe C" de T'M e assuma inicialmente que 9M = (). A curva intergral (ou curva
solucdo) de X é uma aplicagao deferencidvel np : J — M onde J C R é um intervalo e
n'(t) = X(n(t)) para cadat € J. Se (1, U) é uma carta sobre M (de classe C*), contendo
n(J) e W =¢(U) C R", entao a composicao de aplicagoes

w2 2L e

pode ser vista como um campo de vetores de classe C" sobre W. A aplicacao ¢ = ¢pon:

J — W satisfaz a equagao diferencial
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visto que

'(t) = Dy(n(t))
= Dy (X,(1))
= (Do X o) (¥ on(t))
= [(p(1)).

Assim, 1 transporta a curva integral de X dentro da solucao (2), desde que a curva

integral se encontre no dominio U de uma carta loca (U, ).

Como conseqiiéncia, todos os resultados sobre campo de vetores em conjuntos abertos
de R", valem para campos de vetores sobre uma variedade M. Para cada x € M, existe

um intervalo maximal J(z) ao redor 0 e uma curva integral de X de classe C”
n*: (J(x),0) — (M, x) dada por n*(t) = n(t, z) = n(z).

O conjunto Q = {(t,z) e Rx M :t € J(z)} é aberto em R x M. O fluzo de X ¢é a
aplicacao de classe C"

n: Q — M
(t,x) — mz)

Os resultados precedentes sobre pontos de fronteira de J(z) e subconjuntos compactos
de M sao muito importantes. Um caso particularmente interessante é quando M é com-
pacta e sem fronteira. Quando 2 = M x R, cada n; é um difeomorfismo de classe C”
de M. Assim as aplicagbes {n;} formam um grupo a um parametro de difeomorfismo de

classe C" de M. A aplicacao

R — Dif f"(M)

t—>77t

¢ um homeomorfismo continuo e 7; 0 s = Nyis.

Como veremos, precisaremos considerar campos de vetores sobre dM, i.e., sobre a
fronteira da variedade M. Suponha agora que M # (). Os resultados precedentes podem
ser usados se nos primeramente mergulharmos M em N como uma subvariedade fechada
de uma n-variedade N sem fronteira (tal como o dobro de M) e, em seguida, estenderemos
X a um campo de vetores de classe C" sobre N (Isto pode ser feito com uma particao da
unidade). Se X é tangente a OM, i.e., X(OM) C (TOM), entao tudo serd como antes.

Mas se X nao é tangente ao OM, entdo os intervalos J(z) nao serao todos abertos. Se
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r € OM, X(x) # 0 e X(z) “aponta” para dentro de M (respect. para fora de M), entao
J(x) contém 0 como seu ponto de fronteira final a esquerda (repect. a direita). E também
é possivel que X (z) seja tangente a M e ainda que J(x) contenha o ponto de fronteria

b, neste caso termos 7n(b,y) € OM.

O conjunto €, definido anteriormente, nao é necessariamente aberto em R x M, mas
seu interior é denso. Além disso o fluxo n : 2 — M ¢é de classe C" no sentido que estende
a aplicagao 2 — N, de classe C", onde €' C R x M é aberto. Se a trajetéria de x € M
tem fecho compacto, entdo J(x) é um intervalo fechado, e se a trajetéria se encontrar em
M — OM, entao J(x) = R. Se J(z) = R para todo x € M o campo de vetores ¢ chamado
completamente integravel. Uma condig¢ao necessaria para X ser completamente integravel

é que X seja tangente para M e cada trajetoria tenha fecho compacto.

4.2 Campos de vetores transversais

Retonaremos a construgao do campo de vetores transversal a superfices de nivel regu-
lares da aplicacao f : M — R, de classe C"*!, com r > 1. Para que possamos prosseguir,

devemos definir o conceito de métrica riemanneana.

Definicao 4.2.1 Dada uma n-variedade M, uma métrica Riemanniana em M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (-, ->p no espago
tangente T,M (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida em T,M) e que

varia diferenciavelmente no sequinte sentido:

“Dados campos de vetores X, Y de classe C" sobre M, entao a aplicagao
pEM — (X,,Y,), € R édeclasse C"”

Isto é equivalente a dizer que as fungoes g;; definidas em uma vizinhanca coordenada

9i5(p) = < 31 >

sao fungoes de classe C" em ¢(U). Uma variedade M munida de uma métrica Riemanniana

©(U) de M pela expressao
0

)
D al'j

(-,-) é chamada uma variedade Riemanniana. Denotamos uma variedade Riemanniana

M e sua métrica por (M, (-,-)).
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Exemplo 4.2.2 (O espago Euclidiano) O espago R™ munido do produto interno usual

€ uma variedade Riemanniana.

Exemplo 4.2.3 (Subvariedades Imersas) Dada uma imersio f : M™ — N entre
duas variedades, onde N uma variedade Riemanniana com métrica (-,-) podemos definir

uma métrica (-,-) em M do sequinte modo

(u, v)p = {dfy(u), dfp<v)>f(p) u,v e M

Nestas condigoes, a aplicacao f € chamada de imersao isométrica.

Doravante, iremos supor que M possui uma métrica riemanniana. O produto interno

em algum M, é denotado por (X,Y) e a norma correspondente por |z| = (X, Y)"?,

Para toda aplicacao linear A\ : T, M — R existe um unico vetor tangente X, € T, M
tal que \(Y) = (X,,Y), para todo Y € T, M. Iremos chamar X, de vetor dual de A\. A
aplicacao A — X é um isomorfismo linear de 7T, M sobre T'M. A aplicagao inversa para

X €T, M é a aplicacao dada por

At T, M — R
Y — (X,)Y)

Sendo f : M — R de classe C"™"!, entdo definimos para cada © € M o vetor
grad f(z) € T, M como sendo o dual de Df(z). Desta maneira, o campo de vetores
grad(f) estd bem definido, é de classe C" e dependerd da métrica riemanniana adotada.

Se M é um aberto de R™ e a métrica é dada pelo produto interno padrao de R", entao

grad f(z) = (g—i@), o %(w))

E claro que grad f(z) = 0 se, e somente se, x é um ponto critico de f. Em um ponto
regular o grad f(z) é transversal a superficie de nivel f~!(f(z)), sendo de fato ortogonais.
Observe que f é nao-decrescente ao longo das linhas do gradiente, isto é, ao longo de
curvas solugbes da equagao diferencial “gradiente™ 1’ = grad(f)(n). De fato, se n(t) é

uma solucao desta equacao diferencial, entao

%f(n(t)) = (grad f(n(t)), grad f(n(t)))

= |grad f(n(t))|* > 0.
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Em particular, f é estritamente crescente ao longo de uma curva solucao que nao possui

pontos criticos.

O seguinte teorema fornece uma peca chave na compreensao da estrutura topoldgica

das variedades de classe C", r > 2.

Teorema 4.2.4 (do intervalo regular) Seja f : M — [a,b] uma fungdo de classe
O™t definida sobre a variedade com bordo M, onde 1 < r < w. Suponha que f ndio tem
nenhum ponto critico e que f(OM) = {a,b}. Entao existe um difeomorfismo de classe

C", digamos F : f~1(a) x [a,b] — M, tal que o diagrama
f~Ha) x [a,b] == M

L
0,8

€ comutativo. Em particular todas as superficies de nivel de f sao difeomortfas.

Prova. Considere M munido de uma métrica riemanneana e seja X o campo de vetores

de classe C" sobre M definido por
_ grad f(x)
U Jgrad f()f
Note que X tem as mesmas trajetérias de grad f, porém com parametrizacoes diferentes.

Seja 1 : [to,t1] — M uma curva solugdo de X. Um calculo imediato, a partir da regra

da cadeia, mostra que a derivada da aplicacao

[to,tﬂ — R
t — f(n®))

¢ identicamente 1. Isto significa que
f(n(t1)) = f(n(to)) = t1 — to (4.1)

Seja x € f~!(s). Como M é compacta, entao o conjunto J(z) é fechado. Por (4.1), segue
que
J(x)=[a—s,b—s] (4.2)
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As hipéteses sobre f implicam que f~!(a) é uma unidao de componentes da fronteira de

M. Defina a aplicao

F: fYa)x [a,b] — M
(x,t) — n(t—a,x).

Como f cresce ao longo das linhas do gradiente, e portanto ao longo das trajetérias de X,
segue que F' é injetiva. Por outro lado, F' é uma imersao visto que as linhas gradientes
sado transversais as superficies de nivel. Assim f é um mergulho. Finalmente, por (4.2) F'

¢é sobrejeitva. m

Figura 2. Intervalo regular.

Corolario 4.2.5 Seja M uma variedade compacta e assuma que OM = AU B, onde A
e B sao conjuntos disjuntos e fechados. Suponha que exista uma aplicagcao f: M — R,
de classe C?, sem pontos criticos e tal que f(A) =0, f(B) =1. Entao M ¢ difeomorfa a

ambos 0s conjuntos A X I e B x I.

Teorema 4.2.6 Seja M uma variedade compacta, sem bordo, de dimensdao n, admitindo
a funcao de Morse f: M — R com somente 2 pontos criticos. Entao M é homeomorfa

a esfera S™.

Prova. Sejam P, e P_ os pontos criticos e suponhamos que P,y é o maximo e P_ é o
minimo. Tome f(Py) =: z e f(P-) =: z_. Pelo Lema de Morse, existem coordenadas

x = (x1,...,%,) numa vizinhanca U, de Py, tais que f|y, tem a forma
Fa) = =t = —ad 2,

Portanto, existe b < z, tal que o conjunto D, = f~1[b,2,] é uma vizinhanca de P,
difeomorfa ao disco D" = {x € R" : |z| < 1}. Analogamente, existe um a > z_ tal que

o conjunto D_ = f~1[a,z_] é uma vizinhanga de P_ difeomorfa a D". Suponhamos que
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z_ < a<b< z, eobservemos que
0D, ~0D_ ~ S"'.

Note que, de acordo com o Teorema 4.2.4, o conjunto f~![a,b] é difeomorfo a S"~! x I.
Sejam Q) e Q_ C S™ os pdlos norte e sul da esfera, B, e B_ vizinhancas difeomorfas
a D™ de Q4 e Q_ respectivamente, e tome C := S™ — Int(B; U B_). Entao teremos
C~ 8" 1 x1IedC=0dB,;UB_. Considere um difeomorfismo hq : D, — B, e tome a

extensao de

ho‘[«)D_,r : 8D+ e aB+
a um difeomorfismo (0D, ) x I — (0B, ) x I. Como f~![a,b] é difeomorfo a S™~! x I,
entao teremos uma extensao de hy para o homeomorfismo
hi: Dy U fa,b] — B,uUC
Portanto é possivel estender
h1|8D_ :0D_ — 0B_

para o homeomorfismo D_ — B_. Essa extensao se dd segundo as diregoes radias,
como segue. Sendo gy : S"! — S"7! um homeomorfismo, entdo estendemos ¢ ao

homeomorfismo g : D™ — D" através da aplicacao

g(z) :{ x| go(x/ |z|), se x#0

0 , se =20

Assim, a aplicacio g envia cada segmento radial [0,y], com y € S"!, linearmente no

segmento [0, go(y)]. Portanto h; é uma extensao para o homeomorfismo h: M — S™. =

=

Figura 3: Fun¢ao de Morse com apenas dois pontos criticos.

Nem sempre é possivel encontrar um difeomorfismo entre M e S™. Em 1956 John
Milnor [9] encontrou um exemplo de uma variedade que era homeomorfa, mas nao difeo-

morfa, a S7. Este resultado surpreendente estimulou pesquisa sobre as chamadas “esferas

7

exéticas 7. De maneira geral, o problema de encontrar e classificar todas as estruturas



diferenciais sobre uma variedade avangou bastante, porém, ainda nao foi resolvido.
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5 Pontos criticos e adjuncao de
células

5.1 Funcoes de Morse admissiveis

Na seqiiéncia, para fazer M comportar-se como uma superficie de nivel, nés vamos

considerar fungoes de Morse com caracteristicas peculiares.

Defini¢ao 5.1.1 Diremos que uma fungio de Morse f : M — [a,b] € admissivel se
OM = f~Ya)U f~1(b), com a e b valores requlares de f.

Segue imediatamente da definicao que:

e f~!(a), assim como f~1(b), é formado pela unidao de componentes de OM;

e Se f~1(a) ou f~1(b) é vazio, entao f assume maximo, ou minimo, somente em pontos

criticos de M \ OM.

Com argumentos mais finos de Topologia diferencial, podemos mostrar que uma va-
riedade compacta tem uma funcao de Morse admissivel tomando determinados valores

constantes nas componentes de fronteira (cf. [4]).

A Figura 4 (abaixo) mostra alguns exemplos de func¢oes de Morse admissiveis sobre
uma 2-variedade, como sendo a aplicagao de projecao ortogonal no intervalo [a, b]. Observe
que se p, q sao valores regulares, p < ¢, entao a restrigao de f a f~![p,q] é também

admissivel (em [p, q]).

b

A e e

Figura 4. Exemplos de fungoes de Morse admissiveis.
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Na tltima segao, observamos que se f nao possui pontos criticos, entao M ~ f~!(a) x
1. No teorema seguinte, iremos considerar o caso em que f possui exatemente um ponto
critico. Para melhor podermos enuncia-lo, sera necessario introduzir o seguinte conceito:
por uma k-célula em M, entenderemos a imagem de um mergulho D¥ < M. Segue a

definicao formal de célula.

Definicao 5.1.2 Uma célula of de dimensdo k é um conjunto homeomorfo a k-bola
aberta {x € RF : ||z|| < 1}. Quando a dimensao k da célula é dbvia, denotaremos

em vez de a”.

Para uma boa compreencao do teorema seguinte devemos definir um importante con-

ceito topologico.

5.2 Homotopia
Sejam X e Y espacos topoldgicos e f,g: X — Y duas aplicagoes continuas.

Definicao 5.2.1 Diremos que f e g sao homotdpicas, e escrevemos f ~ g, se, e somente
se, existe uma aplicacao continua h : [0,1] x X — Y tal que h(0,z) = f(x) e h(1l,x) =
g(x), para todo x € X. A aplicagio h diz-se uma homotopia entre f e g.

Definicao 5.2.2 Dados X C Y onde X € um espago topologico, diremos que X é um
retrato de 'Y se, e somente se, existe uma aplicacao continua r .Y — X tal que para todo

re X, r(x)=ux.

Definicao 5.2.3 Dados X C Y onde X é um espaco topologico, diremos que X é um
retrato por deformacao de Y, se e somente se, existem um retrato r 1Y — X e uma

aplicacao continua h : [0,1] x Y —Y tais que:

1. para todo x € Y, h(0,x) =z e h(1,x) = r(z);
2. para todo x € X et € [0,1] teremos h(t,x) = .
Exemplo 5.2.4 S' x {0} é um retrato por deformagio de S' x R. Removendo um disco

D ao cilindro S* x R, St x {0} continua a ser um retrato de S' x R — D, mas ndo é um

retrato por deformacdo de S* x R — D.
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Figura 5. Retrato por deformacao.

Em outras palavras, um retrato por deformagao é uma homotopia h; entre idy e r,

inteiramente formada por aplicagoes que fixam os pontos de X.

Uma aplicacao continua f : X — Y diz-se uma equivaléncia de homotopia se, e

somente se, existe uma outra aplicacao continua g : Y — X tal que

gof&idx (§ fogf:/idy
A aplicacao g : Y — X diz-se uma inversa homotépica de f : X — Y . Quando existir

uma equivaléncia homotopica f : X — Y, diremos que X e Y sao homotopicamente

equivalentes.

Proposicao 5.2.5 Se X ¢ um retrato por deformacao de'Y, entao X eY sao homotopi-

camente equivalentes.

Prova. Seja r: Y — X um retrato de Y sobre X, homotdpico a idy , e designemos por

i: X — Y a aplicacao inclusao de X em Y. Entdao roi =1idx eior~idy. ®

Observacao 5.2.6 :

1. Um retrato por deformacao € um caso particular de equivaléncia homotdpica;

2. Por abuso de linguagem, diremos também que o subespaco A € um retrado por de-

formacao de X.

Antes de passarmos aos teoremas que caracterizam topologicamente um variedade,
faremos o estudo de um exemplo, que consiste no toro e na aplicagao altura nele definido.
Com isto, daremos uma idéia de como a passagem por pontos singulares de uma fungao

de Morse admissivel esta associada a adjuncao de células.
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Exemplo 5.2.7 Seja X um toro em R? obtido pela rotagdo do circulo (z—2)*+(y—2)? =
1 através do eixo y. Seja h(z,y,z) = z, a fung¢do h possui 4 pontos criticos, todos sobre
o eizo z. Um mdzimo, de indice 2, em (0,0,3), um minimo, de indice 0, em (0,0,—3) e

dois de pontos sela, de indice 1, em (0,0,1) e (0,0,—1), respectivamente.

k

Kt

| \ / J

\:3/ [ e
B

it

. Cc 1

Figura 6. O toro e a adjuncao de células.

Agora defina X® como o conjunto dos pontos x € X, tal que h(x) < a. Entdo as

sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) Sea <0=h(p), entao X* € vazio;
ii) Se h(p1) < a < h(p2), entao X* é homeomorfo a uma 2—célula;

iii) Se h(ps) < a < h(ps), entdo X* é homeomorfo a um cilindro;

NC

Figura 7.

iv) Se h(ps) < a < h(py), entao X* é homeomorfo a uma variedade compacta de genero

®

Figura 8.

um, tendo com bordo um circulo;

v) Se h(py) < a, entdo X é um toro.

Em termo de homotopias, temos:

i) — 1) Adjungao de uma 0—célula
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R

Figura 9.

b

Aqui” =7 significa mesmo tipo homotopico.

1) — 1i1) Adjungdo de uma 1—célula

Figura 10.

iii) — 1) Novamente a opera¢ao de adjungao de uma 1—célula

Figura 11.

) — v) Adjungao de uma 2— célula.

Teorema 5.2.8 Seja M uma variedade compacta e f : M — [a,b] uma funcao de
Morse admissivel. Suponha que f possui um unico ponto critico z, de indice k. FEntao

existe um retrato por deformagdao de M sobre f~1(a)Ue" tal que ¥ N f~1(a) = e e com

ek ¢ M — f7Hb).

Prova. Seja f(z) = ¢, com a < ¢ < b, entdao é suficiente provar o terorema para a
restricio de f a f~![a/,V'], onde @’ e V sao tais que a < a’ < ¢ < V' < b. De fato,
basta aplicar teorema do intervalo regular (Teorema 4.2.4) para f~'[a,d’] e f~'[b,V'].
Além disso, substituindo-se f por f(z) — ¢, podemos supor que ¢ = 0. Considere agora
uma carta local (¢,U) em torno de z, como no Lema de Morse, e tome a decomposigao
R" = R¥ x R"*. Teremos entao que, a aplicacao ¢ envia U difeomorficamente sobre um

aberto V C R¥ x R"*. Dessa forma

foo Nz,y) = —|z]> +|y?
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para todo (z,y) € V. Note que ¢(z) = (0,0) e tome g(z,y) = —|z|*+|y|>. Seja0 <d < 1
tal que V contém I' = B*(§) x B"*(§), onde B*(§) C R! é uma bola fechada de raio § e
centrada em 0. Considere em M uma métrica riemanneana que concorda em ¢~ !(T") com
a métrica induzida por ¢, oriunda do produto interno canénico em R". Se p(u) =v € T,
entao

Do(u)(grad f(u)) = grad g(v).

2
9 Tome

Seja € > 0 muito menor que ¢, de modo que € < 155-

BY:= B¥(\/) x 0= {(2,0) € R x R" ¥ : [z]> < ¢}

e seja e* := ¢ 1(B¥). Entao, a deformacido de f~![—e, €] para f~1(—¢) U ek é composta

pela colagem de duas deformacoes, como segue. Primeiramente considere o conjunto
[y = D*(Ve) x D"*(\Ve)
(Veja a Figura 12 para o caso k = 1, n = 2). Em I'; U g '[—¢, ¢/ uma deformagao

\ a '

] ]

L AR

Figura 12.

é obtida movendo-se (z,y) com velocidade constante ao longo do intervalo que une (z,y)

ao ponto (x,sy) € g~'(—€) U B¥, s € R onde

{ 0 , ose |z <e
s:=s(x,y) = :

V0?2 —€/lyl?, se x| =€

Note que esses intervalos sao os fechos de curvas-solugdes do campo de vetores X (z,y) =
(0,—2y). Essa deformacio é tranformada por ¢~'(T';) via conjugagao por . Fora do
conjunto I'y = D*(1/2€) x D"*(1/2¢) a deformacio move cada ponto com uma velocidade
constante ao longo das linhas do fluxo do campo de vetores — grad g, que alcanca g~!(—¢)U
B* em uma unidade de tempo (a velocidade de cada ponto é igual ao comprimento de
seu caminho ao longo da deformacao) .Veja na proxima figura que essa deformacao é
transportada para U \ ¢ !(T'y) por ¢ e entao é extendida sobre M \ ¢~ !(T'y) seguindo-se
as linhas do fluxo de — grad f.



45

B

L
F.

Figura 13.

Cada uma dessas linhas de fluxo alcanca f~!(—¢) uma vez que ela nao entra em I'y. De
fato, ela nao entra em I'y, visto que |z| cresce e |y| decresce ao longo das linhas de fluxo.

Assim |grad f| tem limite inferior positivo sobre o compacto

frH=e e\ Intg ™ (Ty).

Para estender a deformacao para os pontos de I'; \ 'y, é suficiente encontrar um campo

de vetores em I' que concorda com X em I'y em com —grad(g) em I' \ I';. Tal campo é

Y(ZL‘, y) = 2(:“(377 y)$a _y),

onde a aplicagao u : RF x R"™% — [0,1], de classe C*, anula-se em I'; e se iguala a 1
fora de I's. Sem dificuldade, observamos que cada linha do fluxo Y que comecga no ponto

de
(T2\T1)Ng~'[—e €

precisa alcangar g~!(—¢), uma vez que |x| é nao-decrescente ao longo das linhas do fluxo.
A deformagao global de f~![—¢, €] dentro de f~1(—e¢) U e* é obtida movendo cada ponto
de I' com velocidade constante ao longo das linhas do fluxo de Y até alcancar g~ !(e) U B*
em uma unidade de tempo e transportando esse movimento para M via ¢; enquanto
cada ponto de M \ o~ }(M) move com velocidade constante ao longo da linha do fluxo

de —grad f até alcancar f~!(¢) em uma unidade de tempo. O curso dos pontos em
f~Y(—e) Uek fica fixado. m

Ao consideramos uma aplicagdo —f : M — [—a, —b] ao invés de f, obtemos o

seguinte resultado dual ao Teorema 5.2.8.

Teorema 5.2.9 Seja f : M — [a,b] uma fun¢ao de Morse admissivel que possui um

tinico ponto critico z, de indice k. Entao existe uma (n—k)—célula en™% C M\ f~(a) tal
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que "N f7L(b) = 0e™* e existe um retrato por deformagdio de M sobre f~1(b) U e ",

Além disso, e"* pode ser escolhida e* (pelo Teorema 5.2.8) encontrando e?~* somente

em z, e transversalmente.

n—k

*

Falamos das células e* e €% como duais entre si. Na figura seguinte, destacamos os

pares duais das células.

Figura 14.

O k-ésimo tipo de uma fungao de Morse f : M — R é o nimero v, = vg(f) de pontos

criticos do indice k, 0 < k < n = dim M, assim diremos que f tem tipo (v, ..., vy).

Teorema 5.2.10 Considere f : M — [a,b] uma fungao de Morse admissivel do tipo
(vo, ..., v,) sobre uma variedade compacta. Suponha que f possui um valor critico ¢ €
[a,b]. Entdo existem k-células disjuntas e¥ € M\ f~(a), com 1 <i<wv, ek=0,...,n,

tais que e¥ N f~(a) = de¥. Além disso, existe uma retrato por deformagdo de M sobre

@ u{Ue}

5.3 Revisando a Homologia Singular
Esta secao pretende definir alguns conceitos basicos sobre a Teoria de Homologia
Singular, que serao ferramentas fundamentais para provarmos a célebre desigualdade de

Morse.

Definicao 5.3.1 No espago R™ considere os vértices

o := (0,0,0,0,0,...), v :=(1,0,0,0,0,...), wvs:=(0,1,0,0,0,...), etc

O n-simplezxo elementar A, € a combinacdo convexa



47

An:[Uo,Ul,...,Un]:{t0U0+' .o —{—tnvn | tiz(),t(ﬁ—- .o —|—tn:1}

Para 0 <1i <n, ai-ésima face AY de A, € definida como

AS) = [Uo, couy TA}Z'7 couy Un]

obtido omitindo-se a i-ésima coordenada. Temos um homeomorfismo ¢; : A,,_; — Agf),
definido pela aplicacao linear que leva vy, ..., v,_1 em vy, ..., 0;, ..., U,, preservando a ordem
dos vértices. Sendo X um espaco topoldgico, um n-simplexo singular em X é definido
como sendo uma aplicacao continua o : A,, — X. A i-ésima face ¥ de o é definida como o
(n—1)-simplexo singular ¢ : A,,_; — X dado por (i) = coe;. Paran = 0,1,2,3, temos
que Ay, A1, Ay, Az s80 respectivamente um ponto, um segmento unitario, um triangulo e

um tetraedro.

Figure 15. Simplexos.

Por exemplo, as faces de Ay = [vg, v1, V9] s80 0s segmentos [vy, vg), [vg, 2] € [vg,v1]. Se
o : Ay — X é um 2-simplexo singular, sua primeira face o(® é um caminho em X, que

parte de o(vy) e termina em o(vs).

Seja C,(X) o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos singulares, entdo um

elemento de C,,(X) é dado explicitamente por uma soma formal da forma

nior+- - +n.0,

com n; € Z, onde o; : A, — X sao n-simplexos singulares distintos. Outra maneira de
pensar em C,(X) é como o conjunto de vetores (n,) com entradas n, € Z, uma para cada
n-simplexo singular ¢ : A,, — X, de modo que n, # 0 somente para um nimero finito de

entradas. A soma é feita componente a componente.

Defini¢ao 5.3.2 Definimos o bordo 0, : Cp,(X) — Cp_1(X) como sendo o homomorfismo

de grupos abelianos dado por
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&
5
i
N
=
gl

0<i<n

Assim verifica-se que esta convencao de sinais implica que
Op—100, =0<=1im 0, C ker O,_1.

Definimos o n-ésimo grupo de homologia com coeficientes em Z, denotado por H,(X,Z),

ou simplesmente por H,(X), como sendo o quociente

_ ker 0,1

H,(X): :
m O,
Por exemplo, se o,p,7 : Ay — X sao trés caminhos “fechando um lago”, isto é, com

o(vy) = p(vg), p(vy) = 7(vg) e T(v1) = o(vg), entdo

s:=0—p+T € ker O

pois

0s = o(v1) — o(vo) + p(v1) — p(vo) + 7(v1) — 7(v) = 0.

Se ocorrer de que o, p, 7 sao os lados de um “triangulo”, isto é, existe um 2-simplexo
singular 1 : Ay — X com (© = g, ) = p e ) = 7, entdo s = 01 e portanto a
imagem de s em H;(X) serd 0. Isto estd em conformidade com a idéia de que o Hy mede
buracos do tipo limitado por lacos, pois o lago correspondente a s é restricao de uma
aplicacao continua ¢ : Ay — X e portanto é homotépico a 0. Estar no ker de 9, é uma
maneira algébrica de dizer que os caminhos correspondentes formam um lago; estar na

imagem de 0, indica que este laco é homotdpico a 0.

Se f: X — Y é uma aplicacao continua, temos um homomorfismo de grupos

Hy(f): Ho(X)— Hy(Y)
o] = [feod]

onde [o] denota a imagem do n-simplexo singular o em H,,(X), e similarmente para [foo].

Propriedades da Homologia. Para efetivamente calcular os grupos H,(X),

precisamos introduzir uma espécie de “homologia relativa” a um subespaco, como segue.
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Sendo X um espaco e A C X um subespaco, seja C,(X,A) o grupo quociente
Cn(X)/Cr(A). Se a aplicagdo do bordo 0 : Cp(X) — C,_1(X) toma valores em
Cr(A) e os envie em C,,_1(A), isso induz uma aplicagdo do bordo nos grupos quocientes

0:Ch(X,A) — C,_1(X, A), de onde segue a existéncia da seqiiéncia exata de complexos

0 — Cu(A) — Co(X) — Ca(X/A) — 0, (5.1)

Definimos o n-ésimo grupo de homologia de X relativo a A como
Ho(X/A) = H,(Cu(X/A)

Podemos interpretar esta situagao relativa como a que obteriamos “reduzindo A a um tnico
ponto” . Por exemplo, se o : A} — X é um l-simplexo singular com o(vy), o(vy) € A,
entdo 010 = o(v1) — o(vy) € Cy(A), que se anula em Cy(X/A). Portanto [o] € C1(X/A)
satisfaz [o] € Ker 0;, mesmo que o caminho definido por o nao seja um lago em X. Mas

o é um “laco relativo a A”.

A importancia dos grupos de homologia relativa reside no fato de que, a partir da
seqiiéncia exata de complexos (5.1), podemos mostrar a existéncia de uma seqiiéncia

exata longa

c— Hy(A) — Hy(X) — Hy(X/A)
— Hi(A) — Hi(X) — H(X/A) (5.2)
— Ho(A) — Ho(X) — Hy(X/A) —0

que fornece informagoes sobre os grupos H,(X) a partir dos grupos “menores” H,(A) e
H,(X/A). Em muitos casos, as informagoes obtidas a partir da seqiiéncia exata acima sdo
suficientes para se calcular H,,(X). Por exemplo, se A é um ponto de X, entao H,,(A) =0

para n > 1.

Definigcao 5.3.3 Dada uma seqiiéncia de grupos A, e de homomorfismos «, : A, —

A,_1, representada por

A07

N AnJrl Qp41 A, Oﬁz} Apny NN

entdo a seqiéncia de homomorfismo € dita se evata se Ker o, = Im a,1, para todo

n € N.

O fato de uma seqiiéncia ser exata possibilita diversas conclusoes sobre os grupos nela

envolvidos, por o exemplo:
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1. 0 A «a B éexatase Ker a,, =0, i.e. , « é injetiva;
— —

2. B a A 0 éexatase Im a = B, i.e., a é sobrejetiva;
— —

3.0 A o B 0 é exata se a é um isomorfismo (segue de 1.) e 2.)).
— — —

Definicao 5.3.4 Seja A um subespaco de um espaco topoldgico X e F um corpo. Para
todo inteiro n, denotaremos por H, (X, A;F) o n-ésimo grupo de homologia do par (X; A)

sobre o corpo IF.

Quando nao restar dividas a respeito de qual é o corpo na holomogia em questao,
denotaremos o n-ésimo grupo de homologia relativa apenas por H,(X;A). Paran < —1
, H,(X;A) = 0, para n > 0, os grupos de homologia serdao espagos vetoriais sobre
F. Denotaremos por f : (X;A) — (Y;B) a toda aplicagdo continua f : X — Y tal
que f(A) C B. Para tais fungoes, podemos sempre considerar o seguinte homomorfismo

induzido:

fo Ho (X5 A) — Hy (Y5 B).

Enunciaremos algumas propriedades concernentes aos homomorfismos f, e d,, que sao
resultados classicos da homologia singular. Tais resuldados podem ser tomados como
axiomas para construcao de uma teoria de homologia abstrata. Neste caso eles sao con-

hecidos como axiomas de Filenberg-Steenrod.

Teorema 5.3.5 Seja X,Y espacos topologicos com C C A C X, D C B C Y. Entao

existe um operadores de bordo
Op: Hy(X;A) — H, 1(A;C) e 0,:H,(Y;B)— H, 1(B;D)

tais que

o Id, = Id;
® (90 f)n=9no fu;
e O diagrama abaixo é comutativo

Hy(X;A) % H,(Y;B)
a, | 0, |
H, o (A;0) Y=t g (B D)
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e (exatidio) Sejam

i:(A4;0)— (X;0) e j:(X;0)—(X;A)
aplicacoes de inclusao, entao a seqiiéncia de homologia

s Ho (X A) 8 H(4,0) 2 Hy(X50) 25 Hy(X;4) —
€ exata.

e (Invariancia homotdpica) Se f e g sao homotdpicas (i.e., f = h(0;.), g = h(1;.)
para alguma aplicag¢ao continua h : [0;1] x (X; A) — (Y; B), tal que h([0;1] x A) C
B),entdo f, = gn;

e (Lema da excisio) Dado (X; A), seja U um subconjunto aberto de X tal que U C Int

A. Se (X —U; A—=U) entao a aplicagdo de inclusao induz um isomorfismo

H,(X -U;A-U) = H,(X;A);
e Se P é um ponto do espago, entio H,(P) =0, paran # 0 e Hy(P) = Z.

Recorde que o Hy(X, A;F) é um espago vetorial sobre F, cuja dimensao serd denotada
por \*(X, A;F). Quando F for um corpo racional Q, estes serdo chamados de nimeros
de Betti de (X, A). Se esses ntiimeros sao finitos, e somente uma quantidade finita nao se

anula, entao a caracterista de Euler de (X, A) é definida por

oo

= (—DF(X, A F).

k=0

Quando X é uma variedade compacta e A é uma sub-variedade, entao x’'(X, A) é definida

e independe do corpo F.

Passaremos agora as desejadas desigualdades de Morse.
Teorema 5.3.6 Seja f : M — [a, b] uma fun¢do de Morse admissivel do tipo (v, . .., vy,)

sobre uma varidade compacta. Seja F um corpo e defina By := dim Hy(M, f~'(a);F).
Entao

i) S (=) > S (=) By, para 0 < m < n;
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i) 3 heo(—1) v = 35 _o(=1)"Bs = x/(M, f~'(a))
Antes de provarmos o teorema, vamos chamar a atencao para os seguintes corolarios.

Coroléario 5.3.7 Seja M uma variedade compacta, f : M — [a,b] uma fun¢ao de Morse
admissivel do tipo (vo,...,v,), tal que f~a) = 0, e By = dim Hy(M,F), onde F é um
corpo. Entao (1) e (2) do Teorema 5.3.6 sao vdlidos. Em particular a soma alternada

dos tipos de mimeros € igual a caracteristica de Euler x'(M) = p_,(—1)"vy.

Observe que, de acordo com o lema de Morse, vg(f) = vn—k(—f), de onde segue o

seguinte resultado.

Corolario 5.3.8 A caracteristica de Fuler de uma variedade compacta de dimensao im-

par e sem fronteira € 0.

Prova. Seja f: M — R uma fungao de Morse do tipo (vo,...,v,). Seja a < f(x) < b
para todo x € M e suponha que f : M — [a,b] seja uma fungao de Morse admissivel
(note que, de acordo com a topologia diferencial, uma tal fu¢ao sempre existe, cf. [4]).

Entao, pelo Teorema 5.3.7 aplicado a f e —f teremos

= (=1)" ) _(=1)" "o, k(=f)
= —X'(M)

A desigualdade i) no Teorema 5.3.6 pode ser convenientemente arranjada como segue:

Tome 6}, := v, — [, entao

00 >0
01 >0 >0
0y > 01— 09 >0

e em geral

Omt1 = Oy — Oy + -+ + (—1)" .
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Em particular, 0, > 0, k =0,...,n e isso prova o seguinte resultado:

Corolario 5.3.9 No Teorema 5.3.6 € 5.3.7 v, > Bp, k=0,...,n.

Antes de provarmos o Teorema 5.3.6 faremos uma pequena digressao a respeito de
separagao de pontos criticos. Diremos que uma funcao de Morse f separa pontos criticos,
isto é, f(z1) # f(z2) se z1, 29 sdo pontos distintos. Quando podemos encontrar uma
perturbagao de f em vizinhangas disjuntas U; C M \ OM de pontos z;. Defina uma

funcao g : M — R do seguinte tipo: Fora da unigao dos U;, g = f e em U; nés temos

g(x) = f(z) + eidi(x)

onde a aplicacdo \; : M — [0, 1], de classe C*, tem suporte em U; e é igual a 1 em
uma vizinhanca de z; enquanto ¢; > 0. Como o méximo de ¢; tende para 0, g — f em
C?(M,R). Assim para ¢; pequeno, g serd uma funcao de Morse tendo os mesmos pontos
criticos de f e essa tera o mesmo indice. Note que podemos escolher os €;s de forma que

g separe os pontos criticos z;.
Prova do Teorema 5.3.6.

De acordo com a digressao do paragrafo anterior, sem perda de generalidade, podemos

supor que f separa os pontos criticos zi,...,2,. Tome f(z;) = ¢; e considere os pontos
criticos de forma crescente com relagao aos valores criticos em que a < ¢; < --- < ¢, < b.
Se k; ¢ o indice de z;. Considere valores regulares ay, ..., a, tais que

a=ap; a1 <¢ <a; a,=>

Tome A = f~Y(ag), X; = f~Yao, a;]. Assim X; é obtido de X;_; adjuntando uma k;-célula,
que denotaremos por
Xi = Xz;l U €ki.

Defina «a(i, j) = dim H;(X;, X;_1), onde o grupo de homologia sempre tem coeficientes
no corpo F. Pelo Lema da excisao do Teorema 5.3.5

Hi(X;, X;_1) ~ H;(D* oD").

Portanto

(i) 1, se i=F;
alt, j) =
0, se t#k;

Defina (i, j) = dim H;(X,, A). Assim X; é obitdo por A adjuntando células de dimensao
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<mn, B(i,7) = 0 para i > n. Considere a seqiiéncia exata da tripla (X, X;_q, A):

O — Hn(Xj_l,A) — Hn(XJ,A) — Hn(ijXj—l) —

Hn,1<Xj,1, A) L H()(Xj, Xjfl) — O

Isso implica exatamente que a soma alternada das dimensoes dos espacgos vetoriais na
seqiiéncia tende a zero. Agrupando 3 termos de cada vez nesta soma terermos:

n

0= 3 (~1)[BG.5 — 1) - B(0. ) + oli. )]

Tomando-se a soma sobre j teremos
> (=1 [Z a@-,j)] = > _(=1)'[8(i.n) - 5, 0)]

i=0 j=1 i=0

n

(—1)'5;

0

)

porque ((i,n) = f; e $(4,0) = 0. Observando que > . ja(i,j) é o nimero de j €
{1,...,n} tal que k(j) = i, que é v;. Portanto

i=0 i=0
Isso prova a parte ii) do Teorema 5.3.6. A prova de i) é similar, a partir da seqiiéncia

exata

0— Km,j — Hm<Xj_1,A) — Hm(XJ7A) — Hm(Xj;Xj—l)

onde o primeiro termo é o Nucleo de H,,(X;_1, A) — H,,_1(Xj, A) e o resto da seqiiéncia

¢ como antes. Seja k,, ; = dim K, ;. Entao k,, ; é dado pela soma exata abaixo:

Fng = D _(=1)[8(i,5 = 1) = B, §) + (i, )]
i=0
Tomando-se a somo sobre os j = 1,...,n, teremos
D kg + > (DTG =) (=)l §) = Y (1)
j=1 i=0 i=0 i=0

que implica i) desde que k,, ; > 0. Assim a prova do Teorema 5.3.6 estd completa. =
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Para os que estao afeitos ao conceito de indice de um campo de vetores, o proximo

resultado é uma aplicagao do Corolario 5.3.7. Trata-se de um célebre Teorema de Heinz
Hopf.

Corolario 5.3.10 Sendo M uma variedade compacta sem bordo e X um campo de vetores

com singularidades isoladas, entao

X(M)= Y Ind,X

peSing(X)

Prova. A caracteristica de Euler pode ser calculada para qualquer campo de vetor X
sobre M que possua uma quantidade finita de zeros. Tome X = % grad f,onde f: M —
R é uma funcao de Morse e o gradiente é tomado a partir de uma métrica riemaneana

sobre M, de tal forma que perto de cada ponto critico de indice k é introduzido em R™ por

coordenadas de Morse. Seja p um ponto critco de indice k e (z1,...,x,) as coordenadas
de Morse em p = (0,...,0). Entao teremos

fla) = —af = —af by oo+ ()

X(x) = (=21, ..oy =Tk, Tht1y - - -, Tn)-

Como X ¢é o produto cartesiano do campo de vetores Y C R*¥ e Z C R"*, definidos

respectivamente por Y (y) = —y e Z(z) = z, entao
IndyX = (IndyY)(IndyZ) = (=1)F -1 = (=1)"

Dessa forma, Ind,X = (—1)* para todo p € Sing(X) = {p € M : X(p) = 0}. Portanto,
a soma dos indices dos zeros de X e >, (—1)*v, onde vx é 0 niimero de pontos criticos

de indice k. Pelo Corolario 5.3.7 essa é a caracteristica de Euler. m
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6 CW-Complexos

6.1 Complexos Celulares

O teorema fundamental da teoria de Morse relaciona a estrutura dos pontos criticos
de uma funcao de Morse f : M — R com a existéncia de uma decomposicao da variedade
M em células, associando uma célula a cada ponto critico, com dimensao igual ao indice
do respectivo ponto critico. A abordagem tradicional (cf. [9]) faz uso do conceito de
CW-complexo, para traduzir esta relacao. O conceito de CW-complexo, introduzido por
J. H. C. Whitehead, descreve essencialmente um espaco topolégico X munido de uma

decomposi¢ao em conjuntos fechados
GCXyCX;C .. Xy C..CX=U2) X, ,

onde cada X; é obtido de X;_; por adjuncao de um numero arbitrario de células de
dimensao i. O acronimo “CW?” vem do inglés Closure finite - Weak topology, onde “closure
finite” significa que o bordo de cada célula de dimensao i esta coberto por uma uniao finita
de células de dimensao i — 1, e “weak topology” quer dizer que X possui a topologia mais

fraca que torna fechados os subespacos X; e continuas todas as células.

Essencialmente, um complexo celular é uma generalizacao das estruturas usadas para
representar modelos da modelagem geométrica: é uma colegao consistente de células (vér-
tices, arestas, faces...). No detalhe, triangulagoes de espagos toplégicos ou malhas 3D sao

complexos celulares (cf. Figura 16).

-

v

Um toro triangulado. Uma construgéo de um
toro com 4 células.

Figura 16. Complexos celulares e malhas 3D.
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Sejam X e Y espacos topolégicos e A um subespaco de Y. Dada uma fungao continua
f+A— X, defina o espago Z := X |J; Y como sendo o espaco quociente X |JY/ ~, onde
o simbolo | J significa unido disjunta e a relagdo de equivaléncia ~ é dada por y ~ f(y)
para todo y € A. Z é chamado uma adjun¢io de Y em X através da aplicacao f (ou
através de A, se a aplicagdo f estiver implicita). Esta construgao tem o efeito de “colar”

o subespaco A de Y na sua imagem em X através da f.

Definicao 6.1.1 Sejam X um espago topoldgico, D* um k-disco fechado, S*~1 = dDF e
@0 : S* 1 — X € uma aplicacdo continua e Y a adjunc¢do Y := XUSO.D’“. Entao diremos
que Y € obtido de X colando uma k-célula, através da aplicacdo . A imagem o de D*
em Y é chamada de k-célula fechada, e a imagem int(c*) de int(D*) := DF\ S*=! ¢ q

correspondente k-célula aberta.

Observagao 6.1.2 Se k = 0, entdo a definicdo anterior reduz-se a afirmacdo de que Y
¢ a uniao disjunta de X com um espaco unitdrio. Mais geralmente, diremos que Y é
obtido de X colando células se Y é homeomorfo a uma adjuncio X |J{p;} DXi | onde as

aplicagoes {¢;} de X sdo definidas no bordo de esferas de discos fechados {Dk’}

6.2 CW-Complexos

Definicao 6.2.1 Diremos que um espaco topologico X € um CW -complezo, se for um

espaco de Hausdorff satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Existem subspacos encaizantes

XOcxMWcx®@c...

tais que X = UnzoX(n) ;

2. XO ¢ um espaco discreto e X™ ¢ obtido de XV através da colagem de uma

cole¢io de n-células, digamos {o;" :i € I,,}, para todo n > 1;
3. Toda célula fechada estda contida numa uniao finita de células abertas;

4. X tem a topologia fraca com relagao a colecdo de todas as células. Isto €, A C X
¢ fechado em X se, e somente se, a intersecao de A com toda célula fechada o €

fechada em o, com relacao a topologia induzida.
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(") ¢ chamado n-esqueleto de X. Os pontos de X° sdo chamados de

O subespago X
vértices, ou 0-células . Uma escolha particular de esqueleto e aplicagoes de colagem para
as células é chamada uma estrutura C'W no espaco. Um CW-complexo é dito finito
(respect. infinito) se o numero de células é finito (respect. infinito). Se X = X", para
algum n € N, o CW-complexo ¢é dito de dimensao finita; quando isto ocorrer, diremos

que a dimensao de X é n.

Definicao 6.2.2 Sejam X um CW -complexo e A C X, entdo diremos que A é um sub-
CW -complexo de X se, e somente se, for um subconjunto fechado formado pela unido de
células de X.

Defini¢ao 6.2.3 Chamamos CW-par a um par (X; A) onde X é um CW -complexo e A
€ um sub-CW -complexo de X.

Intuitivamente, X é um C'W-complexo se este puder ser construido comecando-se de
um espago discreto, primeiramente colando-se 1-células, depois 2-células e assim sucessi-
vamente. Note que a definicao acima nao permite colar k-células antes de h-células, se
k> h.

Exemplo 6.2.4 Dado X = R, podemos considerar em R uma estrutura natural de CW -
complexo como seque: tomando as 0-células e 1-células como sendo, respectivamente,

0, ={n} eo,! =[m;n+1], n € Z (ver figura 17).

Figura 17. 0-células e 1-células em R.

Exemplo 6.2.5 Seja X = S, entdao S™ possui uma estrutura de CW -complexo dada por

uma 0-célula e uma n-célula, ou seja, S™ = o® U o™.

Figura 18. A estrutura de CW- complexo na esfera S™.
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Teorema 6.2.6 Seja M uma n-variedade compacta e f : M — [a,b] uma fun¢do de
Morse admissivel do tipo (vo,...,v,), tal que OM = f~1(b). Entio M tem o tipo ho-
motopico de um CW -complezo finito, possuindo exatamente vy células de cada dimensdo
k=20,...,n.

Prova. A prova é por inducao sobre o nimero de valores criticos. Se ¢; é o menor valor
critico, entao ¢; é o minimo absoluto de f porque f~*(a) é vazio. Escolha a < ¢; < ay, tal
que ¢; é o unico valor critico dentro de [a,a;]. Entao f~'[a, a;] tem o tipo homotdpico de
um conjunto de pontos discretos pelo Teorema 5.3.6, de fato, f~![a,a;] é a uniao disjunta
de n-discos. Este é o primiero passo da inducao, as etapas seguintes seguem do Teorema
5.3.6. m

Usando a mesma idéia, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 6.2.7 Seja M uma n-variedade compacta, entio (M,0M) tem o tipo homotdpico

de um CW -complexo de dimensdo < n.

O resultado acima nao requer a hipétese de compacidade da variedade em geral. No
entanto sua prova é mais complicada, exigindo a idéia de triangulacao. Nao a faremos

aqui por fugir ao escopo deste trabalho.

Teorema 6.2.8 Seja M uma variedade compacta e A C M uma subvariedade compacta,

0A =0M = 0. Entio (M, A) tem o tipo homotdpico de um CW -complezxo.

Prova. Seja N C M uma vizinhanca tubular fechada de A. Assim N é uma subvariedade
fechada com fronteira admitindo A um retrato por deformacao e (M, A) tem o mesmo
tipo de homotopia de (M, N). Seja P = M \ N; entdo )P =N = PUN e PUN = M.
Pelo Teorema 4.2 (P,0P) e (N,0N) tem o tipo homotépico de um CW-complexo; isso

implica Teorema 4.4. m
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