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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo estudar o modelo Auto-Regressivo de Valores
Inteiros de Ordem 1 (INAR(1)), proposto por Al-Osh e Alzaid (1987), no contexto
de raiz unitdria (RU). O popular teste de RU proposto por Dickey e Fuller (1979)
é considerado no estudo para testar o processo INAR(1). Algumas propriedades do
modelo também sao obtidas. Através de ensaios de Monte Carlo, o poder do teste de
Dickey-Fuller sob o processo INAR foi avaliado, e o processo AR(1) foi considerado
para efeito de comparacao. Os resultados empiricos evidenciaram que o desempenho
do teste depende do tamanho da amostra e dos parametros do modelo INAR(1).
Para pequenos tamanhos amostrais (n < 200), o uso do teste com a especificagdo
correta do modelo resulta em um teste mais poderoso, quando comparado com o
modelo AR(1). Entretanto, para grandes tamanhos amostrais (n > 200), o teste nao
mostrou diferen¢a quanto & especificagdo correta ou nao do modelo INAR(1), isto
é, o poder do teste para esse modelo mostrou-se equivalente ao do modelo AR(1),
o que ¢ esperado do ponto de vista tedrico. O estudo empirico motivou a aplicagao
da metodologia a uma série real.
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ABSTRACT

This work has as main objective to investigate the study of the Integer-Valued
Autoregressive model of order one (INAR(1)), proposed by Al-Osh and Alzaid
(1987), in the context of unit root. The popular test of unit root proposed by
Dickey and Fuller (1979) is considered in the study to test the INAR(1) process.
Some properties of the model are also obtained. Through Monte Carlo experiments,
the power of Dickey-Fuller test under the INAR process was evaluated, and the
AR(1) process was considered for comparison purpouses. The results have showed
that the test performance depends on the size of the sample and on the parameters
of the INAR(1) model. For small sample sizes (n < 200), the test with the correct
model specification results in a more powerful test compared with the AR(1) model.
However, for large sample sizes (n > 200), the test has showed no difference on
the correct model specification, that is, the power of the test for the INAR model
has given equivalent power of the AR(1) model. The empirical study has led to an
application of the methodology to a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos usuais de séries temporais, tais como o processo estacionario Auto-
Regressivo Média Mével (ARMA) (Box e Jenkins, 1970), assumem que as marginais
sao continuas, e em geral de distribuigao Gaussiana. Essa suposicao ¢ inapropriada
para modelar séries temporais com marginais discretas, usualmente definidas como

séries temporais de contagem.

Esta pesquisa dedica-se ao estudo do processo Auto-Regressivo de Valor Inteiro de
Ordem 1 (INAR(1)), introduzido por Al-Osh e Alzaid (1987, 1988), quando o mesmo
apresenta raiz unitaria. O principal objetivo é verificar o comportamento do teste
Dickey-Fuller (DF) (1979) no modelo INAR(1). O teste DF tem sido um dos mais
populares procedimentos para testar a presenca de raiz unitaria em modelos Auto-
Regressivo de Ordem 1 (AR(1)) e, na literatura, existem indmeros artigos e livros

publicados com dedicacao a essa importante vertente de investigacao.

Diversos trabalhos sobre diferentes metodologias para séries temporais de contagem
tém sido propostas, podem-se citar Wedderburn (1974), Liang e Zeger (1982),
Jorgensen (1983), Zeger (1988), McCullagh e Nelder (1989), entre outros. Den-
tre essas, o estudo de séries temporais de valores inteiros (contagem) tem chamado
a atencao por sua importancia em modelar séries de diversas areas do conhecimento.
Em destaque, podem-se citar as areas de medicina e de economia. Em ambas as
areas, séries temporais de contagem aparecem de forma natural. Como exemplo, na
medicina, o nimero de pessoas internadas por causas epidemiologicas. Na econo-

mia ¢ comum estudar o nimero de acoes vendidas em um periodo, o nimero de



patentes registradas, o nimero de incidentes causados em navios, o nimero de aci-
dentes aéreos, o numero de carros roubados, o nimero de passageiros transportados

por uma empresa entre muitos outros exemplos.

Os estudos iniciais para modelar séries temporais de valores inteiros sao baseados
no processo INAR(1). Inferéncias sobre o modelo foram considerados nos artigos
de Brannés (1994, 1995a, 1995b). Brénnés e Hall (2001) estenderam o modelo pro-
posto por Al-Osh e Alzaid (1988) denominado como modelo Média Mével de Valores
Inteiros (INMA). Na mesma diregao, Alzaid e Al-Osh (1990) propuseram o INAR
de ordem p, isto é, INAR(p).

Silva e Oliveira (2004) investigaram momentos ¢ cumulantes de grande ordem do
modelo INAR(1). As autoras estenderam o estudo no contexto do dominio da
freqiiéncia. Ferland, Latour e Oraichi (2005), com base no modelo INAR, estudaram
o processo com erros GARCH. Jung, Kukuk e Liesenfeld (2006) investigaram, em-
piricamente, varios modelos para processo de contagem e analisaram como exemplo
a série de numeros de atendimentos hospitalares por causas respiratérias. Outras in-
formagoes sobre o INAR podem ser observadas em Du e Li (1991), Jung e Tremayne
(2001), Zheng, Basawa e Datta (2006). As recentes produgoes bibliograficas, Subba
Rao (1993), Kedem e Fokianos (2002) e Winkkelmann (2003) apresentam teoria,

procedimentos e aplicagoes do processo de contagem.

O estudo de processos de contagem tem sido na atualidade uma das areas de grandes
destaques em diferentes campos de atuacao. Em geral, as pesquisas dedicam-se a
formulacao e propriedades de modelos, estimacao, testes e distribuicoes assintoticas
dos estimadores dos modelos para diferentes distribuigdes marginais discretas. As
metodologias bem definidas para séries temporais discretas com marginais continuas
estao sendo consideradas para series temporais de contagem. Portanto, os estudos
nessa area necessitam ainda de muita investigacao, tornando-a uma linha de pesquisa

bastante interessante com grande impacto cientifico.



No que tange a raiz unitaria em processo de contagem, a literatura ainda ¢ bastante
restrita. Hellstrom (2001) é a referéncia pioneira na area. O autor investigou a
distribui¢ao empirica do teste DF no modelo INAR(1). Esse artigo foi a motivagao
da presente dissertacao com a extensao do estudo no sentido de verificar o poder do
teste de DF em processos INAR(1) com marginal de Poisson de diferentes valores
do parametro A e do tamanho amostral. Em sintese, a investigacao de Monte Carlo
indicou que o teste DF apresentou bom desempenho em processos INAR(1). Esse
estudo empirico suporta o uso do teste DF mesmo para séries temporais onde as
distribui¢des marginais nao seguem a familia Gaussiana. Como motivacao de uso
da metodologia, a série de veiculos produzidos no Brasil, periodo de 1957 a 2007,

fol analisada.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma: Capitulo 2 apresenta alguns
conceitos de processos, funcoes de autocorrelacao e outras definicoes em séries tem-
porais. Capitulo 3 dedica-se ao modelo AR(1) e o Capitulo 4 sumariza o teste de raiz
unitdria. O processo de contagem INAR(1) é a motivagdo do Capitulo 5 onde sao
discutidas as propriedades desse modelo. Os Capitulos 6 e 7 apresentam os resulta-
dos numéricos e aplicacao da metodologia proposta, respectivamente, e o Capitulo

8 descreve as conclusoes.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos como defini¢oes de espago de proba-
bilidade, processos estocasticos e funcoes de autocorrelacao e autocorrelacao parcial
de séries temporais. Em adicao, sao discutidos diferentes propriedades de processos
Médias Méveis finito (MA(M)) e infinito (MA(o0)). Maiores informagoes sobre as
definigoes abordadas ver Fuller (1976).

2.1 Espacos de Probabilidade

Definicao 2.1.1. O conjunto € de todos os resultados possiveis de um experimento

aleatorio € chamado espaco amostral.

Definicao 2.1.2. Seja A um subconjunto do espaco amostral 2 e A a colecao de
todos os subconjuntos de A. Diz-se que A € um evento do espaco amostral e A é

chamado espacgo de eventos.

Definigao 2.1.3. Uma cole¢do nao vazia A de subconjuntos de ) é dita ser uma

o-dlgebra se satisfaz:
1. Se A C A entao A° C A, onde A° é o complementar de A;

2. Se A1,A,,... C A € uma sequéncia enumerdvel de eventos em A, entao

U?Zl Az C ./4,'
3. e A

Definicao 2.1.4. Seja ) um espaco amostral e A um evento do espago amostral.

A fungao de probabilidade P(-) € uma funcgdo que satisfaz os axiomas:
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Al. P(A) >0, para todo A € A;
A2. P(Q) =1;

A8 Se Ay, Ay, ... € A éuma sequéncia enumerdvel de eventos em A e A,NA; = &

para todo i # j, entdao P <U Ai) = Z P(A;).
i=1

i=1
Definigao 2.1.5. Um espa¢o de probabilidade € o trio (Q,A, P), onde Q é um
conjunto nao vazio, A é uma o-dlgebra de eventos de 2 e P é uma funcdo de

probabilidade definida em A.

Embora seja possivel enumerar, teoricamente, todos os resultados de um experi-
mento, na pratica isso pode ser inviavel. Para cada resultado w do experimento sera

atribuido um nimero real X (w).

Definicao 2.1.6. Uma varidvel aleatoria X é uma fun¢ao de valor real definida em
Q tal que o conjunto {w : X(w) < z} C A é uma o-dlgebra de eventos, para todo

z € R.

Definicao 2.1.7. A funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria X,
denotada por Fx(-), é definida como uma fun¢ao com dominio em R e contradominio

[0,1] que satisfaz Fx(x) = P({w : X(w) < x}) para todo x € R.

2.2 Processos Estocasticos

Definicao 2.2.1. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade e T um conjunto de
indices. Um processo estocdstico é uma funcao real X (t,w) definida em T x € tal

que, para cada t fivo, X (t,w) € uma varidvel aleatéria em (Q, A, P).

A funcao X (t,w) é frequentemente escrita como X;(w) ou X;. Um processo es-
tocdstico pode ser considerado como uma familia { Xy; ¢ € T'} de varidveis aleatérias.
Se t assume valores em um intervalo continuo real (finito ou infinito) tal que 7" é
subconjunto de R, X, é definido como processo de parametro continuo. Se t assume
valores em um conjunto discreto, tipicamente, t € Z, entao X; é definido como

processo de parametro discreto.



Para cada w fixo, X (¢, w) é uma fungao real de ¢, denominada realiza¢ao do processo
ou série temporal. Para cada t, X; é uma variavel aleatéria associada a uma
distribuicao de probabilidade. Se X; é uma variavel discreta, as propriedades da
variavel serao especificadas por uma distribuicao de probabilidade discreta. Nesse
contexto, X; é definida como série temporal de contagem. Se X; é uma variavel

continua, suas propriedades serao descritas por uma funcao de densidade de proba-

bilidade.

Definicao 2.2.2. Sejam X;,,© = 1,2,...,n varidveis aleatorias com ty,tq,...,t, €

T. A fungao de distribuicao conjunta de {Xy,, X4,,..., Xy, }, € definida por
Fth,Xt2,...,th (a:tl,xt2, N 7[Etn> = P{th S l‘tl, Ce ,th S l‘tn}. (21)

Definigao 2.2.3. Um processo {Xi;t € T'} € dito estritamente estaciondrio se

Fth,XtQ,.-.,th (xtu Ltyy - 7xtn) = FXt1+haXt2+h7~--7th+h (mtnxtw s 7'rtn>7
ou seja, se a fungao de distribuicio conjunta de (Xy,Xy,,...,Xy,) €
(Xty1hy, Xigths -, Xi,+n) G0 iguais para todo h € Z e para todo ty,ty, ... t,.

Se {Xy;t € T} é um processo estocdstico estritamente estaciondrio com
E[|X}:|] < oo para todo t, entao o valor esperado de {X;} é constante, pois a funcdo
de distribuigao conjunta é a mesma para todo t. Da mesma maneira, se E[X?] < oo,

entao a variancia de {X;} é constante para todo t.

Definicao 2.2.4. O operador diferenca A € definido como
AXt - Xt - thl-
A d-ésima diferenca € dada por

AdXt - AdilXt - Adilthl.



Definicao 2.2.5. O operador de retardo, denotado por B, é definido como
B*X, = X, 4.
Observe que

(1-B)X; =X, — X;_1 =AX;, ouseja, A=1—B.

2.2.1 Funcgoes de Autocovariancia e de Autocorrelacao

Definigao 2.2.6. Seja {Xy;t € T} um processo estocdstico. A média do processo é
definida por E[X;] = p, a variancia por var{X;] = E[X; — ]* = 07 e a funcgdo de

autocovariancia por

7(t17t2) = COU(Xt17Xt2) = E[th - E[th]]E[th - E[th]]'

A funcao de autocovariancia (FAC) pode ser escrita como

Yt ta) = E[Xy, — E[Xy, JE[Xy, — E[X,,]]
= E[X, X, — X, F[X:,] — X, E[Xy,] + E[X,|E[X4,]]
= E[X,X,,| — E[ X, F[Xy,]| — FIX,E[ X, + B[ X, |E[X4,]
= E[X, X, — EF[X,|E[Xy,| — B[ X, |E[Xy,] + B[ X E[Xy,]

= E[thth} - E[th]E[XtQ]'

Um processo estocastico é completamente definido em um sentido probabilistico se
a distribuicao (2.1) é conhecida para qualquer conjunto finito de variaveis aleatdrias
(X4, X4y, ..., Xy,). Porém, na prética isso nao acontece, e adota-se o processo

fracamente estacionario, o qual é definido a seguir.
Definigao 2.2.7. O processo {X;t € T'} € dito fracamente estaciondrio se
i. B[X?] < oo, Vt €T,

ii. E[X:] = p, onde p é constante para todo t € T';



iii. Y(t1,t2) = cov{Xy,, X4, } € uma funcao de |t; — to|, Vi, to €T .

No caso do processo ser fracamente estacionario também pode-se escrever a fungao

de autocovariancia como y(h) = cov(Xiip, X¢). Claramente,
7(0) = cov(Xy, X;) = E[X?] — E[X;]* = var[X;].

Proposicao 2.2.1. Seja {X;;t € T} um processo fracamente estaciondrio com
média E(X;) = 0 e funcdo de autocovariancia y(h) = E[X;Xin]. A funcao ~(+)

satisfaz as propriedades:
i. 7(0) = 0;

ii. v € par, isto €, y(h) = y(—h);

Demonstracao:
i. 7(0) = E[X;X;] = E[X?] = var{X;] > 0;

Tomando t' =t + h, tem-se

v(h) = E[Xi Xisn] = E[Xp-nXv] = y(=h).

11. Dado que

0 < E[(Xpn+ X0)?] = E[X7, +2X00. X, + X7
= B[X7,,) +2B[X10 X, + BX7]

— E[Xt+hXt+h] + QE[Xt-‘tht] + E[XtXt]
Entao,
7(0) + 2y(h) +~7(0) = 0,

portanto,

¥(0) +~v(h) > 0. (2.2)



Um raciocinio andlogo para E[(X, — X¢)?] mostra que

7(0) =~(h) = 0. (2.3)

De (2.2) e (2.3) obtem-se v(0) > —v(h) e v(0) > ~(h), ou seja, v(0) > |y(h)|. O.

Definigao 2.2.8. Seja {Xy;t € T} um processo estocdstico fracamente estaciondrio.

A fungao de autocorrelagao de {X;} é definida como

Pela Proposicao 2.2.1, segue que —1 < p(h) < 1. Dado que |y(h)| < v(0), entdo

o) = <y

[7(0)]

Considera-se como uma das principais caracteristicas da funcao de autocorrelacao o

fato da mesma ser par, ou seja,

p(—h) = ”i(‘o’g) _ ;gg; — p(h),

_ 20 _
o(0) = o) "

Definicao 2.2.9. Uma funcao f : Z — R € dita ser nao-negativa definida se satisfaz

Z Zajakf(tk — tj) Z 0,

j=1 k=1
para todo (ay,as,...,a,) € R, (t1,t,...,t,) € Z e n inteiro positivo.
Teorema 2.2.1. A funcao de autocovariancia de um processo fracamente esta-

ciondrio {X;} € nao-negativa definida.

Demonstracao:

Sejam (t1,to,. .., t,) um conjunto qualquer de nimeros inteiros, (ai,as,...,a,) um



conjunto qualquer de niimeros reais e y(ty —t;) a covariancia entre Xy, e X;,. Como

n 2
(500
j=1

[ n

= F ZZajakthth]

a funcao Variancia € positiva, seque que

0 < war [Z antj] = F

j=1

Lj=1 k=1
= Z Z CLjCLkE[thth]
j=1 k=1
= Z Z ajary(ty — tj).
j=1 k=1

2.2.2 Exemplos de Processos Estocasticos
Ruido Branco

Um processo {e;t € Z} é chamado ruido branco se as variaveis aleatérias €; sdo nao-
correlacionadas com E|e;] = p, (usualmente, p. = 0), var[e;] = 02 e cov{es, e} =0

para todo t # s. A funcao de autocovariancia do processo é dada por:

o Para h # 0,

v(h) = Eleeryn) — Eled] Eleren] = cov{eennt =0, dado que t # ¢ + h.

o Para h =0,

7(0) = Eleie)] — Ele|Ele,] = E[€?] — Ele,)* = varle,] = o*.

Resumindo,

02 seh=0

0 seh#0.

10



Logo, a fungao de autocorrelagao do processo é dada por:

1 seh=0
0 seh#0.

p(h) =

Passeio Aleatorio

Seja {€;;t > 1} sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribufdas com E[e;] = 0 e var[e;] = 0%, O processo {X;} definido por X; = X; | + ¢

é dito ser um passeio aleatério (random walk).

Assumindo Xy = 0, tem-se X; = €1 + €3+ - - - + €. A média e variancia do processo

{X;} sao dados por

E[X)] = Ele+ -+ &] = tpe =0,
var[X;] = varfe; + - -+ + €]
= var[e;] + - - - + var|e]

= to?.

A funcao de autocovariancia do processo é dada por

2

v(t1,ta) = 0 - min(ty, t).

Para provar essa propriedade, assuma-se primeiramente que t, > t1, entao

11



Y(t1,te) = E[ Xy, X1, — E[X4, | E[Xy,]
:E[(El+"'+€t1)((€1+"‘+€t1)‘|—"‘+€t2)]
—Ele;+-- + e, Eler + - + €
=Ele1 4 +e)+ (61 + +e) €41+ + €,)] — tiptop
=varfe; + ... +e,] + Eleg + -+ + &,
+ Eler + -+ €, |Elen a1 + -+ + €] — titop?
=to? + 3 F ity — t)pu — titop®
= t10% + P+ titop® — B p? — titop?

= t10'2.
Analogamente, para t; > ty tem-se y(t1,ty) = to02.

2.2.3 Funcao de Autocorrelacao Parcial

Considere um processo fracamente estacionario {X;,t € Z}. Com o objetivo de
obter a correlacao entre X; e X; ., apds a remocao das dependéncias lineares das
variaveis intermediarias X1, ..., X1 x_1, define-se a func¢ao de autocorrelagcao parcial
(FACP)

Ok = COTT(Xt, Xt+l<:/Xt+1a ey Xt+k:—1)

a qual fornece informagoes adicionais com respeito a estrutura de dependéncia do

processo estacionario. Pode-se mostrar (Wei, 1990) que, para k = 1,2, ...

I m
P1 P2
11 = P1, ¢22 S —
L m
;o1
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e, em geral,

1 p1 P2t Pr—2 P1
P1 1 Pr o PE-3 P2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 " P11 Pk
Ork =
1 pr 0 Pr—2 Pk—1
p1 I pre3 pr—e
Pk—1 Pk—2 " P1 1

2.2.4 Processo Média Mével (MA)

Definicao 2.2.10. Um processo estocdstico {X; : t € Z} é chamado de Média Movel

de ordem M, denotado por MA(M ), se pode ser representado como
M
Xt: Z A €_j, (24)
j=—M

onde M € inteiro ndo-negativo, o sio niumeros reais, a_p # 0 e {e} € um processo

ruido branco.

Definicao 2.2.11. Se ndo existir M finito tal que o; = 0 para todo |j| > M, entdo

{Xi} € um processo de média mdovel infinita e pode ser representado como

()
Xt = E Qj€t—j.

j=—o0

Definicao 2.2.12. O processo definido por
M
Xt = ZO&jEt,J’, (25)
=0

onde oy # 0 e apyr # 0, € chamado de média movel unilateral de ordem M.

Sendo {X;} um processo MA unilateral de ordem M, sua média e variancia sao

13



dadas por

E[X) = E Zajet_J]
= ZajE[Et*J}
_ 0

varlX;] = E[X/]

= F ZZaiajet_iet_j]

| i=0 j=0

M M
— Z Z a;a;Ele_i€j]

i=0 j=0

M
= Z CYJZE[Q,]'Q,]']
j=

A funcao de autocovariancia é:

v(h) = E[Xi X

M
= LK ( Qj€p _]> (Z%Q%i)]
L \j=0 i=0

M M
= F E E OGO €4 €y i

o Se |h| > M, entdo t — j # t + h — i, para todo i e j satisfazendo 0 < i,j < M,
logo, v(h) = 0.

14



o Se 0 < |h| < M, entao

MM M—|h| M—|h|
(h) = o Eler; ] = ol = o2 o
T\n) = QL€ — €+ h—i] = QjQjp|p 0 =0 Qi |h|-
=0 7=0 j=0 =0

A partir da funcao de autocovariancia obtem-se a funcao de autocorrelagao

o2 MM oy
h M )

p(h) = ) _ 023 0%
0, para |h| > M.

para 0<|h| <M

No inicio desta secao foi definido o processo estocastico de média médvel como uma
combinagao linear de uma sequéncia de variaveis aleatorias nao-correlacionadas. E
também comum falar de média mével de um processo estocastico arbitrario {X;}.

Assim, sendo Y; definido como

M
Y, = E ;i Xipi
i=—M

Y; é uma média mével do processo {X;}.

Teorema 2.2.2. Se {X; :t € Z} € um processo estocdstico estaciondrio com média
M

0 e fungao de autocovariancia yx(h), entao Y; = g a; Xtyi, onde M € finito e os
i=—M
Q; $G0 numeros reais, € um processo estocdstico estaciondrio com média 0 e funcdo

de autocovariancia

i=—M j=—M
Demonstracao:
M
Dado que Y; = Z o; Xiri, Seque-se que
i=—M
M M
EY|=E Z ;i Xppi| = Z o B[ X4] =0,
i=—M i=—M

15



wh) = EYiYiul

r/ M M

= K (Z aiXt+i> (Z Oéth+h+j>]
L \i=—M j=—M
r/ M M

= F (Z Z aiant—i—iXt—l-h—i-j)]

i=—M j=—M
M M
= E E aiajE[Xt+iXt+h+j]-
i=—M j=—M

Tomando t' =t + i e substituindo na equacdo acima, obtem-se

M M M M
’}/y(h> = Z Z aiajE[Xt’Xt’—i+h+j] = Z Z OéiOéj’Yx(h —|—j — Z)
i=—M j=—M i=—M j=—M

O

A seguir sao apresentados importantes resultados sobre processos médias médveis

infinitos. As provas sao apresentadas no Apéndice B.

Teorema 2.2.3. Seja {X;} uma sequéncia de varidveis aleatorias num espago de

probabilidade (2, A, P). Se

o0

> E{X]) < oo,

j=—00

[e.9]
entao g X, terd uma convergéncia quase certa e

j==o0

E{ > X]} =) E{X;}.
j=—00 j=—00
Teorema 2.2.4. Sejam as sequéncias de nimeros reais {a;} e {b;} absolutamente
somdveis. Seja {X;} uma sequéncia de varidveis aleatorias tal que E{X?} < K
parat=0,4+1,+2, ... e para algum K finito.

Definindo

oo

Yy, Zy) = (Z a; X5, Y kat_k>.

Jj=—00 k=—o00

16



Entao

n

E{Yi} = lim > aE{X, ;},

j=—n

E{Y:Z;} = lim S b E{X, X}

j=—mnk=—n
Corolario 1. Sejam as sequéncias de numeros reais {a;} e {b;} absolutamente
somaveis. Seja {e;} uma sequéncia de varidveis aleatdrias nao-correlacionadas

(0,0%) e defina para t = 0,41, 42, ...

(Yt,Zt) = (Z A€y, Z bketk> )

jzfoo k=—oc0

entao E{Y;} =0 e E{Y;Z;} = 0® 3% a;b;.
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Capitulo 3

Modelo Auto-Regressivo de
Ordem 1 (AR(1))

Este capitulo apresenta o processo Auto-Regressivo de ordem 1 (AR(1)), com re-
presentacdo MA infinita. Através dos teoremas do capitulo anterior obtem-se a
variancia, a funcao de autocovariancia, condigoes de estacionariedade entre outros
resultados do modelo. Também sao apresentados os estimadores de minimos quadra-
dos dos parametros do modelo. A dedicacao especial ao modelo AR(1) é justificada

por ser o modelo de interesse na pesquisa proposta por esta dissertacao.

3.1 Modelo AR(1)

Definigao 3.1.1. Um processo estocdstico {X; : t € Z} € chamado Auto-Regressivo

de ordem p (AR(p)) se pode ser escrito na forma
p
Xy = Z Oi Xt + €,
i=1

onde ¢og # 0, ¢, # 0 e {e} € um processo ruido branco.

Outra forma de escrever o processo €

¢p(B)Xt = €,

onde ¢,(B) = (1 =" ¢;B") é chamado de operador auto-regressivo.

18



Um caso particular no processo AR(p) é o processo Auto-Regressivo de ordem 1

(AR(1)) dado por
Xt = 0Xi 1+ €.

Como

(3.1)

Xi1=0Xi ot €61, Xio=0Xi3+€-9,..., Xin=0Xi_ny1+ €N,

por substitui¢ao em (3.1) tem-se

Xy = ¢2Xt—2 + e+ €&

= ¢’Xi 3+ o+ P61+ &

N-1

= " XN+ Zcbiﬁt—i
i=0

Portanto,

N—1
X = ¢NXt7N + Z ¢i€t7i-

=0

Sob a hipétese de que |¢| < 1 e F[X?] < oo, obtém-se

N-1

X = Z Pler 1+ @NthN-

Logo,
N-1 2
(Xt - Z Qszet—i) = (CbNXt—N)2 )

aplicando valor esperado:

N-1 2
p (xt—zwm) B [VX2] = VB (X2,
=0

com N — oo, tem-se

(3.2)



Portanto,
N—1 2
lim B (Xt - ZO ¢’e”> =0,

pois ¢*V — 0 e E[X? y] < k, onde k é uma constante.

Dessa forma, se {X;} satisfaz (3.1) com |¢| < 1, entdo pode-se expressa-lo como

média mével infinita de {e;}

N-1 0o
X; = lim E Qe = E Q€.
N—oo
i=0 i=0

A média do processo AR(1) é dada por

E[X,|=FE

> ¢ieti] =Y E[¢'e ] =) ¢'Ele ] =0,
=0 =0 =0

onde o resultado final da igualdade é derivado da aplicacao do Teorema 2.2.3 e do
Corolério 1, pois ¢' absolutamente somével e Ele;;] = 0. A funcdo de autoco-

variancia do processo é dada por
Y(h) = E[XiXin]
(Z ¢i6ti> <Z ¢j€t+hj> ]
i=0 §=0
— 52 Z e
i=0
— O'Q(bh Z(¢2)z
i=0

",
1— g2

= b

onde novamente faz-se uso do Coroldrio 1. A partir de (3.2) é possivel calcular a

funcao de autocovariancia como se segue:
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h—1
Xe=0"Xen+ Y Ges, h=123,.. (3.3)
=0

Como X;_j é funcao de ¢ com indices menores ou iguais a t — h entao X;_; é nao-
correlacionada com €;_py1, €_pio, ... . Multiplicando ambos os lados da equagao

(3.3) por X;_j e tomando o valor esperado tem-se:

v(h) = E[XiXi 4]

= E[¢"X},]+FE

h—1
Xi—h Z ¢i€t—i]

=0

h—1
Z (#Xthetj]

=0

= (bhE[thhthh] +FE

h—1
= ¢"(0)+ ) ¢ E[X; ner ]

1=0

= ¢"(0).

Sendo {X;} um processo AR(1) com |¢| < 1, tem-se E[X;] = 0, var[X;] = % < 00,
v(h) = ¢"v(0) e p(h) = ¢". Logo, o processo {X;} é fracamente estacionério quando
|¢| < 1. Como exemplo de um processo AR(1) estaciondrio simulou-se um processo
com parametro ¢ = 0.5 e tamanho de amostra n = 250. O processo simulado e as

fungoes de autocorrelagao estimadas estao nas Figuras 3.1 e 3.2, respectivamente.
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0 50 100 150 200 250

Figura 3.1: Série AR(1) simulada, X; = 0.5X; 1 + €.

ssssssssssssssssss

Figura 3.2: FAC (& esquerda) e FACP (a direita) para a série simulada, X; =
O.5Xt_1 + €t.

Para 0 < ¢ < 1 a funcao de autocorrelacio p(h) = ¢" decai exponencialmente, como
observado na figura 3.2, e para —1 < ¢ < 0 a funcgao é alternadamente positiva e

negativa com o valor absoluto decaindo exponencialmente.
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Seja o processo AR(1) dado por X; = ¢X;_1 + €, com |¢| > 1, entdo

X1 = g
Xy = o6+ 6

X3 = ¢261+¢€2+63

Dessa forma,
o0
i
Xy = E O en i,
i=0

e com aplicagao do Teorema 2.2.3, conclui-se que a variancia é dada por

var[Xy] = var [Z gbieN_i] = Z Fvarlen_;] = o? Z .
i=0 i=0 =0

Através desse resultado, verifica-se que var(Xy) — oo pois |¢| > 1. E, assim,
conclui-se que o processo AR(1) é nao estaciondrio quando |¢| > 1. Essa particu-
laridade do modelo AR(1) ¢ de especial interesse em diversas areas de estudos, mais
especificamente na Economia. As figuras a seguir apresentam um processo AR(1)

simulado com ¢ = 1 e suas funcoes de autocorrelacao.
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Figura 3.3: Série AR(1) simulada, X; = X; 1 + ¢

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

Figura 3.4: FAC (a esquerda) e FACP (a direita) para a série simulada, X; =
Xt—l + €t.

Observa-se na Figura 3.4 que a FAC do modelo AR(1) nao-estacionario apresenta

um decaimento lento, diferente do AR(1) estaciondrio apresentado na Figura 3.2.

Além da verificacao grafica, um outro procedimento utilizado para verificar se uma
série temporal é estacionaria é determinar se a mesma possui raiz unitaria. Para
realizar o procedimento, diferentes tipos de testes podem ser aplicados. Os mais uti-
lizados foram propostos por Dickey e Fuller (1979), Said e Dickey (1984) e Phillips
e Perron (1988), e sdo denominados Testes de Raiz Unitdria. Para o presente tra-
balho seré considerado o teste apresentado por Dickey e Fuller, denominado Teste

de Dickey-Fuller (DF), o qual é descrito no Capitulo 4.
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3.2 Estimacao de Minimos Quadrados Ordinarios

Esta secao dedica-se a apresentagao da estimacao do parametro ¢ do modelo AR(1).
A estimacao do parametro considera o método de minimos quadrados ordinarios apli-
cado ao modelo AR(1) na presencga e auséncia do termo de tendéncia deterministica

(intercepto ou constante), denotado por c.

3.2.1 AR(1) sem Tendéncia

Seja {X; : t € Z} definido como em (3.1), com ¢ sendo uma variavel aleatéria com

Ele] = 0 e var[e] = 02, entao
EXi|Xi1] = B¢ X1 + €| Xi1] = B0 X1 Xi1] + Ele| Xi1] = 0 X1

Sejam X7, X, ..., X,,, n observagoes do processo {X;}, o estimador de minimos

quadrados de ¢ é o valor que minimiza a expressao
n
2
L=Y (X —¢Xi1),
t=2

derivando L em relacao a ¢
aL/0p = 23 (Xt - éXt_l) X,y =0, (3.4)

t=2

resolvendo (3.4), obtém-se o estimador de minimos quadrados de ¢:

Y XiXe—0Y X7, =0,
t=2 t=2

entao
2?22 Xtthl
Z?:2 Xt271

De acordo com a teoria de regressao em séries temporais, as propriedades estatisticas

b=

para ¢ podem ser derivadas para o caso onde |¢| < 1 (estaciondrios) e ¢ = 1 (raiz

unitéaria).
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3.2.2 AR(1) com Tendéncia

Considerando agora o modelo AR(1) com tendéncia, tem-se
Xy =Xy 1+ 6+,

onde {¢} ¢ um processo aleatdrio com média zero e variancia o2, Neste caso, tem-se

que o valor esperado de X; dado X;_; é
E[Xy| X1] = E[¢ X1 Xioa] + Eler] Xi—1] + Elc| Xi—1] = ¢ X1 + ¢

Sejam X1, Xo, ..., X, n observagdes do processo {X;}, os estimadores de minimos

quadrados de ¢ e ¢ sao os valores que minimizam

L=Y [Xi—(@Xia+).

Derivando L em relagao a ¢ e em relacao a ¢ obtém-se

OL/d = —2 i (Xt —0X, ., — c) X, 1 =0, (3.5)
t=1
OL/dc = —2 zn: <Xt X — c> —0. (3.6)
t=1

Resolvendo (3.5) e (3.6) resulta

D Xi=6) Xy —nA=0,
t=1 t=1

dai

é o estimador de minimos quadrados de c, e
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Y XX =) XaXia—éy X =0,
t=1 t=1 t=1

dai
OY XX =) XiXpq—¢Y X,
t=1 t=1 t=1
entao
¢Z XXy = ZXtXt—l o Z Xy Z X+ ﬁcﬁ <Z Xt—1> .
=1 t=1 =1 =1 =1
Portanto,

n n 2 n n n
)P (Z XH) DI R SRS PR
=1 t=1 t=1 =1  t=1

Obtém-se que:
Z?:l XXy — % Z?:l Xy Z?:l Xi

n n 2
S X (X Xe)

¢ o estimador de minimos quadrados de ¢.

¢ =

Pode-se observar que o termo de tendéncia causa mudanca na estimativa de ¢.

Portanto, é importante sempre observar se o processo contém ou nao o termo.

Como descrito na sub-secao anterior, as propriedades de ¢ também sao derivadas
para casos onde |¢| < 1 e ¢ =1 (raiz unitdria). Assim, com base no objetivo deste
trabalho, as propriedades de estimacao e teste de raiz unitaria serao apresentados

no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Testes de Raizes Unitarias

Estudos em testes de raizes unitarias (RU) tém sido uma &rea de pesquisa em
evidéncia nas areas de séries temporais e econometria desde a década de 70. Espe-
cial interesse tem sido dado a construcao de testes para a verificacao da existéncia
de raizes unitarias no processo Auto-Regressivo. Este capitulo descreve de forma
sintetizada o teste de RU proposto por Dickey-Fuller (DF) o qual é explorado, de

forma empirica, no contexto do estudo proposto nesta dissertacao.

4.1 O Teste de Dickey-Fuller (DF)

Para testar se uma série possui raiz unitaria ou nao é necessario aplicar testes de
RU. Os testes RU sao de grande importancia, pois a maioria das séries economicas

possuem essa caracteristica.

O teste de raiz unitdria mais popular foi proposto por Dickey (1976) e Dickey e
Fuller (1979), aqui referido como teste de Dickey-Fuller (DF). O teste se baseia na
hipétese nula (Hy) de que o processo {X;} é ndo-estaciondrio (possui raiz unitaria),

contra a hipétese alternativa (H;) de estacionariedade.
Como foi visto no capitulo anterior, o modelo AR(1) possui raiz unitdria quando

¢ = 1. Assim, pode-se definir a hipétese a ser testada como Hy : ¢ =1 contra Hj :

¢ < 1. A estatistica de teste sugerida por Dickey e Fuller, para o processo AR(1)
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sem intercepto, é dada por

~ ~

(¢0—1) (¢0—1)

) [ x)]”

onde ¢ é o valor estimado de ¢ através do método de Minimos Quadrados Ordinérios

(MQO) e 02 = (n—1)7' 30 (X, — X, )%
Para o caso do modelo AR(1) com intercepto, isto é,
Xi=0Xi1+¢6+c

onde {¢&} ¢ um ruido branco com média 0 e variancia o2, a estatistica 7 é da forma

~ ~

(¢—1) (¢ —1)

~

e.p.(¢)

-l 1/2°
ot (S 2ty - L z)) |

onde ¢ é também obtido através do método MQO e 02 = (n —2)~' 327 (X, — é —
0Xi1)”

Sob a hipdtese nula, o teste DF utiliza a distribui¢ao 7 dada por Fuller (1976).

As seguintes definigoes e resultados sao apresentados como base para a obtencao

da teoria assintotica da estatistica 7.

Definigao 4.1.1. Um processo continuo {W(t),0 < t < 1} € dito ser um Movimento

Browniano se satisfaz:

3. W (t) seque uma distribui¢ao normal para cada t;

4. Para quaisquer 0 < t; <ty < --- < t, < 1 as varidveis aleatorias [W(ts) —
W(ty)], [W(ts) — Wi(ta)], -, [W(tn) — W(tn_1)] sdo independentes.
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Se Vt, W(t) ~ N(0,t), entao W(t) é chamado Movimento Browniano Padrdao(MBP).

Sejam aq,as,...,a, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e iden-

ticamente distribuidas com média 0 e variancia o2. Define-se a funcao

(

0 para0 <z < 1/n
ai/v/n para 1/n <x <2/n
Fo(w) = 4 (ay + a2)//n para 2/n < x < 3/n

(a1 +as+...+a,)/v/n paraz=1

que pode ser escrita na forma
| Lol
F.(x) = NG ; a,
onde z € [0, 1] e [xn] é o maior inteiro menor ou igual a zn. Entao,

[zn]

[zn] 1
F,(r)=— a; = a;.

[zn]

Dado que [\/[xn]/\/ﬁ] — v/ quando n — oo e Zat/ [zn] L2, N(0,02) pelo

t=1
Teorema Central do Limite (TCL), segue que F,(z) converge em distribui¢ao para

VZN(0,02) = N(0,2z02) quando n — oo (F,(z) = N(0, z02)).

O limite da sequéncia de varidveis aleatérias F,,(x)/o,, n=1,2,- - -, pode ser descrito

por um movimento Browniano, isto é,

B 2 yw),

Oa

que implica,

Fo(x) = 0,W (2),
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onde W(z) no tempo ¢t = x segue uma distribuicao N(0,x). Ou seja,

Z L W (1), (4.1)
onde W (1) segue uma distribuigao N(0,1).

Seja Zy = a1 +as + -+ +a; e Zy = 0. Reescrevendo F,,(x) como

(
0 para 0 <z <1/n

Zy/\/n paral/n <z <2/n

Fo(x) =S Zy/\/n  para2/n<z<3/n

Zn//n  parax=1.

De (4.1) tem-se:

Z,
I D, oW (1), (4.2)
n
entao,
2
n D
Pl T W (1)?] (4.3)

Tem-se também que

1 12 1Z2 12,4 -
EF,(x)dx = +— Rl = 32 L1,
/0 e = T v NG Z !

1
pois / F,(z)dzx é a soma da area sob o grafico de F,(z).
0

De (4.2) tem-se:

n 1 1
n=32 Z Zy 1= / F,(z)dx 2, aa/ W(x)dz. (4.4)
t=1 0 0
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Analogamente,

(&
n 1 1
w3zt = [ B 2o [ WP (45)
t=1 0 0
Dado que
th = (Zi-1 + at)2 =21 +2Z a4 + af,
1
Ziqap = §[Z3_Zt2—1_a§]7
entao,
u 1| 1 1 — 1 1 —
> Zia=g |y (2 Zfl—af)] =B -2 =Y =52 -5
t=1 t=1 t=1 t=1
Portanto
= L[Z2] 1> ,a2] p 1 1 1
—1 _ n|_ -~ t=1% L 2 21+ 2 __ 1 2 2
0SS o= | 2|4 | B2 2 S-St = Lot (P - 1),

t=1
Z2

pois =2 2, oZ[W(1)% e [
n

a n a

Yoaai] P
t=1 "1 0_2

Teorema 4.1.1. Considere o modelo AR(1) dado por X; = ¢Xi—1 + a;, onde {a;}

¢ ruido branco de média 0 e variancia o2. Entdo

.o, HVOP-1
R par)”

onde W(z) é o MBP, ou seja, para cada t, W(x) ~ N(0,t).
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Demonstracao:

O estimador de minimos quadrados de ¢ € dado por

ngﬁ _ Yo Xi1 Xy
> X
Note que

Qg _ D1 X1 Xy _ Do X (X1 4 ay)
i X 2 X
_ Z?:l Xt271 + Z?zl X1
Z?:l Xi, Z?:l Xt
Z:;l Xi-1a
2 X

=1+

Seja T a estatistica dada por:

Logo,

(6-1) [Cn, X2
[o2)1/2
_ D p1 Xi-10 [Z?:l XE—J e
S X (o2
_ n! Z?:l Xi1ay
ot [, X2 ] e
n Y Xeaa b o AWwP -1 H{WQ)P -1}

7=

[ o, X2,]"2 (022 {o2 ] [w<x>]2dw}l/2 o2 {h [W<x>]2dw}l/2'
onde o resultado acima seque de (4.5) e (4.6) O

O teste usando (4.7) é chamado teste de Dickey-Fuller. A distribuicdo dessa es-
tatistica estd tabelada em Fuller (1976).
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Teorema 4.1.2. Seja o modelo AR(1) com intercepto dado por X; = ¢X;—1+as+c,

onde {a;} é ruido branco de média 0 e variancia 0. Entao,

fg%{[wu—l} WL fy W
(W@ - W(sc)dx]?}/

Esta prova foi omitida neste trabalho. Para maiores detalhes, Wei (2006). Neste

caso a notacao padrao utilizada para 7 é 7,. A distribuicao de 7, afasta-se mais da

normal do que 7.

Outros testes de raizes unitarias, como Dickey-Fuller Aumentado (ADF) (Said e
Dickey, 1984) e Phillips-Perron (PP) (Perron, 1988) também sao bastante utiliza-
dos, entretanto nao serao aqui descritos pois nao fazem parte da proposta de pesquisa

do presente trabalho.
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Capitulo 5

Modelo Auto-Regressivo de
Valores Inteiros de Ordem 1

(INAR(1))

Recentemente tem havido um crescente interesse no estudo de séries temporais de
valor inteiro nao-negativo e, em especial, em séries de contagem. Como exemplos
de séries de contagem pode-se citar: ntumero de chamadas telefonicas chegadas a
uma central em um periodo de uma hora, nimero mensal de passageiros de uma
determinada companhia de aviagao, o nimero diario de hdospedes em um hotel, o
numero de internagoes em um hospital por causas respiratorias, entre outras. Alguns
modelos ARMA de contagem com erros de Poisson foram propostos por McKenzie
(1985, 1988). Como destaque para o modelo Auto-Regressivo de Valores Inteiros
de ordem 1 (INAR(1)), apresentado por Al-Osh e Alzaid (1987). O modelo INAR
baseia-se no operador thinning binomial proposto por Steutel e Van Harn (1979).
Du e Li (1991) generalizaram o modelo INAR para ordem p, isto é, INAR(p). O
operador thinning é definido na Secao 5.2, a definicao e as propriedades do modelo

INAR(1) sao dadas nas Segoes 5.3 e 5.4, respectivamente.

5.1 Distribuicao de Poisson

Dentre as distribuicoes discretas abordadas em séries temporais, a de Poisson é
a mais observada na teoria e na pratica. Assim, antes de introduzir a teoria do
processo INAR ¢ apresentada uma revisao sobre a distribuicao de Poisson. Maiores

informagoes sobre distribuigoes de probabilidade pode-se citar James (1981) e Meyer

35



(2000). Uma varidvel aleatéria X possui distribui¢ao Poisson com parametro A se a
distribuicao de probabilidade de X ¢é dada por
e M\

PX=z) = . x=0,1,2,..

z!

= 0 ; c.c.

A distribuicao de Poisson pode ser desenvolvida a partir da distribuicao Binomial
como se segue. Seja Y uma variavel aleatoria com distribuicao Binomial com
parametros n (nimero de ensaios) e p (probabilidade de sucessos), onde sua dis-

tribuicao de probabilidade é dada por

n!
0y _ n—y. _

Tomando np =b tem-se p=0b/nel—p=1—b/n=(n—">b)/n. Dai:

P(Y=y) = nin—1)(n—2)..(n—y+1) [br[n_b]w

y! n n

I R [

Fazendon — oo e p — 0 de modo que np = b permanega fixo, tem-se que (1 — %) —
L(1-2)—1,..,(1- yT_l) —1,(1- %)_y — 1. Dado que (1 — %) — e’ quando

n — 00 entao
bYe~?

que é a distribuigao de Poisson com parametro b, isto é, Y ~ Po(b).

Para verificar que a expressao acima ¢ realmente uma distribuicao de probabilidade,

esta deve satisfazer ) .- P(X =z) = 1.
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De fato, como

P(X=0) =
P(X=1) = A
Ae
PX=2) = —;
Ale~?
P(X=n) = ——;
entao
b )\2 - )\2
Y P(X=z)=et+ X+ 26, to=e {1+A+§+...
=0 : :

} =e et = 1.

A funcao geratriz de momentos da distribuicao de Poisson é dada por

M,(t) = E[”]

z;=0

= ey
Y —A2 —21\3
L € A 2 € A 3 € A
= +e T +e o —3! + ...
A2 A3
IS t 2N 3t
= e [1+e>\+e 2!+6 3!—1—..}
t)\2 t>\3
= [1+(etA)1+(62|) +(€3‘) +]

_ t
e /\6)\6

t_
— 6)\6 A

Com a funcao geratriz de momentos, pode-se facilmente calcular os momentos da

6)\(6’5—1).
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distribuicao da variavel X em torno da origem. Estes sao dados por:

d
E[X]:EMOf)to—e Ae’to—l)\l_)\
d? ¢ ¢
E[X? = T Mo (1) =0 = AT £ MU g = 1N+ 1A= A+ A%
Dai
var[X] = E[X?] — (E[X])> = A+ 2\ = A2 =\
d3 t t
E[X?] = ﬁMx(t) o = D) + AN Nt 4 MED(N!)? 4 AN |
= AF3AT N
Teorema 5.1.1. Sejam X1, X, ..., X, varidveis aleatorias independentes com dis-
tribuicao de Poisson de parametros Ay, Ao, ..., \,, respectivamente. Seja Z = X, +

Xy +...+ X, entao Z tem distribuicao de Poisson com parametro A = Ay + Aoy +
o A

Demonstracao:

A funcao geratriz de momentos de X; € dada por

My, () = e

(3

Como

Mz(t) _ E[etz] — E[et(X1+...+Xn)] — E[etXl -6tX2 - etXn]

= Ele™]. ... Ble""] = My, (t) - Mx,(t) - ... - Mx, (1),
entao,

MZ(t) = 6)\1(@’5_1) . )\n(e -1) _ (>\1+ 4An)(e t—l)’

que € a funcao geratriz de momentos de uma varidvel aleatoria com distribuicao de

Poisson de parametro X = Ay + Ay + ... + \,. O
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5.2 Operador thinning binomial

Definicao 5.2.1. Seja X varidvel aleatoria de valor inteiro nao-negativo e seja «

nimero real tal que o €[0,1]. O operador thinning, denotado por o, é definido como

X
aoX:ZYj
j=1

onde Y; € uma sequéncia de varidveis aleatorias de valor inteiro nao-negativo in-
dependentes e identicamente distribuidas(i.i.d.), chamada série de contagem, inde-
pendente de X e tal que E[Y}] = a,var[Yj] = 0% E[Y}'] = v e E[Y}'| = &, isto ¢,

momentos finitos.

A definicao 5.2.1 refere-se a versao geral do operador thinning binomial, proposto por
Steutel e Van Harn (1979), onde Y; é uma sequéncia de variaveis aleatérias de valor

inteiro nao-negativo i.i.d., independente de X tal que P(Y; = 1) = 1-P(Y; = 0) = c.
As propriedades do operador thinning foram estudadas por Gauthier e Latour

(1994), e Silva e Oliveira (2004, 2005), sendo apresentadas na proposigao abaixo.

Proposicao 5.2.1. (Propriedades do operador thinning) Seja X;(i = 1,...,4), uma
varidvel aleatoria identicamente distribuida e o;(i = 1, ...,4) uma constante real nao-
negativa. Considere a série de contagem, Y; j(j =1,...,X;), com a0 X;(i = 1,...,4),
sendo mutuamente independente e identicamente distribuida, independente de X; e

tal que E[Y;;] = oy evar[Yy;] = of, E[Y}] = v e E[Y}}] = k;. Portanto,
(i) 00 X; =0,

(i) 1o X, = X,

(iii) ag o (g 0 X3) = (van) 0 Xy,

(iv) ao (X1 + Xy) =aoX;+aoX,

(V) Elag o Xi] = oy E[X],

(vi) El(a; o0 X1)Xs] = B[ X1 X5,
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(vii) E[(a) 0 X1)X,X5] = oy E[X1 X5 X3,

(viii) E[(a; 0 X1)?] = a?E[X2] + 62E[X],

(ix) E[(on 0 X1)2Xy] = 02E[X2X,] + 02 E[X1Xy),

(x) E[(a; 0 X1)(ag 0 X5)] = s E[X, X5,

(xi) El(a; 0 X1)(an 0 X5)Xs] = a0 B[ X1 X, X3),

(xii) El(a; 0 X1)3] = 3E[X3] + 30102 E[X2] + (11 — 3102 — o) E[X,],
(xiii) E[(on 0 X1)%(az 0 X3)] = a2 E[X2Xo] + 020, E[X, X3,

(xiv) E[(ay 0 X1)(an 0 X5)(as 0 X3)] = a10s03E[X; X5 X3,

(xv) E[(a; 0 X)) = ol E[X}] + 6202 E[X}] + (301 — 120302 + 4oy, — 4at) E[X?]
+ (k1 — 301 + 607 + a2 — dayy + 3a) E[X4],

(xvi) El(a;0X1)3Xs] = a3 E[ X} X5] + 30102 B[ X2 Xs] + (71 — 30?7 — a3 ) B[ X1 X5),

(xvii) E[(a; o X1)(ag 0 X3)] = 0203E[X1Xs] + 203 E[X2X2] + 2302 B[ XX, +
aioiE[ X, X2,

(XVlll) E[(Oél 9) X1)2X2X3] = OélE[XQXQXg] + U%E[XlXQXg]
(XiX) E[(Oél @) Xl)X2X3X4] = OzlE[X2X3X4],

(XX) E[(ozloXl)(O@OXg) ] = alazE[XlX ]+3O&10&20’2E[X1X ] (04172—304104203—
OélOé2>E[X1X2]

(XXi) E[(Oél @) Xl)(Oég @) XQ)(Oég @) X3)2] = 041@2063
E[X1X2X3] + 0410620'3E[X1X2X3] — 041()[2063E[X1X2X3] + Oél(XQOé3E[X1X2X ]

(XXii) E[(O{l 9] X1>(O[2 o) X2>(063 9] X3)(Oé4 o) X4)] = 061062053044E[X1X2X3X4].

As provas das propriedades do operador thinning sdo apresentadas no Apéndice C.
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5.3 Modelo INAR(1)

Definicao 5.3.1. Um processo estocdstico {X; : t € Z)} é chamado Auto-Regressivo

com valores inteiros de ordem p (INAR(p)) se pode ser escrito na forma

P
Xt = E «; O Xt—l + €, (51)
i=1
onde c; € um numero real tal que oq # 0 e o, # 0, oy €/0,1], {€:} é um processo
aleatorio nao correlacionado de valores inteiros nao-negativos com média |1 e variancia

2 ”»_»

0° e "o"representa o operador thinning binomial.

Quando o operador thinning binomial é aplicado em 5.1, a realizacao de X; tem

duas componentes aleatorias:

e Os elementos sobreviventes do processo no tempo ¢t — 1, cada um com proba-

bilidade de sobrevivéncia «;, denotado por a; o X;_q;

e Os elementos que entram no processo no intervalo (t — 1,t], chamados de

elementos de entrada, ¢;.

O modelo Auto-Regressivo de Valores Inteiros nao-negativos de ordem 1 (INAR(1)),
introduzido por Al-Osh e Alzaid (1987), é expresso na forma mais simples de (5.1),

isto é, como

Xt = O thl + €, (52)

onde « €[0,1] e {¢;} é uma sequéncia nao correlacionada de variaveis aleatérias com

valores inteiros nao-negativos de média p e variancia o2 finita.

A distribui¢ao marginal do modelo (5.2) pode ser expressa em termos da sequéncia
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{€:} como

B

€1

a0 €]+ €

ao(aoe +€)+ €3
ao(aoe)+aoe+ €

a2061+a062+63

o
E a’ o€y j.
Jj=0

A média e a variancia do processo X; como definido em (5.2) sdo dadas por

E[X]

= FlaoX; 1 +¢]
= aBE[Xiq]+p
= aBjaoX; o+ pul+p

= PE[X; o) tau+tp

t—1

= o'E[Xq] + uZaj

Jj=0
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var[X;] = var[ao X, 1 + €]
= var|a o X,_1] + var [¢]
= Ef(aoX; )] = Elao X' + B[] — Ele]’
= &?E[X2 ||+ var[X, 1|E[X;_ 1] — PE[X, 1 + 0 + 1 — i
= o [EX] ] - EX 1]’ + ol —a)E[X, 4] +0°
= a*var[X; 4]+ a(l —)E[X, 4]+ 0o
= o [e*var[X;» + a(l — )E[X; o] + 0%] + a(l — @) E[X;_4] + 0°
= a'var[X, o] + a(l — @) [(®E[X;_s] + aE[X, 1] + (& + 1)0”

= avarXO (1-a) Zan 1EXtJ—|—O' Zaml

A funcao de autocovariancia é dada por

v(k) = Cov(X_g, Xy)

k-1
= Cov(Xi_p, " o X;_1) + cov (Xt_k, Z ol o et_j>

J=0

= E[X;_1(a®oX,_)] — E[X;_i]E[a" o X;_| + E

k—1
Xt—k: E CYJ e} Et—j —

J=0

E[X: i|E

E o/oetj

k—1 k—1
= o"E[X} ] - " E[X, )P + Y & E[Xi e ] - Y o/ E[X, 4] Ele]

=0
k—1
= ofvar[X,_i] + Z o Cov(Xy_p, €—j),
=0

= o"(0)

e a funcao de autocorrelagao por
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Logo, o processo INAR(1) dado por X; = cwo X;_; + € é estaciondrio quando |a| < 1
e nao estaciondrio quando |a] = 1. O comportamento de um processo INAR(1)

estacionario é apresentado, empiricamente, nas Figuras 5.1 e 5.2.

0 50 100 150 200 250

Figura 5.1: Série INAR(1) estaciondria simulada X; = 0.50 X; 1 + €.

T ‘ ‘ ‘ T T
5

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Figura 5.2: FAC (& esquerda) e FACP (a direita) para a série INAR(1) estacionaria
simulada X; = 0.50 X;_1 + €.

Portanto, a fungao de autocorrelagdo de um processo INAR(1) estaciondrio, assim
como no processo AR(1), decai exponencialmente como pode ser observado na Figura
5.2. Como ilustragdo de um processo INAR(1) nao-estacionario simulou-se o mesmo
considerando o = 1. As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam o grafico do processo e as
fungoes de autocorrelagao, onde observa-se que a FAC (Figura 5.4) apresenta um
decaimento lento, assim como no processo AR(1). Entretanto, teoricamente, a FAC

do processo INAR(1) s6 apresenta valores positivos.
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0 50 100 150 200 250

Figura 5.3: Série INAR(1) nédo-estacionaria simulada, X; = X; 1 + €.

Defasagem Defasagem

Figura 5.4: FAC (a esquerda) e FACP (a direita) para a série INAR(1) nao-
estacionaria simulada X; = X;_1 + €.

5.4 Estimador de Minimos Quadrados Condicional

Seja {Xy,t € Z} definido como em (5.2) e suponha-se que {¢} tenha distribuicao

de Poisson com parametro A, entao, tem-se

E[X,|X, 1] = ElooX,_1+e|Xi1]
= ElaoX, 1]+ Ele]| Xi_1]
= E[Yi+ .4 Yy, |Xi] + Ele)]
= EVi]+ ..+ EYxi1] + A
= a+..+a+ A

== 04th1 + A
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Sejam X1, X, ..., X,,, n observagoes do processo {X;}, o estimador de minimos

quadrados condicional de « e A sao os valores que minimizam
n
L= [X,—(aX—1 + M)
t=1
Derivando L em relacao a o e em relacao a A obtem-se

OL/da = —2 Zn: <Xt —aX, ., — X) X, 1 =0,
t=1

OL/ON = -2 (Xt CaX, - X) —0.

t=1

Resolvendo (5.3) e (5.4) resulta que

Y Xi—a) Xig—nh=0.
t=1 t=1
Tem-se, entao, que
nA=> X,—a) X,
t=1 t=1
Portanto,
R 1 n A n
-k (e
t=1 t=1

é o estimador de minimos quadrados de A, e

Z X, X, | — @ Z)g_l)(t_1 — A\ Z X, ,=0.
t=1 t=1 t=1

Logo,
Gy XeaXen=) XX —A) Xeo
t=1 t=1 t=1

Entao

n n n n n 2
63 XX =Y XX~ - 3K Y Xt (Z XH) .
t=1 t=1 t=1 t=1 t=1
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Portanto

n n 2 n n n
a ;XHXH -2 <; XH) _ ;thtl _ %;Xt ;XH.

Obtem-se que
Z?:l X X1 — % Z?:l X Z?:l X

S X2 - LX)

é o estimador de minimos quadrados de .

o= ,
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Capitulo 6

Resultados Empiricos

Este capitulo dedica-se a investigacao empirica do teste de DF com objetivo de ver-
ificar o poder do teste em séries temporais de contagem com marginal de Poisson,
mais especificamente em processos INAR(1) com a hipétese nula de raiz unitaria.
No estudo investiga-se o comportamento do teste sob os contextos de diferentes
tamanhos amostrais e valores dos parametos do modelo INAR(1), incluindo o valor
da variancia do processo, isto é, o valor esperado da distribuicao de Poisson. O

modelo AR(1) também é considerado para efeito de comparagao.

Para o estudo empirico proposto, amostras foram simuladas dos modelos AR(1)
e INAR(1), isto é, processos Y; = aY;_1 + iy + A\, Xy = a o X;_1 + ¢, respectiva-
mente. Nos modelos, {y;} é um processo independente e identicamente distribuido
(ii.d.) N(0,A\) e o processo {¢} ¢ i.i.d Poisson com parametro A. Considerar a
mesma variancia em ambos os processos permite também o estudo do efeito desse
parametro no desempenho do teste. Os valores adotados para os parametros foram
a=0.8,09, 095 1e A =0.05 0.1, 0.5, 3, com amostras de tamanho n = 100,
200 e 500. Em cada caso foram realizadas 1000 replicacoes e o nivel de significancia
usado nos testes foi fixado em 5%. Os procedimentos de simulagoes dos modelos

foram obtidos pelo programa R.

Os resultados na tabela a seguir referem-se a fragao de rejeicao do teste sob a hipdtese

nula Hy : « = 1 contra a alternativa H; : o < 1.
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Tabela 6.1: Poder do teste de DF nos modelos AR(1) e INAR(1)
la: @ =1.0 1b: ¢ =0.95
n A AR INAR n A AR INAR
100 0.05 0.060 0.044 100 0.05 0.089 0.539

0.1 0.052 0.055 0.1 0.071 0.259
0.5 0.042 0.047 0.5 0.083 0.094
3 0.055 0.038 3 0.085 0.075

200 0.05 0.045 0.038 200 0.05 0.193 0.839
0.1 0.048 0.039 0.1 0.199 0.544
0.5 0.039 0.035 0.5 0.176 0.180
3 0.055 0.050 3 0.199 0.191

500 0.05 0.055 0.051 500 0.05 0.833 1.000
0.1 0.043 0.041 0.1 0.835 0.987
0.5 0.041 0.047 0.5 0.837 0.830
3 0.049 0.064 3 0.845 0.828
lc: a=0.90 1d: o = 0.80

n A AR INAR n A AR INAR
100 0.05 0.189 0.951 100 0.05 0.665 1.000

0.1 0.196 0.842 0.1 0.628 0.996
0.5 0.193 0.199 0.5 0.677 0.858
3 0.185 0.196 3 0.645 0.645
200 0.05 0.661 1.000 200 0.05 1.000 1.000
0.1 0.648 0.999 0.1 0.998 1.000
0.5 0.623 0.704 0.5 0.998 0.999
3 0.630 0.620 3 0999 0.998
500 0.05 1.000 1.000 500 0.05 1.000 1.000
0.1 1.000 1.000 0.1 1.000 1.000
0.5 1.000 1.000 0.5 1.000 1.000
3 1.000 1.000 3 1.000 1.000

A Tabela 6.1a mostra o nivel de significincia empirico do teste. Observa-se que em
ambos os modelos o teste indica valores em torno do nivel nominal de 5%. Valores
diferentes da variancia A nao indicam nenhum comportamento diferenciado. Isso
evidencia que tanto para o modelo AR(1) quanto para o INAR(1), o teste apresenta

bom desempenho, isto é, o teste pode ser usado em ambas situagoes de processos.
Com a variagao do valor do coeficiente «, percebe-se claramente o efeito do valor da

variancia nos testes (Tabelas 6.1b-6.1d). Para o processo com variancia pequena, o

teste sob o modelo INAR(1) apresenta significativa rejeicdo da hipétese nula, espe-
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cialmente para pequenos tamanhos amostrais. Entretanto, o teste comporta-se de
forma similar em ambos processos quando considera-se tamanhos amostrais maiores.
Essa evidéncia empirica mostra que para tamanhos pequenos de séries temporais,
o teste tem que ser executado com a consideracao do modelo especificado correta-
mente. Por exemplo, no caso onde n = 100 e A < 3, em geral, o poder do modelo
AR(1) é bem inferior ao poder do modelo INAR(1). Entretanto, para tamanhos
n > 200, em geral, o teste DF pode ser aplicado em processo de contagem como
forma aproximada do processo AR(1). Os resultados mostrados na tabela 6.1 po-
dem ser facilmente visualisados através das curvas empiricas do poder do teste nos

graficos apresentados na Figura 6.1.

Os resultados empiricos observados comprovam a teoria assintotica da equivaléncia
dos momentos para ambos os modelos. De acordo com a segao 2.2.2, se Y; é um
passeio aleatorio, entao E[Y;] =t = 0 (para u = 0) e var[Y;] = to? onde p e o2 sao,
respectivamente, a média e a variancia do ruido branco. Para o processo INAR(1),
de parametro «, a secao 5.3 mostra que

t—1

E[X)]=o'E[Xo]+p Y o

J=0

¢ ¢
var[X;] = o*var[Xo] + (1 — «) Z N EIX, ] + o? Z U1,

j=1 j=1
Note que para grandes valores de t e a = 1, F[X;] =~ E[Y;] e var[X;] =~ var[Yy].
Esses resultados tedricos explicam os empiricos apresentados nesta secao, isto é,
para grandes tamanhos amostrais o teste DF comporta-se de maneira semelhante

para ambos os modelos.
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Poder do teste
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(d) n=500 e A = 0.5

Figura 6.1: Poder do teste de DF
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Capitulo 7

Aplicacao

Com base nos estudos de simulagoes apresentados no capitulo anterior, as metodolo-
gias estudadas sao aplicadas em dados reais. Os dados observados foram obtidos
no Ipeadata e sao referentes ao ntimero anual de carros de passeio produzidos no
Brasil (1957-2007), denotada por {X;,¢t = 1,...,51}. Os graficos da série obser-
vada e as fungoes de autocorrelacao sao apresentadas a seguir, Figuras 7.1 e 7.2

respectivamente.

1000000 1500000 2000000
I I I

Numero anual de veiculos produzidos

500000
I

1960 1970 1980 1990 2000

Tempo

Figura 7.1: Série do nimero anual de veiculos produzidos no Brasil.
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Figura 7.2: FAC (a esquerda) e FACP (a direita) da série do nidmero anual de
veiculos produzidos no Brasil.

O grafico da série estudada (Figura 7.1) apresenta uma tendéncia positiva, o que
fornece indicios de presenca de raiz unitaria. A evidéncia de RU também é obser-

vada pela FAC (Figura 7.2).

Pelo teste de DF néao rejeitou-se a hipétese nula de raiz unitaria (Hy : o = 1),
ao nivel de significancia de 5%. O valor obtido para a estatistica 7 foi —1, 1112, que
quando comparado ao valor critico 7 = —2,93 (Fuller, 1996, pp.642) encontra-se
na regiao de nao rejeicao de Hy. Entao, aplica-se a primeira diferenca na série de

nimero anual de veiculos produzidos (Figura 7.3).

0e+00 2e+05

Nuamero anual de vefculos produzidos (diferenciada)
-2e+05

—-4e+05

1960 1970 1980 1990 2000

Tempo

Figura 7.3: Série diferenciada do ntimero anual de veiculos produzidos no Brasil.
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Figura 7.4: FAC (a esquerda) e FACP (a direita) da série diferenciada do nimero
anual de veiculos produzidos no Brasil.

Ao aplicar a 1* diferenga na série de produgao de veiculos, pode-se observar (Figura
7.3) que a série diferenciada é estaciondria. As fungoes de autocorrelacao (Figura
7.4) comportam-se como um ruido aleatério, indicando assim, que a série integrada
de ordem 1 é descrita da mesma forma que um passeio aletério (ver Capitulo 2).
Assim é possivel escrever o numero anual de veiculos produzido como um processo

AR(1) integrado de ordem 1.
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Capitulo 8

Conclusao

Pelos resultados empiricos apresentado nesse trabalho conclui-se que o teste de DF,
para o = 1, se comporta de maneira semelhante tanto no modelo INAR(1) quanto
no modelo AR(1), para diferentes tamanho de amostra e diferentes A. Variando o
coeficiente «, percebe-se que o modelo INAR(1) apresenta significativa rejeicao da
hipotese nula para pequenos valores de A. Porém, para grandes tamanhos amostrais
e grandes valores de A o teste se comporta de forma similar em ambos modelos. O
estudo empirico mostrou que para pequenos tamanhos de séries temporais, o teste
deve ser executado com a consideracao do modelo especificado corretamente, pois o
poder do modelo AR(1) ¢ inferior ao poder do modelo INAR(1), mas com o aumento
do tamanho da série o teste de DF pode ser aplicado em processo de contagem como

forma aproximada do modelo AR(1).
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Apeéendice A

Sequéncias Absolutamente Somaveis

Esta secao apresenta uma revisao de alguns importantes resultados da convergéncia

de sequéncias infinitas de niimeros reais.

Definicao 7.1.1

N . . , -
Uma sequéncia infinita, denotada por {a;}32; ou {a;}, é uma funcdo a : N — R que
associa a cada numero natural n um numero real a, chamado o n-ésimo termo da

sequencia.

Definicao 7.1.2

Uma sequéncia duplamente infinita é uma funcao a : Z — R que associa a cada

nimero inteiro n um ndmero real a,. A sequéncia duplamente infinita é denotada

por {a;}32 .

Dada uma sequéncia {aj};?‘;l de nimeros reais, a partir dela forma-se uma nova

sequéncia {s;}52, onde
J
S§1 = ay, S2 :@1+a2,...,8j :G1—|—a2+...—|—a]’ = E a;
i=1

os s; sao chamados de somas parciais da série ) a;.
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Se existir o limite

n
lim s, = lim E a;
n—oo n—oo

Jj=1

diz-se que a série Y a; é convergente, se o limite nao é definidocaso contrério é

divergente.
Se
n
lim g ;|
n—oo
i=1
oo
é finito, a série Y a; é dita absolutamente convergente e E la;| < oo
j=1
Se o limite

n
lim E R
n—oo
j=—n
de uma sequéncia duplamente infinita existir e for finita, entao a série é absoluta-
oo
mente convergente, denota-se 5 laj| < 0o e asequéncia {a;} é dita ser absoluta-

j=—o0
mente somavel.

Propriedades da Sequéncia Absolutamente Somavel

1. Se {a;} é absolutamente somével, entao

o
j{: a? < oo.

j=—0c0

De fato, como {a;} é absolutamente somavel, entao

o0

Z laj| < 0.

j=—o00
Seja B = (... + |a_a| + |a—1| + |ao| + |a1]| + |az] + ...) < o0, entao
B? = (... + |a_s| + |a_1| + |ao| + |as| + |as| + ...)* < .
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Como

Yodd = (ntad,+a’ tagtai+ajt.)

= (s + o] +laol + || + fagf* + ...)

< (ot lassP 4 lay P+ |ao* + |ar > + |ag]* + k)
onde k é tal que

(o.tla_sP+la1*+|ao*+lai|*+|az*+k) = (...4|a_s|+|a_1]|+|ao|+|a1]+]|az|+...)%

Portanto

[o¢]
Z a?:B2<oo.

j=—o0

2. Dado {a;} e {b;} sequéncias absolutamente soméaveis entao as sequéncias {a;+b;}

e {a;b;} sdo absolutamente somaveis.

Observe que

S lag bl < D (agl+ 151 = D lagl+ Y (bl < o,

j=—o0 j=—o0 j=—o0 j=—o0

pois {a;} e {b;} s@o absolutamente somaveis e

o) o)

D ladil= Y (allbgh) < ) (lagl + Is])* < oo,
j=—00 Jj=—00 Jj=—00

pois {(|a;| + |b;])*} é o quadrado de uma sequéncia absolutamente somével.

3. A convolugao de duas sequéncias absolutamente soméveis {a;} e {b;} definida
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o0

por ¢; = E agb;j_i ¢ absolutamente somavel. Pois

k=—00
00

> el < Z D lanllbil < Y7 Jarl D [bs] < o0
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Apeéendice B

Provas dos Teoremas do Capitulo 2

Demonstragao do Teorema 2.2.3:

Definindo

como Yi(w) é a soma de varidveis aleatérias, ela é uma varidvel aleatéria bem

definida.

Uma vez que Yp(w) = [Xo(w)], Yi(w) = [Xa(w)| + Yo(w) + [ X1 (@), Vi(w) =
| X g (w)]+Yi—1(w)+|Xk(w)], e assim por diante, tem-se que {Y;(w)} é uma sequéncia

de variaveis aleatorias nao-decrescente.

Como a esperanca E ¢ uma fungao nao-decrescente, entao a sequéncia

En: E{Xj}:E{i Xj}

j=—n j=—n

nao seria limitada, o que é uma contradicao.

~ . 2’ ’ Y n 2’
Logo, a sequéncia {X;} ¢ absolutamente somavel e a série ) 37 X é quase sempre

convergente e definida (uma vez que é a soma de varidveis aleatdrias).

Como por hipétese, E{|X;|} ¢ finita pra cada j, entao

E{Y,} = E{Z |Xj|} =Y E|X;| < oo, k.

j=—k j=—k
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Aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona (James, 1981) a sequéncia {Yj}

tem-se que

E{ > IXA} - E{Jargo > IXA}

j:—oo jZ—TL

- JE%OE{i 'Xﬂ}

j=—n

= lm Y E{X)|}
j=—n

= > E{X)|} <.

j=—o0

Tomando S, =" Xj,

j=—n

n

1Sul = 1> X1 < > 1X)-

j=-n j=—n

Como S, — > 72 Xj, segue que

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada (James, 1981) na sequéncia {S,},

tem-se

E{ i X]} — i E{X;}.

j=—00 j=—00

Demonstracao do Teorema 2.2.4:

No Teorema 2.2.1 apresentado por Fuller (1976), tem-se

E{ i athJ} = i a; E{Z,_;},

j=—o00 j=—00
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logo,

E{X:} = E{ i ath_]} = i a;E{Z;;} = lim z”: a;E{Z;_;},

j=—o00 j=—o00 j=—n

e a primeira parte esta provada.

Para provar a segunda parte, observa-se que

D> BllabXe i Xowly = Y > lagbel E{I X Xel} (8.1)

j=—00 k=—o00 Jj=—00 k=—00

Mas como
0 < (1 Xij| — | Xemi)® = [Xemj [ = 21X | Xemi] + | X,

entao,

20X || X—k] < X + [ Xmi*.

Dessa forma,
2E{|Xo—jl| Xemil} < E{|Xi—} + E{| X"} < 2K,

portanto

E{ X1 X} < K. (8.2)

De (8.1) e (8.2) obtem-se

D> E{labeXe i Xewly = D D> lasllbel E{| X Xo i}

j=—00 k=—00 Jj=—00 k=—00
< ( > |aj|) ( >, \bk|> K < oo,
j=—o00 k=—o0

uma vez que {a;} e {b;} sdo absolutamente soméveis.
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Aplicando o Teorema 2.2.3, tem-se

E{Y;Z,} = E{ > X > kat_k}

Jj=—00 k=—o00

— E{ >y ajkat_th_k}

j=—00 k=—00

=) ) E{ohXi X}

j=—00 k=—o00

=Jlim 3 D EabiXe X

j=—nk=—-n

Demonstracao do Corolario 1:
Como {a;} e {b;} sdo absolutamente somaveis, {e;} uma sequéncia de varidveis

aleatérias e E{e?} = var{e;} + F{e;} = 0 = K, pode-se aplicar o Teorema 2.2.4.

Entao,
n

EHE}:JEQE:GJHQﬁ}:O-

j=—n

Como {e;} é uma sequéncia de varidveis aleatérias nao-correlacionadas, entao
E{@t_jet_k} = 07
para j # k.

Logo,

E{Y.Z,} = lim Z Z ajbpE{ei_jei_i} = o? lim Z ajb; = o? Z a;b;.

j=—nk=—n j=-n j=—00
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Apéndice C

Demonstracao da Proposicao 5.2.1

Esta secao apresenta a demonstracao de algumas das propriedades do operador

thinning

X3
(i) OoX1:ZYj71 talque P(Y;1=1)=a=0=P{Y;1=0)=1—-a=
j=1
Logo

00X1 ZY;J:ZO:
(v)
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(vi)

El(a1 0 X1)X3] = E[E (o 0 X7) Xo| X5]]

X1
j=1

= E[E[(Y11X2 + Yo1 X0 + ... + Y, 1.X2)| X5]]

= E[E[Y11Xo|Xs] + E[Yo1Xo|Xs] + ... + E[Yx, 1X5|X5]]
= E[EY11[Xo] E[X| Xo] + E[Y2,1 | Xo] E[Xo| Xo] +
+ E[Yx, 1| X E[Xo) Xo]
— E[E[Yi1)Xs + E[Ya1] Xo + . + E[Yx, 1] X]
= ElonXo + ... + a1 Xy
= Elon X1 X,

= OélE[XlXQ]
(viii)

El(a10X1)% = E[E [(a1 0 X1)* |X1]]

=F |E ZYZZNLZZ Ve | X0

7j=1 k=1
L Jj#k

X1 X1 X1
=E | Y ENAIX]+ D) EY;aYialX]
=1

7j=1 k=1
i#k .

X1 X1

—E ZEYfl +Y D EY;aYe]

7j=1 k=1
J#k

= E[X1(<71 +ai) + Xi(X; = 1)(en)]
= E[07 X1 + o] X7]

= 0lE[X,] + 2E[X7?
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El(a; 0 Xy)(ag 0 Xo)] = E[E[(a1 0 X7) (g 0 X5)| X7, Xo]]

E

{9

X2
ZZE[YZ‘JYJ}ﬂXl,XQ]]

Li=1 j=1
[ X1 Xo

Z Z E[Y; Y]]

Li=1 j=1

= B[X1 Xpo 0]

= OélOéQE[XlXQ]
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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